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1. Uvod

Cilj rada jeste upoznavanje sa modelima dinamike populacije, pre svega deterministi¢ckim sa
kratkim uvodom u stohasticke modele na kraju rada. Razlika izmedu deterministic¢kih i
stohastickih modela jeste u tome $to kod stohastickih imamo pojavu slu¢ajne promenljive i pojma
slu¢ajnosti Sto nam u opisivanju dinamike modela populacije omogucava korak blize realnijem
modelu, modelu koji blize opisuje stvarnost. Modeliranjem matematika pokusava da se $to vise
priblizi stvarnosti medutim postavlja se pitanje koliko je to tehnicki izvodljivo. Model treba da
bude dovoljno jednostavan da bi se mogao koristiti uopste, ali sa druge strane i dovoljno
komplikovan da bi bio Sto realniji. Daéemo matemati¢ku potporu za analiziranje modela kako
jedne tako i modela sa viSe vrsta, i pored toga pokuSaéemo da sa bioloSke strane interpretiramo
dobijena resSenja i njihovo ponasanje.

Populacija predstavlja jedan dinamican sistem jer doZivljava stalne promene kako u prostoru tako
i u vremenu. Zato mozemo govoriti o dinamici populacije, pri kojoj se uticajem spoljasnjih i
unutrasnjih faktora menjaju mnoge bitne osobine populacije. Dinamika populacije razmatra
problem kako se veli¢ina grupe Zivih bica, vrste ili sistema vrsta koji dele zajednicko staniste
menja tokom vremena. Ziva stvorenja se radaju, reprodukuju i umiru po odredenim stopama koje
zavise od okolnosti, koli¢ini dostupne hrane, sopstvene gustine, uklju¢ujudi i njihove specificne
geneticki utvrdene osobine, a u slu¢aju zajednic¢kog stanista i od osobina vrsta sa kojima Zive.

Definicija: Populacija je prostorno i vremenski integrisana grupa jedinki iste vrste koja raspolaze
zajednickim skupom naslednih faktora (genofondom), naseljava odredeni prostor, pripada
odredenom ekosistemu, i u okviru koje su jedinke povezane medusobnim odnosima, a pre svega
odnosima reprodukcije.

Populacija ima sledece atribute: veli¢inu, disperziju i prostorni raspored, natalitet (i stope
nataliteta), mortalitet (i stope mortaliteta, preZivljavanje), morbilitet (i stope morbiliteta),
socijalno i teritorijalno ponasanje, socijalnu strukuru, karakterisitike rasta populacije (stope
rasta), bioticki potencijal, uzrasna i polna struktura.

Matematicki simboli predstavljaju korisno sredstvo za opisivanje slozenih ekoloskih sistema, a
jednacine omogucavaju formalizovanje razli¢itih tvrdnji o interakcijama komponenti ekosistema.

Proces prevodenija fizickih ili bioloskoh koncepata bilo kog sistema u set matematickih izraza kao
i manipulacija na ovakav nacin izvedenim matematic¢kim sistemima naziva se analizom sistema.

Matematicki sistem nazova se modelom i predstavlja nesavrsenu i apstraktnu predstavu stvarnog
sveta. lako su modeli nesavrsene apstrakcije stvarnih sistema, za ekologe su vazni jer su moguci
odgovori i predvidanja koja se ti¢u znacajnih stvari na duZe staze vaZniji nego precizno
proucavanje nevaznih detalja.



U sustini, dinamicki model stanovniStva odgovara na pitanje kako ¢e se populacija promeniti u
bliskoj buduénosti s obzirom na njen trenutni status i uslove Zivotne sredine kojima je
stanovnistvo izloZzeno. Ove promene u populaciji mogu se odnositi na promene u ukupnom broju
¢lanova populacije, ali se mogu odnositi i na promene u sastavu stanovnistva, u odnosu muskih i
Zenskih jedinki ili uzrastu pojedinaca, odnosu boja maloletnih i punoletnih. Pojedinacni
organizam je osnovni entitet dinamike stanovnistva, jer promene unutar popilacije se mogu
pojaviti samo zbog dogadaja koji se deSavaju pojedinacnim organizmima unutar populacije. Na
primer, promene u obilju populacije su direktna posledica radanja, smrti, imigracije i emigracije
pojedinih organizama. Uslovi Zivotne sredine kojima je stanovnistvo izloZeno su vazni za njegovu
dinamiku. Uslovi Zivotne sredine se mogu odnositi na abioticke i bioticke faktore, kao $to su na
primer temperatura, vlaznost, obilje hrane, broj predatora ili konkurenata.

Ako smatramo da je populacija skup pojedinaca koji Zive na ta¢no definisanom podrucju, svaka
promena u broju pojedinaca unutar populacije nastaje usled reprodukcije, smrti ili migracije
pojedinih organizama. Uzimajuéi to u obzir, mozemo izraziti dinamic¢ki model populacije
slede¢om ,jednacinom®:

promena velic¢ina populacije
= broj rodenih - broj umrlih + imigracija - emigracija

Ova jednacina izrazava opstu strukturu jednacine bilansa stanovnistva. lzraz bilansna jednacina
ili jednacina bilansa odnosi se na ¢injenicu da su promene u veli¢ini populacije u njoj predstavljeni
kao ravnoteza izmedu procesa koji smanjuju veli¢inu populacije (smrt i emigracija) i procesa koji
povecavaju veli¢inu populacije (reprodukcija i imigracija).

Migracije moZzemo da zanemarimo u podrucjima koja su veoma velika u odnosu na obim
populacije unutar tog podrucja. U tim slu¢ajevima dinamika populacije je samo ravnoteza izmedu
broja rodenih i broja umrlih pojedinaca unutar populacije. Populacije za koje se moze zanemariti
imigracija i emigracija nazivaju se zatvorenim populacijama ili zatvorenim sistemima, za razliku
od otvorenih populacija to jest otvorenih sistema. Primer zatvorenog sistema je jezero, dok su
reke ili plimske zone na obali tipi¢ne za primere otvorenih sistema.
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2. Modeli jedne populacije

2.1 Analiza modela jedne populacije

Modeli dinamike za jednu populaciju su opisani autonomnom diferencijalnom jednacinom,
diferencijalnom jednacdinom koja sa desne strane nema nezavisnu promenljivu.

d
i £(P) (2.1.1)

dat
. . .. . . ar . -
Ovde P(t) predstavlja velic¢inu populacije koja zavisi od vremena t, Ejeste promena u veliini

populacije, dok je desna strana f (P) neprekidno diferencijabilna funkcija koja zavisi od veli¢ine
populacije i zavisno od modela moZze biti u jednostavnijem ili komplikovanijem obliku. Funkcija
f(P) moze biti linearna kao u Maltusovom modelu ili nelinearna u Verhulstovom modelu.
Jednostavnije modele moZemo resiti analiticki, dok komplikovanije ne mozemo, medutim
analiticko resenje nije neophodno u populacionoj dinamici jer nam je bitnije da znamo ponasanje
sistema i njegovu stabilnost, ako je uopste dostize.

Neka je dat pocetni uslov, Sto u naSem slucaju predstavlja pocetnu veli¢inu populacije:
P(0) = P, (2.1.2)

Definicija 2.1: Obicna diferencijalna jednacina zajedno sa svojim pocetnim uslovima cCini
takozvani pocetni ili Kosijev problem.

Definicija 2.2: ReSenje pocetnog problema je n puta diferencijabilna funkcija P(t) koja
zadovoljava identitet (2.1.1) i pocetne uslove (2.1.2), gde n predstavlja red diferencijalne
jednacine.

Geometrijski se diferencijalna jednacina predstavlja preko polja pravaca, a njeno resenje sa
familijom integralnih krivih. ReSenje pocetnog problema jeste integralna kriva koja prolazi kroz
pocetnu tacku.

RavnoteZna tacka modela (stacionarna tacka, tacka mirovanja, kriticna tacka) jeste tacka za koju
. dP .. . X . . ey
je ;= 0 odnosno f(P) = 0, ozna¢imo je sa P*. Treba napomenuti da model moZe imati vise

ravnoteznih tacaka.

2.2 Maltusov model

Tomas Robert Maltus, roden 1766. godine, studirao je matematiku na Univerzitetu u Kembridzu,
Sest godina nakon diplmiranja postao je svestenik anglikanske crkve.



Godine 1798. Maltus je anonimno objavio ,,Esej o pincipu stanovnistva“ (An Essey on the Principe
of Population) u kome je izneo svoje nimalo optimisticno misljenje o porastu stanovnistva i
ograni¢enim resursima. Za Maltusa, engleski loSi zakoni koji su indirektno podsticali rast
stanovnistva kroz subvencionisano snabdevanje porodica sa velikim brojem dece hranom, nisu
pomogli siromasnima vec suprotno. S porastom siromastva koji se nastavlja u daleko veéem
procentu od snabdevanja hranom, Maltus je predvideo drustvo u kome vlada beda i glad. NeSto
kasnije Maltus je izdao drugo izdanje svoje knjige ali ovaj put pod svojim imenom.

Takozvani maltuzijski model rasta populacije opisuje sledeé¢a diferencijalna jednacina:
dP
==

ovde je rast broja stanovnika P regulisan parametrom r-stope intristiénog rasta,koja predstavlja

razliku stope fertiliteta i stope smrtnosti r = n — m. (vidi literatura [10])

rP

2.2.1 Diskretni Maltusov model

U ovom poglavlju posmatraéemo jednu izolovanu vrstu odnosno populaciju. Broj jedinki u ovoj
populaciji ili veli¢inu populacije u trenutku t oznacicemo sa P,. Pretpostavka je da se populacija
menja u diskretnim vremenskim trenucima, vreme se meri u diskretnim jedinicama (sekunde,
¢asovi, godine itd) i pretpostavlja se da veli¢ina generacije u trenutku t odreduje veli¢inu sledece
generacije, to jest broj P;, ;. Drugim rec¢ima, ovo znaci da prethodne generacije uti¢u na veli¢inu
generacije u trenutku t + 1 samo preko generacije koja je prisutna u trenutku t. Takode se
pretpostavlja da okolnosti koje mogu uticati na reprodukciju, hranu, temperaturu itd ostaju ista,
odnosno, svaka godina je kao i prethodna, uslovi za Zivot se ne menjaju.

Stopu rasta populacije po glavi stanovnika dobijamo tako Sto razliku veli¢ina populacije u
trenutcima t + 1 i t podelimo sa velicinom populacije u trenutku t. Najjednostavnija je
pretpostavka da je ova stopa konstantna. Ako je negativna onda to znaci da u svakoj narednoj
generaciji ima manje jedinki nego u prethodnoj, ocigledna posledica je da u tom slucaju
posmatrana populacija izumire brzo. Obrnuto ako je pozitivna, svaka naredna populacija je veéa
od prethodne i imamo neogranicen rast veli¢ine populacije:
_ Peyy — Py
r = —
Py
U formuli je r > 0 stopa rasta populacije po glavi stanovnika. Ova jednacina se moZe zapisatiina
sledeci nacin:
Py =1 +1)P,

Ako je veli¢inu populacije u trenutku t + 2 izrazimo veli¢inom populacije u trenutku t + 1, a
zatim redom veli¢inu u trenutku t + 3 izrazimo veli¢inom u trenutku t + 2 i tako dalje onda je
veli¢ina populacije u trenutku t + n:



Py = (1+ r)nPn

Ova diferencna jednacina se lako reSava ako znamo da populaciju u po¢etnom trenutku t = 0,
odnosno pocetnu populaciju. Ako je

P(O)=P0,

onda je reSenje jednacine dato sa:

B, = Po(1+7)"

2.2.2 Neprekidni Maltusov model

Oznaci¢emo veli¢inu populacije u trenutku t sa P(t) i smatrati je nenegativnom funkcijom koja
se neprekidno menja u vremenu. Veoma je bitno da bi funkcija bila neprekidno diferencijabilna

naglasiti da su promene unutar velike populacije za kratko vreme veoma male. Promena veli¢ine
populacije od trenutka t do trenutka t + At iznosi

dP =dR —dU +dM

U formuli su:

dR — broj rodenih ¢lanova populacije u vremenskom intervalu [¢t, t + At],

dU — broj umrlih ¢lanova populacije u vremenskom intervalu [t, t + At],

dM — broj ¢lanova populacije koju su migrirali u vremenskom intervalu [t, t + At]. Ako je
dM > 0 govorimo o imigraciji, a ako je dM < 0 radi se o emigraciji. Razlozi migracije
¢lanova populacije mogu biti razliCiti, zavisi i o kojim populacijama govorimo, na primer
hrana, razmnozavanje.

Jednacina se naziva jednacinom sacuvanja populacije. U matematickoj biologiji veli¢inu

1dP
P dt

zovemo stopa rasta populacije. Stopa rasta populacije jeste prirast te populacije u jedinici

vremena po glavi stanovnika. Sli¢no,

1dR . . -
s 1€ stopa radanja (fertiliteta),
1dU

Y je stopa umiranja (mortaliteta),

1 je stopa migracija
TR, p gracija.

Krajem osamnaestog veka Maltus je objavio svoj Esej o principu populacije, prema kom je brzina

rasta populacije proporcionalna veli¢ini populacije. Za mikroorganizme koji se razmnozavaju

deobom ova pretpostavka je razumna. On je pretpostavio da su dR i dU proporcionalni veliCini

populacije P i duZini vremenskog intervala dt.



dR = nPAt, dU = mPAt

Konstante proporcionalnosti n i m su stopa nataliteta (radanja) i mortaliteta (stopa smrtnosti),
dok je njihova razlika, r = n —m, stopa rasta populacije. Ako se migracije zanemare, uz
navedene pretpostavke, diferencijalnu jednacdinu iz jednacine bilansa populacije dobijamo na
slededi nacin:
P(t+ At) — P(t) = (n—m)P(t)At
P(t + At) — P(t)
At

~ (n —m)P(t)

Ako pustimo At - 0

dP(t)
dt

=71rP(t)
Dobijenu jednacinu zovemo Maltusov model populacije. Ovo je jednacina prvog reda, Cije resenje
se dobija veoma lako metodom odvajanja promenljivih. Ako postavimo pocetan uslov:

PO = P(O) > O,

dobijamo partikularno resenje na sledeéi nacin:

—=| rdt
P(0) N 0
P(T)

lnlNHp(o)

=rt|}
i zamenjivanjem gornje i donje granice integrala
InP(T)—InP(0)=rT —r-0,

InP(T)—InP(0) =T,

Py .,
ZoRAE
P(t) = Pye'™ .

Dakle, populacija raste eksponencionalno ako je r > 0, ne menja se s viemenom akor = 0 ili
eksponencijalno izumire zar < 0.



%108 Maltusov model

P(t)

Slika 1: Maltusov model gde vidimo eksponencijalni rast populacije za r = 2

Na Slici 2 vidimo da je ravnotezna tacka ovog modela nestabilna i da sve trajektorije odlaze od
nje.

Maltusov model
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Slika 2: Vektorsko polje za Maltusov model



Maltusov model je jedan od prvih modela dinamike populacije i svakako je previse jednostavan
da bi realno opisao stvarnu populaciju i uopste bio koristan u vecini slu¢ajeva. Medutim, nasao
je svoju primenu za na primer procenu stope rasta parazita kada se prvi put unese u krvotok
pojedinca, u proucavanju stope rasta novih slucajeva infekcije na pocetku epidemije, u proceni
rasta stope Stetocine koja je upravo napala polje ili u proceni stope izumiranja ugrozenih vrsta.
Kao takav, Cini sledeée pretpostavke: populacija je homogena odnosno svi ¢lanovi su identicni,
populacija naseljuje staniSte unutar koga nema velikih promena ni za dugi vremenski period i
unutar koga nisu prostorno ograniceni, rast populacije ne zavisi od njene gustine i dostupno je
neograni¢eno mnogo hranljivih materija. U realnim okruZenjima rast broja stanovnika je
ogranicen razli¢itim faktorima od dostupnosti resursa do postojanja predatora ili konkurencije
unutar populacije ili izvan nje. Maltusov model moZze ta¢no opisati rast populacije u ogranicenom
vremenskom periodu, dok je neogranicen rast na duZi vremenski period nemogué. Upravo ovim
problemima pricamo u nastavku rada.

2.3Verhulstov model

Pjer Francirs Verhulst je roden 1804. godine u Briselu. Doktorirao je matematiku u dvadeset petoj
godini, a 1835. godine je postao profesor matematike na novoosnovanom Slobodnom
univerzitetu u Briselu. Iste godine njegov sunarodnik Adolf Ketle, statisticar i matematicar, je
objavio ,,Raspravu o ¢oveku i razvoju njegovih sposobnosti“. U svom delu, Ketle, je sugerisao da
populacija ne moze da raste geometrijski dugo vremena vec¢ da ce taj rast naiéi na otpor koji je
proporcionalan kvadratu stope rasta. Ovaj rad je ispirisao Verhulsta i ve¢ 1838. on objavljuje
,Belesku o zakonu rasta populacije”, u kome govori da je porast stanovnistva ogranicen veli¢cinom
i plodnoséu zemljista na kom se nalazi. (vidi literatura [10])

U prirodi nije moguée da postoji neogranicen eksponencijalni rast bilo koje populacije na duzi
vremenski period. U prvoj polovini XIX veka Verhulst je dao svoj model populacije sa glavnim
motivom da su resursi ograniceni, bilo resursi hrane ili kapacitet nosivosti naseljenog podrucja
kao resurs prostora. Populacija raste samo dok ne dode do zasi¢enosti nekog resursa i tada stopa
rasta po glavi stanovnika viSe nije konstantna nego opadajuéa funkcija veli¢ine populacije.
Najjednostavniji nacin jeste pretpostavka da je stopa po glavi stanovnika opadajuéa linearna
funkcija veli¢ine populacije. Maksimalnu veli¢inu koju populacija moZe da dostigne oznacié¢emo
sa K, ovu konstantu nazivamo nosivi kapacitet.
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2.3.1 Diskretni Verhulstov model

Diskretni Verhulstov model jeste modifikacija diskretnog Maltusovog modela sa pretpostavkama
da je unutrasnja stopa rasta populacije r > 0 opadajuéa funkcija veli¢ine populacije i K > 0
nosivi kapacitet:

Mzr(l_ﬂ>
P

K
P =P 1+ (1 Pt)
t+1 = It r K

Unutrasnja stopa rasta populacije r preovladava kada je veli¢ina populacije u trenutku ¢, P,
mala. Dok je P, manje od K, veli¢ina sledeée generacije P;,, ¢e biti ve¢a od prethodne P;,
odnosno populacija se poveéava. U slucaju kada je P; vece od K, veliina sledece generacije Py, 1
¢e biti manja od prethodne P;, odnosno populacija se smanjuje. Ravnotezne tactke ovog modela
suP=0iP =K, kad je P, jednako K i P, ostaje jednako K. Prednost Verhulstovog modela
jeste Sto populacija neée rasti u nedogled i zapravo u jednom trenutku dostize konstantnu
vrednost K i tu i ostaje. Problem nastaje kada se P, zameni veoma velikim vrednostima jer
tada P44 postaje negativno $to ne sme da se dogodi. Ovo mozemo izbeci na sledeci nacin:
Pt+1Pt_ Py _ er(l_%) _1

P
Py = Pter(l_ft)

U prethodnoj jednacini imamo isto ponasanje, ako je veli¢ina populacije manja od nosivosti,
slededa generacija ¢e biti ve¢a od prethodne i obrnuto, veli¢ina populacije u svakom slucaju tezi
veli¢ini K. Zamenom bilo koje vrednosti za P, Py, ostaje pozitivno.

2.3.2 Neprekidni Verhulstov model

Oznacimo sa ng i my pocetne stope nataliteta i mortaliteta populacije respektivno. Oduzimanjem
ovde dve veliCine dobijamo pocetnu stopu rasta populacije r =ny—m, . Verhulst je
pretpostavio da stopa nataliteta opada proporcionalno veli¢ini populacije, a stopa mortaliteta
raste proporcionalno veli¢ini populacije, odnosno:

1dR 1dU
n=;a=n0—afP, m=———=my+ P

Konstante « > 0i 8 > 0 su stope po kojima stopa nataliteta opada, odnosno mortaliteta raste.
Zamenjujemo u pocetnu jednacdinu:
dP =dR —dU
dP = ((ng — aP) — (my + BP))Pdt
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dP=(n0—m0)(1—( ath )P)Pdt

ny + my

dP = (1 P) Pdt
ar p (1 P>
Gde smo definisali novu konstantu koja ¢e predstavljati nosivi kapacitet:

ng + my
a+p

Dobijena jednacina je poznata kao Verhulstov ili logisticki model koja se jednostavno reSava opet
odvajanjem promenljivih:

_ar
(1-x)?

Pretpostavljamo da je r > 0. Tada iz jednacine sledi da je dP > 0 samo za P < K, kada veli¢ina
populacije raste i to se de$ava sve dok ne stigne do nule odnosno dP = 0, kada je P = K. Sto je
populacija bliza nosivom kapacitetu sporije raste. Odavde zaklju¢ujemo da nosivi kapacitet
predstavlja maksimalnu veli¢inu koju populacija moze dostici.

= rdt

Integraljenjem leve i desne strane dobijamo:

[ty

j(1+ ! )dP— t+C
P xk—p)* T

InP—In(K—-P)=rt+C

In —5 = rt—InC
P 1
ot
K—P C°
ReSavanjem jednacine po P dobijamo:
P(t) =———. 2.3.2.1
© 1+ Ce™t (2321)

Konstantu C dobijamo iz pocetnog uslova:

zamenom u (2.3.2.1):
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K

1+ () e

P(t) =

Dobijamo analticko resenje logisticke jednacine sa pocetim uslovom P(0) = P,, koje ima smisla
samo akoje 0 < Py, < K.

10 Verhulstov model

P(1)

Slika 3: Verhulstov model za Py = 1, K = 10,r = 2

Da bi nastavili sa analizom sistema traZimo ravnotezne tacke:

apr _ 0

dt
odnosno:

P (1 P) =0
T K =

Odakle dobijamo dve ravnotezne tacke:

P=0

P=K

Grafickom analizom sistema Slika 4 mozemo intuitivno videti da je P = 0 odnosno trivijalna
ravnotezna tacka nestabilna, dok je P = K stabilna. Takode primeéujemo da je rast populacije
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. K .. K .
brz za vrednosti P < Sy sve dok populacija ne prede vrednost P = > kada se rast usporavai P se

. Ly L . . d
asimptotski priblizava K. Za vrednosti vece od K, odnosno kada je P > K imamo d—i <0,

populacija se smanjuje i u ovom slu¢aju asimptotski tezi K. Ovakvo ponasanje se slaze sa
posmatranim ponasanjem mnogih populacija i zbog toga se logisticki model cesto koristi za
opisivanje veli¢ine populacija.

Vektorsko polje za Verhustov model

12
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Slika 4: Vektorsko polje Verhulstove jednacine za Py = 1, K = 10,r = 2

3. Modeli za dve i vise populacija

Do sad smo pricali o modelima jedne vrste, u narednom poglavlju éemo se baviti sistemima koji
opisuju interakciju dve vrste. Odatle prelazimo na razmatranje dvodimenzionalnih sistema, sto
¢e nam omoguciti da uzemo u obzir efekte koje dve populacije imaju jedna na drugu.

Za vreme Prvog Svetskog rata kada je Italija objavila rat Austougarskoj obe strane su zatvorile
svoje morske luke Sto je uticalo na ulov ribe. Nakon zavrsetka rata, ocekivalo se da ¢e ribari imati
mnogo vise ulova jer je bilo dovoljno vremena da se poveéa fond ribe. Situacija je medutim bila
suprotna.

U staniStu gde zajedno Zivi nekoliko vrsta mi éemo posmatrati dve koje su medusobno najvaznije
jedna za drugu i zanemari¢cemo efekat ostatka kako bi dobili bolji uvid u njihovu interakciju.
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Staniste je ekoloski i geografski prepoznatljivo i dobro definisano mesto kao Sto je na primer
Suma, jezero, ostrvo, drvo. lako su rezultati koje dobijamo na ovaj nacin apstraktni i stoga mogu
biti pogresni, oni nam pomazu u daljem razvijanju modela i uopsSte razumevanju dinamike
populacije. Ako dve izabrane vrste nisu neutralne jedna za drugu, onda u principu postoje tri
nacina njihove interakcije:

e interakcija predator i plen u kojoj jedna od vrsta moze posluziti kao hrana za drugu

e konkurentni sistemi u kojima se dve vrste takmice za iste resurse

e kooperativni sistemi u kojima dve vrste mogu pomagati jedna drugoj, zavisiti jedna od
druge ili Ziveti u simbiozi
Poglavlje pocinjemo sa interakcijom predator-plen, a nastavljamo sa pricom o konkurentnom i

kooperativnom sistemu. Bitan termin koji ¢emo uvesti jeste Kolmogorovljev model koji je veoma
koristan pri proucavanju modela interakcije populacija.

3.1 Analiza modela za dve i vise populacija

Modeli dinamike populacije za dve i viSe vrsta su opisani autonomnim sistemima diferencijalnih
jednacina. Dimenzija sistema zavisi od broja vrsta odnosno populacija ¢iju interakciju Zelimo da
opisSemo. Ako su to u pitanju dve vrste (populacije) sistem ima sledeci oblik:

dp,
e f (P, Py)

dp,
pral g(P1, Py)

(3.1.1)

Gde su P, (t) i P,(t) veli¢ine populacija u vremenu t. U zavisnosti od izabranih funkcija f i g
dobijamo razlicite sisteme, uglavnom su to nelinearne funkcije. U nastavku ove oblasti éemo
pric¢ati o njima.

Analiza sistema pocinje sa trazenjem ravnoteznih tacaka (stacionarnih tacaka, kriticnih tacaka), a
nastavlja analizom njihove stabilnosti. Definicije stabilne, nestabilne i aismptotski stabilne tacke
dajemo u nastavku.

Definicija 3.1: Kriti¢na tacka P* sistema (3.1.1) je stabilna ako za svako € > 0 postoji § > 0 tako
da svako resenje P(t) koje u t = 0 zadovoljava ||P(0) — P*|| < § zadovoljava i da je ||P(t) —
P*|| < e zasvakot > 0.

Definicija 3.2: Kriti¢na tacka P* je nestabilna ako nije stabilna, odnosno postoji € > 0 tako da za
svako & > 0 postoji resenje P(t) koje u t = 0 zadovoljava ||P(0) — P*|| < &, ali za neko ¢,
zadovoljavaidaje ||P(t) — P*|| = € za svako t > t,.
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Definicija 3.3: Kriti¢na tacka P* je asimptotski stabilna ako je stabilna i pri tome vaZi da postoji
&, > 0 tako da sva resenja P(t) zadovoljavaju ||P(0) — P*|| < §; => tlimllP(t) — P*|| = 0.

Vra¢amo se na na$ sistem (3.1.1) i pretpostavimo da je P* = (P;", P,") ravnoteZna tacka ovog
sistema, odnosno da vazi:

f(P,P,") =g(P",P,") =0
Sada posmatramo reSenja u blizini ravnotezne tacke:

Pi(t) = P;" +pi(t)
P,(t) = P,” + pa(t)

Cesto ih jos zovemo pertubacije stabilnog stanja. Zamenom u poéetni sistem dobijamo:

d
a([ﬁ* +p:1() = f(PL" +p1(t), ;" + p2(D))

d
E(Pz* +p2(1)) = g(P," +p1(6), P;" +p2(D))

. . N . . . .. dP; _ dP .
Razvijamo levu i desnu stranu, uzimajudéi u obzir na levoj strani da je d—: = d_t2 = 0. Na desnoj

strani razvijamo funkcije f i g u Tejlorov polinom u okolini tacke P*.

% ~ f(P,",P,") + i (P", P,")py + E (P, PP,
dt op1 ap,
dp

Ezg(ﬂ , P, )+a_pl(P1 , P, )P1+a_pz(P1 , P, )p,

Po pretpostavcida je (P;", P,") je kriti¢na ta¢ka pa dobijamo linearizovan sisitem sa konstantnim
koeficijentima. On je lokalna aproksimacija polaznog sistema (3.1.1) u okolini ravnoteZne tacke.
dp:

—— = Q11P1 T A12D>
dt (3.1.2)

@ =a +a
dt 21P1 22D2
Gde je matrica koeficijenata:
af of
_ (%1 @12\ _ | Op1 Op
A= (a21 azz) =| 95 94 (3.1.3)
op, 0p;

(Pl*:PZ*)

Jakobijan pocetnog sistema jednacina (3.1.1) . Ova matrica se u mnogim literaturama o
matematickoj biologiji naziva matrica zajednice. Unosi ove matrice predstavljaju uticaj velicine
svake populacije na brzinu rasta sebe same kao i na brzinu rasta one druge. Proces koji smo sad
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izveli naziva se linearizacija sistema. Linearizaciju nelinearnih sistema vrSimo radi
pojednostavljavanja. Orbite ravnoteznih ta¢aka nelinearnog sistema se slicno ponasaju kao orbite
linearizovanog sistema. Orijentacija trajektorija ostaje ista u okolini ravnotezne tacke.

Ako napisemo sistem (3.1.2) u vektorskoj notaciji:

ar

—; = AP (3.1.4)

P.
Gde su P = ( 1) i A matrica zajednice (3.1.3). Pretpostavimo da su resSenja ovog sistema u

P,
obliku:
P(t) = vett
Vektor v ne zavisi od t. Zamenom u sistem (3.1.4) dobijamo:

Ave?t = Ave?t
Pokratimo et i ostaje:
Av = Av
Jednacinu moZemo napisati u slede¢em obliku:
Av—Alv=0
Gde je I jedini¢na matrica odgovarajuce dimenzije.
A-ADhv=0
det(A—A) =0
Odnosno karakteristi¢na jednacina ima oblik:

PZ+BA+y=0

Iz ove jednacine dobijamo karakteristicne korene A, a preko njih i karakteristicne vektore v
matrice A. S obzirom da imamo sistem veli¢ine 2 X 2, karakteristiéna jednacina sistema jeste
kvadratna jednacina te resavanjem dobijamo karakteristicne korene predstavljene sledeéim
izrazom:
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Gde je

B =tragA = ayq + ay;
Y = detA = a11a5; — A405
§ = discA = B? — 4y

Odgovarajudi karakteristi¢ni vektori su dati slede¢im izrazom:

1
v = (ﬂ)
a2

za a,, # 0. U zavisnosti od karakteristi¢nih korena moguci oblici reSenja su:

o A, ERiA # A, P(E) = Cyv et 4+ Cyvyetet
e L, ALERIA=A,=41
o A generide dva linearno nezavisna karakteristitna vektora: P(t) = C;v e’ +
C,v et
o A generiSe samo jedan karakteristicni vektor, tada posmatramo i uopsteni
karakteristi¢ni vektor n: P(t) = C;ve? + C,ne’t
o MM EC A,=atbi,v=v,tv,i: P(t) = C,e* (v cos(bt) — vpsin(bt)) +
Cre%(vysin(bt) + v,cos(bt))
RavnoteZna tacka sistema biée stabilna ako su oba karakteristicna korena negativna A4; < 0, u
realnom sluéaju, odnosno ako su realni delovi konjugovano kompleksih karakteristi¢nih

korena negativni ReA; < 0, u kompleksnom slucaju.

Klasifikacija ravnoteznih taéaka:

1. 2,4, ERy#0,2—4y >0
o A; > 0,1, > 0 nestabilni ¢vor
o A4,>0,1,<0ilid; <0,4, > 0 sedlasta tacka
o A; <0,1, < 0 stabilni ¢vor
2. 14,1, €ECy+0,2—4y<0
o a > 0 nestabilna spirala
o a = 0 neutralni centar
o a < 0 stabilna spirala
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Ako Zelimo da uopstimo, posmatraéemo sistem od n diferencijalnih jednacina za n vrsta:

dp,
E = fl(PliPZ!""Pn)

dp,

ke f2(P1, Py, o, By) (3.1.5)
dpP,

— = u(Pu Py B

U vektorskom obliku sistem izgleda:

dP PP

7r = FP)

gdeje P = (P, P,, ..., B), F = (f1, f2, .-, f»), gde svaka funkcija f; , ie{1,2, ..., n} zavisi od svihili
samo nekih veli¢ina populacija P; , i€{1,2, ...,n}. Opet, ravnoteZne tacke trazimo resavanjem
jednacine:

F(P) =0

Ako pretpostavimo da je reSavanje ove jednacine moguce dobijamo jednu ili viSe ravnoteznih
tacaka koje ¢emo oznaciti sa P*. Linearizacijom sistema (3.1.5) oko ravnotezne tacke dobijamo
Jakobijan funkcije F(P):

o

op, op,
J=| : :

O . O

op1 Opn/ o

Matrica Jakobijana je dimenzije n X n. Karakteristi¢ni koreni zadovoljavaju:
det(J]—AI) =0
Dobijamo karakteristi¢nu jednacinu sistema reda n:
+a AT+ +a,=0 (3.1.6)

ReSavanje ove jednacine i dobijanje svih karakteristicnih korena je komplikovano, medutim
postoji vise kriterijuma koji daju potreban i dovoljan uslov da ovaj polinom bude stabilan. Dajemo
teoremu takozvanu Raus-Hurvic kriterijum (Routh-Hurwitz criteria) bez dokaza.

Teorema 3.1: Polinom (3.1.6) je stabilan, onda i samo onda, kada su svi glavni dijagonalni minori
matrice:
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a, 1 0 0

as a a; 0
H = asg a, as 0
\aZn—l Aan—-2 Adon-3 - a,

gde su a, = 0za k > n, pozitivni.

Tada svi karakteristi¢ni koreni sistema imaju negativne realne delove, pa je ravnotezna tacka P*
stabilna. Ako uzmemo na primer n = 2, 3, 4 Raus-Hurvic kriterijum znaci da je ravnotezna tacka
stabilna ako je ispunjeno:

n=2. a >0, a, >0
n=3 a >0, as; >0, a.a, > as
n=4: a >0, as > 0, a, >0, a,a,a; > az* + a;a,

3.2 Lotka-Voltera predator plen model

Lotka je roden u delu austrougarskog carstva koji je sad Lavov Ukrajina. Studirao je fiziku i hemiju,
zavrsio je Univerzitet Briminghem u Engleskoj. Karijeru je nastavio u Njujorku, gde je poceo raditi
za General Chemical Compani. Uprkos tome sto je hemicar, njegov rad je doprineo revoluciji u
oblasti ekologije stanovniStva. Godine 1920. objavljuje "Analiticku notu o odredenim ritmi¢kim
odnosima u organskim sistemima", pri ¢emu je modelirao sistem jednacina koji se koriste za
opisivanje dinamike dve populacije: predatora (npr. biljojedi) i plena (npr. biljke).

Vito Voltera je roden u Ankoni u Italiji. Zavrsio je doktorat iz fizike 1882. godine, a potom postao
profesor na Univerzitetu u Pisi. Svojim radovima je privukao paZnju u matematickoj fizici, a u
Sezdesetpetoj godini zapocinje istraZivanje ekoloskog problema koji mu je predloZio njegov
bududi zet, zoolog Umberto d'Acona. Voltera je istrazivao podatke prikupljene izmedu 1905. i
1923. godine o populacijama ajkula i raza u Jadranskom moru. D'Aconu je zainteresovao porast
populacije ovih predatorskih riba tokom Prvog svetskog rata, kada je aktivnost ribolova bila
relativno smanjena. Volterra je nesvesno stvorio isti matematic¢ki model kao i Lotka da bi opisao
dinamiku populacije predatora (ajkula) i plena (manje ribe). (vidi u literaturi [10])

Voltera i Lotka su svojom studijama postavili kamen temeljac za teoriju o interakcijama predatora
i plena. Model predator-plen Lotka-Voltera, kako je nazvan model po njima kasnije, predstavlja
osnovu na kojem vecina, ako ne i svi modeli takvih interakcija osnovani. Pored toga, postalo je
jasno da su interakcije predatora i plena jedan od najvaznijih uzroka oscilacija u bogatstvu vrsta.

Prvi model koji posmatramo jeste najjednostavniji model koji su i Lotka-Voltera dali, gde
zanemarujemo nosivost Zivotne okoline. Populacije plena i predatora prate eksponencijalni rast.
Zelimo da utvrdmo da li se eksponencijalni rast plena stabilizuje postojanjem predatorske
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populacije koja ogranicava taj rast, s druge strane da li se rast predatora stabilizuje smanjenjem
njegovih resursa hrane, odnosno plena.

Oznaci¢emo sa P; (t) veli¢inu populacije plena u trenutku t, P,(t) veli¢inu populacije predatora
u trenutku t. Pretpostavka ovog modela jeste da su stope rasta populacije predatora i plena
linearne funkcije veli¢ine obe populacije:

dp,
e f (P, Py)
ap,
e g(Py, Py)
Odnosno:
dp;
dr = aP; — BP,P,
t (3.2.1)
dp,
Ez_ypz‘l'(gplpz

gde su a, 8,y i 6 nenegativne konstante:

e q je stopa rasta populacije plena u odsustvu predatora. Pretpostavka jeste da za plen ima
dovoljno hrane i dovoljno veliko staniste tako da u odsustvu predatora njihova populacija
moze rasti eksponencionalno po Maltusovom zakonu.

e [ je stopa smrtnosti ili mortaliteta populacije plena uzrokovana pristustvom populacije
predatora. Broj kontakata u jedinici vremena izmedu predatora i plena proporcionalan je
proizvodu P; P,, a samo pojedini kontakti ¢e se zavrsiti tako $to plen bude ulovljen od
strane predatora.

e ¥ je stopa mortaliteta populacije predatora €iji uzrok ne zavisi od populacije plena.

e Stopa rasta populacije predatora proporcionalna je broju ulovljenog plena. Predator ne
moZe svu energiju sadrzanu u plenu upotrebiti za svoj rast, zbog toga je efikasnost kojom
predator konzumiranu hranu pretvara u populacijski rast prikazan koeficijentom 6.

Dobili smo sistem nelinearnih obi¢nih diferencijalnih jednacina koji se uglavhom ne moze
eksplicitno resiti. Zbog toga ¢emo ovaj sistem analizirati u faznoj ravni P; P, u kojoj iscrtavamo
trajektorije sistema (3.2.1). Trajektorije su skupovi tacaka (P;(t), P,(t)) u P,P, ravni koje se
dobijaju za sve vrednosti t iz nekog vremenskog intervala. Analiza trajektorija u faznoj ravni moze
nam dosta reéi o ponasanju veli¢ina tih populacija u vremenu. Vidi Sliku 5.
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5 Lotka-Voltera model

Plen
Predator

Slika 5: Lotka-Voltera model za P1(0) = P,(0) =2, a=B=1y=46=1

RavnoteZne populacije (ravnotezne tacke) za ovaj sistem se dobijaju tako Sto reSavamo jednacine

. .. d d . v Y . . Y
za koje vaii % = % = 0 po P; i P,. PocCinjemo od reSavanja prve jednacine:
dp,
——-=0
dt
(XPl - IBP]_PZ =0
Py(a—pP;) =0
P1=0 VO(—[))P2=O
a
Pl =0V P2 = E
Zatim druge:
dP,
— =0
dt

6P1P2_YP2=0
Py(epP, —y) =0
P2=0V6P1_y=0

P2=0VP1=g

Dobijamo dve ravnotezZne tacke reSavanjem ovog sistema, trivijalnu (Py, P,) = (0,0) i unutradnju

(P, P) = G:%)-

22



Model Lotka-Voltera pravi dva predvidanja u vezi sa unutrasnjim stabilnim stanjem koja na prvi
pogled nisu ocigledna: Ujednacena veli¢ina plena nezavisna je od sopstvenog rasta ili stope
smrtnostim, ali je u potpunosti odredena karakteristikama predatora dok su poveéana stopa
rasta plena ili povedana zastita plena od predatora (niZe vrednosti §) samo rezultiraju vecoj
populaciji predatora u stabilnom stanju.

Stabilnost ove dve ravnotezne tacke ispitujemo pomoéu matrice Jakobijana:

1= " smy)

Zamenom vrednosti iz prvog ravnoteznog stanja (P, P,) = (0,0) dobijamo:

ho= (g —OV>

Potom, dobijamo sledeci karakteristi¢nu jednacinu (karakteristi¢ni polinom):
(@a—D(=y-1)=0
Karakteristi¢ni koreni koje dobijamo reSavanjem karakteristi¢ne jednacine su sledeci:

Alza
Ay =-—vy

Odgovarajudi karakteristi¢ni vektori za A4 i A, respektivno:

=

=]

U jednalini Lotka-Voltera obe konstante a i f su pozitvne iz ¢ega zaklju¢ujemo da su
karakteristi¢ni vektori ; > 0i A, < 0. Dakle ravnotezna tacka (P, P,) = (0,0) je tacka sedla,
odnosno nije stabilna tacka.

Zakljucak jeste da je dobijeno ravnotezno stanje sedlasta tacka i da nije stabilna.

Zamenom (P;, P,) = (g,%) u matricu Jakobijana dobijamo:
By
0 %
2= Sa 0
B

iz matrice dobijamo karakteristicnu jednacinu oblika:
A +ay=0
reSavanjem ove jednacine dobijamo sledece karakteristi¢ne korene:

Az =\ fayi
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S obzirom da smo dobili kompleksne karakteristicne korene za sve vrednosti parametara,

unutrasnje stabilno stanje je uvek neutralno stabilan centar. Neke moguce krive resenja od
zavisnosti pocetnog uslova vidimo na Slici 6.

Lotka-Voltera model

T T

VAV

r 277/

sr 227/
,////////4//

VYA

- e e - ow - -

~
-~
~
~
-
%

P2
N
/////////

:://////////
41//////////

Slika 6: Vektorsko polje za Lotka-Voltera model

3.2.1 Ukljucivanje logistickog rasta populacije plena

Malo realnija verzija modela predator-plen Lotka-Voltere pretpostavlja da se populacija plena u

odsustvu predatora ne povecava eksponencijalno u nedogled, ve¢ da prati jednacinu logistickog
rasta:

dapr, Py
& =en(1-5) - PP
dPtz (3.2.1.1)
W = —]/Pz + 5P1P2
Primetimo da je jedino sto razlikuje sistem (3.2.1.1) od sistema (3.2.1) jeste (1 —%), Sto
karakteriSe proces logisti¢kog rasta plena do nosivosti K u prethodnom poglavlju.
RavnoteZna stanja trazimo na isti nacin kao i za prethodni sistem za % = % = 0 idobijamo:

P vep =0vp a(1 Pl)
_— p—1 = = — _——
dt ! 7R K

dap, y

i 0eP,=0VPFP 5
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Dobijamo tri ravnoteze tacke, trivijalnu (P, P,) = (0,0), stabilnu tactku samo za plen (P;,P,) =

(K, 0) i unutrasnju (P, P,) = (y E(1 - L))

5B 5K
Matrica Jakobijana za ovaj sistem:

2aP;
]=<a— K - P, _,BP1>
6P2 6P1_y

Zamenom trivijalne tacke ravnoteZe u matricu Jakobijana dobijamo iste vrednosti kao za
prethodni sistem:
a O
Ji= (0 —]/>

Dinamicko svojstvo trivijalnog stranja nije promenjeno uvrstavanjem logistickog rasta za plen.
Trivijalna tacka ravnoteze je sedlasta tacka i stoga nestabilna.

Zamenom (P;, P,) = (K, 0) u matricu Jakobijana dobijamo:
J, = (—a —BK )
0 O0K-—-vy
Odgovarajuda karakteristi¢na jednacina:
(—a—ADBK—-y—-21)=0
Dinamika u okolini stacionarnog stanja samo plena odredena je sa dva karakteristicna korena

dobijena reSavanjem prethodne jednacine:

M=—a

A, =0K —vy
Sve dok vazi K < %, oba korena su negativa i tacka ravnoteze je stabilan ¢vor. Vrednost %
nazivamo kriticna vrednost nosivosti plena jer ako vazi K > %, ravnotezna tacka za plen postaje

nestabilna.

6K

Jakobijan u tacki (P, P,) = (%%(1 _ L)):

)= 2(a-L) o

Dobijamo sledecu karakteristi¢nu jednacinu:
ay Yy
6—1(/14'61]/(1—5—1() =0

ReSavanjem karakteristicne jednacine dobijamo karakteristi¢ne korene:

—)l(—;—;—/l)+ay(1—5LK)=/12+
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1 1 2
=) s 2)

1 1 2
e [ e 12

Uslov da imamo realne karakteristi¢ne korene jeste da potkoreniizraz u (3.2.1.2) bude
pozitivan:

(3.2.1.2)

ayy? 14
(S_K) —4CZ]/(1—6—K)>0
Odakle izvodenjem dobijamo kriticnu vrednost za nosivi kapacitet plena:

a

Y 1+ (3.2.1.3)

1 1

K<(=z])l=+=

(6) 2 2

Za sve vrednost nosivosti K koje zadovoljavaju nejednakost (3.2.1.3) karakteristi¢ni koreni su

realni i od njih A; je sigurno negativan. Da bi karakteristi¢ni koren A, bio negativan mora biti
ispunjeno:

|4
1-—>0
0K

Sto je istinito ako K > g. Zapravo ovaj uslov mora biti ispunjem da bi ravnoteZna tacka (P, P,) =

(g,%(l - ﬁ)) bila u pozitivnom kvadrantu i da bi stanje koje posmatramo bilo bioloski znacajno.

Plenska populacija dobija negativne vrednosti za nosivi kapacitet koji je previse mali Sto uti¢e i na
predatorsku populaciju koja mora imati dovoljno hrane koja joj je potrebna za preZivljavanje.
Zaklju¢ujemo da u slucaju kada vazi (3.2.1.2) ravnotezna tacka je stabilni ¢vor.

U suprotnom

k> )543 145

Imamo konjugovano kompleksi par karakteristicnih korena od kojih oba imaju negativne realne
delove sto nam opet daje stabilnu ravnoteZznu tacku ali u ovom sluéaju stabilnu spiralu.
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Lotka-Voltera model
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Slika 7: Vektorsko polje za Lotka-Voltera sistem sa logaritamskim rastom za plensku populaciju,
isprekidanim linijama su predstavljene nulte izokrine sistema, vidimo da se resenja spirano
priblizavaju ravnoteZnoj tacki

Zaklju¢ujemo da se uvodenjem ogranicenog logistickog rasta za populaciju plena model Lotka-
Voltera stabilizuje i viSe nema oscilacije.

3.3 Modeli dve vrste u takmicenju

Ako se dve vrste koje dele isto staniste takmice za resurse i pri tome zanemarujemo uticaj drugih
vrsta onda govorimo o dvodimenzionalnom konkurentnom sistemu. Konkurencija izmedu dve
vrste znaci da povecéanje broja jedinki jedne vrste negativno uti¢e na stopu rasta druge vrste i
obrnuto. Obe populacije u odsustvu one druge prate logisti¢ku dinamiku, pretpostavljamo da su
stope rasta po glavi stanovnika konkurentskih populacija linearne funkcije po veli¢ini populacije.
Pretpostavljamo da ako neka od posmatranih vrsta moze prezZiveti samostalno, odnosno u

odsustvu druge vrste i da resursa kojim se hrane obe vrste ima u neogranic¢enim koli¢inama.
Dobijamo slededi sistem:

h_p P P
dt 1(r1 — a1 Py — aq,P;)
dp,

dt = P,(r, — a1 Py — az;P;p)

gde su:
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e P, i P, veli¢ine populacija u vremenu t,

e 1y,7, pozitivne intristi¢ne stope rasta populacija P; i P, redom,

o koeficijenti a;1, @12, az1, Az su redom pozitivni unosi matrice A = [a;], a1 i Az
predsavljaju jacinu konkurentskog takmicenja unutar vrste takozvane intraspecificne
stope konkurencije, dok a;, i a,; predstavljaju jacinu konkurencije izmedu dve vrste
odnosno interspecificne stope konkurencije. Indeksi 12 govori da je a;, stopa po kojoj
se jedna jedinica vrste P, smanjuje stopu rasta po glavi vrste P;.

Prilikom analiziranja ravnoteznih tac¢aka i njihove stabilnosti pretpostavljamo da je detA # 0.
Sistem ima cetiri ravnoteZne tacke, prva tacka predstavlja opsti sluc¢aj (0,0), druga koja

predstavlja slu¢aj ravnoteze prve vrste u odsustvu druge vrste (;—1,0), treca koja predstavlja
11

situaciju u odustvu prve vrste (0,(;—2), i Cetvrta koja predstavlja ravnoteZu u prisustvu obe vrste
22

(7'1‘122—7’2(112 r2a11—r1a21)
detA ' detA

populacije P; i P, respektivno.

. . . . T . T . . . .
Ovde primetimo da izrazi a—l i a—z zapravo predstavljaju nosivosti
11 22

Stabilnost ravnoteznih tac¢aka ispitujemo tako Sto ih kao do sad zamenjujemo u Jakobijan sistema
i ratunamo karakteristi¢ne korene.

Jakobijan sistema:

. —2a11P —aq,P; —a;,P; )
—ay, P, Ty — a1 Py — 2a5,P,

J P = (

Pocinjemo od trivijalnog resenja (P, P,) = (0,0):

o0 =5 9

2
karakteristi¢na jednacina:
(=MD —1) =0
iz koje dobijamo sledece karakteristicne korene:
Al = Tli AZ = TZ

Po pretpostavci modela ryi 1, su pozitivni realni brojevi Sto nam daje da je ova tacka nestabilni
cvor.

2

Stabilnost (r—l, O) i (0, r—) ispitujemo uporedo. Jakobijani redom:
az2

ajq
4] 6]
- —Qqp — - —Q1p —
12} a1 T a1
A 5! A A 5!
1 0 mn—ay— 1 0 mn—ay—
ajq a
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karakteristi¢ne jednacine:

L1 2
(—Tl—l)(rz—ama——ﬂ):O (T‘l—a21a——/1>(—7'2—/1)=0

11

karakteristicni koreni:

_ . _ T1 _ 2 . _
M=-—nil,=r—a— M=rn—ay—il =-n
aiq azz

T1Q2—72Q12 1201171421
detA ! detA
odredimo jer je bioloski najznacajnije znati stabilnost sistema u prisustvu obe vrste. Jakobijan:

Stabilnost ravnoteze (P;*,P,") =( ) nam je ujedino i najznacajnije da

(r1a22 — 10y 1417 — 7”1‘121)

detA ’ detA
r —2a Gz — 12012 a ra11 — 110y —a rdz; — 1097
1 11 detA 12 detA 12 detA
—a 011 — 11021 - —a 1Ay — o017 — 24 011 — 11021
21 detA 2 21 detA 22 detA

Jednostavnije nam je da posmatramo trag i determinantu Jakobijana u ovoj tacki nego da
odredujemo karakteristicne korene, Sto ¢emo i uraditi.

Trag matrice Jakobijana:

_ (naz; —ra43)ay1 + (2011 — 11021) 0y,
detA

T1G22 12412 . 2011710421 .
_— Pz* = dObIJamOZ
detA

Odnosno ako zamenimo zbog preglednosti P;* = )

—ay1P" — azP,”
Dobijamo da je trag ove matrice negativan pod pretpostavkom modelai P;" > 0iP," > 0.

Determinanta Jakobijana matrice je:

(raz; — 12042) (12011 — 11021)
detA

Odnosno:

* *
P, Py (ag1a5; — a12021)
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Razlikovaéemo cetiri slucaja, kojima odgovaraju Cetiri moguée kombinacije znakova za rya,, —
T,Q4, i ToQ11 — T1A51, Pri emu pretpostavljamo da su ove dve vrednosti razli¢ite od nule (3to bi
nam dalo trivijalnu ravnoteznu tacku ¢iju smo stabilnost ve¢ utvrdili). U odnosu na ova Cetiri

sluaja ¢emo tumaditi stabilnost ravnoteZnih tadaka (;—1,0),(0,;—2) i (PP, =
11 22

(r1 A2~ 72Q12 1201171 ‘121)
detA ! detA

v . Qa T a .
1. 1ay, — a4, > 0, 1a, — 1105, > 0 U ovom sluéaju a—” > T—z > a—” i detA > 0. Dakle,
12 1 11
T1Q22— 12012 12011~T1021
detA detA

kvadranta fazne ravni. U ovom slucaju determinanta Jakobijana u ovoj tacki je pozitivna,

)

postoji ravnoteina tacka (Pl*,Pz*)z( ) unutar pozitivhog

a trag negativan ova ravnoteza je asimptotski stabilna i mora biti asimptotski stabilan

¢vor. Sto se tice karakteristi¢nih korena tacke (ar—l, O) imamo da je u ovom slucaju 4; <
11

0,4, > 0i time zakljucujemo da je ova tacka sedlasta. Slicno za (O, ar_z) A4>04,<0
22

Sto takode daje zakljucak da je ovo sedlasta tacka.

P1'=P1(1-all P1-al2 P2) r=80 atl1=1 at2=1
P2'=P2 (2 - a21 P1-a22 P2) r2=120 a21=1 a22=3

100 [~

80 -

60 -

50 -

P2

30 -

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Slika 8: Model dve populacije u takmicenju, primer koegzistencije populacija P4 i P,, crvenom
tackom su oznacene stabilne, a crnom nestabilne tacke

v . a T; a .
2. Tay —Traq, <0, 1ay; — a1 < 0 U ovom sluéaju a—“ > T—Z > a—zz i detA < 0. Opet
11 1 12
1G22~ 12012 12011~T1021
detA detA

Medutim posto je u ovom sluéaju determinanta Jakobijana negativna i trag negativan ova

)

postoji ravnoteza (P;",P,") =( ) unutar pozitivnog kvadranta.

ravnoteZa je sedlasta tacka. Tacke (;—1,0) i (O,ar—z) su asimptotski stabilni ¢vorovi. U
11 22
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ovom slucaju koegzistencija ovih vrsta je nemoguca jer u zavisnosti od pocete tacke sistem
tezi ili istrebljenju prve ili druge populacije i jedna od njih ¢e uvek pobediti u borbi za

opstanak.
P1'=P1(r1-a11P1-al12P2) M=60 all=3 al2=1
P2'=P2 (12 - a21 P1 - a22 P2) r2=75 a21=4 a22=1
T T T T T T T
100 - : B
|
90 - | I
|
801 B
\
\ |
70 ‘ -
60 -
N 50 —

40 -

30 -

20 -

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
P1

Slika 9: Model dve populacije u takmicenju, primer preZivljavanja populacije Py ili Py u
zavisnosti od pocetnih uslova, crvenom tackom su oznacene stabilne, a crnom nestabilne tacke

3. nay, —1ray;; > 0,1na; —ra,; < 0 U ovo slu€aju ne postoji ravnoteza u unutrasnjosti

pozitivnog kvadranta. Lako je utvrditi da je (;—1,0) asimptotski stabilan ¢évor, dok je
11

(O,r—z) tacka sedla. Sve orbite teze ka (T—l,O) kad t — oo. Zakljucak je da ¢ée prva

(253 aii
populacija preziveti za bilo koju pocetnu tacku dok druga popualcija izumire.
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P1'=P1(r1-a11 P1-a12 P2) rM=80 all=1 al2=1
P2'=P2 (2 - a21 P1-a22 P2) r2=80 a21=3 a22=2
T T T T T T T T T I

100 [~

90 [~

70 -

50 [~

P2

40 -

0 10 20 30 40 50 60 70 80 920 100

Slika 10: Model dve populacije u takmicenju, primer preZivljavanja populacije P4, crvenom
tackom su oznacene stabilne, a crnom nestabilne tacke

4. ra,, — 1,04, <0, ma;; —717a,;7 >0 U ovom slucaju ne postoji ravnoteza u

unutrasnjosti prvog kvadranta. Sada je tacka (;—1,0) sedlo, dok je <O,r—2) asimptotski

11 azz

2

stabian ¢vor. Sve orbite teze ka (O, ) kad t — oo, Zakljucak je da ¢e druga populacija

az2
preziveti za bilo koju pocetnu tacku dok prva popualcija izumire.
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P1'=P1(r1-al1P1-a12P2) =80 al1=3 a12=2
P2'=P2 (12 -a21 P1-a22 P2) 2=80 a21=1 a22="1
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Slika 11: Model dve populacije u takmicenju, primer preZivljavanja populacije P,, crvenom
tackom su oznacene stabilne, a crnom nestabilne tacke

Prvi slucaj podrazumeva da je detA > 0 i to nam daje da je ova tacka asimptotski stabilna.
Stabilnost dobijene ravnoteine tacke nam govori o tome da dve vrste u konkurenciji ¢iju
interakciju sistem opisuje mogu da koegzistiraju na duZi vremenski period. U drugom slucaju
detA < 0 ta tacka je nestabilna sedlasta tacka. Zaklju¢ak koji se izvodi jeste da u ovom slucaju
vrste ne mogu da opstanu na duzi vremenski period i da ¢e jedna od njih vremenom da nestane
u zavisnosti od pocetnih uslova. Vratimo se jo$ jednom na uslove iz prvog i drugog slucaja, u
prvom imamo a,1a,, > 4,051, obrnuto u drugom sluéaju. Ako je intraspecifi¢cna konkurencija,
konkurenckija unutar jedne vrste, ja¢a od interspecificne konkurencije, konkurencije izmedu
vrsta, onda ove dve vrste mogu da koegzistiraju na stabilan nacin, u suprotim jedna od njih
izumire.

Situacija je drugacija ako su dve vrste u takmicenju za jedan resurs hrane kojeg nema u
neogranicenim koli¢inama. Ako stope rasta po glavi stanovnika dve populacije u konkurenciji
linearno zavise od kolic¢ine raspoloZivog resursa i ovaj resurs moze biti iscrpljen onda ¢e od ove
dve populacije prezZiveti ona koja je sposobnija i ima ve¢u adaptivnu vrednost, a druga ¢e izumreti.
Ovaj zakon se zove princip konkurentske isklju¢enosti.
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3.4 Mutualizam

Dve vrste su u kooperativnom odnosu ako je prisustvo i povecanje prve korisno za stopu rasta
druge vrste i obrnuto. Dvodimenzionalni kooperativni Lotka-Voltera sistem ima sledeci oblik:

dP;
E = Py(rn — a11P1 + a2P;)
dP,
ar Py(ry + az1P; — az; Py)

gde pretpostavljamo da su konstante a;; = 0 i a,, = 0, iako je sistem kooperativan moze
postojati konkurencija unutar populacije, a konstante a;, > 0 i a,; > 0 dok znak ispred njih
oznacava pozitivni uticaj jedne populacije na drugu.

Postoje dve vrste mutualizma, fakultativna u kojoj obe vrste mogu preZiveti odvojeno i pri ovoj
zavisnosti stope rasta po glavi stanovnika za obe populacije su pozitivne 7,7, > 0, i takozvana
obavezna zavisnost pri kojoj bi svaka od populacija izumrla bez pomoci druge ovde imamo
11,7, < 0. Primer fakultativne saradnje moze biti izmedu biljke i pcele, dok obavezna saradnja
postoji u odnosu goveda i bakterija koje se nalaze u njihovim crevima.

U svakom od ova dva tipa interakcije postoje dve mogucnosti u zavisnosti od znaka determinante
matrice A. Ako je detA > 0 (Sto nam govori da je zapravo a;1a,, > a,,a,; odnosno jaca je
konkurencija unutar jedini svake populacije zasebno nego njihova medusobna zavisnost), nagib
dap

2 =0.
dt

dp . . .

prave d—tl = 0 je vedi od nagiba prave
Pretpostavljamo da svaka vrsta prati logisti¢ku dinamiku i moZe opstati sama u odsustvu druge
vrste, stope rasta po glavi stanovnika obe vrste 1,1, su pozitivne. Ako je detA > 0 $to nam
govori da je zapravo a;1a,, > a;,0,1 odnosno jaca je konkurencija unutar jedinki svake
populacije zasebno nego njihova medusobna zavisnost. Jedina ravnotezna tacka u pozitivhom

kvadrantu je

Az — 101 1017 — r1a21)

(P Py7) = ( detA ’ detA
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P1'=P1(r1-al1 P1+al2P2) M=20 all=1 al2=1
P2'= P2 (12 + a21 P1 - a22 P2) r2=50 a21=1 a22=2
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Slika 12: Model dve populacije u odnosu fakultativne zavisnostir{,r, > 0, imamo da je
detA > 0 da je tacka koegzistencije ovde dve vrste stabilna, crvenom tackom su oznacene
stabilne, a crnom nestabilne tacke

Na Slici 12 vidimo da skoro sve tajektorije teze ovoj tacki Sto nas navodi na zaklju¢ak da je tacka
asimptotski stabilna. Ako je detA < 0 nemamo ravnoteznu tacku unutar pozitivnog kvadranta.
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P1'=P1(r1-a11P1+al12P2) rM=20 al1=1 al2=2
P2'=P2 (12 + a21 P1 - a22 P2) r2=50 a21=1 a22=1
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Slika 13: Model dve populacije u odnosu fakultativne zavisnostir{,r5 > 0, imamo da je
detA < 0ida tacka koegzistencije ovde dve vrste ne postoji, sve dobijene tacke ravnoteZe su
nestabilne

Ako sad pretpostavimo da su ry,7, < 0 odnosno da imamo obaveznu zavisnost populacija.
Situacija ¢e biti obrnuta, ako je detA > 0 imamo situaciju da ne postoji ravnotezna tacka unutar
pozitivnog kvadranta i sve trajektorije teZe pocetnoj tacki odnosno trivijalnoj ravnoteznoj tacki
(0,0). To znaci da uprkos saradnji dve vrste ne mogu da koegzistiraju i obe izumiru.
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P1'=P1(r1-al1P1+al2P2) M=-20 all=1 al2=1
P2'=P2 (12 + a21 P1-a22 P2) r2=-50 a21=1 a22=2

T T T T T T Pz T

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Slika 14: Model dve populacije u odnosu obavezne zavisnosti r,17, < 0, imamo da je detA > 0
i da tacka koegzistencije ovde dve vrste ne postoji, trivijalna ravnoteza je stabilna odnosno obe
vrste izumiru

U slucaju detA < 0 imamo unutrasnju ravnoteznu tacku medutim ona nije stabilna vec je tacka
sedla.
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P1'=P1(r1-a11 P1+al12P2) rM=-20 alt=1 al12=1
P2'=P2 (r2 + a21 P1 - a22 P2) r2=-50 a21=2 a22=1
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Slika 15: Model dve populacije u odnosu obavezne zavisnostirq,17, < 0, imamo da je detA < 0
i da je tacka koegzistenicije ovde dve vrste nestabilna, crvenom tackom su oznacene stabilne, a
crnom nestabilne tacke

3.5 Kolmogorovljevi modeli

Andrej Nikolajevi¢ Kolmogorov je bio ruski matematié¢ar. Godine 1933. objavio je knjigu ,,Temelji
teorije verovatnoce”, gde je postavio temelje teorije verovatnoce i uspostavio svoju reputaciju
vodeceg svetskog strucnjaka u ovoj oblasti. Dve godine kasnije postaje prvi predsednik katedre
za teoriju verovatnoce na Moskovskom drZzavnom univerzitetu. Otprilike iste godine Kolmogorov
je doprineo ekoloskom polju i generalizovao Lotka-Voltera model sistema predator plena.

Kratko ¢emo dati ilustraciju sistema od n razli¢itih populacija koje Zive zajedno i odnosima medu

tim populacijama koje se mogu javiti. Oznaci¢emo veli¢inu svake populacije sa P; za i €

{1,2, ...,n} i pretpostavljamo da stopa rasta svake populacije zavisi upravo od njene veli¢ine.

Dinamika ovakvog sistema je regulisana Kolmogorovljevim sistemom diferencijalnih jednacina:
dP;

Ez Piﬁ(Pl,Pz,...,Pn), l € {1)2""In} (351)

Karakteristika ovog modela jeste da ako se pocetna tacka nalazi unutar pozitivnog ortanta
T ={(P,P,,..,B) ER"|P, =0,P, =2 0,...,P, = 0}, onda odgovarajuée trajektorije ostaju u
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ovom ortantu (intuitivno je jasno zasto nam je ovo bitno). Tip veze izmedu populacije j i
populacije k je odreden promenom stope rasta po glavi stanovnika Pij% uzrokovanom
porastom veli¢ine populacije k, Py, i obrnuto. Ovu promenu ispitujemo preko znaka izvoda
funkcije f; po Py i obrnuto fj, po P;. Postoje tri bitna slucaja:

1. Ako za svako j # k u celom pozitivnom ortantu 31? g];k 0, onda kazemo da sistem
kO
(3.5.1) predstavlja predator-plen sistem, ako je f’ <0i 9k > 0 onda populacija j

ap
predstavlja populaciju plena u sistemu, a populacija k populacuu predatora.

of:
2. Ako za svako j # k u celom pozitivnom ortantu % < 0, onda kazemo da sistem (3.5.1)
k
predstavlja konkurentni sistem.
. - of j s .
3. Ako za svako j # k u celom pozitivnom ortantu a% > 0, onda kazemo da sistem (3.5.1)
k

predstavlja kooperativni sistem (mutualizam).

Model Lotka-Voltera, nam govori da jednostavne interakcije predator plen mogu dovesti do
periodi¢nog ponasanja populacija. Sto nije neocekivano, jer ako se populacija plena poveca, to
podstice rast populacije predatora. Medutim, visSe predatora trosi vise plena ¢ija populacija
pocdinje da opada. S manje hrane populacija predatora se smanjuje i kada je ona dovoljno niska,
to omogudéava da se populacija plena poveéa i Citav ciklus pocinje iznova. U zavisnosti od
konkretnog sistema, takve oscilacije mogu rasti ili padati, preci u stabilni grani¢ni oscilacijski ciklus
ili ¢ak ispoljiti haotiéno ponasanje. Kao sto je ve¢ pomenuto jedna od nerealnih pretpostavki u
modelima Lotka-Voltera jeste neograniéen rast plena u odsustvu predatora Sto smo resili
ukljucivanjem logisti¢kog rasta za populaciju plena. Dalje, da bi model bio realniji, stope rasta obe
populacije i plena i predatora bi trebalo da zavise od obima plena i predatora. Upravo ovaj
problem resavamo koriséenjem modela tipa Kolmogorova gde stope rasta po glavi stanovnika
koje nelinearno zavise od obima populacija.

Kolmogorovljevi modeli dve populacije dati su sledeéim jednacinama:

dpP,

— = PP, P)

dP2

dt
Pretpostavke za predator plen model Kolmogorovog tipa (sa P; ozna¢avamo populaciju plena, a

sa P, populaciju predatora):

Mwﬂkoﬁ@&boﬁ@&xo

= P2f2(P1, P2)
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Primer 3.1: Model poznat pod nazivom Rosenzveig-MacArthur!:

dpP;

E = P,g(P,) — P, P,¢p(Py)
ap, _

E = P2(0P1¢(P1) —e)

Gde:

e P,g(P;) predstavlja stopu rasta populacije plena kad P, = 0

e izraz P;P,¢(P;) se naziva funkcionalni odgovor predatora

e P,¢(P,) je kolic¢ina plena koju konzumira predator po jedinici vremena

e funkcija R(P;) odgovor populacije predatora na trenutnu veli¢inu plena

e konstanta c efikasnost konverzije hrane odnosno plena u povecanje populacije
predatora

e ceoizraz cP;¢p(P;) oznacava upravo numericki odgovor predatora

e konstanta e je stopa smrtnosti predatora

Za funkciju ¢ (P,) se daju sledede pretpostavke:
do(Py) d[P,p(P,)]

<
ar, = dP,

i da je P;¢p(P,) ograniteno kad P; —» o . Odnosno, sa porastom popualcije plena, stopa
konzumacije plena po predatoru raste, ali se smanjuje udeo ulovljenog plena od ukupne veli¢ine
populacije plena po predatoru. Neki oblici ove funkcije:

a
R(P,) =
(P1) P, +b
R(P) = ap,
Yp 24 p?
a(l —e )
R(Py) D —
1

Primer 3.2: Ako uklju¢imo logisticki rast za obe populacije i predatora i plena dobijamo slededi
model:

dPl_P[ (1 Pl) kP,
dac T K) TP 4D

dp, _bp (1 hP2>]
ac 2|y P,

Gde su a,K,k,D,y, h pozitivnhe konstante. Vidimo da je nosivi kapacitet predatora direktno
proporcionalan obimu populacije plena.

1 M.L. Rosenzveig i R.H. MacArthur (1963).
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Vise o modelima mozZe se nadi u literaturi [1],[4].

3.6 Modeli sa vise vrsta

Do sada smo pricali o modelima dinamike jedne vrste i interakcije dve vrste medutim u prirodi
obi¢no viSe vrsta koegzistiraju u jednom staniStu. Nije retkost da se dve populacije predatora
bore oko jedne populacije plena ili ¢ak da jedan predator lovi dve razli¢ite popualcije plena. U
ovom odeljku ¢éemo se baviti ovim problemima.

U nastavku pricamo o modelu sa tri populacije, od kojih su dve predatori, predator takozvani r-
strategist i predator K -strategist, i jedna populacija plena kojom se oba predatora hrane.
Predator r-strategist ima visoku stopu rasta i troSi viSe resursa za svoju obnovu (termin r
povezujemo sa visokom stopom rasta koja se prati u Maltusovom modelu), a predator K -
strategist trosi manje resusrsa i ima nizu stopu rasta (termin K-strategist mozemo na neki nacin
povezati sa oznakom K za nosivost iz Verhulstovog modela). Veli¢ine populacija plena i dva
predatora ¢emo oznaciti sa S(t), P;(t), P,(t) redom. Populacija plena je s namerom oznacena
drugacije radi jasnijeg razikovanja od populacija predatora.

ds S S S
E=a5<1_f)_rlpla1+5_rzpza2 +S
dp,
E:rlpl—a1+5_ulpl
dp,

ar - P Wb

Gdesua,K,r, 15, Uy, Uy, Aq,a, >0

e  predstavlja stopu rasta populacije plena po glavi stanovnika

e K nosivost populacije plena

e 1,1, maksimalne stope radanja (nataliteta) populacija predatora

® Uy, U, maksimalne stope umiranja (mortaliteta) populacija predatora

e a4, a, konstante polu zasi¢enja predatora, Sto znaci da kada veli¢ina plena S dostigne
vrednost a; (i = 1,2) stopa rasta populacije plena po glavi stanovnika dostize polovinu
maksimalne stope radanja predatora r;. Sto je a; (i = 1,2) manje, manje hrane je
potrebno za predatora i. Pretpostavka sistema je a; > a, odnosno da je populacija P;
predatora r-strategist, a P, K-strategist.

Stopa rasta predatora je jednaka nuli kada je desna strana odgovarajuce jednacine jednaka nuli:

TiPi - ul-Pi =0

ai+S

odnosno:
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a;u;

i —U;

Ako je S iznad ove vrednosti stopa rasta predatora je pozitivha, medutim ako je S ispod ove
vrednosti stopa rasta predatora je negativna. Posmatracemo slucaj kada su ovde grani¢ne
vrednosti jednake za obe populacije predatora. Ozna¢imo ovu vrednost sa 6.

a;u;
0= —— i €{1,2}
i —U;

Ocigledno je da u odsustvu predatora, populacija plena prati logisticku jednacinu, odnosno
veli¢ina ove populacije tezi da bude ispod vrednosti K. Sa predatorima ova vrednost se smanjuje,
tako daako 8 > K populacije oba predatora se smanjuju. Jasno je da stopa rasta populacije plena
mora biti vec¢a od stope smrtnosti da bi i stopa rasta predatora bila pozitivna. Kako bi se postigao
sistem u kojem je moguce prezivljavanje populacija pretpostavljamo:

> U; (l=1,2)|0<9<K

Uvodimo parametar 8; = r; — u; > 0 koji nam predastavlja stopu rasta populacija predatora:

ds S S
E=a5<1_f)_rlpla1+5_rzpza2 +S
dp; S -
dr 11a1+S
dp, S—-6

dt "2 a,+ S

Ravnoteine tacke sistema su (0,0,0), (K, 0,0) i sve tacke pravca:

3 P P, 0
L= {(S,Pl,Pz) ER’|S=6,P,=>0,P, > O,a1 1o +a2 o = a(l —E»
Tacke (0,0,0)i (K,0,0) su nestabilne (u slu¢aju da je stopa rasta predatora negativa tacka
(K, 0,0) je aimptotski stabilna ali to se ne slaze sa nasim pretpostavkama). Stabilnost tacaka na
pravcu L ispitujemo tako Sto odaberemo proizvoljnu tacku koja mu pripada na primer (6, &;,¢5),
linearizujemo sistem u ovoj tacki i odredimo karakteristi¢nu jednacinu (polinom):

a 11 12$7 P11 Bar2éa \
A (AZ +20 (- (@ + 02 (ag + 9)2)> o ((a1 167 (apt 9)2) =0

Kvadratni polinom u zagradi je stabilan po Raus-Hurvic kriterijumu akko:

T
1€1 " 33 < ﬁ
(a; +0)? (a,+0)? K

(3.6.1)

Ako 8 < K < a, + 260 onda:
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1161 N 7282 Sal+9 a2+9:a1_?<g
(a; +0)?  (a, +6)? a,+6 a,+60 K

Analogno ako K > a, + 26 onda

T
161 N 126, S ﬁ
(a; +6)* (a,+0)?" K

Zaklju¢ujemo da za male vrednosti nosivosti K, 8 < K < a, + 26, svaka unutrasnja ravnotezna
tacka na pravcu L ima nulu za karakteristi¢ni koren i dva karakteristicna korena sa negativnim
realnim delovima. Svaka ravnoteZna tacka na pravcu L je stabilna u smislu Ljapunova, kazemo da
je pravac L ,atraktor” sistema jer svaka trajektorija koja pocinje u unutrasnjosti pozitivhog
oktanta tezi nekim tackama na L. Ako je hrana oskudna obe populacije predatora mogu da Zive
zajedno na duzi vremenski period u stabilnom stanju koje zavisi od pocetnih vrednosti populacija.
Za velike vrednosti nosivosti K, K > a, + 260 , sve ravnoteZne tacke na ovom pravcu su
nestabilne.

Mogudi slucaj je i da za nosivost populacije plena vazia, + 20 < K < a; + 26. U ovom slucaju
a(a2+6)(K—6))

izbor proizvoljne tacke (6, &4, &,) se pomera duz pravca L ka desno od tacke (9, 0, —
2

do tacke (6,—0‘(%192{(1(_9)
1

fiksirana na intervalu (a, + 26, a; + 26) postoji tacka B(K) = (6,¢&,(K),&,(K)) na L u kojoj
(3.6.1) postaje jednakost. Sve tacke na pravcu L levo od tacke B(K) su stabilne, dok su sve tacke
desno od B(K) nestabilne Slika 16. Ovakva tacka se naziva tacka bifurkacije.

,0), vrednost leve strane nejednakosti (3.6.1) se smanjuje. Ako je K

Linijski segment sa tackom bifurkacije

P2
Pl

Slika 16: Prikaz tacke bifurkacije
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Dalje, pokusavamo da uopstimo model tri populacije od koje su dve predatorske i jedna plenaska.
Stope rasta poopulacija po glavi stanovnika éemo predstaviti kao proizvoljne funkcije koje
zadovoljavaju odredene zahteve i intraspecifiénu konkurenciju koju éemo ukljuciti u ovaj model,
zarazliku od prethodnog. Dobijamo obilk Kolmogorovog modela. Oznac¢avamo velic¢ine populacije
plena i dve popualcije pedatora u vremenu t sa S(t), P;(t), P,(t). Nas sistem izgleda ovako:

ds

E = S5f(S, Py, P, K)

dP

d_tl = P19:(S, P1) (3.6.2)
dp,

dt = P,9,(S,P,)

Pretpostavke sistema su sledede:
e (S—K)f(500,K)<0,5=20, S#K >0 (u odsustvu predatora populacija plena
raste dok ne dostigne nosivost)

° %(S, P,,P,,K) <0, i € {1,2} (uslov za predatorstvo u modelu populacija P;, P,)

e 4,(0,P) <0, ‘;—ﬁ;(s, P) <0, %+% <0,2%(5,P) >0, i €{12} (predatori ne

mogu da preZive bez plena, moze da postoji intraspecificna konkurencija izmedu
populacija predatora, poveéanje populacije plena uti¢e pozitivno na rast populacija
predatora)

Ravnotezne tacke i njihovu stabilnost ispitacemo geomerijskom metodom. Pretpostavimo da se
izokrine predatorskih populacija g;(S,P;) = 0, i € {1,2} seku u nekoj krivi unutar pozitivhog
dela (S, P,, P,) prostora i da ta kriva sece izokrinsku ravan f(S,P;, P,,K) = 0 u tacki E(K) =
(S(K), P,(K), P,(K)) takode u pozitivnom delu (S, P, P,) prostora.

Teorema 3.2: Ako je ravnotezna tacka E(K) sistema (3.6.2) u unutrasnjosti pozitivnog dela
(S, P;, P,) prostora iZ—];(E(K)) < 0 onda je E(K) asimptotski stabilna tacka. (Farka$ 2001. u

literaturi)

Dokaz: Ako smo linearizovali sistem u ravnotezi E (K) onda se dobija karakteristi¢na jednacina:

af 091 agz)
3 2(_¢c L Y- _ il
’1”( S35 Piap, ~ P25
of (091 agz) 091 09> of dg, af 692)
+’1(565(P10P1+P20P2 +P1P26P16P2 Lap, dS 2P, dS
dof dg,10g9, O0f d0g,09, 0f 09, agz)
PP — ) o 6.
HRRELE (ap1 aS 0P, * P, S aP, S AP, dP, 0 (363)

gde su svi izvodi funkcija u tacki E(K) = (S(K), P,(K), P,(K)). Iz pretpostavki sistema i uslova
teoreme sledi da su svi koeficijenti karakteristi¢cnog polinoma na levoj strani jednacine (3.6.3) su
pozitivni. U Raus-Hurvic kriterijumu stabilnosti zahteva se da
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091 agz) 2 (af)z 09109, , 0f 09109, , 0f 09,09
( Prgp, ~P2ap,)\° " \as) THP25p 5p, ) TP 56 a5 ap, T2 ap, Bs ap,
of 091 ag2>2 ( of 091 of ag2>
>53s (P1 P, P opP, 5Py P, 4S + 5P, aP, dS (3:6:4)

Iz uslova imamo da je leva strana nejednakosti (3.6.4) pozitivna i iz uslova teoreme Z—g (E(K)) <

0 da je desna strana ili negativna ili nula, Sto dokazuje teoremu. o (Farkas 2001. u literaturi)

Teorema vazi i u sluaju da imamo vise od dva predatora u sistemu. Da bi nastavili sa
generaizacijom prethodnog sistema, posmatracemo sistem sa jednim zajednickim plenom zan
populacija predatora, analogno ozna¢avamo veli¢ine populacija S(t), P, (t), ..., B,(t):

ds
— =Sf(S, Py, ..., B, K)

dt

P,

pramEt! (S, Py) (3.6.5)
dP,

E = P.gn(S, P)

Pretpostavke sistema su sledece:
e (S—K)f(S,0,..,00K)<0, §=0, S+ K > 0 (u odsustvu predatora populacija plena
raste dok ne dostigne nosivost)

. ;—;(5, Pi,..,B,K) <0, i € {1,2} (uslov za predatorstvo u modelu populacija P, ..., B,)

e g;(0,P) <0, Z—‘IZZ(S, P) <0, %(5, P;) >0, i € {1,2} (predatori ne mogu da preZive

bez plena, moZe da postoji intraspecificna konkurencija izmedu populacija predatora,
povecanje populacije plena utie pozitivno na rast populacija predatora).

Pretpostavicemo da sistem ima ravnoteinu tacku u E(K) = (S(K), P, (K), ..., B,(K)) u
pozitivnom ortantu (S, Py, ..., B,) prostora. Dajemo teoremu koja predstavlja uopstenje tereme
3.2.

Teorema 3.3: Ako je ravnotezna tacka E(K) sistema (3.6.5) u unutrasnjosti pozitivhog oktanta
(S, P, ..., B,) prostora iZ—}; (E(K)) < 0 onda je E(K) asimptotski stabilna tacka. (Farkas 2001. u

literaturi)

Dokaz: Linearizacijom sistema u tacki ravnoteie dobijamo (n+ 1) X (n+ 1) matricu
koeficijenata gde svi unosi uzimaju u tacki E(K):
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of of of of
S3s  “ap, Sap, SaP,
ag, ag,
agz agz
dg., ' dg.,

Po pretpostavkama prvi unos u prvom redu je nepozitivan, ostali unosi u prvom redu su negativni,
dok su ostali unosi u prvoj koloni pozitivni, a ostatak unosa na glavoj dijagonali negativni, osim
onih koji mogu biti jednaki nuli. Matrica je stabilna po znakovima i to dokazuje teoremu. (Farkas
2001. u literaturi)

Sada prelazimo na sisteme u kojima imamo viSe vrsta koje su plen i jednog predatora.
Pretpostavljamo da izmedu vrsta plena nema konkurencije. Ozna¢avamo veli¢ine n populacija
plena u vremenu t sa S;(t), ... , S, (t) i veli¢inu populacije predatora sa P(t):

ds,

E = Sfl(SlﬂpﬂKl)

ds ' 3.6.6
== Sfu(Su P Ke) (5:60)
dP

=== Pg(Sp, S P)

Pretpostavke sistema su sledeée:

e (5,—-K)fi(5,0,K)<0, 5,20, S; #K; >0, i€{l,..,n}(svakavrsta plena moze da
poraste najviSe do svog nosivog kapaciteta)

ofi
op

<0, i €{1,...,n} (populacija P je predator za svih n populacija plena)
e g(0,..,P) <0, % > 0, Z—i <0, i €{1,...,n} (predator ne moZe da preZivi bez plena,

moze da postoji konkurencija izmedu jedinki populacije predatora, povecanje bilo koje
populacije plena utice pozitivno na rast populacija predatora).

Analogno proslom slu¢aju mozemo dokazati da prilicno velika klasa sistema (3.6.6) ima
ravnoteinu ta¢ku E(K) = (S;(K), ..., S,,(K), P(K)) u pozitivom ortantu (S, ... , S, P) prostora.
Linearzacijom sistema u ravnoteznoj tacki i uspostavljanje stabinosti matrice koeficijenata
linearnog sistema moze se dokazati sledeca teorema:

Teorema 3.4: Ako je ravnotezna tacka E (K) sistema (3.6.6) u unutrasnjosti pozitivnog ortanta i
vazi %(S_}(K),P(K),K) <0, i €{1,...,n}, pri tome najvise jedan od ovih parcijalnih izvoda je

nula, onda je ravnoteZna tacka asimtotski stabilna. (Farkas$ 2001. u literaturi)
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Prethodni problem vodi do ekoloski znacajnog pitanja, da li bi se uvodenjem predatora moglo
dovesti do koegzistencije dve vrste u konkurenciji. Problem se obi¢no tretira u kontekstu trajnosti
ekoloskih sistema. Ako je sistem trajan onda vrste medusobno mogu da koegzistiraju na duzi
vremenski period.

Definicija 3.4: Kazemo da je sistem trajan ako postoji kompaktan (zatvoren i ograni¢en) skup A u
unutrasnjosti pozitivnog oktanta faznog prostora tako da svaka pocdetna vrednost sa svim
pozitivnim koordinatama pripada vremenu T > 0 tako da odgovarajuca trajektorija ulazi u A i
ostajeunjemuzat >T

Posmatraéemo sistem sa dva plena u konkurenciji i jednog pedatora koji se hrani sa obe
populacije plena. Ovakav model se zove model stabilizacije konkurentnog sistema uvodenjem
pedatora. Oznacavamo veli€ine populacije plena i populaciju pedatora sa Sy, S,, P respektivno.

ds,

E = 851(r — a1151 — @125, — a43P)

as

d_tz = 5,(1; — 181 — A28, — ay3P) (3.6.7)
dP

Frin P(—a + B1S; + (25, — az3P)

Gde pretpostavljamo da su 1y, 15, @41, A2, &, f1, 2 > 0,3 @45, azq, a33 = 0:

e 1,7, sustope rasta populacija plena

e « stopa umiranja populacije predatora u odsustvu plena

e [3;, [, stope poveéanja populacije predatora uzrokovane hranjenjem populacijama S; i S,
plena respektivho

® ay1, Ay, a3z koeficijenti konkurencije jedinki unutar populacija plena S; i S, i populaciji
predatora P respektivno

Uslovi nam govore da moze postojati konkurencija izmedu populacija plena S; i S5.

Teorema 3.5: Pretpostavimo da vaie uslovi 14,75, a11,a22, &, B1, 52 > 0 ,a a12,021,033 = 0 i
sistem ima jedinstvenu ravnoteznu tacku u pozitivnom oktantu, ako je determinanta D matrice:

a1 Q12 Qg3
A=|04ax QGz2 0az3
—pB1 —B: ass
pozitivnaivaziiliria,, > ryaq, ilir,ay; > rya,1 onda je sistem (3.6.7) trajan. Ako jeili D < O ili

obe prethodne nejednakosti obrnute rya,, < a4, i a1 < 17021 onda sistem ima asimptotski
stabilnu ravnoteznu tacku i nije trajan.
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4. Modeli sa zetvom

U ovom poglavlju ¢emo proucavati uticaj Zetve odnosno uklanjanja pripadnika populacije po
odredenoj stopi. U model populacije koje su modelirane diferencijalnom jednacinom oblika:

P _
=/

uvodimo novi parametar koji ozna¢avamo sa h(t) (od engleske reci harvesting) koja oznacava
stopu Zetve populacije po jedinici vremena. Dobijamo model poZetvovane populacije:

P _ .
—= = F(P)=h(®

Zetva moZe biti neka konstanta ili funkcija od vremena, o ovim slu¢ajevima pricamo u nastavku.

4.1 Modeli populacije sa konstantnom Zetvom

Pretpostavicemo da je funkcija h(t) konstantna i da se ¢lanovi populacije uklanjaju konstantnom
brzinom H po jedinici vremena. Konstantna Zetva se pojavljuje kada imamo dozvoljene sezone
lova u nekim drzavama na primer na jelene ili dozvole za ribolov u odredenim rekama, jezerima
gde se ogranicava koli¢ina ribe koju svaki ribolovac moze ,,poneti kuci”. Posmatra¢emo populaciju
koja prati logisticki rast i konstantnu Zetvu:

Ocigledno je da ako vazi H = 0 Zetve u modelu nema, s tim u veZi pretpostavljamo da je Zetva
strogo pozitivna (intuitivno je jasno da negatini slu¢aj nema smisla) H > 0. Ravnotezine tacke
ovog modela dobijamo reSavanjem jednacine:

HK
P2—KP—— =0
r
K+ /K2—4Hr—K
P ., =
1,2 2

. Ly HK . K
Pod pretpostavkom da je potkorena veli¢ina K? — 47 = 0 nenegativna odnosno H < TT obe

tacke su realni brojevi, u suprotnom imamo komplekne ravnotezne tacke.

4.2 Modeli populacije sa promenljivom zetvom

Posmatraéemo populaciju cija veli¢ina se modelira logistickim modelom i za razliku od
prethodnog slucaja kada samo pricali o konstatnoj Zetvi sada ¢emo pretpostaviti da Zetva nije
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konstantna ve¢ neka linearna funckija koja zavisi od veli¢ine populacije h(t) = EP(t). Na primer
u modeliranju ribarstva, gde P predstavlja broj ulovljenih riba u jedinici vremena, a E predstavlja
napor koji se troi da bi se riba ulovila (napor moze biti broj $tapova u jednom jezeru). Sto je
manja gustina populacije odnosno 3to je manje riba u velikom jezeru napor mora biti vedi da bi
se riba ulovila. Model izgleda ovako:

b _ P(l P) EP
ac K

K(r—E)
T

Imamo dve ravnotezne tacke P; = 0 koja je nestabilnai P, = koja je asimptotski stabilna

pod uslovom 0 < E <.

4.3 Zetva u modelima dve populacije u takmicenju

Posmatraéemo model dve populacije u takmicenju pri éemu je jedna od njih izloZzena promenljivoj
Zetvi, na primer prva populacija.

dpP;
E=P1(r1—a11P1—a12P2)—EP1
dP.

d_t2 = Py(r, — az Py — azP;)

Model je isti kao u poglavlju 3.3 s tim $to uz konstantu rasta prve populacije r; imamo i konstantu
po kojoj se ona Zetvom smanjuje —E. Model populacija u takmié¢enju u odeljku 3.3 smo analizirali
u odnosu na Cetiri razli¢ita slu€aja koja su mogla da se dese u modelu. Potsetimo se da u zavisnosti
od parametara modela moZzemo imati 1. koegzistenciju obe vrste, 2. prezivljavanje jedne od vrsta
u zavisnosti od pocetnog stanja, 3. prezivljavanje prve vrste P, i 4. prezivljavanje druge vrste P,.
Uvrscavanjem Zetve u zavisnosti od njene veli¢ine moze doci do promene ishoda s tim Sto bi se
prvi slu¢aj koegzistencije mogao odvesti u istrebljenje prve populacije, Primer 4.1 nam oslikava
ovu situaciju. Takode slucaj 2. prezivljavanja jedne od vrsta u zavisnosti od pocetnih uslova moze
dodi do prezivljavanja samo druge vrste i konaéno slucaj 3. u kome prezivljava vrsta P, prelazi
prvo u koegzistenciju, a zatim u preZzivljavanje samo vrste P,.

Ako posmatramo model dve populacije u takmiéenju sa konstantnom Zetvom:

dpP;
E=P1(T1—a11P1—a12P2)—H
dap,

ar = P,(1r; — az Py — ay, Py)

Nulta izoklina za populaciju P; je u ovom slucaju hiperbola ciji izgled zavisi od veli¢ine Zetve H.
Ucinak konstantne Zetve na ovaj model ¢emo oslikati u Primeru 4.2.

Primer 4.1: Pokaza¢emo kako dodavanje promenljive i konstantne Zetve za populaciju P, uti¢e na
model:
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dp,
E=P1(100_4P1_P2)

dp,
E=P2(60_P1_2P2)

U slucaju da nema Zetve u modelu, imamo asimptotski stabilnu ravnoteznu tacku koegzistencije
u (P, P,) = (20,20).

Ako uklju¢imo promenljivu Zetvu u model izgleda ovako:

apr,
E=P1(100_4P1_P2)_EP1

dap
d_t2=P2(6O_P1_2P2)

Posmatracemo ravnoteznu tacku u kojoj su prisutne obe populacije (P, P,) = (20 —%,20 +
5). Zetva smanjuje populaciju P;, $to utice na rast populacije P, i ¢&ime se tacka koegzistencije
povecanjem parametra E pretvara u izumiranje populacije P; i preZivljavanje populacije P,. Na

Slici 18 vidimo uporedo slike originalnog modela i modela sa uvr§¢éenom Zetvom promenljivog
tipa. Vidimo pomeranje asimtotski stabilne ravnoteze koegzistencije.

P1'=P1( -al1 P1-a12P2) n=100 all=4 a12=1 P1'=P1 {1 -al1 P1-a12P2)-65P1 =100 al1=4 ai2=1

P2'=P2(2-a21 P1 -a22 P2) =60 a21=1 ax»=2 P2'=P2(12-a21 P1-a22 P2) =60 a2l=1 a2=2
T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
150 150
100 100
o~ o
o [
50 50
. e
°
0 . ° 0 . .
1
0 5 L1 1 2 % 3 »B 40 45 50 0 5 10 1B 2 E k) 40 45 50
P P1

Slika 17: Model iz primera 4.1 bez Zetve i sa Zetvom

Ako uklju¢imo konstantnu Zetvu u model:

dPy;

E = P1(100 - 4P1 - PZ) - H
dP,

E = P2(60 - P1 - ZPZ)
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Za ravnoteznu tacku dobijamo (Py, P,) = (60 — 2P,,25+ [100 — %). Ako odaberemo da je na

primer H = 0 dobijamo asimptotski stabilnu tacku u (20,20) i ta¢ku sedla u (0,30) koje se
povecavanjem Zetve priblizavaju jedna drugoj i konaéno se spajaju u (10,25) za H = 350. Za
H > 350 dolazi do izumiranja populacije P, za neki ograni¢en vremenski period i sva pocetna
stanja. Na Slici 19 vidmo da se ravnotezna tacka koegzistencije pomerila ulevo i da se ona i
nestabilna ravnoteZa za drugu populaciju pribliZzavaju.

P1'=P1{l -al1 P1-ai2P2) n=100 all=4 a12=1 P1'=P1 {1 -al1 P1-a12P2)-300 n=100 at1=4 al2=1
P2'=P2{2-a21 P1 -a22 P2) =60 a=1 a®=2 P2'=P2(2-a21 P1-a2 P2) ”=60 a2=1 a2=2
T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
150 |- 150
10 - 100
o o
o o
50 - L}
* .
. e
o e ° 0 . .
. " |
0 5 0 5 2 k] B M 5% 0 5 0 5 N A » T I 0

Ey
=

Slika 18: Model iz primera 4.2 bez Zetve i sa Zetvom

5. Modeli sa kasnjenjem

5.1 Logisticka jednacina sa kasnjenjem

Uvodenje kasnjenja u modele dinamike populacije je jedan korak blize realnijem modelu.
Trenutna veli¢ina populacije jeste posledica nekog dogadaja u proslosti. Kasnjenje u reakciji
populacije na promene prouzrokovane akumulacijom zagadivaca u proslosti ili promene u
Zivotnoj okolini. Takode, kada se rode nove jedinke, poveca se populacija, medutim mora proéi
odredeni vremenski period da bi nove jedinke dostigle zrelost i mogle da ucestvuju u procesu
reprodukcije. Takva kasnjenja mozemo ukljuéiti u model ako uzmemo u obzir modele
diferencijalnih jednacina sa kasnjenjem:

P _ P(t), P T
L = f(P@O,PE=T))
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ovde je T > 0 parametar koji oznacava kasnjenje. Jedan takav model je prosirenje modela

logisti¢kog rasta:
dP P(t—T)
I rP(t) <1 - T) (5.1.1)

Ova jednacina logistickog rasta sa kasnjenjem je uvedena od strane Hutchinsona (1948). Pocetna
vrednost ovde jednaine ne moZe biti data kao jedna jedinstvena vrednost ve¢ mora biti
definisana kao nenegativna funkcija na intervalu:

P(8) = Py(6) > 0, 0 € [-T,0]
gde je P, neprekidna funkcija na intervalu [T, 0].
Definicija 5.1: RavnoteZna tacka P* jednacine (5.1.1) je stabilna ako za svako € > 0 postoji § >

0 tako da za sva reSenja P(t) jednacine sa pocetnom vrednosti Py(8), 6 € [—T,0] vaii
|P(t) — P*| < ezasvet = 0c¢imje |Py(t) — P*| < 8 na[-T,0].

Definicija 5.2: RavnoteZna tacka P* jednacine (5.1.1) je aimptotski stabilna ako je stabilna u
smislu Definicije 5.1 i ako postoji §, > 0 takvo da P_)r‘cr)lo P(t) = P* ¢im je |Py(t) — P*| < 8, na
[-T,0].

Jednacina (5.1.1) ima dve ravnoteine tatke P =0 i P =K. Malo pomeranje od P =0
zadovoljava linearnu jedncinu Z—IZ = rP(t) Sto nas navodi na zaklju¢ak da je P = 0 nestabilna

ravnotezna tacka sa eksponencijalnim rastom. Ispitivacemo stabilnost P = K. Neka je p(t) =
P(t) — K, tada

dp p(¢)
— = -7 -1 -="Z
qe = et —=T) < e
Linarizacijom dobijamo
dp
- —-T
7c = p—-T)

Cije je redenje p(t) = Ce™*, C je konstanta, a A karakteristi¢ni koren koji dobijamo iz
karakteristi¢ne jednacine:

A+re T =0 (5.1.2)

Po teoremi linearizacije, ravnotezna tacka P = K je asimptotski stabilna ako svi karakteristi¢ni
koreni dobijeni iz (5.1.2) imaju negativne realne delove. ReSavanje ove jednacine nije
jednostavno i nama ne trebaju tacna resenja, mi samo Zelimo da vidimo kad su ReA; < 0.

Pretpostavimo da su karakteristi¢ni koreni oblika A = u+iv . Odvajanjem realnog od
imaginarnog dela karakteristi¢éne jednacine dobijamo:

u+re *cosvT =0
v—re VTsinvT =0
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Primetimo da ako je T = 0, karakteristi¢na jednacina (5.1.2) postaje A + r = 0 iz koje dobijamo
karakteristi¢ni koren A = —r < 0 koji je negativan realan broj iz pretpostavke logistickog
modela. Trazimo uslove na T koji menjaju ReA iz negativnih u pozitivne, jer u tom intervalu
oCekujemo karakteristicne korene koji ima Red = 0, odnosno cisto imaginarne korene
tivy, vy = v(Ty). Sa T siboli¢no oznacavamo vrednost T u kom je ReAd = 0. Dobijamo:

cosvyT =0

Odakle,
T
voTy = > + 2km, k=012,..

Primetimovy =71
n  2km
Tk :—+T, k:0,1,2,...

Dakle, kada je T = zn_r imamo ¢isto imaginarne korene +ir.Kadaje T € (0, %) svi karakteristi¢ni
koreni imaju negativni realnidelo,aza T > % imaju pozitivni realni deo.

Upravo smo pokazali sledece:

Teorema 5.1: Logisticka jednacina sa kasnjenjem (5.1.1) ima dve ravnoteine tacke od kojih je
P = 0 uvek nestabilna, a P = K je asimptotski stabilna ako 0 < rT < g a nestabilna ako rT >

13

.Usluéaju kadajerT = g imamo Hopf bifurkaciju u P = K. Periodi¢na reSejna postoje za rT >

T . .
i stabilna su.

Hopf bifurkacija nastaje kada se periodi¢na reSenja u okolini ravnotezne tacke pojavljuju ili
nestaju promenom vrednosti parametara modela.
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3 Logisticka jednacina sa kasSnjenjem

25 7

I | J !
| ‘ ) ‘
2I0 2I5 3I0 3I5 4

t

0

Slika 19: Logisticka jednacina sa kasnjenjem za r = 1 (plavo), r = 1.5 (Zuto) ir = 2
(narandzZasto)

5.2 Logisticka jednacina sa distribuiranim kasnjenjem

U Hutchinsovoj jednadini ograniceni rast populacije zavisi od veli¢ine populacije u nekom
fiksiranom trenutku u proslosti t — T. U realnijim modelima efekat kasnjenja bi trebalo biti
prose¢an u odnosu na prosle veli¢ine populacije. Sto nas dovodi do jednacine sa distribuiranim
neprekidnim kasnjenjem. Prvi koji je uveo logisticku jednacinu sa distribuiranim kasnjenjem je
bio Voltera (1934). Radedi eksperimente na laboratorijskim populacijama nekih malih vrsta
organizama kojima se generacije brzo smenjuju Voltera je pokusao da primeni logisticki model.
Medutim ovi eksperimenti su ¢esto bili neuspesni jer je populacija na kraju izumirala i nije
dostizala stabilno stanje. Jedan od uzroka je bio zagadivanje zatvorenog okruZenja otpadnim
proizvodima iz mrtvih organizama. Tada je Voltera uveo termin distribuiranog kasnjenja kako bi
ispitivao kumulativni efekat stope smrtnosti populacije u zavisnosti od populacije u svakom
trenutku od pocetka ekperimenta. Model integralno diferencijalnih jednacina izgleda ovako:

dP 1t
= =TP(® <1 - f_mG(t - s)P(s)dP> (5.2.1)

54



Gde je G(t) faktor koji govori koliko treba naglasiti veli¢inu populacije u proslosti kako bi se
odredio sadasnji efekat na raspolozivost resursa. G(t) se naziva jo$ i jezgro kasnjenja (delay
kernel). Faktor G(t) tezi nuli za velike negativne i pozitivne t i ima maksimum za neko
reprezentativno T. Obi¢no je normalizovan, odnosno:

fooG(u)du =1
0

Ovim osiguravamo da ravnotezne tacke koje smo imali kod logisticke jednacine budu i ravnotezne
tacke jednacine (5.2.1). Za G(t) moZemo redi da je aproksimacija Dirakove funkcije § (T — t):

| o - sresrds = £

Tada se jednacdina (5.2.1) redukuje:

dt

t _
d—P =rP(t) <1 — %f 6(t—T— s)P(s)dP) =7rP(t) <1 — #)

Prosecno kasnjenje je definisano sa:

T= fOOOuG(u)du

Sledi da ako je G(u) = 6(u — T) onda je T = T diskretno kasnjenje.
Dalje, ispitujemo stabilnost ovakvog sistema (5.2.1) uz pocetni uslov:

P(6) = Py(6) >0, 0 € (—oo,0] (5.2.2)
Ovde je Py(0) neprekidna na intervalu (—oo, 0].

Definicija 5.3: RavnotezZna tacka P* jednacine (5.2.1) je stabilna ako za svako € > 0 postoji § =
&(&) > 0 tako da za sva resenja P(t) jednacine sa pocetnom uslovom (5.2.2) vazi |P(t) — P*| <
gzasvet = 0¢imje |Py(t) —P*| <& za t € (—o,0].

Definicija 5.4: RavnoteZzna tacka P* jednacine (5.2.1) je asimptotski stabilna ako je stabilna u
smislu Definicije 5.3 i ako postoji §, > 0 takvo da tlim P(t) = P* ¢im je |Py(t) — P*| < §, na

(—,0].

Kao Sto smo vec rekli, ravnotezne tacke su iste kao kod jednacine logistickog rasta, P =0i P =
K, medutim nas zanima i samo ¢emo ispitivati stabilnost P = K.

Ako posmatramo jednacinu (5.2.1) stabilnost ravnoteine tacke P = K ispitujemo tako $to prvo
uvedemop =P — K

dP 1t
i rP(t) <1 - Ef_ooG(t - S)P(S)dp>
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dt

__, ( f G(t — $)p(s)ds +p(8) f G(t - s)p(s)ds) (5.2.3)

Linearizacijom jednacine oko P = K dobijamo:
d t
d_ZZ = —r .[-_OOG(t —s)p(s)ds

Karakteristi¢na jednacina je oblika:
A+ rf G(s)e™™ds =0 (5.2.4)
0

Ako svi karakteristi¢ni koreni ove jednacine imaju negativne realne delove onda je reSenjep = 0
linearizacije (5.2.3) odnosno ravnoteza P = K jednacine (5.2.1) asimptotski stabilna.

Teorema 5.2: Ako je

@ 1
f sG(s)ds < —
0 r

onda je ravnoteina tacka P = K jednacine (5.2.1) asimptotski stabilna.

Dokaz: Oznaci¢emo levu stranu jednacine (5.2.4) kao funkciju od 4 i traZicemo njene nule:

g =1+ rf G(s)e *ds
0
Na ovako definisanu funkciju moZzemo primeniti princip argumenata duz konture I' = I'(a, &)
koja predstavlja granicu regije:

Al <Red<a,—a<ImA<a0<é<a}

Nule g(4) su izolovane pa se mogu izabrati a i ¢ takvi da nijedna nula g(4) ne leZi naT. Princip
argumenata kaZze da je broj nula funkcije g(4) koje se nalaze unutar oblasti sa granicom I' jednak
onom broju obilazaka g(1) oko pocetne tacke dok se A kre¢e po konturiI'. Dakle, dovoljno je
pokazati da za sve male & > 0 i sve velike a > 7, g(1) ne okruzuje 0 dok se A krece po konturiT.

DuZ dela konture I' datogsa A =a + iv, —a < u < a, imamo

gla+iv)y=a+iv+ rf G(s)e—(a+iv)sds
0

S obziromdajea > 0:

f G(S)e—(aﬂ'v)sds
0

< -fo G(s)ds =1

Zbog a > r mozemo zakljuciti da svaka realna vrednost pretpostavljena sa g(1) duz ovog
segmenta mora biti pozitivna. Duz segmenta konture I' datogsa A = u + ia, § < u < aimamo:
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glu+ia) =u+ia+ rf G(s)e WHia)sgg
0
Slican argument pokazuje da nijedna realna vrednost nije pretpostavljena sa g(4) duZ ovog
segmenta. Imaginarni delo g(u + ia) je ovde uvek pozitivan.

Posmatramo segment koji prati A =& + iv povecavajuéi se od & —ia do & +ia. Pod
pretpostavkom da se Img (¢ + iv) monotono povecava sa povecanjem v:

d d (o] (o]
— Img( +iv)=—(v+ rf G(s)e % sin(vs)ds | =1+ rf G(s)e % sin(vs) ds
dv dv 0 0

Zl—rf G(s)ds >0
0

Sledi da g(A) pretpostavlja samo jednu realnu vrednost duz poslednjeg segmenta konture T'.
Pozto nijedna nula g(1) ne leZi na T, ta realna vrednost je nenula. Ako pretpostavimo da je
negativna g(4) bi obisla I jednom oko pocetne tacke, predvidajuci ta¢no jednu nulu 45 g(4)
unutar oblasti sa granicom I'. Posto su a i G realni, nule g(1) nastaju u konjugovano
kompleksnim parovima, forsirajuci A, da bude realan. Sto dovodi do kontradikcije, jer pozitivnost
a pokazuje da g(4) nema realnih pozitivnih nula. Dakle realna vrednost poredpostavljena sa
g(A) duZ poslednjeg segmenta mora biti pozitivna. Stoga g(1) ne obilazi pocetnu tacku. O
(Literatura [19])

Za G (u) se obi¢no uzima Gama distribucija:
a,nun—le—au

G(u) = W.

n=123,..

U formuli je @ > 0 konstanta, n ceo broj, i prose€no kasnjenje t = g Dva specijalna slucaja za
G (u) koje nazivamo slabo jezgro kasnjenja (weak delay kernel) i jako jezgro kasnjenja (strong
delay kernel):

Gu)=ae™™ za n=1
G(u) = a’ue ™ za n=2

Slabo jezgro kvantitativno ukazuje da je maksimalni odgovor stope rasta posledica trenutne
gustine naseljenosti dok prosla gustina naseljenjosti ima eksponencijalno opadajudéi uticaj. S
druge strane, snazno jezgro znaci da je najvedi uticaj na brzinu rasta u bilo kojem trenutku t
posledica gustine naseljenosti u proslom trenutku t — 7.

Slabo jezgro (weak delay kernel)

Posmatramo jednacinu:

ar _ rP(t) (1 - lft ae =9 p(s)ds
dt k)

Karakteristi¢nu jednacinu dobijamo iz (5.2.4):
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© ar
A+ rf ae~ M Dgds = ) + =0
0

A+a
Sredivanjem dobijamo:
APtal+ar=0

Karakteristi¢ni koreni:

Realni delovi oba karakteristicna korena su manji od nule iz ¢ega sledi da je ravnoteZzna tacka
lokalno asimptotski stabilna.

Jako jezgro (strong delay kernel)

Posmatramo jednacinu:

dpP 1 ¢
2 —a(t-s)
T rP(t) <1 — _Kf_ a“(t—s)e P(t s)ds)

Karakteristi¢nu jednacinu dobijamo iz (5.2.4):

C L _a a’r
/1+rj atse M Dsds = 1+ —= =0
0 1+ a)
Sredivanjem dobijamo:
B+2a2 +a?A+ra?=0 (5.2.5)
Ako pretpostavimo da polinomni oblik ove jednacine izgleda:
13 + alﬂ.z + azl + a3 = 0 (526)

Kriterijum Routh-Hurwitza nam daje da svi karakteristi¢ni koreni jednacine (5.2.6) imaju
negativne realne delove ako i samo ako vazia; > 0,a; > 0,a,a, — a3 > 0. S obzirom da je u
(5.2.5) a; =2a >0, a; =ra? > 0, prva dva uslova su uvek ispunjena. Treéi uslov 2a3 —
ra? > 0, sredivanjem dobijamo uslov stabilnosti:

r

a> (5.2.7)

Uvodeci prosecno kasnjenje za jako jezgro t = i u uslov stabilnosti (5.2.7), dobijamo 7 < g iz

¢ega mozemo izvesti zaklju¢ak da je za kratko odlaganje ravnotezna tacka P = K stabilna, dok je
za duZe odlaganje nestabilna.

Teorema 5.3: Pozitivna ravnotezna tacka P = K jednacine (3.2.1) je asimptotski stabilna ako je

. y v 2 _4 . 4 . 4 .
njeno prosecno kasnjenje T = - < ~, @ nestabilna ako 7 > = Kada je T = — imamo Hopf
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bifurkaciju u ovoj tacki i familiju periodi¢nih resenja koja idu od P = K. Period bifurkacije resenja

. T 2T T v . . 4. . .
je — = —, periodi¢na reSenja postoje za T > —i orbitalno su stabilna.
Vo r a

6. Stohasticki modeli populacije

6.1 Motivacija i teorijska osnova

Do sada smo u radu koristili obi¢ne diferencijalne jednacine za opisivanje dinamike populacije,
nasi modeli su bili oblika:

dP(t)
dt

Mozemo napisati i u sledeé¢em obliku:

=f(P),  P(te) =Py

dP(t) = f(P)dt, P(ty) = P,

Ili u integralnom obliku:
t
P() =Py + | f(P(s))ds
to

Najprostiji oblik modela sa kojim smo poceli u€enje bio je Maltusov model sa stopom rasta r.
Obicno je stopa rasta populacije predstavljala deterministic¢ki parametar, medutim zbog greSaka
u merenju prilikom koris¢enja modela, promenljivosti populacije i drugih faktora koji unose
neizvesnost u model, mozemo posmatrati stopu rasta kao slu¢anju promenljivu:

r(t) = 15(t) + h(D)E(t, w) (6.1.1)

Ovde 1y (t) predstavlja ocekivanu vrednost ili srednju vrednost, a é(t, w) beli Sum procesa. Ako
definisemo dW (t,w) = é(t, w)dt gde je dW (t, w) diferencijalni oblik Braunovog kretanja,
dobijamo opsti oblik stohasticke diferencijalne jednacine za predstavljanje modela populacije:

dP(t,w) = f(P(t,w),t) + g(P(t, w),t)dW (t, w) (6.1.2)

gde je w € Q (skup svih elementarnih dogadaja) i P = P(t, w) stohasti¢ki proces. Pocetni uslov
ove jednacine je dat u sledec¢em obliku:

P(O,(U) :PO

Integralni oblik ovog problema:

P(t,w) = Py + th(P(s, w),s)ds + ftg(P(s, w),s)dW (s, w) (6.1.3)
0 0
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Uvesemo osnovnu teoriju potrebnu za razumevanje stohastickih diferencijalnih jednacina pod
pretpostavkom da Citalac ima osnovno razumevanje teorije verovatnode i stohasticke analize.

Definicija 6.1: Stohasticki proces u oznaci {X(t, w)} ili X; je familija slu¢ajnih promenljivih
definisanih na istom prostoru verovatnoée (Q,U,P). Gde skup I nazivamo parametarskim
skupom, w € (), a realni prostor R4(X: Q — R%) je skup stanja procesa.

Ako fiksiramo trenutak te[t,, T] stohasticki proces postaje jedna sluc¢ajna promenljiva, dok ako
fiksiramo w € Q dobijamo realnu funkciju na intervalu [t,, T] koju nazivamo trajektorija ili
realizacija stohasti¢kog procesa.

Braunovo kretanje jedan od vaznijih termina u stohasticoj analizi. Ime je dobijeno po Skotskom
botani¢aru Robertu Braunu koji je 1827. posmatrao nepravilno kretanje éestica polena u kapi
vode. Precizna matematicka formulacija je data tek kasnije od strane Noberta Vinera 1920. zato
se Cesto naziva Vinerov proces.

Definicija 6.2: Realni stohasti¢ki proces W (t, w) se naziva Braunovo kretanje ili Vinerov proces
ako su ispunjeni slededi uslovi:

1. WO = 0
2. W, —Wg:N(0,t—s),zasvet >s >0
3. V0 <ty <--<tyslutajne promenljive W, , W, — Wy, ... , W, — W, _ sunezavisne.

Beli Sum u oznaci ¢ (t, w) je uopSteni stohasticki proces koji predstavlja izvod Braunovog kretanja:

dwW (t, w)

§(tw) = —

Ili u integralnom obliku:

t
W(t,w) =J ¢(s,w)ds
0
U modelu (6.1.3) nailazimo na stohasticki integral, 1942. godine KijoSi Ito je dao koncept
stohastickih integrala i kreirao teoriju stohastickih diferencijanih jednacina.

Definicija 6.4: Proces g € L2(0,T) se naziva stepenasti proces ako postoji particija 0 = t, <
t1 <<ty =Ttakodag, =grzaty <t <tyrs1,k€{01,..,m—1}

Definicija 6.3: Neka je g € I.2(0, T) stepenasti proces. Itov stohasti¢ki integral od g na intervalu
[0, T] je dat sa:

m—1

T
f gaw := z Wy, —Wy,)
0 k=0

Teorema 6.1 (Itova formula): Neka X; realan stohasticki proces koji zadovoljava:
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t t

Fdt +f Gdw
t

0

Xt=Xt0+f

to
za neke F € L1(0,T),G € L2(0,T) i za sve 0 <ty <t <T, odnosno koji ima stohasticki
diferencijal

dX = Fdt + GdW.

Pretpostavimo da je funkcija u: R X [0, T] = R neprekidna i da postoje neprekidni parcijalni
ou ou 9%u

izvodi—,—,—. Neka j
od ot’ ax’ 9x? ekaje

Yt = u(Xt, t).
Tada proces Y ima stohasticki diferencijal dat sa:

dY—audt+audX+1azuGZdt— au+auF+1aZuGZ dt +
ot dx 2 0x2 “\ot  ox 2 0x2

ou

- GdW  (6.1.4)

Zasvako 0 < ta <t <T

Yt =Y, = ulXp t) — U(Xty to)
2

—jt auXt+auXtF+1auXth dt+ftauXtGdW
-, gt KO+ K OF 4552 &0 toax(')

0

Definicija 6.4: Jednacinu oblika
dX, = f(t,Xp)dt + g(t, X;)dW;
nazivamo stohastickom diferencijalnom jednacinom, a
Xty =Xotg St <T <o
predstavlja pocetnu vrednost ove jednacine.

Definicija 6.5: Stohasticki proces X (¢, w) je reSenje stohastic¢ke diferencijalne jednacine ako ima
sledece osobine:

1. X(t, w)je F —merljiv zasvako t € [ty, T], odnosno X(t, w) je neanticipirajuéi proces

2. Funkcije f(t, X;) i g(t, X;) su neanticipirajuce i sa verovatno¢om 1 zadovoljavaju uslove
T T

|f(StXS)|dS < ® l |g(leS)|2ds <o

to to

3. X, =Xy + ftz f(s,Xg)ds + ftZg(s,Xs)dWS zasvako t € [ty, T]

U deterministickim modelima ishod modela je u potpunosti odreden vrednostima parametara i
pocetnim vrednostima, dok u stohastickim modelima zbog uklju¢ene neizvesnosti isti skup
vrednosti parametara i pocetni uslovi mogu dovesti do raziitih ishoda. Dalje navodimo
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stohasticke oblike Maltusovog i Verhlustovog modela i uz pomo¢ grafika oslikavamo razlike
izmedu njih i njihovih deterministickih ekvivalenata.

6.2 Matlusov model u stohastickom obliku

Maltusov model ¢iji deterministicki oblik je ranije uveden u poglavlju 2.2.2 u obliku obi¢ne
diferencijalne jednacdine moZemo zapisati u obliku stohasticke diferencijalne jednacine tako Sto
¢emo pretpostaviti da stopa rasta populacije P(t, w) ima deterministicki i stohasticki (slucajni)
deo, dobijamo:

dP(t,w) = rP(t,w)dt + hP(t, w)dW (t, w) (6.2.5)

Dakle, u formuli (6.1.2) funkcija f(P,t) = rP(t,w) i g(P,t) = hP(t, w). MoZemo iskoristiti
Itovu formulu (6.1.4)

= 6u+6u +162u 5 dt+6u aw
u=\5r "o T29x29 ax 9

MozZemo uzeti za u(P,t) = In (P):

aw

1 1
d(In (P(t, ) = <rP(t, ) +S2P(E0)? (— —)) dt + hP(t, )

1 1
P(t,w) P(t,w)? P(t,w)
hZ
= <r — 7) dt + hdW (t, w) (6.2.6)
Ako integralimo (6.2.6) od 0 do t dobijamo:
1 PlLw)) _ i t+hW(t
PO w) " 72 (&)

Dobijamo resenje stohastickog Maltusovog modela sa pocetnim uslovom P(0, w) = Py:

((r—%z)t+hw(t,w)>

Ako uzmemo integralni oblik jednacine (6.2.5) i izracunamo ocekivanje:

P(t,(l)) =Poe

E(P(t,w)) =E (JtrP(s, w)ds> +E <fthP(s, w)dW (s, a))>
0 0

b
E <f faw(t, w)) =0

Znamo da je:
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Dobijamo:

E(P(t,w)) = rf E(P(s,w))ds
0

E(P(t,w)) _
T = T'E(P(t, (1)))

Cije je resenje
E(P(t,w)) = Pye™

Sto je i redenje deterministickog oblika Maltusovog resenja.

Maltusov model

19 T T T T T T T

1.7

1.6

1.5

>~ 14

1.3

1.2

1.1

1

1

09 1 | 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7

t

Slika 20: Slucajni hod stohastickog Maltusovog modela uporeden sa trajektorijom
deterministickog Maltusovog modela (ljubic¢asta)

6.3 Verhulstov model u stohastickom obliku

0.8

0.9

Ima visSe nacina da predstavimo logisticku jednacinu iz poglavlja 2.3 u obliku stohastickog modela,

a najjednostavnije jeste ako pretpostavimo da je Sum proporcionalan velicini populacije:
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dP(t,w) = rP(t,w) (1 —

P(t, w)
X > dt + hP(t, w)dW (t, w)

P(0,w) =P,

ReSenje ovog modela je:

((T—h?z)t+hw(t,w)>
e

h2
2

P(t,w) =
Langrele®

s+hW(s,w)>
ds

Vise o ovom modelu i kako se dolazi do navedenog reSenja moze se procitati u literaturi [25] i

[26].

24

2.2

1.4

1.2

Slika 21: Slucajni hod stohastickog Verhlustovog modela uporeden sa trajektorijom

Verhulstov model

\ W
/\/

deterministickog Verhlustovog modela (ljubicasta)
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7. Zakljucak

“Svaki model je pogresan, ali neki su korisni.”?

Zadatak modelara jeste da svojim modelom odgovori na dobro postavljeno pitanje. Ponekad i
najjednostavniji model mozZe biti u tome efikasan i koristan. Na veli¢inu populacije u prirodi utice
mnostvo razli¢itih faktora, dok matematic¢ki modeli moraju biti moguci za analizu i s tim u vezi
mogu ukljuciti samo odredene parametre. Matemati¢ki modeli za vrlo sloZzene pojave se
fokusiraju na nekoliko klju¢nih varijabli, dok efekte preostalih smatraju ili nevaznim ili malim
uznemirenostima jednostavnijeg modela. U ovom radu smo predstavili neke modele dinamike
populacije. Ceo tok rada smo se trudili da se pribliZimo $to realisti¢nijem modelu, i da ispratimo
hronoloski tok nastajanja svakog od modela. Od modela jedne populacije, preko opisivanja
odnosa dve i viSe populacija, modela sa Zetvom i kaSnjenjem do stohasti¢kih modela. Kao $to se
moglo videti akcenat rada jesu bili deterministicki modeli, sa kratkom motivacijom i uvodom u
stohasticke modele kao idejom za nastavak istrazivanja. Za one koji Zele vise da procitaju o
pomenutim temama preporucujem navedenu literaturu.

2 George E. P. Box (1919-2013) — britanski statisti¢ar
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Matlab kodovi

Slika 1:

function [t,p] = Maltus()

tspan = [0 9];

p0 = 10;

[t,p] = oded5( @eksp ,tspan ,p0);
plot (t,p)

disp([t,p])

function dpdt = eksp (t,p)
r=2;

dpdt = r* p;

end

xlabel ({'t'}, 'FontAngle', '"italic', 'FontName', 'Times New Roman');
ylabel ({'P(t) '}, 'FontAngle', 'italic', 'FontName', 'Times New Roman');
title('Maltusov model');

end

Slika 2:

[P, t]=meshgrid(0:0.1:1,0:0.1:1);
dt = 2*t;

dP=ones (size (dt));
quiver (P, t,dP,dt);

xlabel ({'t'}, 'FontAngle', 'italic', 'FontName', 'Times New Roman');
ylabel ({'P(t) '}, '"FontAngle',6 'italic', 'FontName', 'Times New Roman') ;
title('Maltusov model');

Slika 3:

function [t,p] = Verhulst()
tspan = [0 9];

p0 = 10;

[t,p] = oded5( Q@log ,tspan ,p0);
plot(t,p)

disp([t,pl)

function dpdt = log (t,p)
r=2; K=100;

dpdt = r* p-(r*p"2)./K;
end

xlabel ({'t'}, 'FontAngle', '"italic', 'FontName', 'Times New Roman');
ylabel ({'P(t) '}, 'FontAngle', 'italic', 'FontName', 'Times New Roman');
title('Verhulstov model');

end



Slika 4

[P,t]=meshgrid(0:1:11,0:1:11);

dt = 2*t-0.2*t."2;

dP=ones (size(dt)) ;

quiver (P, t,dP,dt);

xlabel ({'t'}, 'FontAngle', "italic', 'FontName', 'Times New Roman');
ylabel ({'P(t) '}, 'FontAngle', 'italic', 'FontName', 'Times New Roman') ;
title('Vektorsko polje za Verhustov model');

Slika 5

function LotkaVoltera

time range = [0,20];

P10 = 2;

P20 = 2;

pocetnev_w = [P10;P20];

[t _values,sol values] = ode45(Q(t,w) predprey(t,w),time range,pocetnev w);

plot (t_values,sol values);

xlabel ({'t'}, 'FontAngle', '"italic', 'FontName', 'Times New Roman');
ylabel ({'P(t) '}, 'FontAngle', 'italic', 'FontName', 'Times New Roman');
title('Lotka-Voltera model');

legend('Plen', 'Predator', 'show', 'Location', '"NorthEast"') ;

end

function dw_vectordt = predprey(t,w vector)
Pl = w_vector(1l);

P2 = w_vector(2);

alfa=1;

beta=1;

gama=1;

delta=1;

dPldt = alfa*Pl-beta*Pl1*P2;
dP2dt = -gama*P2+delta*P1*P2;
dw_vectordt = [dPldt; dp2dt];
end

Slika 6

[P1, P2] = meshgrid(-0.5:0.3:4.5, -0.5:0.3:4.5);

dpldt = P1 - P2 .*P1l;

dp2dt = P1 .* P2 - P2;

quiver (P1,P2,dP1ldt, dP2dt)

f = @(t,P) [P(1) - P(1)*P(2); P(1)*P(2) - P(2)];

hold on

for P0=0:0.6:4

[tt, Ppl] = ode45(f, [0, 8], [PO/2, PO]);

plot(Pp(:,1), Pp(:,2))

end

hold off

xlabel ({'P1'}, 'FontAngle', 'italic', 'FontName', 'Times New Roman');
ylabel ({'P2'}, 'FontAngle', 'italic', 'FontName', 'Times New Roman') ;
title('Lotka-Voltera model');



Slika 7

[P1, P2] = meshgrid(-0.5:0.3:7, -0.5:0.3:7);
alfa=1;

beta=1;

gama=1;

delta=1;

K=10;

dPldt alfa*Pl.*(1-P1./K)-beta*P2 .*P1l;
dp2dt delta*Pl .* P2 - gama*P2;

quiver (P1,P2,dP1ldt, dP2dt)

f = @(t,P) [alfa*P(l).*(1-P(1l)/K) - beta*P(1l).*P(2); delta*P(l).*P(2) -
gama*P(2) ];

hold on

for P0=2:0.7:3

[tt, Ppl] = oded45(f, [0, 100], [PO, PO]);

plot (Pp(:,1), Pp(:,2))

end

syms Pl P2 gl (Pl) %crta nulte izokline koje su prethodno izracunate
gl (P1)=1-P1/10;
fplot(gl, [-1,8],'--k");

hold on

x=1;

y=-1:0.001:8;

plot (x*ones (size(y)), vy, '--k');

xlabel ({'P1'}, 'FontAngle',6 'italic', 'FontName', 'Times New Roman');
ylabel ({'P2'}, '"FontAngle', 'italic', 'FontName', 'Times New Roman');
title('Lotka-Voltera model');

Slika 19

sol = dde23(@h,1,0.5,[0,40]);
plot(sol.x,sol.y)

grid on

title('Logisti?ka jedna?ina sa kasnjenjem')
xlabel ('t")

ylabel ('P")

set (gcf, 'PaperPosition', [0,0,4,3])
set(gcf, 'PaperSize', [4,31])

hold on

function v = h(t,P,T)
v = (1.5).*P.*(1-T);

end

Slika 20
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dt=T/k;
n=4;
for j=1:n

if j==n
c=0;
end
P(l)=1
for 1 =1:k

’

P(i+1)=P (i) +r*P (i) *dt+c*P (i) *sgrt (dt) *randn;

end
z=0:dt:T;
plot(z,P);

hold on

end

title('Maltusov model');
xlabel ('t");

ylabel ('P(t)");

Slika 21

T=10;

r =1/2;

b=0.1;

k=100;

K=3;

dt=T/k;

n=4;

for j=1:n
if j==n

b=0;

end

P(1l)=1;
for i=1l:k

P(i+1)=P(i)+r*P (i) * (1-P (1) /K)*dt+b*P (i) *sqgrt (dt) *randn;

end
z=0:dt:T;
plot(z,P);
hold on
end
title('Verhulstov model') ;
xlabel ('t");
ylabel ('"P(t)");
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