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Predgovor 

 

Reforma obrazovanja  je danas vaţna tema u Srbiji, budući da straţivanja ĉesto 

ukazuju na to da uĉenici ne poseduju dovoljno praktiĉnog znanja.  Zbog toga je bitno da se 

nastavnici upoznaju sa novijim nastavnim metodama i da pored leksiĉkog znanja postave 

akcenat i na prikazivanje praktiĉne primene znanja i predavanja. Zadaci matematiĉkog 

modeliranja sluţe upravo tom cilju: da stvarnost poveţemo sa matematiĉkim znanjem. Cilj 

matematiĉkog modeliranja je da obuhvati što više raznih oblasti nauke, kao što su medicina, 

biologija, tehniĉke i fiziĉke nauke, socijalne nauke, psihologija, ekonomija i da se prikaţu 

matematiĉki modeli pojedinih pojava iz pomenutih oblasti. Matematiĉko modeliranje realnih 

pojava doprinosi primeni matematike u tokovima savremene civilizacije, što predstavlja 

temelj nauĉnog i tehniĉkog napretka. 

Iako je za mene matematika uvek bila lep i zanimljiv predmet, ja sam svesna toga da 

je većina ljudi nije volela ili je ne voli. Smatram da zadaci modeliranja mogu da pomognu u 

tome da i ljudi koji nisu u velikoj meri naklonjeni matematici, zavole ovu nauku i da uvide da 

od nje ima koristi i u svakodnevnom ţivotu. Na ţalost, ovom temom se bavi dosta mali broj 

ljudi, a malo ima i literature na srpskom jeziku. Od stranih knjiga se sluţimo knjigama na 

nemaĉkom i engleskom jeziku. Kao pomoć nam sluţi materijal projekta LEMA (Learning and 

Educatin through Modelling and Applications). Cilj ovog master rada je bila izrada i proba 

materijala za dalji razvoj nastavnika, materijal koji poduĉava nastavnike koji predaju u niţim i 

višim razredima osnovnih škola, kao i u srednjim školama primeni zadataka modeliranja. Cilj, 

naravno, nije da zadaci modeliranja preuzmu mesto „tradicionalnih“ zadataka, već da oni 

sluţe kao dopuna drugim tipovima zadataka. Svojom tezom bih ţelela da pruţim uvid u svet 

zadataka modeliranja, i kao glavni cilj postavljam izradu zadataka ovog tipa i opis mogućih 

rešenja, i uz to i upoznavanje jednog novog pristupa koji mi moţe biti od koristi u mojoj 

kasnijoj karijeri. 

Cilj rada je još i da razmotrim one elemente koji imaju ulogu formiranja shvatanja i 

gledišta u matematiĉkom modeliranju, koje se u praksi koriste i na polju obuke i u 

modeliranju. 

Na poĉetku rada su dati osnovni pojmovi potrebni za razumevanje rada u celini. 

IzmeĊu ostalog, to su istorija modeliranja, zadatak modeliranja i ciljevi modeliranja. 

Objašnjeni su tipovi modela i proces modeliranja sa raznim zadacima. Glavna tema je još 
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mogućnost izrade modeliranog zadatka - kako izmisliti i posle formirati zadatak. Literatura 

korišćena pri izradi ovog poglavlja je [                    ]. 

U drugoj glavi se govori o mogućnosti izrade zadataka, gde se postavlja pitanje gde da 

naĊemo zadatke modeliranja. [4] 

Treća glava je posvećena upravo temi izraĊenih zadataka. Ovde se nalaze primeri sa 

rešenjima za razne tipove zadataka, kao što su zadaci planiranja, prognoziranje, 

objašnjavajući i opisni zadaci. Probala sam tako formirati zadatke, da zadovoljavaju svakom 

nivou uzrasta od osnovne škole, kroz srednje škole do fakulteta. 

U ĉetvrtom delu daje se praktiĉna primena matematiĉkog modela: Maltusov model 

(eksponencijalni rast), Verhulstov model (logistiĉki rast), Interakcija izmeĊu populacija: 

Model ulova-grbljivica i takmiĉenje izmeĊu dve vrste, Model borbe: Tradicionalna borba, 

Gerilska borba, Mešovita borba i na kraju Model oscilacije: Harmonijska oscilacija i 

prigušene oscilacije . Ovaj deo je zasnovan na literaturi [        ]. 

U zadnjoj glavi je prikazano nekoliko ilustracija pribliţnih geometrijskih rešenja kao 

što su jednokoraĉni postupci (Ojler-Košijev postupak, Poboljšani Ojlerov postupak, Runge 

Kuta metod), greška jednokoraĉnog postupka i na kraju jedan primer za Njutnov zakon 

hlaĊenja. Literatura korišćena pri izradi ovog poglavlja je [              ]. 

Konaĉno, recimo da ja matematiĉko modeliranje je spoj matematike sa drugim 

naukama.  Cilj je da se uĉenik ili student osposobi da razne pojave iz ţivota predstavi 

matematiĉkim jezikom. Time se stiĉe stav o ulozi matematike u celokupnoj nauci i 

omogućava njena primenljivost u raznim oblastima. 
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1. Matematičko modeliranje 

 

„Sve što čujem zaboravim, što vidim zapamtim, a što uradim - znam.” 

kineska poslovica 

1.1. Istorija modeliranja 

 

Reĉ modeliranje je potiĉe od latinske reĉi modellus, što znaĉi preslikati realnost. 

Antropolozi tvrde da sposobnost kreiranja apstraktnih modela jedna od najznaĉajnijih razlika 

izmeĊu homo sapiensa i homo neandertalensisa. Iako apstraktno predstavljanje „stvarnih 

predmeta” postoji još od kamenog doba, kako to moţemo videti na nekim pećinskim slikama. 

Veliki prelom u modeliranju nastao je u drevnom Bliskom istoku i Grĉkoj. Prvi otkriveni 

modeli su brojevi; brojanje i pisanje brojeva (npr. urezivanje brojeva u kosti) i oni potiĉu iz 

      godine p. n. e. Sledeće oblasti u modeliranju su bile astronomija i arhitektura, otprilike 

     godina p. n. e. 

Opštepoznato je da su      godina p. n. e. već najmanje tri civilizacije spomenimo 

(Vavilon, Egipat, Indija) posedovale matematiĉko znanje i da su koristili neke vrste 

matematiĉkih modela za olakšavanje svakodnevnog ţivota. Matematiku su najviše koristili na 

algoritamski naĉin za rešavanje konkretnih problema. 

U vreme helenizma su razvoj filozofije i njen odnos sa matematikom rezultirali pojavu 

deduktivnih metoda, što je doprinelo razvoju teorije matematike.  Od Talesa iz Mileta (oko 

600 god. p.n.e) geometrija je postala vaţan deo analize stvarnosti i preko analitiĉke 

geometrije je izazvala razvoj matematike nezavisno od upotrebe. Tales je bio osnivaĉ jonske 

iliti miletske škole i bio je prvi grĉki prirodnjaĉki filozof – tj. neko ko je  istraţivao prirodu 

stvari kao dela jedinstvene celine. Bio je prvi koji svet nije smatrao kao rezultat volje nekih 

bogova, već je pokušavao da objasni nastanak sveta s posebnim osvrtom na naĉin na koji je 

svet nastao i na materijale od kojih je nastao.  

Tales se bavio i astronomskim posmatranjem i kosmološkim problemima kao što je na 

primer stabilnost Zemlje, prorekao je pomraĉenje sunca koje se dogodilo 28. maja 585. 

godine p. n. e, a koje je, pretpostavlja se, doprinelo završetku rata izmeĊu LiĊana i MeĊana. 

Moguće je da je u Vaviloniji došao do zapisa tamošnjih sveštenika, naime, oni su već od 721. 
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g. p. n. e. u verske svrhe posmatrali delimiĉna i potupna pomraĉenja sunca. Moguće je i da je 

do ovih saznanja došao na svom putu u Egipat. Pored ovih stvari, razvio je metod za merenje 

visine predmeta, tako što je merio duţinu senki tih predmeta. 

Njemu se pripisuje i uvoĊenje pojma ugla, kao i uvid u jednakost unakrsnih uglova. 

On je primetio i da su dva trougla podudarna ako imaju jednaku po jednu stranicu i oba ugla 

nalegla na tu stranicu. Utvrdio je da je zbir unutrašnjih uglova 180 stepeni i definisao je jednu 

od prvih teorema u geometriji, teoremu koja je nazvana po njemu. Na osnovu ovoga krug koji 

je nacrtan na jednu duţ (tj. krug ĉiji preĉnik predstavlja ova duţ) nazivamo Talesovim 

krugom. Talesova je zasluga i teorema o paralelnim pravama koje seku dve druge prave i 

zbog toga se u nekim jezicima (italijanski, francuski, španski, ruski) ova teorema naziva i 

Talesovom malom teoremom. Hieronim sa Rodosa je tvrdio da je Tales izmerio i visinu 

Keopsove piramide:  

“Hieronim kaže da je pomoću njihovih senki izmerio visinu piramida. Da bi 

uspeo prvo je uočio momenat kada je senka štapa bila iste dužine kao i visina samoga 

štapa.” 

(Diogen Laertije: Ţivot i mišljenja znamenitih filozofa, I. 27) 

 

 

1. SLIKA: TALES IZMERIO VISINU PIRAMIDA 
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Eudem je Talesu pripisivao pribor za merenje udaljenosti brodova koji plove na moru. 

Ako znamo odgovarajuću nadmorsku visinu, ovo raĉunanje se moţe izvesti i sa jednim 

primitivnim priborom, pomoću dva štapića koja sastavljena liĉe na krake šestara. 

Njemu se pripisuje i montaţa vodomera. 

Proklo, po Eudemu, pripisao je Talesu još tri teoreme:  

1. Preĉnik polovi krug 

2. Uglovi na osnovici jednokrakog trougla su jednaki 

3. Naspramni uglovi koje formiraju dve prave koje se seku su jednaki. 

Pošto je Tales dao osnove smatra se da je Pitagora sa Samosa bio prvi matematiĉar koji je 

dalje razvijao teoriju brojeva, kao i, ono najvaţnije, on je zapoĉeo i potrebu dokazivanja, da bi 

dobio nove rezultate iz već poznatih teorema.  

Znaĉajni filozofi, kao što su Aristotel, Eudoks i još mnogi drugi, doprineli su 

dosadašnjim saznanjima i u narednih 300 godina posle Talesa i ostale grane matematike su 

krenule da se razvijaju. MeĊutim, najveće ostvarenje je postigao Euklid iz Aleksandrije. On je 

autor poznatog antiĉkog udţbenika iz matematike, pod naslovom „Elementi”. U njemu je 

opisao osnove matematike (euklidska geometrija). U „Elementima” iako geometrijskim 

metodama ali jasno opisuje euklidski algoritam, koji se koristi (i) za pronalaţenje najvećeg 

zajedniĉkog delioca dva broja ili koliĉine. U „Elementima” osobine geometrijskih objekata 

izvodi iz relativno malog broja aksioma, i tako je i postao pionir aksiomatske metode moderne 

matematike. Ostali njegovi radovi govore o perspektivi, konusnim presecima i sfernoj 

geometriji. Iako većina rezultata prikazana u „Elementima” potiĉe od drugih matematiĉara, 

Euklidova je zasluga da ih je prikazao u jedinstvenoj, logiĉki koherentnoj konstrukciji. Sem 

toga što je izvršio i nekoliko nedostajućih raĉuna, sem što je Euklid dodao izvestan broj novih 

rezultata i delove sa teorijom brojeva i prostornom geometrijom.  

Euklidova knjiga je vekovima sluţila kao osnova za predavanje matematike i ovo 

znanje je iskoristio Eratosten, jedan od prvih „primenjenih matematiĉara” da bi izraĉunao 

udaljenost izmeĊu Zemlje i Sunca i Zemlje i Meseca. Prihvatio je ĉinjenicu da pomraĉenje 

meseca uzrokuje Zemljina senka, a posmatranjem senke je nedvosmisleno zakljuĉio da je 

Zemlja okrugla. Kada su mu ĉuvari brane javili da u gradu Asuanu (koji se nalazi skoro taĉno 

na severnom povratniku) za vreme letnje ravnodnevnice Sunce u podne ne baca senku – a ĉak 

i u dno najdubljeg vodomera Nila stiţu sunĉani zraci – našao je u principu pravilnu metodu za 
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izraĉunavanje obima Zemlje, jer u isto vreme je u Aleksandriji izmerivši duţinu senke jednog 

stuba, našao da je upadni ugao sunĉanih zraka 7,2 stepena. Pretpostavivši da Zemlja ima oblik 

lopte postavio je odnos duţina i uglova:  

                                                      

Na osnovu priĉe putnika Eratosten je udaljenost izmeĊu dva grada procenio na 5000 stadiona, 

i na osnovu toga je izraĉunao obim zemlje:  

                      stadiona. 

Bilo je više mernih jedinica koje su se nazivale stadion i ne zna se taĉno koju je Eratosten 

upotrebio. Ako je za svoja merenja koristio stadion na Olimpiji koji je dugaĉak 185 m onda je 

obim Zemlje na osnovu ovoga 46 250–46 280 km; otprilike 15% više od realne vrednosti. A 

ako je koristio egipatski stadion, koji iznosi 157 m, onda je rezultat 39 250 km, što je svega  

za 2% manje od stvarne vrednosti. Pored ovoga je došao i do uspešnog metoda za izbor 

prostih brojeva iz ne mnogo velikog skupa, pa je ovaj naĉin rešavanja nazvan po njemu, 

Eratostenovo sito.  

U astronomiji je Ptolomej na osnovu Pitagorine ideje (o opisu nebeskih pojava 

krugovima) 150. godine n. e. Ptolomej je razvio  matematiĉki model  Sunĉevog sistema, uz 

pomoć kojeg je mogao da prorekne kretanje meseca i planeta oko Sunca. Ovaj model je bio 

toliko taĉan da je ostao u upotrebi sve do 1619. godine kada se Johan Kepler pojavio sa 

jednostvnijim i boljim modelom za prikazivanje okretanja planeta. Ovaj model su Njutn i 

Ajnštajn malo doradili i kao takav je i danas u upotrebi.  

Modeliranje stvarnih problema, a naroĉito ako su u pitanju matematiĉki modeli, bili su 

u tolikoj meri bitni sa aspekta razvoja ĉoveĉanstva, da su nezavisno od svega sliĉne metode 

izradili u Kini, Indiji i u islamskim zemljama.  

Najpoznatiji arapski matematiĉar je bio Abu Abdalah Muhamad ibn Musa al-Hvarizmi 

(VIII vek). On je izradio koncept matematiĉkih algoritama (zbog ĉega ga neki nazivaju 

praocem raĉunarske tehnike) i sama reĉ algoritam potiĉe od pogrešnog latinskog prevoda 

njegovog imena. Osim ovog se još brojni njegovi radovi bave algebrom, trigonometrijom, 

astronomijom, geografijom i kartografijom. Sistematiĉno i logiĉno pribliţavanje u sluĉaju 

linearnih i kvadratnih jednaĉina je dovelo do osnova algebre, ĉiji naziv potiĉe iz rada pod 

naslovom „Hisab al-dţabr va l-mukabala” (ةلباقملا و ربجلا باسح na arapskom) koji je 

nastao oko 830. godine ( reĉ algebra potiĉe iz reĉi al-džabr koji se pominje u naslovu).  

http://hu.wikipedia.org/wiki/Arab_nyelv
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Na zapadu su sve do 11. veka razvijali matematĉke modele, u poĉetku iskljuĉivo radi 

merenja zemlje.  

Moguće je da je najveći zapadni matematiĉar posle antiĉkih Grka bio Fibonaĉi, 

Leonardo da Piza (~1170 – ~ 1240). Leonardo je u mladosti putovao sa ocem, trgovcem da bi 

mu pomagao. Usled toga je mnogo odlazio u istoĉne zemlje i tako se upoznao sa hindu- 

arapskim pisanjem brojeva. Uvideo je da je aritmetika jednostavnija i korisnija sa 

hinduistiĉkim brojevima nego sa rimskim. Fibonaĉi je proputovao Mediteran da bi uĉio kod 

vodećih arapskih matematiĉara tog veka. Sa putovanja se vratio kući oko 1200. godine. 1202. 

godine, u svojoj 32. godini ţivota izdao je knjigu pod naslovom  „Liber Abaci” („Knjiga 

abakusa”, zapravo „Knjiga o raĉunanju”) koja je sadrţala sve što je nauĉio. Koristio je reĉ 

„abakus” u aritmetiĉkom smislu i time je u Evropi prikazao hindu–arapski naĉin pisanja. 

Jedinstvena novina u knjizi je bio nov naĉin pisanja brojeva, koji je bio po principu lokalne 

vrednosti: ” Postoji 10 hindu znakova: 9, 8, 7, 6, 5, 4, 3, 2, 1, 0. Pomoću ovih znakova 

moţemo zabeleţiti bilo koji broj koji ţelimo.” Ova ĉinjenica je vrlo bitna, jer se na ovaj naĉin 

uvela nula u Evropu, kao apstraktan model niĉega.  

Umetnici, kao što su bili slikar Đoto (1267-1336) i renesansni arhitekta i vajar Filipo 

Bruneleski (1377-1446), razvili su nove geometriĉke principe, kao što je perspektiva.  

U vekovima koji su potom sledili uoĉeno je sve više matemitiĉkih veza i u isto vreme 

je rasla i kompleksnost modela. Bitno je da se napomene da je uprkos tome što su Diofan i 

Abu Abdalah redovno koristili promenljive, ipak je Vijetova zasluga usavršavanje teorije 

jednaĉina i modernizacija algebarskih oznaka.Vijet je bio meĊu prvima koji je koeficijente 

jednaĉina oznaĉavao slovima. Uprkos tome, prošlo je više od 300 godina dok su Kantor i 

Rasel pojasnili ulogu promenljivih i formulisali odgovarajuće nove matematiĉke teorije. 

Matemetiĉko opisivanje osnovnih principa fizike i prirode su postali glavna pokretaĉka snaga 

za modeliranje i razvoj matematiĉkih teorija. Vremenom je došlo do opšteg uverenja da se 

društvo, isto kao i priroda moţe matematiĉki analizirati. Naime pokazalo se da je moguće da 

društvo funkcioniše po zakonitostima koje se uglavnom moţe opisati i u matematiĉkoj formi. 

Vremenom se i ekonomija pojavljuje i danas se u sve većem broju primenjuju modeli i 

njihova analiza.  

 

  



11 
 

1.2. Definicija 

 

Modelirati (tal. modéllare, fr. modeler) raditi (ili izraditi) po izvesnom uzorku; izraditi 

u malom obliku, predstaviti u manjim razmerama; izraditi (ili izraĎivati) modele.
1
 

Model (tal. modéllo, fr. modéle, l. modullus), 1.v. modul; 2. obrazac, uzorak, muštra; 

3. umetničko potpuno ili delimično gola osoba prema kojoj umetnik radi sliku ili kip; 4. u 

graĎevinarstvu ili tehnici: uzorak predmeta koji treba izvoditi, izraĎen od jeftinog materijala 

I, obično, u smanjenom obliku; 5. kalup po kome se što izraĎuje, na primer liju se u pesku 

mašinski delovi i dr.  

Modeliranje je postupak dobijanja matematiĉkog opisa neke pojave koja se odvija u 

realnom svetu, kao što su na primer fiziĉki, hemijski ili elektrotehniĉki procesi, razliĉite 

oblasti ekonomije, biologije, sociologije, itd. Sa jedne strane, ovaj opis mora biti relativno 

jednostavan, a sa druge strane i dovoljno taĉan da bi odgovarao svojoj nameni koja je 

definisana od strane kreatora modela. Suština postupka modeliranja je da se izaberu samo one 

osobine posmatranog procesa koje predstavljaju potrebne i dovoljne karakteristike da se 

proces opiše dovoljno taĉno sa stanovišta namene modela.  

Zadatak modeliranja je da osvetli glavne osobine i fenomene realnog procesa i da ih 

prevede na neki apstraktan jezik, kao što je jezik matematike. Na taj naĉin, modeliranje 

predstavlja integralan deo nauke i tehnologije, koji obuhvata skoro sve oblasti ljudskog 

delovanja. 

Zadaci modeliranja su zapravo zadaci koji oĉekuju od uĉenika da sastave ovakve 

matematiĉke modele, i da pomoću njih reše svoj zadatak, a posle toga da budu u stanju da 

ocene dobijene rezultate i da ih uporede sa stvarnošću. Ovo, zapravo, nazivamo 

modeliranjem. 

Po nabrajanju Katje Mas
2
, opšte karakteristike modeliranih zadataka su sledeće: 

- otvorenost 

- kompleksnost 

- bliskost realnosti 

                                                      
1
http://www.vokabular.org 

2
Leuders, T. und Maas, K. (Hrsg.). (2007). Und man braucht sie doch! Die Nützlichkeit von 

Mathematik erfahrbar machen. PM Themenheft Pracis der Mathematik, 49(1). 

http://www.vokabular.org/?lang=sr&search=model&Submit=%D0%A2%D1%80%D0%B0%D0%B6%D0%B8
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- autentiĉnost 

- zadatak je koncentirsan na problem  

- mogu da se reše svoĊenjem procesa modelovanja  

 

1.3. Tipovi modela 

 

Moţemo kreirati razne tipove modela u zavisnosti od cilja koji hoćemo da 

postignemo: 

- opisni tip: cilj ovog tipa modela je da opiše, preslika jednu pojavu; Npr. opisati oblik 

Ajfelovog tornja pomoću funkcije; 

- normativni tip: cilj mu je da prikaţe i propiše procese koji nastaju pod datim uslovima. 

Npr. formula slobodnog pada u fizici; 

- prognozirani tip: cilj ovih modela je da pomoću njih moţemo nešto da predvidimo. 

Npr. kada će nestati zalihe nafte sveta; 

- objašnjavajući tip: cilj ovih modela je da daju objašnjenja, da bi se postiglo bolje 

razumevanje, npr. matematiĉko-fiziĉki model daje objašnjenje na pitanje zašto mehur 

ima oblik sfere. 

Naravno, moţe da se desi da zadatak ima razne ciljeve i zato ga moţemo svrstati u više 

kategorija. Moţemo naći, na primer, objašnjavajuće-opisni ili normativno-prognozirani tip  

modeliranog zadataka. 

Po drugoj raspodeli: 

- O taktiĉkom modelu govorimo ako je cilj modeliranja izrada predikcije (osnovana 

predviĊanja, prognoze) u vezi sa rešavanjem nekog praktiĉnog poblema. 

- Reĉ je o strateškom modelu ako je cilj modeliranja demonstracija veza izmeĊu nekih 

pojava, a s obzirom na istraţivaĉke, obrazovne svrhe ili moţda s obzirom na 

izraţavanje stanovišta.  

- Simulacioni model je onaj tip koji je u mogućnosti da pokaţe sliĉno ponašanje kao 

kod ispitane pojave, tj. kada se moţe postaviti nedvosmislena veza izmeĊu elemenata 

ponašanja modela i elemenata ponašanja stvarnog sistema. Simulacioni model dakle, 

kao što mu i ime govori, simulira sistem.  
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- Opisni model izraţava neku vezu u matematiĉkoj formi, prikazuje pojavu ali je ne 

simulira. Kao primer moţemo uzeti regresivnu pravu ili krivu.  

- Diskretan model radi na diskretnoj skali, dakle njegova prostorna ili vremenska 

rezolucija se ne podrazumeva u skupu realnih brojeva, već samo u skupu prirodnih 

brojeva. Jednostavan primer je naplata putarine na autoputu. 

- Kontinuirani model podrazumeva promenljive na celom kontinuumu (u skupu realnih 

brojeva). 

- Model sa mešovitom ili celom vrednošću ima i promenljive i sa celom vrednošću i 

neprekidne promenljive.  

- O deterministiĉkom modelu govorimo ako model na odreĊene ulazne podatke kao 

rezultat daje taĉno odreĊene brojeve. U deterministiĉkom modelu se nedvosmisleno 

odreĊuje autput modela pomoću odreĊenih parametara i input podataka.  

- Stohastiĉki model, suprotno od prethodnog, ĉiji izlaz nije definisan nego sluĉajan broj. 

Stohastiĉke modele razvijamo u sluĉaju da bismo u ispitanom procesu uzeli u obzir i 

ulogu verovatnoće. Simulacione modele u grupi stohastiĉkih u širem smislu nazivamo 

i Monte Karlo modelima ili Monte Karlo simulacijama. 

Takozvani modeli velikih sistema mogu da sadrţe više razliĉitih tipova gore navedenih 

submodela, kao što su na primer modeli globalnog atmosferskog zagrevanja (GCM) ili modeli 

ekosistema koji su razvijeni pomoću biomatematiĉkih i bioinformatiĉkih sredstava, a znaĉe 

bitan deo informativnog sistema okoline. 

1.4. Proces modeliranja 

Formulacija 

 

 

 

Interpretacija 

 

 

Problem iz 

realnog sveta 

Matematiĉki 

model 
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Po Gloriji Stilman
3
proces modeliranja izgleda ovako[8],[9]: 

 

 

 

 

 

 

Pomoću jednog zadatka LEMA projekta (LEMA=Learning and Educating through 

Modelling and Applications project) ćemo pokazati najvaţnije korake procesa. Zadatak 

Havijera Garsije „Potpisom protiv novog zakona” zvuĉi ovako: 

25. aprila 2006. godine je jedan član španske opozicione stranke predstavio parlamentu 

4 000 000 sakupljenih potpisa koji su bili prikupljeni zbog nezadovoljstva javnosti jednim 

novim zakonom koji je spanska vlada donela. 

Sve španske novine prikazale su slike sa velikim kutijama i sa 10 kombinovanih vozila, 

koja su dostavila potpisane dokumente u parlament. Postavlja se pitanje da li je ovo bilo 

samo politički trik, ili je stvarno bilo portebno 10 ovih prevoznih sredstava da dostave 

4 000 000 potpisa. 

 

 

                                                      
3
Gloria Sillman, University of Melbourne, Melbourne Australia. Trends in Teaching and 

Learning of Mathematical Modelling: ICTMA14 (International Perspectives on the Teaching 

and Learning of Mathematical Modelling) 

 

Realna 
situacija 

Realan 
problem 

Matemaički 
model 

Matematičko 
rešenje 

Rešenje 
Realnog 

problema 

Model 
prihvaćen ili 

odbijen  

Izveštaj 
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                     Realan svet              Matematiĉki svet 

 

Tokom modeliranja krećemo od problema iz realnog ţivota i pokušavamo da ga rešimo. 

Zapravo želimo da saznamo da li ove slike realno opisuju posmatranu situaciju. 

Problemi u realnom ţivotu su kompleksni i komplikovani, zato prvo moramo pojednostaviti i 

odrediti naše konkretne zadatke. 

Treba da izračunamo da li je bilo potrebno 10 kombija za dostavljanje 4 miliona 

potpisa, to jest treba da saznamo težinu i zapreminu dostavljenog papira. 

U sledećem koraku pomoću realnog modela stvaramo matematiĉki model, koji moţemo da 

rešimo matematiĉkim metodama. U sluĉaju prostih zadataka nekad je teško odvajati ova dva 

modela  jer korišćenje podataka direktno dovodi do jednog matematiĉkog modela. 

Prvo moramo saznati koliko potpisa može biti na jednom listu. Iz ovoga možemo 

izračunati količinu potrebnog papira. Ako znamo koliko listova su dostavili, onda 

možemo odrediti i zapreminu i težinu. Na osnovu ovih informacija možemo odlučiti da 

je bilo potrebno 10 kombija. 

U nastavku matematiĉke operacije stiţemo do matematiĉkog rešenja. 

Ako pretpostavimo da na jednom listu ima 20 potpisa, onda nam ukupno treba 

200 000 listova. Ako su stvarno 10 kombija dostavila potpise, onda je u svakom bilo 

20 000 potpisa.  U jednom pakovanju papira za fotokopiranje ima 500 listova, to znači 

da je bilo 20 000:500=400 pakovanja papira. 

Na osnovu podataka koji se nalaze na pakovanju fotokopir papira, težina 1m
2
 

fotokopir papira je 80 g. Ukupna površina jednog pakovanja papira je: 

210*297*500=31,19*10
6
 mm

2
=31,19m

2
. To znači da je težina 40*31,19*0,08 100kg. 

Prema tome jedan kombi je dostavio 10 kg papira. 

Realan 
problem 

Matematički 
problem 

Realano 
rešenje 

Matematičko 
rešenje 

2. SLIKA 
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Veličine jednog pakovanja  fotokopir papira su sledeća: 23cm*32cm*8cm. 

U jednoj kutiji ima 5 pakovanja, što znači da su veličine kutije otprilike 

23cm*32cm*40cm. U jednom kombiju treba da bude 8 ovakvih pakovanja. 

Veličine jednog kombija su: (Ford Transit) 

dužina: 255,8 cm 

širina: 171,9 cm 

visina: 133,8 cm 

nosivost: max. 1028kg. 

Vaţno je da posle dobijenih podataka razmislimo o sledećem: kakve veze ima rešenje sa 

realnim ţivotom, da bismo procenili rezultate. 

Na osnovu nosivosti kombija, jedan kombi bi mogao 100 puta vise papira da dostavi. 

Ako gledamo težinu papira, onda je jedan kombi dovoljan. Sad se postavlja pitanje, da 

li ima dovoljno mesta u kombiju da se utovari tolika količina papira. Na osnovu 

veličine kombija izračunamo da u jednom kombiju možemo staviti najviše 147 kutija 

papira (u jedan red 49 kutija, a imamo 3 reda). To znači da bi jedan kombi bio 

dovoljan za dostavu. 

Zaključujemo da nije bilo potrebno 10 kombija za dostavu 4 000 000 potpisa u 

parlament. 

 

1.5. Otvoreni zadaci 

 

Većina tradicionalnih zadataka je zatvorena. MeĊu glavnim obeleţjima zadataka 

modeliranja se nalazi i otvorenost. Zadatak je zatvoren, ako su poĉetno stanje i ciljno stanje, 

kao i naĉin ostvarivanja nedvosmisleno definisani. O otvorenim zadacima govorimo ako kod 

izlaganja zadatka nije jasno dato poĉetno stanje (postavljanje zadatka) , ciljno stanje (rezultat) 

ili ono što povezuje ova dva stanja, tj. naĉin rešavanja zadatka. 
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Dakle, ako zadatak nije zatvoren, onda je otvoren. Ukupno, dakle, razlikujemo 8 tipova 

zadataka prema otvorenosti, a to su sledeći
4
: 

 

 poĉetak naĉin rešenja cilj 

problem-situacija otvoren otvoren otvoren 

mutan problem otvoren otvoren zatvoren 

interpretacioni problem zatvoren otvoren otvoren 

problem pretraţivanja 

strategije 
zatvoren otvoren zatvoren 

interpretacioni zadatak zatvoren zatvoren otvoren 

jednostavan otvoren zadatak zatvoren zatvoren zatvoren 

osmišljavanje zadatka otvoren zatvoren otvoren 

osmišljavanje poĉetnog 

stanja 
otvoren zatvoren zatvoren 

 

1.5.1. Primer za situaciju problema 

 

                                                      
4
 Greefrath, G. (2007): Modellieren lernen mit offenen realitätsnahen Aufgaben. Köln: Aulis 

Verlag 

3. SLIKA 
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Na slici se nalazi jedan ekvatorijalni sunčani sat (slika br. 3). Napravi sličan sat!  

Kod ovog zadatka nemamo taĉne podatke o poĉetnom stanju, već samo jednu sliku na osnovu 

koje moţemo da krenemo. Naĉin rešavanja takoĊe nije striktno dat, uĉenici mogu rešiti 

zadatak na razne moguće naĉine, s tim da krajnji rezultat zadatka s obzirom na izabrano 

poĉetno stanje i na naĉin rešavanja zadatka moţe biti razliĉit. 

 

1.5.2. Primer za mutan problem 

 

Koliko košta malterisanje kuće koja se nalazi na slici? (slika br.4) 

Kod ovog zadatka je samo ţeljeno ciljno stanje jasno definisano. Poĉetne informacije nam 

slika ne pruţa jasno, potrebne vrednosti moţemo samo proceniti, odnosno moramo prikupiti i 

aktuelne cene malterisanja, i na osnovu ovoga moţemo na više naĉina da izraĉunamo  

troškove. 

 

1.5.3. Primer za interpretacioni problem 

 

Napravi kutiju u koju mogu da stanu 4 ping-pong loptice prečnika 4 cm.  

Ovde smo dali konkretne informacije za poĉetno stanje, i one su dovoljne za rešavanje 

zadatka. Ali, naĉini rešavanja mogu biti mnogo razliĉiti, lopte se mogu smestiti na razliĉite 

naĉine, i ovako moţemo mnogo kutija da planiramo, dakle, i ciljno stanje je otvoreno. 

 

4. SLIKA 
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1.5.4. Primer za problem pretraživanja strategije 

 

Izračunaj koja se pica najviše isplati od ponuĎenih! 

Pica prečnika 28 cm: 900 dinara 

Pica prečnika 32 cm: 1290 dinara 

Pica prečnika 45 cm: 1480 dinara. 

Ovde su sasvim jasni i poĉetno i ciljno stanje. Date su veliĉine pica i njihove cene, i mi 

biramo onu koja nam se najviše isplati. Na više naĉina moţemo da uporedimo vrednosti. Na 

primer, moţemo uzeti meĊusobni odnos cena i onda moţemo uporediti njihove vrednosti. Ili, 

moţemo i u paru da uzmemo površinu pica i odnos njihovih cena, ili uzeti po parovima 

odnose površine pica i njihovih cena i onda njih da uporeĊujemo, a moţemo i da raĉunamo sa 

cenom  koja pripada jedinstvenoj površini,  i tako dalje.   

 

1.5.5. Primer za interpretacioni zadatak 

 

Koja prostorija bi bila najidealnija za dečiju sobu na slici br. 5? Uzeti u obzir raspored 

soba, njihove veličine i oblike! 

 

5. SLIKA 



20 
 

Kod interpretaconih zadataka je samo ciljno stanje nejasno. Znamo odakle krećemo i kako 

treba da stignemo do rešenja, ali uprkos tome svako bi mogao da ima drugo rešenje, jer  ne 

treba imati u vidu one aspekte koji se mogu izraĉunati na egzaktan naĉin.  

 

 

1.5.6. Primer za jednostavan otvoren zadatak 

 

Izračunaj osnovnu površinu stana koji se nalazi na slici br. 6. 

 

6. SLIKA 

Kod jednostavnih otvorenih zadataka je bitno da se doda i to da iako su na osnovu tabele sva 

tri koraka zatvorena, svakako je vaţno da ne bude sasvim jasan naĉin rešavanja zadatka, jer 

inaĉe on ne bi bio otvoren. Za ovaj zadatak se ne moţe reći da mu je sasvim jasan naĉin 

rešavanja, jer se on, na primer, moţe na više naĉina rešiti: osnovna površina se moţe 

izraĉunati kao zbir odnosno razlika površina trouglova i pravougaonika. 
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1.5.7. Primer za osmišljavanje zadatka 

 

Osmisli zadatak vezan za sliku (Slika br. 7) koji se može izračunati formulom za klasičnu 

verovatnoću! 

 

7. SLIKA 

Ovde smo jasno dali samo naĉin transformacije, poĉetno stanje, a ciljno stanje osmišljavaju 

uĉenici. Pošto data slika ne sadrţi konkretne podatke koji ograniĉavaju mogućnosti, uĉenici 

mogu da osmisle mnogo razliĉitih poĉetnih i ciljnih stanja. 

 

1.5.8. Primer za osmišljavanje početnog stanja 

 

Osmisli zadatak koji se rešava linearnom jednačinom i rezultat je 5! 

 

U odnosu na prethodni zadatak razlika je u tome što smo pored naĉina rešavanja ograniĉili i 

rezultat, dakle, ovde je otvoreno samo poĉetno stanje.  

 

1.6. Obuveni zadaci i zadaci bliski realnosti 

 

Kod zadataka modeliranja veliki znaĉaj se daje vezi izmeĊu matematiĉkog sveta i stvarnog 

sveta. Zbog toga treba da rašĉistimo prirodu i ulogu obuvenih zadataka, zadataka koji su 
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bliski realnosti i zadataka modeliranja u nastavi matematike. Naravno, ova tri tipa se ne 

odvajaju oštro jedan od drugog. 

 

1.6.1. Obuveni zadatak 

 

Kod obuvenih zadataka, kako bismo shvatili matematiĉki problem, pomoćiće nam 

svakodnevni ţivot, odnosno stvaran svet. U ovim sluĉajevima oblikujemo zadatak oko datog 

matematiĉkog sadrţaja, tako da matematiĉki sadrţaj bude što razumljiviji, tj. da bismo 

njegovo prepoznavanje uveţbavali u razliĉitim kontekstima. I kod ovih zadataka treba da se 

trudimo da izmišljena situacija bude što manje nametljiva. 

Primer za obuvene zadatke: 

Hteli bismo da podelimo sobu, koja ima oblik jednakokrakog trapeza, na dva jednaka 

dela, tako da zid koji je deli bude paralelan sa osnovama. Koliko će biti dugačak ovaj 

zid, ako su paralelne strane trapeza dugačke 8 m i 4 m, a kraci su dugi 5 m? (debljina 

zidova je zanemarljiva). 

Iz teksta zadatka se odmah primećuje da je ovde „uvijen” geometrijski zadatak.Veoma je 

retko da jedna soba ima oblik trapeza, još je reĊe da se kod zidanja zanemari debljina zidova. 

Za rešavanje ovog zadatka treba jednostavo „odmotati” zadatak i „izvaditi” originalan model 

koji je „umotan”. 

 

1.6.2. Zadaci bliski realnosti 

 

U sluĉaju zadataka koji su bliski realnosti, zadatke osmišljavamo na osnovu situacija 

iz stvarnog sveta ili na osnovu podataka iz stvarnog ţivota. Ovde je naglasak na tome, da 

matematika pomogne uĉenicima da shvate neki problem iz stvarnog ţivota, da prikaţe neku 

njenu osobinu i da je ispita preko te pojave. 

Primer za zadatak koji je blizak stvarnosti: 

Izračunaj da li je zaista toliki popust na proizvode, kako se tvrdi u reklami! 
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Primer za obuven zadatak koji je blizak stvarnosti : 

Motorni čamac na reci prelazi 6 km uz vodu za isto veme kao što niz vodu prelazi 8 

km. Od tačke kretanja  do 42 km uzvodno i nazad  stiže za 4 sata i 5 minuta. Kojom 

brzinom se kreće ovaj čamac? 

U ovom zadatku se stvarnost i matematika uzajamno pomaţu u razumevanju i prikazivaju. 

Moţe da se desi da je neki zadatak „pseudo-realan”, to jest opisuje situaciju uzetu iz stvarnog 

sveta, ali u nekom detalju  ipak ne odgovara stvarnosti.  

Zadatak: 

U državi sa milijon stanovnika planiraju uvoĎenje jednog jeftinog testiranja na AIDS. 

Znamo da je zaražen otprilike svaki hiljaditi stanovnik. Ispostavilo se da je kod 99,9% 

bolesnih ljudi test dao pozitivan rezultat, ali na žalost i kod 0,1%  zdravih ljudi takoĎe. 

Pored ovakvih parametara odbacili su testiranje. Jedan matematičar je predložio da 

se testiranje izvrši dva puta zaredom, i da bolesnike šalju kod lekara samo ako oba 

testiranja daju pozitivan rezultat. Na ovaj način je moglo da se uvede testiranje. Sa 

sledeća dva pitanja ćemo pokušati da odgonetnemo kako je ovo moguće. 

a) Izračunaj kolika je verovatnoća da je neko bolestan, ako prvi test bude 

pozitivan! 

b) Izračunaj kolika je verovatnoća da je neko oboleo, ako test dva puta da 

pozitivan rezultat! 

 

Sa ovim zadatkom je u suštini problem to što nisu uzeli u obzir da test ne daje pogrešne 

rezultate sluĉajno, već zato što pacijenti  koji nisu oboleli od HIV-a, a rezultati su im 

pozitivni, imaju u organizmu  nešto što nije HIV, samo liĉi na njega i uzrokuje grešku. Zbog 

8. SLIKA 
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toga je vrlo moguće da će i drugi test biti pozitivan. Na ovaj naĉin, dakle, drugo testiranje 

neće mnogo pomoći da bi rezultati bili uverljivi. U suprotnom, ako bi test sasvim sluĉajno dao 

pozitivne rezultate, onda bi dva testiranja zaista smanjila mogućnost pogrešnog rezultata. 

 

1.6.3. Zadaci modeliranja 

 

Znaĉajan broj zadataka koji su bliski stvarnosti su ujedno i zadaci modeliranja. Ali, 

naravno postoje i izuzeci jer zadaci modeliranja moraju da ispunjavaju više uslova, a ako 

jedan od tih uslova nije ispunjen, zadatak još uvek moţe biti blizak stvarnosti ali ne i zadatak 

modeliranja. [4] 

Primer za zadatak modeliranja: 

Koliko drveća možemo da spasimo od seče, ako bismo reciklirali najveći broj papira 

koji se baci? 

Primer za zadatak koji je blizak stvarnosti, ali nije zadak modeliranja: 

Profil Ajfelovog tornja na odgovarajućem intervalu opisan je pomoću sledeće 

logaritamske funkcije 

     |  
| |

    
| 

Prvi nivo tornja je na visini od       m, drugi nivo je na        m, a    ć  je na 

visini od        m.  

Kolika je š                   ? 

K   k     š                            ? 

Zadatak je veoma blizak stvarnosti, jer Ajfelov toranj postoji, i njegov oblik zaista 

p    ć        f k        f  kc   . A    č   c                          k                

bi dobili rezultat. T               č                    h   f    c           (f  kc   ) 

        ć       p        . O             a  k               p                   p č      

stanja i jedna vrsta ciljnog stanja, a   č     š            k đ          . Da je zadatak bio, 

na p               đ  f  kc    koja opisuje Ajfelov toranj na osnovu jedne slike, onda 

        ć                             k             . 
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1.7. Način obrade zadatka 

 

Uĉenike vredi popstepeno pripremati na rešavanje zadataka modeliranja. Prvo treba da 

ih navikavamo na kraće i lakše zadatke, koji su koncentrisani na razvijanje samo odreĊenih 

sposobnosti, sve dok ne stignu do nivoa na kojem umeju da reše ceo ciklus modeliranja. 

Mislim da je vaţno da ovo imamo u vidu, jer u suprotnom uĉenici lako gube interesovanje 

prema ovakvim zadacima. U zavisnosti od tipa zadatka moţemo da biramo organizovanje 

rada, uzevši u obzir vreme koje zadatak zahteva da bi se rešilo i okruţenje koje je potrebno da 

bi se zadatak rešio. 

Što se tiĉe mesta obrade, rešavanje moţe da se odvija kod kuće i/ili u školi. TakoĊe, zadatak 

za istraţivanje moţemo zadati i za domaći zadatak da bismo sve podatke imali za rešavanje 

zadatka u školi. 

Za rešavanje zadataka modeliranja po pitanju nastavnih metoda najviše odgovara rad u grupi i 

rad u parovima. 

 

1.8. Ciljevi modeliranja 

1.8.1. Razvijanje kompetencija 

 

I u pogledu razvitka uĉenika je korisno ako se upoznaju sa zadacima modeliranja, jer 

na ovaj naĉin im se mogu razvijati razliĉite sposobnosti.  

Prema nacionalnom Zakonu o osnovama sistema obrazovanja i vaspitanja u toku obrazovanja 

se razvijaju takozvane kljuĉne kompetencije.  Kao deo matematiĉke kompetencije od izuzetne 

vaţnosti je da smo sposobni da naše matematiĉko znanje koristimo u svakodenvnim ţivotnim 

situacijama, da prepoznamo i razumemo probleme koje je moguće rešiti matematiĉkim 

sredstvima. Po mom mišljenju, odgovarajućim zadacima modeliranja moguće je ove 

sposobnosti razvijati. 
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1.8.2. Motivacija 

 

Nije poslednji aspekat da zadaci modeliranja pomaţu da probude interesovanje kod 

uĉenika, jer oni ne smatraju matematiku toliko dalekom od stvarnosti, apstraktnom naukom. 

Odabirom odgovarajućih tema za obradu i odgovarajućeg naĉina rešavanja moţemo dalje 

buditi znatiţelju uĉenika.  
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2. Mogućnost izrade zadataka 

 

Moţe se postaviti pitanje gde da naĊemo zadatke modeliranja. Na raspolaganju  

imamo više mogućnosti. [4] 

- Moţemo da koristimo već postojeće zbirke iz zadataka modeliranja. Da bismo ovo 

postigli treba da se sluţimo znanjem stranog jezika, na nekom nivou, jer – kako sam 

već napomenula – malo je literature na maĊarskom ili srpskom jeziku koje se tiĉu ove 

teme. 

- Moţemo posegnuti i za idejema iz već postojećih, „tradicionalnih“ zbirki; moţemo 

sastavljati otvaranje zadataka i preradu zadataka.  

Primer: 

Tekstualni zadatak:  

Iz jedne česme za jednu sekundu isteče 0,25 dl vode. 

a) Koliko vode isteče za 24 minuta? 

b) Kolika je težina vode koja je istekla za 24 minuta, ako 1l vode teži 1 kg? 

1. zadatak modeliranja:  

Koliko vode isteče iz jedne česme koju su zaboravili da zatvore? 

Ovde smo, pre svega otvaranjem prvobitno zatvorenog zadataka  postigli da dobijemo zadatak 

modeliranja. Da bi uĉenici rešili zadatak moraju da izvrše merenja i na osnovu njih sastave 

matematiĉki model  kojim bi potom rešili zadatak.  

MeĊutim, moţemo da razmišljamo i o rešavanju zadatka u drugom smeru.  Ostajući pri temi, 

a menjajući kontekst moţemo da sastavimo i druge zadatke.  Na primer:  

2. zadatak  modeliranja: 

U današnje vreme često čujemo zastrašujuće vesti o tome kako nam se zbog neosnovanog  

trošenja vode veoma brzo troše zalihe vode za piće. Razmisli o tome, da li ti imaš neke 

loše navike, koje se tiču nepotrebnog trošenja vode! Koliko vode bi uštedeo da se ostaviš 

ovih navika? 
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3. Izrađeni zadaci 

U ovom poglavlju se nalaze zadaci koje sam ja izradila i njihova moguća rešenja. 

Grupisanje zadataka je teţak posao jer iz bilokog aspekta da ih gledamo, teško ih je svrstati u 

pojedine kategorije. Zbog toga sam se trudila da pronaĊem njihove najspecifiĉnije osobine, i 

na osnovu njih da ih razvrstam. 

3.1. Zadaci planiranja 

3.1.1. Ugrađeni orman 

 

 

9. SLIKA 

U potkrovlju, u jednom delu sobe, ispod krova, pravimo ugraĎeni orman.(Slika br. 9). 

Radovi su skoro završeni, ali bismo voleli da postavimo još jednu policu u ormanu. 

Odluči gde će polica biti i kolike će debljine ona biti. Izračunaj kolika ploča će ti biti 

potrebno.  

Dimenzije ormana ćeš videti na sledećoj skici: 

 

10. SLIKA 
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Moguće rešenje: 

Da bismo rešili zadatak prvo treba da izraĉunamo gde će taĉno biti naša polica, i treba da 

uzmemo u obzir debljinu ploĉe koju ćemo da koristimo. Kod planiranja moţemo imati u 

vidu više aspekata, na primer, šta bismo voleli da drţimo u ormanu i u kom rasporedu 

bismo to skladištili. Ovde bih drţala odeću i cipele i zbog toga mi se ĉini da bi polica 

trebalo da bude na srednjoj visini. Pri izboru ploĉe moramo da imamo u vidu i teţinu koju 

ona mora da drţi, kao i to da li će ona biti sakrivena vratima ili zavesom, ili ne. Pošto 

bismo voleli orman koji je prekriven zavesom, onda ploĉa ne mora da bude lepa, 

odgovaraće nam i prirodna strnjika, ona je najjeftinija. Ako bismo proverili u katalozima 

ili na internetu, videli bismo da je najĉešća debljina ploĉa 18 mm, ovo je dovoljno debelo 

da izdrţi teret odeće. Kada budemo imali konkretnu predstavu o ormanu, moţemo 

izraĉunati veliĉinu potrebne police. Ako ćemo je staviti na srednju visinu, onda to znaĉi da 

će gornja površina ploĉe biti 9 mm iznad sredjne visine ormana. Dakle, raĉunanje moramo 

vršiti u skladu sa ovim jer maksimalna veliĉina police zavisi od visine na kojoj je gornja 

površina police, budući da se orman suţava prema gore. Prema tome, moţemo da 

prikaţemo sledeću skicu: 

 

 

11. SLIKA 

 

Mali trougao koji je nastao gore je sliĉan prvobitnom trouglu, a srazmera ove sliĉnosti je 
    

   
. 

Iz ovog se moţe izraĉunati veliĉina police: 

    

   
            . 
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Pošto je širina ormana      , onda bi nam bila potrebna ploĉa veliĉine              . U 

stvarnosti ne bismo mogli da traţimo ovoliku ploĉu u prodaji, zato je dobro ako kupimo ploĉu 

dimenzija              . 

Naše raĉunanje je pripremljeno za idealan matematiĉki model, ali je moguće da naša merenja 

ni u stvarnosti ne budu besprekorno precizna i da bismo rešili ovakav problem, ona nisu ni 

potrebna.  

Naravno rešenja zavise od toga kakve smo ormane planirali na poĉetku.  

 

Napomena: Zadatak može dati i dalje ideje na planu planiranja polica. Možemo na 

primer praviti „tradicionalnu” policu ili orman, koji mogu imati elemente u obliku luka ili 

elemente koji nisu pod pravim uglom, a možemo i da zalepimo foliju na ivicu ploče, što 

nam donosi nov izdatak. 
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3.1.2. Izgradnja stepeništa po pricipu „sam svoj majstor” 

 

 

12. SLIKA 

Voleli bismo da napravimo stepenište za kuću, kao što je na slici (Slika br.12). Stepenište 

bi vodilo iz dnevne sobe ka potkrovlju, osnovna površina dnevne sobe je 4,5m x 4,5m, 

unutrašnja visina je 270 cm. Po rečima našeg poznanika, koji je graĎevinar, ploče 

udobnih stepenica su 17-20 cm jedna iznad druge, i 20-25 cm jedna ispred druge.  Koliku 

rupu moramo da izbušimo u plafonu, odnosno, koliko dugačka cev i koliko metalnih ploča 

će nam biti potrebno da bismo izgradili stepenice? 

Moguće rešenje: 

Pre izgradnje stepenica moramo da ih osmislimo.Toko mplaniranja moramo više aspekata da 

uzmemo u obzir, kao što su unutrašnja visina stana i udobnost. Znamo da je unutršnja visina 

stana        i da ćemo imati udobne stepenice ako su ploĉe na visini          jedna 

iznad druge. Moramo da odluĉimo i koliko ćemo stepenica imati. Uzimajući u obzir udobnost 

moţemo na sledeći naĉin da raĉunamo:  

             

            . 
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Iz ovog sledi da će stepenice biti udobne ako im je broj izmeĊu 14 i 16. Ja bih ţelela da 

napravimo 15 stepenika, tako da svaki stepenik dolazi na 18 cm.  U zavisnosti od ţeljenog 

ugla stepenica, svako moţe da bira duţinu koraka na ovu visinu, ja bih izabrala      .  

Napomena: ovde se može ukazati na strminu linearne funkcije, i na način na koji se to može 

izračunati, jer strmina stepenika zavisi od visine na koju se uspinjemo na odreĎenom odseku 

jednog napravljanog koraka.  

 

 

13. SLIKA 

Prema ovome je cela duţina stepenika                 (skiciran plan stepeništa se 

vidi na slici br. 13). Ovo staje u dnevnu sobu i ostaje dovoljno mesta da se moţe prići 

stepenicama. U sluĉaju da se stepenice planiraju u manju sobu, morali bismo sve ponovo 

da osmislimo. Pri bušenju otvora u plafonu moramo uzeti u obzir i opasnost da visoki 

ljudi mogu da udare glavom u plafon. Poţeljno je poĉeti sa bušenjem otvora tamo gde 

ostaje samo     izmeĊu plafona i stepenika.  Bilo bi dobro da se poĉne sa bušenjem na 

granici izmeĊu 3. i  4. stepenika,  jer ako uzmemo da je debljina ploĉe za stepenik     , 

onda je udaljenost do plafona  kod 3. stepenika                  , a kod 4.  

                 . Prva tri stepenika iznose duţinu          , tako da je 

ostala duţina 300 cm, što znaĉi da otvor mora da bude bar toliko dugaĉak. Širina otvora se 

slaţe sa širinom stepenika, a to je najĉešće            , ja bih zbog udobnosti izabrala 

      . Dakle, potreban otvor  je dimenzija              . 

Napomena: Ako ne želimo da štedimo na prostoru, možemo da napravimo otvor i na celu 

dužinu stepenika. 
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Znajući duţinu i visinu stepenica moţemo izraĉunati duţinu metalne cevi koja nam je 

potrebna, pomoću Pitagorine teoreme: 

 

Pošto stepenice drţe dve cevi, onda su nam za izradu stepeništa potrebne dve gvozdene 

cevi od       . 

Duţinu ploĉa za drţanje svakog stepenika moţemo izraĉunati i prema broju stepenika:  

za jedan stepenik:            

za celo stepenište:             

 

 

MeĊutim biće jednostavnije ako primetimo da je to isto kao i ukupan zbir cele visine 

stepenica i njene duţine, tj:               (slika br. 15). 

Pošto je svaki stepenik poduprt sa dve ploĉe, to je ukupno                  . 

Zakljuĉujemo da je toliko duga ploĉa nam je potrebna. 

Za vrednosti koje su dobijene kao rezutat moţemo reći da su potpuno realne, i moţemo da 

zamislimo ove stepenice u jednom stanu, i verovatno bi i njihova upotreba bila udobna. 

14. SLIKA 

15. SLIKA 
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Napomena: zadatak bi bio interesantniji ako bismo pravili kružne stepenice, ali time bi i 

računanje bilo mnogo kompikovanije. 

 

3.1.3. Alternativna božićna jelka 

 

U jednoj televizijskoj emisiji koja se bavi temama kućnih majstorija napravili su 

svojevrsnu „alternativnu božićnu jelku” kao prazničnu dekoraciju (slika br. 17): 

 

17. SLIKA 

16. SLIKA 
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1. Jednu letvu      širine i      debljine iseckali su na komade, tako da 

svaki komad bude      kraći od prethodnog, sekli su ih u paru da bi od svake dužine 

imali po dva komada. Najduže parče je bilo dugačko      .  

2. Odsečene komade su izbušili na jednom kraju. 

3. Na jednu dršku od metle navukli su ove ploče i estetski su ih okretali da 

bi dobili spiralan oblik. Gotovo drvo je bilo visoko otprilike do grudnog koša voditelja 

emisije.  

4. Na kraju su ga ukrasili svećama i dekoracijom na vrhu.  

Osmisli svoju „alternativnu božićnu jelku”! Koliko drvenog materijala će ti biti 

potrebno? Proveri i koliko će sve ovo koštati!  

Kao prvi korak, moramo da odluĉimo koliko će visoka biti naša jelka. Ja bih, na primer, 

bila zadovoljna sa jelkom visine 1 m i širine 1 m.  

Treba da osmislimo širinu prvog komada, kojim spirala kreće, kao i da znamo broj 

potebnih komada sa kojima bismo postigli ţeljenu visinu. (Ne moramo se drţati toga da se 

letve skraćuju svaka po      i to moţemo da modifikujemo po ukusu). 

Ja bih svoje drvo pokrenula letvom od       (ĉak i ako će na ovaj naĉin jelka biti uţa od 

   ). Pošto je letva debljine     , nama će biti potrebno otprilike 33 komada da bismo 

postigli visinu od    . Ako ćemo posle svakog drugog komada da skratimo duţinu letvica 

za po     -a, onda ćemo ovo shvatiti kao seriju od 33 elementa. Ovaj niz moţemo da 

rašĉlanimo na dva aritmetiĉka niza, jedan ima 16 ĉlanova, a drugi 17. Prvi ĉlanovi kod 

oba niza su       , a diferencija im je        . Najkraća letvica odgovara poslednjem 

ĉlanu niza od 17 ĉlanova i zbog toga je njena duţina: 

 

       (    )             . 
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18. SLIKA 

 

Komadić od       je suviše kratak i neupotrebljiv. Dakle, moramo da menjamo plan  

odseĉenih drva. Ovo moţemo na više naĉina da uradimo: 

- Biće nam dovoljno manje nivoa i tako će nam i jelka biti malo niţa, 

- Za osnovu ćemo uzeti širu letvu, 

- Manjom merom skraćujemo letvice 

- Pravićemo više od dve letvice od odreĊene duţine.  

Neka nam sada odgovara drvo koje  je 3 cm niţe.  To znaĉi da će najviša letvica biti duga 

         . A visina nivoa iznosi             . Ako dodamo ovome još malo 

parĉe drške od metle koje gore viri moje drvo će biti odgovarajuće visine.  

Dakle, plan drveta se kristalizovao: sastavićemo 30 komada letvica, jednu na drugu, 

najduţa iznosi      , a najkraća     , duţina letvica se skraćuje sa     , posle svakog 

drugog  komada. Da bi se one sastavile biće nam dovoljna jedna drška od metle, duga 

   .  

 

Napomena: drvo se može isplanirati i prema drugim aspektima. Možemo krenuti i od 

broja nivoa ili od konačne novčane vrednosti materijala. Tako bismo zapravo zadatak 

izvršili obrnutim redosledom. Ili možemo uraditi zadatak i na taj način što ćemo 

pretpostaviti da već imamo neku količinu drveta kod kuće, i kako ne bismo kupovali još 

moramo da  radimo sa postojećom  količinom.  

 



37 
 

Pogledajmo koliko materijala će nam biti potrebno za izradu ovog drveta! Zapravo, 

zanima nas zbir duţina svih letvica. Za izraĉunavanje ovog zbira moţemo koristiti sumnu 

formulu aritmetiĉkog niza, jer niz duţina letvica moţe da se podeli na dva jednaka 

aritmetiĉka niza, gde je: 

     i     . 

Nama je potreban zbir prvih 15 ĉlanova ovoga niza:  

    
    

 
       . 

Pošto su se dva ovakva niza stopila duţina letve je             . Dakle, toliko letvi 

nam je potrebno za našu boţićnu jelku. Pitanje je u kojim duţinama se letve prodaju. Ako 

su ti parĉadi suviše kratki onda moţe da se desi da ćemo mnogo neupotrebljivog 

materijala imati kao otpad i onda ćemo morati da kupimo znatno veću koliĉinu drveta. 

Osim ovoga nama je potrebna i jedna drška od metle duga 1 m (a ovo svakako moţemo 

samo ucelo da kupimo), ili neki drugi tanak štap. 

Posle izraĉunavanja cene materijala moţemo odrediti i troškove:  

 

Letva 3x5 3 metara 21 din/m 

Impregnirana letva 3x5 3 metara 25 din/m 

Letva 3x5 do 4-6 m 35 din/m 

 

Ĉini se da je najjeftinije rešenje da kupimo 3 letve od 3 m. Od ovoga moţe priliĉno 

ekonomiĉno da se odseku letvice, na primer na sledeći naĉin:  

 

                      

                          

                                  

 

Na osnovu ovog raĉunanja od             dinara moţemo da kupimo potrebnu 

koliĉinu drvenog materijala. Dršku od metle, na osnovu jedne liste sa interneta, u duţini 
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             moţemo kupiti za          dinara. Nama je dovoljna i najkraća. 

Ukupni izdatak za materijal je dakle              dinara. 

Moţemo još, eventualno da dodamo i cenu svećica i stalak za jelku, mada je moguće da 

nam je ovog ostalo od prethodnih godina, što se naroĉito odnosi na stalak. 

Pošto moje drvo nije mnogo visoko, niti je njegovo „stablo” debelo, jedan manji stalak će 

biti odgovarajući. Najjeftiniji koji sam našla je 500 dinara. Svećice sam našla onakve, 

kakve mi se dopadaju, u prodaji su u pakovanju od 30 komada, baš koliko je  meni 

potrebno ako na svaku granu stavim po jednu. Ako uporedimo sa ostalim svećama i 

veliĉinama pakovanja, ove bih odabrala i to bi me koštalo 550dinara.  

S tim zajedno moja boţićna jelka bi me koštala                       dinara.  

Svako moţe sam da odluĉi da li mu se dopada ovaj ukras i da li bi trošio svoje vreme i 

novac na njega.  

 

3.2. Zadaci za prognoziranje 

3.2.1. Opasno otapanje 

 

Površina Zemlje je 510 072 000 km
2
, najveći deo ove površine pokriva voda - 

približno 70,8%. Grenland je najveće ostrvo na Zemlji, na njemu se nalazi jedna 

dvadesetina zaliha leda naše planete. Na osnovu satelitskih i mesnih meteoroloških 

sredstava se vidi da se otapanje leda na Grenlandu ubrzava. Od 2000.godine otopilo 

se 1500 milijardi tona leda, a to je za 5 mm povisilo nivo vode u okeanima. 

 

19. SLIKA : SNIMAK, KOJI JE NAPRAVLJEN UZ POMOĆ POSMATRANOG 

POSTUPKA MIKROTALASNOG STVARANJA SLIKE, PRIKAZUJE OTAPANJE 

OPAŢANO 2007. GODINE.  NARANDŢASTA POLJA PRIKAZUJU VIŠE, A PLAVA 

MANJE OTAPANJE U ODNOSU NA PROSEK IZ PERIODA 1988 – 2007 (IZVOR: 

NASA/EARTH OBSERVATIRY) 
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Grenland poseduje ledenu površinu koja odgovara površini koja je 20 puta veća od 

teritorije Srbije (1 833 900 km
2
), to iznosi 2,85 miliona kubnih kilometara leda. Koje 

bi bile posledice otapanja ovog ledenog pokrivača?
5
 

 

Moguće rešenje: 

Da bismo otkrili posledice otapanja ledenog pokrivaĉa sa Grenlanda moramo da utvrdimo 

koliko bi se povećao nivo vode na planeti.  

Napomena: Ovo, naravno, daje samo teoretske vrednosti, jer voda popunjava prostor koji 

joj je na raspolaganju, a ne diže se stubasto. MeĎutim, dobijena vrednost ukazuje na 

opasnost koju nam donosi otapanje leda sa Grenlanda.  

Moţemo na više naĉina da se pribliţimo problemu:  

- Moţemo pretpostaviti da je povšina Zemlje ravna i da se voda stubasto diţe iznad ove 

površine. Ovde ćemo, dakle, prvo da izraĉunamo vodenu površinu  na Zemlji, tako što 

znamo njenu ukupnu površinu i znamo i procenat vodene površine:  

                              

Dakle, vodeni pokrivaĉ iznosi:                . 

Znamo da zapremina leda na Grenlandu iznosi     miliona    , iz ovoga moţemo da 

izraĉunamo visinu „vodenog stuba”:  

                              . 

Dakle, „stub” bi bio visok skoro    . Naravno, znamo da se u stvarnosti voda prostire. 

A ovo zapravo znaĉi da bi se posle otapanja veoma mnogo kopna našlo pod vodom. 

Ĉak i pored toga bi se nivo vode znaĉajno podigao.  

- Pretpostavimo da je Zemlja lopta i tako izraĉunajmo rast nivoa vode. Ako uzmemo da 

nivo vode raste za   km, onda moţemo da vršimo raĉunanje tako što oko centralne 

taĉke prvobitne lopte nacrtamo drugu loptu, koja ima za  puta veći polupreĉnik i 

      sloja, koji se stvara izmeĊu dve lopte, shvatimo kao povišeni nivo vode. Dakle:  

[
 

 
 (   )  

 

 
   ]                 . 

                                                      
5
 Izvori: Science, http://rs.wikipedia.org/ 

http://rs.wikipedia.org/
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Potreban nam je polupreĉnik unutrašnje lopte, što moţemo izraĉunati iz površine:  

                   

             . 

 

Napomena: ovo nije potrebno računati po svaku cenu, jer je moguće da dužinu 

poluprečnika zemaljske lopte već znamo.  

 

Ovako, kao vrednost   dobijamo kubnu funkciju i ona za rezultat ima samo jedan realan 

rezultat, a to je        . 

 

Napomena: očekivano je da ćemo dobiti vrlo sličan rezultat onom prethondnom, jer 

porast, koji je veoma mali u odnosu na prvobitan poluprečnik, takoĎe ne uvećava 

površinu lopte u velikoj meri.  

 

Dakle, ponovo dobijamo rezultat koji govori da bi se nivo vode povećao za    , ali i ovde 

moramo da obratimo paţnju na to da se voda prostire, dakle nivo mora bi poraslo za nešto 

manje, ali površne na obalama bi u velikoj meri bile pod vodom.  

 

Napomena: možemo da pogledamo na nekoj geografskoj karti gde i u kolikoj meri bi voda 

pokrila kopno.O otapanju vode na Grenlandu možemo pronaći dosta članaka, od kojih 

neki pominju da naučnici tvrde da bi se nivo vode podigao za 7 m, dakle, rezultati koje 

smo mi dobili ne stoje daleko od njihovog proračuna.  

 

Druga mogućnost rešavanja bi mogla da se javi spontano i u proseĉnim grupama, ali 

rešavanje kubne jednaĉine bismo mogli samo fakultativno da radimo, ili uz pomoć 

grafiĉkog kalkulatora, odnosno raĉunara.  
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3.3. Objašnjavajući zadaci 

3.3.1. Lego-lopta 

 

20. SLIKA 

„Lopta” na slici (Slika br. 20) potiče iz jednog klipa sa interneta. Po mini-filmu ona je 

izgraĎena od 5 miliona lego-kockica dimenzija 2x4. Učesnici su je skotrljali niz jednu 

ulicu sa dosta velikim nagibom, na kraju se lopta sudara sa jednim automobilom ali se 

ne raspada. Da li možeš da poveruješ ono što vidiš na snimku? Obrazloži svoj 

odgovor! 

 

Moguće rešenje: 

Da bismo mogli da sudimo o istinitosti video-snimka, moramo da procenimo potrebnu 

koliĉinu kockica za izgradnju „lopte”, kao i da procenimo njenu teţinu. Iz ovoga moţemo da 

zakljuĉimo i veliĉinu štete koju ona moţe da prouzrokuje kada se sudari sa automobilom. Za 

ovo je potrebno da ozvršimo neka merenja. 

Napomena: Ako se merenja vrše u školi onda je poželjno da se računanje vrši uz pomoć 

prosečnih vrednosti koje su učenici dobili. Prvo, da vidimo težinu lego-kockica. Dobićemo 

tačniji rezultat ako ne merimo kockice pojedinačno, nego odjednom izmerimo više njih: 

10 komada: 22 g 

20 komada: 44 g 

Dimenzije kvadra koji se moţe sastaviti od 20 komada kockica su:  

                      ,  
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a zapremina je:                        . 

Pretpostavimo da se napravljeno telo sastoji od 5 miliona komada kockica. To bi znaĉilo da 

mu je zapremina  

                                      . 

Dakle, ako je zaista potrebno 5 miliona komada domina da bi se izgradila ovolika „lopta”, ona 

ne bi mogla da se sudari sa automobilom, a da on ostane nepovreĊen, jer bi ovoliki monstrum 

od      koji se skotrlja niz nagib sigurno polupao auto.  

Pogledajmo iz ugla zapremine da li je potrebno ovoliko lego-kockiza za ovu konstrukciju. Na 

osnovu videa ona bi trebalo da je visoka i široka oko    . Da bi sve bilo jednostavnije 

izraĉunajmo zapreminu jedne lopte sa preĉnikom od    : 

 

  
 

 
    

 

 
                            

 

Naravno, ne moţemo da izgradimo savršenu loptu, ali je vidljivo da nam je potrebno mnogo 

manje od 5 miliona kockica da bismo sagradili „loptu” ovih dimenzija:   

 

           
      

  
           . 

 

Pošto je konstrukcija na snimku dosta uglasta i nikako ne dostiţe oblik perfektne lopte, 

verovatno je da je potrebno i od ovoga manje kockica.  

Da vidimo ponovo kolika će biti teţina, ako je ovako posmatramo. Sa vrednostima koje su 

nam potrebne za perfektnu loptu teţina bi bila: 

 

                                        

 

što je preteško da ne bi prouzrokovalo nikakvu štetu. 
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Napomena: da bismo se približili rezultatima ne moramo da računamo sa tolikom 

preciznošću. Dovoljno je da procenimo na sledeći način:  

                       kockica nam je potrebno za izgradnju lopte, i one bi teţile 

više od                      . To jest, teţina konstrukcije koja se pribliţava pravilnoj 

lopti iznosi najmanje      .  

A ako pretpostavimo da je zbog rupica u konstrukciji upotrebljeno samo 500 000 

elemenata za izgradnju, „lopta” je ipak teţila      . Ovaj rezultat već odgovara teţini 

jednog proseĉnog auta, a ako se auto spusti – dosta brzo – niz nagib i sudari se sa drugim, 

onda će se sigurno oštetiti oba auta. Iz ovog moţemo da zakljuĉimo da bi se na 

automobilu moralo stvoriti bar neko manje oštećenje, a moţe se pretpostaviti i da bi sa 

lego-lopte otpao koji komad. Snimak je, dakle, najverovatnije laţan. 

 

3.4. Opisni zadaci 

 

3.4.1. Mafin sa duplim čokoladnim nadevom 

 

Omiljeni Kristinin kolač je mafin sa duplim čokoladnim nadevom. Potražila je recept 

na internetu, ali nema kalup za mafin i zbog toga bi volela da testo ispeče u drugoj 

tepsiji. Sastojci su dovoljni za 12 komada mafina. Koji kalup da izabare od 

ponuĎenih? 

 

Mafin sa duplim čokoladnim nadevom 

¼ šolje putera ili margarina 

1/3 šolje + 2 supene kašike šećera 

2 jaja 

¾ šolje mleka 

1 kafena kašike arome badema 

1 kafena kašike arome vanilina ( ili 2 kesice vanilin šećera) 

 1 ½ šolje brašna 

½ šolje kakao praha (ne instant) 

1 supena kašika praška za pecivo 

¼ kafene kašike soli 
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½ šolje granulata čokolade za jelo 

 

Priprema: ugrejemo rernu na 175° C, kalupe za mufin namažemo  puterom. U jednu 

činiju stavimo šećer i puter i stavimo je u mikrotalasnu na 20-30 sekundi, da puter 

omekša. Dobro umutimo varjačom i dodamo jaja, mleko, arome badema i vanilina.U 

drugoj činiji pomešamo brašno, kakao, prašak za pecivoi so. Ovu mešavinu sa 

brašnom dodamo onoj sa puterom i mešamo tek toliko dok se oni dobro ne pomešaju. 

Na kraju umutimo i granulat čokolade za jelo. Kalupe napunimo testom do 2/3 i 

pečemo 15-20 minuta. 

 

 

 

24. SLIKA 23. SLIKA 

21. SLIKA 
22. SLIKA 
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Moguće rešenje: 

Da bismo rešili zadatak moramo znati veliĉine kalupa za mafin i koliĉinu testa koju dobijemo 

od ovog materijala. Posle toga bismo mogli da odredimo odgovarajuću formu za 

najpraktiĉnije peĉenje kolaĉa. 

Da bismo izraĉunali zapreminu testa za mafin, moţemo iskoristiti informaciju da se kalupi 

pune do 2/3. A da bismo ovo izraĉunali moramo da znamo dimenzije jedne proseĉne tepsije 

za mafin. 

Napomena: ja sam spremila ove mafine a tepsiju koju sam ja koristila (Slika br. 23), testo 

je zaista napunilo otprilike 2/3 tepsije. U ovoj tepsiji su donji prečnici udubljenja 5 cm, a 

gornji prečnici 8 cm, dok je dubina 33 mm. Ne možemo očekivati od učenika da nam 

ispeku mafin, ali mogu imati nekakva iskustva ili mogu izvršiti merenja kod kuće, i mogu 

da se oslone na ta merenja.  

U ovom sluĉaju merenja vršimo na osnovu gore navedene tepsije za mafin, u ĉijim 

udubljenjima je testo visoko         .  

Dakle, moţe se reći da je taĉno ako raĉunamo sa visinom od 2/3 formi kao što je dato, 

zapravo sa       , jer je: 

   
 

 
          .   . 

Kalupe za mafin moţemo modelirati sa zarubljnenom kupom, ĉije su dimenzije:  

                       . 

 

 

 

25. SLIKA 
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MeĊutim, punimo ih testom samo do visine od      . Sada moramo da izraĉunamo 

polupreĉnik gornjeg kruga, koji je u sastavu zarubljene kupe. Ovo moţemo da uradimo, na 

primer, uz pomoć naših saznanja koje se odnose na podudarnost trouglova.  

Ako produţimo krake trapeza, koji smo dobili iz preseka zarubljene kupe (Slika br. 26), 

dobićemo trougao.Truglovi ABC i AFE se podudaraju jer su oba pravougaona i imaju jedan 

zajedniĉki oštri ugao. Iz ovoga sledi: 

 

     
 

   

 
 

     . 

Sada moţemo da iskoristimo ĉinjenicu da se trougao AEF podudara sa truglom ADG (isto 

tako i sa trouglom ABC, svejedno je koji ćemo koristiti): 

 

   
 

   

   
. 

Dakle, dimenzije zarubljene kupe koja je popunjena testom su sledeće:  

        

       . 

 

sa podudarnošću sa prethodnim: R≈3,5cm 

a zapremina joj je   
  

 
 (        )       . 

Ovako moţemo, otprilike,                   testa sipati u kalup. Ovo treba da uporedimo 

sa zapreminama tepsija sa slika. 

Napomena: ako je cilj zadatka da se prisetimo ranijih matematičkih saznanja, onda vredi 

da se izvede odgovarajuća formula. Ali ako nam nije to cilj, onda možemo da koristimo i 

tabelu funkcija. 

Zapremina silikonske tepsije u obliku pravougaonika (Slika br. 23) je:  

 

                        . 

 

Iz odnosa zapremina se vidi da bi testo samo u tankom sloju pokrilo tepsiju. Dakle, u ovoj 

tepsiji bismo mogli peći samo vrlo tanak kolaĉ, i nije svrsishodno da ga izaberemo. 
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Zapremina okrugle tepsije za tortu (slika br. 24): 

 

                     . 

 

Zapremina ove tepsije je nešto više nego dva puta veća od zapremine testa za mafin, iz ĉega 

se vidi da testo moţemo u debelom sloju nasuti. Dok se peĉe, zapremina testa se povećava i 

zbog toga bismo mogli da ispeĉemo zaista lep kolaĉ u ovom kalupu. Ova tepsija bi mogla biti 

dobar izbor. 

Na poslednjoj slici (Slika br. 25) je tepsija za hleb. Zapreminu tepsije moţemo uporediti sa 

zapreminom kvadra u niţim razredima ili zapreminom  trapezoidne prizme, a u višim 

razredima moţemo detaljno izraĉunati njenu  zapreminu. Za ovo poslednje, na raspolaganju 

nam stoji više opcija, a ţeljenu vrednost moţemo da izraĉunamo kao zbir ili razliku 

zapremina piramida i prizmi, u zavisnosti od aspekta našeg pribliţavanja zadatku. Jedna od 

mogućnosti je da prvo zamislimo ovaj oblik u jednom kvadru i da zatim „oduzmemo” 4 

trostrane prizme sa strana ove forme. Na ovaj naĉin dobićemo ţeljeni oblik, ali smo na 

uglovima dva puta oduzeli piramide sa kvadratnom osnovom, koje smo dobili iz preseka 

prizmi. Zbog toga ćemo vrednost njihovih zapremina ponovo dodati: 

 

                    
           

             

            
      

 
   

      

 
   

     

 
            . 

Ako moţemo da napunimo testom otprilike do pola ovaj kalup, posle peĉenja bi verovatno 

testo napunilo tepsiju u potpunosti. I ovaj kalup bi bio dobar izbor za peĉenje kolaĉa, ali 

moramo uzeti u obzir da treba duţe da se peĉe, jer se zbog debljine sporije peĉe.  

Napomena: ako bismo počeli da računamo sa ukupnom zapreminom sastojaka za kolač (1 

šolja=2,5 dl; supena kašika=15 ml; kafena kašika=5ml), onda ćemo dobiti otprilike  

1114,25 cm3 kao rezultat. Ovo je dosta više nego koliko mi testa u stvarnosti imamo, jer 

različiti delići materija ispunjavaju preznine meĎu drugim delićima druge materije. O 

ovome treba razgovarati sa učenicima pre rešavanja zadatka. MeĎutim, i ovaj način 

rešavanja zadatka nas može dovesti do pravog rešenja: ako imamo u vidu da ćemo imati 

manje testa od one vrednosti koje smo dobili kao rezultat, onda možemo izabrati tepsiju u 

koju možemo slobodno sipati testo.  
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3.4.2. Venecijanska gondola 

 

 

 

26. SLIKA 

 

Venecija je grad laguna, sedište severnoitalijanskog regiona Veneto. Leži na 

močvarnim lagunama Venecije, na severnom delu Jadranskog mora, koja se prostire 

izmeĎu ušća dve značajne reke, Po i Piave. Grad je u potpunosti utkan u mrežu 

kanala, deo toga vidimo na slici (Slika br. 26). Kolika je najduža gondola koja bi 

mogla da skrene na ovoj raskrsnici kanala?  

 

Moguće rešenje:  

Naš zadatak je da utvrdimo maksimalnu duţinu gondole koja bi uspela da saobraća na ovoj 

raskrsnici. Vidljivo je da nema isto toliko prostora u svim pravcima kretanja. Moramo da 

proispitamo najekstremniju situaciju, kada gondola stoji upravo tako da dodiruje obale dvaju 

kanala, kao i ugao raskrsnice. 

Da bi raĉunanje bilo jednostavnije shvatimo gondolu kao duţ. Moramo da naĊemo najkraću 

duţ meĊu duţima, koji povezuju vrhove raskrsnica i na suprotne obale kanala, jer zapravo 

samo gondola te duţine, ili kraća, moţe ovde da skrene. Uzećemo da su kanali pod pravim 

uglom, radi lakšeg raĉunanja, a da su njihove obale na potrebnim mestima paralelne. Na 

osnovu ove mape izraĉunajmo stvarnu veliĉinu kanala, i pomoću toga napravimo skicu. Na 

mapi je uţi kanal      širok, a širi kanal je na uţem delu      , a na širem delu       
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širok. Na skali je odsek dugaĉak      , u stvarnosti je to     . Stvarne dimenzije kanala 

su: 

 

  

  
        

  

  
         

  

  
         . 

 

a. Jedan pravac (slika br. 27). Traţimo najkraću duţ   . 

 

 

27. SLIKA 

 

        . 

Neka je            . 

Tada  

   
   

    
  

   
   

    
  

   
   

    
 

   

    
  ( ). 

 

Ekstremnu vrednost funkcije odredimo pomoću prvog izvoda: 
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  ( )       
 

     
 c        

 

     
       

 
        

     
 

    c   

     
 

 

Ako   ( )   , tada imamo da je  

 

        

     
 

    c   

     
  . 

                         
   

   
. 

    √
   

   

 

         

         °. 

 

Potrebno je proveriti da li funkcija ovde ima zaista minimum. Ovo moţemo uĉiniti tako što 

ćemo posmatrati predznak drugog izvoda. 

 

   ( )      
       c        

     
     

                 

     
 

   ( )      
c    (       )

     
     

     (       )

     
. 

 

Pošto je   oštri ugao onda je i c    i      pozitivan, o      -u i       znamo da su sigurno 

pozitivni. Tj. pošto ni       ni      ne mogu biti veći od 1, onda su i (       )  i 

(       ) pozitvni. Dakle pošto su pozitvni svi ĉinioci svih ĉlanova zbira, onda je drugi 

izvod pozitivan, što znaĉi da na mestu            funkcija zaista ima minimum. 

Iz  ugla moţemo da izraĉunamo minimalnu duţinu duţi:  
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      . 

 

Dakle, po našem raĉunanju u ovaj pravac moţe da skrene gondola koja je najviše         

dugaĉka. Pošto gondolu moţemo da modelujemo kao duţ, moţemo da napomenemo i da u 

realnosti najduţa gondola koja ovuda moţe da proĊe mora biti kraća od ovoga, ali 

najverovatnije ovuda ne saobraćaju gondole koje tek mogu da proĊu u raskrsnici.  

 

b. Drugi smer (slika br. 28.) analogno. 

 

28. SLIKA 

Opet traţimo najkraću duţ AB. 

        . 

Neka je            . 

   
   

    
  

   
 

    
  

   
   

    
 

 

    
  ( ). 

  ( )      
 

c    
        

 

     
 c   . 
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Ako   ( )   , tada imamo da je  

 

    
    

c    
   

c   

     
 

    √
 

   

 

        

          . 

   ( )      
c    (       )

     
   

     (       )

     
. 

 

Ako je prvi izvod jednak   moţemo dobiti ekstremnu vrednost. Pošto je na ovom mestu, 

sliĉno kao u prvom sluĉaju, drugi izvod je takoĊe pozitivan, tako funkcija ponovo ima 

minimum. Umetanjem vrednosti ugla  dobićemo minimalnu duţinu duţi, a sa tim i 

maksimalmu duţinu gondole: 

 

  (      )                    . 

 

Dakle, u ovom pravcu moţemo da skrenemo sa najviše        dugaĉkom gondolom. 

Vredno je paţnje da je veći kanal za samo      uţi od ovog drugog u ovom pravcu nego u 

prethodnom, ipak se za skoro    smanjila maksimalna duţina gondole.  

 

3.4.3. Pumpanje lopte 

 

Koliko vremena nam je potrebno da bismo napumpali lopte, koje su prikazane ispod, 

datom pumpom? 

Informacije: obim fudbalske lopte je 70 cm. 

Obim lopte za američki fudbal (na mestu gde je ona najšira): 56 cm.  
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Obim odbojkaške lopte: 60 cm 

Pumpa: dužina je 30 cm, unutrašnji obim: 2 cm. 

 

29. SLIKA 

 

30. SLIKA 

 

31. SLIKA 

 

32. SLIKA 
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Moguće rešenje: 

Da bismo izraĉunali zadatak moramo znati i zapreminu lopti, kao i koliĉinu vazduha koji 

moţemo da uduvamo jednim pokretom. Sa ovim saznanjem bismo otkrili koliko 

„uduvavanja” nam je potrebno da bismo naduvali loptu, a pomoću toga ćemo saznati i koliko 

vremena zahteva ova radnja.  

 

1. Pumpa 

 

Korisna zapremina pumpe (Slika br. 32) se moţe izraĉunati pomoću njene duţine i obima. Za 

izraĉunavanje zadatka ćemo pretpostaviti da će toliko vazduha ući u loptu jednim pokretom 

kolika je zapravo i njena zapremina. 

 

                . 

 

 

2. Fudbalska lopta 

 

Da bismo izraĉunali zapreminu fudbalske lopte (Slika br. 29) moramo znati i polupreĉnik 

lopte. Ovo dobijamo pomoću njenog obima: 

 

             

  
  

 
         . 

 

Zapremina je pomoću toga: 

 

  
 

 
    

 

 
 
   

  
        . 

 

Posle svega toga moţemo da izraĉunamo koliko puta teba da uduvamo vazduh u loptu da 

bismo je ispunili vazduhom:  
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              . 

 

Dakle, potrebna su najmanje 62 pokreta, tj. uduvavanja da bi se lopta napumpala. Ako 

pretpostavimo da nam je jedan sekund potreban da bismo jednom upumpali vazduh u loptu, to 

su svega 62 sekunde. Naravno, moţemo uzeti i drugu brzinu da bismo izraĉunali veme, 

moţda na osnovu iskustva.  

 

3. Lopta za američki fudbal 

 

a. Loptu za ameriĉki fudbal (Slika br. 30) moţemo da modelujemo pomoću rotacije 

iseĉka jednog kruga.  

Napomena: izvoĎenje formule koja se tiče odsečka tog kruga se može očekivati u 3. 

razredu srednje škole. Ali nastavak rešavanja zadatka zahteva poznavanje nekih bitnih 

stvari koje u jednoj prosečnoj grupi ne možemo očekivati. Preporučuju se više za 

napredni nivo ili za rad u sekcijama.  

Iz obima lopte se moţe izraĉunati širina lopte: 

 

            

            . 

 

Na slici se moţe videti kakav je odnos izmeĊu obima i duţine lopte, tj.odnos izmeĊu 

polupreĉnika i polovine duţine lopte.  

Ja sam sledeće podatke izmerila na slici: duţina 8 cm, širina 5 cm. Tako dobijamo 

polovinu tetiva odseĉka kruga: 

 

  
 

 
             . 

 

Sada su nam poznate tetiva odseĉka kruga i „visina”. Da bismo lakše izraĉunali zadatak 

postavimo krug u koordinatni sistem, tako da tetiva bude na osi  , i neka je osa   

prepolovi. 
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33. SLIKA: PRIBLILŽAVANJE LOPTE ZA AMERIČKI FUDBAL POMOĆU  

KRUGA 

 

Ovako znamo koordinate 3 taĉke kruga, a znamo i da je centar kruga na osi  . 

 

  (   )   (    )   (     ) 

 

Ako umetnemo ovo u opštu formulu kruga i rešimo dobijeno jednaĉinu dobićemo sledeću 

jednaĉinu za krug: 

 

   (     )       . 

 

Da bismo dobili rotaciono telo ĉiji oblik podseća na oblik lopte, treba da na x-osi obrnemo 

ovaj kruţni odseĉak kruga, koji se nalazi na [       ]  intervalu. SreĊivanjem jednaĉine 

dobićemo funkciju (Slika br. 33), koju ćemo iskoristiti da bismo pomoću integralnog raĉuna 

dobili zapreminu lopte: 

 

 ( )  √            . 
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   ∫  ( )  

 

 

 

   ∫ (√            )
 

  

  

 

 

   ∫ (√        )
 

     √               

  

 

 

  ∫ (         )       ∫ √          

  

 

  

 

 

I. ∫(         )           
  

 
   

 

Vrednost integrala 

 

II. ∫√           

 

moţemo izraĉunati smenom: 

 

                           (
 

    
* 

  

  
     c                   c      

∫√           ∫√                   c       

     ∫              ∫
  c  (  )

 
        (

 

 
 

   (  )

 
  )   

     [
      (

 

    
)

 
 

   (       (
 

    
)*

 
]   . 

 

Ovde koristimo            c   , pa imamo: 
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   (       
 

    
*      (      

 

    
* c  (      

 

    
*    

 

    
√  (

 

    
*
 

 

 

Na osnovu ovih jednakosti za zapreminu dobijamo sledeći izraz: 

 

   [        
  

 
          [

 

 
      (

 

    
*  

 

 
 

 

    
 √  (

 

    
*
 

]]

 

  

 

   [        
  

 
      [            (      )  

  √         

 
]]

 

  

      

            . 

 

Ovo je ovde polovina lopte, dakle cela zapremina je otprilike        .  

Odavde moţemo izraĉunati broj potrebnih uduvavanja pumpom: 

 

             

 

Na osnovu ovoga potrebno nam je samo 45 uduvavanja, tj. 45 sekundi da bismo napumpali 

loptu. 

b. Na osnovu oblika lopte moţemo koristiti i formu parabole za modeliranje. Posle 

pronalaţenja jednaĉine za odgovarajuću parabolu slede isti koraci kao i u sluĉaju 

kruţnog iseĉka. Parabola, dakle, mora da se oslanja na iste one tri taĉke kao i gornji 

krug.  

Da bismo došli do ovog rezultata odgovara nam sledeća jednaĉina (slika br. 34): 
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34. SLIKA 

Ova forma u manjoj meri prati oblik lopte nego kruţnica, ali na kraju nam ova ideja ipak 

odgovara da bismo raĉunali sa njom. Uz njenu pomoć dolazimo do sledećeg rešenja: 

 

   ∫ (          )     ∫ (                     )  
  

 

  

 

 

   *        
  

 
      

  

 
    +

 

  

          . 

 

Ovo je ovde polovina lopte, dakle cela zapremina je otprilike         . Ne odstupa mnogo u 

veliĉini od prethodnog rezultata, ali ja ipak razliku smatram znaĉajnom.  Broj potrebnih 

uduvavanja pumpom će biti sledeći: 

 

             . 

 

Na osnovu ovoga potrebno nam je samo    uduvavanje, tj    sekunda da bismo napumpali 

loptu. 
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4. Lopta za ragbi 

Naĉin raĉunanja u zadatku sa loptom za ragbi je sliĉan kao kod zadatka sa loptom za ameriĉki 

fudbal, ali, kao što se vidi, lopta za ragbi nema toliki vrh kao lopta za ameriĉki fudbal, zato 

nam više odgovara elipsa. 

Napomena: Ovaj zadatak se preporučuje učenicima 3-4. razreda srednje škole, ali čak 

i kod njih samo onima koji pohaĎaju dodatnu nastavu ili sekciju. Rešenje je sledeće: 

Iz obima lopte se da izraĉunati širina lopte: 

 

           

                . 

 

Sa slike se vidi odnos preĉnika lopte prema duţini lopte, tj. polupreĉnik prema polovini 

duţine lopte.  

Na slici sam izmerila sledeće podatke: duţina      , širina      . 

Iz ovoga sledi polovina velike ose: 

 

  
  

  
           . 

 

A polovina male ose je jednaka sa polupreĉnikom, dakle: 

 

         . 
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35. SLIKA: PRIBLIŽAVANJE LOPTI ZA RAGBI ELIPSOM 

 

Moţemo napisati jednaĉinu elipse: 

 

  

     
 

  

    
  . 

 

Sa malim preureĊenjem dobijamo funkciju (Slika br. 35) i uz njenu pomoć moţemo izraĉunati 

zapreminu: 

 

 ( )  √     
    

     
   

   ∫ (     
    

     
  )  

    

 

  [              ] 
               . 

 

Ovo je zapremina polovine lopte, dakle cela lopta je otprilike         . Broj potrebnih 

pritisaka na pumpu je: 

 

             . 
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Dakle potrebno nam je ukupno 63 uduvavanja, što iznosi 63 sekunde. 

Napomene:  

- Računanje može na više načina da se modifikuje. Možemo uzeti u obzir da pumpa ne 

može toliko vazduha da uduva kao što je njena zapremina. 

- Naravno, svima je jasno da je lopta onda dobro napumpana ako je tvrda, tj. ako je u 

njoj velik pritisak. Za to nije dovoljno uduvati u nju toliko vazduha koliko je udobno 

ispunjava. Da bismo ovo rešili možemo uraditi i istraživački posao kako bismo saznali 

koliki mora biti pritisak unutar lopte na primer na jednoj zvaničnoj utakmici i uz 

pomoć saznanja iz fizike možemo vršiti i dalja računanja. 
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4. Mogućnosti praktičnih primena jednog modela 
 

„Ovo je uvek šokantan doživljaj. Čovek se iznenadi kada postane svestan da njegova 

umotvorina zaista može da se ostvari tamo, u stvarnom svetu. To je veliki šok i velika radost.“ 

                                                                                                         Leo Kadanof 

 

U svim sluĉajevima prethodno navedenih pojava samo smo jednu njihovu 

karakteristiku posmatrali da bismo opisali promenu njihovog stanja. Da bismo dali 

odgovarajući opis sloţenijih metoda moramo više toga da uzmemo u obzir. Neka su 

 

  ( )  ( )    ( ) 

 

budu one promenljive vrednosti sa kojima moţemo da okarakterišemo stanje datog sistema u 

trenutku t.   ( ) moţemo smatrati kao komponente funkcije sa vektorijalnom vrednošću u 

skupu realnih brojeva  ( ). Diferencijalna jednaĉina koja iskazuje promenu sistema dakle 

opisuje promenu  ( ) funkcije u sledećoj opštoj formi:  

 

 ̇( )  f(   ( )). 

 

U cilju daljeg ispitivanja pogledajmo sledeće diferencijalne jednaĉine:  

 

  ̇( )  (        ( )       ( ))  ( )      ( )                             (4.1) 

  ̇( )  (        ( )       ( ))  ( )      ( )      

 

gde su                                   realne konstante, a   ( ) ,  ( ) su funkcije sa 

realnom vrednošću u skupu realnih brojeva. Nije nam skriven cilj da ţelimo da opišemo 

promenu dveju karakteristika nekog sistema pomoću ovih jednaĉina. Oĉigledno je da u 

sluĉaju 
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vrednost promenljive   ( ) nema uticaja na promenu   ( ) kao i obrnuto, ni vrednost   ( ) 

ne zavisi od vrednosti   ( ).U ovom sluĉaju moţemo ih posmatrati i kao dva nezavisna 

sistema. U daljnjem ćemo ispitati pod kojim uslovima ova jednaĉina odgovara nekom dobro 

poznatom modelu.  

 

4.1. Eksponencijalni rast (Maltusov model) 

 

Tomas Robert Maltus (1766–1834) potiĉe iz engleske plemićke porodice. Bio je meĊu 

prvima koji su se bavili dinamikom stanovništva. Svoj model je bazirao na jednostavnom 

otkriću da se na osnovu raznih iskustava u „zajednicama“ sa većim brojem stanovnika raĊa 

više dece. U svom radu „Esej o principima stanovništva“ („An Essay of the Principle of 

Population”) iz 1798. godine, predloţio je jednaĉinu sliĉnu jednaĉini  

 

                                                    
  

  
   ( )                                       (4.2) 

 

za opisivanje promene populacije.  Ovde   oznaĉava brojnost populacije u trenutku  , a rata 

    oznaĉava tempo i pravac promene.  

Prema Maltusovoj ideji jednaĉina dokazuje da je promena brojnosti populacije srazmerna sa 

njenom trenutnom brojnošću.  

Uz pomoć svog modela je iskazao za to doba iznenaĊujuć, neoĉekivan zakljuĉak. Iz iskustva 

da proizvodnja potrepština neophodnih za opstanak, kao što je hrana, raste linearno, a 

stanovništvo raste eksponencijalno
6
 (po njegovom modelu), došao je do zakljuĉka da je 

sposobnost Zemlje da odrţava ţivot veoma ograniĉena.  Vredno je paţnje da je neko pre više 

od dve stotine godina, već na poĉetku XVIII veka uoĉio ovaj, u današnjici veoma aktuelan 

problem. Njegova teorija o rastu stanovništva sa razvojem demografije, politike i ekonomije 

je u velikoj meri uticala na teoriju evolucije Čarlsa Darvina. 

                                                      
6
  „U svetu ţivotinja i biljaka priroda velikodušno posipa seme ţivota, ali mnogo šta ĉini to sa 

hranom i prostorom, gde bi ţivot mogao da funkcioniše. Ako bi se klice zemaljskog ţivota 

bez prepreke razvijale mi bismo za par hiljada godina milione svetova naselili.“ 
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36. SLIKA: Evolucuja populacije na Zemlji od 400. g. p. n. e. do 2000. g. n. e. Za 

period koji je prethodio XVI veku na raspolaganju su nam samo oni podaci koji su 

nastali na osnovu procena i zaključaka. Zbog toga je Maltus svoju teoriju mogao da 

osniva samo na podacima koji su nastali u periodu koji je izmeĎu vremenskih tački a i b. 

 

Ako u jednaĉinu (4.1) unesemo odgovarajuće konstante i izaberemo odgovarajuće poĉetne 

vrednosti u obliku  

 

                                             ̇( )      ( )                                                             (4.3) 

 

onda se oni mogu dovesti u formu sliĉnu Maltesovoj jednaĉini, gde je 
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37. SLIKA: TIPIČNE KRIVE EKSPONENCIJALNOG RASTA 

 

a:                   ( )                 ( )         

b:                   ( )                 ( )        

 

i   ( )      ( )   . Grafikoni Slike br. 37. su izraĊeni uzimajući ovo u obzir. Maltusov 

model je pogodan kako za opisivanje opadajuće promene populacije, tako i za rastuću 

promenu populacije, naroĉito u poĉetnoj fazi rasta, iako ne probija upravo one prepreke koje 

se tiĉu rasta, koje je sam postavio.  

 

4.2. Logistički rast (Verhulstov model) 

 

Belgijski matematiĉar Pierre-Francois Verhulst (1804-1849) je 1838. godine dalje 

razvio Maltusov model koji nam omogućava da posmatramo unutrašnju bitku za izvore 

energije izmeĊu jedinki jedne populacije. Rast teĉe u zatvorenoj sredini, pored ograniĉenih 

izvora energije, sredina tako retroaktivno utiĉe na rast i spreĉava ga. Dat sistem se na ovaj 

naĉin dobro karakteriše sposobnošću okoline da odrţava ţivot: 
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                                      ̇( )    ( ) (  
 ( )

 
).                                                    (4.4) 

 

Ovde je   stopa porasta (Maltusov parametar),   je sposobnost prirode za odrţavanje ţivota, a 

 ( ) oznaĉava veliĉinu populacije u   trenutku (      ). 

Odgovarajućim odabirom konstante jednaĉina (4.1) se moţe dovesti do sliĉne forme kao 

jednaĉina (4.4): 

 

                                   ̇( )  (        ( ))  ( )                                            (4.5) 

 

gde je  

 

                           

                           

i 

  ( )      ( )   . 

 

Ako se u jednaĉini (4.5) izvrše zamene 

 

          
 

 
     ( )   ( ) 

 

onda se to dobro vidi.  

Po Verhulstovoj ideji povećavanjem stanovništva stopa rasta bi trebala da se smanji. Verhulst 

je zapravo Maltusov model – gde se rast definiše proizvodom rate porasta i brojnosti 

stanovništva – dopunio ĉiniocem ĉija se vrednost pribliţava nuli, ako    . 

Ako poĉetnu dimenziju populacije  (  ) uzmemo kao manju vrednost od sposobnosti za 

odrţavanje, onda će biti da je 
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 (  )

 
   

to jest 

    
 (  )

 
    

 

što ne menja predznak desne strane u (4.4), istovremeno 

 

   
   

(  
 ( )

 
)   . 

 

U suprotnom sluĉaju, ako  (  )   , onda je 

 

 (  )

 
    

dakle 

  
 (  )

 
    

i 

   
   

(  
 ( )

 
)    

 

se takoĊe ostvaruje. Kako se vrednost  ( ) pribliţava sposobnosti za odrţavanje, vrednost 

razlomka  

 ( )

 
 

 

će biti blizu 1. Ovu ograniĉavajuću ulogu prikazuje Slika br. 38.: 

- a:  (  )     

- b:  (  )   . 



69 
 

 

 

38. SLIKA: LOGISTIČKI RAST 

 

a:                        ( )           ( )    

b:                         ( )           ( )    

 

Jednaĉina (4.5) rezultira s-krivu 38/a. koja je karakteristiĉna za logistiĉki rast, ako je     

      ( )    . U poĉetnoj fazi je karakteristiše slab rast, koji se kasnije ubrzava, ali kako se 

vrednost   ( ) sve više pribliţava vrednosti 

 

 
  

   
 

 

rast postaje sve sporiji. 

Ovim modelom se moţemo pribliţiti promenama stvarnih sistema bez obzira na njihove 

karakteristike. Na osnovu ranijih iskustava ovaj model je pogodan za opisivanje mnogih 

prirodnih, društvenih ili ĉak i privrednih fenomena.  Ovo moţemo podrţati i stvarnim 

statistiĉkim i eksperimentalnim podacima. Na osnovu Slike br. 39. se dobro vidi da se tempo 

porasta stanovništva u drugom delu XX. veka znatno usporio, i uz pomoć modela (4.4) se 

moţe objasniti da je to rezultat ograniĉenih mogućnosti zemlje.  
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39. SLIKA: PROMENA STANOVNIŠTVA ENGLESKE OD 1500 DO 2000
7
 

 

Dalje, na slici je uoĉljivo i da je na prekretnici izmeĊu XVII i XVIII veka, posle porasta 

stanovništva, došlo do stagniranja. Tada je populacija verovatno mogla da dostigne najveću 

moguću prirode za odrţavanje (kapacitet populacije). Posle toga je, najverovatnije usled 

industrijske revolucije (1769-1850), populacija ponovo poĉela da raste. 

Visina raznovrsnih biljaka je odreĊena od strane njihovih vrsta. Veće odstupanje od odreĊene 

visine se retko dešava. Slika br. 40. nam na primeru pasulja pokazuje proces rasta jedne 

biljke, tj, kako ona dostiţe svoju krajnju visinu. 

 

40. SLIKA: PROMENA DUŽINE STABLJIKE PASULJA U PERIOD OD 8 

DANA. IZMERENE VREDNOSTI I LOGISTIČKA KRIVA 

                                                      
7
 Meyer P. S. Ausubel J.h, Carrying Capacity: A Model with Logostically Varying Limits, 

Technological Forecasting and Social Change, (1999) 
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U trgovini zasićenost trţišta odgovara pojmu mogućnosti za izdrţavanje kod modela 

populacije. Ovo prikazuje Slika br. 41.: 

 

41. SLIKA: BROJ AUTOMOBILA U ITALIJI. STATISTIČKI PODACI I 

NJIHOVE LOGISTIČKE KRIVE 

 

4.3. Interakcija između populacija 

 

U najvećem broju sistema, kao što je npr. ekosistem, ne moţemo da zanemarimo 

meĊusobni odnos vrsta koje tamo ţive, ako se trudimo da što taĉnije opišemo promene. Ova 

okolnost u velikoj meri odreĊuje mogućnosti primene modela eksponencijalnog i logostiĉkog 

rasta. Premda Verhulstov model uzima u obzir utrku izmeĊu jedinki posmatrane populacije, 

ipak nije odgovarajući za posmatranje meĊuvrsnih odnosa. To znaĉi da u modelu koji opisuje 

porast jedne populacije, jedinke drugih populacija moţemo ukljuĉiti samo kao deo spoljnog 

sveta, ne razlikujući ih nikako od drugih uticajnih faktora.  

Neka u trenutku   budu brojevi jedinki
8
   ( )   ( )     ( ) populacije          , sa   

razliĉitih vrsta. U opštoj formi data jednaĉina  

 

                                                      
8
Podrazumeva se da broj jedinki ne moţemo da smatramo kao konstantnu koliĉinu, ali ako je 

broj jedinki dovoljno velik, nećemo napraviti preveliku grešku, ako brojnost biomase koju 

predstavlja data populacija okarakterišemo sa brojem jedinki.  
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  ̇( )    (    ( )   ( )     ( )) 

  ̇( )    (    ( )   ( )     ( )) 

  

  ̇( )    (    ( )   ( )     ( )) 

 

izraţava promenu pojedinih jednaĉina, na koje utiĉu i ostale vrste.  

Lotka-Volterra jednaĉine
9
 predstavljaju primenu nelinearnih diferencijalnih jednaĉina, koje 

su zanimljive i iz ugla istorije. 

Vito Volterra je bio poznati rimski profesor svog doba. Poĉeo je da se bavi matematiĉkim 

opisom ekoloških pojava na osnovu zapaţanja svoga zeta, biologa Umberta D’Ankone. Dok 

je analizirao ribolovaĉke podatke Jadranskog mora mladi biolog je došao do zakljuĉka da se 

za vreme Prvog svetskog rata, kada su vojna dešavanja i okolnosti u velikoj meri uticali na 

ribarstvo, odnos upecanih ribljih vrsta znatno promenio, uzimajući u obzir ranije podatke. 

Neke odreĊene vrste riba grabljivica su bile ĉešće u mreţama ribara nego one vrste koje su im 

sluţile za ishranu. Opazio je i to da se odnos broja riba grabljivica i riba-ulova cikliĉno 

menjao. Iz ovog je zakljuĉio da se broj riblje populacije periodiĉno menja. Volterra je za 

opisivanje opaţanih pojava preporuĉio jednostavnan sistem diferencijalnih jednaĉina sa dve 

promenljive, sliĉan sistemu jednaĉina 

 

                                      ̇( )      ( )      ( )  ( )                                        (4.6) 

  ̇( )       ( )      ( )  ( ) 

 

gde su   ( )  broj populacije ulova,   ( )  broj populacije grabljivica u trenutku    a    i 

  (     ) su pozitivne stvarne konstante karakteristiĉne za sistem. 

                                                      
9
 U poĉetku su se pomoću njih modelirali interakcije dve populacije (lovac-ulov) i efekat tih 

interakcija na broj populacije, kasnije su uspešno korišćene i na drugim podruĉjima, na primer 

predstavljaju se kao jedan moguć model u oscilirajućoj hemijskoj reakciji. Iako još ne 

poznajemo konkretnu autokatalitiĉku reakciju ĉiji mehanizam bismo mogli da zapišemo 

pomoću njega, sluţio je kao osnova pri osmišljavanju drugih modela. Ovo nam omogućava da 

predstavu o pojmu populacije shvatimo i uopštenije od obiĉnog shvatanja. Zbog ovoga u 

daljnjem pod pojmom populacije nećemo u svakom sluĉaju podrazumevati neko biološko 

mnoštvo.  
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Na osnovu jednaĉine (4.6) promenu broja populacije   ̇( )odreĊuju dve stvari. Povećanje 

populacije zavisi samo od trenutnog broja populacije, dok izumiranje populacije zavisi i od 

broja populacije i od broja grabljivica. Sliĉna veza se uoĉava i kod posmatranja promene 

populacije kog grabljivica   ̇( ). 

Ako, dakle, posmatramo sistem gde hranu jedinki populacije    znaĉe iskljuĉivo 

jedinke populacije   , onda je oĉigledno da promena broja jedinki ove dve populacije zavisi 

ne samo od broja pojedinaĉnih populacija, već zavisi i od njih samih. Volterra je svoje 

zakljuĉke publikovao 1926. na italijanskom. Skoro u isto vreme, nezavisno od njega, 

Amerikanac Alfed Dţ. Lotka je izneo sliĉne rezultate u svojoj knjizi “Elementi fiziĉke 

biologije” (Elements of Physical Biology). Iako je jedan od njih do svojih matematiĉkih 

formulisanja opštijih teoretskih pitanja došao preko problema koji se javljaju u praksi, a drugi 

se okrenuo prema ekološkim problemima sa namerom da naĊe matematiĉki model za 

opisinjave odreĊenih pojava, njihovi rezultati su prešli preko granica nauke o ekologiji, jer su 

ove rezultate kasnije uspešno koristili i u mnogim problematikama u raznim oblastima nauke.  

U jednaĉinama (4.6) interakcijski uticaj dve populacije na populaciju i moţemo posmatrati sa 

proizvodima     ( )  ( ). Uticaj će zavisiti od apsolutnih vrednosti ĉinilaca, i on moţe biti 

povoljan, nepovoljan ili bez uticaja u zavisnosti da li  

          ili     . 

Predznak proizvoda odreĊuje predznak   , jer iz aspekta problema vrednosti
10  ( )      bile 

bi nerealne. Ako ovde u modelu (4.1) za   ( ) dodamo ono znaĉenje koje smo u modelu (4.6) 

dodali   ( ), onda  za    odgovara    , a za    odgovara    .   

Na osnovu gore navedenog zakljuĉka postavlja se misao: ako koeficijente    (   ) 

izaberemo na sve moguće naĉine (s obzirom na njihov predznak) onda ćemo dobiti 

uopštavanje Lotka-Voterra modela koji nam (uz granice koje nam model postavlja) opisuje 

sve moguće tipove interakcija izmeĊu dve populacije. Sluĉajeve koji se na ovaj naĉin mogu 

opisati predstavlja tabela 4.1: 

 

 

                                                      
10

Broj stanovnika se ne moţe opisati negativnim brojem, a u isto vreme bi   ( )     iz 

aspekta interakcije bilo nerealno. 
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        tip interakcije 

+ + simbioza 

+ - lov
11

 

+ 0 
prisustvo gazde 

pozitivno utiĉe 

- - 
takmiĉenje meĊu 

vrstama 

- 0 amenzalizam, antibioza 

0 0 neutralna interakcija 

Tabela 4.1. MeĎusobni odnosi dve vrste, izraženi vrednostima konstanta  

       . 

Kao što smo i videli, logistiĉki model (4.4) iskazuje i takmiĉenje meĊu jedinkama date 

populacije. Naravno, sa sliĉnim faktorima se mora raĉunati i ako dve razliĉite populacije vode 

bitku za isti izvor energije. Ovo moţe da znaĉi i jednu drugu mogućnost za interakciju 

izmeĊu dve razliĉite populacije. U isto vreme se moţe uoĉiti da je interakcija za obe strane 

povoljna ili nepovoljna, moţda za jednu stranu bez uticaja. Po svedoĉenju tabele 4.1. postoje 

stvarni ekvivalenti ovim interakcijama u ekološkim sistemima.  

Pošto cilj nije da se ovo u detalje razmatra iz redova mogućih interakcija izdvojićemo samo 

dve mogućnosti i pomoću njih ćemo prikazati da je sistem (4.1) odgovarajuć za prikazivanje 

modeliranja date interakcije. 

 

 

 

                                                      
11

 U cilju davanja teorija ekolozi su pojam lova definisali u najopštijem smislu: potrošnja 

ţivih organizama bez obzira na to, kakav je organizam. Dakle, u ovu skupinu spada i 

potrošnja biljaka, mesa, parazitizam i parazitski naĉin ţivota. 
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4.3.1. Model ulova-grabljivica 

 

Detaljnije prouĉavanje modela uzrokuje pored njegovog istorijskog znaĉaja i njegovo 

ĉesto korišćenje. Neophodan je pri predstavljanju veoma bitnih ekoloških pojmova, kao što je 

to na primer lanac ishrane. 

Pored odgovarajućeg poĉetnog uslova (  ( )      ( )   ) i odabira odgovarajućih 

parametara 

 

                           

                           

 

jednaĉine koje su ponuĊene od strane Volterre mogu se dovesti na sledeću formu: 

 

                                        ̇( )  (        ( ))  ( )                                           (4.7) 

  ̇( )  (        ( ))  ( ). 

 

Slika br. 42. je nastala pomoću odgovarajućih parametara na osnovu jednaĉina (4.7). 

Trajektologija sistema se moţe nacrtati oko jednog ravnoteţnog stanja. 

Na osnovu iskustva se mora obratiti paţnja i na samoregulaciju populacija, koja se sve više 

istiĉe ako je brojnosti populacije sve veća i moţe da utiĉe na dalje povećavanje njenog broja.  

Izaberimo sada parametre jednaĉine (4.1) tako da oni odgovaraju sledećim uslovima: 

 

                           

                          . 
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42. SLIKA: MODEL ULOVA-GRABLJIVICA 

(Brojnost dveju populacija u funkciji vremena i trajektorija sistema.) 

 

  ( )                              

  ( )                                

 

Jednaĉine koje su dobijene na naĉin 

 

                               ̇( )  (        ( )       ( ))  ( )                                (4.8) 

  ̇( )  (        ( )       ( ))  ( ) 

 

sa parametrima     (       ) su odgovarajuće da se pomoću njih opiše i trka unutar jedne 

populacije. Kako se to vidi na Slici br. 42. ovo ima ulogu stabilizatora sistema.  
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4.3.2. Takmičenje između dve vrste 

 

Pojam takmiĉenje dve vrste, to jest delatnost koja znaĉi prikupljanje izvora energije 

koji su neophodni za opstanak se pojavio već u vezi sa modelom (4.8). Tamo opisana 

takmiĉenje unutar vrste je meĊutim igrala sporednu ulogu u odnosu na interakciju ulov-

grabljivica izmeĊu dve populacije. 

MeĊutim, model koji se opisuje jednaĉinama (4.9) 

 

  ̇( )      ( )
     ( )      ( )

  
 

  ̇( )      ( )
     ( )      ( )

  
. 

 

 

43. SLIKA: MODEL ULOVA-GRABLJIVICA S OBZIROM NA 

INTERSPECIFIČNU TAKMIČENJE 

 

  ( )                             ,               

  ( )                                

 

omogućava da se opiše sliĉna interakcija izmeĊu jedinki dve razliĉite vrste, gde je 

  : mogućnost okoline za izdrţavanje u odnosu na vrstu  , 
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  : rata porasta vrste i, 

  : koeficijent kompeticje oznaĉava u kolikoj meri vrsta   smanjuje mogućnosti druge 

vrste (       ). 

Praktiĉan znaĉaj jednaĉina (4.9) povećavaju i mnogobrojna tuţna iskustva koja govore o 

tome kako vrste koje su silom uvedene u dati ekosistem ĉesto uništavaju, isterbljuju vrstu 

koja je tamo nativna. U sliĉnim sluĉajevima da bi se prognozirali mogući ishodi bitno je da se 

analizira moguće ravnoteţno stanje sistema. 

Sistem je u ravnoteţi ako su    i    konstante, to jest kada je 

 

  ̇( )    (     ). 

 

Na osnovu (4.9) se vidi, da je ovo moguće, sem u trivijalnom sluĉaju kada je  

 

    ( )     

jedino onda, ako 

     ( )      ( )    

i 

     ( )      ( )   . 

 

U ravni ove jednaĉine oznaĉavaju dve prave.  Na osnovu njihovog meĊusobnog odnosa i 

odreĊivanja poĉetnih uslova u odnosu na njih, moţemo dati karakteristiku oĉekivanog 

ravnoteţnog stanja.  

Izaberimo sada parametre jednaĉine (4.1) tako da oni zadovoljavaju sledeće uslove:  

 

                           

                           

 



79 
 

i u njima upotebiti zamene  

 

           
  
  

      
    

  
  

           
    

  
      

  
  

 

 

od jednaĉina (4.1) dobićemo jednaĉine (4.9). 

 

 

44. SLIKA: TAKMIČENJE IZMEĐU DVE VRSTE 

 

  ( )                                                             

  ( )                                                              

 

Slika br. 44. predstavlja jedinstveni sluĉaj kada jedinke populacije    koja ima znatno manje 

poĉetno stanje, ima i uslove koji su mnogo pogodniji, ali uprkos tome mogla je da nastane 

takva ravnoteţa koja nije u mogućnosti da prouzrokuje nestanak nijedne populacije.  

Druga mogućnost uopštenog posmatranja jednaĉine Lotka – Voltera je da se omogući da ona 

opisuje interakcije izmeĊu više od dve populacije. Pošto osnovne promenljive jednaĉine 

oznaĉavaju brojnosti pojedinih populacija, potrebno je da sistem jednaĉina proširimo sa 

novim jednaĉinama koje su odgovarajuće za opisivanje promene broja jedinki u pojedinim 

populacijama. U isto vreme neke jednaĉine moramo da menjamo da bi one postale 
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odgovarajuće za opisivanje interakcija izmeĊu jedinki bilo koje dve populacije. Ovakvi 

sistemi jednaĉina se mogu napisati u formi sliĉnoj formi (4.6). Trodimenzionalni sistem 

jednaĉina koji je dat od strane  R. M. Meja i W. Dţ. Leonarda, a uzima u obzir interakcije 

triju populacija nam daje primer za ovo. 

 

                           ̇( )  (    ( )      ( )      ( ))  ( )                           (4.10) 

  ̇( )  (      ( )    ( )      ( ))  ( ) 

  ̇( )  (      ( )      ( )    ( ))  ( ) 

 

U njoj su   i   (      ) realne konstante koje su karakteristiĉne za sistem. Model opisuje 

promenu sistema koji se moţe okarakterisati sa brojĉanom veliĉinom triju populacija. Sistem 

jednaĉina 

 

                                   
̇ ( )       ( )(  ∑       ( )

 
   )                                (4.11) 

(       ) 

 

predstavlja uopštavanje
12

 prethodno reĉenih. Pomoću njega moţemo opisati sisteme koji se 

sastoje od   vrsta, gde    oznaĉava ratu povećevanja vrste  , a     oznaĉava uticaj vrste   na 

povećavanje vrste  . 

Ovo znaĉi da sistem moţemo prikazati grafom koji se sastoji od   ĉvorova, gde ĉvorovi 

odgovaraju pojedinim populacijama, dok linije predstavljaju odnose meĊu populacijama. 

Konstante     jednaĉine 4.11 moţemo da sloţimo u matricu:  

  (

      

      
 

   

   

   
          

,. 

 

                                                      
12

 U sluĉaju     imamo model logistiĉkog rasta, 

   u sluĉaju     imamo Lotka-Voltarra model, dok za 

    dobijamo May-Leonard model. 
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Ako je dakle 

       

onda to znaĉi da vrsta   nije ni u kavoj interakciji sa vrstom  . 

 

4.4. Modeli borbe 

 

Mogućnost upotrebe diferencijalnih jednaĉina se pojavila i prilikom analize 

neprijateljskih strana tokom ratovanja (neka   ( ) i   ( ) oznaĉavaju brojno stanje dveju 

vojnih sila u trenutku  ). Upotreba modela na ovom podruĉju se vezuje za Frederika V. 

Lanĉestera, koji je za vreme Prvog svetskog rata upotrebio ratni model za prognoziranje 

ishoda ratnih dešavanja.  

U modelu   ̇( ) i   ̇( ) oznaĉavaju promenu vojnih snaga. Iz aspekta problema moramo da 

razlikujemo takozvani ratni gubitak koji je naĉinjen neposredno od srtane neprijatelja i 

operativne gubitke koji su uzrokovani raznim bolestima, nesrećama (dogaĊajima koji se ne 

vezuju za ratno delovanje). Iako u stvarnosti moţe doći i do izdvajanja vojnih jedinica, kao i 

do dupunjavanja istih, što moţemo uoĉiti u modelu (4.1) sa oznakom vrednosti   ,(     je 

dopunjavanje, a      je povlaĉenje snaga), u daljnjem ovu opciju modela nećemo iskoristiti. 

Ispitaćemo tri modela koja zavise od strategija neprijateljskih snaga.  

U jednaĉini (4.1) sa odabirom parametara   moţemo da utiĉemo na operativnu snagu vojske 

 , dok vrednostima    ,(   )  i    utiĉemo na  meru vojnog gubitka. Kao poĉetni uslov 

moţemo dati vrednosti 

 

  ( )    i   ( )   . 

 

4.4.1. Tradicionalna borba 

 

Ovaj model se moţe koristiti ako se neprijateljske sile bore na tradicionalan naĉin, tj. 

ako ratnici dveju sila neposredno vide jedni druge.  

U sluĉaju sistema jednaĉina (4.1) upotrebom parametara 
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nastaje sistem  

 

                                           ̇( )      ( )      ( )                                            (4.12) 

  ̇( )      ( )      ( ) 

 

koji svedoĉi da gubitak datog tabora zavisi iskljuĉivo od obuĉenosti i brojnosti neprijatelja. 

Slika br. 45. je izraĊena na osnovu jednaĉine (4.12) posle prilagoĊavanja odgovarajućih 

poĉetnih uslova i parametara. 

 

45. SLIKA: TRADICIONALNA BORBA 

 

  ( )                                 

  ( )                               
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4.4.2. Gerilska borba 

 

U ovom sluĉaju ratnici obe strane pokušavaju da ostanu neprimećeni od strane 

neprijatelja. Za jedan od mogućih opisa toka ovakve bitke je pogodan sistem 

 

                                     ̇( )      ( )       ( )  ( )                                      (4.13) 

  ̇( )      ( )       ( )  ( ). 

 

Koji se iz jednaĉine (4.1) moţe dobiti sledećom parametrizacijom 

 

                           

                          . 

 

Bitno je da se napomene da se sistem jednaĉina (4.13) formalno poklapa sa Volterra 

jednaĉinama (4.6) i jednaĉinom (4.7) koja je izvedena iz jednaĉine (4.1), razlika postoji samo 

u parametrima. Na Slici br. 46. je prikazana jedna primena jednaĉina (4.13) sa parametrima 

datim na istom mestu.  

 

46. SLIKA: GERILSKA BORBA 
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  ( )                                 

  ( )                                 

 

4.4.3. Mešovita borba (gerilsko-tradicionalna) 

 

Pretpostavimo da I jedinice vode gerilsku bitku. Ovo znaĉi da za njih ratnici II jedinice 

predstavljaju dobru metu, na primer iz razloga što I jedinice napadaju iz zasede ili su se 

zabarikadirali. U isto vreme II jedinice su primorane da vode bitku na tradicionalan naĉin. 

Modeliranje ovakve bitke omogućava sistem 

 

                                    ̇( )      ( )       ( )  ( )                                       (4.14) 

  ̇( )      ( )      ( ) 

 

uz parametre  

 

                           

                          . 

 

47. SLIKA: MEŠOVITA BORBA 
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Na Slici br. 47. se dobro vidi da su pored datih uslova i parametara pobedile jedinice gerilaca. 

Desilo se sve to unatoĉ ekstremnim parametrima sa kojima nismo ni malo bili od koristi I 

jedinicama. Koliĉnik parametara 

  

  
   

koji opisuje operativne gubitke je dosta visok. To znaĉi da su ratnici u gerilskim jedinicama 

pet puta ĉešće postajali nesposobni za borbu usled bolesti, nego ljudi u neprijateljskim 

redovima. Pored svega ovoga tradicionalna jedinica na poĉetku borbe ima mnogo veće brojno 

stanje.  

Bitka bi bila mnogo vaţnija da smo vrednosti parametara koji opisuju vojne gubitke dati 

realnije. Ako pretpostavimo da su dva tabora imala istu vatrenu snagu i taĉnih pogodaka onda 

bi koliĉnik  

  

   
 

u velikoj meri premašio i veliĉinu    . 

Izgleda da ova strategija sili koja vodi tradicionalnu borbu donosi velike gubitke i malo 

pozitivnog rezultata. Ovakav rat su SAD vodile u Vijetnamu, koji su i izgubili 1968
13

. 

 

4.5. Oscilacija 

 

Pojava mehaniĉke oscilacije i njegove vrste su vrlo rano postale poznate ĉoveku. Pre 

nego što se upoznao sa suštinom ove pojave, ne govoreći o njegovom matematiĉkom modelu, 

na razne naĉine je stvorio sebi koristi pomoću svog znanja. Na primer, naši su preci pravili 

instrumente mnogo pre nego što su neke izvesne pojave poĉeli da analiziraju iz stanovišta 

nauke. U isto vreme smo ne jednom osetili gubitke usled nedovoljnog poznavanja ovih 

pojava. 

                                                      
13

 U ovom ratu je broj gerilaca bio        , dok su na suprotnoj strani Amerikanci i njihovi 

savetnici brojali          vojnika. Ovo znaĉi šest puta veće brojno stanje, što opet nije bilo 

dovoljno za pobedu. 
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Na primer, 1831. godine je marširanje šezdeset vojnika prouzrokovalo rušenje gvozdenog 

mosta Brauton. Drugi, veoma ĉesto pominjan primer je katastrofa mosta Takoma u drţavi 

Vašington, koja je izazvana zajedniĉkim dejstvom fiziĉkih parametara mosta i jakih udara 

vetra, karakteristiĉnih za to podruĉje
14

. 

Verovatno najjednostavniji sistem koji je odgovarajući za prikazivanje mehaniĉke oscilacije 

je viseća opruga sa koje visi telo sa masom  . Predstavimo telo kao taĉku. U mirovnom 

poloţaju sistema teţišna sila    koja deluje na materijalnu taĉku i povratna snaga koja 

nastaje rastezanjem opruge     su u ravnoteţi. 

Pomeranjem tela (uspravno) iz ravnoteţnog poloţaja, zatim njegovo napuštanje, kretanje 

materijalne taĉke se moţe opisati pomoću homogene diferencijalne jednaĉine drugog reda sa 

konstantom koeficijentom,  

 

                                    ̈( )   
 

 
 ̇( )    

  ( )                                                 (4.15) 

 

gde  ( ) predstavlja trenutnu promenu mesta materijalne taĉke   iz ravnoteţnog poloţaja. 

Dalje, u jednaĉini (4.15) konstantom trenja     moţemo okarakterisati slabljenje sistema, a 

   
 

 
 oznaĉava konstantu koja zavisi od parametara opruge i mase tela koje je u pokretu. 

Idealizacija sistema znaĉi izbor      . Sada pretpostavljamo da nikakva spoljašnja sila, koja 

nastaja trenjem u stvarnim sistemima, ne utiĉe na telo koje se kreće. U nekim odreĊenim 

sluĉajevima kada se opisuje dovoljno kratak period u kojem sistem funkcioniše, ovaj model je 

odgovarajuć. 

Shodno transmisijskom principu, jednaĉina (4.15) se moţe preformulisati u sistem 

diferencijalnih jednaĉina:  

 

                                                    ̇( )    ( )                                                        (4.16) 

  ̇( )   
 

 
  ( )    

   ( ). 

                                                      
14

Iako se gore navedeni primeri mogu objasniti pojavom primorane oscilacije pod uticajem 

spoljne sile, i njegovo simuliranje modelom (4.1) nije moguće, bitno je da se pomene zbog 

vaţnosti pojave titranja. 
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U sistemu jednaĉina (4.16)   ( )  je materijalna taĉka koja izlal iz stanja mirovanja sa 

promenom predznaka, što zavisi od vremena, a   ( )  oznaĉava brzinu (takoĊe sa 

predznakom) u trenutku  . Iz sistema jednaĉina (4.16) je oĉigledno i da trenutaĉno ubrzanje 

materijalne taĉke (  ̇( )) zavisi od putanje njihanja i od trenutaĉne brzine.  

 

4.5.1. Harmonijska oscilacija 

 

Izborom parametara 

 

                           

                       
       

 

sistema jednaĉina (4.1), dobijamo sistem jednaĉina 

 

                                                    ̇( )      ( )                                                    (4.17) 

  ̇( )      ( ). 

 

koji je pogodan da se pomoću njega opiše harmonijska oscilacija. 

Kod odabira poĉetnih uslova mora se uzeti u obzir da   ( ) i   ( ) ne mogu u isto vreme biti 

0 jer bi to predstavljalo stanje ravnoteţe. Na osnovu gore navedenog Slika br. 48. prikazuje 

kako smo materijalnu taĉku koja je mirovala iz stanja ravnoteţe pomerili za 20 jedinica i 

pustili je. Kretanje bismo mogli zapoĉeti i na taj naĉin što bismo taĉku iz stanja ravnoteţe 

pokrenuli sa poĉetnom brzinom   ( )   . 
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48. SLIKA: HARMONIJSKA REZONANTNA KRETANJA MATERIJALNE 

TAČKE 

  ( )          

  ( )           

 

4.5.2. Prigušene oscilacije 

 

U praksi kretanje jednog tela uvek ometa oscilacije ili spoljašnja sila koja nastaje usled 

aerodinamiĉkog otpora. Odabirom parametara 

 

                           

    
 

 
                   

       

 

sistem jednaĉina (4.1) smo na ovaj naĉin podesili da se to opisuje u formi  

 

                                                   ̇( )      ( )                                                     (4.18) 

  ̇( )      ( )      ( ) 
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Postavljanjem poĉetnih uslova   ( )  i   ( )  aspekte koje smo dali kod harmonijske 

oscilacije moramo uzeti i ovde u obzir.  

 

 

49. SLIKA: PRIGUŠENA OSCILACIJA 

  ( )                              

  ( )          . 
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5. Geometrijsko prikazivanje približnog rešenja 

5.1. Jednokoračni postupci 

 

Koristeći mogućnost koja se javlja u geometrijskom znaĉenju poĉetne vrednosti 

moţemo prikazati naĉelo nekoliko pribliţnih rešenja. Iako nam jednaĉina  

 ̇( )   (   ( )) 

sluţi za osnovu  pored uslova  

 (  )     

generalizacija procesa se moţe realizovati i na sledeći naĉin: 

  ( )   (   ( ))  (  )    . 

Potrebno je još naznaĉiti i to da ćemo se u daljnjem ograniĉiti samo na raspravu o tzv. 

diskretnim metodama
15

, koji na svojstven naĉin ne samo u ograniĉenom, ali velikom broju 

taĉaka daju mogućnosti za pribliţna rešenja, proizvoljnom taĉnošću. U geometrijskom smislu, 

dakle, davanje pribliţnih rešenja je ekvivalentno davanju niza taĉaka            gde je 

     (          ) i    odgovara poĉetnom uslovu. S obzirom na to, daćemo još i pozitivan 

korak     koji nam daje i razliku  prvih koordinata taĉaka    i      u nizu. 

Diskretan metod nazivamo metodom k-koraka ako pri sledećem Pi pribliţavanju upotrebimo i 

                  pribliţavanja (     ) . U daljnjem ćemo spomenuti nekoliko 

jednokoraĉnih metoda (       ). 

 

5.1.1. Ojler-Košijev postupak 

 

Ojler-Košijev postupak je najjednostavniji proces za odreĊivanje numeriĉkog rešenja 

zadatka u kome je poznata ili data poĉetna vrednost. Poĉetna misao je da se iz jednaĉine  

 ̇( )   (   ( )) 

                                                      
15

 Radi jednostavnosti, njih ćemo u daljnjem nazivati “numeriĉkim metodama”, tamo gde ovo 

ne dovodi do dvosmislenosti. 
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zadatka moţe izraĉunati  (  ) što je izvod funkcije  ( ) na mestu t. Ovo je taĉno   (     )
16

 

nagib tangente a koja se moţe ucrtati taĉno u taĉku   (    (  )) krive traţene funkcije. 

„NaĊimo” na ovoj pravi onu taĉku   , ĉija je prva koordinata     . U pronalaţenju sledećeg 

   elementa niza taĉaka    ima istu ulogu kao što je i    imao u sluĉaju   .  Generalizacijom 

prethodnih saznanja dakle, ako  poznajemo taĉku     (         ) moţemo izraĉunati 

koordinate sledeće taĉke, pribliţne taĉke   (       ) 

 

          

            

gde 

   (         ) 

Gore navedene stvari uz pomoć vektora prikazuje slika br. 50. Na osnovu ovoga dobijamo 

mesni vektor   , ako mesnom vektoru      dodamo jednan paralelni vektor ĉija je prva 

koordinata  . Ovome taĉno odgovara vektor 

      
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗(    ). 

 

50. SLIKA: PRIKAZIVANJE JEDNOG KORAKA OJLER-KOŠIJEVOG 

POSTUPKA POMOĆU VEKTORA 

                                                      
16

 U daljnjem moţemo razlikovati vrednost zamene  (  ) funkcije  ( ) na mestu    od 

pribliţne    vrednosti koja pripada   . Ovo je potrebno zato što se – ne uzimajući u obzir 

sluĉaj  kada je       – uglavnom ostvaruje       (  ), ali zasigurno      (  ). 
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5.1.2. Poboljšan Ojlerov postupak 

 

Već samo jedan korak Ojler-Košijevog postupka – jer jednu taĉke prave   biramo kao 

sledeću taĉku pribliţavanja –moţe znatno da odstupa od krive taĉnog rešenja.  Prilikom 

sledećih koraka greške koje iz ovoga slede mogu samo dalje da se gomilaju. Na osnovu Slike 

br. 50. moţemo zakljuĉiti da se ovo moţe usmeravati smanjivanjem vrednosti  , ali to  

smanjuje i delotvornost procesa. 

PronaĊimo sad sledeću taĉku, taĉku    na osnovu uzajamnih odnosa gde je 

 

          

             

gde 

    (         ) 

    (     
 

 
      

 

 
  *. 

 

Geometrijsko znaĉenje procesa prikazuje Slika 51. 

 

 

51. SLIKA: PRIKAZIVANJE POBOLJŠANOG OJLEROVOG METODA 
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Prvo na osnovu Ojler-Košijevog postupka naĊimo onu taĉku   prave   sa 

 

    (         ) 

nagib, ĉija je prva koordinata 

     
 

 
. 

 

Na slici je oznaĉeno sa   tangenta krive koja prolazi kroz taĉku  , a  ĉija je nagib   . Ovo 

praktiĉno dobijamo na taj naĉin što koordinate   stavljamo u funkciju  (   ( )). U sledećem 

koraku odreĊujemo mesto    tako da se  

 

        
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 

 

ostvari i prva koordinata    bude   .  Zbog simetrija ovo rešenje uglavnom daje taĉniji 

rezultat. 

 

5.1.3. Runge-Kuta metod 

 

Ovo je takoĊe jednokoraĉna metoda. 

          

        
 

 
(             )  

gde pravila  

    (         ) 

    (     
 

 
      

 

 
  * 

    (     
 

 
      

 

 
  * 

    (               ) 
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oznaĉavaju jedan od mogućih naĉina predstavljanja metode Runge-Kuta ĉetvrtog reda. 

UporeĊujući povezanosti postupka Ojler-Košijevog i poboljšanog Ojlerovog postupka vidi se 

da vrednosti   i    nastaju na sliĉan naĉin. Ali suprotno od poboljšane Ojlerove metode    - 

što predstavlja nagib tangentne krive   u taĉki   – koristimo za odreĊivanje taĉke  , gde je 

       ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 

i prva koordinata taĉke   je 

     
 

 
. 

Neka   oznaĉava tangentu koja se upisuje u taĉku  , a ĉija je nagib    na osnovu pravila 

Runge-Kuta metode. Ovo moţemo iskoristiti da bismo odredili taĉku  , gde je        

       ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   

i prva koordinata  . A nagib tangentne krive   koja se ovde moţe ucrtati je   . 

Pored pravaca koji pripadaju taĉki     , strmine  - sa gore odreĊenim taĉkama A, B i C – 

moţemo posmatrati na naĉin koji je prikazan na Slici br. 52., u zavisnosti od   . 

 

52. SLIKA: OZNAČAVANJE TAČKI (     ) U METODI RUNGE-KUTA 

 

Neka bude  

      
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗              
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gde 

                          

i 

  (
 

 
 
 

 
  *    (

 

 
 
 

 
  *    (

 

 
 
 

 
  *    (

 

 
 
 

 
  * 

se ostvaruje. 

 

5.2. Greška metode približavanja 
 

Bitne karakteristike gore navedenih numeriĉkih metoda su greške koje nastaju kroz niz 

koraka koji slede jedan za drugim. Globalna greška jedne    metode predstavlja odstupanje 

pribliţavajuće vrednosti od taĉne vrednosti funkcije posle koraka   u raĉunanju sa ovom 

metodom. U daljnjem ćemo uporediti gore navedene tri metode u vezi sa jednim zadatkom 

poĉetne vrednosti. 

 

53. SLIKA: NAGIB KOJA JE IZRAČUNATA U TAČKAMA      I   SMO UZELI U 

OBZIR SA JEDNOSTRUKOM TEŽINOM, A NAGIBI U TAČKAMA   I   SA 

DVOSTRUKOM TEŽINOM 

Neka 

                                                             ̇( )    ( )  ( )                                              (5.1) 



96 
 

bude zadatak sa poĉetnom vrednošću i pribliţavanje vršimo na intervalu [   ] . Rešenje 

zadatka se moţe predstaviti u formi 

 ( )     . 

Na osnovu ovoga se moţe izraĉunati    globalna greška procesa. Vrednost   ne zavisi 

naravno samo od metode procesa, već i od duţine koraka  . (Vrednost   dobijamo deljenjem 

intervala [   ] na   delova). Da bismo mogli da stvorimo sliku o ulozi promene koraka u sve 

tri metode pribliţavanja prvo moramo da izvršimo pribliţavanja tako što broj koraka 

povećamo na dvostruko s obzirom na prethodni broj, tj. prepolovimo interval).  

 

54. SLIKA: PROMENA GLOBALNE GREŠKE OJLEROVE METODE U FUNKCIJI 

INTERVALA 

 
55. SLIKA: PROMENA GLOBALNE GREŠKE POBOLJŠANE OJLEROVE 

METODE U FUNKCIJI INTERVALA 
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56. SLIKA: PROMENA GLOBALNE GREŠKE METODE RUNGE-KUTA U 

FUNKCIJI INTERVALA 

 

Tabele na Slikama br. 54., 55., 56. su napravljene uz pomoć Ojler-Košijevog postupka, 

poboljšanog Ojlerovog postupka i metode Runge-Kute  u toku pribliţnog rešavanja sa (5.1) 

problemom poĉetne vrednosti (      ). 

Tabele – u sva tri sluĉaja – prikazuju rezultate osam pribliţnih raĉunanja, koja smo vršili na 

intervalu [   ] sa sve preciznijom podelom. Pribliţavanja smo u sva tri sluĉaja prvo izvršili sa 

intervalom   
 

  
i       , a u sledećem smo vrednost   podelili na pola, tj. brojeve smo 

udvostruĉili. Tako smo poslednja raĉunanja izvršili sa vrednošću   
 

    
.  ( U tabelama 54., 

55., 56. prva ( ) i druga ( ) kolona.) 

Pojedinaĉni redovi sadrţe sledeće: 

 :   broj priliţavajućih koraka, 

 :   veliĉina intervala u sluĉaju aktuelnog broja n intervala, 

 (  ):   taĉna vrednost funkcije na kraju intervala ( ( )), 

   pribliţavajuća vrednost posle n koraka, na kraju intervala, 

  :   globalna greška pribliţavanja (| (  )    | )  

  

  
 

: koliĉnik globalnih grešaka aktuelnog i prethodnogpribliţavanja
17

 

                                                      
17

Ovaj koliĉnik se naravno u prvim redovima tabela ne primenjuje. 
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U sve tri tabele su uoĉljive vrednosti stupca    koje se sve više pribliţavaju taĉnoj vrednosti 

 ( ) kako vrednost   raste. Ovo naravno znaĉi i to da    vrednost globalne greške sa ovim 

zajedno opada. 

U daljem razmatranju bismo voleli da ukaţemo na meru opadanja globalne greške. 

Interesantno je opaziti i to kako se u gornjim tabelama u zadnjim stupcima menjaju vrednosti 

  

  
 

 kada se vrednost   povećava. Ako uzmemo u obzir da bi            iz tabele 54. u 

ovom stupcu bio         , i iz tabele 55. na istom mestu         , onda bi osnovana bila 

pretpostavka da bi se u nekim tabelama sa povećanjem   vrednosti 
  

  
 

 pribliţile vrednostima 

        i    . 

Numeriĉku metodu nazivamo konvergentnom na datom   intervalu (      ) ako 

   
   

    (  ) 

tj. 

   
   

    . 

 

Iz prethodno reĉenih se jasno vidi da na veliĉinu globalne greške u velikoj meri utiĉe vrednost 

 . U isto vreme je oĉigledno i to da se globalne greške razliĉitih metoda „ponašaju” drugaĉije 

kada se menja vrednost  . Kaţemo da je globalna greška reda  , ako se moţe dati   realna 

konstanta da bi se ostvarila 

                                                             .                                                          (5.2) 

Prethodno reĉene stvari nam daju mogućnost i za karakterizaciju numeriĉkih metoda, jer 

jednoj numeriĉkoj metodi moţemo dati karakteristiku reda  , ako je globalna greška 

poreklom reda  . [13] 

Neka    oznaĉava na intervalu dati razmak meĊu koracima, dakle, u našem sluĉaju se 

ispunjava       . Ako je numeriĉka metoda konvergentna, onda po definiciji globalna 

greška    se pribliţava prema   po preciziranju podele. Iz ovoga sledi da je     

 
 (u 

svakom sluĉaju) i da je 
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takoĊe konvergentan, ako     . 

Promenimo sada odnos (5.2) u oblik 

  

(  ) 
    

što znaĉi da se za svaki razmak meĊu koracima moţe naći   realan broj, od kojeg je gore 

navedeni koeficijent manji. Interesantno je zapaziti još i to kako se menjaju vrednosti 

koeficijenta sa preciziranjem razmaka meĊu koracima u razliĉitim numeriĉkim metodama. 

Tabela br. 1. i mnogo detaljnija Slika br. 58. nam ukazuje na to da nije toliko teţak zadatak da 

se pronaĊe ovakav   broj. 

 

 

 

Ojler-Koši metod 

Poboljšan Ojler metod 

Ruge-Kuta metod 

1. TABELA: PROMENA KOEFICIJENTA 
  

(  ) 
 SMANJIVANJEM RAZMAKA 

MEĐU KORACIMA 

 

U analizama je prvi upotrebljen razmak meĊu koracima bio       . Neka   oznaĉava redni 

broj onog pribliţnog rešavanja, u kojem je razmak meĊu koracima bio    
 

  
   .  Na 

osnovu gore navedenih graniĉna vrednost 

   
   

   

     
    

   

  (  )
 

  (    )
  

 

  
 

se moţe izraĉunati i ovako je moguće da se uporede numeriĉke metode iz aspekta taĉnosti 

pribliţavanja.  

Vidljivo je da se sa gore navedenima slaţu vrednosti poslednjeg stupca tabela 54., 55. i 56. 

ako je   reda     i  .  
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57. SLIKA: PROMENA KOEFICIJENTA 
  

(  ) 
 SMANJIVANJEM RAZMAKA MEĐU 

KORACIMA U SLUČAJU ISPRAVLJENE OJLEROVE METODE 

 

5.3. Metode prediktor-korektor 

 

Do Ojler-Košijevog postupka moţemo doći i na taj naĉin da izvode  ( ) sa leve strane 

jednaĉine (4.1)  zamenimo odgovarajućim diferencijalnim koeficijentom: 

 (  )   (    )

 
  ̇(    )   (      (    )). 

Ovu vezu, pretvaranjem u oblik  

 (  )   (    )    (      (    )) 

sa poznavanjem     i  (    )  moţemo iskoristiti za pribliţavanje ka vrednosti  (  ) . 

Zapravo, ovo smo ĉinili u svakom koraku eksplicitnog Ojler-Košijevog postupka. 

Ako sada na naĉin sliĉan gore navedenom, uz pomoć jednaĉine (4.1) tumaĉimo vrednost 

izvoda  ̇(  ), onda reorganizacijom povezanosti  

 (  )   (    )

 
  ̇(  )   (    (  )) 

dobijamo 

 (  )   (    )    (    (  )). 

Umesto taĉnih vrednosti (  )  (    )upisaćemo pribliţne vrednosti       i po sledećem 

moţemo tumaĉiti implicitnu Ojlerovog postupka: 
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          (     ). 

Na vidljiv naĉin s obe strane jednaĉine se nalazi traţena vrednost   . Mogućnost iskazivanja 

ovoga i samim tim i upotrebljivost metode odreĊuje  -funkcija i najĉešće je kod linearnih 

sistema u prednosti. 

 

58. SLIKA: IMPLICITNA OJLEROVA METODA (U METODI PREDIKTOR-

KOREKTOR) 

Ali, ako je 

                                                                                                                                   (5.3) 

  
[   ]

         

gde je  

   (     
[ ]

) 

(       )i datoj   
[ ]

 vezi dodamo na odgovarajući naĉin poĉetnu,   
[ ]

vrednost – na naĉin 

kako  nam to pokazuje Slika br. 58. eksplicitnom Ojler-Košijevom metodom – onda posle 

nekoliko iteracija
18

 na vrednost   
[ ]

dobijamo vrednost koja se više pribliţava vrednosti  (  ). 

Eksplicitnu metodu nazivamo predikator, a implicitnu metodu korektor.  

Ako kod numeriĉkog integriranja na osnovu formule trapeza vrednost strmosti obe krajnje 

taĉke[       ]sa istom teţinom uzimamo u obzir da bismo odredili sledeću pribliţavajuću 

taĉku   , dobićemo implicitnu metodu koja je poznata pod nazivom trapez-metoda. Ona se 

upotrebljava kao korektor-metoda na osnovu sledećih zakonitosti  

                                                      
18

 Ovo najĉešće znaĉi 2-3 iterativna koraka 
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                                                                                                                                   (5.4) 

  
[   ]

      
 

 
  

 

gde 

   (         )   (     
[ ]

) 

       i  
[ ]

 dato. 

 

59. SLIKA: TRAPEZ-METODA (U METODI PREDIKTOR-KOREKTOR) 

 

Na Slici br. 59. se dobro vidi da je kod upotrebe trapez-metode kao korektor –metode 

potrebno manje iterativnih koraka za oznaĉavanje sledeće taĉke, taĉke    sa pribliţno istom 

taĉnošću. 

Ovo objašnjavaju podaci u Tabeli 2. (Implicit Ojler metoda i trapez-metode). 
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2. TABELA: PRVI REZULTATI PREDIKTOR-KOREKTOR METODE KOJA SE 

OSNIVA NA DVE DRUGE METODE 

 

Konvergenciju niza taĉaka moţemo karakterisati nizom udaljenosti taĉaka  (  
[ ]

   
[   ]

)i 

  (  
[ ]

   
[   ]

). Vidljivo je da u implicitnoj Ojlerovoj metodi udaljenost meĊu taĉkama 

linearno opada, dok u trapez-metodi udaljenosti se u sledećem iterativnom koraku sa dobrim 

pribliţavanjem prepolovljuju.  Ove veze se uoĉljivije pojavljuju na Slici br. 59. koja je nastala 

na osnovu tabele.  (Na slici neprekidnom linijom povezane taĉke oznaĉavaju podatke koji se 

odnose na trapez-metodu, a nalaze se u poslednjem stupcu Tabele br. 2.) 

 

60. SLIKA: KONVERGENCIJA IMPLICITNE OJLEROVE METODE I 

TRAPEZ-METODE (U PREDIKTOR-KOREKTOR METODI) 
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5.4. Primer sa sladoledom 
 

Neka  ( ) predstavlja temperaturu tela u trenutku  . Na osnovu Njutnovog zakona o 

zagrejavanju tela poznato je da se tempreatura tela menja prema sledećoj jednačini: 

 

  ( )     ( ( )   )  

gde je   koeficijent provodljivosti toplote, a   temperatura okoline. Sladoled je izvaĎen iz 

zamrzivača pri temperaturi od     u   .   . Ako je koeficijent provodljivosti toplote 

sladoleda  . , a temperatura prostorije    , koristeći jednokoračne postupke sa korakom od 

 .  časova možemo približno odrediti u koliko sati će se sladoled otopiti. 

 

Rešenje: 

Naša jednaĉina izgleda ovako: 

  ( )    .  ( ( )    )          (   ( ))  

 ( )            ( )  

   . . 

Pitanje: Kada će se temperatura sladoleda popeti iznad nule?  

a.) Ojler-Košijev postupak: 

 ( )       

 (   )   ( )     (   ( )). 

Ako      onda imamo 

 (   . )   ( )   .  (  .  ( ( )    ))       .   (      )  

  . . 

Ako t = 0.5, onda imamo 

 ( .   . )   ( . )   .  (  .  ( ( . )    ))    .   .   (  .  

  )    .   . 

Ako    , onda imamo 

 (   . )   ( )   .  (  .  ( ( )    ))    .     .   (  .      ) 
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  .     . 

To znaĉi da treba pribliţno  .   da se sladoled otopi, to jest oko   .   . 

b.) Poboljšan Ojlerov postupak: 

 ( )       

 (   )   ( )     (  
 

 
  ( )  

 

 
  (   ( ))+. 

Ako      onda imamo 

 (   . )   ( )   .   (  
 . 

 
  ( )  

 . 

 
  (   ( ))+   

      .   ( .        .     )       .   ( .      .  )   

      .    .      .    . 

Ako t = 0.5, onda imamo 

 ( .   . )   ( . )   .   ( .  
 . 

 
  ( . )  

 . 

 
  ( .   ( . ))+   

   .      .   ( .     .      .     .   )    .      .   ( .     .    ) 

   .      .    .     .   . 

Ako    , onda imamo 

 (   . )   ( )   .   (  
 . 

 
  ( )  

 . 

 
  (   ( ))+   

   .     .   ( .     .     .     .  )    .     .   ( .    .  )   

   .     .   .    .  . 

 

c.) Runge-Kuta postupak 

 ( )       

 (   )   ( )     (  
 

 
  ( )  

 

 
  (   ( ))+. 
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Zaključak 

U svojoj master tezi sam prvo opisala šta znaĉi modeliranje u matematici. Trudila sam 

se da ukaţem na prirodu zadataka ovog tipa i na njihov znaĉaj u obrazovanju. Naglasak sam 

stavila na izradu i na rešavanje ovakvih zadataka. Iskusila sam da je ovo uglavnom sloţen 

proces. Pri izradi zadataka sam veoma pazila da oni odgovaraju svim kriterijumima 

modeliranja, kao što sam i pri rešavanju zadataka smatrala bitnim da pratim korake 

modeliranja. Sve ovo je zahtevalo mnogo paţnje. Uprkos tome, mislim da je sve ovo bilo 

vredno truda jer sam se bavila interesantnim temama iz kojih su nastali, nadam se korisni i 

lepi matematiĉki zadaci. Smatram izuzetno dobrim da su najraznovrsnije oblasti matematike 

došle na videlo pri prikazivanju ovih zadataka.  

     Na moj naĉin posmatranja je veoma uticao ovaj rad jer u poslednje vreme ĉesto 

uhvatim sebe kako „gledam svet kroz matematiĉke naoĉare“ i razmišljam o tome kako bi neke 

situacije mogle postati odliĉni zadaci.  

     Nadam se da će se sve više ljudi u obrazovanju u Srbiji upoznati sa matematiĉkim 

modeliranjem i da će ih i upotrebljavati i da će to doprineti razvoju sposobnosti uĉenika, kao i 

popularizaciji matematike.  
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