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Predgovor

Reforma obrazovanja je danas vazna tema u Srbiji, buduci da strazivanja cesto
ukazuju na to da ucenici ne poseduju dovoljno prakti¢nog znanja. Zbog toga je bitno da se
nastavnici upoznaju sa novijim nastavnim metodama i da pored leksickog znanja postave
akcenat 1 na prikazivanje prakticne primene znanja i predavanja. Zadaci matematickog
modeliranja sluze upravo tom cilju: da stvarnost povezemo sa matematickim znanjem. Cilj
matematickog modeliranja je da obuhvati §to viSe raznih oblasti nauke, kao $to su medicina,
biologija, tehnicke 1 fizicke nauke, socijalne nauke, psihologija, ekonomija i da se prikazu
matematicki modeli pojedinih pojava iz pomenutih oblasti. Matematicko modeliranje realnih
pojava doprinosi primeni matematike u tokovima savremene civilizacije, §to predstavlja

temelj naucnog i tehni¢kog napretka.

lako je za mene matematika uvek bila lep i zanimljiv predmet, ja sam svesna toga da
je vecina ljudi nije volela ili je ne voli. Smatram da zadaci modeliranja mogu da pomognu u
tome da i ljudi koji nisu u velikoj meri naklonjeni matematici, zavole ovu nauku i da uvide da
od nje ima Kkoristi i u svakodnevnom zivotu. Na zalost, ovom temom se bavi dosta mali broj
ljudi, a malo ima i literature na srpskom jeziku. Od stranih knjiga se sluzimo knjigama na
nemackom i engleskom jeziku. Kao pomo¢ nam sluzi materijal projekta LEMA (Learning and
Educatin through Modelling and Applications). Cilj ovog master rada je bila izrada i proba
materijala za dalji razvoj nastavnika, materijal koji poducava nastavnike koji predaju u nizim i
vi$im razredima osnovnih $kola, kao i u srednjim $kolama primeni zadataka modeliranja. Cilj,
naravno, nije da zadaci modeliranja preuzmu mesto ,,tradicionalnih® zadataka, ve¢ da oni
sluze kao dopuna drugim tipovima zadataka. Svojom tezom bih Zelela da pruzim uvid u svet
zadataka modeliranja, i kao glavni cilj postavljam izradu zadataka ovog tipa i opis mogucih
reSenja, i uz to i upoznavanje jednog novog pristupa koji mi moze biti od koristi u mojoj
kasnijoj karijeri.

Cilj rada je jos i da razmotrim one elemente koji imaju ulogu formiranja shvatanja i
gledista u matematickom modeliranju, koje se u praksi koriste i na polju obuke i u

modeliranju.

Na pocetku rada su dati osnovni pojmovi potrebni za razumevanje rada u celini.
Izmedu ostalog, to su istorija modeliranja, zadatak modeliranja i1 ciljevi modeliranja.

Objasnjeni su tipovi modela i proces modeliranja sa raznim zadacima. Glavna tema je jos



mogucénost izrade modeliranog zadatka - kako izmisliti i posle formirati zadatak. Literatura

kori$¢ena pri izradi ovog poglavlja je [1, 2, 3,4,5,6,7,8,9,12].

U drugoj glavi se govori o mogucénosti izrade zadataka, gde se postavlja pitanje gde da

nademo zadatke modeliranja. [4]

Treca glava je posvecena upravo temi izradenih zadataka. Ovde se nalaze primeri sa
reSenjima za razne tipove zadataka, kao Sto su zadaci planiranja, prognoziranje,
objasnjavajuci i opisni zadaci. Probala sam tako formirati zadatke, da zadovoljavaju svakom

nivou uzrasta od osnovne $kole, kroz srednje Skole do fakulteta.

U cetvrtom delu daje se prakti¢na primena matematickog modela: Maltusov model
(eksponencijalni rast), Verhulstov model (logisti¢ki rast), Interakcija izmedu populacija:
Model ulova-grbljivica i takmicenje izmedu dve vrste, Model borbe: Tradicionalna borba,
Gerilska borba, Mesovita borba i na kraju Model oscilacije: Harmonijska oscilacija i

prigusene oscilacije . Ovaj deo je zasnovan na literaturi [10,13,14].

U zadnjoj glavi je prikazano nekoliko ilustracija pribliznih geometrijskih resenja kao
Sto su jednokora¢ni postupci (Ojler-Kosijev postupak, Poboljsani Ojlerov postupak, Runge
Kuta metod), greska jednokora¢nog postupka i na kraju jedan primer za Njutnov zakon

hladenja. Literatura kori$¢ena pri izradi ovog poglavlja je [10,11,12,13, 14].

Konac¢no, recimo da ja matematicko modeliranje je spoj matematike sa drugim
naukama. Cilj je da se ucenik ili student osposobi da razne pojave iz Zivota predstavi
matematickim jezikom. Time se sti¢e stav o ulozi matematike u celokupnoj nauci i

omogucava njena primenljivost u raznim oblastima.



1. Matematicko modeliranje

’

,,Sve Sto cujem zaboravim, Sto vidim zapamtim, a Sto uradim - znam.’

kineska poslovica

1.1. Istorija modeliranja

Re¢ modeliranje je poti¢e od latinske re¢i modellus, $to znaci preslikati realnost.
Antropolozi tvrde da sposobnost kreiranja apstraktnih modela jedna od najznacajnijih razlika
izmedu homo sapiensa i homo neandertalensisa. lako apstraktno predstavljanje ,,stvarnih
predmeta” postoji jo§ od kamenog doba, kako to mozemo videti na nekim pecinskim slikama.
Veliki prelom u modeliranju nastao je u drevnom Bliskom istoku i Gr¢koj. Prvi otkriveni
modeli su brojevi; brojanje i pisanje brojeva (npr. urezivanje brojeva u kosti) i oni poti¢u iz
30000 godine p. n. e. Sledece oblasti u modeliranju su bile astronomija i arhitektura, otprilike

4000 godina p. n. e.

Opstepoznato je da su 2000 godina p. n. e. ve¢ najmanje tri civilizacije spomenimo
(Vavilon, Egipat, Indija) posedovale matemati¢ko znanje i da su Kkoristili neke vrste
matemati¢kih modela za olakSavanje svakodnevnog Zivota. Matematiku su najviSe koristili na

algoritamski nacin za reSavanje konkretnih problema.

U vreme helenizma su razvoj filozofije i njen odnos sa matematikom rezultirali pojavu
deduktivnih metoda, S$to je doprinelo razvoju teorije matematike. Od Talesa iz Mileta (oko
600 god. p.n.e) geometrija je postala vaZzan deo analize stvarnosti i preko analiticke
geometrije je izazvala razvoj matematike nezavisno od upotrebe. Tales je bio osniva¢ jonske
iliti miletske Skole i bio je prvi grcki prirodnjacki filozof — tj. neko ko je istrazivao prirodu
stvari kao dela jedinstvene celine. Bio je prvi koji svet nije smatrao kao rezultat volje nekih
bogova, ve¢ je pokuSavao da objasni nastanak sveta s posebnim osvrtom na nacin na koji je

svet nastao i na materijale od kojih je nastao.

Tales se bavio 1 astronomskim posmatranjem 1 kosmoloskim problemima kao §to je na
primer stabilnost Zemlje, prorekao je pomracenje sunca koje se dogodilo 28. maja 585.
godine p. n. e, a koje je, pretpostavlja se, doprinelo zavrSetku rata izmedu Lidana i Medana.

Moguce je da je u Vaviloniji doSao do zapisa tamosnjih svestenika, naime, oni su ve¢ od 721.



g. p. n. e. u verske svrhe posmatrali delimi¢na i potupna pomracenja sunca. Moguce je i da je
do ovih saznanja doSao na svom putu u Egipat. Pored ovih stvari, razvio je metod za merenje

visine predmeta, tako §to je merio duzinu senki tih predmeta.

Njemu se pripisuje i uvodenje pojma ugla, kao i uvid u jednakost unakrsnih uglova.
On je primetio i da su dva trougla podudarna ako imaju jednaku po jednu stranicu i oba ugla
nalegla na tu stranicu. Utvrdio je da je zbir unutra$njih uglova 180 stepeni i definisao je jednu
od prvih teorema u geometriji, teoremu koja je nazvana po njemu. Na osnovu ovoga krug koji
je nacrtan na jednu duz (tj. krug ¢iji pre¢nik predstavlja ova duz) nazivamo Talesovim
krugom. Talesova je zasluga i teorema o paralelnim pravama koje seku dve druge prave i
zbog toga se u nekim jezicima (italijanski, francuski, Spanski, ruski) ova teorema naziva i
Talesovom malom teoremom. Hieronim sa Rodosa je tvrdio da je Tales izmerio i visinu

Keopsove piramide:

“Hieronim kaze da je pomocu njihovih senki izmerio visinu piramida. Da bi
uspeo prvo je uocio momenat kada je senka Stapa bila iste duZine kao i visina samoga

’

Stapa.’

(Diogen Laertije: Zivot i misljenja znamenitih filozofa, 1. 27)

1. SLIKA: TALES IZMERIO VISINU PIRAMIDA



Eudem je Talesu pripisivao pribor za merenje udaljenosti brodova koji plove na moru.
Ako znamo odgovaraju¢u nadmorsku visinu, ovo racunanje se moze izvesti i sa jednim

primitivnim priborom, pomocu dva Stapica koja sastavljena lice na krake Sestara.
Njemu se pripisuje i montaza vodomera.
Proklo, po Eudemu, pripisao je Talesu jos tri teoreme:
1. Precnik polovi krug
2. Uglovi na osnovici jednokrakog trougla su jednaki
3. Naspramni uglovi koje formiraju dve prave koje se seku su jednaki.

Posto je Tales dao osnove smatra se da je Pitagora sa Samosa bio prvi matematicar koji je
dalje razvijao teoriju brojeva, kao i, ono najvaznije, on je zapoc¢eo i potrebu dokazivanja, da bi

dobio nove rezultate iz ve¢ poznatih teorema.

Znacajni filozofi, kao $to su Aristotel, Eudoks 1 jo§ mnogi drugi, doprineli su
dosada$njim saznanjima i u narednih 300 godina posle Talesa i ostale grane matematike su
krenule da se razvijaju. Medutim, najvece ostvarenje je postigao Euklid iz Aleksandrije. On je
autor poznatog antickog udzbenika iz matematike, pod naslovom ,Elementi”’. U njemu je
opisao osnove matematike (euklidska geometrija). U , Elementima” iako geometrijskim
metodama ali jasno opisuje euklidski algoritam, koji se koristi (i) za pronalaZenje najveceg
zajednickog delioca dva broja ili koli¢ine. U ,,Elementima” osobine geometrijskih objekata
izvodi iz relativno malog broja aksioma, i tako je i postao pionir aksiomatske metode moderne
matematike. Ostali njegovi radovi govore o perspektivi, konusnim presecima i sfernoj
geometriji. lako vecina rezultata prikazana u ,,Elementima” potice od drugih matematicara,
Euklidova je zasluga da ih je prikazao u jedinstvenoj, logic¢ki koherentnoj konstrukciji. Sem
toga §to je izvrSio 1 nekoliko nedostajucih racuna, sem $to je Euklid dodao izvestan broj novih

rezultata i delove sa teorijom brojeva i prostornom geometrijom.

Euklidova knjiga je vekovima sluZila kao osnova za predavanje matematike i ovo
znanje je iskoristio Eratosten, jedan od prvih ,,primenjenih matemati¢ara” da bi izratunao
udaljenost izmedu Zemlje 1 Sunca 1 Zemlje 1 Meseca. Prihvatio je ¢injenicu da pomracenje
meseca uzrokuje Zemljina senka, a posmatranjem senke je nedvosmisleno zakljucio da je
Zemlja okrugla. Kada su mu ¢uvari brane javili da u gradu Asuanu (koji se nalazi skoro ta¢no
na severnom povratniku) za vreme letnje ravnodnevnice Sunce u podne ne baca senku — a ¢ak

i u dno najdubljeg vodomera Nila stizu suncani zraci — nasao je u principu pravilnu metodu za



izraCunavanje obima Zemlje, jer u isto vreme je u Aleksandriji izmeriv$i duzinu senke jednog
stuba, nasao da je upadni ugao suncanih zraka 7,2 stepena. Pretpostavivsi da Zemlja ima oblik

lopte postavio je odnos duzina i uglova:
Udaljenost dva grada/obim Zemlje = izmereni ugao/360°

Na osnovu price putnika Eratosten je udaljenost izmedu dva grada procenio na 5000 stadiona,

i na osnovu toga je izracunao obim zemlje:

5000 -360/7,2 = 250 000stadiona.

Bilo je vise mernih jedinica koje su se nazivale stadion i ne zna se ta¢no Koju je Eratosten
upotrebio. Ako je za svoja merenja koristio stadion na Olimpiji koji je dugacak 185 m onda je
obim Zemlje na osnovu ovoga 46 25046 280 km; otprilike 15% viSe od realne vrednosti. A
ako je koristio egipatski stadion, koji iznosi 157 m, onda je rezultat 39 250 km, §to je svega
za 2% manje od stvarne vrednosti. Pored ovoga je dosao i do uspesnog metoda za izbor
prostih brojeva iz ne mnogo velikog skupa, pa je ovaj nacin reSavanja nazvan po nhjemu,

Eratostenovo sito.

U astronomiji je Ptolomej na osnovu Pitagorine ideje (o opisu nebeskih pojava
krugovima) 150. godine n. e. Ptolomej je razvio matematicki model Suncevog sistema, uz
pomo¢ kojeg je mogao da prorekne kretanje meseca i planeta oko Sunca. Ovaj model je bio
toliko taCan da je ostao u upotrebi sve do 1619. godine kada se Johan Kepler pojavio sa
jednostvnijim i boljim modelom za prikazivanje okretanja planeta. Ovaj model su Njutn i
Ajnstajn malo doradili i kao takav je i danas u upotrebi.

Modeliranje stvarnih problema, a narocito ako su u pitanju matemati¢ki modeli, bili su
u tolikoj meri bitni sa aspekta razvoja ¢ovecéanstva, da su nezavisno od svega slicne metode

izradili u Kini, Indiji i u islamskim zemljama.

Najpoznatiji arapski matematicar je bio Abu Abdalah Muhamad ibn Musa al-Hvarizmi
(VI vek). On je izradio koncept matemati¢kih algoritama (zbog Cega ga neki nazivaju
praocem racunarske tehnike) i sama re¢ algoritam poti¢e od pogresnog latinskog prevoda
njegovog imena. Osim ovog se jo$ brojni njegovi radovi bave algebrom, trigonometrijom,
astronomijom, geografijom 1 kartografijom. Sistemati¢no 1 logi¢no priblizavanje u slucaju
linearnih i kvadratnih jedna¢ina je dovelo do osnova algebre, Ciji naziv poti¢e iz rada pod
naslovom ,Hisab al-dzabr va l-mukabala” (zusle 'dzy 5 1deGlds na arapskom) koji je

nastao oko 830. godine ( re¢ algebra potice iz reci al-dzabr koji se pominje u naslovu).


http://hu.wikipedia.org/wiki/Arab_nyelv

Na zapadu su sve do 11. veka razvijali matematcke modele, u pocetku isklju¢ivo radi

merenja zemlje.

Mogucée je da je najve¢i zapadni matematiCar posle antickih Grka bio Fibonadi,
Leonardo da Piza (~1170 — ~ 1240). Leonardo je u mladosti putovao sa ocem, trgovcem da bi
mu pomagao. Usled toga je mnogo odlazio u istoéne zemlje i tako se upoznao sa hindu-
arapskim pisanjem brojeva. Uvideo je da je aritmetika jednostavnija i1 korisnija sa
hinduistickim brojevima nego sa rimskim. Fibonaci je proputovao Mediteran da bi ucio kod
vodecih arapskih matematicara tog veka. Sa putovanja se vratio ku¢i oko 1200. godine. 1202.
godine, u svojoj 32. godini Zivota izdao je knjigu pod naslovom ,Liber Abaci” (,,Knjiga
abakusa”, zapravo ,,Knjiga o racunanju”) koja je sadrzala sve §to je naucio. Koristio je re¢
»abakus” u aritmetiCckom smislu i time je u Evropi prikazao hindu—arapski nacin pisanja.
Jedinstvena novina u knjizi je bio nov nacin pisanja brojeva, koji je bio po principu lokalne
vrednosti: 7 Postoji 10 hindu znakova: 9, 8, 7, 6, 5, 4, 3, 2, 1, 0. Pomo¢u ovih znakova
mozemo zabeleziti bilo koji broj koji zelimo.” Ova Cinjenica je vrlo bitna, jer se na ovaj nacin

uvela nula u Evropu, kao apstraktan model nicega.

Umetnici, kao $to su bili slikar Poto (1267-1336) i renesansni arhitekta i vajar Filipo

Bruneleski (1377-1446), razvili su nove geometricke principe, kao $to je perspektiva.

U vekovima koji su potom sledili uo¢eno je sve vise matemitickih veza i u isto vreme
je rasla i kompleksnost modela. Bitno je da se napomene da je uprkos tome §to su Diofan i
Abu Abdalah redovno koristili promenljive, ipak je Vijetova zasluga usavrSavanje teorije
jednacina i modernizacija algebarskih oznaka.Vijet je bio medu prvima koji je koeficijente
jednacina oznacavao slovima. Uprkos tome, proslo je vise od 300 godina dok su Kantor i
Rasel pojasnili ulogu promenljivih i formulisali odgovaraju¢e nove matematicke teorije.
Matemeticko opisivanje osnovnih principa fizike i prirode su postali glavna pokretacka snaga
za modeliranje i razvoj matematickih teorija. Vremenom je doslo do opsteg uverenja da se
drustvo, isto kao 1 priroda moze matematicki analizirati. Naime pokazalo se da je moguce da
drustvo funkcioniSe po zakonitostima koje se uglavnom moze opisati i u matemati¢koj formi.
Vremenom se i ekonomija pojavljuje i danas se u sve vecem broju primenjuju modeli i

njihova analiza.
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1.2. Definicija

Model (tal. modéllo, fr. modéle, I. modullus), 1.v. modul; 2. obrazac, uzorak, mustra;
3. Umetnicko potpuno ili delimicno gola osoba prema kojoj umetnik radi sliku ili kip; 4. u
gradevinarstvu ili tehnici: uzorak predmeta koji treba izvoditi, izraden od jeftinog materijala
1, obic¢no, u smanjenom obliku, 5. kalup po kome se Sto izraduje, na primer liju se u pesku

masinski delovi i dr.

Modeliranje je postupak dobijanja matemati¢kog opisa neke pojave koja se odvija u
realnom svetu, kao §to su na primer fizicki, hemijski ili elektrotehnicki procesi, razlicite
oblasti ekonomije, biologije, sociologije, itd. Sa jedne strane, ovaj opis mora biti relativno
jednostavan, a sa druge strane i dovoljno tacan da bi odgovarao svojoj nameni koja je
definisana od strane kreatora modela. Sustina postupka modeliranja je da se izaberu samo one
osobine posmatranog procesa koje predstavljaju potrebne i dovoljne karakteristike da se

proces opise dovoljno tacno sa stanovista namene modela.

Zadatak modeliranja je da osvetli glavne osobine i fenomene realnog procesa i da ih
prevede na neki apstraktan jezik, kao $to je jezik matematike. Na taj nadin, modeliranje
predstavlja integralan deo nauke i tehnologije, koji obuhvata skoro sve oblasti ljudskog

delovanja.

Zadaci modeliranja su zapravo zadaci koji o¢ekuju od ucenika da sastave ovakve
matematicke modele, i da pomoc¢u njih reSe svoj zadatak, a posle toga da budu u stanju da
ocene dobijene rezultate i da ih uporede sa stvarno$¢u. Ovo, zapravo, nazivamo

modeliranjem.
Po nabrajanju Katje Mas?, opste karakteristike modeliranih zadataka su sledece:

- otvorenost
- kompleksnost

- bliskost realnosti

thttp://www.vokabular.org

’Leuders, T. und Maas, K. (Hrsg.). (2007). Und man braucht sie doch! Die Niitzlichkeit von
Mathematik erfahrbar machen. PM Themenheft Pracis der Mathematik, 49(1).
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- autenticnost
- zadatak je koncentirsan na problem

- mogu da se reSe svodenjem procesa modelovanja

1.3. Tipovi modela

Mozemo kreirati razne tipove modela u zavisnosti od cilja koji ho¢emo da

postignemo:

opisni tip: cilj ovog tipa modela je da opise, preslika jednu pojavu; Npr. opisati oblik
Ajfelovog tornja pomocu funkcije;

normativni tip: cilj mu je da prikaze i propise procese koji nastaju pod datim uslovima.
Npr. formula slobodnog pada u fizici;

prognozirani tip: cilj ovih modela je da pomoc¢u njih mozemo nesto da predvidimo.
Npr. kada ¢e nestati zalihe nafte sveta;

objasnjavajuci tip: cilj ovih modela je da daju objasnjenja, da bi se postiglo bolje
razumevanje, npr. matematicko-fizicki model daje objasnjenje na pitanje zasto mehur

ima oblik sfere.

Naravno, moze da se desi da zadatak ima razne ciljeve i zato ga mozemo svrstati u vise

kategorija. MoZemo naci, na primer, objasnjavajuce-opisni ili normativno-prognozirani tip

modeliranog zadataka.

Po drugoj raspodeli:

O taktickom modelu govorimo ako je cilj modeliranja izrada predikcije (osnovana
predvidanja, prognoze) u vezi sa reSavanjem nekog prakti¢nog poblema.

Rec je o strateSkom modelu ako je cilj modeliranja demonstracija veza izmedu nekih
pojava, a s obzirom na istraZivacke, obrazovne svrhe ili mozda s obzirom na
1zraZzavanje stanovista.

Simulacioni model je onaj tip koji je u moguénosti da pokaze slicno ponasanje kao
kod ispitane pojave, tj. kada se moze postaviti nedvosmislena veza izmedu elemenata
ponasanja modela i elemenata ponasanja stvarnog sistema. Simulacioni model dakle,

kao §to mu i1 ime govori, simulira sistem.
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- Opisni model izrazava neku vezu u matematickoj formi, prikazuje pojavu ali je ne
simulira. Kao primer mozemo uzeti regresivnu pravu ili krivu.

- Diskretan model radi na diskretnoj skali, dakle njegova prostorna ili vremenska
rezolucija se ne podrazumeva u skupu realnih brojeva, ve¢ samo u skupu prirodnih
brojeva. Jednostavan primer je naplata putarine na autoputu.

- Kontinuirani model podrazumeva promenljive na celom kontinuumu (u skupu realnih
brojeva).

- Model sa meSovitom ili celom vrednos¢u ima i promenljive 1 sa celom vrednoscu i
neprekidne promenljive.

- O deterministickom modelu govorimo ako model na odredene ulazne podatke kao
rezultat daje taéno odredene brojeve. U deterministickom modelu se nedvosmisleno
odreduje autput modela pomoc¢u odredenih parametara i input podataka.

- Stohasti¢ki model, suprotno od prethodnog, ¢iji izlaz nije definisan nego slu¢ajan broj.
Stohasticke modele razvijamo u slucaju da bismo u ispitanom procesu uzeli u obzir i
ulogu verovatnoce. Simulacione modele u grupi stohastickih u Sirem smislu nazivamo

i Monte Karlo modelima ili Monte Karlo simulacijama.

Takozvani modeli velikih sistema mogu da sadrze viSe razliitih tipova gore navedenih
submodela, kao $to su na primer modeli globalnog atmosferskog zagrevanja (GCM) ili modeli
ekosistema koji su razvijeni pomoc¢u biomatematickih i bioinformatickih sredstava, a znace

bitan deo informativnog sistema okoline.

1.4. Proces modeliranja

Formulacija

Problem iz Matematicki
realnog sveta model

Interpretacija
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Po Gloriji Stilman®proces modeliranja izgleda ovako[8],[9]:

Realan Matemaicki Matematicko

/v problem — model — resenje
Realna \ l

situacija
lzvestaj Model Resenje
“—| prihvacenili € Realnog
odbijen problema

Pomocu jednog zadatka LEMA projekta (LEMA=Learning and Educating through
Modelling and Applications project) ¢emo pokazati najvaznije korake procesa. Zadatak

Havijera Garsije ,,Potpisom protiv novog zakona” zvuci ovako:

25. aprila 2006. godine je jedan c¢lan spanske opozicione stranke predstavio parlamentu

4 000 000 sakupljenih potpisa koji su bili prikupljeni zbog nezadovoljstva javnosti jednim

o
y
"

‘. v g
ﬁ??gtlilb "

novim zakonom koji je spanska vlada donela.

Sve spanske novine prikazale su slike sa velikim kutijama i sa 10 kombinovanih vozila,
koja su dostavila potpisane dokumente u parlament. Postavlja se pitanje da li je ovo bilo
samo politicki trik, ili je stvarno bilo portebno 10 ovih prevoznih sredstava da dostave
4 000 000 potpisa.

%Gloria Sillman, University of Melbourne, Melbourne Australia. Trends in Teaching and
Learning of Mathematical Modelling: ICTMAZ14 (International Perspectives on the Teaching
and Learning of Mathematical Modelling)
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Realan Matematicki
problem problem
Realano Matematicko
reSenje reSenje
Realan svet Matematic¢ki svet
2. SLIKA

Tokom modeliranja kre¢emo od problema iz realnog zivota i pokusavamo da ga reSimo.
Zapravo zelimo da saznamo da li ove slike realno opisuju posmatranu situaciju.

Problemi u realnom Zivotu su kompleksni i komplikovani, zato prvo moramo pojednostaviti i

odrediti naSe konkretne zadatke.

Treba da izracunamo da li je bilo potrebno 10 kombija za dostavljanje 4 miliona

potpisa, to jest treba da saznamo tezinu i zapreminu dostavljenog papira.

U slede¢em koraku pomocu realnog modela stvaramo matematicki model, koji mozemo da
re§imo matematickim metodama. U slucaju prostih zadataka nekad je tesko odvajati ova dva

modela jer koris¢enje podataka direktno dovodi do jednog matemati¢kog modela.

Prvo moramo saznati koliko potpisa moze biti na jednom listu. Iz ovoga mozemo
izracunati kolicinu potrebnog papira. Ako znamo koliko listova su dostavili, onda
mozemo odrediti i zapreminu i teZinu. Na osnovu ovih informacija mozemo odluciti da

je bilo potrebno 10 kombija.
U nastavku matematicke operacije stizemo do matematickog reSenja.

Ako pretpostavimo da na jednom listu ima 20 potpisa, onda nam ukupno treba
200 000 listova. Ako su stvarno 10 kombija dostavila potpise, onda je u svakom bilo
20 000 potpisa. U jednom pakovanju papira za fotokopiranje ima 500 listova, fo znaci
da je bilo 20 000:500=400 pakovanja papira.

Na osnovu podataka koji se nalaze na pakovanju fotokopir papira, tezina Im®
fotokopir papira je 80 g. Ukupna povrsina jednog pakovanja papira je:
210%297*500=31,19*10° mm?=31,19m?. To znadi da je teZina 40*31,19*0,08~100kg.
Prema tome jedan kombi je dostavio 10 kg papira.
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Velicine jednog pakovanja fotokopir papira su sledeca: 23cm*32cm*8cm.

U jednoj kutiji ima 5 pakovanja, sto zmaci da su velicine kutije otprilike
23cm*32cm*40cm. U jednom kombiju treba da bude 8 ovakvih pakovanja.

Velicine jednog kombija su: (Ford Transit)
duzina: 255,8 cm

Sirina: 171,9 cm

visina: 133,8 cm

nosivost: max. 1028kg.

Vazno je da posle dobijenih podataka razmislimo o slede¢em: kakve veze ima reSenje sa

realnim Zivotom, da bismo procenili rezultate.

Na osnovu nosivosti kombija, jedan kombi bi mogao 100 puta vise papira da dostavi.
Ako gledamo teZinu papira, onda je jedan kombi dovoljan. Sad se postavlja pitanje, da
li ima dovoljno mesta u kombiju da se utovari tolika koli¢ina papira. Na oshovu
velicine kombija izracunamo da u jednom kombiju mozZemo staviti najvise 147 kutija
papira (u jedan red 49 kutija, a imamo 3 reda). To znaci da bi jedan kombi bio

dovoljan za dostavu.

Zakljucujemo da nije bilo potrebno 10 kombija za dostavu 4 000 000 potpisa u

parlament.

1.5. Otvoreni zadaci

Vecina tradicionalnih zadataka je zatvorena. Medu glavnim obelezjima zadataka
modeliranja se nalazi i otvorenost. Zadatak je zatvoren, ako su pocetno stanje i ciljno stanje,
kao 1 nacin ostvarivanja nedvosmisleno definisani. O otvorenim zadacima govorimo ako kod
izlaganja zadatka nije jasno dato pocetno stanje (postavljanje zadatka) , ciljno stanje (rezultat)

ili ono §to povezuje ova dva stanja, tj. nacin reSavanja zadatka.
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Dakle, ako zadatak nije zatvoren, onda je otvoren. Ukupno, dakle, razlikujemo 8 tipova

zadataka prema otvorenosti, a to su slede¢i*:

nacin resSenja

pocetak cilj
problem-situacija otvoren otvoren otvoren
mutan problem otvoren otvoren zatvoren
interpretacioni problem zatvoren otvoren otvoren
problem pretrazivanja
- zatvoren otvoren zatvoren
strategije
interpretacioni zadatak zatvoren zatvoren otvoren
jednostavan otvoren zadatak zatvoren zatvoren zatvoren
osmisljavanje zadatka otvoren zatvoren otvoren
osmisljavanje pocetnog
otvoren zatvoren zatvoren

stanja

1.5.1.Primer za situaciju problema

* Greefrath, G. (2007): Modellieren lernen mit offenen realitéitsnahen Aufgaben. Koln: Aulis

Verlag
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Na slici se nalazi jedan ekvatorijalni suncani sat (slika br. 3). Napravi slican sat!

Kod ovog zadatka nemamo ta¢ne podatke o pocetnom stanju, ve¢ samo jednu sliku na osnovu
koje mozemo da krenemo. Nalin reSavanja takode nije striktno dat, uéenici mogu resiti
zadatak na razne moguce nacine, s tim da krajnji rezultat zadatka s obzirom na izabrano

pocetno stanje i na nacin re$avanja zadatka moze biti razlicit.

1.5.2.Primer za mutan problem

Koliko kosta malterisanje kuce koja se nalazi na slici? (slika br.4)

Kod ovog zadatka je samo zeljeno ciljno stanje jasno definisano. Pocetne informacije nam

4. SLIKA
slika ne pruza jasno, potrebne vrednosti moZzemo samo proceniti, odnosno moramo prikupiti 1

aktuelne cene malterisanja, 1 na osnovu ovoga moZemo na viSe nacina da izraCunamo

troskove.

1.5.3.Primer za interpretacioni problem

Napravi kutiju u koju mogu da stanu 4 ping-pong loptice precnika 4 cm.

Ovde smo dali konkretne informacije za pocetno stanje, 1 one su dovoljne za reSavanje
zadatka. Ali, nacini reSavanja mogu biti mnogo razli€iti, lopte se mogu smestiti na razlicite

nacine, i ovako mozemo mnogo kutija da planiramo, dakle, i ciljno stanje je otvoreno.
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1.5.4.Primer za problem pretraZivanja strategije

Izracunaj Koja se pica najvise isplati od ponudenih!
Pica precnika 28 cm: 900 dinara

Pica precnika 32 cm: 1290 dinara

Pica precnika 45 cm: 1480 dinara.

Ovde su sasvim jasni i pocetno i ciljno stanje. Date su veli¢ine pica i njihove cene, i mi
biramo onu koja nam se najvise isplati. Na viSe na¢ina mozemo da uporedimo vrednosti. Na
primer, mozemo uzeti medusobni odnos cena i onda mozemo uporediti njihove vrednosti. Ili,
mozemo i u paru da uzmemo povrsinu pica i odnos njihovih cena, ili uzeti po parovima
odnose povrsine pica i njihovih cena i onda njih da uporedujemo, a mozemo i da racunamo sa

cenom Kkoja pripada jedinstvenoj povrsini, i tako dalje.

1.5.5.Primer za interpretacioni zadatak

Koja prostorija bi bila najidealnija za deciju sobu na slici br. 5? Uzeti u obzir raspored

soba, njihove velicine i oblike!

E_Mr_ -~ [Erkely o
| 4,8 | |I.
5. SLIKA
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Kod interpretaconih zadataka je samo ciljno stanje nejasno. Znamo odakle kre¢emo i kako
treba da stignemo do reSenja, ali uprkos tome svako bi mogao da ima drugo resenje, jer ne

treba imati u vidu one aspekte koji se mogu izracunati na egzaktan nacin.

1.5.6.Primer za jednostavan otvoren zadatak

Izracunaj osnovnu povrsinu stana koji se nalazi na slici br. 6.
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6. SLIKA

Kod jednostavnih otvorenih zadataka je bitno da se doda i to da iako su na osnovu tabele sva
tri koraka zatvorena, svakako je vazno da ne bude sasvim jasan nacin reSavanja zadatka, jer
inaCe on ne bi bio otvoren. Za ovaj zadatak se ne moze re¢i da mu je sasvim jasan nacin
reSavanja, jer se on, na primer, moze na viSe nacina reSiti: osnovna povrSina se moze

izraCunati kao zbir odnosno razlika povrsina trouglova i pravougaonika.
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1.5.7.Primer za osmisljavanje zadatka

Osmisli zadatak vezan za sliku (Slika br. 7) koji se moze izracunati formulom za klasi¢nu

verovatnocu!

7. SLIKA

Ovde smo jasno dali samo nacin transformacije, pocetno stanje, a ciljno stanje osmisljavaju
ucenici. Posto data slika ne sadrzi konkretne podatke koji ograni¢avaju mogucénosti, ucenici

mogu da osmisle mnogo razli¢itih pocetnih i ciljnih stanja.

1.5.8.Primer za osmisljavanje pocetnog stanja

Osmisli zadatak koji se resava linearnom jednacinom i rezultat je 5!

U odnosu na prethodni zadatak razlika je u tome $to smo pored nacina reSavanja ogranicili i

rezultat, dakle, ovde je otvoreno samo pocetno stanje.

1.6. Obuveni zadaci i zadaci bliski realnosti

Kod zadataka modeliranja veliki znacaj se daje vezi izmedu matematickog sveta i stvarnog

sveta. Zbog toga treba da raS¢istimo prirodu i ulogu obuvenih zadataka, zadataka koji su
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bliski realnosti i zadataka modeliranja u nastavi matematike. Naravno, ova tri tipa se ne

odvajaju ostro jedan od drugog.

1.6.1.0buveni zadatak

Kod obuvenih zadataka, kako bismo shvatili matemati¢ki problem, pomoci¢e nam

svakodnevni Zivot, odnosno stvaran svet. U ovim slucajevima oblikujemo zadatak oko datog

njegovo prepoznavanje uvezbavali u razli¢itim kontekstima. I kod ovih zadataka treba da se

trudimo da izmisljena situacija bude $to manje nametljiva.
Primer za obuvene zadatke:

Hteli bismo da podelimo sobu, koja ima oblik jednakokrakog trapeza, na dva jednaka
dela, tako da zid koji je deli bude paralelan sa osnovama. Koliko ¢e biti dugacak ovaj
zid, ako su paralelne strane trapeza dugacke 8 m i 4 m, a kraci su dugi 5 m? (debljina

zidova je zanemarljiva).

Iz teksta zadatka se odmah primecuje da je ovde ,,uvijen” geometrijski zadatak.Veoma je
retko da jedna soba ima oblik trapeza, jos je rede da se kod zidanja zanemari debljina zidova.
Za reSavanje ovog zadatka treba jednostavo ,,odmotati” zadatak i ,,izvaditi” originalan model

koji je ,,umotan”.

1.6.2.Zadaci bliski realnosti

U slucaju zadataka koji su bliski realnosti, zadatke osmisljavamo na osnovu situacija
iz stvarnog sveta ili na osnovu podataka iz stvarnog Zivota. Ovde je naglasak na tome, da
matematika pomogne uéenicima da shvate neki problem iz stvarnog zivota, da prikaze neku

njenu osobinu i da je ispita preko te pojave.
Primer za zadatak koji je blizak stvarnosti:

Izracunaj da li je zaista toliki popust na proizvode, kako se tvrdi u reklami!
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8. SLIKA

Primer za obuven zadatak koji je blizak stvarnosti :

Motorni ¢amac na reci prelazi 6 km uz vodu za isto veme kao Sto niz vodu prelazi 8
km. Od tacke kretanja do 42 km uzvodno i nazad stize za 4 sata i 5 minuta. Kojom

brzinom se krece ovaj camac?
U ovom zadatku se stvarnost i matematika uzajamno pomazu u razumevanju i prikazivaju.

Moze da se desi da je neki zadatak ,,pseudo-realan”, to jest opisuje situaciju uzetu iz stvarnog

sveta, ali u nekom detalju ipak ne odgovara stvarnosti.
Zadatak:

U drzavi sa milijon stanovnika planiraju uvodenje jednog jeftinog testiranja na AIDS.
Znamo da je zarazen otprilike svaki hiljaditi stanovnik. Ispostavilo se da je kod 99,9%
bolesnih ljudi test dao pozitivan rezultat, ali na Zalost i kod 0,1% zdravih ljudi takode.
Pored ovakvih parametara odbacili su testiranje. Jedan matematicar je predloZio da
se testiranje izvrsi dva puta zaredom, i da bolesnike Salju kod lekara samo ako oba
testiranja daju pozitivan rezultat. Na ovaj nacin je moglo da se uvede testiranje. Sa

sledeca dva pitanja cemo pokusati da odgonetnemo kako je ovo moguce.

a) Izracunaj kolika je verovatnoca da je neko bolestan, ako prvi test bude
pozitivan!
b) Izracunaj kolika je verovatnoca da je neko oboleo, ako test dva puta da

pozitivan rezultat!

Sa ovim zadatkom je u sustini problem to $to nisu uzeli u obzir da test ne daje pogresne
rezultate slucajno, ve¢ zato §to pacijenti koji nisu oboleli od HIV-a, a rezultati su im

pozitivni, imaju u organizmu nesto Sto nije HIV, samo li¢i na njega i uzrokuje gresku. Zbog
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toga je vrlo moguce da ¢e i drugi test biti pozitivan. Na ovaj nacin, dakle, drugo testiranje
neé¢e mnogo pomoc¢i da bi rezultati bili uverljivi. U suprotnom, ako bi test sasvim slu¢ajno dao

pozitivne rezultate, onda bi dva testiranja zaista smanjila moguc¢nost pogresnog rezultata.

1.6.3.Zadaci modeliranja

Znacajan broj zadataka koji su bliski stvarnosti su ujedno i zadaci modeliranja. Ali,
naravno postoje i izuzeci jer zadaci modeliranja moraju da ispunjavaju vise uslova, a ako
jedan od tih uslova nije ispunjen, zadatak jo§ uvek moze biti blizak stvarnosti ali ne i zadatak

modeliranja. [4]
Primer za zadatak modeliranja:

Koliko drveca mozemo da spasimo od sece, ako bismo reciklirali najveci broj papira

koji se baci?
Primer za zadatak koji je blizak stvarnosti, ali nije zadak modeliranja:

Profil Ajfelovog tornja na odgovarajucem intervalu opisan je pomocu sledecée

logaritamske funkcije

X
X

=91-
y=9 62,5

Prvi nivo tornja je na visini od 57,63 m, drugi nivo je nal115,75 m, a treci je na

visini od 276,13 m.
Kolika je sirina osnove tornja?
Kolika je sirina terase na drugom nivou?

Zadatak je veoma blizak stvarnosti, jer Ajfelov toranj postoji, i njegov oblik zaista
podseca na grafikon date funkcije. Ali ucenici ne treba da urade zadatak modeliranja da
bi dobili rezultat. Treba samo da ra¢unaju na osnovu datih informacija, model (funkcija)
im je ve¢ na raspolaganju. Osim toga, zadatak nije otvoren, postoji jedna vrsta poCetnog
stanja i jedna vrsta ciljnog stanja, a nacin reSavanja je takode zatvoren. Da je zadatak bio,
na primer, da se nade funkcija koja opisuje Ajfelov toranj na osnovu jedne slike, onda

bismo ve¢ mogli da razgovaramo o zadatku modeliranja.
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1.7. Nacin obrade zadatka

Ucenike vredi popstepeno pripremati na reSavanje zadataka modeliranja. Prvo treba da
ih navikavamo na krace i lakSe zadatke, koji su koncentrisani na razvijanje samo odredenih
sposobnosti, sve dok ne stignu do nivoa na kojem umeju da reSe ceo ciklus modeliranja.
Mislim da je vazno da ovo imamo u vidu, jer u suprothom ucenici lako gube interesovanje
prema ovakvim zadacima. U zavisnosti od tipa zadatka moZemo da biramo organizovanje
rada, uzevsi u obzir vreme koje zadatak zahteva da bi se resilo i okruzenje koje je potrebno da

bi se zadatak resio.

Sto se ti¢e mesta obrade, reSavanje moze da se odvija kod kuce i/ili u Skoli. Takode, zadatak
za istrazivanje mozemo zadati i za domaci zadatak da bismo sve podatke imali za reSavanje

zadatka u Skoli.

Za reSavanje zadataka modeliranja po pitanju nastavnih metoda najvise odgovara rad u grupi i

rad u parovima.

1.8. Ciljevi modeliranja

1.8.1. Razvijanje kompetencija

I u pogledu razvitka ucenika je korisno ako se upoznaju sa zadacima modeliranja, jer

na ovaj nacin im se mogu razvijati razli¢ite sposobnosti.

Prema nacionalnom Zakonu o osnovama sistema obrazovanja i vaspitanja u toku obrazovanja
se razvijaju takozvane klju¢ne kompetencije. Kao deo matematicke kompetencije od izuzetne
vaznosti je da smo sposobni da nase matematicko znanje koristimo u svakodenvnim Zivotnim
situacijama, da prepoznamo i razumemo probleme koje je moguce reSiti matematickim
sredstvima. Po mom misljenju, odgovarajuéim zadacima modeliranja moguce je ove

sposobnosti razvijati.
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1.8.2.Motivacija

Nije poslednji aspekat da zadaci modeliranja pomazu da probude interesovanje kod
ucenika, jer oni ne smatraju matematiku toliko dalekom od stvarnosti, apstrakthom naukom.
Odabirom odgovarajucih tema za obradu i odgovarajueg naina reSavanja mozemo dalje

buditi znatizelju ucenika.
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2. Mogucnost izrade zadataka

Moze se postaviti pitanje gde da nademo zadatke modeliranja. Na raspolaganju

imamo vise mogucnosti. [4]

- Mozemo da koristimo ve¢ postojece zbirke iz zadataka modeliranja. Da bismo ovo
postigli treba da se sluzimo znanjem stranog jezika, na nekom nivou, jer — kako sam
ve¢ napomenula — malo je literature na madarskom ili srpskom jeziku koje se ti¢u ove
teme.

- Mozemo posegnuti i za idejema iz ve¢ postojecih, ,tradicionalnih® zbirki; mozemo

sastavljati otvaranje zadataka i preradu zadataka.
Primer:
Tekstualni zadatak:

1z jedne cesme za jednu sekundu istece 0,25 dl vode.

a) Koliko vode istece za 24 minuta?
b) Kolika je teZina vode koja je istekla za 24 minuta, ako 1l vode tezi 1 kg?

1. zadatak modeliranja:
Koliko vode istece iz jedne cesme koju su zaboravili da zatvore?

Ovde smo, pre svega otvaranjem prvobitno zatvorenog zadataka postigli da dobijemo zadatak
modeliranja. Da bi u€enici resili zadatak moraju da izvrSe merenja i na osnovu njih sastave

matemati¢ki model kojim bi potom resili zadatak.

Medutim, mozemo da razmisljamo i o resavanju zadatka u drugom smeru. Ostajuci pri temi,

a menjajuci kontekst mozemo da sastavimo i1 druge zadatke. Na primer:
2. zadatak modeliranja:

U danasnje vreme Cesto cujemo zastrasujuce vesti o tome kako nam se zbog neosnovanog
troSenja vode veoma brzo troSe zalihe vode za pice. Razmisli o tome, da li ti imas neke
loSe navike, koje se ticu nepotrebnog trosenja vode! Koliko vode bi ustedeo da se ostavis

ovih navika?
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3. Izradeni zadaci

U ovom poglavlju se nalaze zadaci koje sam ja izradila i njihova moguca resenja.
Grupisanje zadataka je tezak posao jer iz bilokog aspekta da ih gledamo, tesko ih je svrstati u
pojedine kategorije. Zbog toga sam se trudila da pronadem njihove najspecifi¢nije osobine, i

na osnovu njih da ih razvrstam.

3.1. Zadaci planiranja

3.1.1.Ugradeni orman

i

|
‘..K:‘. x

9. SLIKA

U potkrovlju, u jednom delu sobe, ispod krova, pravimo ugradeni orman.(Slika br. 9).
Radovi su skoro zavrseni, ali bismo voleli da postavimo jos jednu policu u ormanu.
Odluci gde ¢e polica biti 1 kolike ¢e debljine ona biti. Izracunaj kolika ploca ée ti biti

potrebno.

Dimenzije ormana ces videti na sledecoj skici:

100 cm

/ 20 cm

90cm

10. SLIKA
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Moguce reSenje:

Da bismo resili zadatak prvo treba da izraCunamo gde ¢e tacno biti nasa polica, i treba da
uzmemo u obzir debljinu ploc¢e koju ¢emo da koristimo. Kod planiranja mozemo imati u
vidu vise aspekata, na primer, $ta bismo voleli da drzimo u ormanu i u kom rasporedu
bismo to skladistili. Ovde bih drzala odecu i cipele i zbog toga mi se ¢ini da bi polica
trebalo da bude na srednjoj visini. Pri izboru plo¢e moramo da imamo u vidu i tezinu koju
ona mora da drzi, kao i to da li ¢e ona biti sakrivena vratima ili zavesom, ili ne. Posto
bismo voleli orman koji je prekriven zavesom, onda plo¢a ne mora da bude lepa,
odgovara¢e nam i prirodna strnjika, ona je najjeftinija. Ako bismo proverili u katalozima
ili na internetu, videli bismo da je najc¢es¢a debljina ploca 18 mm, ovo je dovoljno debelo
da izdrzi teret odec¢e. Kada budemo imali konkretnu predstavu o ormanu, mozemo
izracunati veli¢inu potrebne police. Ako ¢emo je staviti na srednju visinu, onda to znaci da
¢e gornja povrsina ploc¢e biti 9 mm iznad sredjne visine ormana. Dakle, raCunanje moramo
vrsiti u skladu sa ovim jer maksimalna veli¢ina police zavisi od visine na kojoj je gornja
povrSina police, budu¢i da se orman suzava prema gore. Prema tome, mozemo da

prikazemo sledecu skicu:

a
100 cm
509 cm
120 cm
11. SLIKA

. o C e . .. 491
Mali trougao koji je nastao gore je sli¢an prvobitnom trouglu, a srazmera ove sli¢nosti je Too"

Iz ovog se mozZe izracunati veli¢ina police:

291 4120 = 58,92cm.
100
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Posto je Sirina ormana 90 cm, onda bi nam bila potrebna ploca veli¢ine 90cm X 58,92 cm. U
stvarnosti ne bismo mogli da trazimo ovoliku ploc¢u u prodaji, zato je dobro ako kupimo plo¢u

dimenzija90 cm x 59 cm.

Nase ra¢unanje je pripremljeno za idealan matematicki model, ali je moguce da nasa merenja
ni u stvarnosti ne budu besprekorno precizna i da bismo resili ovakav problem, ona nisu ni

potrebna.

Naravno reSenja zavise od toga kakve smo ormane planirali na poc¢etku.

Napomena: Zadatak moze dati i dalje ideje na planu planiranja polica. MozZemo na
primer praviti ,, tradicionalnu” policu ili orman, koji mogu imati elemente u obliku luka ili
elemente koji nisu pod pravim uglom, a mozemo i da zalepimo foliju na ivicu ploce, sto

nam donosi nov izdatak.
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3.1.2.1zgradnja stepenista po pricipu ,sam svoj majstor”

12. SLIKA

Voleli bismo da napravimo stepeniste za kucu, kao $to je na slici (Slika br.12). Stepeniste
bi vodilo iz dnevne sobe ka potkroviju, osnovna povrsina dnevne sobe je 4,5m x 4,5m,
unutrasnja visina je 270 cm. Po recima naSeg poznanika, koji je gradevinar, ploce
udobnih stepenica su 17-20 cm jedna iznad druge, i 20-25 cm jedna ispred druge. Koliku
rupu moramo da izbusimo u plafonu, odnosno, koliko dugacka cev i koliko metalnih ploca

¢e nam biti potrebno da bismo izgradili stepenice?
Moguce resenje:

Pre izgradnje stepenica moramo da ih osmislimo.Toko mplaniranja moramo vise aspekata da
uzmemo u obzir, kao §to su unutra$nja visina stana i udobnost. Znamo da je unutr$nja visina
stana 270 cm i da ¢emo imati udobne stepenice ako su plo¢e na visini 17 — 20 cm jedna
iznad druge. Moramo da odlu¢imo i koliko ¢emo stepenica imati. Uzimajuéi u obzir udobnost

mozemo na sledeéi nacin da raCunamo:

270:17 = 15,88
270:20 = 13,5.
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Iz ovog sledi da ¢e stepenice biti udobne ako im je broj izmedu 14 i 16. Ja bih Zelela da
napravimo 15 stepenika, tako da svaki stepenik dolazi na 18 cm. U zavisnosti od Zeljenog

ugla stepenica, svako moze da bira duzinu koraka na ovu visinu, ja bih izabrala 25 cm.

Napomena: ovde se moze ukazati na strminu linearne funkcije, i na nacin na koji se to moze
izracunati, jer strmina stepenika zavisi od visine na koju se uspinjemo na odredenom odseku

jednog napravljanog koraka.

o

270 cm

el | 375 cm

13. SLIKA

Prema ovome je cela duzina stepenika 15 - 25 = 375 cm(skiciran plan stepeniSta se
vidi na slici br. 13). Ovo staje u dnevnu sobu i ostaje dovoljno mesta da se moze prici
stepenicama. U slucaju da se stepenice planiraju u manju sobu, morali bismo sve ponovo
da osmislimo. Pri busenju otvora u plafonu moramo uzeti u obzir i opasnost da visoki
ljudi mogu da udare glavom u plafon. PozZeljno je poceti sa busenjem otvora tamo gde
ostaje samo 2 m izmedu plafona i stepenika. Bilo bi dobro da se po¢ne sa busenjem na
granici izmedu 3. 1 4. stepenika, jer ako uzmemo da je debljina ploce za stepenik 3 cm,
onda je udaljenost do plafona kod 3. stepenika 270 — 3 -18 — 3 = 213 cm, a kod 4.
270 — 4 -18 — 3 = 195 cm. Prva tri stepenika iznose duZinu 3 - 25 = 75c¢m, tako da je
ostala duzina 300 cm, §to znaci da otvor mora da bude bar toliko dugadak. Sirina otvora se
slaze sa Sirinom stepenika, a to je najcesc¢e 80 — 100 cm, ja bih zbog udobnosti izabrala
100 cm. Dakle, potreban otvor je dimenzija 300cm X 100 cm .

Napomena: Ako ne zelimo da Stedimo na prostoru, mozemo da napravimo otvor i na celu

duzZinu stepenika.
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Znajuéi duzinu i visinu stepenica mozemo izraunati duzinu metalne cevi koja nam je

potrebna, pomocu Pitagorine teoreme:

270

375
14. SLIKA

Posto stepenice drze dve cevi, onda su nam za izradu stepenista potrebne dve gvozdene

cevi od 462 cm.

Duzinu ploca za drzanje svakog stepenika mozemo izraCunati i prema broju stepenika:
za jedan stepenik: 18 + 25 = 43
za celo stepeniste: 43 - 15 = 645

25

15. SLIKA

Medutim bice jednostavnije ako primetimo da je to isto kao i ukupan zbir cele visine
stepenica i njene duZine, tj:270 + 375 = 645cm(slika br. 15).

Posto je svaki stepenik poduprt sa dve ploce, to je ukupno 2 - 645 = 1290 cm.
Zakljuc¢ujemo da je toliko duga ploca nam je potrebna.

Za vrednosti koje su dobijene kao rezutat mozemo reci da su potpuno realne, i mozemo da

zamislimo ove stepenice u jednom stanu, i verovatno bi i njihova upotreba bila udobna.
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270

16. SLIKA

Napomena: zadatak bi bio interesantniji ako bismo pravili kruzne stepenice, ali time bi i

racunanje bilo mnogo kompikovanije.

3.1.3.Alternativna bozi¢na jelka

U jednoj televizijskoj emisiji koja se bavi temama kucnih majstorija napravili su

svojevrsnu ,, alternativnu boziénu jelku” kao praznicnu dekoraciju (slika br. 17):

17. SLIKA
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1. Jednu letvu 5 cm sirine i 3 cm debljine iseckali su na komade, tako da
svaki komad bude 3 cm kraéi od prethodnog, sekli su ih u paru da bi od svake duzine
imali po dva komada. Najduze parce je bilo dugacko 60 cm.

2. Odsecene komade su izbusili na jednom kraju.

3. Na jednu drsku od metle navukli SU ove ploce i estetski su ih okretali da
bi dobili spiralan oblik. Gotovo drvo je bilo visoko otprilike do grudnog kosa voditelja
emisije.

4, Na kraju su ga ukrasili svecama i dekoracijom na vrhu.

Osmisli svoju ,,alternativnu boZi¢nu jelku”! Koliko drvenog materijala ce ti biti

potrebno? Proveri i koliko ¢e sve ovo kostati!

Kao prvi korak, moramo da odlu¢imo koliko ¢e visoka biti nasa jelka. Ja bih, na primer,

bila zadovoljna sa jelkom visine 1 m i Sirine 1 m.

Treba da osmislimo Sirinu prvog komada, kojim spirala kreée, kao i da znamo broj
potebnih komada sa kojima bismo postigli Zeljenu visinu. (Ne moramo se drzati toga da se
letve skracuju svaka po 3 cm i to mozemo da modifikujemo po ukusu).

Ja bih svoje drvo pokrenula letvom od 50 cm (¢ak i ako ¢e na ovaj nacin jelka biti uza od
1 m). Posto je letva debljine 3 cm, nama ¢e biti potrebno otprilike 33 komada da bismo
postigli visinu od 1 m. Ako ¢emo posle svakog drugog komada da skratimo duzinu letvica
za po 3 cm-a, onda ¢emo ovo shvatiti kao seriju od 33 elementa. Ovaj niz mozemo da
raS¢lanimo na dva aritmeticka niza, jedan ima 16 ¢lanova, a drugi 17. Prvi ¢lanovi kod
oba niza su a; = 50, a diferencija im je d = — 3. Najkraca letvica odgovara poslednjem

¢lanu niza od 17 ¢lanova i zbog toga je njena duZina:

a17=a1+(n_1)d=50_163=2
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33.

47 cm

3 50 cm 1.

18. SLIKA

Komadi¢ od 2 cm je suvise kratak i neupotrebljiv. Dakle, moramo da menjamo plan
odsec€enih drva. Ovo moZemo na vise nacina da uradimo:

- Bice nam dovoljno manje nivoa i tako ¢e nam 1 jelka biti malo niza,

- Za osnovu ¢emo uzeti $iru letvu,

- Manjom merom skra¢ujemo letvice

- Pravi¢emo vise od dve letvice od odredene duzine.

Neka nam sada odgovara drvo koje je 3 cm nize. To znaci da ¢e najvisa letvica biti duga
2+ 2 -3 =8cm. A visina nivoa iznosi 30 - 3 = 90 cm. Ako dodamo ovome jo§ malo
parée drske od metle koje gore viri moje drvo ¢e biti odgovarajuce Visine.

Dakle, plan drveta se kristalizovao: sastavicemo 30 komada letvica, jednu na drugu,
najduza iznosi 50 cm, a najkraca 8 cm, duzina letvica se skracuje sa 3 cm, posle svakog
drugog komada. Da bi se one sastavile bi¢e nam dovoljna jedna drska od metle, duga

1m.

Napomena: drvo se moze isplanirati i prema drugim aspektima. Mozemo krenuti i od
broja nivoa ili od konacne novéane vrednosti materijala. Tako bismo zapravo zadatak
izvrsili obrnutim redosledom. Ili mozemo wuraditi zadatak i na taj nacin Sto cemo
pretpostaviti da ve¢ imamo neku Kolicinu drveta kod kuce, i kako ne bismo kupovali jos

moramo da radimo sa postojecom kolicinom.
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Pogledajmo koliko materijala ¢e nam biti potrebno za izradu ovog drveta! Zapravo,
zanima nas zbir duzina svih letvica. Za izraCunavanje ovog zbira mozemo Koristiti sumnu
formulu aritmetickog niza, jer niz duzina letvica moze da se podeli na dva jednaka
aritmeticka niza, gde je:

Nama je potreban zbir prvih 15 ¢lanova ovoga hiza:

50 + 8
S15 = —5— 15 = 435.

Posto su se dva ovakva niza stopila duzina letve je 435 - 2 = 870 cm. Dakle, toliko letvi
nam je potrebno za nasu bozi¢nu jelku. Pitanje je u kojim duzinama se letve prodaju. Ako
su ti paréadi suviSe kratki onda moze da se desi da ¢emo mnogo neupotrebljivog
materijala imati kao otpad i onda ¢emo morati da kupimo znatno vecu koli¢inu drveta.
Osim ovoga nama je potrebna i jedna drska od metle duga 1 m (a ovo svakako mozemo

samo ucelo da kupimo), ili neki drugi tanak Stap.

Posle izracunavanja cene materijala mozemo odrediti i troskove:

Letva 3x5 3 metara 21 din/m
Impregnirana letva 3x5 3 metara 25 din/m
Letva 3x5 do 4-6 m 35 din/m

Cini se da je najjeftinije reSenje da kupimo 3 letve od 3 m. Od ovoga mozZe prili¢no

ekonomicno da se odseku letvice, na primer na slede¢i nacin:
2-50+2-47+4+2-44+17 =299
2-41+2-38+2-35+2-32+8 =300
2:294+2:-26+2-23+2-20+2-11+17+8 =271
Na osnovu ovog raCunanja od 9 - 21 = 189 dinara mozemo da kupimo potrebnu

koli¢inu drvenog materijala. DrSku od metle, na osnovu jedne liste sa interneta, u duzini
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120 — 200 cm mozemo kupiti za 80 — 100 dinara. Nama je dovoljna i najkraca.
Ukupni izdatak za materijal je dakle 189 + 100 = 289dinara.

Mozemo jos, eventualno da dodamo i cenu svecica i stalak za jelku, mada je moguce da
nam je ovog ostalo od prethodnih godina, §to se narocito odnosi na stalak.

Posto moje drvo nije mnogo Visoko, niti je njegovo ,,stablo” debelo, jedan manji stalak ¢e
biti odgovarajuci. Najjeftiniji koji sam nasla je 500 dinara. Svecéice sam naSla onakve,
kakve mi se dopadaju, u prodaji su u pakovanju od 30 komada, bas$ koliko je meni
potrebno ako na svaku granu stavim po jednu. Ako uporedimo sa ostalim sveéama i
veli¢inama pakovanja, ove bih odabrala i to bi me kostalo 550dinara.

S tim zajedno moja bozi¢na jelka bi me kostala 289 + 500 + 550 = 1339 dinara.
Svako moze sam da odluci da li mu se dopada ovaj ukras i da li bi tro§io svoje vreme i

novac na njega.

3.2. Zadaci za prognoziranje

3.2.1.0pasno otapanje

Povrsina Zemlje je 510 072 000 km? najveéi deo ove povrsine pokriva voda -
priblizno 70,8%. Grenland je najvece ostrvo na Zemlji, na njemu se nalazi jedna
dvadesetina zaliha leda nase planete. Na osnovu satelitskih i mesnih meteoroloskih
sredstava se vidi da se otapanje leda na Grenlandu ubrzava. Od 2000.godine otopilo
se 1500 milijardi tona leda, a to je za 5 mm povisilo nivo vode u okeanima.

19. SLIKA : SNIMAK, KOJI JE NAPRAVLJEN UZ POMOC POSMATRANOG
POSTUPKA MIKROTALASNOG STVARANJA SLIKE, PRIKAZUJE OTAPANJE
OPAZANO 2007. GODINE. NARANDZASTA POLJA PRIKAZUJU VISE, A PLAVA
MANJE OTAPANJE U ODNOSU NA PROSEK 1Z PERIODA 1988 — 2007 (IZVOR:
NASA/EARTH OBSERVATIRY)
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Grenland poseduje ledenu povrsinu koja odgovara povrsini koja je 20 puta veéa od
teritorije Srbije (1 833 900 km?), to iznosi 2,85 miliona kubnih kilometara leda. Koje

bi bile posledice otapanja ovog ledenog pokrivac“a'?5

Moguce resenje:

Da bismo otkrili posledice otapanja ledenog pokrivaca sa Grenlanda moramo da utvrdimo

koliko bi se povecao nivo vode na planeti.

Napomena: Ovo, naravno, daje samo teoretske vrednosti, jer voda popunjava prostor koji

joj je na raspolaganju, a ne dize se stubasto. Medutim, dobijena vrednost ukazuje na

opasnost koju nam donosi otapanje leda sa Grenlanda.

Mozemo na vise nacina da se priblizimo problemu:

Mozemo pretpostaviti da je povsina Zemlje ravna i da se voda stubasto dize iznad ove
povrsine. Ovde ¢emo, dakle, prvo da izracunamo vodenu povrsinu na Zemlji, tako $to
znamo njenu ukupnu povrsinu i znamo i procenat vodene povrsine:

510072 000 - 0,708 = 361 130976
Dakle, vodeni pokriva¢ iznosi: 361 130 976 km?2.

Znamo da zapremina leda na Grenlandu iznosi 2,85miliona km3, iz ovoga mozemo da

izraCunamo visinu ,,vodenog stuba’:

2850000 : 361130976 = 0,00789.

Dakle, ,,stub” bi bio visok skoro 8 m. Naravno, znamo da se u stvarnosti voda prostire.
A ovo zapravo znaci da bi se posle otapanja veoma mnogo kopna naslo pod vodom.

Cak i pored toga bi se nivo vode znadajno podigao.

Pretpostavimo da je Zemlja lopta i tako izracunajmo rast nivoa vode. Ako uzmemo da
nivo vode raste za x km, onda mozemo da vr§imo racunanje tako §to oko centralne
tacke prvobitne lopte nacrtamo drugu loptu, koja ima za xputa veci polupre¢nik i

70,8% sloja, koji se stvara izmedu dve lopte, shvatimo kao poviseni nivo vode. Dakle:

4 4
370 +2)% = 27| 0,708 = 2850 000,

® |zvori: Science, http://rs.wikipedia.org/
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Potreban nam je polupre¢nik unutrasnje lopte, §t0 mozemo izracunati iz povrsine:

P = 4nr? =510 072 000
r = 6371,047 km.

Napomena: ovo nije potrebno racunati po svaku cenu, jer je moguce da duZinu

poluprecnika zemaljske lopte ve¢ znamo.

Ovako, kao vrednost x dobijamo kubnu funkciju i ona za rezultat ima samo jedan realan

rezultat, ato je x = 0,008.

Napomena: ocekivano je da cemo dobiti vrio slican rezultat onom prethondnom, jer
porast, koji je veoma mali u odnosu na prvobitan poluprecnik, takode ne uvecéava

povrsinu lopte u velikoj meri.

Dakle, ponovo dobijamo rezultat koji govori da bi se nivo vode povecao za 8 m, ali i ovde
moramo da obratimo paznju na to da se voda prostire, dakle nivo mora bi poraslo za nesto

manje, ali povr$ne na obalama bi u velikoj meri bile pod vodom.

Napomena: mozemo da pogledamo na nekoj geografskoj karti gde i u kolikoj meri bi voda
pokrila kopno.O otapanju vode na Grenlandu moZemo pronaci dosta clanaka, od kojih
neki pominju da naucnici tvrde da bi se nivo vode podigao za 7 m, dakle, rezultati koje

smo mi dobili ne stoje daleko od njihovog proracuna.
Druga mogucnost reSavanja bi mogla da se javi spontano i u prosecnim grupama, ali

reSavanje kubne jednaCine bismo mogli samo fakultativno da radimo, ili uz pomo¢

grafickog kalkulatora, odnosno racunara.
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3.3. Objasnjavajuci zadaci

3.3.1.Lego-lopta

20. SLIKA

., Lopta” na slici (Slika br. 20) potice iz jednog klipa sa interneta. Po mini-filmu ona je
izgradena od 5 miliona lego-kockica dimenzija 2x4. Ucesnici Su je skotrljali niz jednu
ulicu sa dosta velikim nagibom, na kraju se lopta sudara sa jednim automobilom ali se
ne raspada. Da li mozes da poverujes ono Sto vidis na snimku? Obrazlozi svoj

odgovor!

Moguce resenje:

Da bismo mogli da sudimo o istinitosti video-snimka, moramo da procenimo potrebnu
koli¢inu kockica za izgradnju ,,lopte”, kao i da procenimo njenu tezinu. Iz ovoga mozemo da
zaklju¢imo 1 veli¢inu Stete koju ona moZe da prouzrokuje kada se sudari sa automobilom. Za

0VO je potrebno da ozvr§imo neka merenja.

Napomena: Ako se merenja vrse u Skoli onda je poZeljno da se racunanje vrsi uz pomoc
prosecnih vrednosti koje su ucenici dobili. Prvo, da vidimo tezinu lego-kockica. Dobi¢emo
tacniji rezultat ako ne merimo kockice pojedinacno, nego odjednom izmerimo vise njih:

10 komada: 22 g

20 komada: 44 g

Dimenzije kvadra koji se moze sastaviti od 20 komada kockica su:
32mm x 64 mm x 48 mm,
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a zapremina je: 98304 mm3® = 98,304 cm?3.

Pretpostavimo da se napravljeno telo sastoji od 5 miliona komada kockica. To bi znacilo da

mu je zapremina
2,2g - 5000000 = 11000000g = 11t¢t.

Dakle, ako je zaista potrebno 5 miliona komada domina da bi se izgradila ovolika ,,lopta”, ona
ne bi mogla da se sudari sa automobilom, a da on ostane nepovreden, jer bi ovoliki monstrum

od 11 t Kkoji se skotrlja niz nagib sigurno polupao auto.

Pogledajmo iz ugla zapremine da li je potrebno ovoliko lego-kockiza za ovu konstrukciju. Na
osnovu videa ona bi trebalo da je visoka i Siroka oko 2 m. Da bi sve bilo jednostavnije

izraCunajmo zapreminu jedne lopte sa pre¢nikom od 2 m:

4 4
V= gnr3 =3 4,188790 m3 = 4 188 790 cm?

Naravno, ne mozemo da izgradimo savrSenu loptu, ali je vidljivo da nam je potrebno mnogo

manje od 5 miliona kockica da bismo sagradili ,,Joptu” ovih dimenzija:

98,304

4188 790 :
20

~ 852211,5.

Posto je konstrukcija na snimku dosta uglasta i nikako ne dostize oblik perfektne lopte,

verovatno je da je potrebno i od ovoga manje kockica.
Da vidimo ponovo kolika ¢e biti tezina, ako je ovako posmatramo. Sa vrednostima koje su
nam potrebne za perfektnu loptu teZina bi bila:

8522115 - 2,2 g = 18748653 g ~ 1,9¢,

Sto je pretesko da ne bi prouzrokovalo nikakvu stetu.
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Napomena: da bismo se priblizili rezultatima ne moramo da racunamo sa tolikom
preciznoséu. Dovoljno je da procenimo na sledeci nacin:

4000 000: 5 = 800000 kockica nam je potrebno za izgradnju lopte, i one bi tezile
viSe 0d 800000 - 2g = 1,6 t. To jest, teZzina konstrukcije koja se priblizava pravilnoj
lopti iznosi najmanje 1,6 t.

A ako pretpostavimo da je zbog rupica u konstrukciji upotrebljeno samo 500 000
elemenata za izgradnju, ,lopta” je ipak tezila 1,1t. Ovaj rezultat ve¢ odgovara tezini
jednog prose¢nog auta, a ako se auto spusti — dosta brzo — niz nagib i sudari se sa drugim,
onda ¢e se sigurno oStetiti oba auta. Iz ovog mozemo da zakljuéimo da bi se na
automobilu moralo stvoriti bar neko manje oStecenje, a moze se pretpostaviti i da bi sa

lego-lopte otpao koji komad. Snimak je, dakle, najverovatnije lazan.

3.4. Opisni zadaci

3.4.1. Mafin sa duplim ¢okoladnim nadevom

Omiljeni Kristinin kola¢ je mafin sa duplim c¢okoladnim nadevom. Potrazila je recept
na internetu, ali nema kalup za mafin i zbog toga bi volela da testo ispece u drugoj
tepsiji. Sastojci su dovoljni za 12 komada mafina. Koji kalup da izabare od

ponudenih?

Mafin sa duplim cokoladnim nadevom
Y Solje putera ili margarina

1/3 Solje + 2 supene kasike secera

2 jaja

% Solje mleka

1 kafena kasike arome badema

1 kafena kasike arome vanilina ('ili 2 kesice vanilin Secera)
1 % Solje brasna

¥ solje kakao praha (ne instant)

1 supena kasika praska za pecivo

Y4 kafene kasike soli
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% Solje granulata cokolade za jelo

Priprema: ugrejemo rernu na 175° C, kalupe za mufin namazemo puterom. U jednu
Ciniju stavimo Secer i puter i stavimo je u mikrotalasnu na 20-30 sekundi, da puter
omeksa. Dobro umutimo varjacom i dodamo jaja, mleko, arome badema i vanilina.U
drugoj ciniji pomesamo brasno, kakao, prasak za pecivoi so. Ovu meSavinu sa
brasnom dodamo onoj sa puterom i mesamo tek toliko dok se oni dobro ne pomesaju.

Na kraju umutimo i granulat cokolade za jelo. Kalupe napunimo testom do 2/3 i

pecemo 15-20 minuta.

24. SLIKA 23. SLIKA

22 SLIKA

21. SLIKA
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Moguce reSenje:

Da bismo resili zadatak moramo znati veli¢ine kalupa za mafin i koli¢inu testa koju dobijemo
od ovog materijala. Posle toga bismo mogli da odredimo odgovarajuéu formu za

najprakti¢nije pecenje kolaca.

Da bismo izracunali zapreminu testa za mafin, mozemo iskoristiti informaciju da se kalupi
pune do 2/3. A da bismo ovo izra¢unali moramo da znamo dimenzije jedne prosecne tepsije

za mafin.

Napomena: ja sam spremila ove mafine a tepsiju koju sam ja koristila (Slika br. 23), testo
je zaista napunilo otprilike 2/3 tepsije. U ovoj tepsiji su donji precnici udubljenja 5 cm, a
gornji precnici 8 cm, dok je dubina 33 mm. Ne mozemo ocekivati od ucenika da nam
ispeku mafin, ali mogu imati nekakva iskustva ili mogu izvrsiti merenja kod kuce, i mogu

da se oslone na ta merenja.

U ovom slucaju merenja vrSimo na osnovu gore navedene tepsije za mafin, u ¢ijim

udubljenjima je testo visoko 20 — 22 mm.

Dakle, moze se re¢i da je tatno ako racunamo sa visinom od 2/3 formi kao §to je dato,

zapravo sa 2,1 cm, jer je:

2
32 3= 21,33333 ...~ 21.

Kalupe za mafin mozemo modelirati sa zarubljnenom kupom, ¢ije su dimenzije:

r=25cm; R=4cm;m = 3,2cm.

C 4 B
-
3~2 T
2.1
E F
2.5
X
A
25. SLIKA
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Medutim, punimo ih testom samo do visine od 21 mm. Sada moramo da izraCunamo
polupreénik gornjeg kruga, Koji je u sastavu zarubljene kupe. Ovo mozemo da uradimo, na

primer, uz pomo¢ nasih saznanja koje se odnose na podudarnost trouglova.

Ako produzimo krake trapeza, koji smo dobili iz preseka zarubljene kupe (Slika br. 26),
dobi¢emo trougao.Truglovi ABC i AFE se podudaraju jer su oba pravougaona i imaju jedan

zajedni¢ki ostri ugao. 1z ovoga sledi:

4 _2,5
3,2+x_ X
x =~ 5,3

Sada mozemo da iskoristimo ¢injenicu da se trougao AEF podudara sa truglom ADG (isto

tako 1 sa trouglom ABC, svejedno je koji ¢emo koristiti):

R 25

74 53
Dakle, dimenzije zarubljene kupe koja je popunjena testom su sledece:

r=25cm

m=2,1cm.

sa podudarnoséu sa prethodnim: R=3,5cm

a zapremina joj je V = % (R? 4+ Rr +1%) = 60cm?3,

Ovako mozemo, otprilike, 12 - 60 = 720 cm3 testa sipati u kalup. Ovo treba da uporedimo
sa zapreminama tepsija sa slika.

Napomena: ako je cilj zadatka da se prisetimo ranijih matematickih saznanja, onda vredi
da se izvede odgovarajuca formula. Ali ako nam nije to cilj, onda mozemo da koristimo i

tabelu funkcija.

Zapremina silikonske tepsije u obliku pravougaonika (Slika br. 23) je:

V=a-b-c=40-28-6 =6720cm3.

Iz odnosa zapremina se vidi da bi testo samo u tankom sloju pokrilo tepsiju. Dakle, u ovoj

tepsiji bismo mogli peé¢i samo vrlo tanak kolag, i nije svrsishodno da ga izaberemo.
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Zapremina okrugle tepsije za tortu (slika br. 24):
V=r%mm = 10%r- 6 ~ 1884cm?3.

Zapremina ove tepsije je nesto viSe nego dva puta veéa od zapremine testa za mafin, iz cega
se vidi da testo mozemo u debelom sloju nasuti. Dok se pece, zapremina teSta se povecava i
zbog toga bismo mogli da ispeCemo zaista lep kola¢ u ovom kalupu. Ova tepsija bi mogla biti

dobar izbor.

Na poslednjoj slici (Slika br. 25) je tepsija za hleb. Zapreminu tepsije mozemo uporediti sa
zapreminom kvadra U nizim razredima ili zapreminom trapezoidne prizme, a u vi§im
razredima mozemo detaljno izraCunati njenu zapreminu. Za ovo poslednje, na raspolaganju
nam stoji vise opcija, a Zeljenu vrednost mozemo da izra¢unamo kao zbir ili razliku
zapremina piramida i prizmi, u zavisnosti od aspekta naseg priblizavanja zadatku. Jedna od
mogucnosti je da prvo zamislimo ovaj oblik u jednom kvadru i da zatim ,,oduzmemo” 4
trostrane prizme sa strana ove forme. Na ovaj nacin dobi¢emo Zeljeni oblik, ali smo na
uglovima dva puta oduzeli piramide sa kvadratnom osnovom, koje smo dobili iz preseka

prizmi. Zbog toga ¢emo vrednost njihovih zapremina ponovo dodati:

V = Vivadar — 2~ Vprizma1 -2 Vprizmaz +4- Vpiramida
1-7-10 1-7-24 1-1-7
V:10.24.7_2-T_2- > + 4 - w1451,330m3.

Ako mozemo da napunimo testom otprilike do pola ovaj kalup, posle pecenja bi verovatno
testo napunilo tepsiju u potpunosti. I ovaj kalup bi bio dobar izbor za pecenje kolaca, ali

moramo uzeti u obzir da treba duze da se pece, jer se zbog debljine sporije pece.

Napomena: ako bismo poceli da racunamo sa ukupnom zapreminom sastojaka za kolac (1
Solja=2,5 dl; supena kaSika=15 ml; kafena kasika=5ml), onda cemo dobiti otprilike
1114,25 cm3 kao rezultat. Ovo je dosta vise nego koliko mi testa u stvarnosti imamo, jer
razliciti deli¢i materija ispunjavaju preznine medu drugim delicima druge materije. O
ovome treba razgovarati sa ucenicima pre resavanja zadatka. Medutim, i ovaj nacin
resavanja zadatka nas moze dovesti do pravog resenja: ako imamo u vidu da ¢emo imati
manje testa od one vrednosti koje smo dobili kao rezultat, onda mozemo izabrati tepsiju u

koju mozemo slobodno sipati testo.
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3.4.2.Venecijanska gondola

Morosin Francesco
[=1 Serramenti
Ed' Infissi

26. SLIKA

Venecija je grad laguna, sediste severnoitalijanskog regiona Veneto. Lezi na
mocvarnim lagunama Venecije, na severnom delu Jadranskog mora, koja se prostire
izmedu usca dve znacajne reke, Po i Piave. Grad je u potpunosti utkan u mrezu
kanala, deo toga vidimo na slici (Slika br. 26). Kolika je najduza gondola koja bi

mogla da skrene na ovoj raskrsnici kanala?

Moguce reSenje:

Na$ zadatak je da utvrdimo maksimalnu duzinu gondole koja bi uspela da saobrac¢a na ovoj
raskrsnici. Vidljivo je da nema isto toliko prostora u svim pravcima kretanja. Moramo da
proispitamo najekstremniju situaciju, kada gondola stoji upravo tako da dodiruje obale dvaju

kanala, kao i ugao raskrsnice.

Da bi racunanje bilo jednostavnije shvatimo gondolu kao duz. Moramo da nademo najkracu
duz medu duzima, koji povezuju vrhove raskrsnica i na suprotne obale kanala, jer zapravo
samo gondola te duZine, ili kra¢a, moZe ovde da skrene. Uzecemo da su kanali pod pravim
uglom, radi lakSeg racunanja, a da su njihove obale na potrebnim mestima paralelne. Na
osnovu ove mape izracunajmo stvarnu veli¢inu kanala, i pomocu toga napravimo skicu. Na

mapi je uzi kanal 7 mm Sirok, a Siri kanal je na uzem delu 10 mm, a na Sirem delu 11 mm
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sirok. Na skali je odsek dugacak 33 mm, u stvarnosti je to 20 m. Stvarne dimenzije kanala

Su:

20
33 33 33

a. Jedan pravac (slika br. 27). Trazimo najkracu duz AB.

- G
4.7 m
42m|_
D |
3
27. SLIKA
AB = AD + DB.
Neka je FAD« = EDB«X = a.
Tada
6,7
AD = —,
Sina
4,2
DB = :
cosa
6,7 4,2
AB = + = f(a).

sina cosa

Ekstremnu vrednost funkcije odredimo pomocu prvog izvoda:

20 20
—-10= 6m, —7=42m, —-11 = 6,7 m.
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1
f'(a) = —67-——-cosa +4,2-
sin? a

-sina =
cos?a
_ 4,2-sina 6,7 cosa
~ cosla sin? a
Ako f'(a) = 0, tada imamo da je

42-sina 6,7 -cosa _
cos?a sin2a

6,7

4,2 -sin®a = 6,7 - cos3a - tg3a = 7

t _ |87 1,1684
ga— 4,2"’ ) )

a =~ 49,4418°.

Potrebno je proveriti da li funkcija ovde ima zaista minimum. Ovo mozemo udiniti tako $to

¢emo posmatrati predznak drugog izvoda.

cos3a + 2 cos a sina —sin3a — 2sina cos?a

fl@)=42

)

cos*a cos*a

cosa - (2 — cos’a sina - (2 — sin*a
( )+67- ( )

fl@=42-

)

cos*a cos*a

Posto je a o$tri ugao onda je i cos a i sin a pozitivan, o cos*a-u i sin*a znamo da su sigurno
pozitivni. Tj. posto ni sina nicos?a ne mogu biti veéi od 1, onda su i (2 — cos?a) i
(2 — sin%a) pozitvni. Dakle posto su pozitvni svi ¢inioci svih ¢lanova zbira, onda je drugi

izvod pozitivan, $to zna¢i da na mestu & = 49,4418 funkcija zaista ima minimum.

Iz augla moZemo da izraunamo minimalnu duZinu duZi:
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__ 67 . 42
" 0,759745876 ' 0,650220120

AB ~ 15, 28.

Dakle, po nasem racunanju u ovaj pravac moze da skrene gondola koja je najvise 15,28 m
dugacka. Posto gondolu mozemo da modelujemo kao duz, mozemo da napomenemo i da u
realnosti najduza gondola koja ovuda moze da prode mora biti kraca od ovoga, ali

najverovatnije ovuda ne saobracaju gondole koje tek mogu da produ u raskrsnici.

b. Drugi smer (slika br. 28.) analogno.

C E B
6 m
42m
F D
A
28. SLIKA
Opet trazimo najkrac¢u duz AB.
AB = AD + DB.
Neka je FDA« = EBD«x = f3.
AD - 4,2
~ cosp’
DB = 6
~ sinf’
AB = 42 + 6 _ B
" cosf sinf ).

1 1
f (a)=4,2-m-smﬁ—6-m-cosﬁ.
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Ako f'(B) = 0, tada imamo da je

sinf_ cosp
™ cos2B T sin2f

3| 6
tgp = 12

p = 48,3980°.

~ 1,1262

cos B+ (2 — cos?p) ‘. sinf - (2 — sin®p)
cos*p * cos*p .

fr)=42-

Ako je prvi izvod jednak 0 mozemo dobiti ekstremnu vrednost. Posto je na ovom mestu,
sli¢no kao u prvom slu€aju, drugi izvod je takode pozitivan, tako funkcija ponovo ima
minimum. Umetanjem vrednosti ugla £ dobicemo minimalnu duzinu duzi, a sa tim i

maksimalmu duzinu gondole:
f (48,398) = 14,349560352 ~ 14,35.

Dakle, u ovom pravcu mozemo da skrenemo sa najviSe 14,35m dugackom gondolom.
Vredno je paznje da je veci kanal za samo 70cm uzi od ovog drugog u ovom pravcu nego u

prethodnom, ipak se za skoro 1m smanjila maksimalna duzina gondole.

3.4.3.Pumpanje lopte

Koliko vremena nam je potrebno da bismo napumpali lopte, koje su prikazane ispod,
datom pumpom?

Informacije: obim fudbalske lopte je 70 cm.

Obim lopte za americki fudbal (na mestu gde je ona najsira): 56 cm.
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Obim odbojkaske lopte: 60 cm

Pumpa: duzina je 30 cm, unutrasnji obim: 2 cm.

29. SLIKA

30. SLIKA

RG soy-
=4
====

31. SLIKA

32. SLIKA
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Moguce reSenje:

Da bismo izracunali zadatak moramo znati i zapreminu lopti, kao i koli¢inu vazduha koji
mozemo da uduvamo jednim pokretom. Sa ovim saznanjem bismo otkrili koliko
,,uduvavanja” nam je potrebno da bismo naduvali loptu, a pomocu toga ¢emo saznati i koliko

vremena zahteva ova radnja.
1. Pumpa

Korisna zapremina pumpe (Slika br. 32) se moze izraunati pomocu njene duZzine i obima. Za
izraCunavanje zadatka ¢emo pretpostaviti da ¢e toliko vazduha uéi u loptu jednim pokretom

kolika je zapravo i njena zapremina.

V =r?mh = 30w = 94cm?.

2. Fudbalska lopta

Da bismo izracunali zapreminu fudbalske lopte (Slika br. 29) moramo znati i polupre¢nik

lopte. Ovo dobijamo pomocu njenog obima:

0=70cm = 2rm,

r=—=11,14 cm.
T

Zapremina je pomocu toga:

V—4 st 35° 5798cm3
=gt =g s cm?.

Posle svega toga mozemo da izra¢unamo koliko puta teba da uduvamo vazduh u loptu da

bismo je ispunili vazduhom:
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5798:94 =~ 61,68.

Dakle, potrebna su najmanje 62 pokreta, tj. uduvavanja da bi se lopta napumpala. Ako
pretpostavimo da nam je jedan sekund potreban da bismo jednom upumpali vazduh u loptu, to
su svega 62 sekunde. Naravno, mozemo uzeti i drugu brzinu da bismo izracunali veme,

mozda na osnovu iskustva.

3. Lopta za americki fudbal

a. Loptu za americki fudbal (Slika br. 30) moZzemo da modelujemo pomocu rotacije

iseCka jednog kruga.

Napomena: izvodenje formule koja se tice odsecka tog kruga se moze ocekivati u 3.
razredu srednje Skole. Ali nastavak reSavanja zadatka zahteva poznavanje nekih bitnih
stvari koje u jednoj prosecnoj grupi ne mozZemo ocekivati. Preporucuju se vise za

napredni nivo ili za rad u sekcijama.

Iz obima lopte se moze izraCunati §irina lopte:

K = 56cm = 2rm,

r = 9cm, d =~ 18cm.

Na slici se moze videti kakav je odnos izmedu obima i duZzine lopte, tj.odnos izmedu
poluprecnika 1 polovine duZine lopte.
Ja sam slede¢e podatke izmerila na slici: duzina 8 cm, Sirina 5 cm. Tako dobijamo

polovinu tetiva odsecka kruga:

9 =144 = 14 cm.

Q
Il
ul]

Sada su nam poznate tetiva odsecka kruga i ,,visina”. Da bismo lakS$e izracunali zadatak
postavimo krug u koordinatni sistem, tako da tetiva bude na osi x, i neka je osa y

prepolovi.
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sqrt{237.16=Kk"2)=6.4
=

=15 =18 =h 8 H 18 15

33. SLIKA: PRIBLILZAVANJE LOPTE ZA AMERICKI FUDBAL POMOCU
KRUGA

Ovako znamo koordinate 3 tacke kruga, a znamo i da je centar kruga na osi y.

P;(0;9),  P,(14;0),  P3(—14;0)

Ako umetnemo ovo u opstu formulu kruga i re§imo dobijeno jednac¢inu dobi¢emo sledecu

jednacinu za krug:

x?+ (v +6,4)% = 15,42,

Da bismo dobili rotaciono telo ¢iji oblik podseca na oblik lopte, treba da na x-osi obrnemo
ovaj kruzni odsecak kruga, koji se nalazi na [—14; 14] intervalu. Sredivanjem jednacine
dobi¢emo funkciju (Slika br. 33), koju ¢emo iskoristiti da bismo pomocu integralnog racuna
dobili zapreminu lopte:

f(x) =+/15,4? — x%2 — 6,4.
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b
V= nffz(x)dx

14 5
vV =TL’f ( 15,42 — x2 —6,4) dx
0
14

V= nf (\/15,42 _ xZ)2 —12,8\/15,42 — x2 — 6,42dx

0
14 14

V= f (278,12 — x*)dx — 12,8[ 15,42 — x%dx
0 0

3
I [(278,12 — x?)dx = 278,12x — x? +c

Vrednost integrala

II.  [+/154% — x2dx

MoZemo izra¢unati smenom:

X
—154sint  t= arcsi ( )
X Sin arcsin 15'4

dx
I = 15,4 cost dx = 15,4 costdt

f 15,42 — x%2dx = f\/15,42 — 152sin?t - 15,4 cost dt =

t sin(2t)
dt = 15,4% (=
(2 T2

1 + cos(2t
15,42fcoszt dt =15,42J‘%

1542 arcsir; (ﬁ) . sin <2arciin (ﬁ)) ‘e

Ovde koristimo sin 2t = 2 sint cos t, pa imamo:

re)-
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in (2arcsing7) = 2sin (aresin 25 ) cos (aresin25) =2 1oy 1= (125)
S 154) — <" 15.4) 3 154)  “ 154 15.4

Na osnovu ovih jednakosti za zapreminu dobijamo sledeci izraz:

V= nl27812% = 5 — 128 1542 | X (x
I R A M \152) T2 154 154

14

X3
V =m|278,12x — 3 12,8 [118,58arcsin(0,065x) +

x+4/237,16 — x2

> ] ~ 6721

0

V ~ 2110,68cm3.

Ovo je ovde polovina lopte, dakle cela zapremina je otprilike 4221cm3.

Odavde mozemo izracunati broj potrebnih uduvavanja pumpom:

4221 :94 = 44,9

Na osnovu ovoga potrebno nam je samo 45 uduvavanja, tj. 45 sekundi da bismo napumpali
loptu.

b. Na osnovu oblika lopte mozemo koristiti i formu parabole za modeliranje. Posle
pronalaZenja jednacine za odgovarajucu parabolu slede isti koraci kao 1 u slucaju

kruZznog isecka. Parabola, dakle, mora da se oslanja na iste one tri tacke kao i1 gornji

krug.

Da bismo dosli do ovog rezultata odgovara nam sledeca jednacina (slika br. 34):

y = —0,046x% + 9
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ia

9-8,846%x™2
=

=15 =18 =5 a ] 18 15

34. SLIKA

Ova forma u manjoj meri prati oblik lopte nego kruznica, ali na kraju nam ova ideja ipak

odgovara da bismo racunali sa njom. Uz njenu pomo¢ dolazimo do sledeceg resenja:

14 14
V= nf (=0,046x2 + 9)2dx = nf (0,002116x* — 0,828x2 + 81)dx
0 0

5 3

14

x x

V=m [0,002116? - 0,828? + 81xl ~ 1898,3cm3.
0

Ovo je ovde polovina lopte, dakle cela zapremina je otprilike 3797 cm3. Ne odstupa mnogo u
veli¢ini od prethodnog rezultata, ali ja ipak razliku smatram znacajnom. Broj potrebnih

uduvavanja pumpom ¢e biti slede¢i:
3795:94 = 40,37.

Na osnovu ovoga potrebno nam je samo 41 uduvavanje, tj 41 sekunda da bismo napumpali

loptu.
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4. Lopta za ragbi

Nacin racunanja u zadatku sa loptom za ragbi je sli¢an kao kod zadatka sa loptom za americki
fudbal, ali, kao Sto se vidi, lopta za ragbi nema toliki vrh kao lopta za americki fudbal, zato

nam vise odgovara elipsa.

Napomena: Ovaj zadatak se preporucuje ucenicima 3-4. razreda srednje skole, ali cak

i kod njih samo onima koji pohadaju dodatnu nastavu ili sekciju. Resenje je sledece:

Iz obima lopte se da izracunati Sirina lopte:

K =60cm = 2rm

r =~ 9,6cm, d =~ 19,2cm.

Sa slike se vidi odnos precnika lopte prema duzini lopte, tj. poluprec¢nik prema polovini

duzine lopte.
Na slici sam izmerila slede¢e podatke: duzina 57 mm, §irina 36 mm.

Iz ovoga sledi polovina velike ose:

—57 9,6 = 15,2
a—36 ,6 = 15,2cm.

A polovina male ose je jednaka sa poluprecnikom, dakle:

b=r=96cm.
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35. SLIKA: PRIBLIZAVANJE LOPTI ZA RAGBI ELIPSOM

Mozemo napisati jednacinu elipse:

2 2

X Y

= =1,
1522 T 9,67

Sa malim preuredenjem dobijamo funkciju (Slika br. 35) i uz njenu pomo¢ mozemo izracunati

zapreminu:

9,62
flx) = \/9,62 1522 x2

J

15,2 9 62
V= n] <9,62 — 1552 x2> dx ~ m[92,16x — 0,133x3]L>* ~ 2932,41cm?.
0 )

Ovo je zapremina polovine lopte, dakle cela lopta je otprilike 5865 cm3. Broj potrebnih

pritisaka na pumpu je:

5865:94 ~ 62,309.
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Dakle potrebno nam je ukupno 63 uduvavanja, §to iznosi 63 sekunde.
Napomene:

- Racunanje moze na vise nacina da se modifikuje. Mozemo uzeti u obzir da pumpa ne
moze toliko vazduha da uduva kao sto je njena zapremina.

- Naravno, svima je jasno da je lopta onda dobro napumpana ako je tvrda, tj. ako je u
njoj velik pritisak. Za to nije dovoljno uduvati u nju toliko vazduha koliko je udobno
ispunjava. Da bismo ovo resili mozemo uraditi i istraZivacki posao kako bismo saznali
koliki mora biti pritisak unutar lopte na primer na jednoj zvanicnoj utakmici i uz

pomoc¢ saznanja iz fizike mozemo vrsiti i dalja racunanja.
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4. Mogucnosti prakti¢nih primena jednog modela

., Ovo je uvek Sokantan dozivijaj. Covek se iznenadi kada postane svestan da njegova
umotvorina zaista moze da se ostvari tamo, u stvarnom svetu. To je veliki sok i velika radost. *
Leo Kadanof

U svim slucajevima prethodno navedenih pojava samo smo jednu njihovu
karakteristiku posmatrali da bismo opisali promenu njihovog stanja. Da bismo dali

odgovarajuci opis slozenijih metoda moramo vise toga da uzmemo u obzir. Neka su

X1 ()X (1), ... Xn (£)

budu one promenljive vrednosti sa kojima mozemo da okarakteriSemo stanje datog sistema u
trenutku t. X;(t) moZemo smatrati kao komponente funkcije sa vektorijalnom vredno$éu u
skupu realnih brojeva X(t). Diferencijalna jednacina koja iskazuje promenu sistema dakle

opisuje promenu X(t) funkcije u slede¢oj opstoj formi:

X =f(t, X(@®).

U cilju daljeg ispitivanja pogledajmo sledece diferencijalne jednacine:

X = (b1 + a1 X, () + a2X; (t))X1(t) + 1 X (t) + g (4.1)

X, = (bz + ax X, (t) + azzxz(t))Xz () + X, () + e

gde SuU a;q,a42, by, Cq, €1, 051,025, by, €2, €5 realne konstante, a X,(t),X,(t)su funkcije sa
realnom vredno$¢u u skupu realnih brojeva. Nije nam skriven cilj da Zelimo da opiSemo
promenu dveju karakteristika nekog sistema pomocu ovih jednacina. Ocigledno je da u
sluc¢aju

a,, =0,¢c=0a,; =0,¢c, =0
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vrednost promenljive X; (t) nema uticaja na promenu X, (t) kao i obrnuto, ni vrednost X, (t)
ne zavisi od vrednosti X,(t).U ovom slu¢aju mozemo ih posmatrati i kao dva nezavisna
sistema. U daljnjem ¢emo ispitati pod kojim uslovima ova jedna¢ina odgovara nekom dobro

poznatom modelu.

4.1. Eksponencijalni rast (Maltusov model)

Tomas Robert Maltus (1766—1834) potice iz engleske plemicke porodice. Bio je medu
prvima koji su se bavili dinamikom stanovniStva. Svoj model je bazirao na jednostavnom
otkri¢u da se na osnovu raznih iskustava u ,,zajednicama‘ sa ve¢im brojem stanovnika rada
vise dece. U svom radu ,,Esej o principima stanovniStva®“ (,,An Essay of the Principle of

Population”) iz 1798. godine, predlozio je jednacinu sli¢nu jednacini

L= kN (D) (4.2)

za opisivanje promene populacije. Ovde N oznacava brojnost populacije u trenutku ¢, a rata

k € R oznacava tempo i pravac promene.

Prema Maltusovoj ideji jednacina dokazuje da je promena brojnosti populacije srazmerna sa

njenom trenutnom brojnoscu.

Uz pomo¢ svog modela je iskazao za to doba iznenadujué, neocekivan zakljucak. 1z iskustva
da proizvodnja potrepStina neophodnih za opstanak, kao $to je hrana, raste linearno, a
stanovni§tvo raste eksponencijalno® (po njegovom modelu), dosao je do zakljucka da je
sposobnost Zemlje da odrzava zivot veoma ograni¢ena. Vredno je paznje da je neko pre viSe
od dve stotine godina, ve¢ na pocetku XVIII veka uocio ovaj, u danasnjici veoma aktuelan
problem. Njegova teorija o rastu stanovniStva sa razvojem demografije, politike 1 ekonomije

je u velikoj meri uticala na teoriju evolucije Carlsa Darvina.

® U svetu Zivotinja i biljaka priroda velikodu$no posipa seme Zivota, ali mnogo $ta &ini to sa
hranom 1 prostorom, gde bi Zivot mogao da funkcioniSe. Ako bi se klice zemaljskog Zivota
bez prepreke razvijale mi bismo za par hiljada godina milione svetova naselili.“
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36. SLIKA: Evolucuja populacije na Zemlji od 400. g. p. n. e. do 2000. g. n. e. Za

period koji je prethodio XVI veku na raspolaganju su nam samo oni podaci koji su

nastali na osnovu procena i zaklju¢aka. Zbog toga je Maltus svoju teoriju mogao da

oshiva samo na podacima koji su nastali u periodu koji je izmedu vremenskih tacki a i b.

Ako u jednacinu (4.1) unesemo odgovarajué¢e konstante i izaberemo odgovarajuce pocetne

vrednosti u obliku

X, (8) = by X, (0)

onda se oni mogu dovesti u formu sli¢nu Maltesovoj jednacini, gde je

b1 > O, a1 = O, aip; = O, 1= 0, e = 0

bz € R, aoq € R, asoy € R, Cy = 0, e, = 0

(4.3)
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37. SLIKA: TIPICNE KRIVE EKSPONENCIJALNOG RASTA

a b, =403  X,(0) =10000 X,(0) = 10000

b:b, =-03  X.(0)=10000 X,(0)= 10000

i X;(0) > 0,X,(0) = 0. Grafikoni Slike br. 37. su izradeni uzimaju¢i ovo u obzir. Maltusov
model je pogodan kako za opisivanje opadaju¢e promene populacije, tako 1 za rastucu
promenu populacije, naro¢ito u pocetnoj fazi rasta, iako ne probija upravo one prepreke koje

se ticu rasta, koje je sam postavio.

4.2. Logisticki rast (Verhulstov model)

Belgijski matematicar Pierre-Francois Verhulst (1804-1849) je 1838. godine dalje
razvio Maltusov model koji nam omogucava da posmatramo unutrasnju bitku za izvore
energije izmedu jedinki jedne populacije. Rast teCe u zatvorenoj sredini, pored ogranic¢enih
izvora energije, sredina tako retroaktivno utie na rast i sprecava ga. Dat sistem se na ovaj

nacin dobro karakteriSe sposobnos¢u okoline da odrzava Zivot:
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N(t) = rN(t) (1 - N(”).

K

(4.4)

Ovde je r stopa porasta (Maltusov parametar), K je sposobnost prirode za odrzavanje Zivota, a

N (t) oznacava veli¢inu populacije u t trenutku (r, K € R™).

Odgovaraju¢im odabirom konstante jednacina (4.1) se moze dovesti do sli¢ne forme kao

jednacina (4.4):
X @) = (b1 + a11X1(t))X1(t),
gde je

b1 > O, aiq < O, A = O, 1 = 0,

b, ER, a,; €ER, a,, €ER, c, =0,
X1(0) > 0,X,(0) = 0.
Ako se u jednacini (4.5) izvrSe zamene
by = 1,0y = —% i X,(t) = N(©)

onda se to dobro vidi.

(4.5)

Po Verhulstovoj ideji povecéavanjem stanovniStva stopa rasta bi trebala da se smanji. Verhulst

je zapravo Maltusov model — gde se rast definiSe proizvodom rate porasta i brojnosti

stanovniStva — dopunio ¢iniocem ¢ija se vrednost priblizava nuli, ako t — co.

Ako pocetnu dimenziju populacije N(t,) uzmemo kao manju vrednost od sposobnosti za

odrzavanje, onda ¢e biti da je
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N(to)

0< <1
to jest

1>1-—

N (o)
X >0,

S$to ne menja predznak desne strane u (4.4), istovremeno

232( —$)=0-

U suprotnom slucaju, ako N(t,) > K, onda je

N(to)
> 1,
K

dakle

se takode ostvaruje. Kako se vrednost N(t) priblizava sposobnosti za odrzavanje, vrednost

razlomka

N(t)

K

¢e biti blizu 1. Ovu ograni€avajucu ulogu prikazuje Slika br. 38.:

- a: N(ty) <K,
- b: N(t,) > K.
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38. SLIKA: LOGISTICKI RAST

a: bl = 0,3 a1 = -3 10_6X1(O) = 2,0 ) 103X2(O) =0

b:b, =03 a;; =-3-1075X,(0) = 1,5-10%X,(0) =0

Jednacina (4.5) rezultira s-krivu 38/a. koja je karakteristicna za logisticki rast, ako je b; +
a11X1(0) > 0. U pocetnoj fazi je karakteristise slab rast, koji se kasnije ubrzava, ali kako se

vrednost X, (0) sve vise priblizava vrednosti

rast postaje sve sporiji.

Ovim modelom se mozemo pribliziti promenama stvarnih sistema bez obzira na njihove
karakteristike. Na osnovu ranijih iskustava ovaj model je pogodan za opisivanje mnogih
prirodnih, druStvenih ili ¢ak 1 privrednih fenomena. Ovo moZemo podrzati 1 stvarnim
statistiCkim i eksperimentalnim podacima. Na osnovu Slike br. 39. se dobro vidi da se tempo
porasta stanovniStva u drugom delu XX. veka znatno usporio, i uz pomo¢ modela (4.4) se

moze objasniti da je to rezultat ogranicenih mogucnosti zemlje.
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39. SLIKA: PROMENA STANOVNISTVA ENGLESKE OD 1500 DO 2000’

Dalje, na slici je uocljivo i1 da je na prekretnici izmedu XVII i XVIII veka, posle porasta
stanovniStva, doslo do stagniranja. Tada je populacija verovatno mogla da dostigne najvecu
mogucéu prirode za odrzavanje (kapacitet populacije). Posle toga je, najverovatnije usled

industrijske revolucije (1769-1850), populacija ponovo pocela da raste.

Visina raznovrsnih biljaka je odredena od strane njihovih vrsta. Vecée odstupanje od odredene
visine se retko deSava. Slika br. 40. nam na primeru pasulja pokazuje proces rasta jedne

biljke, tj, kako ona dostiZe svoju krajnju visinu.
cm
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40. SLIKA: PROMENA DUZINE STABLJIKE PASULJA U PERIOD OD 8
DANA. IZMERENE VREDNOSTI I LOGISTICKA KRIVA

" Meyer P. S. Ausubel J.h, Carrying Capacity: A Model with Logostically Varying Limits,
Technological Forecasting and Social Change, (1999)
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Ny =1,53008 r =0,977361 K = 83,4772

U trgovini zasiCenost trziSta odgovara pojmu mogucnosti za izdrzavanje kod modela

populacije. Ovo prikazuje Slika br. 41.:
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41. SLIKA: BROJ AUTOMOBILA U ITALIJI. STATISTICKI PODACI |
NJIHOVE LOGISTICKE KRIVE

4.3. Interakcija izmedu populacija

U najvecem broju sistema, kao S§to je npr. ekosistem, ne mozemo da zanemarimo
medusobni odnos vrsta koje tamo Zive, ako se trudimo da $to ta¢nije opiSemo promene. Ova
okolnost u velikoj meri odreduje moguénosti primene modela eksponencijalnog i logosti¢kog
rasta. Premda Verhulstov model uzima u obzir utrku izmedu jedinki posmatrane populacije,
ipak nije odgovarajuéi za posmatranje meduvrsnih odnosa. To znaci da u modelu koji opisuje
porast jedne populacije, jedinke drugih populacija mozemo ukljuciti samo kao deo spoljnog

sveta, ne razlikuju¢i ih nikako od drugih uticajnih faktora.

Neka u trenutku ¢ budu brojevi jedinki® Ny (t), N,(t), ..., N,(t) populacije P, P,, ..., P,, san

razliitih vrsta. U opStoj formi data jednacina

8Podrazumeva se da broj jedinki ne moZemo da smatramo kao konstantnu koliinu, ali ako je
broj jedinki dovoljno velik, ne¢emo napraviti preveliku greSku, ako brojnost biomase koju
predstavlja data populacija okarakteriSemo sa brojem jedinki.
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N1(6) = fi(t, Ny (), No (8), ..., Np(£))

NZ(t) = fZ(tl Nl(t)'NZ(t)' ,Nn(t))

Nn(t) = fn(t; Nl(t)'NZ(t)' ,Nn(t))

izrazava promenu pojedinih jednacina, na koje uticu i ostale vrste.

Lotka-Volterra jednaéine9 predstavljaju primenu nelinearnih diferencijalnih jednacina, koje

su zanimljive i iz ugla istorije.

Vito Volterra je bio poznati rimski profesor svog doba. Po¢eo je da se bavi matematickim
opisom ekoloskih pojava na osnovu zapazanja svoga zeta, biologa Umberta D’ Ankone. Dok
je analizirao ribolovacke podatke Jadranskog mora mladi biolog je doSao do zakljucka da se
za vreme Prvog svetskog rata, kada su vojna deSavanja i okolnosti u velikoj meri uticali na
ribarstvo, odnos upecanih ribljih vrsta znatno promenio, uzimajuéi u obzir ranije podatke.
Neke odredene vrste riba grabljivica su bile ¢eS¢e u mrezama ribara nego one vrste koje su im
sluzile za ishranu. Opazio je i to da se odnos broja riba grabljivica i riba-ulova cikli¢no
menjao. Iz ovog je zaklju¢io da se broj riblje populacije periodicno menja. Volterra je za
opisivanje opazanih pojava preporucio jednostavnan sistem diferencijalnih jednacina sa dve

promenljive, slian sistemu jednacina

Ni(8) = B1N1 () — ay Ny ()N, (¢) (4.6)

Na(t) = —B,N,(8) + a; Ny (DN, (¢)

gde su N,(t) broj populacije ulova, N,(t) broj populacije grabljivica u trenutku t, a a; i

Bi(i = 1,2) su pozitivne stvarne konstante karakteristi¢ne za sistem.

‘U pocetku su se pomocu njih modelirali interakcije dve populacije (lovac-ulov) i efekat tih
interakcija na broj populacije, kasnije su uspe$no kori$éene i na drugim podruc¢jima, na primer
predstavljaju se kao jedan mogu¢ model u oscilirajuéoj hemijskoj reakciji. lako jo§ ne
poznajemo konkretnu autokataliticku reakciju ¢iji mehanizam bismo mogli da zapiSemo
pomocu njega, sluzio je kao osnova pri osmisljavanju drugih modela. Ovo nam omogucéava da
predstavu o pojmu populacije shvatimo i1 uopStenije od obi¢nog shvatanja. Zbog ovoga u
daljnjem pod pojmom populacije ne¢emo u svakom sluc¢aju podrazumevati neko biolosko
mnostvo.
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Na osnovu jednagdine (4.6) promenu broja populacije N, (t)odreduju dve stvari. Poveéanje
populacije zavisi samo od trenutnog broja populacije, dok izumiranje populacije zavisi i od
broja populacije i od broja grabljivica. Slicna veza se uocava i kod posmatranja promene

populacije kog grabljivica N, (t).

Ako, dakle, posmatramo sistem gde hranu jedinki populacije P, znace isklju¢ivo
jedinke populacije P;, onda je ocigledno da promena broja jedinki ove dve populacije zavisi
ne samo od broja pojedina¢nih populacija, ve¢ zavisi i od njih samih. Volterra je svoje
zakljucke publikovao 1926. na italijanskom. Skoro u isto vreme, nezavisno od njega,
Amerikanac Alfed Dz. Lotka je izneo slicne rezultate u svojoj knjizi “Elementi fizicke
biologije” (Elements of Physical Biology). Iako je jedan od njih do svojih matematic¢kih
formulisanja opstijih teoretskih pitanja dosao preko problema koji se javljaju u praksi, a drugi
se okrenuo prema ckoloskim problemima sa namerom da nade matemati¢ki model za
opisinjave odredenih pojava, njihovi rezultati su presli preko granica nauke o ekologiji, jer su

ove rezultate kasnije uspesno koristili i u mnogim problematikama u raznim oblastima nauke.

U jednacinama (4.6) interakcijski uticaj dve populacije na populaciju i mozemo posmatrati sa
proizvodima a; N, (t)N,(t). Uticaj ¢e zavisiti od apsolutnih vrednosti ¢inilaca, i on moze biti

povoljan, nepovoljan ili bez uticaja u zavisnosti da li
a; > O,CZL' < Olllal = 0.

Predznak proizvoda odreduje predznak a;, jer iz aspekta problema vrednosti’®N;(t) < 0 bile
bi nerealne. Ako ovde u modelu (4.1) za X;(t) dodamo ono znacenje koje smo u modelu (4.6)

dodali N;(t), onda za a; odgovara a,,, a za a, odgovara a, .

Na osnovu gore navedenog zakljucka postavlja se misao: ako koeficijente a;;(i # j)
izaberemo na sve moguce nacine (s obzirom na njihov predznak) onda ¢emo dobiti
uopstavanje Lotka-Voterra modela koji nam (uz granice koje nam model postavlja) opisuje
sve moguce tipove interakcija izmedu dve populacije. Slucajeve koji se na ovaj nacin mogu

opisati predstavlja tabela 4.1:

1OBroj stanovnika se ne moZe opisati negativnim brojem, a u isto vreme bi N;(t) = 0 iz
aspekta interakcije bilo nerealno.
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ai az tip interakcije

+ + simbioza

+ - lov!

prisustvo gazde

+ 0
pozitivno utice
takmicenje medu
vrstama
- 0 amenzalizam, antibioza
0 0 neutralna interakcija

Tabela 4.1. Medusobni odnosi dve vrste, izrazeni vrednostima konstanta

aqz,031.

Kao $to smo 1 videli, logisticki model (4.4) iskazuje 1 takmicenje medu jedinkama date
populacije. Naravno, sa slicnim faktorima se mora racunati i ako dve razli¢ite populacije vode
bitku za isti izvor energije. Ovo moze da znaci i1 jednu drugu mogucnost za interakciju
izmedu dve razli¢ite populacije. U isto vreme se moze uociti da je interakcija za obe strane
povoljna ili nepovoljna, mozda za jednu stranu bez uticaja. Po svedocenju tabele 4.1. postoje

stvarni ekvivalenti ovim interakcijama u ekoloSkim sistemima.
Posto cilj nije da se ovo u detalje razmatra iz redova mogucih interakcija izdvoji¢emo samo
dve mogucnosti i pomocu njih ¢emo prikazati da je sistem (4.1) odgovaraju¢ za prikazivanje

modeliranja date interakcije.

1 U cilju davanja teorija ekolozi su pojam lova definisali u najoptijem smislu: potroinja
zivih organizama bez obzira na to, kakav je organizam. Dakle, u ovu skupinu spada i
potrosnja biljaka, mesa, parazitizam 1 parazitski nacin zivota.
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4.3.1.Model ulova-grabljivica

Detaljnije proucavanje modela uzrokuje pored njegovog istorijskog znacaja i njegovo
cesto koriS¢enje. Neophodan je pri predstavljanju veoma bitnih ekoloskih pojmova, kao Sto je

to na primer lanac ishrane.

Pored odgovarajuceg pocetnog uslova (X;(0) > 1,X,(0) > 1) i odabira odgovarajucih

parametara

bl > O, a1 = O, ain < O, 1 = 0, e = 0

bz < 0, a1 > 0, Ayp = 0, Cy = O, e, = 0

jednacine koje su ponudene od strane Volterre mogu se dovesti na sledecu formu:

X = (b1 + a11X2(t))X1(t); (4.7)

X, = (bz + a21X1(t))Xz(t)-

Slika br. 42. je nastala pomocu odgovarajuéih parametara na osnovu jednadina (4.7).

Trajektologija sistema se moZe nacrtati oko jednog ravnoteZnog stanja.

Na osnovu iskustva se mora obratiti paznja 1 na samoregulaciju populacija, koja se sve vise

istice ako je brojnosti populacije sve veca i moZe da utie na dalje povecavanje njenog broja.

Izaberimo sada parametre jednacine (4.1) tako da oni odgovaraju slede¢im uslovima:

b1 > O, aiq < O, aip < O, 1 = 0, e = 0

bz < 0, a21 > 0, azz S 0, C2 = O, ez == O
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20000 40000 60000 30000

42. SLIKA: MODEL ULOVA-GRABLJIVICA

(Brojnost dveju populacija u funkciji vremena i trajektorija sistema.)

X,(0) = 90000, b, =406, a,;,=-03-10"*

X,(0)= 2000, b, =-06 a;,=+15-10"%

Jednacine koje su dobijene na nacin

X0 = (bl + a1 X, () + a12X2(t))X1(t) (4.8)

X,(0) = (bz + az X, (6) + azzxz(t))Xz (1)

sa parametrima a; (i = 1,2) su odgovaraju¢e da se pomoc¢u njih opise i trka unutar jedne

populacije. Kako se to vidi na Slici br. 42. ovo ima ulogu stabilizatora sistema.
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4.3.2.Takmicenje izmedu dve vrste

Pojam takmicenje dve vrste, to jest delatnost koja znaci prikupljanje izvora energije
koji su neophodni za opstanak se pojavio ve¢ u vezi sa modelom (4.8). Tamo opisana
takmicenje unutar vrste je medutim igrala sporednu ulogu u odnosu na interakciju ulov-

grabljivica izmedu dve populacije.

Medutim, model koji se opisuje jednac¢inama (4.9)

K; — N (t) — kN, ()

Ny (8) = 1Ny (t) K,

N, () = 7N, (£) K, — N,(t) — K1N1(t).

K>
X, 3
30000 4000
60000 3000
40000 X, 2000

LUNSL L BN BN N NN NN N N B N B B B B B N B B B

20000 40000 60000 80000
X,

43. SLIKA: MODEL ULOVA-GRABLJIVICA S OBZIROM NA
INTERSPECIFICNU TAKMICENJE

X,(0) = 90000, b, = +0,6, a;, = —0,3-107%, a;, = —0,3 - 10~*

X,(0)= 2000, b, =-06 a;,=+15-10"°

omogucava da se opiSe sli¢na interakcija izmedu jedinki dve razli€ite vrste, gde je

K;: mogu¢nost okoline za izdrzavanje u odnosu na vrstu i,
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r;: rata porasta vrste i,

K;: koeficijent kompeticje oznacava u kolikoj meri vrsta i smanjuje mogucnosti druge

vrste (i = 1,2).

PraktiCan znacaj jednacina (4.9) povecavaju i mnogobrojna tuzna iskustva koja govore o
tome kako vrste koje su silom uvedene u dati ekosistem Cesto uniStavaju, isterbljuju vrstu
koja je tamo nativna. U sli¢nim sluc¢ajevima da bi se prognozirali moguci ishodi bitno je da se

analizira moguce ravnotezno stanje sistema.

Sistem je u ravnotezi ako su N; i N, konstante, to jest kada je

N,(t) =0, (i =1,2).

Na osnovu (4.9) se vidi, da je ovo mogucée, sem u trivijalnom sluc¢aju kada je

riNi (t) = 0,

jedino onda, ako

K1 — Ni(t) — kN, (8) = 0

K, — Ny(t) — 1Ny (£) = 0.

U ravni ove jednaCine oznacavaju dve prave. Na osnovu njihovog medusobnog odnosa i
odredivanja pocetnih uslova u odnosu na njih, moZemo dati karakteristiku ocekivanog

ravnoteznog stanja.

Izaberimo sada parametre jednacine (4.1) tako da oni zadovoljavaju sledece uslove:

b1 > O, a1 < O, aiz < O, 1= 0, e, = 0

bz < 0, a21 < 0, a22 < 0, C2 = O, ez = O
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I U njima upotebiti zamene

b r K3
1=T,011 = — 7 Q12 = )
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2 =Ty a1 = ——F Q12 = — 7~
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od jednacina (4.1) dobi¢emo jednacine (4.9).
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44. SLIKA: TAKMICENJE IZMEDU DVE VRSTE

X,(0) =90000; b, =02; a;;=-182-10"% a;, =-9,09-10"7

X,(0) = 2000; b,=06; ay =-300-10"5% a,, =—4,62-10"°

Slika br. 44. predstavlja jedinstveni slu¢aj kada jedinke populacije P, koja ima znatno manje
pocetno stanje, ima i uslove koji su mnogo pogodniji, ali uprkos tome mogla je da nastane

takva ravnoteza koja nije u mogucnosti da prouzrokuje nestanak nijedne populacije.

Druga moguc¢nost uopstenog posmatranja jednacine Lotka — Voltera je da se omoguci da ona
opisuje interakcije izmedu vise od dve populacije. Posto osnovne promenljive jednacine
oznacavaju brojnosti pojedinih populacija, potrebno je da sistem jednacina prosirimo sa
novim jednacinama koje su odgovarajuc¢e za opisivanje promene broja jedinki u pojedinim

populacijama. U isto vreme neke jednacine moramo da menjamo da bi one postale
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odgovarajuce za opisivanje interakcija izmedu jedinki bilo koje dve populacije. Ovakvi
sistemi jednacina se mogu napisati u formi slicnoj formi (4.6). Trodimenzionalni sistem
jednacina koji je dat od strane R. M. Meja i W. Dz. Leonarda, a uzima u obzir interakcije

triju populacija nam daje primer za ovo.

X (t) = (1 —x1(t) — ayx,(t) — ,81x3(t))x1(t) (4.10)
X (t) = (1 = fax1 () — x5(t) — azx3(t))x2(t)
X3(t) = (1 — azx;(t) — P3x,(t) — x3(£))x5(t)

U njoj su a;i B;(i = 1...3) realne konstante koje su karakteristi¢ne za sistem. Model opisuje
promenu sistema koji se moze okarakterisati sa brojcanom veli¢inom triju populacija. Sistem

jednacina

predstavlja uopétavanje12 prethodno re¢enith. Pomocu njega mozemo opisati sisteme koji se
sastoje od n vrsta, gde r; oznacava ratu povecevanja vrste i, a @;; oznacava uticaj vrste j na

povecavanje vrste i.

Ovo znaci da sistem moZemo prikazati grafom koji se sastoji od n ¢vorova, gde ¢vorovi
odgovaraju pojedinim populacijama, dok linije predstavljaju odnose medu populacijama.

Konstante a;; jednaCine 4.11 mozemo da sloZimo u matricu:

a1 Aq2 A1n

Uz1 A2 Uan
A == : . :

On1 Opz - Ann

12U slugaju n = 1 imamo model logistikog rasta,
u slucaju n = 2 imamo Lotka-Voltarra model, dok za
n = 3 dobijamo May-Leonard model.
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Ako je dakle
aij = O,

onda to znaci da vrsta i nije ni u kavoj interakciji sa vrstom j.

4.4. Modeli borbe

Moguénost upotrebe diferencijalnih jednafina se pojavila i prilikom analize
neprijateljskih strana tokom ratovanja (neka X;(t) i X,(t) oznacavaju brojno stanje dveju
vojnih sila u trenutku t). Upotreba modela na ovom podruéju se vezuje za Frederika V.
Lancestera, koji je za vreme Prvog svetskog rata upotrebio ratni model za prognoziranje

ishoda ratnih deSavanja.

U modelu X, (t) i X,(t) oznadavaju promenu vojnih snaga. Iz aspekta problema moramo da
razlikujemo takozvani ratni gubitak koji je nacinjen neposredno od srtane neprijatelja i
operativne gubitke koji su uzrokovani raznim bolestima, nesre¢ama (dogadajima koji se ne
vezuju za ratno delovanje). Iako u stvarnosti moze do¢i i do izdvajanja vojnih jedinica, kao i
do dupunjavanja istih, $to mozemo uociti u modelu (4.1) sa oznakom vrednosti e;,(e; > 0 je
dopunjavanje, a e; < 0 je povlacenje snaga), u daljnjem ovu opciju modela ne¢emo iskoristiti.

Ispitacemo tri modela koja zavise od strategija neprijateljskih snaga.

U jednacini (4.1) sa odabirom parametara b;mozemo da uti¢emo na operativnu snagu vojske
[, dok vrednostima a;;,(i # j) i ¢; utiCémo na meru vojnog gubitka. Kao pocetni uslov

mozemo dati vrednosti

X,(0) > 0i X,(0) > 0.

4.4.1.Tradicionalna borba

Ovaj model se moZze koristiti ako se neprijateljske sile bore na tradicionalan nacin, tj.

ako ratnici dveju sila neposredno vide jedni druge.

U slucaju sistema jednacina (4.1) upotrebom parametara
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bl < 0, a11 = 0, a12 == 0, C1 < 0, el = 0

b2 < 0, a21 == 0, azz = 0, CZ < 0, ez = 0

nastaje sistem

X; () = b1 X1(t) + 1. X,(2) (4.12)

Xo(0) = by X, (8) + X, ()

koji svedoci da gubitak datog tabora zavisi iskljucivo od obucenosti i brojnosti neprijatelja.
Slika br. 45. je izradena na osnovu jednaine (4.12) posle prilagodavanja odgovaraju¢ih

pocetnih uslova i parametara.

3 X, 3
80 a0
60— 60
40- 40
i X, i
20+ 20
i X, .

LS e e e O B L\ B e e e e B

Q 20 40 60 80
0 i 15 2, X
a b

45. SLIKA: TRADICIONALNA BORBA

X1(0)=70; b, =-001;, ¢;=-0,5

X,(0) =90; b, =-0,007; ¢, =—1
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4.4.2.Gerilska borba

U ovom slucaju ratnici obe strane pokusSavaju da ostanu neprimeceni od strane

neprijatelja. Za jedan od mogucih opisa toka ovakve bitke je pogodan sistem

X, (8) = by X1 () + ag,X, (D)X, (t) (4.13)

Xo(0) = by Xy (8) + az, X, () X4 (D).

Koji se iz jednacine (4.1) moze dobiti slede¢om parametrizacijom

b1 < O, a1 = O, ain < O, 1 = 0, e = 0

bz < 0, arq < 0, Ayp = 0, Cy = O, e, = 0.

Bitno je da se napomene da se sistem jedna¢ina (4.13) formalno poklapa sa Volterra
jednacinama (4.6) i jednacinom (4.7) koja je izvedena iz jednacine (4.1), razlika postoji samo
u parametrima. Na Slici br. 46. je prikazana jedna primena jednacina (4.13) sa parametrima

datim na istom mestu.

111
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TTTTTTTTTTTTTTTT
02 0.4 0,6 0.8 1 0 20 40 &0 20
[ X

a b

=]

46. SLIKA: GERILSKA BORBA
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Xl(O) = 70; b1 = _0,01; 1= _0,2

X,(0) =90; b, =—0,003; c,=-0,1

4.4.3.MeSovita borba (gerilsko-tradicionalna)

Pretpostavimo da | jedinice vode gerilsku bitku. Ovo znaci da za njih ratnici II jedinice
predstavljaju dobru metu, na primer iz razloga Sto I jedinice napadaju iz zasede ili su se
zabarikadirali. U isto vreme Il jedinice su primorane da vode bitku na tradicionalan nacin.

Modeliranje ovakve bitke omogucava sistem

X1(0) = b X1 () + a1 X, (D)X, (1) (4.14)

Xz(t) = by X,(t) + X4 (1)

uz parametre

b1 < O, all = O, a12 < O, C1 = 0, el = 0

b2 < 0, ar1 = 0, Ayp = 0, Cy < O, e, = 0.

. X,
80+ 80
. X .
60 - 60
1 x i
40— 40+
‘20: 20—

1% e e s s s e Ol]TllT[llT[lT[llT[ll[ll

0 2 4 6 8 t o] 20 40 &0 BOX

1

a b

47. SLIKA: MESOVITA BORBA
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Na Slici br. 47. se dobro vidi da su pored datih uslova i parametara pobedile jedinice gerilaca.
Desilo se sve to unato¢ ekstremnim parametrima sa kojima nismo ni malo bili od koristi I
jedinicama. Koli¢nik parametara
b _g
b,
koji opisuje operativne gubitke je dosta visok. To znaci da su ratnici u gerilskim jedinicama
pet puta CeSce postajali nesposobni za borbu usled bolesti, nego ljudi u neprijateljskim

redovima. Pored svega ovoga tradicionalna jedinica na pocetku borbe ima mnogo vece brojno

stanje.

Bitka bi bila mnogo vaznija da smo vrednosti parametara koji opisuju vojne gubitke dati

realnije. Ako pretpostavimo da su dva tabora imala istu vatrenu snagu i tacnih pogodaka onda

bi koli¢nik

a2
u velikoj meri premasio i veli¢inu 102

Izgleda da ova strategija sili koja vodi tradicionalnu borbu donosi velike gubitke i malo

pozitivnog rezultata. Ovakav rat su SAD vodile u Vijetnamu, koji su i izgubili 1968,

4.5. Oscilacija

Pojava mehanicke oscilacije 1 njegove vrste su vrlo rano postale poznate coveku. Pre
nego $to se upoznao sa sustinom ove pojave, ne govoreci o njegovom matematickom modelu,
na razne nacine je stvorio sebi koristi pomoc¢u svog znanja. Na primer, nasi su preci pravili
instrumente mnogo pre nego Sto su neke izvesne pojave poceli da analiziraju iz stanovista
nauke. U isto vreme smo ne jednom osetili gubitke usled nedovoljnog poznavanja ovih

pojava.

13 U ovom ratu je broj gerilaca bio 2,8 - 105, dok su na suprotnoj strani Amerikanci i njihovi
savetnici brojali 1,68 - 10° vojnika. Ovo znaci Sest puta veée brojno stanje, $to opet nije bilo
dovoljno za pobedu.
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Na primer, 1831. godine je marSiranje Sezdeset vojnika prouzrokovalo ruSenje gvozdenog
mosta Brauton. Drugi, veoma ¢esto pominjan primer je katastrofa mosta Takoma u drzavi
Vasington, koja je izazvana zajednickim dejstvom fizickih parametara mosta i jakih udara

vetra, karakteristi¢nih za to podruéjel4.

Verovatno najjednostavniji sistem koji je odgovaraju¢i za prikazivanje mehanicke oscilacije
je vise¢a opruga sa koje visi telo sa masom m. Predstavimo telo kao tacku. U mirovnom
polozaju sistema tezisna sila mg koja deluje na materijalnu tacku i povratna snaga koja

nastaje rastezanjem opruge Al su u ravnotezi.

Pomeranjem tela (uspravno) iz ravnoteZznog polozaja, zatim njegovo napustanje, kretanje
materijalne tacke se moze opisati pomocu homogene diferencijalne jednacine drugog reda sa

konstantom koeficijentom,
X =- %X(t) — w2X(t) (4.15)

gde X (t) predstavlja trenutnu promenu mesta materijalne tacke m iz ravnoteznog poloZaja.

Dalje, u jednacini (4.15) konstantom trenja ¢ = 0 mozemo okarakterisati slabljenje sistema, a
K y : .. . ..

wp = —-oznacava konstantu koja zavisi od parametara opruge i mase tela koje je u pokretu.

Idealizacija sistema znaci izbor ¢ = 0. Sada pretpostavljamo da nikakva spoljasnja sila, koja

nastaja trenjem u stvarnim sistemima, ne uti¢e na telo koje se kre¢e. U nekim odredenim

slucajevima kada se opisuje dovoljno kratak period u kojem sistem funkcionise, ovaj model je

odgovaraju¢.

Shodno transmisijskom principu, jednacina (4.15) se mozZe preformulisati u sistem

diferencijalnih jednacina:

X () = X, (4.16)

. c
X, (t) = _Exz(t) — w§ X, (D).

“lako se gore navedeni primeri mogu objasniti pojavom primorane oscilacije pod uticajem
spoljne sile, i njegovo simuliranje modelom (4.1) nije moguce, bitno je da se pomene zbog
vaznosti pojave titranja.
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U sistemu jednadina (4.16) X,(t) je materijalna taka koja izlal iz stanja mirovanja sa
promenom predznaka, S$to zavisi od vremena, a X,(t) oznafava brzinu (takode sa

predznakom) u trenutku t. Iz sistema jednacina (4.16) je o€igledno i da trenuta¢no ubrzanje

materijalne tacke (Xz (t)) zavisi od putanje njihanja i od trenuta¢ne brzine.

4.5.1.Harmonijska oscilacija

Izborom parametara

bl = O, a1 = O, A, = O, 1 = 1, e = 0

b2 = 0, ar1 = 0, Ayp = 0, Cy = _(l)o, e, = 0
sistema jednacina (4.1), dobijamo sistem jednacina

X, (8) = 1 X,(0) (4.17)

X2(0) = X, (0).

koji je pogodan da se pomocu njega opiSe harmonijska oscilacija.

Kod odabira pocetnih uslova mora se uzeti u obzir da X;(0) i X,(0) ne mogu u isto vreme biti
0 jer bi to predstavljalo stanje ravnoteze. Na osnovu gore navedenog Slika br. 48. prikazuje
kako smo materijalnu tacku koja je mirovala iz stanja ravnoteZze pomerili za 20 jedinica i
pustili je. Kretanje bismo mogli zapoceti 1 na taj nacin $to bismo tacku iz stanja ravnoteze

pokrenuli sa po¢etnom brzinom X, (0) # 0.
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48. SLIKA: HARMONIJSKA REZONANTNA KRETANJA MATERIJALNE
TACKE

Xl(O) = 20, Cl = 1

X,(0) =0, Cy = —1?

4.5.2.Prigusene oscilacije

U praksi kretanje jednog tela uvek ometa oscilacije ili spoljasnja sila koja nastaje usled

aerodinamickog otpora. Odabirom parametara

sistem jednacina (4.1) smo na ovaj na¢in podesili da se to opisuje u formi

X, (1) = 1 X, (t) (4.18)

Xo(0) = by X, (8) + X, ()
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Postavljanjem pocetnih uslova X;(0) i X,(0) aspekte koje smo dali kod harmonijske

oscilacije moramo uzeti i ovde u obzir.

X:GOZ
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0 2 4 4] 8 40 20 0 20 40
X,
t
a b

49. SLIKA: PRIGUSENA OSCILACILJA
Xl(O) = 20; bz = _0,5; 1 = 1

Xz(O) = 0, Cy = _T[Z.
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5. Geometrijsko prikazivanje pribliZznog resenja

5.1. Jednokoracni postupci

Koriste¢i mogué¢nost koja se javlja u geometrijskom znacenju pocetne vrednosti

mozemo prikazati nacelo nekoliko pribliznih resenja. lako nam jednacina

X() = f(t,X(@®)
sluzi za osnovu pored uslova
X(to) = Xo

generalizacija procesa se moze realizovati i na sledeé¢i nacin:

y'(x) = f(x,7(x)),y(x0) = yo.

Potrebno je jo$ naznaditi i to da ¢emo se u daljnjem ograniCiti samo na raspravu o tzv.
diskretnim metodama®, koji na svojstven nain ne samo u ogranicenom, ali velikom broju
tacaka daju mogucnosti za priblizna reSenja, proizvoljnom ta¢nos¢u. U geometrijskom smislu,
dakle, davanje pribliznih reSenja je ekvivalentno davanju niza tafaka Py, Py, ..., B, gde je
P,eT,(0 < i < n)i P, odgovara pocetnom uslovu. S obzirom na to, da¢emo jos i pozitivan

korak heR koji nam daje i razliku prvih koordinata tacaka P; i P;_; U nizu.

Diskretan metod nazivamo metodom k-koraka ako pri slede¢em Pi priblizavanju upotrebimo i
P, Pi_k+1, -, Pi_; priblizavanja (i = k) . U daljnjem d¢emo spomenuti nekoliko

jednokora¢nih metoda (k = 1).

5.1.1.0jler-KoSijev postupak

Ojler-Kosijev postupak je najjednostavniji proces za odredivanje numeri¢kog reSenja

zadatka u kome je poznata ili data pocetna vrednost. Pocetna misao je da se iz jednacine

X(®) = f(tX®)

1> Radi jednostavnosti, njih éemo u daljnjem nazivati “numeri¢kim metodama”, tamo gde ovo
ne dovodi do dvosmislenosti.
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zadatka moze izradunati X (t,) §to je izvod funkcije X (t) na mestu t. Ovo je tagno f (to, xo)™
nagib tangente a koja se moZe ucrtati taéno u tacku Py(te, X (to)) krive trazene funkcije.
,INadimo” na ovoj pravi onu tacku P;, ¢ija je prva koordinata t, + h. U pronalazenju sledeceg
P, elementa niza tacaka P; ima istu ulogu kao §to je i P, imao u slu¢aju P;. Generalizacijom
prethodnih saznanja dakle, ako poznajemo tatku P;_;(t;_1,X;_1) moZemo izraCunati

koordinate sledece tacke, priblizne tacke P;(i > 0)

ti=ti_1+h
X; = X;_1 + hk,
gde
k= f(ti-1,xi-1)

Gore navedene stvari uz pomo¢ vektora prikazuje slika br. 50. Na osnovu ovoga dobijamo
mesni vektor P;, ako mesnom vektoru P;_; dodamo jednan paralelni vektor ¢ija je prva

koordinata h. Ovome ta¢no odgovara vektor

P,_,P(h, hk).

50. SLIKA: PRIKAZIVANJE JEDNOG KORAKA OJLER-KOSIJEVOG
POSTUPKA POMOCU VEKTORA

18 U daljnjem mozemo razlikovati vrednost zamene X (t;) funkcije X (t) na mestu ¢; od
priblizne x; vrednosti koja pripada t;. Ovo je potrebno zato §to se — ne uzimajuci u obzir
sluc¢aj kadajei = 0—uglavnom ostvaruje x; # X(t;), ali zasigurno x, # X(t,).
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5.1.2.Poboljsan Ojlerov postupak

Vec¢ samo jedan korak Ojler-Kosijevog postupka — jer jednu tacke prave a biramo kao
sledecu tacku priblizavanja —moze znatno da odstupa od krive ta¢nog reSenja. Prilikom
slede¢ih koraka greske koje iz ovoga slede mogu samo dalje da se gomilaju. Na osnovu Slike
br. 50. mozemo zakljuciti da se ovo moze usmeravati smanjivanjem vrednosti h, ali to

smanjuje i delotvornost procesa.

Pronadimo sad sledecu tacku, tacku P; na osnovu uzajamnih odnosa gde je

ti = ti—l +h
Xi = Xj_1+ hkb,
gde

ko = f(ti—1, xi—1)

h h
ky = f (ti—l + 5 Xi-1 + Eka)-

Geometrijsko znacenje procesa prikazuje Slika 51.

51. SLIKA: PRIKAZIVANJE POBOLJSANOG OJLEROVOG METODA
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Prvo na osnovu Ojler-Kosijevog postupka nadimo onu tacku A prave a sa

ko, = f(ti—1,xi—1)

nagib, ¢ija je prva koordinata

tii+ =

Na slici je oznaceno sa b tangenta krive koja prolazi kroz tacku A, a c¢ija je nagib k;. Ovo
prakti¢no dobijamo na taj nacin $to koordinate A stavljamo u funkciju f(t, X(t)). U slede¢em

koraku odredujemo mesto P; tako da se
b||P._1F

ostvari i prva koordinata P; bude t;. Zbog simetrija ovo reSenje uglavnom daje tacniji

rezultat.
5.1.3.Runge-Kuta metod

Ovo je takode jednokorac¢na metoda.

ti == ti—l + h
h
X = Xij—1 + g(ka + Zkb + ch + kd)'
gde pravila
ko = f(ti—1, xi—1)

h h
ko = £ (tia 50200+ 5 ke

h h
ke = £ (tia + 50000+ 5K

ka = f(ti-1 + h,x;_1 + k)
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oznacavaju jedan od mogucih nacina predstavljanja metode Runge-Kuta cetvrtog reda.

Uporedujuci povezanosti postupka Ojler-Kosijevog i poboljsanog Ojlerovog postupka vidi se

da vrednosti k,i k; nastaju na slican nacin. Ali suprotno od poboljsane Ojlerove metode k,, -

Sto predstavlja nagib tangentne krive b u tacki A — koristimo za odredivanje tacke B, gde je
b||P_1B

i prva koordinata tacke B je

h
ti—l + E

Neka c oznaCava tangentu koja se upisuje u tacku B, a ¢ija je nagib k. na osnovu pravila

Runge-Kuta metode. Ovo mozemo iskoristiti da bismo odredili tacku C, gde je
b||P_,C
I prva koordinata C. A nagib tangentne krive d koja se ovde moze ucrtati je k.

Pored pravaca koji pripadaju tacki P;_;, strmine - sa gore odredenim tackama A, B i C —

mozemo posmatrati na na¢in koji je prikazan na Slici br. 52., u zavisnosti od P;.

52. SLIKA: OZNACAVANJE TACKI (4, B, C) U METODI RUNGE-KUTA

Neka bude
Pl—lpl =v1+v2+v3+174
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gde

allvy; bllvy; cllvs; dl|v,

se ostvaruje.

5.2. GresSka metode priblizavanja

Bitne karakteristike gore navedenih numeric¢kih metoda su greske koje nastaju kroz niz
koraka koji slede jedan za drugim. Globalna greska jedne e,, metode predstavlja odstupanje
priblizavaju¢e vrednosti od tacne vrednosti funkcije posle koraka n u raunanju sa ovom
metodom. U daljnjem ¢emo uporediti gore navedene tri metode u vezi sa jednim zadatkom

pocetne vrednosti.

53. SLIKA: NAGIB KOJA JE IZRACUNATA U TACKAMA P;_; | € SMO UZELI U
OBZIR SA JEDNOSTRUKOM TEZINOM, A NAGIBI U TACKAMA A | B SA
DVOSTRUKOM TEZINOM

Neka

X)) =2X();X(0) =1 (5.1)
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bude zadatak sa pocetnom vrednoscu i priblizavanje vrsimo na intervalu [0,1]. Resenje

zadatka se moze predstaviti u formi
X(t) = et

Na osnovu ovoga se moze izracunati e, globalna greska procesa. Vrednost e, ne zavisi
naravno samo od metode procesa, ve¢ i od duzine koraka h. (Vrednost h dobijamo deljenjem
intervala [0,1] na n delova). Da bismo mogli da stvorimo sliku o ulozi promene koraka u sve
tri metode priblizavanja prvo moramo da izvr§imo priblizavanja tako S$to broj koraka

povecamo na dvostruko s obzirom na prethodni broj, tj. prepolovimo interval).

n h X (ta) o ex =

10 s 0.011109 0.00253295 0.00857604

20 z 0.011109 0.0061099 0.0049991 0.582914
40 z 0.011109 0.00844762 0.00266137 0.532371
80 - 0.011109 0.00973996 0.00136904 0.51441
160 . 0.011109 0.0104152 0.000693842 0.506811
120 L 0.011109 0.0107598 0.000349219 0.503312
640 . 0.011109 0.0109338 0.00017518 0.501634
1280 L 0.011109 0.0110213 0.0000877321 0.500811

54. SLIKA: PROMENA GLOBALNE GRESKE OJLEROVE METODE U FUNKCIJI

INTERVALA
n n Xi{ts) ¥n e- —
10 = 0.011109 0.0137239 0.0025149
20 = 0.011109 0.0116196 0.000510628 0.195276
40 = 0.011109 0.0112243 0.000115339 0.225878
80 = 0.011109 0.0111365 0.0000275334 0.238717
160 __lS: 0.011109 0.0111157 £.73316x107% 0.244546
320 —=- 0.011109 0.0111107 1.66524%x10°% 0.247318
640 e 0.011109 0.01110%4 4.14095%1077 0.24887
1280 = 0.011109 0.01110891 1.0325%x1077 0.249338

55. SLIKA: PROMENA GLOBALNE GRESKE POBOLJSANE OJLEROVE
METODE U FUNKCIJI INTERVALA
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I h X(te) X = 2L

10 f 0.011108 0.011133% 0.000024592531

20 A": 0.011108 0.01111032 1.28856%x 107" 0.0516882
40 %I': 0.011108 0.0111081 7.32871x 107" 0.0568828
80 f 0.011108 0.011108 4.37087x10°° 0.0556322
160 TeT 0.011108 0.011108 2.668B45x107°° 0.0610507
3220 32: 0.011108% 0.011108 1.64834%x 1071 0.0617715
640 _;T 0.011108 0.011108 1.02419x 10712 0.062135
1280 L 0.011108 0.0111a8% £.38361x107% 0.06232B1

56. SLIKA: PROMENA GLOBALNE GRESKE METODE RUNGE-KUTA U
FUNKCIJI INTERVALA

Tabele na Slikama br. 54., 55., 56. su napravljene uz pomoc¢ Ojler-Kosijevog postupka,
poboljsanog Ojlerovog postupka i metode Runge-Kute u toku pribliznog resavanja sa (5.1)

problemom pocetne vrednosti (A = —4,5).

Tabele — u sva tri slu¢aja — prikazuju rezultate osam pribliznih racunanja, koja smo vrsili na

intervalu [0,1] sa sve preciznijom podelom. Priblizavanja smo u sva tri slu¢aja prvo izvrsili sa

intervalom h = lioi n = 10, a u slede¢em smo vrednost h podelili na pola, tj. brojeve smo

vere . v .. veqe v, 1
udvostrucili. Tako smo poslednja ra¢unanja izvrsili sa vrednoséu h = o0 (U tabelama 54.,

55., 56. prva (n) i druga (h) kolona.)

Pojedinacni redovi sadrze sledece:
n: broj prilizavajucih koraka,
h: veli¢ina intervala u sluc¢aju aktuelnog broja n intervala,
X(ty): tacna vrednost funkcije na kraju intervala (X (1)),
X, priblizavajuca vrednost posle n koraka, na kraju intervala,
en: globalna greSka priblizavanja (|X(t,) — X,| ),

. koli¢nik globalnih gresaka aktuelnog i prethodnogpriblizavanja®’

17 . oy - . . . ..
Ovaj koli¢nik se naravno u prvim redovima tabela ne primenjuje.
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U sve tri tabele su uocljive vrednosti stupca X,, koje se sve vise priblizavaju tacnoj vrednosti
X (1) kako vrednost n raste. Ovo naravno znaci i to da e, vrednost globalne greske sa ovim

zajedno opada.
U daljem razmatranju bismo voleli da ukazemo na meru opadanja globalne greske.
Interesantno je opaziti i to kako se u gornjim tabelama u zadnjim stupcima menjaju vrednosti

“r kada se vrednost n povecava. Ako uzmemo u obzir da bin = 163840 iz tabele 54. u

en
2

ovom stupcu bio 0,500006, i iz tabele 55. na istom mestu 0,249988, onda bi osnovana bila

pretpostavka da bi se u nekim tabelama sa povec¢anjem n vrednosti 2—” priblizile vrednostima

n
2
2712720274,
Numeri¢ku metodu nazivamo konvergentnom na datom I intervalu (vt,, € I) ako
Illi_r)r(l) x, = X(t,)
tj.

lime, = 0.
h—0 n

Iz prethodno recenih se jasno vidi da na veli¢inu globalne greske u velikoj meri utice vrednost
h. U isto vreme je oc¢igledno i to da se globalne greske razli¢itih metoda ,,ponaSaju” drugacije
kada se menja vrednost h. Kazemo da je globalna greska reda p, ako se moze dati r realna

konstanta da bi se ostvarila
en <1-hP. (5.2)

Prethodno recene stvari nam daju moguénost 1 za karakterizaciju numeri¢kih metoda, jer
jednoj numeri¢koj metodi mozemo dati karakteristiku reda p, ako je globalna greska

poreklom reda p. [13]

Neka hn oznaCava na intervalu dati razmak medu koracima, dakle, u nasem slucaju se
ispunjava n - h, = 1. Ako je numeri¢ka metoda konvergentna, onda po definiciji globalna

greska e, se priblizava prema 0 po preciziranju podele. 1z ovoga sledi da jee, <en (u
2

svakom slucaju) i da je
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takode konvergentan, akon — oo.

Promenimo sada odnos (5.2) u oblik

€n
(hy)P

<r,

Sto znacCi da se za svaki razmak medu koracima moze naci r realan broj, od kojeg je gore
navedeni koeficijent manji. Interesantno je zapaziti jo§ i to kako se menjaju vrednosti
koeficijenta sa preciziranjem razmaka medu koracima u razli¢itim numeri¢ckim metodama.
Tabela br. 1. i mnogo detaljnija Slika br. 58. nam ukazuje na to da nije toliko tezak zadatak da

se pronade ovakav r broj.

n 160 320 640 1280
1 1 1 1

160 320 840 1280

i .. ) 024 . 10—4% 9 4091 . 10—4 -=1w . 10—4 Q==a  1=4
Oj|er-KOSI metod €, 6,9384-10 3,4921 - 10 1. 7518 10 0,8773 - 10

€ 1,1101-107"  1,1175-107"  1,1212-107"  1,1230-107"

O
I
[
o=
|

o]
—
o
O
on

2.107%  0.4141-107%  0,1033-107°
2.107"  1,6961-10""  1,6916 107"

Poboljsan Ojler metod | e, 6.
€2 1,7237-1071 1,

h2

=
3‘; il
[CEY)

Ruge-Kutametod | €n  2.6685-107'7 0.1648-107" 0.0102-107""  0,0006 - 107"
a1, 74881071 1,7284.107' 1,7183-107'  1,7136-107!

hd

1. TABELA: PROMENA KOEFICIJENTA (:")p SMANJIVANJEM RAZMAKA

MEDU KORACIMA

U analizama je prvi upotrebljen razmak medu koracima bio h = 10. Neka j oznacava redni
broj onog pribliznog reSavanja, u kojem je razmak medu koracima bio h; = %02_1' . Na

osnovu gore navedenih grani¢na vrednost

. (h)
lim 921=hmr(1)p=1
jooe,j-1 jooo g (h]—l) 2b

se moZze izraCunati 1 ovako je moguce da se uporede numericke metode iz aspekta tacnosti

priblizavanja.

Vidljivo je da se sa gore navedenima slazu vrednosti poslednjeg stupca tabela 54., 55. i 56.

akojepreda1,2i4.
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o.18} * 4
...l..-l.'l
0.16

57. SLIKA: PROMENA KOEFICIJENTA (:")2 SMANJIVANJEM RAZMAKA MEDU

KORACIMA U SLUCAJU ISPRAVLJENE OJLEROVE METODE

5.3. Metode prediktor-korektor

Do Ojler-Kosijevog postupka mozemo do¢i i na taj nacin da izvode X (t) sa leve strane

jednacine (4.1) zamenimo odgovarajuc¢im diferencijalnim koeficijentom:

X(t) — X(ti-1)
h

~ X(tio1) = f(ti-1, X(ti21)).
Ovu vezu, pretvaranjem u oblik

X(t) = X(tioq) + hf (tiog, X (ti-1))
sa poznavanjem t;_; i X(t;_;) mozemo iskoristiti za priblizavanje ka vrednosti X(t;) .
Zapravo, ovo smo ¢inili u svakom koraku eksplicitnog Ojler-Kosijevog postupka.

Ako sada na nacin slican gore navedenom, uz pomo¢ jednacine (4.1) tumacéimo vrednost

izvoda X (t;), onda reorganizacijom povezanosti

X(t) — X(ti—1)
h

~ X(t) = f(t, X(t)
dobijamo

X(t) = X(ti—y) + hf (¢, X(t)).

Umesto ta¢nih vrednostiX(t;), X (t;_,)upisaemo priblizne vrednostix;, x;_,;i po slede¢em

mozemo tumaciti implicitnu Ojlerovog postupka:
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X; = Xi—1 + hf (t;, x;).

Na vidljiv nacin s obe strane jednadine se nalazi trazena vrednost x;. Moguénost iskazivanja
ovoga i samim tim i upotrebljivost metode odreduje f-funkcija i najceSc¢e je kod linearnih

sistema u prednosti.

58. SLIKA: IMPLICITNA OJLEROVA METODA (U METODI PREDIKTOR-

KOREKTOR)
Ali, ako je
ti = ti—l +h (53)
D
gde je
k =f(ti,xi[l])

(I=0,1,..)i datoj xl.[o] vezi dodamo na odgovarajuci nacin pocetnu, xl.[o]vrednost — na nacin
kako nam to pokazuje Slika br. 58. eksplicitnom Ojler-Kosijevom metodom — onda posle

nekoliko iteracija’® na vrednost xi[o]dobij amo vrednost koja se vise priblizava vrednosti X (t;).
Eksplicitnu metodu nazivamo predikator, a implicitnu metodu korektor.

Ako kod numerickog integriranja na osnovu formule trapeza vrednost strmosti obe krajnje
tacke[t;_q, t;]sa istom tezinom uzimamo u obzir da bismo odredili sledecu priblizavajuc¢u
tacku P;, dobi¢emo implicitnu metodu koja je poznata pod nazivom trapez-metoda. Ona se

upotrebljava kao korektor-metoda na osnovu sledec¢ih zakonitosti

'8 Ovo najéesce znadi 2-3 iterativna koraka
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ti = ti—l + h (54)

h
xi[Hl] =x;_1 + Ek

gde

k=f(ti—y,xi-1) +f (ti’xi[l])

[ =0,1,..ix[" dato.

59. SLIKA: TRAPEZ-METODA (U METODI PREDIKTOR-KOREKTOR)

Na Slici br. 59. se dobro vidi da je kod upotrebe trapez-metode kao korektor —metode
potrebno manje iterativnih koraka za oznacavanje sledece tacke, tacke P; sa priblizno istom
tac¢noScu.

Ovo objasnjavaju podaci u Tabeli 2. (Implicit Ojler metoda i trapez-metode).
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Bl

B

k| x; dg (Pi-k-_: Pi--k_l-} z;" d, (P?-k-_: Pi--k_l-)
0 | 0.40 | 0040657 — 0,040657

1| 0,40 | 0.369978 0,320321 0,205318 0,164661

2 | 0,40 | 0,073589 0,296389 0,131220 0.074098

3 | 0.40 | 0.340339 0,266749 0,164564 0,033344

4 1 0,40 | 0,100264 0,240075 0,149559 (0,015005

5 0.40 | 0.316332 0,216068 0,156312 0,006753

6 | 0.40 | 0,121871 0,194461 0,153273 0,003039

7 | 0,40 | 0,296886 0,175015 0,154640 0,001367

8 | 0.40 | 0.139372 0,157514 0154025  0,000615

2. TABELA: PRVI REZULTATI PREDIKTOR-KOREKTOR METODE KOJA SE

OSNIVA NA DVE DRUGE METODE

Konvergenciju niza tataka mozemo karakterisati nizom udaljenosti tacakadpg (Pi[k]; Pi[k_l])i

d; (Pl.[k] ;Pl.[k_l]). Vidljivo je da u implicitnoj Ojlerovoj metodi udaljenost medu tackama
linearno opada, dok u trapez-metodi udaljenosti se u slede¢em iterativnom koraku sa dobrim
priblizavanjem prepolovljuju. Ove veze se uo€ljivije pojavljuju na Slici br. 59. koja je nastala
na osnovu tabele. (Na slici neprekidnom linijom povezane tatke oznacavaju podatke koji se

odnose na trapez-metodu, a nalaze se u poslednjem stupcu Tabele br. 2.)

0.3 ™
0.25 °
0.2 ™

0.1
0.05

()
.
oy
(0 8]

60. SLIKA: KONVERGENCIJA IMPLICITNE OJLEROVE METODE |
TRAPEZ-METODE (U PREDIKTOR-KOREKTOR METODI)
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5.4. Primer sa sladoledom

Neka y(t) predstavlja temperaturu tela u trenutku t. Na osnovu Njutnovog zakona o

zagrejavanju tela poznato je da se tempreatura tela menja prema sledecoj jednacini:

y'(®) = —a- () - K),

gde je a koeficijent provodljivosti toplote, a K temperatura okoline. Sladoled je izvaden iz
zamrzivaca pri temperaturi od —15°u 18.45h. Ako je koeficijent provodljivosti toplote
sladoleda 0.5, a temperatura prostorije 19°C, koristeci jednokoracne postupke sa korakom od

0.5 casova mozZemo priblizno odrediti u koliko sati ce se sladoled otopiti.

Resenje:
Nasa jednacina izgleda ovako:

y' (@) =-05-(y(t)—19) - f(tu®),
y(0) =15 - u(0),
h =05

Pitanje: Kada ¢e se temperatura sladoleda popeti iznad nule?
a.) Ojler-Kosijev postupak:
u(0) = —15,
u(t+h) =u®) +h-f(t,u®).
Ako t = 0, onda imamo

u(0+0.5) =u(0) + 0.5 (—0.5- (u(0) —19)) = =15 —-0.25- (=15 —19) =
—6.5.

Ako t = 0.5, onda imamo

u(0.5 + 0.5) = u(0.5) + 0.5 (0.5 - (u(0.5) — 19)) = —6.5 — 0.25 - (—6.5 —
19) = —0.125.

Ako t = 1, onda imamo

u(1+40.5) =u(1) + 0.5 (=0.5" (u(1) — 19)) = —0.125 — 0.25 - (—0.125 — 19)
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= 4.65625.
To znaci da treba priblizno 1.5k da se sladoled otopi, to jest oko 20.15h.

b.) Poboljsan Ojlerov postupak:

u(0) = —15,

u(t+h) =u(t) + h-f(t + g,u(t) + g - f(t,u(t))).

Ako t = 0, onda imamo

u(0+0.5) =u(0)+05-f (O + Oé—s,u(O) + 075 . f(O,u(O))) =

= —15+ 0.5 - £(0.25,—15 + 0.25 - 17) = —15 + 0.5 - £(0.25,—10.75) =

= —15+0.5-14.875 = —7.5625.

Ako t = 0.5, onda imamo

0.5 0.5
u(0.5+0.5) = u(0.5) + 0.5 f (0.5 + 7,u(0.5) +— f(0.5,u(0.5))> =

= —7.5625+ 0.5+ f(0.75,—-7.5625 + 0.25-13.281) = —7.5625 + 0.5 - f(0.75, —4.2422)

= —7.5625+0.5-11.62 = —1.752.

Ako t = 1, onda imamo

0.5 0.5
u(1+4+0.5)=u(1)+05-f <1 + 7,u(1) +— f(1,u(1))> =

—1.752 + 0.5 - £(1.25,—1.752 4+ 0.25 - 10.38) = —1.752 + 0.5 - £(1.25,0.84) =

= —1.752+0.5-9.08 = 2.79.

c.) Runge-Kuta postupak

u(0) = —15,

h h
u(t+h)=u(t)+h- f(t + E,u(t) +5 f(t,u(t))).
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Zakljucak

U svojoj master tezi sam prvo opisala Sta zna¢i modeliranje u matematici. Trudila sam
se da ukazem na prirodu zadataka ovog tipa i na njihov znac¢aj u obrazovanju. Naglasak sam
stavila na izradu 1 na reSavanje ovakvih zadataka. Iskusila sam da je ovo uglavnom slozen
proces. Pri izradi zadataka sam veoma pazila da oni odgovaraju svim Kkriterijumima
modeliranja, kao Sto sam i pri reSavanju zadataka smatrala bitnim da pratim korake
modeliranja. Sve ovo je zahtevalo mnogo paznje. Uprkos tome, mislim da je sve ovo bilo
vredno truda jer sam se bavila interesantnim temama iz kojih su nastali, nadam se korisni i
lepi matematicki zadaci. Smatram izuzetno dobrim da su najraznovrsnije oblasti matematike

dosle na videlo pri prikazivanju ovih zadataka.

Na moj nacin posmatranja je veoma uticao ovaj rad jer u poslednje vreme cesto
uhvatim sebe kako ,,gledam svet kroz matemati¢ke naocare* 1 razmisljam o tome kako bi neke

situacije mogle postati odli¢ni zadaci.

Nadam se da ¢e se sve vise ljudi u obrazovanju u Srbiji upoznati sa matematickim
modeliranjem i da ¢e ih i upotrebljavati i da ¢e to doprineti razvoju sposobnosti u¢enika, kao i

popularizaciji matematike.
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