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Predgovor

Ovaj master rad je nastao kao potreba za stalnim stru¢nim
usavrSavanjem, prateci svetski trend, 3L - long laife learning.

S obzirom, da analiticku geometriju u prostoru R’ nisam
pohadao u toku redovnih studija na PMF - u u Novom Sadu,
samostalno sam savladao teoriju i1 zadatke koriste¢i navedenu
literaturu.

Nakon, dugog rada u Srednjoj maSinskoj Skoli u Novom Saduiu
razgovoru sa profesorima koji predaju CAD-kompjuterski podrzano
dizajniranje, javila se potreba za preciznim definicijama i teorema
analiticke geometrije u prostoru R’ . U modeliranju maSinskih
elemenata 1 konstrukcija, najviSe se koriste povrSi drugog reda,
konusi, cilindri, paraboloidi itd 1 metod konstruktivne geneze
elemenata(misli se na modeliranje vijaka, vratila, zupc¢anika).

Gradivo u master radu, podeljeno je u tri poglavlja. Prvo
poglavlje, sadrzi osnove vektorske algebre koje se predaju i u srednjoj
Skoli. U drugom poglavlju se sistematski obraduju definicije i
teoreme sa dokazima, pravih , ravnih i tacaka, kao i1 njihovih
medusobnih odnosa. To poglavlje je isklju¢ivo obradeno vektorskim
na¢inom. U tre¢em poglavlju se obraduju povrsi drugog reda i
odgovarajuce jednacine koje dodeljujemo datim povrSima.

U master radu izlaganje teorije ne odstupa bitno od
tradicionalnog nacina izlaganja. Izuzetak ¢ini teorema, O jeZu pomocu
koje dokazujem distributivnost vektorskog proizvoda prema sabiranju,
koja se u nasoj literaturi drugacije dokazuje.

Smatram svojom prijatnom duzno$¢u, da se za pregled master
rada , 1 za niz primedbi i1 korisnih sugestija zahvalim mentoru ovog
rada profesoru dr Sini§i Crvenkovi¢. Takode se zahvaljujem
profesorima dr Zagorki Lozanov - Crvenkovi¢ i dr Ljilji Gaji¢ koje su
pristale da budu ¢lanovi komisije u oceni moga rada.

Novi Sad, Autor
02.08.2010. godine



Kratak istorijski pregled

Analiticka geometrija, je deo matematike koji proucava pitanja u
geometriji i analizi vezano za primenu sistema koordinata u ravni i prostoru.
Ona je karakteristi¢na po svojoj metodi. Sustina te metode je u slede¢em, da
se datim geometrijskim objektima u ravni i prostoru, posredstvom sistema
koordinata korenspodiraju algebarske jednacine i obratno.

Zahvaljujuéi univerzalnosti nacina, kojim se u analitickoj geometriji
prilazi reSavanju raznih problema, metoda koordinata afirmisala se kao jedno
od osnovnih metoda u geometrijskim istrazivanjima i pokazala se neobi¢no
plodotvornom u raznim primenama matematike, u tehnici, posebno u
mehanici, zatim u fizici i drugim naukama.

Pojavom analiticke geometrije tj, metode koordinata koju je Rene
Dekart (1596.- 1650.) inicirao svojom Geometrijom 1637.
godine(Geometrie, 1637)omoguceno je da se linije i povrsi izrazaviju
jednacinama. Dekartova promenljiva veli¢ina bila je prekretnica u
matematici.

Ideja promenljive veli¢ine, a zatim i ideja koordinata , s jedne , 1
uzajamne veze geometrije i algebre odnosno aritmetike, s druge strane, nisu
bile nepoznate matematici pre Dekarta. Tako je Pjer de Ferma (1601.-1665.),
pravnik iz Tuluza, napisao manji rad iz geometrije koji se odnosi na
jednacine pravih i konusnih preseka koji je objavljen tek 1697. godine. Taj
rad je izgledao manje prikladan od Dekartove Geometrije, jer je pisan
Vijetovom simbolikom.

Dekart se rukovodio jednostavnim principom , da uredenom paru realnih
brojeva (X,y) pridruzi tacku u ravni i obratno, da tacki u ravni pridruzi par
realnih brojeva (x,y), jednacini F(x,y) = 0, u opstem slucaju, krivu kao skup
tacaka u ravni. Tako je Dekart postavio princip koordinatne metode.

Veliki matematicar Leonard Ojler ( 1707. - 1783.), 1748. godine
objavljuje knjigu Uvod u analizu beskonac¢nih veli¢ina (Introductio in
analysin infinitorum, 1748.) U pomenutoj knjizi ispitivanje krivih i povrsi,
pomocu njihovih jednacina se moZe smatrati prvim udzbenikom analiticke
geometrije. Ojler i ostali analisti XVIII veka izgradili su analiti¢ku
geometriju trodimenzionalnog prostora na generalisanom Dekartovom
principu koordinatne metode. Uredenoj trojci realnih brojeve (x,y,z)
pridruzena je tacka u prostoru i obratno, a jednacini F (x,y,z) = 0, u opStem
slu¢aju , pridruzena je povrs kao skup tacaka u prostoru.

Zozef Luj Lagranz (1736.-1813.) je Dekartov princip primenio u
mehanici, aritmetiziraju¢i mehanicke velicine, silu , brzinu i ubrzanje. Na taj
nacin je inicirao pojam vektora u trodimenzionalnom prostoru kao pojam
uredene trojke realnih brojeva (x,y,z). To je bilo od dalekosezne i bitne
vaznosti za razvitak teorije vektora i njenu generalizaciju na bazi Dekartove
koordinatne metode.

Mnoge relacije uredenih trojki realnih brojeva kojima se analiticki
formuliSu geometrijske Cinjenice obi¢nog trodimenzionalnog prostora ostaju
u vaznosti i onda kada se uredena trojka zameni uredenom n - torkom realnih
brojeva.

Ideja analiticke geometrije danas doZzivljava vrlo Siroke i apstraktne
generalizacije u funkcionalnoj analizi, karakteristicnoj grani moderne
matematike.



Glava l

Algebra vektora

U prirodnim naukama posebno u matematici 1 fizici koristimo
skalarne, vektorske 1 tenzorske veli¢ine. Skalarne velCine su odredene
brojevnom vrednoscu, dok vektorske veli¢ine imaju jo$ smer i1 pravac.

Uredeni par (A,B) zva¢emo orijentisana duz, ¢ija je A pocetna
tacka, a B zavr$na tacka. Par (A,A) zva¢emo nula par.

Nosac uredenog para tacka (A,B) je prava p koja prolazi kroz
tacku AiB (sl. 1)

Slika 1: Nosac p

Parovi (A,B) i (C,D) su pararelni ako su njhovi nosaci paralelne
prave(slika 2).

Slika 2: Paralelni nosa&ip i d



Ako su (A,B) i (C,D) dva paralelna para tada su oni istog smera
ako su tatke B 1 D sa iste strane prave AC, a razliCitog smera, ako su
tacke B 1 D sa raznih strana prave AC(slika 3.14.).

Q

Slika 3: Uredeni parovi istog smera

o]

Slika 4: Uredeni parovi suprotonog smera

Definicija 1.

Neka je A # B 1C # D. Tada je uredeni par (A,B) ekvipolentan
uredenom paru (C,D) akko:

a) Nosaci odredeni tackama A,B 1 C,D su paralelni ili se
poklapaju.

b) Duz [AB] = [CD].

c) Uredeni parovi (A,B) i (C,D) isu istog smera.

Ako je (A,B) ekvipolentan sa (C,D) to ¢emo pisati (A,B)~(C,D).
Moze se dokazati sledeca:

Teorema 1.

Relacija ekvipolentan je relacija ekvivalencije u skupu R



Dokaz:

Refleksivnost-(A,B)~( A,B) jeste jer je p(A,B)| | p(A,B), [A,B]
=[A,B] i smer je od A prema B

Simerticnost- Ako (A,B)~(C,D)= (C,D)~(A,B). 1z (A,B)~(C,D)
= p(A,B)// p(C,D)i[AB] = [CD]1i(A,B)i(C,D) su istog smera. Tada
zbog simetri¢nosti relacije ”podudarno i relacije “paralelno”
zadovoljeno je (C,D)~(A,B)

Tranzitovnost-neka je (A,B)~(C,D)A (C,D)~(E,F) = (A,B)~(
E,F). Zbog tranzitivnosti relacija “podudarno” i “paraleno” dobijamo
da je (A,B)~( E,F).

Binarna ralacija “ekvipolencije” u skupu R* vr3i particiju na
kalse ekvivalenciji:

Svaka dva para iz iste klase su ekvipolentna.

Klasa svih medusobno ekvipotentnih parova naziva se slobodni
vektor.

Slobodni vektor se zadaje navodenjem jednog njegovog
predstavnika, to jest orjentisanom duzi, imajuci u vidu da je isti vektor
zadat i svakom drugom orjenisanom duzi, koja se iz ove dobija
translatornim pomeranjem. Zato ¢emo slobodne vektore poistovecéivati
sa njihovim predstavnikom.

Slobodne vektore ¢emo oznacavati umesto (A,B) sa AB , ili
a,b....1 predstavljati orijentisanom duzi(slika 5.)

Slika 5: Slobodni vektor

Nula vektor 0 = (4,4)= AA.

Intenzitet(duzina) vektora u oznaci |Ez| ili ‘ﬂ?‘ je merni broj
duzine bilo kog njegovog predstavnika.

Intenzitet nula vektora je nula, a intenzitet jedini¢nog vektora je
jedan.



Sabiranje i oduzimanje vektora
Definicja 2:

Zbir vekora G i b je vektor ¢ ¢iji se jedan predstavnik dobija na
slede¢i nacin: Uoci se jedan prizvoljni predstavnik a, = (A4, B) vektora
a 1predstavnik 51 = (4, B) vektora b, ¢ija se pocetna tacka poklapa
sa zavrSnim tackom od a . Tada ¢, = (4,C), ¢ija se pocetna tacka
poklapa sa pocetnom tackom od 4, , a zavr$na tacka poklapa sa

zavrsnom tackom od l;l , je predstavnik vektora ¢ (sl. 6)

Slika 6: Zbir vektora po pravilu trougla

Ako su vektori q, i l;l predstavljeni u polozaju u kome im se
poklapaju poceci i uoci se paralelogram, kojeg oni odreduju, tada je
zbir ¢, =aq, +I;1 vektora d@ i b predstavljen orijentisanom dijagonalom
paralelograma, ¢iji se pocetak poklapa sa zajednickom tackom vektora
d, i b, (slika7.)

Slika 7: Zbir vektora po pravilu paralelograma



Definicja 3:

Vektor ¢iji su intenzitet 1 pravac jednaki intenzitetu i pravcu
vektora a, dok mu je smer suprotan smeru vektora @, naziva se
suprotan vektor vektoru a i obelezava se sa -a (slika 8.).

d

= W

A

Slika 8: Suprotan vektor
Neka je V skup svih vektora u R’, tada vazi:

Teorema 2.

Uredani par (V,+) je Abelova grupa.

Dokaz:

a) Zatvorenost: Va,b € V = a+b e V po definiciji
sabiranja vektora.

b) Asocuatlvnost (a+ )+E:&+(I;+E) Neka je
h =d2ic§ +¢=d. Tada je

¢
(a+b)+5:c?1 +¢=did+(b+¢)=d+d, =d (slika9.)

lw‘l

Slika 9: Asocijativnost

¢) Neutralni element a + 0=0+d=a

d) Suprotan vektor -a vektoru a . Tada je

¢) d+(-d)=(-da)+a=0.



f) Komutativnost — sledi iz sabiranja dva vektora po pravilu
paralelograma(slika 7.) a+b =b +a .l
Zbir n-vektora a,,4d,,...,d, takvih da se pocetna tacka svakog od

njih poklapa sa zavr§nom tackom prethodnog(slika 10.) je vektor ¢ija
se pocetna tacka poklapa sa pocetnom tackom prvog vektora q,, a

zavrsSna tacka sa zav§nom tackom poslednjeg vektoraa, (to je pravilo

poligona)
An As
= L ] L ] ®
aﬂ' -
A n+1 a4
f A
a,+a,+..+a, a,
As
A 1 - &'2
a,

Az
Slika 10: Poligon vektora
Definicja 4:
Razlika vektora @ —b je vektor a + (—5 )(slika 11.)

BI At
Slika 11: Razlika vektora

Sa slike 11. se vidi da je ¢etvorugao OA’AB paralelogram pa je

OA'=BA ,tojest, G+(-b)=d—b
Teorema 3.

Razlika dva vektora je jednozna¢no odreden vektor.
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Dokaz:
Pretpostavimo suprotno, to jest, da za dva data vektora a i
b postoje dva razli¢ita vektora di c?l jednaka razlici vektora a 1 b.
d=di-b=d=d+b =d+b=d +b
d=di-b=d=d +b
Vode¢i racuna o teoremi 2. imamo:
(d+b)+(~b) = (d, +b)+(~b)
(d+b)+(=b)=d+(b+(=b)=d+0=d
(d, +b)+(=b)=d, +(b+(~b))=d, +0=d,
Iz predhodnog sledi d= d:.

Mnozenje vektora skalarom

Sada ¢emo definisati mnozenje vektora skalarom(brojem).

Definicja 5:
Pod proizvodom skalara 4 # 01 vektora a # Ou oznaci
, pravac mu je isti

A-d podrazumeva se vektor ¢iji je intenzitet |l| : |d

kao i kod vektora a, a smerovi vektora @i A-d suistiakoje 4>0,a
suprotni ako je A <0. Akoje 4=0,ondaje A-a =0, takode je i
0-a=0.

Za mnozenje vektora skalarom vazi sledeca teorema:

Teorema 4.

Za svako a,beVisvako a, eV vazi:

1. (a-p)a=a(fa)

2. (a+P)a=o0a+pa
3. a(d+b)=ad+ob
4. l-a=a

Dokaz:

Iz definicije 5. ,neposredno sledi da je mnozenje vektora
skalarom zatvoreno, to jest, #e R i aeV = a-ael . (1)

Dokazimo osobinu 1.

Ako je a=01ili f=0ili d = 0jednakost (1) je trivijalno
zadovoljena. Zato pretpostavimo da je o #0, 5 #0,a # 0. Tada
vektori (- f)ai a(f-ad)imaju isti intenzitet, jer po definiciji 5. vazi:

(o Bra|=ed-| o] Jal i

11



- @) =ed- |-l

Ako su skalari &1 fistog znaka, tada su i vektori (e - f)a i
o(f-a) kaoi a istog smera.

Ako su pak «i S razli¢itog znaka , tada su i vektori (& - f)a i
o(f-a) istog smera koji je suprotan smeru vektora a .

Dakle, vektori (a- f)d i a(f-d) imaju isti smer, pravac i
intenzitet, pa su prema tome jednaki. Tako je osobina 1. dokazana.

Dokazimo osobinu 2.

Vektor (a+f)a i a-a+ [-a imaju isti pravac.

Neka su ai f istog zanaka , tada ¢e vektori (o + f)a i
o-da+ [-a imati isti smer.

Ispitajmo njihove intenzitete:
|0 + fd| = |oa| +| fa| = e a| +|B|a| = (] +| B)|d| = e+ Bl|a| to znagi da
su intenziteti vektora &-a+ f-di(a+ f)a jednaki pa vazi osobina 2.

Neka su sada i f suprotnog znaka, uzmimo & >01 < 0 (na
potpuno isti nacin se razmatra < 01 >0).

Tada su vektori a i fa suprotnog smera, a pravac im je isti.

Kako je o>/, tada je smer vektora (a¢+ f)d i a-d+ [-d isti.
Dokaazimo da su im i intenziteti jednaki.
i+ 5 = ol ~| 1| =l = ! Bl = o+ Pl =i+ ]

Tako da je dokazana osobina 2.

Dokazimo osobinu 3.

Pretpostavimo da je & >0 1 da pravci vektora ai b nisu
paralelni, tada konstruiSimo truglove AABC i AADE tako da bude

ﬁz&, B—C>:5, AD=0i i ﬁzag(slika 12.). Jasno je da su
trouglovi AABC 1 AADE sli¢ni, tada su tacke A,C 1 E kolinerne, pa
vektori AC=d+b , AE = dii + ob kao i vektor o(a+ I;) imaju isti
pravac. Zbog o >0 vektori a-a+ f-d i (a+ f)d imaju isti smer.
Dokazimo da imaju iste intenzitete.
Kako je AABC ~AADE =>|A4B|:|AD|=|AC|:|4E]|

= [al:|o]| =|a +B|: o@ + S| =>|d - |o@ + | = o] a + B| = to jest
a]- |t + | = |effal-|a+ b|/|a| = |oa + Bb| =|e]-|a + b| | + )

= vektor oa + ,Bl; 1 o(a+ b ) imaju iste intenzitete pa vazi osobina 3.

12



Slika 12: MnoZenje vektora skalarom

Ako je <0 1 ako pravci vektora a i b nisu paralelni, dokaz je

isti samo §to ¢e vektori (@ +b) i o + b imati smerove suprotne od

smera vektora d+b (slika 13.)

D ab E

Slika 13:

Kada vektor @ i b imaju paralelne pravce, slicno se dokazuje za
(o> 0) odnosno <0 osobina 3.

Akoje a=01ili =0 ili b =0, osobina 3. je odigledna.
Ako je a proizvoljan vektor, a # 0, tada se vektor e, odreden kao

a o . ~
) = |T naziva jedini¢ni vektor ili ort vektora a.
al

Na osnovu teorema T5 1 T4 vazi sledec¢a teorema:

—

€

Teorema 5.

Uredena trojka (V,+,") je vektorski prostor nad poljem realnih
brojeva.

13



Definicja 6:

Neka je V vektorski prostor nad poljem F i neka su
a,,a,,...,a, € V . Tada, svaki vektor oblika ¢ a, +a,a, +...a,a, gde su

a,,0,,...,a, proizvoljni skalari iz polja F, naziva se linearna

kombinacija vektora a,,a,,...,a, .

Definicja 7:
Za vektore 4,,d,,...,d, € V kazemo da su linearno zavisni, ako

postoji skup skalara ¢, ¢,,...,&, € R tako da je bar jedan od njih
razli¢it od nule i da vazi od, + a,d, +..0,d, =0

Definicja 8:

Za vektore 4,,d,,...,d, € V kazemo da je linearno nezavisan, ako
za Va,,a,,..,a,c Rvazi o, + a,d, +..0,d, =0 =
o=0,=...=a,=0.

Teorema 6.

Svaki skup vektora, medu kojima je nula vektor je linearno
zavisan.

Dokaz:

Neka je a,,a,,...,a, dati skup vektora i neka je a, =0. Tada je
0-d,+0-d,+..+0-d_ +1-a.+0-d,, +..0-d, =0=
(0,0....,0,1,0,...0) # (0,0,...,O) pa su vektori a,,4,,...,a, linearno
zavisni.

Teorema 7.

Vektori 4,,d,,...,a, su linearno zavisni akko die {1,2,...,n} tako
dasu g =oya +a,a,+..+a,_a,+a,a,,..+0,a,

17+

Dokaz:

(—)a,,a,,...,a, sulinearno zavisni = J¢,,...,a, € R tada je i

oa, +a,a,+..0,a =0 i postoji bar jedan skalar o, 0=

n—n

n

-—(— ), + (- 2y, +.. +(— )* +(= g,
o,

1 i 1 i

(«) die {1,2,...,n} tako da
a,=oa,+0,a, +..+ 0, a,+a,,a,,..+0,d,=

oa,+o,a,+..+o_a+((-la +a,a,,..+aa =0 1postoji bar

n-—n

jedan skalar #0, pa su vektori a,,d,,...,a, linearno zavisni.
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Definicja 9:

Za dva ne nula vektora kazemo da su kolinearni akko imaju isti
pravac.

Teorema 8.

Dva nenula vektora di b su kolinearni akko postoji
Ae R,A#0tako daje d=Ab .

Dokaz:

(—>)ai b su kolinearni

Q1
o

pllg
b q
Slika 14:Kolinarni vektori
- al -l lal,-
Neka su ai b istog smera, tada je {T|b =u‘b‘ =|Zz| =dasu
o] B
al - dl - a ~
vektori {T|bi a jednaki = 5:ub pa, A== | =a=Ab.
2 d 2

Ako su vektori d@i b suprotnog smera, tada je

|a| |a|‘b‘ |:> é=—| |bpa N=—=
d \b\

Rz
(<) Ako je G = Ab onda na osnovu definije 9. vektori ai
b imaju isti pravac to jest paralelni su, a to znaci kolinearni.
Teorema 9.
Dva nenula vektora di b su kolinarni akko su linarno zavisni.
Dokaz:

(=) di b sukolinarni = Iz Teoreme 8. 1€ R, A # 0 tako daje

da=Ab = a— Ab =0 = po definiciji 7. vektori su linarno zavisni.

15



(<)di b su linearno zavisni = e, B € R takvi da je
o+ b =01, recimo o # 0,= a =—£l;pa EI/lz—ﬁ;tOtako daje
o o
d=Ab , tada su po Teoremi 8. vektori a1 b kolinearni.

Definicja 10:
Za tri 1 viSe vektora kazemo da su komplanarni ako postoji
ravan, tako da nosaci tih vektora budu paralelni toj ravni.

Neka su a@,b,¢ tri komplanarna vektora i translirajmo ih u
zajednicku tacku O(slika 15.)

Slika 15: Komplanarni vektori

Pretpostavimo da vektori ai b nisu kolinearni. Kroz tacku
C(zavrs$nu tacku) vektora ¢ povucemo paralele sa pravcima vektora

aib, presecne tacke obelezimo sa A 1 B(slika 15.) tada je:

_—  — — —

OC=0A4+O0B; OA=Ai i OB=pb ondaje OC=¢ =i+ ub.Za
vektor ¢ se kaze da je razlozen po pravcima nekolinearnih vektora a i
b . Pokazac¢emo da je to razlagenje jedinstveno.

Prvo ¢emo dokazati:

Teorema 10.

Tri ne nula vektora su komplanarni akko su linarno zavisni.

Dokaz:

(—)Neka su a,b,¢ komplanarni i neka ai b nisu kolinerni.
Tada postoje A, 1€ R tako da je ¢ = Ad + b =po teoremi 7. vektori

a,b,c su linearno zavisni.

16



Akosu dib kolinerni = Jae R, #0 tako daje a= O(I;paje
linarna kombinacija a — ob +0¢ =0=a,b,¢ linarno zavisni.

(<) Neka su d,b,¢ linearno zavisni = da,,7€ R, ibar jedan
od njih je razli¢it od nule, nekajeto ¢ #0,i o+ B+ =0=
a=(- ﬁ)l; + (- Z)E , a to znadi da su vektori @,b,¢ konplanarni tako

o
je dokaz zavrSen.

Neka je dat skup tri nekomplanarna vektora a ,b,¢ . Razlozimo

proizvoljan vektor d po pravcima ta tri vektora. KonstruiSimo
paralelopiped ¢ije ivice leZe na nosacima vektora @,b 1 ¢ dok mu je

dijagonala vektor d (slika 16.).

R _— _— — —_— —_— —

Tadaje OD=0OP+PD; OP=0A+OB=coaa+ pb;
PD=0C =%

OD=d=ci+fb+5. (1)

Pokazimo da je to razlaganje jedinstveno. Neka pored (1)
razlaganja, postoji jo$ jedno razlagenje vektora

d =ad+ fb+7y3¢=di+fb+E=0a+pb+yi=
(a—o)d+(f—-B)b+(y—7)¢ =0 vektori d@,b,¢ su nekomplanarni
to jest linearno nezavisni= a=a,,=06,7=7,.

Teorema 11. Cetri prizvoljna vektora su uvek linearno zavisna.
Dokaz: Neka su data Cetri vektora a ,Z; ,C, d . Ako su tri od njih, na

primer a ,b,¢, nekomplanarni, tada se svaki vektor d jedinstveno

17



razlaze preko vektora a,b,¢ to jest: d = o + ﬁl; + =

a ,l; ,C, d linearno zavisni.

Ako su vektori a ,l; ,¢ konplanarni = na osnovu teoreme 10. su
linearno zavisni to jest oa + ,BZ; +9€ = 0i bar jedan od skalara

a, B, 7je razli¢it od nule. Tada je: od + b+ +0d =0= a,b,é,d
su linearno zavisni.

Koordinatni sistem u prostoru

Koordinate vektora u prostoru

Dokazali smo prethodno da se svaki vektor d moze razloziti na
tri nekomplanarna vektora a,b,c na jedinstven nacin.

Neka je razlagenje vektra d dato sa:
d = o+ b + %
Vektori oa, ﬂg , 7€ se nazivaju komponente, a skalari

a, B, ykoeficijenti razlaganja vektra d po vektorima a,b,c .

Otigledno je da komponente vekora d u razlaganju po
vektorima a,b,c zavise od izbora vektora a,b,c , a skalari

a, B3,y zavise od redosleda vektora da ,b i ¢ zato je potrebna ova
definicija:

Definicja 11:

Koordinatni sistem u realnom vektorskom prostoru je uredena
trojka (a,b,c)nekomplanarnih vektora.

Sada vektor d u odnosu na koordinatni sistem (a, b,¢ ) prikazan
kao linerna kombinacija vektora @,b i ¢ glasi d = o + ﬂl; +9¢ . Tada
koeficijente &, i y zovemo koordinate vektora d u izabranom
koordinatnom sistemu.

Da vektor d ima koordinate ¢, 3,y zapisaéemo d =(c, 3,7).

Prema tome, vektor d je odreden uredenom trojkom brojeva.
Svakom vektru odgovara tako jedna uredena trojaka njegovih
koordinata i obratno. Dakle, preslikavanje koje svaki vektor
d preslikava u uredneu trojku realnih brojeva, koje su njegove
koordinate je bijekcija. Zbog te bijekcije raCunske opreacije sa
vektorima mozemo zamentiti sa racunskim oprecijama medu njihovim
koordinatama.
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Definicja 12:
Triedar vektora, naziva se uredena trojka (a,b,c)

nekomplanarnih vektora a,b i ¢ .
Definisa¢emo levi i desni orijentisani triedar.

Definicja 13:

Neka su (a b, c)# (6,6,6) tri nekomplanarna vektora koji imaju
zajedniCku tacku u tacki O. Ako u ravni vektora a, b rotacija oko
tacke O vektora a dovede do poklapanja sa pravcem i1 smerom
vektora b i to najkra¢im putem posmatrano iz zavrSne tacke vektora

¢ , suprotno kretanju kazaljke na satu, tada je triedar (a b ,¢) desne
orijentacije. U suprotnom je leve orijentacije(slika 17.)

Slika 17: Desni i levi triedar vektora

Definicja 14:

Uredeni skup tri ose koje prolaze kroz utvrdenu tacku O i koje
su uzajamno normalne, obrazuju Dekartov koordinatni sistem.

Tacka O se naziva koordinatni pocetak, a ose koje prolaze kroz
taCku O se zovu kordinatne ose i obelezava¢emo ih sa x,y,z . Jedini¢ni
vektor ose x oznacavacemo sa i ,0seysa j,aosezsa k.
Koordinatni sistem (x,y,z) je desni ako je triedar (i , j ,k ) desni,
sli¢no za levi sistem. Radi¢emo iskljucivo sa desnim sistemom.

Tri uzajamno normalne ravni Oxy, Oxz, Oyz koje prolaze kroz

odgovarajuce ose, nazivaju se koordinatnim ravnima, sa njima je
prostor podeljen na osam oktanata.

Ortogonalna projekcija vektora

Definicja 15:

Ortogonalna projekcija tacke 4 na pravu p je tacka 4’ koja lezi u
preseku prave p i ravni o koja prolazi kroz tacku 4 i normalna je na
pravu p (slika 18.).
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A 4

Slika 18: Ortogonalna projekcija tacke na pravu

Definicja 16:

Ortogonalna projekcija tacke A na ravan o je tacka A’ koja leZi
u preseku ravni o 1 prave koja prolazi kroz tacku A i normalna je na
ravan o(slika 16.).

Slika 19: Ortogonalna projekcija tacke na ravan
Da bi se definisala projekcija vektora na osu mora se definisati
orijentacija prave(ose).
Definicja 17.

Neka je na pravi p odreden pozitivan smer, koji je isti kao smer
proizvoljnog ne nula vektora a, €iji je nosac paralelan sa pravom p.

Prava sa tako odredenim smerom naziva se orjentisana prava ili
osa(slika 20.).
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Slika 20: Orjentisana prava(osa)
Definicja 18.

Ortogonalana projekcija vektora a = AB na orjentisanu pravu

pje vektor a'= AB , Ciji je poCetak A " ortogonalna projekcija tacke A
vektora @ na pravu p, a kraj B’ ortogonalna projekcija kraja B vektora
a na pravu p u toj ravni(slika 21.).

v

Qy
wl

Slika 21: Ortogonalna projekcija vekotra

Definicja 19.

Ortogonalana projekcija vektora @ na orijentisanu osu p je
skalar, jednak intenzitetu vektora a . Projekcija vektora a na pravu p

uzima se sa pozitivnim znakom, ako se smer vektora a poklapa sa
smerom ose p , 1 negativnim znakom, ako je smer vektora a suprotan

smeru ose p .

Projekciju vektora @ na osu p oznacavacemo sa Pr;a.

Napomena: Ako je p,jedini¢ni vektor orijentisane ose p tada je
projekcija a' vektora a napravu p datasa a'=Pr;a-p,.
Teorema 12.

Projekcija vektora a na orijentisanu osu p jednaka je proizvodu

intenziteta vektora a i kosinusa ugla kojeg ovaj vektor obrazuje sa
osom:

Prﬁc7=|c_i|cosa, a=2(a,p).

Dokaz:

Neka je vektor a predstavljen sa AB koji je translatorno
pomeren tako da mu pocetak lezi u tacki A€ p , gdeje p

orijentisana prava(slika 22.).
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Slika 22: Projekcija vektora na orijentisanu osu

Naka je vektor a'= A'B' ortogonalna projekcija vektora a = AB
na orijentisanu pravu p . Neka je ugao a =Z(a, p) ostar

(0a< %) tada vektor a'= A'B' ima isti smer kao osa p . Tada je

Prﬁ a= ‘ﬁ‘ :|c7|cos0(.

Ako jeugao o =~ (a,p) tup (% <a <r)(slika 22.) tada je smer
vektora @' suprotan smeru ose p pa je
Prya= —‘ﬁ‘ = —|ﬁ| cos(r—a) = |Zz| cosc .

Teorema 13.

Projekcija konacnog zbira vektora na orijentisanu osu p
jednaka je zbiru projekcija tih vektora na osu p .

Dokaz:
Indukcijom po zbiru vektora
n=2 dokazimo Pr;(q, +a,) =Pr; a, +Pr; a, neka je a, = 4B,

d,=BC= 4+, = AC (slika 23.).

[ B, ]
[0 R e

A!

%
Q

Slika 23: Projekcija kona¢nog zbira vektora
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Vektor A'C'= A'B'+ B'C' na osnovu definicje 18. 1 19. imamo da je
Pr, a, =A'B', Pr, a, =B'C, Pr,(q, +a2)=ﬁ, a
A'C'=A'B'+B'C' tada je

Pry(a,+a,)=A'C'=A'B'+ B'C'=Pr; a, + Pr; a,

Pretpostavimo da je tacno za :

n=k Pr;(q,+a,+..+a,)=Pr;a +Pr;a,+..+Pr;q,
dokazimo da je tacno za :

n=k+1

Pr;((a, +a,+..+a,)+a,,,)=Pr;(a +a, +..+a,)+Pr;q,,, =
=Pr;a,+Prya,+..+Pr;a, +Pr;q,,, . Tadavazi Vne N.

Teorema 14.

Projekcija proizvoda vektora a skalarom A na datu orijentisanu
osu p jednaka je proizvodu skalara A i projekcije vektora d na osu

p.
Dokaz:
Treba dakle dokazati da je Pr, Aa =APr;a.
Neka je A>0. Na osnovu teoreme 12. imamo

Pr; Aa = |/?d| cos £L(Aa, p) = l|d| cos Z(a,p)=APr;a.
Neka je A<0,tada je

Pr; Ad = —|/151| cos Z(Aa, p) = —/1|c7| cosL(m+a)=

= —/1|d|cosa= APr;a,gdeje a=Z(a,p).

Ako je A=0 = Aa = 01 kako je projekcija nula vektora na osu p
tacka, to je Pr; Ad=0=0-Pr; a , to je teorema dokazana.

Kao posledicu teoreme 10. imali smo da se proizvoljan vektor
d # 0 na jedinstven nacin razlaZe kao linarna kombinacija tri
nekomplanarna vektora a,b i c .

Sada se vektor d u Dekartovom koordinatnom sistemu moze
jedindstveno razloziti preko linarne kombinacije vektora (7, 7,k) gde
su 7,],% jedini¢ni vektori orjentisanh koordinatnih osa x, y i
z redom.

Dakle, d= axf + a}j + azlg , gde su a..a,,a, koeficienti

razlaganja vektora a i zovu se koordinate vektora a .
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Teorema 15.
Koeficijenti a,,a,,a, razlaganja vektora d su njegove
ortogonalne projekcije na koordinatne ose x,y 1 z redom.

Dokaz:

Neka je vektor du prvom oktantu koordinatnog sistema.
KonstruiSimo kvadar kao na slici 24.

Projekcija vektora d= ai+ ay] + azlg je
Pr. d= Pr.(a i+ ayj' +a_k) . Na osnovu teoreme 13. i 14. imamo
Pr; d= a, Pr. i+ a,Pr. J+a, Pr; k kako su vektori ;, k normalni na i
to su njihove projekcije na x osu jednake nuli Pr. j=0, Pr. k=0 ,a
Pr; i = H cos0’ =1 . Tada je Pr. d= a, . Analogno se dobija da su
projekcije vektora d na y, odnosno z osu redom Pr. d=a s

Pr.d =a_ . Na osnovu teoreme 12. imamo
a =ld cosé(c?,f)

a =|d cosé(di])

a.=\d cosé(c?,l;).

Y

Slika 24: Prostorni koordinatni sistem
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Umesto oznake d =a i +a yf +a_k pisatemo oznaku

d=(a.a,a.).

Definicja 20.

Vektori polozaja tacke A(radijus vektor) u prostoru naziva se
vektor kome je pocetak u koordinatnom pocetku O, a kraj u tacki A.

Definicja 21.

Pravougle koordinate x,y,z vektora poloZja a =(x,y,z) tacke

A u prostoru nazivaju se pravouglim koordinatama tacke A.

Tacka A sa koordinatama x, y,z oznacava se A(x,y,z), pri cemu se

prva koordinatra naziva apcisom, druga ordinatom 1 treca aplikatom
tacke A.

Da bi se nasle koordinate tacke A treba kroz tacku A postaviti tri
ravni paralelne odgovaraju¢im koordinatnim ravnima. Tada te tri ravni
seku ose x, y,z utackama P,Q,R koje odreduju koordinate vektora

04 , a time 1 koordinate tacke A. Prema tome, polozaj tacke A u
prostoru je odreden njenim vektorom polozaja OA ili sa tri
koordinate A(x,y,z).

Neka je zadan radijus vektor svojim pravouglim koordinatama
(a,,a,,a.). Tada vazi sledeca teorema:

Teorema 16.

Neka vektor d = (a,,a ,»a.) sakordinatnim osama x, y, z gradi

redom uglove o, iy tada je :
a) ‘c?‘ = Ja’ +ai +a’

a a a
b) cosa:‘%, cosff==, cosy=-=
d [ g

¢) cos’ a+cos’ B+cos’y=1
Dokaz:

a) Iz teoreme 15. na slici 24. radijus vektor d pripada pravcu
koji je prostorna dijagonala kvadra ¢ije su ivice

a|la

) a

b b

-2
Tada je na osnovu Pitagorine teoreme ‘d ‘ =a+a, +a;.
b) Iz teoreme 15. 1 na osnovu teoreme 12. imamo:
a, = ‘3‘0054(3,17) = ‘j‘cosa a,= ‘3‘c034(c§,]) = ‘j‘cosﬁ
a, = ‘c?‘cosé(c?,lg) = ‘c?‘cos 14
koriste¢i a) dobijamo dokaz pod b).
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¢) Kvadriramo jednakosti pod b) i saberemo ih, dobi¢emo
2 2 2 |37 2 =12 2 =12 2
a; +a,+a; =\d| cos"a+|d| cos” f+|d| cos”y
2 2 2 S 2 2 2 . , e
a; +a,+a; =d| (cos”a+cos” f+cos” y) koristeci pod a)
dobijamo cos” & +cos’ f+cos’ y=1.

Jedini¢ni vektor c?o vektora d je

—

- d axf+a #'+azlg - a, - - .. .
0 =T = yj =a—;‘i += +a—jk koriste¢i jednakosti iz
I

teoreme 16 pod b) dobi¢emo: JO =icosa+ jcosB+kcosy.

Ako su vektori @ i b zadani svojim koordinatama

a=ai+a,j+a, =(a.a,a,), b=bi+bj+b =(,b,b,) tada
za sabiranje, oduzimanje i mnoZenje skalarom A vazi:
dtb=(a,tb)i+(a,th)j+(a, tb)k=

=(a, ibx,ay iby,az tbh.)

Ad=2ai+Aa,j+Aak=(Aa,,Aa,,Aa.).

Koordinate vektora kada vektor nije radijus vektor
Teorema 17.
Ako su date tacke A(x,,y,,z,) 1 B(x,,y,,z,)tada je vektor
Ejednak: AB = (x, —xl)f +(y, —yl)] +(z, —zl)lg .
Dokaz:

Neka je O(0,0,0) koordinatni pocetak tada su jednozna¢no
odredeni radijus vektori OA = (x,»,,2,)1 OB = (x,,»,,z,) (slika 25.).
Tada je OA+ AB=0B = AB=0B-0A=
AB = (X5, 15,2,) = (X, ¥1,2) = (X, =X, ¥y = V52, — Z,).

Z
A

A J

=

Slika 25: Radijus vektori
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Skalarni proizvod vektora
Definicja 22.

Skalarni proizvod dva vektora a i bu oznaci a-b je skalar, koji

je jedank proizvodu intenziteta vektora a i b i kosinusa ugla koji oni
zaklapaju.

Na osnovu definicije 22. imamo: a - b= |Zz| . ‘5‘ cos 4(51,5). Na
osnovu teoreme 12. dobijamo Pr; a = |ﬁ| cos Z(a,b), pa se skalarni
proizvod vektora G i b moZe zapisati u obliku
a-b =‘I;‘Prg a= |Zz| Pr, b. (1) Osobine skalarnog proizvoda
iskazuje sledeca teorema.

Teorema 18.

Akosu a,b,ceV prizvoljni vektori i A€ R, tada je:

1) a-b=b-a
2) AMa-b)y=(Aa)-b=a-(Ab)

3) G-(b+c¢)=d-b+ad-c

4) a-a=0
5) aca=0<a=0
Dokaz:

1) Na osnovu definicije 22. imamo a-b= |5|‘5‘ cos 4(51,5) =
‘5‘ . |5|cos4(5,51) =b-a, komutativan je.

2) AMa-b)= l|51| : ‘l;‘cosé(a,l;) = /1‘5‘ Pr; a . Kako je, na osnovu
osobine o projekciji vektora, teoreme 14. 1 (1) imamo

Ad-b)= ;45\ Pr. d= \5 \ Pr.(Ad) = (4d)-b . 1z istih razloga vai i
AMa-b)=a-(Ab).

3) a- b+ c)= |Zz|Pra (1; +¢). Koristec¢i teoremu 13. dobijamo
|d|Pr, (b +¢) =|a|(Pr, b + Pr, &) = d| Pr, b +|d| Pr, ¢ =
=da-b+a-c.

4) a-a=|dl-|a|cos £(a,a)=a| cos0” =|a| 20

5) Iz osobine4) d-d=|d =0 |d=0ea=0.
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Iz definicije 22. skalarnog proizvoda izraCunavanjem kosinusa

—

ugla izmedu vektora a i b sledi cos L(Zz,l;) =L‘Zi,
al-b

Ako je 4(&,5)=%:>cos%=0:fz-l;=0.

Definicja 23.

Dva vektora @ i b , razlicita od nula vektora, su uzajmno
normalni akko je njihov skalarni proizvod jednak nuli. U zavisnosti

koliki je ugao izmedu vektora @ i b imamo(slika 26.).

b B b .
a-b=0 a-b<0
“ - a -
0 a ~ 0 a i
0 _ant 0 0
0<a <90 a =90 90" < <180

Slika 26: Skalarni proizvod u zavisnosti od ugla izmedu vektora

Teorema 19.

Ako su vektori @ i bzadani svojim koordinatama:
a=ai+a,j+akib=>bi+b j+bk,tadaje
i-b=ab, +ab, +a.b..

Dokaz:

Mnozeéi vektore d i b po osobini 3) teorema 18. i koristeci da je
=i k= ]k 0,i-i=j-j= k-k=1, dobija se

Il
Q
@‘
+
Q
@‘
+
Q
@‘

Iz teoreme 19. mozemo dati analiticki izraz za odredivanje ugla
izmedu dva vektora preko koordinata:

ab +ab, +ab,

cos Z(a,b) =
\/axz +a,’+a’ \/bxz +b +b’

Ako su vektori @ i b kolinearni i zadani svojim koordinatama
a=(a,a,a.) , l;:(bx,by,bz) ,tada iz @ = Ab , A0 sledi

a -
a,=Ab,a,=Ab, ,a = Ab,to jest Z—x=b—y=%=/1, vektori @ i b su

x y
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kolinearni ako su im odgovarjau¢e koordinate proporcionalne. Ako su
vektori @ i bnormalni= a-b=0= ab +ab, +a.b, =0.

Sada ¢emo dokazati jednu teoremu poznatu pod nazivom
“teorema o jezu” u prostoru koja glasi:

Teorema 20.

Neka je P konveksan poliedar ¢ije su strane B,B,,...Bsi
n,n,,...,n, vektori normale na strane B{,B,,...Bsi 1, , zai=1,2...s,

orjentisani su prema spoljasnjosti poliedra, ﬁi| =P(B,)zai=1,2.. s,

gde su P(B;) povrSine strana poliedra. Tada je Zfz ;= 0.

i=l
Dokaz:

Uoc¢imo jednu stranu B;, i=1,...,s poliedra P(slika 27.)

Slika 27:Unutrasnja tacka X poliedra i njena projekcija(X’)

Neka je X prozvoljna unutrasnja tacka poliedra, a 4; najkrace
odstojanje tacke X od strane B; za i=1, 2, ...., s(X’ ortogonalna
prijekcija tacke X). Neka je V zapremina datog poliedra. Tada se taj
poliedrar moze razbiti na piramide sa temenom u X(sve piramide su u
unutrasnjosti poliedra i imaju zajednicke boc¢ne strane). Tada je

V= ZS:%P(BZ.)hI. — 3= ZS:P(BI.)hl. (1)

i=1 i=1

gde je P=P(B)).

Neka je e, jedini¢ni vektor vektora 7, za i=1,2,...,s 1 istog smera

|
|
|

L 4 n; no_ . S
san—=e=—=——=—=n=~FPe zai=l,2,....,s.
| P(B) P

Uocimo fiksiranu tacku O poliedra takvu da je O=X 1 neka je T;
prizvoljna tacka T;eB; za i=1, 2, ...., s(slika 28.).
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Slika 28: Prizvoljna strana poliedra sa fiksiranom tackom O

Sada potrazimo
X—Z ‘e = ‘X—Y}"EJCOS L(X—Y;,Ei) . (2)

Iz pravouglog AXX'T,

— _ || n — — ,
cos L(XT,,e;)= == :hi:‘Xﬂ‘cosL(XY},el.),pa_]e,
il
obzirom na (2), X—fi-él. =h, zai=1, 2, ....,s. Sada h; zamenimo u
()= 3V =Y BXT, ¢, 3)

i=1
Izrazimo vektor )?fl sa slike 28. X_f = X0+ a"; 1 zamenimo u (3).

3= P& - (X0+0T) = Y, (X0 +0T) = XOY i, + i OF, =
i=1 i=1

i=1 i=1

= )?Oi n + i|ﬁl ”O—T:‘ cos Z(n,, ﬁf).
i=1 i=1

Neka je H; za i=1, 2, ...., s najkrace rastojanje tatke O do B; za
i=1, 2,...,s 1 neka je O’ otrogonalna projekcija tacke O na stranu B;. Iz
pravouglog trougla

AOO'T, = cos (i, OT ) = 2%

—==H, = ‘O—Ti‘cosé(ﬁi,O—Ti) :
2

Zamenimo u (4)

3V:X—0'Zﬁi+3Z%EH,. =X0-Y i +3V = X0-Yii =0 , kako
i=1 i=1 i=1 i=1
je X0 :TO;ﬁ@:Zﬁi =0.
i=1
Tako je teorema 20. dokazana , koja ¢e nam trebatri u slede¢em
poglavlju.
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Vektorski proizvod vektora

Definicja 24.
Vektorski proizvod vektora a 1 b je vektor ¢ tako de je:

1. Intenzitet vektora ¢ je povrSina paralelograma konstruisanog
nad vektorima @ i b

2. Pravac vektora ¢ je normalan na ravan odredenu pravicama
vektora a i b

3. Smer vektora ¢ je takav da vektori (a ,b,¢ ) obrazuju desni
sisem(slika 29.).

Vektorski proizvod vektra @ i b ozna¢ava¢emo sa axb =c .

Iz definicije 24. vektorskog proizvoda sledi:
L. |axb|=|ap|sin £(@,b)

2. ¢laiclhb

A 4

Slika 29: Vektorski proizvod

Ako su vektori @ i b kolinearni
:>Ez:/115:>sin4(5,5)20:>‘5><5‘:O:>c7xl;:()

Ako je jedan od vektora a ili b nula vektor onda na osnovu
definicije 24. @xb =0.

Teorema 21. Vektorski proizvod ima sledece osobine:

1) Va,beV: axb=—-bxa zakon alternacije
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2) Va,beV, YAe R: Aaxb)=Aixb=axAb
3) Va,b,ceV:ax(b+c)=axb+axc.
Dokaz:

Na osnovu definicije vektorskog proizvoda, intenzitet i prvci
vektora axb 1 bXxa suisti, a smerovi su im suprotni(slika 30.).

Gxb 8
> b
/ a
. >
1P o
—axb=bxa

Slika 30: Zakon alternacije

1) Ta osobina neposredno sledi iz definicije vektorskog
proizvoda i proizvoda vektora sklarom.

2) Distributivnost vektorskog proizvoda prema sabiranju,
dokazacemo koristeci ,,teoremu o jezu‘ na poliedru trostrane
prizme. Neka je ABCA’B’C’ trostrana prizma i 7,,7i,,1;,1,, Hs
vektori normale redom na strane: ACC’A, ABB’A, BCC’B,
A’B’C’, ABC prizme, orjentisani ka spoljasSnjosti. Neka je

G=AA', b=AB, ¢ = BC (slika31.)

Slika 31: Distributivnost vektroskog proizvoda
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Tada je AC =b +¢&. Radiéemo sa desnim sistemom. Po
definiciji vektorskog proizvoda imamo:

i, =ax(b+¢c)

i, = b xad (1)

ny,=cXa.
Vektori 7, 1 ng su istog intenziteta 1 pravca ali suprotnog smera
= n,+n;=0.

Sada imamo ispunjene sve uslove za primenu tereme “o jezu‘.

= Ji, + 7y + 7y + 7, 47 =0 2)

Zamenimo uslove (1) u (2) 5X(5+E)+5X5+E><Zz =0=
ax (5 +c)= —bxd—cxa koriste¢i zakon altenacije dobi¢emo (3) iz
teoreme 21. 5><(Z; +c)= axb +axc Time je teorema 21. dokazna.
Da bismo odredili vektorski proizvod dva vektora u njihovim
koordinatama, odredi¢emo prvo vektorske proizvode jedini¢nih
vektora i, j 1 k triedra(i, j,k ) desne orjentacije(slika 32.).

k

»

~

i
Slika 32: Desni triedar jedini¢nih vektora

Njihovim mnozenjem ¢emo dobiti Kejlijevu tablicu:

X i i k
i 0 k -7
_ . ~ 3)
J -k 0 i
k j —i 0

Teorema 22.

Ako su a i b zadani svojim komponentama a = (4,,d,,a.) 1

I;z(l; b l;z)tadaje:

x> Yy»
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i J ok
ixb=\a, a, a. (4)
x y z

Dokaz: Formiramo vektorski proizvod i primenimo teremu 21. 1
Kejlijevu tablicu (3)

xb=(ai+d,j+ak)<(bi+b,j+bk)=

=ab (ixi)+ab,(ixj)+ab (ixk)+

+a,b (jxi)+ab (jxj)+ab (jxk)+

+ab (kxi)+ab (kxj)+ab (kxk)=

= axbylg —ab.j- aybxl; + aybzl7 +ab. j—

—abi=(ab —ab)i+(ab —ab)j+(ab, —ab k=
a, a

b. b

X z

—

+J

ito je Laplasov razvoj derterminante po prvoj vrsti determinante.

MesSoviti proizvod vektora

Definicja 25.

Masoviti proizvod tri vektora 5,1; ,¢ naziva se skalarni proizvod
vektora axb ivektora ¢ to jest (éxl;)-E .

Teorema 23.

Mesoviti prozvod tri nekomplanarna vektora a,bic je skalar,

¢ija je apsolutna vrednost jedanka zapremini paralelopipeda
konstruisanog nad tim vektoraima kao ivicama.

Dokaz:

Pretpostavimo da su vektori a bic nekomplanarni i da

obrazuju desni triedar. KonstruSimo paralelopiped zapremine V nad
tim vektorima(slika 33.).
Ako stavimo d =axb , onda je vektor d normalan na ravan

odredenu vektorima @i b . Tada je (5)(5) é=d-¢= ‘c?‘PrgE.
Intenzitet vektora ‘5{ ‘ = ‘5 xb ‘ je povrsina paralelograma konstruisanog

nad vektorima ai b i koji predstavlja osnovu(bazu) paralelopipeda.
Pr.c = |OC'| = H je visina paralelopipeda .

Dakle, (axb)-¢ = ‘c? ‘H =V je zapremina paralelopipeda

konstruisanog nad vektorima a,b i c .
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Slika 33: MeSoviti proizvod tri vektora
U slucaju da vektori a,b i ¢ Cine levi triedar, na slican nacin se
dokazuje da je (@xb)-¢ =—V .
meﬁqwmod@wkﬁxgyd=vﬂ
Teorema 24.
Ciklickom permutacijom vektora ¢inilaca vrednost meSovitog

proizvoda se ne menja.
Dokaz:

Neka su data tri nekomplanarna vektora d,bic¢ ineka oni
obrazuju desni triedar(slika 34.).

v

0 a
Slika 34: Desni triedar vektora
Tada je (axb)-¢ =(bxc)-a=(cxa)-b dakle bilo kakvom
permutacijom vektora u (a xb)-¢ ne menja se zapremina

paralelopipeda konstruisanog nad tim vektorima a, bic.
Teorema 25.
Ako su vektori d@,b,¢ #0 tada su oni komplanarni akko je

(Gxb)-¢=0.
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Dokaz:

(=) Nekasu a,bic komplanarni, onda je vektor a xb
normalan na vektor ¢ = (szl;) c=0

(<) Neka je (5><1;)-E =0kako je ¢ #0 onda je axb=0 ili je
dxb normalanna ¢ .

Ako je dxb =0 onda su vekotri @ i b kolinearni, pa su stoga
vektori @,b i ¢ komplanarni.

Neka je @xb normalno na ¢ . Vektor @xb je normalan na a i
na b , tada su vektori 5,5 1 ¢ kolinearni.

Teorema 26.
Neka su vektori a,b i ¢ zadani svojim koordinatama

Elz(ax,ay,az), b =(bx,by,bz) 1¢=(c,c,,c,) tadaje:
a, a, a,
(@xb)-¢=|b, b, b,
¢, ¢, ¢
Dokaz:
i j ok
(@xb)-¢=ld, a, alci+c,j+ck)=
X y z
(‘.’ay az+-: X az+]‘c’ax ay)( -.'+ —:+ 1}')
=(i (ci+c, j+ck)=
b, b b, b | b, b T TE
a, a, L 4 +ax a,
= C C C, =
b, b|* |b, b|" |b, b~
To je razvoj determinante po Laplasovoj teoremi po tre¢oj vrsti.
a, a, a,
=b, b, b,
c. ¢, ¢

Dvostruki vektorski proizvod

Definicja 26.

Dvostrukim vektorskim proizvodom vektora d,bi ¢ naziva se
vektorski proizvod vektora a i vektroskog proizvoda bic to jest

ﬁx(l;xé).
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Teorema 27.
Za svaka tri vektora &,5 1 ¢ vazi:
ax(bxc)=(ac)-b—-(ab)-c.

Dokaz:

Pretpostavimo da vektori bi ¢ nisu kolinearni.

Rezultat dvostrukog vektorskog proizvoda je vektor normalan na
ravan vektora d i bx¢ definicija 24. slika 35.

Prema tome, vektori b, ¢ i ax (5 X ¢) su kompalanarni, tada
postoji skalar i S tako da je:

ax(bxc)=ob + . ()

S
3

Gx(bx?)

Slika 35: Dvostruki vektorski proizvod

Odredimo skalare ai f3

Uodimo u ravni vektore b i ¢ prizvoljni jedini¢ni vektor 7 i
koji je normalan na vektor ¢ isa vektorima ¢ i bx¢ &ini triedar
desne orjentacije (slika 35.)

nlc=n-c=0. )

Pomnozimo skalarno jednakost (1) sa vektorom 7 i dobijamo:
(ax(bx3¢))-ii=a-(b-n)+ (¢ 7i) zbog (2) =

(ax(bxé))-ii=a-(b-i). (3)
Na osnovu teoreme 24., (3) postaje
(bxE)xii)-a=a(b-ii). (4)

Vektor (1; Xc)xn jenormalan na vektor 7 i bx¢,te je vektor

(I; X ¢)xn kolinearan sa vektorom ¢ i smer mu je zbog orjijentacije
odgovarajuceg triedra isti kao i smer vektora ¢ , pa prema tome
iamaju isti jedini¢ni vektor.

Na osnovu definicje vektorskog proizvoda je:
((Z;XE)xﬁ)-c?:‘EXE‘-|ﬁ|sinL(5xE,ﬁ)-EO-Zz, (5)
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gde je ¢, jedini¢ni vektor vektora ¢ . Kako je |ﬁ| =11

sin A(EXE, n) =sin90° =1 jednakost (5) postaje:

(bx&)x7i)-d :\Bxa\-ao G :\B\-|5|sin4(5,5).50 . (6)
Sa slike 35. imamo:

£(b,8)=90° — £(b, i), tada je

sin L(I;,E) =cos L(I;, n) ikako je ¢, =|CT| iz jednakosti (6) dobijamo:
¢
(bXE)X7)-d =‘5‘~|E|cos£(5,ﬁ)-|67|ﬁ -
¢

=‘E‘cos£(5,ﬁ)5-é= (b -7i)- (- ).

Koristec¢i jednakost (4) imamo da je :

o (b-ii)y=(b-i)-C-a. (7)
Zbog pretpostavke da bi ¢ nisu kolinerani sledi da je:

a=c-a (8)
Na osnovu jednakosti (1) 1 koriste¢i (8) imamo da je:

ax(bxc)=(¢-a)-b+ e . 9)
PomnoZzimo jednakost (9) skalarno sa vektorom a tada je:

(ax(bxe))a=(c-a) (b-ay+ B@-a). (10)

Leva strana jednakosti (10) je jednaka nuli, onda je:
(¢-a)-(b-a)+B(E-a)=0.

Ako je :
¢-az0=f=—ab. (11)
Sada uvrstimo ai fu (1) i dobi¢emo:
ax(bxc)=(ac)-b—(ab)-c. (9)

Sto je i trebalo dokazati po teoremi.
Ako je ¢-a =0 onda iz jednakosti (9) sledi:
ax(bxé)= . (12)
PomnoZzimo jednakost (12) skalarno sa vektorom ¢ dobija se:
[axxe))-¢ =gl i

((EXE)XE)- a= ﬂ|5|2 odnosno,

—(exbx))-a=pel . (13)
Na vektor ¢ X(Z; X ¢) primenimo jednakost (9) dobijamo:
éx(bx¢)=(¢-¢)-b—(C-b)-¢=le[b-(-b)-¢. (14)

Zamenimo (14) u (13) i dobijemo:
Llefs+@-b)-c)a=pe
—-|e[’6-a+@-b)-(¢-a)= B

Kakoje ¢-a=0 od (15) dobijamo
~le’b-a=ple[, 20 =

2 , to jest,

(15)

|2
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B=—(b-d), paopet vazi jednakost (9).

Neka su sada vektori b i ¢ kolinearni. Ako je bar jedan od
vektora b i ¢ nula vektor, tada je jednakost (9) zadovoljena.

Neka su dakle, b, #0=>b = AC. Tada je
ax(bxc)=ax(Aéxc)=0.

S druge strane
(G-¢)-b—(a-b)-¢=(a-¢)-Ac—(a-Ac)-¢ =
=A((@-¢)-¢—(a-c)-¢)=0,
pa je jednakost (9) opet zadovoljena.

Dakle, teorema vazi za tri prizvoljna vektora a,bic.
Teorema 28.
Jakobijev indentitet.

Za svaka tri vektora a, b ic vazi
ax(5x5)+1§><(5><5)+5><(a“><5) =0.

Dokaz:

Na osnovu teoreme 27. imamo:

ax(bxc)=(a-¢)-b—(a-b)-¢
bx(cxa)=(b-a)-¢—(b-¢)-a
¢x(axb)=(¢-b)-a—(¢-a)-b

Sabiranjem (1), (2) 1 (3) Sledi Jakobijev indentitet.

(1
2
3)
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Glava ll

Analiticka geometrija u prostoru
U ovom poglavlju posmatra¢emo tacke, prave i ravani.
Odrediva¢emo njihov polozaj u odnosu na desni orijentisani pravougli

Dekartov koordinatni sistem, odreden uredenom trojkom (7, 7, k ) gde

su i, j,k medusobno normalni jedini¢ni vektori.

Vektor polozaja tacke
Polozaj tacke A u prostoru , u odnosu na Dekartov pravougli

koordinatni sistem sa centrom u O je odreden vektorom polozaja 04 ,
koga zovemo vektor polozaja tacke A4.

Neka je 7 = OAvektor polozaja tacke 4. Kako je 7 odreden
svojim koordinatama koje su po teoremi 15. algebarske vrednosti
projekcija vektora 7 na koordinatne vektore, to ¢e onda i tacka A, kao

zavrina tatka vektora OA , biti odreden istim koordinatama. Ako je

F=0A4= (x,y,z), tada su to i koordinate tacke 4 1 piSemo A(x,y,z).

Rastojanje dve tacke

Rastojanje tacaka 4 i B jednako je intenzitetu vektora AB,
teorema 16. Zbog toga vazi teorema:

Teorema 29.

Rastojanje d tacaka A(x,,y,,z,)1 B(x,,y,,z,) dato je formulom

d :\/(xz _x1)2 +(y2 _y1)2 +(Zz _21)2 .

Dokaz:
Tacke 4 1 B u prostoru odredene su vektorima polozaja 7, i

7, (slika 36.).

Slika 36: Rastojanje dve tacke
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Tada je ﬁ:@—ﬁ.Ondaje ‘ﬁ‘zﬁ—;ﬂ:d. Kako su tacke 4
1 B date svojim koordinatama, tada je
h=0x,0,2) 15 =(%,,),,2,) =

AB=1 =1 =(X, =X, ), = V1,2, = 3) =

‘ﬁ‘ = \/(x2 —-x) + (v, —») +(z,—z)" po teoremi 16. [

Podela duzi u datoj razmeri

Neka je data prava p i na njoj tacke 4 i1 B. Prizvoljna tacka C
razlicita od 4 i B prave p deli duz AB po unutrasnjoj ili spoljasnjoj
podeli(slika 37.)

a)
M
P A4 ¢
b)
C
B
p A4

Slika 37: Podela duzi
Pod a) je raspored (4-C-B), a pod b) je raspored (4-B-C). U oba

slucaja vektori AC i CB su kolinearni to jest, 34 # 0 tako da je
AC = ACB.

Ako je 4>0, onda je (4-C-B) i tatka C deli duz AB
unutrasnjom podelom u razmeri ‘Zf‘ : ‘@‘ =

Ako je A <0onda je (4-B-C)itacka C deli duz AB spoljasnjom
podelom u razmeri ‘A_C" : ‘@‘ =

Teorema 30.

Neka su tacke 4, B date svojim koordinatama A(x,,y,,z,),

B(x,,y,,z,) 10odnos A #0 ukojem treba podeliti duz AB pomocu
taCke C. Tada tacka C ima koordinate
C(x1 + Ax, ’yl +Ay, z +/122).

1+4 1+4  1+4

Dokaz:

Neka su 7, 7,7, vektori poloZaja tacaka 4, C, B(slika 38.)

2

Slika 38: Podela duZi u datoj razmeri
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Tada je vektor AC=ACB. (D)
Izrazimo vektore AC i CB preko vektora polozaja 7,7 1 7,.
A_C"zf—ﬁ 1 @:,72_,7 zamenimo u (1)
= F-n=AF-7) =
F—h=Ah—-Ar =
I+ ADrF =F+Ar,=>
1 - A .
=——FR+—F
1+4 1+4
1

- A
r =m(?€1,yl,zl)+m(?€z,yz,zz)=

Ny

X +Ax, y+Ay, z,+Az

, 2), a to su koordinate tacke C.[]
1+A4 1+4 1+4

=( :
Posledica teoreme 30. Ako je tacka C sredina duzi AB, tada je
A =1 itacka C ima koordinate:
C(x1+x2 Nt Zl+22).
2 2 72

b

Ravan

Razni oblici jednacdine ravni

Polozaj ravni u prostoru moze se odrediti na razne nacine.
Poznato je iz Euklidske geometrije da je ravan jednoznac¢no odredena
sa tr1 nekolinearne tacke , sa dve prave koje se seku, sa pravom i
tatkom van te prave, itd.

Isto tako, poloZaj ravni u prostoru, moZemo oderditi pomocu
jedne njene tacke M i jednog ne nula vektora 7, koji je normalan na tu
ravan, zatim pomocu rastojanja p >0 ravni od koordinatnog pocetka i
jedini¢nog vektora 7,, normalnog na tu ravan i usmerenog od

koordinatnog pocetka ka ravni.

Normalna vektroska jednacina ravni

Teorema 31.

Vektor polozaja 7 prizvoljne tacke M ravni 7, koja je na
rasojanju p >0 od koordinatnog pocetka O i normalna je na vektor
n,, zadovoljava jednacinu 7 -n,— p=0.

Dokaz:

Neka je M prizvoljna ta¢ka ravni wi 7 vektor polozaja tacke M
(slika 39.).
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Slika 39: Normalna vektorska jednacina ravni

Vektor 7, je normalan na ravan 7 i usmeren od koordinatnog
pocetka O ka toj ravni. Neka je O’ ortogonalna prjekcija tacke O na
ravan 7i(slika 39.), tada je |00 = p.

Vektor n, L 7 = n, L O'M pa je to po definiciji 23.
7, -O'M =0. (1)
Iz AOO'M nalazimo O'M =OM —OO'=r — pn,, jer su vektori

00' i n, kolinearni i istog smera. Sad iz (1) dobijamo

n, - (¥ — pn,) =0, koriste¢i osobinu skalarnog proizvoda i ¢injenicu

daje n,-n,=1= rn,—p=0. (2)
Jednacina (2) se naziva normalna vektorska jednacina ravni.
Ako je p=0, onda ravan (2) prolazi kroz koordinatni pocetak.[’

Teorema 32.

Svaka jednacina oblika 7n, — p =0 gde su 7, jedini¢ni vektor i
skalar p>0 fiksirani, predstavljaju jednacinu ravni.

Dokaz:

Uoc¢imo u koordinatnom sistemu sa centrom u O prizvoljnu
tacku 4, tako da je vektor OA = pn, . Neka je 7 vektor polozaja
prizvoljne tacke M , koji zadovoljavaju jednacinu 7n, — p =0 (slika
40.)
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Slika 40: Normalna vektorska jednacina ravni

Tadaje AM =7 - OA = F — pii,.

Pomnozimo skalarno vektore O4 i AM
OA - AM = pii, - (7 — pii,) = pii, - F — p* = p(F - 1i, — p) =0 s obzirom
daje 7Fii,—p=0 = OA-AM =0 (1)

Sledi da su vektori O4 i AM uzajamno normalni.

Vektor 04 Jje odreden jednoznacno , jer su 7, 1 p>0 fiksirani,
tada jedanacina (1) vazi za sve tatke M , ¢iji vektor 7 (M) zadovoljava
jednacinu rn, — p = 0. Zakljucujemo da sve tacke M pripadaju jednoj
ravni , koja prolzai kroz tacku 4 i koja je normalna na vektor
OA = pn, . Ako je p=0 = r -n, =0, pa sve tacke M pripadaju ravni
koja prolazi kroz koordinatni pocetak i koja je normalna na vektor
ny .

Teorema 33.

Svaka jednacina oblika 7n + D =0 gde je 7 prizvoljan vektor,

razli¢it od nula vektora, a D prizvoljan skalar, predstavlja jednacinu
ravni.

Dokaz:

Kako je n # 0= |ﬁ| # 0 pa jednacinu 7n + D = 0 podelimo sa

D
mﬁ‘m—o. (1)

[zaberemo znak ispred * |ﬁ| suprotan znaku ispred D. Tada

jednadina (1) ima oblik 7n,— p =0, po teoremi 32., pri cemu je:

. i . D

Kl R

3

gde je 7, jedini¢ni vektor normalan na ravan, usmeren od

koordinatnog pocetka ka ravni, a p je odstojanje ravni od
koordinatnog pocetka.

Jednacina 7n + D =0 zove se opsta vektorska jednacina ravni.
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Skalarni oblik jednacine ravni

Po teoremi 16. pravac vektora 7, obrazuje se koordinatnim
osama x,y,z kosinuse uglova «, 3,7, to jest, i, = (cosa,cos ,co8 7)1
neka vektor polozaja 7 ima koordinate 7 =(x,y,z).

Teorema 34.

Jednacina ravni normalna na jedini¢ni vektor 7, i na odstojanju
p >0 od koordinatnog pocetka je

xcosa+ ycosfB+zcosy—p=0.

Dokaz:
Iz teoreme 32., svaka jednaCina oblika, 7n, — p =0 predstavlja

jednacinu ravni.
F-h,=xcosa+ ycosfB+zcosy=

xcosa+ ycos f+zcosy—p=0.1 (D

Jednacina (1) se naziva Hesseov ili normalni(skalrani) oblik
jednacine ravni.

U teoremi 33. je dokazano da svaka jednacina oblika 7n+ D =0
predstavlja ravan. Sada moZemo dokazati obratno.

Teorema 35.
Svaka ravan se moze predstaviti jednacinom rrn+ D =0.

Dokaz:
Kako je ravan normalna na jedini¢ni vektor 7, i na rastojanju je
p # 0 od koordinatnog pocetka, onda prema teoremi 31. ta ravan je
data jednac¢inom
F-ny,—p=0. (1)
Pomnozimo jednacinu (1) sa |ﬁ| dobic¢emo ;7|ﬁ| -1, —|fz|p =0=
F-ﬁ—|ﬁ|p =0,gdeje n= |71|-710, oznaci¢emo sa D =—|ﬁ|p i
dobi¢emo r7rn+ D =0. (2)
Ako sa 4,B,C obelezimo koordinate vektora n =(4,B,C) isa
7 =(x,y,z) tada iz (2) dobijamo
Ax+By+Cz+D=0; A>+B>+C* #0. (2)
Jednacina predstavlja opsti skalarni oblik jednacine ravni. Vazi i
obratno.

Ako sve tacke x,y,z zadovoljavaju jednacinu (3), tada je ravan
(3) normalna na vektor n = (4, B,C).

Zaista, neka je 7 prizvoljan vektor sa koordinatama x,y,z , to
jest, ¥ =(X,,2).

Onda jednacinu (3) mozemo zapisati 7n+ D =0 §to na osnovu
teoreme 33. predstavlja jednacinu ravni. [ |
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Segmentni oblik jednacine ravni
Teorema 36.

Akoje A*+B*+C*#0,tada £+%+£=1 predstavlja
a c
segmentni oblik jednaCine ravni, gde je a = —% , b= _b c= _b

5

B C’
Dokaz:

Neka tacka M(a,0,0) gde je a # 0 pripada ravni

Ax+By+Cz+D=0 (1)

Tada je Aa+D=O:>a=—%.
y . . D
Neka tacka M;(0,b,0) pripada rvni (1)=Bb+D=0=b = 3
. D
Sli¢no za M>(0,0,c) >Cc+D=0=c¢ =—E.

Podelimo jednacinu (1) sa—D, D # (Otada

Ax By (Cz
+ + =1 =
-D -D -D
x y CHN PGSR SN i
—D+—D+—D_1:>a+b+c 1. (slika 41.).
A B C
A
L/
M,(0,0,¢)
0 M,(0,6,0)
y
X M(G,0,0)

Slika 41: Segmenti oblik jednacine ravni
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Jednaé€ina ravni koja prolazi kroz datu tacku i
normailna je na dati vektor

Neka je data tacka M, (x,,y,,z,)1 vektor n=(4,B,C).

Teorema 37.

Ravan 7 koja prolazi kroz datu tacku M; i normalna je na dati
vektor n , ima jednacinu, (¥ —7)n =0, gde je 7, vektor polozaja
tacke M;, a 7 vektor poloZzaja prizvoljne tacke M € .

Dokaz:

M je prizvoljna tacka ravni © koja prolazi kroz M; i normalna je
na vektor 7 (slika 42.)

~
=

)

Slika 42. Jednacina ravni koja prolazi kroz datu tacku M,

Vektor M\M = OM —OM =7 —r; . Po uslovu teoreme 37.
vektor 7 je normalan na ravan . Onda je MI—M n=0=
(F-7)7i=0. (1)

VaZi i obratno, to jest da jednacinu (1) zadovoljavaju samo one

tacke koje leze u ravni koja prolazi kroz tacku M; i normalna je na dati
vektor 7 .

1z jednacine (1) dobijemo da je 7 —7 normalan na n, a skup

svih takvih vektora obrazuje ravan .
Izrazimo jednacinu (1) preko koordinanta. Neka prizvoljni
vektor 7, polozaja tacke M, ima koordinate 7 = (x, y,z), tada je

F_ﬁ:(xayaz)_(xlaylazl)' (2)
Kada (2) zamenimo u (1) dobi¢emo:
A(x=x)+B(y-y)+C(z-2z)=0 3)

Jednacina (3), predstavlja skalarni oblik jednacine ravni, koja
prolazi kroz datu tatku M, = (x,,y,,z,) 1 normalna je na dati vektor
n=(4,B,C).

Primer: Date su tacke A(1,-1,2) 1 B(0,1,1). Kroz tacku B
postaviti ravan normalnu na vektor AB.

Po teoremi 37. imamo:

ii = AB =(-12,-1)
M= B(0.1,1).
Tadaje : -1(x-0)+2(y-1)-1(z-1)=0.
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Odnosno -x+2y-z-1=0 je trazena ravan.

Jednacina ravni kroz tri date tacke

Neka su 4,B,C u prostoru tri razli¢ite nekolinerane tacke, tada
postoji jedinstvena ravan 7 odredena sa te tri tacke.

Neka su 7,7,7, vektori polozaja tataka redom 4, B, C(slika 43.)

B
< 7
\ Fd
K\\‘ic //
T M \ \ //
N g

(0
Slika 43: Ravan kroz tri tacke
Uocimo prizvoljnu tacku M € 7 i vektor polozaja 7 (slika 43.).
Tada prema definiciji 25. i teoremi 25. meSoviti proizvod vektora
AM ,AB, AC jednak je nuli, to jest

(AM x AB)- AC =0.

iy

=i
l:“]

(1

Izracunajmo vektore W,E,A_C" preko vektora
polozajar,n,r,,7,
AM =7 - ¥,
AB=7, -7, )
AC=7 -7,

Jednakosti (2) zamenimo u (1) i dobi¢emo
(F =7 ~7)- (% ~7) =0. 3)

Jednacina (3) predstavlja jednacinu ravni kroz tri tacke u
vektorskom obliku.

Nadimo (3) u koordinatnom obliku. Neka je 7 =(x,,y,,z,),
K=(X,0052,), K= (X3, 05,23) 17 =(x,,2) .

Tada prema (2)
mz('x—xvy_ylﬂz_zl)
AB= (X, =X, Y, = V2, — Z;)
A_C;:(xs =X,V ~ V23— 7))

Vektore AM,AB, AC zamenimo u (3) pa je prema teoremi 25.
X=X VY= Zz—z
X=X =y z,—z|=0. 4)
=X V3=V Z3—2Z

Jednacina (4) predstavlja jednacinu ravni, kroz tri tacke.
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Rastojanje tacke od ravni

Neka je u koordinatnom sistemu data ravan 1t svojom jedna¢inom
ri,—p=0 (1)
i tacka M;(x;,y;,y;) odredena vektorom polozaja 7, .

Odredi¢emo najkrace rastojanje, oznac¢i¢emo to sa d, tatke M;
od ravni n(slika 44.)

My

Ml
2
g :
v
|

/
o 1
/ " i

T ¥

p 7

O

Slika 44: Rastojanje tacke od ravni

Neka je M’ ortogonalana projekcija tacke M, na ravan 7. Tada
je d =|M,'M,|. Vektori M,'M, i ii,su kolinearni = M,'M, = dii,.

Ocigledno je d>0 ako su tacke M; i O sa razliCitih strana ravni T,
a d<0, ako su tacke M; i O sa iste strane ravni T.

Neka je 7, vektor polozaja tacke M,’, tada je:
Hh=R+MM'=F-M'M =7 —-dn,. (2)

Tacka M,'e & pa vektor polozaja r, tacke M,  zadovoljava
jednacinu ravni (1), odnosno

Ky —p=0. 3)
Sada (2) zamenimo u (3) i dobijamo

(i —dny)n, —p=0=

rny—d—-p=0=

d=Fiiy—p. “4)

Kako je rastojanje d nenegativan to broj (4) treba uzeti po
apsolutnoj vrednosti dakle,

d =ini, - p|. (5)
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Jednacinom (5) je dato rastojanje tacke M; do ravni 7.

Ako je ravan 1t data u skalarnom obliku Ax+ By+Cz+D =0,
tada po teoremi 32. vektor 7, i skalar p imaju vrednosti

= i-p="" 6
I ©)
gde je vektor 7 normalan na ravan 7 i ima koordinate
n=(4,B,C).
Tada je
~ A B C
o = 2 2 2’ 2 2 2’ 2 2 2 ) (7
i\/A +B°+C i\/A +B +C iJA +B +C
Sada (6) 1 (7) zamenimo u (5) i dobijamo
d:Axl+By1+Czl+ D |:>
JA+B+C AL +Bz+C2‘
Ax, + By, +Cz, + D . - .
d="0 12N & Sto predstavlja rastojanje u koordinatama.
NA*+B* +C? ‘

Medusobni polozaj dve ravni i ugao izmedu dve ravni

Dve ravni i  u prostoru mogu biti paralelne ili se seku.

Neka su ravni i f date svojim vektorskim jedan¢inama,
teorema 35.,

o rn+D =0

B i, +D,=0. (1)
Tada je vektor n, normalan na ravan ¢, a vektor 7, normalan na

ravan f3.

Ugao izmedu vektora 7, 1 n, odreduje se prema definiciji

skalarnog proizvoda po formuli cos Z(#,,n,) =

Ugao izmedu vektora 7, i #, jednak je uglu izmedu ravni i B
ili ga dopunjava do 360"
Kako skalarni, proizvod dva vektora moze biti pozitivan ili

negativan, ograni¢i¢emo se da uvek odredujemo onaj ugao izmedu
ravni koji nije tup, zbog toga ¢emo skalarni proizvod vektora 7, 1 n,

uzimati po apsolutnoj vrednosti(slika 45.)
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Slika 45: Ugao izmedu dve rvni
Neka su ravni i f date skalarno:
o Ax,+By, +Cz,+D, =0

B Ax,+By,+Cz,+ D, =0.
Pri ¢emu su n, =(4,,8,,C)), n, =(4,,B,,C,) vektori normalani

naravan aif3 .
Tada iz (2) dobijamo ugao izmedu dve ravni

|44, + BB, + C,C,|
VA +B2+C 4 +B+C)
Neka su n, =(4,,B,,C)) 1 n, =(4,,B,,C,) vektori normala

jednacina ravni i f. Tada vazi:

cos £L(n,,n,) =

Teorema 38.

Potreban i dovoljan uslov da dve ravni i S budu ortogonalne je
da

n-n,=0.
Dokaz:
(=»)alp=n-n,=0.

Ako su ravni i fnormalne, tada su i vektori 7, i 7,
normalni(slika 46.),
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Slika 46: Otogonalne ravni i S

te je n,-n, =0 po definiciji 23.

(«—)n,-n,=0=>alp.

nlain, L = Z(i,n,)ugao normalnog preseka izmedu
ravni i

Kakoje ni,-n,=0 = a L 5.

Teorema 38. se moze i ovako iskazati preko koordinata.

Ravani i f su ortogonalne akko je 44, + BB, +C,C,=0.
Sto je direktna posledica skalarnog mnozenja dva vektora. [J

Teorema 39.

Potreban i dovoljan uslov da dve ravni budu paralelne je da
i, = An,,A#0.

Dokaz.
(=) all p =i =i,

i, La i, LB, kakoje || B = su 7, i i, kolinearni, to jest,
JAe R tako da je i, = An,.

(—) i =i, > all B

Kakoje /i, La i, LB izbog i, = Ai,=a || B(slika 47.)
Teoremu 39. mozemo i ovako iskazati preko koordinata:

Ravni i  su paralelne akko su vektori 7, i 7, kolinearni. (1)

Izrazimo (1) analiticki: n, = (4,,B,,C,), n, =(4,,B,,C,)1
n, = An, tada je:
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A =14,, B=1B,, C,=AC, =

A_B_G_ A $to je uslov paralelnosti dve ravni.
BZ CZ

2

mn,

Slika 47: Paralelne ravni

Ako je jo§ uravni «i f zadovoljeno D, = AD, tada se ravni i
B poklapaju.[]

Pramen ravni

Definicja 27. Skup svih ravni, koje prolaze kroz presek dve
ravni i 4 naziva se pramen ravni odreden ravnima i

Neka su ravni i ffzadane svojim vektorskim jedna¢inama
o rn+D =0
p Fi,+D,=0. (1)
Teorema 40.

Ako su «i fdve neparalelne ravni. Svaka ravan pramena
odredenog ravnima ¢i f, sem ravni, £ ima jednacinu

Fi,+ D, + A(Fii,+ D,)=0 za A€ R.
Dokaz:

Neka je M tacka preseka ravni ari f i 7 vektor poloZaja tacke
M. Tada vektor polozaja tacke M zadovoljava jednacine (1) ; onda
7 zadovoljava i linearnu kombinaciju jednacina (1), to jest,

Fi, + D, + A(Fi, + D,)=0.1€ R. (2)
Jednacina (2) predstavlja jednacinu ravni koja prolazi kroz
presek ravni i .

Obratno. Neka je prizvoljna ravan koja prolazi presekom ravni o
i . Tada je ravan odredena tim presekom i jo$ jednom tackom M,
koja ne pripada tom preseku(slika 48.).
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Slika 48: Ravan odredena presekom dve ravni i prizvoljnom tackom M,

Neka je 7, vektor polozaja tatke M € .
Ako je 4, € R takav da je
i, + D, + A, (7,1, + D,) = 0, tada jednacinu
Fi, + D, + A,/ (Fii, + D,) =0 (2)

zadovoljava vektor polozaja 7, tatke M) 1 vektor polozaja 7

prizvoljne tatke M preseka ravni i £ to jest, (2) je jednacina ravni
Y (slika 48.).

Ako suravni «i f date u skalarnom obliku
o Ax +By, +Cz,+D, =0
B Ax,+By,+Cz,+D, =0, (3)

tada je prema (2) proizvoljna ravan, sem ravni £ koristeéi (3)
data jednacinom

Ax,+ By, +Cz,+ D, + A(4x, + By, + Cz, + D,) =0,
Sto predstavlja pramen ravni odreden ravnima i 3 .
Primer: Naci jedancinu ravni koja prolazi presekom tri ravni
x-2y+z-7=0
2x+y-z+2=0
x-3y+2z-11=0
i paralelna je ravni

x+5y-3z-11=0.
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Resenje. Trazena ravan pripada pramenu od tri date ravni. Tada
je po teoremi 38. pramen ravni dat sa:

X-2y+z-7+;(2x+y-z+2)+ Ap(x-3y+2z-11)=0 =
(1+2 A1+ A)x+(-2+A1-325)y+(1-A1+2Ax)z+(-7+24;-11 1) =0.

Kako trazena ravan mora biti paralelna sa datom ravni, to njihovi
koeficijenti, moraju biti proporcionalni:

1424, + 4, :—2+21—32,2 :1—/11 +24, N
1 5

-3
1424 +4,  -2+4-34, 0
1 5
1424 +4, 1-4+24,
1 -3
Pri sredivanju sistema (1) dobice se
3
h="s
1
h=-c

te trzena jednacina ravni glasi

x+5y-3z4+15=0.

Jednacina prave u prostoru

Prava u prostoru moze biti jednozna¢no odredena na razne
nacine, na primer, da prolazi kroz dve utvrdene tacke, da prolazi kroz
jednu tacku i da bude paralelna datom vektoru, kao presek dve ravni i
tako dalje. Zbog toga jednaCinu ravni mozemo pisati u raznim
oblicima.

Vektorski oblik jednacine prave
Teorema 41.

Neka je 7; vektor poloZaja tacke M, (x,,y,,z,) 1 vektor
a = (l,m,k) zadati pravac razli¢it od nule. Tacka M(x,y,z) pripada
pravi p koja prolazi kroz tatku M; i paralelna je vektoru a akko njen
vektor polozaja 7 zadovoljava jednacinu:

Fr=r+Aa, AeR. (1)
Dokaz:

(—) Neka M € p slika 49.
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P 5M|(x13ylvz|) hM(x,y,z)

A

[o
slika 49:Prava p koja prolazi kroz tacku M, i paralelna je vektoru a
Vektor W je kolinearan sa ¢ = JA€ R, tako da je
MM =2a. 2)

Sa druge strane, izrazimo vektor M M preko vektora
polozaja(slika 49.) 1 dobi¢emo

MM =7- 3)

)

Jednadinu (3) zamenimo u jednacinu (2) = 7 —7 = Ad
=>r=r+la.
(<) Vektor polozaja 7 tatke M zadovoljava jednacinu (1). Tada je

MM = Aa, odnosno prava odredena taCkama M, i M za razne tacke

M, paralelna je vektoru a . Kako kroz tacku M;, moze pro¢i samo
jedna prava paralelna vektoru a , to i sve tacke M koje zadovoljavaju
jednacinu (1) pripadaju istoj pravi.

Teorema 42.

Neka su dati vektori 7 i @ # 0. Tada jednaina 7 =7 + Aa

odrduje pravu, koja prolazi kroz tacku ¢iji je vektor polozaja 7 i koja
je paralelna vektoru @ zasve A€ R.

Dokaz:

Neka je M, tacka vektora poloZaja 7, 1 M tacka €iji je vektor
polozaja 7 dobijen iz (1) za prizvoljno A€ R.

Iz (1) dobijamo 7 —7 = Aa , §to znaci da su vektori 7 —7 i a
kolinearni. Prema tome prava koja prolazi kroz tacku M; 1 M gde je M
prizvoljna tacka prave, paralelna je vektoru a .

Kako za svaku vrednost A€ R dobijamo iz (1) po jednu tacku
M, , pri ¢emu je vektor MM , kolinearan sa a1 kako kroz M; moze

proci samo jedna prava paralelna sa a, to zaklju¢ujemo, da sve tacke
M , pripadaju istoj pravi.
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Napomena:

Jednacina (1) predstavlja jednacinu prave u vektorskom obliku,
koji se moze zapisati drugacije od (1):

(F—7)xd=0,

Sto u stvari izrazava uslov kolinearnosti vektora 7 —7 1 a.

Parametarski oblik jednacine prave

Neka su tacke M; 1 M date svojim koordinatama: M, (x,,y,,z,) 1
M(x,y,z).

Tada iz (1) dobijamo:
(x,y,2)=(x,, y,,2,)+ A, m, k)=
x=x+Al
y=y+Am VAeR
z =z + Ak,

Sto predstavlja parametarski oblik jednacine prave.
Kanonicki ili skalarni oblik jednacine prave

Naka je vektor @ #0 i d = (I, m,k). Tada od parametarskog
oblika dobijemo kanonicki oblik jednaCine prave

YTH _YTIh _ETA
l " m Tk

x_xl:y_ylzz_zlzl (1)
[ m k

Jednacina (1) se naziva kanonicki oblik jedan¢ine prave.

Kako je d #0 = nisu svi ,m,k jednaki nula, neki od njih mogu
biti jednaki nuli, tada treba koristiti parametraski oblik jednacine
prave. Koeficijenti /,m,k nazivaju se koficijenti pravca prave p, a
vektor a vektor pravca prave p.

Prava kao presek dve ravni

Dve ravni «ri fu preseku jednozna¢no odreduju pravu p. Zato
pravu p posmatramo kao sistem jednacdina dve ravni

o o +D, =0
B Fii,+D,=0. (1)

Nekaje an f+D = n, # An,, tada skup svih reSenja sistema
(1), se poklapa sa skupom vekotra polozaja svih tacaka prave p.
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Da bi dobili kanonicki oblik prave p koji se najces¢e koristi,
potrebno je odrediti vektor polozaja 7 tacke M, e p ivektor a
kolinearan sa pravom p(slika 50.).

slika 50: Prava kao presek dve ravni

Tacku M, dobijamo kao reSenje sistema (1). Taj sistem ima
beskonacno resenja, zato jednu promenjljivu treba izabrati prizvoljno.
Pravac a prave p uzeti kao vektorski proizvod vektora naormala 7, 1
1, ravni i fto jest a =1, X1, .

Tako je jednacina prave p u potpunosti odredena.

Jednacina prave koja prolazi kroz dve date tacke

Neka su date dve razlicite tacke A4 1 B koje imaju koordinate

A(x, 1,2) 1 B(xy,9,,2,) -

a M )4

)

slika 51: Jednacina prave kroz dve tacke

Za pravac a prave p mozemo uzeti vektor 4B to jest a=AB i

za taCku M na primer, 4, kroz koju prolazi prava p (slika 51.). Tada je
vektorska jednacina prave p data sa
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F=F+a. (D)

Napisimo (1) u parametarskom obliku, i neka je M prizvoljna
tacka prave p(slika 51.). Tada je

(x,,2)=(x, »,2) + A, =X, ¥, = ¥1,2, = 7))
x=x+A(x, —x)

y=y+A40y,-»n) (2)
z=z+ Mz, —z).

Iz jednacina (2) dobijamo kanonicki oblik jednacine prave kroz
dve tacke:

X=X _ V=N _z27%

Xo=X WMy —= )V 27 %
Jos jedan oblik jednacine prave

Iz opste vektorske jedancine prave, teorema 41., imamo
F=F+Ad,tadaje, ¥ — 7, = Ald = vektori 7 —7 i a su kolinearni,
koriste¢i definiciju 24. (¥ —7 )xd = 0= Fxd—7,xd =0 . Po teoremi
21.tadaje ¥xa=rXa, r; 1 a suzadati vektori. Obelezimo 7, Xa sa
b to jest 7;Xa = b (slika 52.) tada je ¥ xa = l;joé jedan zapis jednacine
prave.

Ql

0

slika 52: JoS jedan oblik jednacine prave

Vazi i obratno da jednacina oblika 7 xa = b odrduje pravu u
prostoru. Tacnije vazi

Teorema 43.

Jednacina oblika Fxa=5b,gdesu d i b dati vektorii @ #0,
odreduju pravu, koja je paralelna vektoru a, i nalazi se na rasotanju
b
H od koordinatnog pocetka O.
a
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Dokaz:

Translirajmo vektor @ u koordinatni pocetak O(slika 52.).

Izaberimo tatku M tako da vektori 7xa i b imaju isti pravac, smer i
intenzitet. Intenzitet vektora 7 xa je povrSina paralelograma
konstrisanog nad vektorima 7 i a, to jest,

‘I;‘ = |}7>< Ez| = |77| . |Zz| -sin Z(7,a) = |Zz| -h . PovrSina paralelograma ¢e imati
istu vrednost |Ei| -h za sve poloZaje tacke M na pravoj, koja je

] N
paralelna vektoru a . Prava p se nalazi na rastojanju 4 = H od

a
koordinatnog poc¢etka O(slika 52.).
Rastojanje tacke od prave
Neka je u prostoru data tacka M, i prava p takoda M ¢ p.

Pravu p zadajemo jednacinom : 7 =7 + Aa, gde je 7 vektor polozaja
tatke M, e p ivektor a koji daje pravac prave p(slika 53.). Vektor
polozaja tacke M, je ;.

a

O

slika 53: Rastojanje tacke od prave

Posmatrajmo vektor M, M 1 transliramo vektor a u tacku M;.
Tada je intenzitet vektorskog proizvoda vektora MM, =7, —r1 a

povsina paralelograma konstruisanog nad vektorima M M, 1 a . Neka

je d visina datog paralelograma spustena iz temena na stranicu |5| .

(5,7 )xa|
i

Jednacina (1) je najkrace rastojanje tacke M, do date prave p.

Tada je : |(170—171)><&|=|c7|-d:>d=

(1)
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Rastojanje dve prave

Prave u prostoru mogu biti paralelne, mimolilazne i da se seku.
Razmotiréemo sva tri slucaja.

a) Neka su prave p; 1 p; paralelne, tada one pripadaju jednoj
ravni. Posmatra¢emo slucaj kada se prave p;i p; ne poklapaju. Neka
je d najkrace rastojanje pravih p; i p(slika 54.).

bt

Py

v

P>

slika 54: Paralelne prave
Uocimo tacke M, € p, i1 M, € p,injhove vektore poloZaja 7, 1
r,. Nekasu a i b vektori pravaca pravih p, 1 p,. Transliramo vektor
au tacku M>(slika 54.).

—_

Formiramo, vektorski proizvod, izmedu vektora M, M, =r —r,1

a . Intenzitet od |(7 —7, )x é| je povrsina paralelograma konstruisanog

nad vektorima 7, —7, 1 a , Cija je visina d.

Dakle, |(7; -7 )xd|=d -|a| =
g G=n)xd (1)
g

Jednacina (1) predstavlja rastojanje paralelnih pravih.

Ako se prave p, 1 p, poklope = vektori 7 —7 1 a su
kolinearni = (7 — 7, )xd| = 0 = d=0.

b) Neka su prave p, 1 p, mimoilazne tada je iz geomerije

poznato da mimoilazne prave imaju zajednicku normalu koja u
preseku sa p, 1 p, daje najkrace rastojanje izmedu njih. Oznaci¢emo

to sa d. Uo¢imo dve prizvoljne tacke M, e p, 1 M, € p,. Tada

pomocu vektora M, M, , a i b, gde su vektori a 1 b pravci pravih p,

1 p,.KonstruiS§imo paralelopiped nad vektorima M M, , a i b
(slika 55.).
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2

P

slika 55: Mimoilazne prave

Neka su 7; i 7, vektori polozaja tataka M; i M, =
M ,M, =7 —r,. Tada je rastojanje d visina paralelopipeda, koja
odgovara osnovi odredenoj vektorima a 1 b.

R

Po teoremi 23., meSoviti proizvod vektora M,M, , a i b jednaki

je zapremini paralelopipeda konstruisanog nad vektorima M,M, , a i

b to jest,
% =‘(F2 —Fl)-(dxl;)‘ =‘é><l§‘-d

(7 —7)-@axb)
d= = . ()
laxb|
Jednacina (2) predstavlja, rastojanje mimoilaznih pravih.

c) Neka se prave p, i p, seku, tada one pripadaju jednoj ravni.

Koriste¢i oznake pod b), tada su vektori M, M, =7 —F,, dib
konplanarni = po teoremi 25., njhov mesoviti proizvod je jednak nuli,
to jest, (r, —r)-(axb)=0, Sto predstavlja uslov preseka dve prave.

Analiticki uslov preseka dve prave p, 1 p, pomoc¢u koordinata

h=0052), K =(0,0,,2,), =
=0 =X =X, = V5,2, = Z,).
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Neka pravei a i b pravih p; i p> imaju koordinate
a=(,m.k), b=(,,m,k,). Tada iz (7, —%)-(Gxb) =0 =
N=X M=V, &—%
[, m, k, |=0. 3)
l, n, k,
Jednacina (3) predstavlja uslov preseka dve prave.

Ugao izmedu dve prave

Definicja 28.

Pod uglom izmedu dve prave u prostoru podrazumevamo ugao
izmedu bilo koja dva vektora ¢iji su nosaci date prave.

Kako smer vektora na tim pravama nije odreden, postoje dva
suplementna ugla koja se mogu dobiti. Da bi se izbegla dvoznacnost
pod uglom izmedu dve prave , podrazumeva se onaj koji je oStar ili
prav.

Teorema 44.

Ugao izmedu pravih p, i p,datihsa p,: F=r+4a i
pyt F=F,+ b, gde su a=(l,,m,k), b=(,,m,k,) pravei pravih p, i
p,odreden je formulama

coso = ‘ﬁ . E‘ ili cosar = Wz I, k1k2| )
d| 5‘ \/112+m12+k12 -\/122+m22+k22
Dokaz:

Kako je, ugao izmedu pravih p, i p,, jednak uglu, izmedu

njihovih vektora pravaca a i b , dokaz teoreme sledi iz definicije
skalarnog prozvoda dva vektora.

Sada se mogu dati uslovi paralelnosti i normalnosti dve prave p,
1p,
a) p, || p, akko je a = Ab . U koordinatama glasi
(l,my k) = Ay, my, ky )
= L=, m=Am,, k =7k,. (1)
. L m, k. ) .
Iz (1) dobijamo: — =—=—, §to predstavlja uslov paralelnosti

2 My 2
dve prave.

b) p, L p, & d-b=0.U koordinatama 1,1, + m,m, + k,k,=0 ,
Sto predstavlja uslov normalnosti, dve prave.
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Medusobni odnos prave i ravni

Prava p i ravan & mogu se sedi, biti paraleni, prava moze lezati u
ravni i posebno prava moze biti normalna na ravan. Nedimo
analaiticke uslove za te slucajeve.

Neka je prava p data svojom jednacinom
p r=r+Aa, (1)
a ravan « svojom skalarnom jednac¢inom
Ax+By+Cz+D=0. (2)

Definicja 29.

Ugao izmedu prave p i ravni « je ostar ili prav, koji gradi prava
p 1njena ortogonalna projekcija na datu ravan(slika 56.).

Teorema 45.

Ugao izmedu prave p i ravi & jednak je komplementarnom uglu
koga vektor normale 7 ravni & zatvara sa pravcem vektora a prave
p(slika 56.).

Dokaz:
Ugao (pS£ . Tada, cos(z—go): |?ci| ili singp = |? aJ 3)
2 27 Jil-l l-Jal
Time je teorema dokazana.
P
A

o
7

slika 56: Ugao izmedu prave i ravni

Kakoiz (1) n=(A4,B,C) i a =(I,m,k)to se (3) moze zapisati

Q1

| A1+ Bm+ Ck|
NA+B+C NP +m+ k2

(4)

sin@ =
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1z (4) sledi da je prava paralelna ravni o (¢ =0) akko vazi

Al+Bm+Ck=0 & 7i-a=0. (5)

. T - -
Prava p je normalna na ravan o ¢ = 5) akko vazi n=A4Ad =

A B C . . . :
= T =—= e to jest, da su koeficienti proporcionalni.
m

1z (5) sledi da prava p preseca ravan o akko vazi
Al+Bm+Ck #0.
Primer:

Nac¢i vektorsku jednacinu zajednicke normale dve mimoliazne
prave p; ipo.

Resenje:Neka su prave p; p,zadane: p; ¥ =7 +Aa,

pr F=K+b.
Uzmimo za pravac zajednicke normale vektor n =a xb (slika
57.).

Slika 57: Zajednicka normala mimeilaznih pravih

Neka je orravan, odredena pravcima vektora 7 i p; i fravan
odredena pravcima 7 i p,. Tada ravni &1 fimaju jednacine

o (F-7F)xi)-a=0i (1)

B ((F=R)xii)-b=0. v
Oznac¢imo sa p vektor polozaja tacake P prodora prave p; i ravni
B (slika 57.). Zamenimo pravu 7 =7 + Ad u jednacinu (2)

((F +Ad—7)xi)-b=0 =
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((F =7, + Ad)xii)-b =0 =
((F —F)x7)-b+Aaxi)-b=0 =

)

_(=R)xii) b
(axn)-b
Kako je n = axb to (3) iznosi

12 (G=R)x(@xb)-b @

(bXa)-ii
Koristec¢i osobine skalarnog proizvoda (4) postaje

_—((R=R)xb)-(axb) _
~ —(@xb)-(@xb)

_ (5, =F)xb)-(@xb)
(aGxb)? '

Izrazimo vektor p polozaja tacke P

L _((F—-F)xb)-(axh
por g BoT)xb)-xb)
(axb)
Uvrstimo p u jednadinu 7 = p + An zajednicke normale,
dobi¢emo vektorsku jednacinu zajednicke normale dve mimoilazne

prave

|

S=R)xb) -Z(éxb) G+ Aaxb).
(Gxb)

r=rn
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Glava lll

Povrsi drugog reda
Opsti oblik algebarske jedanacine drugog stepena po x,y i z glasi
AX’+By’+Cz*+2Dxy+2Eyz+2Fxz+2Mx+2Ny+2Pz+G=0 (1)

gdesud, B, C, D, E, F, M, N, P, G prizvoljni realni brojevi i bar
jedan od njih je razli¢it od nule.

Da bi se nacrtao grafik ovih povrsi primenjuje se metod preseka,
koji se sastoji u tome da se data povrs presece ravnima koje su
paralelne datim koordinatnim ravnima. Kao presek svake od ovih
porsi datom ravni dobija se neka linija preseka. Ako prese€emo povrs
(1) jednom ravni koja je paralelna koordinatnoj ravni Oxy, tada skup
f(x,y,2)=0 1 z=h definiSe jednacinu linije preseka povrsi sa ravni z=h.
Kako je & promenjljivi parametar, dobi¢e se skup linija preseka povrsi
(1) ravnima paralelnim ravni Oxy. Analogno se moze prouciti karakter
linija preseka povrsi ravnima koje su paralelne ravnima Oyz i Oxz.

U daljem izlaganju ¢emo prouciti metodom preseka povrSine
drugog reda ¢ije su jednacine date u kanoni¢kom obliku.

Sfera

Definicja 30.

Sferom se naziva geometrijsko mesto tacaka podjednako
udaljenih od jedne stalne tacke sredista sfere.

Ako sa S oznacimo centar sfere i 7 vektor polozaja tacke S, a sa
R poluprecnik sfere 1 neka je 7, vektor polozaja prizvoljne tacke M
sfere, tada je(slika 58.)

F=F+SM. 2)

t

Slika 58. Sfera
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1z(2) SM =7 —7 = [SM|=| - 7. Kakoje [SM|=R =
|171 -7 | = R, §to predstavlja jeddnacinu sfere.
Ako je 1, =(x,y,z) 1 ¥ =(a,b,c) tada je
r—r=(x-a,y—-bz—c) =
(x—a)’ +(y—b)’+(z—c)* =R, 3)
jednacina sfere u koordinatama.

U specijalnom slucaju , kada se centar sfere nalazi u
koordinatnom pocetku, to jest, kada je 7 =0 = a=b=c, jednadina
sfere (3) tada glasi

X’ +y +z" =R, 4)

Linije preseka povsi (4) sa ravni z=h gde je |h| <R su
koncentri¢ne kruznice, koje se projektuju na ravan Oxy u unutrasnjost
kruznice x* + y*> = R*, z=0. Centri ovih kruznica nalaze se na Oz osi,
dok su im poluprecnici jednaki 4.

Analogno se diskutuje presek povrsi (4) sa ravnima x=0 1 y=0.

Jednacinu (4) moZemo zapisati i parametraski. Dovoljno je za x i
y izabrati prizvoljne funkcije neka dva paramatra, na primer

x=Rcosf@cosy, y=Rcos@siny, (5)
OSy<2rm,-m<O<r.

Zamenimo (5) u (4) i dobijamo z=Rcos 6.

Prema tome, parametarske jednacine sfere su
x=Rcos@cosy, y=Rcos@siny , z=Rcos@
Ofy<2r,-rn<6<r.

Eliminacijom parametara 6, i dobi¢emo jednacinu (4).

Elipsioid

U koordiantnoj ravni Oxz postavimo elipsu £; sa stalnim
poluosama a i ¢, 1 ukoordinatnoj ravni Oyz elipsu E> sa stalnim
poluosama b 1 c. U pokretnoj ravni ¢, koja je paralelna ravni Oxy
uoc¢imo elipsu E sa promenjljivim poluosama «i . Ta pokretna
elipasa, kao generatrisa, krece se tako da bude stalno u ravni ¢, , njen
centar je na osi Oz 1 njena temena klize duz elipsa £; 1 E>. Elipse E; 1
E> igraju ulogu direktrise. Povrs koja nastaje ovim kretanjem elipse £
naziva se elipsoid(slika 59.).
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generatrisa

Slika 59: Konstruktivna geneza elipsoida

Ako je A(x,y,z) prizvoljna tacka elipsoida, onda ona
zadovaoljava jednacinu elipse E. =

2 2
Xy .
—+—==11z= 1
Jednacine elipsa E; 1 E; glase
2 2 2 2
X z R4 z _ _
?+c—2:1,y—01b—2+c—2—1,x—0.

Promenjljivi parametri @, f i ¥ moraju zadovoljiti uslove

ZET T E @)
Eliminacijom parametra ¢, i iz Cetiri jednacine (1) i (2)
dobijamo jednacinu elipsoida
2 2 2
Xy oz
—t+5+—=1 3)

a b
Brojevi a,b, 1 ¢ zovu se poluose elipsoida. Elipsoid je simetri¢an

u odnosu na svaku koordinatnu ravan.

U sluc¢aju kada su dve poluose elipsoida jednake, onda nastaje
rotacioni elipsoid. Ako su sve ose medusobno jednake elipsoid postaje
sfera.
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Hiperbolidi
Jednograni hiperbolid

U koordinatnoj ravni Oxz hiperbolu H; sa realnom poluosom a i
imaginarnom poluosom c, i u koordinatnoj ravni Oyz hiperbolu H, sa
realnom poluosom b i imaginarnom poluosom c. U pokretnoj ravni ¢,
koja je paralelna ravni Oxy uo¢imo elipsu £ sa promenjljivim
poluosama i S. Pokretna elipsa E je generatrisa, translira se tako da
stalno bude u ravni ¢, 1da njen centar bude na osi Oz, a da temena
klize duz hiperbola H; i H koje igraju ulogu direktisa.

Geometrijsko mesto svih polozaja pokretne elipse £ zovemo
jednograni hiperboloid(slika 60.).

t

Slika 60: Jednograni hiperboloid

Ako je A(x,y,z) prizvoljna tacka jednogranog hiperbolida, onda
ona zadovaoljava jednacinu elipse E to jest,

2 2
X
?+%=l,z=}/. (1)
Jednacine hiperbola H; 1 H; su respektivno
2 2
zZ
%—c—z =1,x=0 )
x2 ZZ
= —Z =1,y=0. 3
R y (3)

Promenjljivi parametri &, 1 ¥ moraju zadovoljiti uslov,
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b ¢ -
4)
koji se dobija kada se iz jednacine elipse £ i jednacine (2) hipebole H;

eleiminisu veli¢ine x,y 1 z.

Uslov,
2
(04
az._f_z _1) 5)

se dobija kada se iz jednacine elipse E i jednacine (3) hipebole H,
eleiminisu veli¢ine x,y 1 z.

Rezultat eliminacije promenjljivih parametra o, 8 i ¥ iz
jednacine elipse £ 1 jednacina (4) i (5) daje nam jednacinu
jednogranog hiperbolida:

2 2 2
a b ¢
Veli¢ine a,b, i c zovu se, poluose jednogranog hiperbolida. Osa

Oz se zove imaginarna osa hiperbolida, i ona sa jednogranim
hiperbolidom nema zajednickih tacaka. Ako su ose Oy odnosno Ox

imaginearne, onda jednograni hiperbolidi su predstavljeni
jednacinama respektivno

2

2 2 2
. X z
=1 ili - +—y2 +—=1.
a c

Ako je a=b onda je jednograni hiperbolid rotacioni to jest:

2
XY
2 32
a

<'3|l\l
(SO0 B NS

Xyt 2
———=1L.
a C

Dvograni hiperbolid

Neka je generatrisa elipsa E, a direktrise su hiperbole H; i H;
koje imaju redom poluose c,a 1 ¢,b 1 zajedni¢ku realnu osu Oz

o
1N}

Translatorna elipsa £ u ravni & opisace dvograni hiperbolid(slika

61.)

2 2
E: x_z + y—z =1, z =y translatorna elipsa.
a B

Sli¢no kao i prethodna razmatranja, parametri moraju da

zadovoljavaju jednacine:

P2

c a ¢t b

(1)

71



I

a,

Slika 61: Dvograni hiperbolid

Eliminacijom ¢, i ¥ iz jednadine elipse E i jednacine (1)
dobija se jednacina dvogranog hiperbolida
2 2 2
Xy oz
? + b_2 - C—2 = —1 . (2)
Poluose povrsi (2) su a,b,¢ a koordinate, Ox 1 Oy su imaginarne
ose. Ako je a=b dobi¢emo raotacioni dvograni hiperbolid
x2 + y2 Z2
s———=-1.
a c
Elipticki parabolid

Za genaratrisu uzimamo elipsu £ sa jedna¢inom

X'y’ .

pel + F =li1z=y,

a za direktrise uzimamo parabole P; i P, sa jedna¢inama redom
x> =2pz,y=01 y* =2qz, x=0,

gde su p 1 g parametri parabole(slika 62.).



X
Slika 62: Elipticki paraboloid

Transliranjem elipse £ paralelno Oxy ravni, formira¢emo povrs,
koju zovemo elipti¢ki parabolid. Tada parametri ;3 i ¥ treba da
zadovoljavaju uslove

a’=2py, p’=2qy. (1)
Jednacina elipse £'1 (1) daju nam jednacinu elipti¢kog
parabolida

2 2
RPN TS )
P 4

gde su p i g parametri povrsi. Ako je p=¢ dobijamo raotacioni
parabolid

X4y
P

2z.

Hiperbolicki parabolid

Neka je u ravni Oxz data fiksirana parabola (P;) koja igra ulogu
direktrise

x> =2pz,y=0, p>0. (1)
Generatrisa je translatorna parabola (P;) ¢ija je jednacina
v =-24(z~7),x=f,¢>0, (2)

gde su fi yprizvoljni parametri(slika 63.).
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Slika 63: Hiperbolicki parabolid
Parabola P, se krece paralelno ravni Oyz tako da njena temena
A(f,0, 9 opisuju parabolu P;. Povrs koja svojim kretanjem opisuje
parabola P, zove se hiperbolicki parabolid.
Nadimo njegovu jednacinu.
Eliminacijom proizvoljnih parametra fi yiz jednacina (1) i (2)
dobijamo jednacinu hiperbolickog parabolida,

2 2

r Y =2z.

p g

Cilindri€éne povrsi
Neka je u prostoru data kriva linija /, (ravanska ili prostorna) i

jedna utvrdena prava p. Pravu p zovemo generatrisa, a liniju /
direktrisa(slika 64.).

Definicja 31.

Cilindri¢na povrs je geometrijsko mesto tacaka u prostoru, koje
nastaje translatornim kretanjem prave paralelne datoj pravi, duz date
krive u prostoru.

Naka je prava p, data parametarski
x=mz+tp, y=nztq.
Tada je generatrisa definisana jednacinom
x=mz+a, y=nz+p, (1)
gde su i fparametri.
Neka je direktrisa definisana jednacinom
F(x,y)=0, z=0.
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Tacka M(¢e, B 0) je zajednicka tacka u preseku direktrise i
generatrise, pa mora biti

F((o, p=0. )

generatrisa

p

direktrisa

Slika 64: Cilindri¢na povrs$

Iz (1) izrazimo i 1 zamenimo u (2) dobi¢emo jednacinu
cilindri¢ne povrsi

F(x-mz,y-nz)=0.

Konusna povrs

Neka je data fiksirana kriva linija(/) i pokretna prava p, koja
prolazi taCkama linije / i jednom fiksiranom tackom A(slika 65.).

Definicja 32.

Konusna povrs je geometrijsko mesto tacaka u prostoru koje
obrazuje jedna prava, koja prolazi kroz jednu utvrdenu tacku i kroz
tacke na datoj krivoj liniji(slika 65.).

Kriva linija / se naziva direktirsa (vodilja), a prava p je
generatrisa(izvodnica).

Neka fiksirana tacka 4 ima koordinate A(xy,),z9), a fiksirana
kriva linija jednacinu
flx,y)=0, z=0. (1)
Nadimo jednacinu konusne povrsi.

Generatise su prave, koje prolaze tackom 4. Tada je
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generatrisa

Slika 65: Konusna povr$

x—x0=y—yo=z—zo (2)
m / k
Neka je tacka B(l,m,0) zajednicka tacka (1) i (2) tada je
Sfim,[)=0 3)

Resavanjem iz (2) / i m i zamenom u (3) dobi¢emo jednacinu
konusne povrsi:

f(x_xo’y_yO)zo'

z—z, zZ—2z,
Rotaciona(obrtna) povrs

Neka je u ravni o data kriva / i prava p, tako da prava p ne sece
krivu /.

Definicja 33.

Rotiranjem krive / oko utvrdene prave p za pun ugao nastaje
rotaciona povrs(slika 66.).
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Slika 66: Rotaciona povrs
Prava p je osa rotacije. Svaka tacka linije / opiSe kruznicu K sa

centrom koji pripada pravi p.
Kruznica K se zove generatrisa, a linija / direktrisa rotacione

povrsi. Neka je linija / data jednacinom
f(y,2)=0, x=0, (1)

koja rotira oko Oz ose. Tada kruznice K imaju jednacinu

“H=r z=a. (2)
Zajednicka tatka 4 (1) 1 (2) ima koordinate A(0,r, ), zato je
[r, a)=0. 3)

Tada iz (2) zamenom 7 i ezu (3) dobijamo

S +y%,2)=0,

Sto predstavlja jednacinu rotacione povrsi.

Na sli¢an na¢in moze se dobiti rotaciona povrs koja rotira oko
ose Ox ili ose Oy, to jest,

fWy +22,x)=0ili fNz"+x7,y)=0.
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