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UVOD 
 
 
 
     Dva osnovna problema u svetu investicija su optimalan izbor investicija za datu 
količinu kapitala i odreñivanje korektne cene dobra koje se kupuje. Pri tome pod 
investicijom podrazumevamo svako ulaganje u cilju ostvarivanja profita-kupovina akcija, 
nekretnina, ulaganje u profitabilni projekat i slično. Kako se u momentu odlučivanja ne 
zna sa sigurnošću šta će se dešavati sa novčanim tokom koji opisuje investiciju već 
postoji samo očekivano ponašanje budućeg novčanog toka onda je stopa prinosa 
investicije slučajna promenjiva koja ima očekivanu vrednost i u sebi nosi odreñeni rizik 
koji merimo varijansom odnosno standardnim odstupanjem. Kriterijum optimalnosti 
može biti ili maksimizacija očekivanog prinosa ili minimizacija rizika koji nosi portfolio ili 
kombinacija ova dva kriterijuma. Naravno, postoje investicije kod kojih je novčani tok 
unapred poznat, pa je u ovom slučaju prinos deterministička vrednost i standardno 
odstupanje je nula. Ovakve investicije nazivamo investicije bez rizika, a tipičan primer je 
depozit (ili kredit) koji nosi fiksnu, unapred poznatu kamatu ili portfolio sastavljen od 
državnih obveznica. Jedan od najpoznatijih matematičkih modela optimizacije portfolija 
je Markovicov model optimizacije. Tema ovog rada meñutim jesu proširenja i uopštenja 
Markovicovog modela optimizacije kako bismo razmotrili dodatne načine optimizacije 
portfolija koji su primenjiviji potrebama banke, berze ili neke druge ustanove gde to 
može biti od koristi. U radu dajemo matematički pregled modela za optimizaciju 
portfolija.  
 
     Rad se sastoji iz šest poglavlja. U prvom poglavlju predstavljamo Markovicov model. 
Takoñe predstavljamo CAP model kao model za odreñivanje korektne cene dobra U 
drugom poglavlju predstavljamo tzv. safety first modele (princip sigurnost kao prioritet) 
odnosno modele koji se baziraju na shortfall verovatnoćama. Shortfall verovatnoća je 
verovatnoća da će prinos portfolija biti manji od neke unapred zadate vrednosti. 
Posebno radimo optimizaciju portfolija baziranu na Telserovom modelu kao 
najprimenjivijem safety first modelu. U trećoj glavi diskutujemo o eliptičnim raspodelama 
i njihovim osobinama kao i o tome šta se dešava ako u Telserovom modelu umesto 
normalne raspodele koju smo pretpostavljali imamo neku od eliptičnih raspodela. VaR 
kao meru rizika razmatramo u četvrtoj glavi kao i optimizaciju portfolija baziranu na 
njemu. Zatim, u petoj glavi razmatramo Dodatnu ekonomsku vrednost (EVA) i Prihod 
kapitala prilagoñenog riziku (RAROC) i implementiramo ih u prethodne modele. U šestoj 
glavi na teorijskom nivou modeliramo nesigurnost (promenjivost) početnih parametara 
kao što su očekivani prinos i kovarijansna matrica. 
 

*** 
 
     Ovom prilikom želim da se zahvalim svom mentoru, dr Dori Seleši kao i svim 
profesorima i asistentima sa kojima sam sarañivao tokom osnovnih i master studija. 
Veliku zahvalnost dugujem i svojoj porodici. 
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OZNAKE 
 

• �� - početni kapital 
• ���� - kapital na kraju perioda 
• ��� - varijansa prinosa portfolija 
• �	
� - kovarijansa izmedju �-te i -te investicije 

• G=���
� � ��
�� � ���
� � ��
�� - kovarijansna matrica 

• �	 
 � � �
� 
 � - udeli (ponderi)  
• �� - prinos (prihod) portfolija 
• ��� - očekivani prinos (prihod) portfolija 
• �� - bezrizična kamatna stopa 
• ρ - koeficijent averzije prema riziku 
• ���  -Value at Risk na nivou poverenja (1-!"# 
• �$%� - dnevna stopa utroška kapitala 
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OSNOVNE DEFINICIJE 
 

Definicija 1: Očekivanje diskretne slučajne promenjive &, E(&) je E(&)� ' (	)*& ��	+�(	#, gde je skup vrednosti koje & uzima!�, � -(�
 (�
 � .!/ 
 

Definicija 2: Funkcija 01 & 2 3 je konveksna ako za svako (
 4 5 & i proizvoljno 6 5 *7
�# 
zadovoljava uslov:  
 0*6( 8 *� 9 6#4# : 60*(# 8 *� 9 6#0*4#  . 

 
Definicija 3: Varijansa (disperzija) slučajne promenjive &
 ;��*&# ili �<*&# je 
 ;��*&# � =**& 9 =*&##�#  . 
 
Za varijansu važe sledeće osobine: 
 

• ;��*&# > 7 
• ;��*&# � 7! ? !& � @ � @A�B6
 BCA�A!B�DE��A  
• ;��*& 8 @# � ;��*&#
 @ � @A�B6  . 

 
Definicija 4: Kovarijansa slučajne promenjive (&
 3#, @A;*&
 3# ili �,
F je 
 @A;*&
 3# � = G& 9 =*&#H3 9 =*3#IJ � =*&3# 9 =*&#=*3#!!. 
 
Definicija 5: Gama funkcija *K# , gde je K kompleksan broj takav da je �L*K# M 7 
definisana je na sledeći način 
 N*K# � O LPQ6RP�S� T6. 
  
Prema definiciji je N*�# � � i za svaki prirodan broj � važi: 
 N*�# � *� 9 �#U!. 
 
Definicija 6: Za matricu kažemo da je pozitivno definitna ako su joj svi minori veći od 
nule. 

 
Definicija 7: Koši-Švarcova nejednakost: U unitarnom vektorskom prostoru V za svako (,4 5 V važi 
 V*(
 4#V : W(W W4W 
 
gde *X
X# predstavlja unutrašnji proizvod. Pri tome, nejednakost važi ako i samo ako su 
vektori ( i 4 linearno zavisni. 
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1. MARKOVICOVA TEORIJA  PORTFOLIJA 
 
     1.1 EFIKASNA GRANICA 
 
   Efikasna granica je kriva koja predstavlja sve efikasne portfolije odnosno portfolije koji 
imaju najveće očekivane prinose za dati nivo rizika.  Investitor uvek investira u efikasni 
portfolio što je i logično obzirom da  za odredjeni nivo rizika on želi najveći očekivani 
prinos, a ako želi odreñeni očekivani prinos želeće da investira sa minimalnim mogućim 
rizikom. Da bi smo izračunali efikasnu granicu treba da minimizujemo rizik (standardnu 
devijaciju) za dati očekivani prinos. MInimizujemo po  . Kapital na kraju perioda �Y�Z 
jednak je zbiru početnog kapitala �� i prinosa portfolija ��. Prinos portfolija �� 
izračunavamo kao �� � ' �[�[+� �[ � �\�. Mi ćemo minimizovati varijansu što ne 
predstavlja smetnju budući da standardna devijacija samo može biti pozitivna.  
 
 ;��(�Y�Z)=!;�� (�� 8 ��)=!;�� (��)=!;�� (�\�)=�\G!� 
 
Pri minimizaciji postoje dva ograničenja. Prvo, očekivani prinos mora biti fiksan iz 
razloga što minimizujemo rizik za dati prinos. Očekivani prinos portfolija definisan je sa ���. Drugo ograničenje se odnosi na to da mi možemo samo investirati kapital  koji 
imamo u ovom momentu, pa iznosi koje investiramo moraju biti manji ili jednaki od 
početnog kapitala ��/ 
 
Dakle, uslovi su       �\� �!���    i   �]\� = ��  
 
Rešavamo problem   ^�� �\G!� 
      uz uslov                 _\!� = B 

gde je  A = `�!�]a!i B = b�����c 
 
 
Da bismo rešili  ovaj problem koristimo Lagranžovu metodu.  
 
Dobijamo sledeće: 2G ω + Ad� = 0 
                              !!!!!!!!!!!!!!!!_\� = B 

gde je  d� = bd�d�c  Lagranžov koeficijent. 

Rešavajući prvu jednakost po ω i definišući vektor λ = -1/2 d� dobijamo � = eP�Aλ. 
Ovim druga jednakost postaje  _\eP�_d � f   pa je   λ=(_\eP�_#P�f � gP�f    
gde je H = (_\eP�_)  i g\ = *_\eP�_#\ �!_\*eP�#\_ � _\eP�_ � g, gde je H 
simetrična 2x2- matrica.  
Kada zamenimo ove izraze u formulu za varijansu dobijamo  
 ;�� (��) = �\e� � �\eeP�_d � �\_d � *_\�#\gP�f � f\gP�f . 
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Budući da je H simetrična 2x2-matrica, možemo je zapisati kao H≡h� ii @j    pa imamo 

gP� � �%$Pkl !h @ 9i9i � j. 
 
Neka je dmdet(H)=ac-i�.  
 

H=(_\eP�_) pa je: a=�\eP��, b=�\eP��], c=�]eP��], d=ac-i�. 
 
 
Pokazujemo da su parametri a, c i d pozitivni. Pretpostavili smo da je matrica G 
pozitivno definitna, pa je i eP� pozitivno definitna. To znači da za svaki nenula vektor ( 
važi da je  (\eP�( M 7 pa samim tim važi da su a>0 i c>0.                                     
Takoñe *i� 9 ��]#\eP�*i� 9 ��]# � ii� 9 �ii 9 �ii 8 ��@ � �*�@ 9 i�# � �T M 7 pa 
pošto je �>0 sledi i da je!T>0. 
 
Izraz za varijansu sada postaje 
 ;�� (��)=

�Z(�����)h @ 9i9i � j b�����c � �Z *@���� 9 ni����� 8 ����# . 
 

Ovo nam daje izraz za efikasnu granicu. Samo gornji deo grafika predstavlja efikasnu 
granicu jer portfoliji koji pripadaju donjem delu daju manji prinos. Formula za efikasnu 

granicu je data sa ��� � �Z *@���� 9 ni����� 8 ����#.  
 
Korenovanjem ovog izraza dobijamo formulu za standardnu devijaciju. Efikasna granica 
prikazana je na slici 1. 
 

 
 

 
Slika 1 Efikasna granica 
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  1.2 PORTFOLIO MINIMALNE VARIJANSE 
 
 
Neka je dato n investicija o	(��	!
 �	), i=1,…,n sa kovarijansama �	�,i,j=1,…,n. Da bismo 
odredili skup minimalne varijanse fiksiramo očekivanje za stopu prinosa �� i tražimo 
dopustivi portfolio sa minimalnom varijansom za ovo  ��. Računamo varijansu portfolija: 
      

var(�Y�Z)=var(�� 8 ��)=var(��)=var(�\�)=�\G!� . 
 
Mi iz tehničkih razloga posmatramo polovinu varijanse i tražimo njen minimum.Pri 
minimizaciji postoje dva ograničenja. Prvo, očekivani prinos mora biti fiksan iz razloga 
što minimizujemo rizik za dati prinos. Drugo ograničenje se odnosi na to da mi možemo 
samo investirati kapital  koji imamo u ovom momentu, pa iznosi koje investiramo moraju 
biti manji ili jednaki od ��/  Bez umanjenja opštosti možemo uzeti da je �� � �/ 
Dakle, uslovi su       �\� �!��    i   ' �	�	+� � � 
 
Posmatramo problem 

 ^�� �\!G!� 
 ��\� �!��� ,!' !�	�	+� � � 

 
Funkcija cilja je kvadratna funkcija, a ograničenja su linearna, pa ovaj problem 
rešavamo Lagranžovom metodom. Lagranžova funkcija ima oblik: 
 

L(ω,!d�
 d�)=���\!G!� -d�*��\� 9!���#-!d�(' �	�	+� 9 �) 

 
Uslovi optimalnosti prvog reda su dati sa: 
 

Gω9d��� 9 d�L\=0 !!!!!!!!!!!!!!!!�\!��!-���=0 ' �	�	+� 9 � =0 
 
Ovo je sistem linearnih jednačina dimenzije n+2, pa ako pretpostavimo da je G 
regularna matrica imamo optimalno rešenje odreñeno sa sledeće dve jednačine 
 d���\eP���+d�L\eP���=��� d���\eP�L 8 d�L\eP�L � � 
 
Skup efikasnih portfolija je ponovo konveksna u ��-σ ravni i predstavlja levu granicu 
dopustivog skupa.Označimo sa p*�# standardno odstupanje portfolija,!p*�# � �, 
 p*�# � *�\e�#�q� 
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Lema:Funkcija p*�# je konveksna. 
 
Dokaz: Diferencirajući 
 p�*�# � �\e� 
 
dobijamo 
 nppr=2G� 

 
i 
 pprr+prpr\=G. 
 

Dalje je pprr � e 9 srrtspl . 

 
Na osnovu poslednje jednakosti pokazujemo da je matrica prr pozitivno semidefinitna. 
Za proizvoljan vektor K imamo 
 pK\prrK � K\eK 9 *Rtsr#lrtsr , 

 
Pa na osnovu Koši-Švarcove nejednakosti sledi da je pK\prrK > 7/ 
 
 

Lema: Ako je p*�# konveksna funkcija i σ=^��r {!p*�# u !�\�� � ���, L\� � �} onda je σ(��) 
konveksna funkcija. 
 
Dokaz: Neka su �� i  �� dve realne vrednosti i �� i  �� odgovarajući argumenti za koje 
funkcija p*�#!dostiže minimum uz uslove �\��� � �� odnosno �\��� � ��/ Neka je v w[0,1].Tada za portfolio v�� 8 *� 9 v#��!važi: 
 
 ��\(v�� 8 *� 9 v#��)=!v�� 8 *� 9 v#�� 

 
i 
 L\*v�� 8 *� 9 v#��#=1 . 

 
Dakle, portfolio formiran sa prethodnim jednačinama je dopustiv. Na osnovu osobina 
minimuma i konveksnosti funkcije p sledi nejednakost 
 

σ(v�� 8 *� 9 v#��)≤!p*v�� 8 *� 9 v#��# 
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: !vp(��)+(1-v)!p(��) 
 

=vσ(��)+(1-v)σ(��) . 
 
Za skup formiran od n investicija važi da je skup efikasnih portfolija konveksna kriva u ��-
σ ravni. 
 
Ukoliko dodamo uslov zabrane kratke prodaje onda model dopunjavamo uslovom  �	 > 7! pa dobijamo problem optimizacije  
 ^��! ���\!Gω 

 �\� � ���!! , L\ω=1, 
 �	 > 7 , i=1,...,n 

 
Lagranžova funkcija za ovaj problem je  
 

L(ω,!d�
 � 
 d�x�)=���\!Gω-d�*�\� 9 ��#-!d�(' �	�	+� 9 �)-!' d	x��	�	+�  , 

 
a uslovi optimalnosti su sada odreñeni sistemom jednačina 
 
 

Gω-d��\-d�e-' d	x��	+� =0 
 !!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!�\� � ��� !!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!L\!� =1 !!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!�	 > 7 , i=1,...,n 
 

Ovaj problem se rešava nekom od metoda nelinearne optimizacije. Pri tome je ���=�\!Gω. 
 
Markovicov model se može formulisati i kao problem maksimizacije očekivane stope 
dobiti kada se uzme u obzir investitorova averzija prema riziku. Ako sa ρ označimo 
koeficijent odbojnosti prema riziku,onda rešavamo problem koji možemo formulisati kao 
 ^�( �\� 9 

��ρ�\!Gω 

 ' �	�	+� =1,!�	 > 7, i=1,...,n 
 
 
Teorema o jednom fondu: Svaki efikasan portfolio se može predstaviti kao linearna 
kombinacija dva fiksna efikasna portfolija u smislu očekivanog prinosa i standardnog 
odstupanja. 
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 )��^L�!�: Pretpostavimo da imamo tri nekorelisane investicije i da nam je početni 
kapital 1 evro. Neka su očekivani prinosi investicija redom 1%, 2% i 3%. Investicije su 
nekorelisane, pa je kovarijansna matrica G jedinična, G=E. Portfolio minimalne 

varijanse računamo prema Markovicovom modelu. Imamo da je �� � ��ny�, e =�� 7 77 � 77 7 ��, e =eP�. Dalje je 
 

a=�\eP�� �[� n y]!�� 7 77 � 77 7 �� �
�ny�=14%, b= b=�\eP��] �[� n y]!�� 7 77 � 77 7 �� �

����=6% 

 
 

c=�]eP��] �[� � �]!�� 7 77 � 77 7 �� �
����=3%, d=ac-i� � zn 9 y{ � {| 

 
Efikasnu granicu računamo po formuli  
 ��� � �Z *@���� 9 ni����� 8 ����#=!�} *y���� 9 �n��� 8 �z#=0.5���� 9 n��� 8 ~� 
 
Ako potražimo prvi izvod po ��� i izjednačimo ga sa nula, dobijamo ��� 9 n � 7 odnosno ��� � n. Efikasna granica je  
 ���=2-4+

~� � �� odakle je ��=��� . 

 
Ovaj problem možemo rešavati i koristeći Lagranžovu metodu. Formiramo Lagranžovu 
jednačinu  
 

L(��
 ��
 ��
 d�
 d�)=!���\! �� 7 77 � 77 7 ��ω-d�*��ny�� 9 ��#-!d�*L\�9 �# 
 
Ako potražimo izvode po ��
 ��
 ��
 d�!�!d� i izjednačimo ih sa nulom, dobijamo sledeći 
sistem jednačina  
 �� 9 d� 9 d�!=0 �� 9 nd� 9 d�=0 �� 9 yd� 9 d�=0 �� 8 n�� 8 y��=��� �� 8 �� 8��=1 
 
Rešavanjem ovog sistema dobijamo  d�!=~� 9 ��� 
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d� � ���n 9 � 

�� � zy 9 ���n  

��=��, ��=���� 9 �� 
 

Vraćanjem vrednosti ��
 ��
 �� u formulu dobijamo ��=��\!��=��\!�=�~�9 n��� 8 ���l� . 

Ako potražimo prvi izvod po ��� dobijamo ��� � �� �~�9 n��� 8 ���l� �P
�l *9n 8 ���#=0 odakle 

sledi ��� � n
!a uvrštavajući u formulu za efikasnu granicu dobijamo  ��*n# � ��� . 

Vraćajući vrednost ��� � n u formulu za udele dobijamo da je �� � �� � �� � �� odnosno 

� �
���
��
��!��!��!��
��
�
 .  

 
 
1.3 CAP MODEL 

 
U teoriji investicija se suočavamo sa dva problema: kako odrediti optimalni portfolio i 
kako odrediti korektnu cenu dobra.Pod korektnom cenom dobra podrazumevamo cenu 
dobra koja ne daje mogućnost arbitražne zarade. Nju opisuje CAP model. 
James Tobin je proširio Markovicov rad dodajući razmatranje nerizičnog udela što je 
dovelo do pojave CAP modela. 
 
CAP model se zasniva na nekoliko pretpostavki, a to su: 
 
-Svi investitori su odbojni prema riziku i mere rizik kao standardno odstupanje stope 
prinosa  
-Svi investitori posmatraju isti vremenski interval pri donošenju odluka  
-Svi investitori imaju iste subjektivne procene budućih stopa prinosa i standardnih 
odstupanja tih stopa. 
-Postoji investicija bez rizika (sa stopom prinosa ��) i svi investitori imaju neograničen 
pristup toj investiciji. 
-Sve investicije se mogu kupovati u proizvoljno malim delovima, nema troškova 
transakcije i moguća je kratka prodaja. 
-Informacije su dostupne svim investitorima. 
 
Svaki investitor ima svoju krivu indiferentnosti. Za investitora koji je odbojan prema 
riziku ove krive su konkavne i rastuće u �� – � ravni. Što je kriva strmija to je investitor 
odbojniji prema riziku. Investitor bira onaj portfolio iz skupa efikasnih portfolija za koji je 
kriva indiferentnosti tangenta na krivu efikasnosti, kao što se vidi na slici 2. 
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Slika 2 Optimalni portfolio 

 
Skup efikasnih portfolija se nalazi na pravoj odreñenoj tačkama (��,0) i M. Ova prava 
pokazuje odnos očekivane stope prinosa i rizika za efikasne portfolije i naziva se linija 
tržišta kapitala (capital market line), slika 3. Analitički izraz za pravu je  
 ��=��+

�������� σ, 

 
Gde je �!standardno odstupanje portfolija sa očekivanom stopom prinosa ��. Nagib ove   
 

prave K=
���P����  se naziva cena rizika iz razloga što pokazuje koliko se povećava 

očekivani prinos ako se σ poveća za jednu jedinicu. 
 

 
Slika 3 Tržišni portfolio i CML 
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Teorema: Ako je tržišni portfolio M efikasan onda očekivani prinos ��	!svake investicije o	 
zadovoljava: 
 

 ��	 9 ��=�	*���P��# ,  
gde je   �	 � �����l  . 

 
 
Dokaz: Za proizvoljno α posmatramo portfolio sa prinosom 
 �� � "�	 8 *� 9 "#�� 

 
Očekivani prinos ovog portfolija je 
 ��*"# � "��	 8 *� 9 "#��� 

 
i standardno odstupanje 

 
σ(α)=`"��	� 8 n"*� 9 "#�	� 8 *� 9 "#���� a�q� 

 
Variranjem α dobijamo krivu u �� – � ravni, pa za α=0 imamo da je ceo portfolio jednak 
tržišnom portfoliju. To implicira da kriva portfolija dodiruje skup efikasnih portfolija u M. 
 
Kako je T��*"#T" � ��	 9 ��� 

 
 i  Z�* #Z �  ��lx*�P� #���P*�P #��l�* #   

 
Imamo 

 Z�* #Z� V +� � ���P��l��  . 

 
 
Koristeći 
 T��*"#T�*"# � T��*"#T" ! T"T�*"# 

 
imamo 
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Z��* #Z V +��*���P���#�����P��l !/!!
Ovaj nagib mora biti jednak nagibu prave na kojoj se nalaze efikasni portfoliji,pa je 
 *��	 9 ���#���	� 9 ��� � ���P����  

 
odakle je 
 ��	 � �� 8 ��������l �	� � �� 8 �	H���P��I . 

 
Vrednost �	!se naziva beta investicije o	 dok se ��	 9 �� naziva očekivani višak prinosa 
investicije o	. 
 
Ako je �	 � 7 onda investicija nije korelisana sa tržištem i onda je očekivani prinos 
portfolija jednak bezrizičnoj stopi odnosno ��=��. 
 
Koeficijent β celog portfolia se izračunava koristeći osobinu 
 @A; (��!
 ��)=' �	@A;*�	!
 ��#�	+�  

 
pa je 
 ��=' �	�	+� �	 . 

 
 

Ako sa P označimo cenu po kojoj se investicija kupuje,a sa � cenu koju će investicija 
imati po isteku nekog vremenskog  perioda,onda je � slučajna promenjiva sa 
očekivnjem �]. Stopu prinosa ovakve investicije dobijamo kao 
 � � � 9 ))  

 
a njenu očekivanu vrednost kao 
 

�� � �] 9 ))  

 
Cena dobra može se iskazati na sledeći način: 

 
Teorema: Cena dobra P sa budućom vrednosti Q je 
 

P=
�]�x��x�*������# 
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gde je � parametar dobra. 
 )��^L�!n: Cena akcije naftne kompanije iznosi P=875 dolara. Očekivana cena za 
godinu dana je 1000 dolara, ali zbog velikih nesigurnosti na izvorištu nafte  standardno 
odstupanje prinosa je �	 �40%. Trenutna nerizična stopa je �� �10%. Očekivana stopa 
prinosa tržišnog portfolija je ��� �17%, a njegovo standardno odstupanje je �� �12%. 
Izračunati očekivanu vrednost prinosa koju predvidja tržišna linija cena kao i stvarnu 
vrednost prinosa. Ako je poznato da je kovarijansa prinosa akcija naftne kompanije i 
tržišnog portfolija �	� �0.864% izračunati betu ove akcije i odrediti korektnu cenu akcije 
prema CAP modelu. 
 
Očekivanu vrednost prinosa po tržišnoj liniji cena računamo po formuli  
 ��	 � �� 8 ��������l �	� odnosno ��	 � 7/� 8 �/�~P�/��/�� 7/z � 7/yy, dakle očekivana vrednost 

prinosa je 33%. Stvarna vrednost prinosa je ��=����P�~��~� � 7/�z, odnosno  14%. Betu 

investicije računamo kao β� �����l =
�/���}��/��l � 7/{. Korektnu cenu dobra računamo po 

formuli P=
�]�x��x�*������#= �����x�/�x�/}*�/�~P�/�# � � ¡/{¡{z  dolara. !
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2. MERENJE RIZIKA POMOćU “SAFETY FIRST“ MODELA 
 
   Do sada smo rekli da rizik može biti meren standardnom devijacijom. Glavni argument 
protiv takvog pristupa je da je standardna devijacija mera volatilnosti. Neki ljudi su 
zainteresovani jedino za smanjivanje rizika, pa moramo primeniti drugačiji model. Jedan 
od takvih modela je tzv. “safety first” princip (princip sigurnost kao prioritet, model 
sigurnosti). Kao što im samo ime kaže, modeli sigurnosti teže da smanje rizik od 
nepoželjnih ishoda. Portfolio optimizacija po kriterijumu modela sigurnosti je usmerena 
na maksimizaciju očekivanog prinosa portfolija dok istovremeno verovatnoća da ne 
uspe da dostigne fiksni nivo mora biti manja od kritičnog nivoa. 
 
 
  Postoje tri osnovna modela sigurnosti. Ovi modeli su konstruisani i razvijeni od strane 
Roja, Kataoke i Telsera. U sva tri modela sa �¢ označavamo granični kapital. To je 
kapital koji predstavlja donju granicu za kapital na kraju perioda �Y�Z. 
 
Roj u svom modelu unapred odredjuje granični kapital i minimizujemo verovatnoću da 
na kraju perioda krajnji kapital bude manji ili jednak od graničnog kapitala odnosno 

 ^��{P(�Y�Z ≤!�¢)} 
 
Kataoka bira vrednost " (" predstavlja malu verovatnoću) i maksimizuje granični kapital �¢!tako da je verovatnoća da krajnji capital!�Y�Z bude manji od graničnog bude manja ili 
jednaka od ". 
 ^�( {�¢VP(�Y�Z : �¢)!: "} 
 
Telser u svom modelu unapred odreñuje vrednost  " kao i granični kapital �¢ .On 
maksimizira očekivani kapital na kraju perioda za datu verovatnoću " i granični kapital �¢. 

 ^�( {E(�Y�Z)| P(�Y�Z : �¢)!: " } 
 
Telserov portfolio je intuitivno najlogičnije rešenje za nalaženje optimalnog portfolija iz 
razloga što većina investitora želi da maksimizuje očekivane prinose na čemu se ovaj 
model i zasniva. 
 
 
  
2.1. TELSEROV KRITERIJUM 
 
Telserov kriterijum možemo napisati i kao 

 ^�(£¤H�� 8 ��I¥¦*�� 8 ��# !: 7# : ". 
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Koristimo da je E(�� 8 ��)= E(��# 8 =H��I � �� 8 ��§ . 
 
Dati izraz uz ograničenja da suma �	  mora biti jednaka početnom kapitalu i da važi  ���!=�\ω postaje ekvivalentan sa izrazom: 
 ^�( ��� 

P(�� : 9��)≤!" !�§\� � �� ���=�\ω 
 

Pretpostavimo da su prinosi normalno raspodeljeni. To znači da važi: 
 

P(�� : &)=
���¨O LP©llªPS T6≡Ф(C) gde je C � ,P�����    

 
Pod ovom pretpostavkom mi možemo pojednostaviti uslov,P(�� : 9��# !: "  postaje  ! p�P«¬P����� � : "      

P«¬P����� : C  

 ��� > 9�� 9 C �� . 
 
Poslednja nejednakost nam daje oblast iznad linije koja počinje u tački sa koordinatama 
(0,!9��) i nagibom 9C  (Slika 4).Ova linija se nazova shortfall line.!C  predstavlja kvantil 
normalne raspodele sa nivoom poverenja ". 
 
Prethodni sistem uz dodatak još jednog uslova možemo napisati kao: 
 ^�( ���  ��� > 9�� 9 C �� �]\� � �� ���=�\ω ���=�\!Gω 
 
 
Poslednja tri ograničenja nam daju oblast  “unutar” efikasne granice, a prvo iznad linije 9�� 9 C ��. Dakle,ograničenja u našem problemu ustvari daju oblast A na slici 4. Pošto 
je naš cilj da maksimizujemo očekivani prinos mi tražimo maksimalnu vrednost od ���u 
oblasti A. Sa slike 4 je jasno da je to slučaj u tački T.    
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Slika 4 Dopustiva oblast A i optimalna Telserova tačka T 

 
 
Koordinate tačke T možemo izračunati koristeći formule za efikasnu granicu i shortfall 
liniju. 
 ��� � �Z *@���� 9 ni����� 8 ����#  i  ���=*P«¬P���ª® #� 

 
Iz prethodne dve jednakosti dobijamo  

 

��� � kª®lxZx�Zª®l*%x�kx$Pª®l#$ª®lPZ ��. 
 

Varijansu računamo po formuli 
 

�� � GP«¬P���ª® J � *$xk#ª®lx�Zª®l*%x�kx$Pª®l#*ZP$ª®l#ª® �� . 
 
 )��^L�!y: Koristimo podatke iz primera 1 i tražimo Telserov portfolio. Za vrednost " 
biramo malu vrednost, recimo "=0.0001. Ako pretpostavimo da prinosi imaju normalnu 
raspodelu, tada je C =C�/���=-3.719. U prethodnom primeru smo izračunali da je 
a=14%, b=6%,c=3% i d=6%. Uvrštavanjem vrednosti u formulu za  očekivani prinos  
dobijamo  
 

��� � kª®lxZx�Zª®l*%x�kx$Pª®l#$ª®lPZ ��=}*P�/~�¯#lx}x°}*P�/~�¯#l*��x��x�P*P�/~�¯#l#�*P�/~�¯#lP} 1=3.506 

 
Efikasnu granicu dobijamo ubacivanjem u formulu 
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��=
*$xk#ª®lx�Zª®l*%x�kx$Pª®l#*ZP$ª®l#ª® ��=*�x}#*P�/~�¯#lx°}*P�/~�¯#l*��x��x�P*P�/~�¯#l#*}P�*P�/~�¯#l#*P�/~�¯# � ±0.3107 . 

 
Kao što vidimo, �� ±0.3107 ² ���  što je rezultat koji dobijamo u Markovicovom modelu, 

odnosno korišćenjem modela sigurnosti smanjili smo rizik. Uz to povećao se prinos 
portfolija u odnosu na onaj koji smo dobili kada smo koristili Markovicov model 
(3.506M2) 
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3. ELIPTIčNE RASPODELE 
 

   Pretpostavka da prinosi imaju normalne raspodele nije realna. U stvarnosti raspodele 
prinosa imaju deblje repove. Ovde predstavljamo novu grupu raspodela koje se 
nazivaju eliptične raspodele i koje na realističniji način predstavljaju raspodele prinosa.  
Neka je dat n-dimenzionalni vektor X=*&�
 &�� 
 &�#\. 
 
Definicija: X je eliptično raspodeljeno ako i samo ako ima sledeću funkciju gustine 0³*(# � @�V´VP�q�D� h�� *( 9 �#\´P�*( 9 �#j             (3.1) 

 
za proizvoljni vektor �, nxn matricu Ω čiji su elementi µª i neku funkciju D�(.) koja se 
naziva generator gustine.  

Uslov O (¶lP�S� D�*(#T³ ² · garantuje da je D�*(# generator gustine. Pošto integral 
gustine iznosi 1 možemo izračunati konstantu @�. Izračunavanjem se dobija da je 
 @� � ¸*�q�#*�¨#¶ql `O (¶lP�S� D�*(#T³aP�                                (3.2) 

 
gde je ¸*/ #gama funkcija.  
 
Karakteristična funkcija za X koji ima eliptičnu raspodelu je p,*6# m =HL	Qt,I �L	Qt�v*�� 6\´6# za neki vektor �, pozitivno definitnu matricu Ω i proizvoljnu funkciju v*6# 
koja se naziva karakteristični generator. Familija eliptičnih raspodela ima neke 
zanimljive osobine:  

1. Ako je O D�S� *(#T³ ² · tada očekivanje vektora ( postoji odnosno =*(# � �. Ako 
je Vv�*7#V ² · gde je V/ V apsolutna vrednost, kovarijansna matrica postoji i važi 
da je ¹º»*¼# � 9v�*7#´. 

 
2. Ukoliko je X eliptično raspodeljeno tj. &1 =�*�
 ´
 D�# tada za neku mxn matricu A i 

neki m-dimenzionalni vektor B važi da svaka linearna kombinacija eliptičnih 
raspodela daje takodje eliptičnu raspodelu sa istom funkcijom generatora 
odnosno: _& 8 f1 =½*_� 8 f
 _´_\ 
 D½#. 
 

 
3. Ukoliko X=*&�
 &�� 
&�#\ ima eliptičnu raspodelu  &1 =�*�
 ´
 D�# tada &ª ima &ª1 =�*�ª 
 µª�
 D�# za k=1,2…n gde je µª� k-ti elemenat u dijagonali matrice ´. To 

znači da marginalne gustine možemo napisati  0³¾*(# � $�¿¾ D� h�� *³P�¾¿¾ #�j. 
 
Neki od primera eliptičnih raspodela su normalna, t-studentova, Laplasova, 
logistična,Besselova i Košijeva raspodela. 
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      NORMALNA RASPODELA 
 
Najpoznatiji primer eliptične raspodele je normalna raspodela.  Za neki vektor X 
generator gustine je: D*E# � LPÀ .  

Koristeći formulu za izračunavanje @� dobijamo @� � *nÁ#P¶l. Za marginalnu funkciju 

gustine za &ª, 0³¾dobijamo 0³¾*(# � �¿¾��¨ L��l *Â�Ã¾Ä¾ #l
 

Ako X:N(�ª!
 µª�) tada gustina za vektor X iznosi: 0,*(# � �*�¨#¶ql V´VP�q�ÅÆÇ!`P�� *( 9 �#\´P�*( 9 �#a . 
 
Pošto znamo da je!=*(# � � i cov(x)=G= Ω sledi da je �ª � µª. 
 

 
Slika 5 Normalna raspodela 

 
STUDENTOVA RASPODELA 

 
 
Generator gustine za vektor X koji ima Studentovu t raspodelu sa v stepeni slobode je 
 D�*E#=*� 8 �ÀÈ #P*Èx�#q� . 
 
 
Koristeći jednakost (3.2) može se pokazati da je  
 

@� � ¸*� 8 ;n #
¸ G;nJ *Á;#�q� 

 
 
pa dobijamo,na osnovu (3.1) mutivarijantna gustina data sa: 
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0,*(# � ¸*¶ÉÊl #
¸GÊlJ*¨È#¶qlVËV�ql h� 8 �È *( 9 �#\´P�*( 9 �#jP*�xÈ#q� . 

 
Za n=1 dobijamo funkciju marginalne gustine slučajne promenjive &ª, k=1,…,n: 
 

0³¾*(# � ¸*ÊÉ�l #
¸GÊlJ�¨È h� 8 �È (�jP*Èx�#q� . 

 
U formuli smo uzeli da je µª � � i �ª � 7. 
 
Za Studentovu raspodelu je pokazano da važi da je ���*&ª# � �ª� � È!ÈP�µª� 
Ukoliko uzmemo da je ; =1 dobijamo Košijevu raspodelu, a ako stavimo da ; Ì · 
dobijamo normalnu raspodelu. 
 

 
Slika 6 Studentova-t raspodela 

 
 

LAPLASOVA RASPODELA 
 
Generator gustine za  Laplasovu familiju je: 
 D*E# � LP��À . 

 
Na osnovu (3.2) možemo da izračunamo @�!: 
 

@� � ¸*�qn#*nÁ#�q� ÍÎ (��P�S
� LP��³T(ÏP� � ¸*�qn#*nÁ#�q� ÍÎ 4�P�S

� LPÐ��n4T4ÏP� 
 
gde smo koristili smenu 4 � �(. 
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Dalji račun nam daje: 
 

@� � ¸*�qn#*nÁ#�q� ÍÎ n4�P�S
� LPÐ��T4ÏP� � ¸*�qn#*nÁ#�q� bn¸*�#n�q� c

P� � ¸*�qn#n¸*�#Á�q� 
 

 
što predstavlja multivarijantnu gustinu Laplasove raspodele. 
Za Laplasovu raspodelu važi da je ���*&ª# � �ª� � nµª� 
 

 
Slika 7 Laplasova raspodela 

 
 

 

LOGISTIčKA RASPODELA 
 
Generator gustine logističke raspodele dat je izrazom 
 D*E# � Y��lÑ*�xY��lÑ#l . 

 
Koristeći (3.2), nakon izračunavanja i uzimajući u obzir da je  
 LP��³*� 8 LP��³#� �Ò*9�#�P�LP���³S

�+�  

 
dobijamo sledeći izraz za @�1 
 @� � ¸*�q�#�¸*�#¨¶ql Ó' *9�#�P��P�S�+� ÔP� . 
 

Ako uzmemo da je n=1, izaračunavajući  @�= ¸*�q�#�¸*�#¨�ql Ó' *9�#�P��S�+� ÔP� dobijamo: 
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0³¾*(# � �r¾
�ÕÖ!*PVÂ�Ã¾Ä¾ V#

*�x�ÕÖ!*PVÂ�Ã¾Ä¾ V##l � �r¾
�ÕÖ!*PÂ�Ã¾Ä¾ #

*�x�ÕÖ!*PÂ�Ã¾Ä¾ ##l . 
 

Za logističku raspodelu važi da je *&ª# � �ª� � ¨l� µª� . 
 

 
Najznačajnije razlike izmedju navedenih eliptičnih raspodela ogledaju se u debljini 
repova datih raspodela. Kod raspodela sa debljim repovima ekstremni prinosi se 
dešavaju češće nego kod onih sa tanjim repovima. 
 
Matrica ´ ne mora biti jednaka kovarijansnoj matrici G .Njihov odnos se može izraziti 
kao G =9v�(0)!´. Budući da znamo vrednost izraza v�(0) za svaku od navedenih 
raspodela,matricu !´ mozemo predstaviti: 
 
 

´ �
×Ø
Ù
ØÚ e!K�!�A�^�Û�E!��BÜATLÛEÈP�È e!K�!Ý6ETL�6A;E!6*;#!��BÜATLÛE!s� !K�!Þ�ÜÛ�BA;E!��BÜATLÛE�s̈l !K�!ÛAD�B6�ß�E!��BÜATLÛE

à  
 

 
Slika 8 Logistička raspodela 

 

 
Slika 9  Predstavljanje sve četiri eliptične raspodele 
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ELIPTIČNE RASPODELE I TELSEROV PORTFOLIO 
 
 

Pretpostavimo da prinosi Imaju multivarijantnu eliptičnu raspodelu r:=�*�
 ´
 D�# 
 
Na osnovu osobina eliptičnih raspodela mi znamo da važi  
 ��!=�\ω=�\�:!=�*��\ 
 �\´�!
 D�# 

 
odnosno 
 �� u ! =�H���
 ��� !
 D�I . 
 

 
Pošto je ���=9v�(0)!á�� na osnovu osobine (*) funkcija gustine ima sledeću formu: 
 0�*(# � @�á� D�`�n *( 9 ���á� #�a 

 
gde je @� konstanta definisana kao: 
 @� � ¸*�q�#*�¨#�ql `O (�lP�S� D�*(#T(aP�!=! ��� `O ��³S� D�*(#T(aP� . 

 
 
Budžetsko ograničenje Telserovog portfolija je P(�� : 9��# !: ". Pošto je �� eliptično 
raspodeljen, verovatnoću možemo napisati i kao: 
 

P(�� : 9��# � O $�â�
P«¬Õ+PS D�`�� *³P���â� #�aT( . 

 
Koristeći smenu  
 K � ( 9 ���á�  ( � Ká� 8 ���  T( � á�TK 
 
imamo 
 

P(�� : 9��)=O $�â�
�ã¬�Ã§�ä�R+PS D�*Rl� #á�TK � O @�D��ã¬�Ã§�ä�³+PS *Rl� #TK . 

 

Definišemo C !kao kvantil za koji važi O @�D�*Rl� #TKª®R+PS =α 

 
P(�� : 9��# : "  
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C  zavisi samo od generatora gustine D*E# i verovatnoće α. 
 
Budžetsko ograničenje sada možemo zapisati kao: 
  

P(�� : 9��# : " !P«¬P���â� : C !��� > 9�� 9 C á�!!
Od sada pišemo budžetsko ograničenje u obliku!��� > 9�� 9 K å� gde je K � ª®â���  

 
Primenjujući ovu definiciju na Telserov problem optimizacije i Laplasovu raspodelu 
dobijamo: 
 æçÆ ��� ��� > 9�� 9 K å� �\ω=�� ��� � �\� ��� � �\e�  
 
Sistem rešavamo na identičan način kao za normalnu raspodelu.U posmatranom 
slučaju dobijamo: 
 

�\ � �ZeP�H*��] 9 i�#�� 8 *@� 9 i�]#�\I!gde je �\ � kR®lxZx�ZR®l*%x�kx$PR®l#$R®lPZ �� . 
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4. OPTIMIZACIJA BAZIRANA NA VaR-u 
 
 

   Kod Telserovog modela smo videli da se rizik meri verovatnoćom dolaženja u situaciju 
da nam početni kapital bude manji od očekivanog prinosa, odnosno P(�� : 9��). 
Ovakva mera rizika je samo uži  slučaj mere rizika VaR (Value at Risk). 
 
 VaR na nivou poverenja 1-α nekog portfolija je definisan sa  
 

P(�� ≤9��� ) = α 
 

Možemo reći da je to minimalna količina koju investitor može da izgubi na nivou 
poverenja � 9 " . Što je veći VaR na nekom nivou poverenja to je portfolio riskantniji. To 
znači da što je investitor odbojniji prema riziku on će  preferirati ekstremno mali VaR. 
Ako uzmemo ��� � �� gde je α mala zadata verovatnoća, definicija !���-a postaje 
ustvari ograničenje iz prethodnog poglavalja. Kako je VaR naša nova mera rizika 
umesto standardne devijacije može se izračunati nova efikasna granica. Ta efikasna 
granica daje najveći očekivani prinos za dati nivo VAR-a, ili maksimalni VaR za fiksiran 
prinos. Po izgledu efikasna granica, kada su prinosi eliptično rasporedjeni, i kada 
posmatramo prinos i VaR je ista kao i efikasna granica u slučaju da posmatramo prinos 
i standardnu devijaciju. Kada imamo pretpostavku o eliptičnoj  raspodeli VaR možemo 
zapisati kao   
 )*�� !: !9��� # � " ? !)*��P���¿� : Pé%ê®P���¿� #=!" ?Pé%ê®P���¿� � C ? ��� � 9��� 9 C µ�!
 ��� preko prinosa i standardne devijacije možemo zapisati kao 
 ��� � 9��� 9 K ��                                                                                 (4.1) 
 
Efikasna granica se može definisati tako što za dati VaR maksimizujemo očekivani 
prinos. To možemo predstaviti kao:  ^�(!�§� ��� � 9��� 9 K �� ��� � �\� ���=�\e� �]\!� =�� 
 

 
Slika 10 Definicija VaR-a 
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Prvo ograničenje možemo transformisati u: 
 *��� 8 ���#� � *9K ��#� ? ��� � 8 n��� ��� 8 ����-K ����=0 . 
 
Ako zamenimo jednakosti za ���!!�!!���! dobijamo 
 
 ��� � 8 n��� �\� 8 �\��\� 9 K ��\e� � 7 ? !ë�ìí� 8 n��� �\� 8 �\v� � 7 
 
gde je matrica v definisana kao: !! v � ��\ 9 K �e . 
 
Sada problem maksimizacije postaje jednostavniji 
 ^�(!�\� ��� � 8 n��� �\� 8 �\v� � 7 . �]\�=�� 
 
Kako za  matricu  v važi  
 v\ � *��\ 9 K �e#\ � *��\#\ 9 K �e\ � ��\ 9 K �e\ � v , 
 
ona je simetrična. 
 
Definišemo sledeće konstante: �î m �\vP�� iï m �\vP��] � �]\vP�� @ð m �]\vP��] Tñ m �î@ð 9 iï� . 
 
Izvodimo vezu izmedju konstanti �
 i
 @
 T i  �î
 iï
 @ð,!Tñ. Izraz za inverznu matricu G 
možemo transformisati 
 eP� � eP�vvP� � eP�*��\ 9 K �e#vP� � eP���\vP� 9 K �vP� . 
 
Koristeći izraz za eP� imamo 
 � � �\eP�� � �\eP���\vP�� 9 K ��\vP�� � ��î 9 K ��î � �î*� 9 K �# i � �\eP��] � �\eP���\vP��] 9 K ��\vP��] � �iï 9 K �iï � iï*� 9 K �# @ � �]\eP��] � �]\eP���\vP��] 9 K ��]\vP��] � iiï 9 K �@ð!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! 
 
Izražavamo �î
 iï
 @ð,!Tñ preko konstanti �
 i
 @
 T i dobijamo �î � �� 9 K � 
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iï � i� 9 K � @ð � @K � 9 TK �*� 9 K �# Tñ � �î@ð 9 iï� � PZR®l*%PR®l#  . 
 
 
Koristeći Lagranžov metod rešavamo problem  i dobijamo sledeće jednakosti 
 � 8 nd���� � 8 nd�v� 8 d��] � 7 ��� � 8 n��� �\� 8 �\v� � 7 �]\� � ��   . 
 

Rešavajući prvu jednakost po � i uzimajući da je d� � P��ò� i d� � Pòl�ò�   dobijamo 

 � � *d� 9 ��� #vP�� 8 d�vP��] . 
 
Koristeći ovako dobijeno � u treću jednakost dobijamo izraz za d� 
 �]\� � *d� 9 ��� #iï 8 d�@ð � �� ?!d� � «¬xkïé%ê®Pòóô kï$ð !!/ 
 
Nakon vraćanja u drugu formulu sistema dobijamo da je  
 

d� � 89õ�Tñ H��� �HTñ 9 @ðI 9 n��iï!��� 9 ���I � 89�ö!!/ 
 
Kako imamo vrednosti za d� i d�,možemo izračunati � i dobijamo 
 � � G89�ö 9 ��� JvP�!� 8 �@ð G�� 8 iï!��� 98�öJvP��]!!/ 

 
Dakle funkcija za prinos portfolija kao funkciju VaR-a je 
 ��� � �\� � G89�ö 9 ��� J �î 8 �$ð H�� 8 iï!��� Px�öIiï � Zï$ð(89�ö 9 ��� 8 kïZï ��)  . 
 
U prethodnom izrazu mi najpre izražavamo �ö
 odnosno ö
 i rešavamo kvadratnu 
jednačinu po ��� . Dobijamo: 
 

��� � 9��� 8 ��Zï *HTñ 9 @ðI���� 8 niï����� 9 �î���# . 
 

Zatim uz pomoć veze �
 i
 @
 T i  �î
 iï
 @ð,!Tñ. 
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��� � 9��� 9 K õ�T *@���� 9 ni����� 8 ����# 
 

Poslednji korak je da se transformiše u izraz koji sadrži prinos i standardnu 
devijaciju,gde koristimo izraz za ���  (4.1) 
 
 

9��� 9 K �� � 9��� 9 K õ�T *@���� 9 ni����� 8 ����# 
 
gde pretpostavljamo da je K  negativno. Dakle, prinos-VaR efikasna granica izražena 
preko prinos-st.devijacija data je sa: 
 

�� � õ�T *@���� 9 ni����� 8 ����# 
 
što je zapravo prinos-varijansa efikasna granica. Dakle, dolazimo do zaključka da 
minimizacija varijanse je u stvari isto kao minimizacija  VaR-a. 
 

 
 
 
 
 

 
Slika 11 Efikasna granica koja zavisi od standardne devijacije sa jedne  

i od VaR-a sa druge strane 
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4.1. OPTIMALNI PORTFOLIJI 
 
Investitor može da izabere da investira u portfolio sa minimalnim VaR-om, koji se 
naravno razlikuje od portfolija sa minimalnom varijansom. 
 
4.1.1 PORTFOLIO SA MINIMALNIM VaR-om 
 
Ako u formuli za ���  potražimo prvi izvod po ��� i izjednačimo sa nulom dobijamo 
 ÷��� ÷��� � 9� 9 K *@��� 9 i��#

T��T *@���� 9 ni����� 8 ����#
� 7 

 
Kada izrazimo ��� iz prethodne jednakosti dobijamo izraz za minimalnu vrednost: 
 

�½	� � *i@ 8 T@°@K � 9 T#�� 
 
 
Odgovarajuće ���  je: 
 

���½	� � 9�½	� 9 K ��Z *@�½	�� 9 ni���½	� 8 ����# � G9 k$ 8 �$°@K � 9 TJ�� . 
 
Minimalno VaR standardna devijacija je: 
 

�½	� � ��Z *@�½	�� 9 ni���½	� 8 ����# � PR®
�$R®lPZ �� . 

 
Alokacija � u portfolio sa minimalnim VaRom data je sa ; 
 �½	� � �@°@K � 9 T eP�*G°@K � 9 T 9 iJ �] 8 @�#�� 
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Slika 12 Portfolio sa minimalnim VaR-om 

 
 
4.1.2. TANGENTNI VaR PORTFOLIO 
 
Tangentni VaR portfolio je portfolio gde linija koja prolazi kroz koordinatni početak je 
tangenta na efikasnu granicu prinosa i st.devijacije.Prema tome, nagib tangente mora 
biti isti kao i nagib efikasne granice. Dakle, 
 øùúûüýþø�üýþ � �é%ê®���� V���+�©ÊÃ . 
 
Koristeci formulu dobijamo  
 

P�©ÊÃPR®���H$�©ÊÃl P�k«¬�©ÊÃx%«¬lIP��©ÊÃP� � 9� 9 R®*$���Pk«¬#
Z���*$���lP�k«¬���x%«¬l# V���+�©ÊÃ . 

 
Iz jednakosti sledi: 
 �QÈ� � �i �� 
 
Vidimo da smo dobili isti rezultat kao i kod tangentnog portfolija kod prinosa i 
standardne devijacije.Dakle,!�QÈ� � �Q� 
 ^�( ������ � ^�( ���9��� 9 K �� � ^�(9��� 9 K �����  

 � ^�( PR®����� � ^�( ����� . 
Odgovarajući VaR je: 
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���Q� � 9�Q� 9 K �Q� � 9��i *�� 8 K #�� 
 
i alokacija �Q� je ista kao i alokacija kod slučaja prinos-st.devijacija. 
 

 
Slika 13 Portfolio sa minimalnim VAR-om 

 
 
 
 )��^L�!z: Koristimo podatke iz primera 1. VaR se posmatra na kraći period, pa 

posmatramo očekivane dnevne prinose. Neka je zadati nivo poverenja 97.5| odnosno "=0.025. Uvodimo važnu pretpostavku da očekvani prinosi imaju normalnu raspodelu (u 
praksi je jako teško utvrditi kojoj raspodeli su najbliži oćekivani dnevni prinosi), dakle K�/���=C�/���=-1.96. Iz primera 1 imamo da je a=14%, b=6%, c=3%, d=6%. Portfolio sa 
minimalnim VaR-om ima sledeće koordinate: 
 
 �½	� � *k$ 8 Z

$�$R®lPZ#�� � *}�8 }����/����P}#�=2.85 

 
Minimalna standardna devijacija za VaR je  
 
 �½	�=

PR®
�$R®lPZ ��=�/¯}�/���=0.834 

 
Udele za minimalni VaR dobijamo ubacujući vrednosti u formulu: 
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�½	� � �
$�$R®lPZeP� GH°@K � 9 T 9 iI�] 8 @�J��= �~/�� �� 7 77 � 77 7 ���*n/y¡ 9 {# �

���� 8 y �
�ny��� 

=�97/7�n� 7/yyyny7/ ¡�{y �. 
 
Ubacivanjem vrednosti za niži VaR (slučaj kada je investitor odbojniji prema riziku) 
dobijamo i niži očekivani prinos i nižu standardnu devijaciju. 
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5. EVA I RAROC 
 

   U ovom poglavlju za razliku od prethodnih mi ćemo razmatrati odreñene modele ali sa 
različitim funkcijama posmatranja (objektivnim funkcijama). One su bazirane na tzv. 
dodatoj ekonomskoj vrednosti (Economic value added) i prihodu od kapitala 
prilagoñenog riziku (Risk adjusted return of capital) 
 
EVA 
 
Dodatnu ekonomsku vrednost (EVA) definišemo:  
 

EVA= AßLC�;���!Ü���AB!ÜA�60AÛ�� – E6�A��C!C�Ü�6�Û� . 
 

Što je veća EVA to je bolji učinak za investitora. Očekivani prinos portfolija dat je sa =H��I. Ali pošto imamo troškove kapitala očekivani prinos je korigovan za troškove. 
Utrošak kapitala sadrži dva parametra. To je stopa utroška kapitala �$%� pomnožen sa 
količinom kapitala. Generalno nije definisano šta je količina kapitala. Neki smatraju da je 
to početni kapital �� a neki smatraju da je to VaR (ili utrošeni kapital). EVA predstavlja 
nominalnu vrednost, a ne procenat.  
 
RAROC 
 
Postoji više različitih definicija za RAROC. Mi ćemo ga definisati kao 
  

RAROC=
	ßYª	È%�	!��	�	
!�	�Q�	�	�%ª	�	ß	�%!ª%�	Q%�%  . 

 
Što je veći RAROC to je veći učinak investitora. RAROC predstavlja relativnu meru 
rizika, a količinu kapitala možemo definisati ili kao početni kapital �� ili kao utrošeni 
kapital VaR. 
 
 Alocirani kapital Utrošeni kapital 

EVA =*��# 9 �$%��� =H��I 9 �$%����  
RAROC =*��#��  

=*��#���  

Tabela 1: Načini izračunavanja EVA-e i RAROC-a 

 
5.1.  NOVI TELSEROVI MODELI 
 
 Videli smo četiri nova načina za merenje uspeha u tabeli 1. Ova četiri modela mogu biti 
inplementirana u Telserov model sa VaR ograničenjem. Rešavamo četiri dobijena nova 
Telserova modela.  
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5.1.1.  EVA SA ALOCIRANIM KAPITALOM 
 
 Koristeći EVA-u sa alociranim kapitalom kao objektivnu funkciju dobijamo sledeći 
problem optimizacije  
 ^�( =*��# 9 �$%��� =H��I � ��� � �\� )*�� : 9���$# : " �]\� � �� 
 
gde je ���$ maksimalni dozvoljeni VaR za portfolio. 
 
Zato što je �$%��� konstanta, gornji problem je isti kao: ^�(��� ��� � �\� ��� : ���$ �]\� � �� . 
 
 
Rešenje ja dato sa: 
 

�	�Q � �\ � kR®l«¬xZé%ê�PR®�Z*H%PR®lI«¬lx�ké%ê�«¬x$é%ê�l#$R®lPZ          (5.1) 

 
 
a odgovarajuća standardna devijacija 
 
 

�	�Q � �\ � K *i�� 8 @���$# 9 °T**� 9 K �#��� 8 ni���$�� 8 @���$�#T 9 @K �  

 
 

a VaR je jednak sa ���$. Optimalna alokacija �	�Q je 
 
 �	�Q � �\ � �Z eP�**@� 9 i�]#�\ 8 *��] 9 i�#��# . 

 
 
U prostoru standardna devijacija- VaR to možemo predstaviti grafički (Slika 14) 
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Slika 14 Optimalni portfolio EVA sa alociranim kapitalom 

 
 
5.1.2.  EVA SA UTROŠENIM KAPITALOM 
 
Ako uzmemo iskorišćeni kapital umesto alociranog, problem optimizacije postaje  
 
 ^�(=H��I 9 �$%����  =H��I � ��� � �\� ��� : ���$ �]\� � �� . 
 
Objektivna funkcija =H��I 9 �$%���� m E se nalazi na grafiku standardna devijacija-
VaR. To je prava  ��� � E 8 �$%����  . Maksimiziranje EVA-e znači maksimiziranje prave 
u, ili najviše moguće pomeranje linije u područiju A,  dok je koeficijent nagiba �$%� 
konstantan. Ovu liniju nazivamo EVA linija.  
 

 
Slika 15 Pomeranje EVA linije sa velikim �$%� 
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Pomerajući EVA liniju što je više moguće dobijamo optimalni portfolio. Kao što vidimo, 
optimalni portfolio se razlikuje od Telserove tačke. Nagib EVA linije (�$%�) jednak je 
nagibu efikasne granice. Ali ovaj optimalni portfolio zavisi od vrednosti �$%�, što je nagib 
EVA linije. 
Ako je nagib EVA linije mnogo manji (što znači da je �$%�!mnogo manje) mi dobijamo 
sliku ispod. 
 

 
Slika 16 Pomeranje EVA linije sa malim �$%� 

 
Primećujemo razliku. Iz razloga što je dopustiva oblast  A ograničena sa shortfall 
ograničenjem , najviša EVA linija preseca efikasnu granicu u Telserovoj tački, i optimum 
nije u tački dodira efikasne granice i EVA linije. 
 
Dakle, optimalna alokacija je ili tačka gde je nagib EVA linije i efikasne granice isti ili u 
Telserovoj tački i od nagiba EVA linije zavisi optimalna alokacija.  
 
Izračunaćemo za koju vrednost nagiba �$%� dostižemo tačku preokreta. Moramo 
izjednačiti nagib efikasne granice u Telserovoj tački i nagib EVA linije tj.  
 �����é%ê® V���+�t � �$%� ? �é%ê®���� V���+�t � ����        (5.2) 

 
Podsećamo, efikasna granica za prostor srednja devijacija- VaR je data sa: 
 

��� � 9��� 9 K õ�T *@���� 9 ni����� 8 ����# 
 
 
Ako potražimo izvod prethodnog izraza po ��� dobijamo: 
 �é%ê®���� � 9� 9 R®*$���Pk«¬#

Z���*$���lP�k«¬���x%«¬l# �
PZ��PR®*$���Pk«¬#Z��  . 
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Koristeći (5.2) i rešavajući izraz po �$%� dobijamo: 
 

�$%� � T�\9T�\ 9 K *@�\ 9 i��# � �$%��  

 
Gde su �\ i �\ sredina i standardna devijacija Telserove tačke. 
Mi imamo prvu situaciju ako je �$%� M �$%��  i drugu situaciju ako je �$%� : �$%�� . 
 
Sada ćemo izračunati optimalne vrednosti. Optimalna vrednost u situaciji 2 je Telserov 
portfolio, što smo već izračunali. Sada računamo optimalne vrednosti u situaciji 1. U 
optimalnoj situaciji nagib efikasne granice je jednak sa �$%� za koje je  �$%� M �$%�� .  
 
Dakle  
 ÷��� ÷��� � ��$%� 

 
 
 9� 9 R®*$���Pk«¬#

Z���*$���lP�k«¬���x%«¬l# �
����     (5.3) 

 
 
 Izražavajući jednakost po ��� dobijamo: 
 

�	�Q � *i 8 T�@�� 9 T# �@ �� 
 
gde je K konstanta definisana kao K=

R®������x� . Primetimo da je K² 7. Ovo možemo postići 

tako što primetimo da izraz (5.3) možemo napisati kao: 
 

9� 9 ��$%� 9 K *@��� 9 i��#
T��T *@���� 9 ni����� 8 ����#

� 7 

 
 

Ako ovaj izraz podelimo sa  
���x����  dobijamo: 

 

9� 9
K �$%��$%� 8 � *@��� 9 i��#

T��T *@���� 9 ni����� 8 ����#
� 9� 9 �*@��� 9 i��#

T��T *@���� 9 ni����� 8 ����#
� 7 
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Odgovarajuće  �	�Q je : 
 

�	�Q � Tõ�T *@���� 9 ni����� 8 ����# � 9��@�� 9 T �� 
 
a VaR je jednak : 
 ��� � 9�	�Q 9 K �	�Q � *9 k$ 8 $R®�PZ$�$�lPZ#�� . 
 
 
i time smo izračunali optimalni portfolio za situaciju 1. 
 
Kraće zapisano možemo reći da ��� kad objektivna funkcija maksimizuje EVA-u sa 
utrošenim kapitalom izgleda: 
 

�	�Q � �i 8 T�@�� 9 T��@ ��!!!!!!ç�º!!�$%� M �$%�� !!��Å!�Å!� � K �$%��$%� 8 � 
 �	�Q � �\!!!!!!!!!!!!!!!!!!!ç�º!!!!!�$%� : �$%�� !!!!��Å!�Å!!!!� � K �$%��$%� 8 �!!! 
 
gde je �\! Telserova sredina dati sa (5.1). Odgovarajuća optimalna alokacija �	�Q je na 
efikasnoj granici: 
 �	�Q � �Z eP�**@� 9 i�]#�	�Q 8 *��] 9 i�#��# . 
 
5.1.3.RAROC SA ALOCIRANIM KAPITALOM 
 
Sada posmatramo objektivnu funkciju baziranu na RAROC-u. Prvo posmatramo slučaj 
sa alociranim kapitalom. Problem postaje: 
 

^�( =*��#��  

=H��I � �\� )*�� : 9���$# : " �]\� � �� 
Kako je �� konstanta i prepisujući shortfall ograničenje gornji problem postaje identičan 
problemu: 
 ^�( � ��� ��� � �\� 
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��� : ���$ �]\� � �� . 
 
koji je identičan sa Telserovim problemom kao i problem optimizacije EVA-e sa 
alociranim kapitalom. Dakle rešenja za ovaj problem su ista, kao i rešenja problema 
EVA-e sa alociranim kapitalom. 
 
5.1.4. RAROC SA UTROŠENIM KAPITALOM 
 
Problem optimizacije RAROC-a kada imamo utrošeni kapital je 
 

^�( =*��#���  

=H��I � ��� � �\� ��� : ���$ �]\� � �� . 
 

Objektivna funkcija 
���é%ê® m E može biti napisana kao RAROC linija: 

 ��� � E���  
 
Pa maksimizacija RAROC-a je ustvari isto kao i pronalaženje maksimalnog nagiba E na 
prvobitnoj liniji, koja jos uvek ima presek sa oblasti A. 
 Vidimo da je optimum tačka dodira u aritmetička sredina- VaR okruženju kao što smo 
definisali u prethodnom poglavlju. Podsetimo se da imamo istu tačku dodira i u 
aritmetička sredina-standardna devijacija okruženju. To znači da: 
 �	�Q � �i �� 
 

�	�Q � ��i �� 
��� � 9��i *�� 8 K #�� 

 

Primetimo da može nastati problem ako vrednost VaR-a u tački dodira 9 �%k *�� 8 K )!�� 
na desnoj strani shortfall linije!���$ . Tada tangentni VaR nije u oblasti A. Zato moramo 
da smanjimo nagib RAROC linije dok ona ne dodirne oblast A. Tada se optimum 
pomera do Telserove tačke, kao sto pokazuje slika 17.  
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Slika 17 Maksimizovanje nagiba RAROC linije 

 
Možemo izraziti formulu na sledeći način:  
 

�	�Q � �\!!!!!!!!!!ç�º!!���$ !² 9��i *�� 8 K #��!! 
�	�Q � �Q�!!!!!!!!!!ç�º!!���$ !> 9��i *�� 8 K #�� 

 
I odgovarajuća optimalna alokacija �	�Q se nalazi na efikasnoj granici: 
 �	�Q � �Z eP�**@� 9 i�]#�	�Q 8 *��] 9 i�#��#. 

 
 
5.2.  POREðENJE EVA-e I RAROC-a 
 
Možemo napraviti jednostavno poreñenje EVA-e i RAROC-a. Već smo konstatovali da 
je EVA broj, a RAROC procenat, ali se pitamo kakva je veza izmeñu njihovih optimalnih 
vrednosti. 
 
Ako koristimo alocirani kapital optimalni portfoliji su im isti, zato što su i jedno i drugo 
optimalni Telserovi portfoliji. Interesantnije je posmatrati slučaj sa utrošenim kapitalom. 
Diskutujemo četiri situacije.  
 
Situacija 1   Pretpostavimo da je    �$%� : �$%�� !!!�!!���$ : 9 �%k *�� 8 K #��!. 
 
Onda u obe situacije Telserov portfolio je optimalan , pa optimum kod EVA-e je isti kao i 
optimum kod RAROC-a. Pišemo ! �	�Q�é� � �	�Qê�ê�« 
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Situacija 2  Sledeće se menja kad imamo sledeću situaciju: 
 �$%� : �$%�� !!!�!!���$ M 9 �%k *�� 8 K #�� . 
 
Onda  optimalni EVA portfolio ostaje Telserov portfolio, ali RAROC-ov maksimizujući 
portfolio se menja u tangentni portfolio, pa u ovom slučaju imamo: 
 �	�Q�é� M �	�Qê�ê�« 
 
 
Situacija 3   Treća moguća situacija je da imamo: 
 �$%� M �$%�� !!!�!!!���$ : 9 �%k *�� 8 K #�� . 
 
U ovom slucaju EVA maksimizujući portfolio je manji od Telserovog portfolija, što je 
ustvari optimalni RAROC portfolio, pa je : 
 
 �	�Q�é� ² �	�Qê�ê�« . 
 
 
Situacija 4  Poslednja mogućnost je da se desi sledeće: 
 �$%� M �$%�� !!!�!!!���$ M 9 �%k *�� 8 K #�� . 
 
Sada imamo da je: 
 �	�Q�é� � Gi 8 Z�$�lPZJ �$ ��,              �	�Qê�ê�« � %k �� . 

 
 
 
 

Računamo za koju vrednost �$%� su ove dve optimalne vrednosti iste. Dakle, 
 Gi 8 Z�$�lPZJ �$ �� � %k �� . 

 
 
Pa lako izražavamo: 
 � � 9�� 
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Iz razloga što je � � R®������x� , posle računa dobijamo da je: 

 �$%� � P�%R®x�% . 
 
Dakle, ako je trošak stope kapitala jednak sa ovom vrednošću, imamo �	�Q�é� � �	�Qê�ê�«!.  
Ako je vrednost �$%� manja, EVA linija dobija manji nagib, pa se optimalna EVA srednja 
vrednost pomera na desno. U drugom slučaju, ako je �$%� veće, optimum se pomera na 
levo. Skraćeno možemo zapisati za četvrtu situaciju sledeće: 

 �	�Q�é� ² �	�Qê�ê�«  ako  �$%� M P�%R®x�% �	�Q�é� � �	�Qê�ê�«  ako  �$%� � P�%R®x�% �	�Q�é� ² �	�Qê�ê�«  ako �$%� M P�%R®x�% 
 

Setimo se da u svakom slučaju u ovoj situaciji moramo imati da je  �$%� M �$%�� . 
 )��^L�!¡: Posmatramo opet primer 1 i opet pretpostavimo da je raspodela prinosa 
normalna i da je nivo poverenja 97.5% dakle K�/��� � 9�/�{. Pretpostavimo da je 
godišnji utrošak kapitala 15%. Dnevna stopa utroška kapitala je  
 �$%�=19*7/�¡#�q���=0.00065 (u godini imamo približno 250 radnih dana) 
 
Neka je maksimalni dozvoljen VaR u ovom primeru ���$=0.1 
 
EVA-u sa alociranim kapitalom dobijamo koristeći formule za optimalni prinos i 
devijaciju 
 �	�Q � �\ �
kR®l«¬xZé%ê�PR®�Z*H%PR®lI«¬lx�ké%ê�«¬x$é%ê�l#$R®lPZ =

}*P�/¯}#lx}��/�P*P�/¯}#°}**��P*P�/¯}#l#�x����/�x���/��#��*P�/¯}#lP} �  /n�y/ 
 �	�Q � �\ �
R®*k«¬x$é%ê�#P�Z*H%PR®lI«¬lx�ké%ê�«¬x$é%ê�l#ZP$R®l =

P�/¯}*}x�*�/�##P°}**��P*P�/¯}#l#x��*�/�#x���/��#}P�*P�/¯}#l =3.73. 

 
 
Udele računamo po formuli: 
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�	�Q � �\ � �Z eP�**@� 9 i�]#�	�Q 8 *��] 9 i�#��#=!�} �� 7 77 � 77 7 �� *�y �
�ny� 9 { �

�����  /n�y 8
*�z ����� 9 { �

�ny�#�#=!�
9n/n 7/yyzn/�y�{ �. 

 
Ako posmatramo utrošeni kapital, optimum se menja. Da bismo videli koja formula daje 
optimum, računamo �$%��  
 �$%�� � Z�tPZ�tPR®*$�tPk«¬# � }��/~�P}��/~�P*P�/¯}#*��~/���P}#=2.705>�$%�. 

 
 
Iz tog razloga optimum je portfolio rañen po Telserovom modelu, dakle �$%�/ 
 
Ukoliko želimo da maksimizujemo RAROC sa utrošenim kapitalom , koristimo formulu 
 
 ��� � 9 �%k *�� 8 K #��=9 ���} *��z 9 �/�{#�<!���$ 
 
Iz tog razloga elemente optimalnog portfolija računamo kao 
 
 �	�Q � %k ��=��} �=2.33, �	�Q � �%k �� � ���} �=0.6236 . !
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6. NEIZVESNOST POČETNIH PARAMETARA 
 

   U ovom poglavlju pokazujemo kako možemo modelirati polazne parametre kao što su �� i e. Teško je proceniti tačne vrednosti ovih parametara iz razloga što se menjaju 
svakodnevno. Budući da se optimalni portfolio neprekidno menja u zavisnosti od �� i e, 
cilj je da ako se početni parametri �� i e malo promene, optimalni portfolio ne bi trebalo 
da se mnogo menja. Mi definišemo raspodelu funkcije verovatnoće za promenjive 
parametre �� i e i ovo uključujemo u problem optimizacije. Meñutim, metod gde su svi 
parametri nepoznati (nesigurni) ima nekoliko problema. Prvo, funkcije raspodele za 
parametre �� i e je jako teško utvrditi i drugo, čak i kada bismo utvrdili raspodelu tih 
parametara ona verovatno ne bi bila eliptična i time ne bismo mogli da rešimo problem. 
Zbog toga mi unapred pretpostavljamo da su parametri  �� i �!unutar nekog intervala i 
problem optimizacije rešavamo za najgori (najnepovoljniji) mogući scenario. 
     
Pretpostavimo da investitor ne zna tačne vrednosti očekivanog prinosa i kovarijansne 
matrice, ali zna interval u kojem oni leže. Donju granicu interval ćemo označiti slovom D 
u gornjem  indeksu, a gornju granicu ćemo označiti slovom G, dakle možemo pisati 
 ��	�≤��	≤��	s     za svako � 
 �	��≤�	�≤�	�s     za svako �
  

 

Koristitćemo i sledeće oznake:  ��	�=����x����� , !!!!�	=����P����� ,    �	�� =
����x����� ,    �	�=����P�����  

 
Možemo da pišemo sledeće: 
 ��	�-�	≤��	≤��	�+�	     za svako � 

 
 �	�� -�	�≤�	�≤�	��+�	�     za svako �
  
 

Dakle, intervale za celokupne vrednosti možemo  prikazati na sledeći način 
 Ý� � -��1 ��� 9 � : �� : ��� 8 �
 � > 7. i !Ýs � -e1 e� 9 � : e : e� 8 �
 � > 7. 

 

gde je Ý� skup vrednosti za parametar ��, a skup Ýs skup vrednosti za parametar e/ 
 

Budući da parametri koji nisu egzaktni, ne možemo odrediti ni eksplicitne izraze za 
optimalne vrednosti. 

 
Umesto toga, problem se može rešiti tzv. Second order cone problemom (SOCP). 
SOCP ima sledeću formu: 
 ^��0 ( 
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W_	( 8 i	W : @	 ( 8 T	   � � �
� 
 � 
 

gde je W/ W klasična Euklidska norma, odnosno W(W � �( ( , vektori 0
 (!�!@ n-
dimenzionalni. 
 
Pokušavamo da predstavimo Markovicov model optimizacije preko SOCP. 
Markovicov model možemo napisati kao 
 ^�( �\� 9 

��ρ�\!Gω 

Ò!�	�
	+� � � 

 
gde je ρ koeficijent odbojnosti prema riziku. Ovaj problem lako predstavljamo preko 
problema minimuma 
 ^�� �\!Gω9 �! �\� 

Ò!�	�
	+� � � 

 
Sada transformišemo izraz 
 

 �\!Gω-
�! �\� � Ge�l�J Ge�l�J 9!�!�\e�leP�l� 9 �!�\eP�le�l� 8 G�!eP�l�J G�!eP�l�J 9G�!eP�l�J G�!eP�l�J � Ge�l� 9 �!eP�l�J Ge�l� 9 �!eP�l�J 9 �!l �\eP�� � "e�l� 9 �!eP�l�"� 9%!l 

Dakle, problem optimizacije možemo napisati na sledeći način 
 

^�� "e�l� 9 �!eP�l�"� 9 %!l 
 

Ò!�	�
	+� � � 

 
Odnosno uvodimo promenjivu B kako bi funkcija koju posmatramo bila linearna 
 
 ^�� B #e��� 9 �$eP���# : B 
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Ò!�	�
	+� 9 � � 7 

 
Pomenuli smo da optimizaciju radimo za slučaj najgoreg mogućeg scenarija. Meñutim 
postavlja se pitanje šta je za nas najgori mogući scenario za očekivani prinos i 
standardnu devijaciju? Ukoliko kratka prodaja nije dozvolljena jasno je da je najgori 
mogući scenario onaj scenario gde je očekivani prinos minimalan. Meñutim ukoliko je 
kratka prodaja dozvoljena najgori mogući slučaj za taj konkretni �-ti prinos je najveći 
mogući prinos jer će investitora u tom slučaju koštati najviše novca. Ista analogija važi I 
za kovarijanse. 
 
Markovicov problem za najgori mogući slučaj možemo napisati: 
 ^�(r ^���
§s `��\� 9 �n $�\e�a 

Ò!�	�
	+� � � 

Kako je $ kao parametar averzije prema riziku uvek pozitivan problem možemo pisati 
kao 
 ^�(r !-^���� `��\�a 9 �n $^�(s `�\e�a. 

Ò!�	�
	+� � � 

 
Prvo transformišemo izraz za minimalni očekivani prinos 
 ^���� `��\�a � ^���� Ò��		 �	 � Ò *��	� 8 �	#�	 8 Ò *��	� 9 �	#�		1r�%�	1r�&�

 

�Ò��	�	 �	 8 Ò �	�	 9 Ò �	�	 �Ò*��	��	 8 �	V�	V#		1r�%�	1r�&�
 

 � *��	�#\� 9 �\V�V 
 
Isto tako tražimo izraz za maksimalnu varijansu 
 ^�(s `�\e�a � ^�(s Ò�	�	
� �	�� � Ò H�	�� 9 �	�I	
�1r�r�&�

�	�� 8 Ò H�	�� 8 �	�I	
�1r�r�%�
�	�� 

�Ò�	��	� �	�� 8Ò �	��	� ¥�	��¥ �Ò�	��	� �	�� 8Ò �	��	�
V�	V¥��¥ 

 � �\e�� 8 V�V\�V�V 
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Sada možemo naš problem pisati kao 
 ^�(r !-*���#\� 9 �\V�V 9 �n $�\e�� 9 �n $V�V\�V�V. 

Ò!�	�
	+� � � 

 
Ovo jeste problem SOCP što možemo uočiti uvoñenjem novih promenljivih  ' i ( u funkciju koju posmatramo 
 ^�(r
)
* !-*���#\� 9 �\V�V 9 �n $+ 9 �n $,. 

Ò!�	�
	+� � � 

+ > �\e�� , > V�V\�V�V 
 
Za bilo koje pozitivno definitno _, vektor ( i pozitivan skalar 4 možemo pisati 
 (\_( : 4!! ? !!z(\_( : z4!! ? !!z(\_( 9 n4 8 4� 8 � :n4 8 4� 8 �!!? !!z(\_� �- _� �- ( 8 *� 9 4#� : *� 8 4#�?#�n_� �- (� 9 4 �# : � 8 4!
 
Koristeći ovo mi možemo dva uslova napisati kao 
 ^�(r
)
* !-*���#\� 9 �\V�V 9 �n $*+8 ,#. 

Ò!�	�
	+� � � 

#�n*e�#� �- �� 9 + �# : � 8 + 

 #�n�� �- V�V� 9 , �# : � 8 , 

 
Ovaj izraz za problem skoro pa predstavlja SOCP problem. Problem koji se javlja jeste 
apsolutna vrednost od �. Problem možemo prevazići uvoženjem �-dimenzionalnog 
vektora . tako da važi da je /	 > �	 i /	 > 9�	 čime garantujemo da je /	 > V�	V.  
Takoñe množeći prvi izraz sa -1 problem traženja maksimuma postaje problem traženja 
minimuma. Dakle naš problem postaje: 
 ^�(r
)
* !-9*���#\� 8 �\/8 �n $*+8 ,#. 
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Ò!�	�
	+� � � 

 #�n*e�#� �- �� 9 + �# : � 8 + 

#�n�� �- /� 9 , �# : � 8 ,,!/	 > V�	V!
 

 
Ovim smo predstavili Markovicov model preko SOCP problema. Traženje rešenja ovog 
modela je izuzetno zahtevno, tako da on predstavlja više teorijski nego praktičan model 
rešavanja problema. Jedan od razloga zašto je teorijski jeste i definisanje najgoreg 
scenarija tako što smo uzimali svaki elemenat matrice kovarijansi kao najnepovoljniji 
mogući, za šta je verovatnoća da se zapravo desi izuzetno mala, a u teorijskom 
razmatranju je daleko najpovoljnija.  
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ZAKLJUČAK 
 

   U ovom radu dat je širok spektar mogućih modela za optimizaciju portfolija. Meñutim 
svi razmatrani modeli su razmatrani za jedan period, tako da ostaje pitanje kako bi se i 
da li bi se oni mogli proširiti i na više vremenskih perioda. Pošli smo od Markovicovog 
modela kao osnovnog modela optimizacije i njegovom transformacijom i uvoñenjem 
Telserovog modela dobili različite druge modele optimizacije. Neki od tih modela kao 
npr. Telserov ne bazira se samo na parametrima sa normalnom raspodelom, već se 
može koristiti i kada imamo neku drugu eliptičnu raspodelu. Naravno ukoliko investitor 
želi da maksimizuje svoju EVA-u ili RAROC modeli koje smo dobili mogu biti korišćeni 
 
    Poseban izazov predstavlja modeliranje nesigurnosti početnih (ulaznih) parametara 
kao što su očekivani prinos i standardna devijacija analiziranih u poglavlju šest, 
odnosno nalaženje modela optimizacije koji bi bili primenjiviji u praksi. Neki autori 
predlažu modeliranje pomoću Bayes-Stein metode (opširnije videti u Jorion, 0f�4LB 9Ý6L��!=B6�^�6�A�!0A�!)A�60AÛ�A!_��Û4B�B0!1AE���Û!A0!2����@��Û!��T!�E��6�6�6�;L!_��Û4B�B 
Vol.21, No 3, 1986).   
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