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Uvod

Optimizacija redova ¢ekanja u zdravstvenim sistemima se intenzivno izucava od pedesetih go-
dina proSlog veka. Zdravstvene institucije svih nivoa i profila se trude da u Sto kraCem vremenu
usluZe Sto vedi broj pacijenata i na taj nacin povecaju svoju efikasnost. Postoje dve vrste cekanja
na koje zakazani pacijent nailazi. Indirektno vreme cekanja, koje predstavlja razliku izmedu
vremena kada pacijent Zeli da ima zakazan termin 1 vremena zakazanog termina, dok se direk-
tno vreme Cekanja izraZzava kao razlika izmedu vremena zakazanog termina i vremena kada je
posmatranom pacijentu pruZena usluga (Gupta, Denton [12]). Zdravstvene institucije razlicitih
profila se susrecu sa razlicitim problemima vezanim za ¢ekanje pacijenata obzirom da imaju
razlicite pristupe zakazivanju i rasporedivanju (redosledu primanja) pacijenata. Tako na primer,
u slucaju urgentne sluzbe vreme trajanja pregleda (intervencije) je neizvesno, a prednost ima
najkriticniji pacijent. U specijalistickim klinikama pacijenti zakazuju termin pregleda pri cemu
vreme trajanja pregleda zavisi od dijagnoze koju pacijent ima i, u vecini slucajeva, pre odlaska
kod specijaliste potrebno je dobiti uput od lekara opste prakse, dok se u slucaju zakazivanja
operacije termin dobija na osnovu tipa operacije itd. Svi ovi faktori zajedno sa nepredvidivim
situacijama pojavljivanja nezakazanih, i nedolazaka zakazanih pacijenata, uti¢u na povecanje
vremena ¢ekanja pacijenata koje se moZe korigovati odredivanjem dobrih pravila zakazivanja i

rasporedivanja.

U ovom radu posmatramo kako na ukupno vreme ¢ekanja zakazanih pacijenata uticu dolasci
pacijenata koji nemaju unapred zakazan termin, kao i prekovremeno zadrZavanje onih zakazanih
pacijenata koji ostanu duZe od propisanog trajanja pregleda. KoriS¢enjem istorijskih podataka
prikupljenih za jednu primarnu zdravstvenu instituciju za period od godinu dana odredene su
empirijske raspodele koje modeluju duZinu trajanja pregleda razlicitih klasa pacijenata. Takode,
odredena je verovatnoca da se u zdravstvenu instituciju tokom proizvoljnog lekarskog termina
fiksirane duzine pojavi pacijent bez unapred zakazanog pregleda, kao i procenat zakazanih paci-
jenata koji se zadrZze na pregledu duZe od propisanog trajanja termina. Na osnovu dobijenih
parametara razvijena je funkcija cilja ¢ijom se minimizacijom dolazi do rasporeda termina koje
treba ostaviti prazne kako bi se optimiziralo ukupno vreme ¢ekanja pacijenata koji imaju za-
kazan termin. Dobijeni model optimizacije koji spada u problem binarnog celobrojnog pro-
gramiranja je potom testiran na simuliranim podacima koji predstavljaju hipoteticke radne dane

lekara posmatrane primarne zdravstvene institucije. Rezultati ovog istraZzvianja ukazuju na to



da bi se primenjivanjem prethodno dobijenog pravila o ostavljanju pojedinih termina praznim

minimiziralo vreme ¢ekanja zakazanih pacijenata u odnosu na postojece.

U prvoj 1 drugoj glavi dat je pregled osnovnih definicija i raspodela koris¢enih u radu. U
trecoj glavi uveden je pojam Poasonovog procesa koji je kasnije upotrebljen u istraZivanju za
opisivanje dolazaka pacijenata koji nemaju zakazan termin, dok je u Cetvroj glavi predstavljen
problem linearnog i celobrojnog programiranja. U petoj glavi dat je kratak opis postupaka koji
se koriste u literaturi za reSavanje problema optimizacije u medicinskom okruZenju, a u Sestom

odeljku detaljno je objasnjen tok sprovedenog istraZivanja i predoceni su rezultati.



Pregled definicija

Osnovne definicije kori§¢ene u radu:

Definicija 1.0.1 (c-algebra) Neka je ) skup svih mogucih ishoda (skup elementarnih dogadaja)
nekog eksperimenta. o-algebra (o-polje ) nad skupom S je podskup F partitivnog skupa P(£2)

ukoliko vaZe sledeci uslovi:
1. Qe F,
2. Ae F = A° € F, pri femu je A komplement skupa A,
3. {Abien CF = fjl A€F

Definicija 1.0.2 (Borelova o-algebra) Borelova o-algebra B(R) je najmanja o-algebra koja

sadrZi sve otvorene podskupove skupa realnih brojeva.

Definicija 1.0.3 (Funkcija verovatnoce) Neka je $) skup elementarnih dogadaja i F o-polje
nad Q. Funkcija P : F — [0,1] se zove verovatnoéa na prostoru (2, F) ako zadovoljava

uslove:
1. P(Q)=1,

i=1 i=1
Uredena trojka (2, F, P) se naziva prostor verovatnoca.

Definicija 1.0.4 (Nezavisnost dogadaja) Slucajan dogadaj podskup skupa svih mogucih ishoda

Q. Dogadaji A i B su nezavisni ako vaZi



P(AB) = P(A)P(B)

Definicija 1.0.5 (Slu¢ajna promenljiva) Preslikavanje X : ) — R je slucajna promenljiva
nad prostorom verovatnoéa (0, F, P) ako X '(S) € F za svako S € B, gde je B = B(R)
Borelovo o-polje. Ekvivalentno, kaZzemo da je X F-merljivo. Ako je X (€)) konacan skup kaZemo

da je X prosta slucajna promenljiva.

Definicija 1.0.6 (Diskretna slucajna promenljiva) Slucajna promenljiva X je diskretna (diskretnog
tipa) ako postoji prebrojiv skup razli¢itih vrednosti Rx = {x1,xs,...} takav da je P{X €
Rx} =0, gde je Rx komplementarni skup od Rx. Verovatnoéu dogadaja {X = x;} oznacavamo

sa p(;):

p(z;) = Plw € Q| X (w) =2;} = P{X =2;},i=1,2, ...

Skup vrednosti diskretne slucajne promenljive {1, xs, ...} i odgovarajuce verovatnoce p(zx;),

i = 1,2,..., ¢ine zakon raspodele slucajne promenljive X.

Definicija 1.0.7 (Apsolutno neprekidna slu¢ajna promenljiva) Slucajna promenljiva X je ap-
solutno neprekidnog tipa ako postoji nenegativna integrabilna funkcija px(x), —00 < x < 00,
takva da je za svaki skup S € B(R),

P{X e S} = / ox(z)dz.
s
Funkcija ¢ x(x) zove se gustina raspodele verovatnocéa slucajne promenljive X.
Definicija 1.0.8 (Funkcija raspodele) Funkcija Fx(x) : R — [0, 1] definisana sa

Fx(x) = P{w € Q| X (w) < x},

naziva se funkcija raspodele slucajne promenljive X. Funkciju raspodele F'x u tacki v € R

krace zapisujemo Fx(x) = P{X < z}.

Definicija 1.0.9 (Nezavisnost sluc¢ajnih promenljivih) Slucajne promenljive X, X5, ... su neza-
visne ako su dogadaji X, (S1), X27(Sy), ... nezavisni, za sve Borelove skupove S; € B(R),
i=1,2, ...

Definicija 1.0.10 (Ocekivanje) Ocekivanje slucajne promenljive X, E(X), definiSe se na sledeci

nadin:

(i) ukoliko je slu¢ajna promenljiva X diskretnog tipa i vazi >, |zi|p(zx) < oo, tada je
k=1



E(X) =3 aiplen),
k=1

(ii) ukoliko je slucajna promenljiva X apsolutno neprekidnog tipa, tada je

o0

B(X) = / rox(x)dz.

—00

Definicija 1.0.11 (Centralni momenat) Momenat reda k, k € N, slucajne promenljive X, u
oznaci E(X*), dat je sa

B(X*) = B((X - B(X))").

Definicija 1.0.12 (Disperzija) Centralni momenat reda 2 slucajne promenljive X zove se dis-

perzija (varijansa) sluc¢ajne promenljive X i oznacava se sa D(X) ili 0 (X).

Definicija 1.0.13 (Standardno odstupanje) Standardno odstupanje (standardna devijacija) slucajne

promenljive X se definise kao

Definicija 1.0.14 (Stohasticki proces) Neka je S skup elementarnih dogadaja nekog eksperi-
menta E i neka se svakom elementu tog skupa, s € S, pridruZi funkcija X(t,s), pri Cemu t pripada

skupu T € R. Skup {X (t,s),t € T'} naziva se stohasticki (slucajni) proces.

Napomena: Funkcija X(t,s) je slucajna promenljiva za bilo koju vrednost t.

Definicija 1.0.15 (i) Ukoliko je T beskonacan prebrojiv skup, skup {X (t, s),t € T} naziva se

diskretni stohasticki proces.

(ii) Ukoliko je T interval (ili skup intervala), skup {X (t,s),t € T} naziva se neprekidni

stohasticki proces.

Napomena: Uobicajeno je da se za stohasticki proces {X (t,s),t € T} koristi oznaka
{X (), teT}ili{X,,neT}.

Definicija 1.0.16 Skup vrednosti Sx ) koje mogu uzeti slucajne promenljive X(t) se naziva skup
stanja stohastickog procesa {X(t),t € T'}. U zavisnosti od toga da li je Sx ) konacan (ili
beskonacan prebrojiv skup) ili beskonacan neprebrojiv skup, stohasticki proces {X (t),t € T'}

Jje diskretan ili neprekidan, respektivno.



Definicija 1.0.17 Ukoliko su slucajne promenljive X (t4) — X (t3) i X (t2) — X (1) nezavisne za
svako t; < ty <ty < ty, kaZemo da je stohasticki proces { X (t),t € T'} proces sa nezavisnim

prirastajima.

Definicija 1.0.18 Ukoliko slucajne promenljive X (to + s) — X (t1 + s) i X (t2) — X (t1) imaju
istu funkciju raspodele za svako s, kaZemo da je stohasticki proces {X (t),t € T} proces sa

stacionarnim prirastajima.

Definicija 1.0.19 (Proces prebrajanja) Neka N(t) predstavlja broj dogadaja koji su se reali-

zovali u intervalu [0, t]. Stohasticki proces { N (t),t > 0} se naziva proces prebrajanja.
Osobine procesa prebrajanja:

1. N(t) je slucajna promenljiva koja moZe uzeti nenegativne vrednosti iz skupa celih brojeva:

{0,1,..}
2. Funkcija N(t) je neopadajuca: N(t3) — N(t1) > 0, ukoliko je to > t; > 0.

3. Zaty > t; > 0, razlika N(ty) — N(t1) predstavlja broj dogadaja koji su se realizovali u

intervalu (ty, ).



2
Pregled Raspodela

U ovom radu koriS¢ene su neke od osnovnih raspodela verovatnoca sluc¢ajnih promenljivih.

2.1 Binomna raspodela

Pre definisanja binomne raspodele koja spada u raspodelu verovatnoca diskretnih slucajnih
promenljivih, bitno je navesti Bernulijevu Semu na kojoj se ona bazira. Neka se jednom eksperi-
mentu posmatra dogadaj A. Tada je skup elementarnih dogadaja € dat sa Q) = {A, A}, gde je A

komplementarni skup od A. Obelezimo verovatnocu realizacije dogadaja A sa P(A) = p.

Neka se eksperiment ponavlja n puta pri cemu je zadovoljeno da su uslovi eksperimenta
uvek isti, kao i da rezultat u jednom ponavljanju eksperimenta ne zavisi od rezultata dobijenog u
nekom drugom ponavljanju. Dakle, moguéi broj realizacije dogadaja A datjesa A =0, 1, ..., n.
Slucajna promenljiva koja predstavlja broj pojavljivanja dogadaja A se obi¢no obelezava sa .S,
1 zove se Bernulijeva slu¢ajna promenljiva. Verovatno¢a da se u posmatranih n ponavljanja

eksperimenta dogadaj A realizuje ta¢no k puta data je sa:

P{Sy =k} = p(k) = (Z

)pk(l—p)n_k, k=0,1,...n, 2.1)

Raspodela verovatnoca odredena relacijom (2.1) naziva se binomna raspodela. Ona zavisi
od dva parametra, n € Nip € (0, 1), pri ¢emu n predstavlja broj pnavljanja eksperimenta, a p
verovatnocu realizacije posmatranog dogadaja. Ukoliko sluCajna promenljiva X ima binomnu
raspodelu, to oznacavamo sa X : B(n,p) i slucajna promenljiva X predstavlja broj pozitivno

realizovanih eksperimenata.



2.2 Poasonova raspodela

Poasonova raspodela spada u raspodelu verovatnoc¢a diskretnih slu¢ajnih promenljivih i zavisi
od jednog parametra koji éemo oznacCavati sa )\, pri cemu mora biti zadovoljeno A > 0. Ukoliko
slu¢ajna promenljiva X ima Poasonovu raspodelu, to ozna¢avamo sa X : P(\) i njen zakon

raspodele je dat sa:

gde je
. . N
p(]):P{X:J}IFe j=0,1,..

Primer jedne ovakve raspodele dat je na grafiku 2.1

0.25

* »
02}
®
015 @
01t »
0.054 *
™
o ! * e, s & & &
0 5 10 15

Grafik 2.1: Poasonova raspodela sa parametrom \ = 3
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2.3 Normalna raspodela

Normalna raspodela spada u raspodelu verovatnoca apsolutno neprekidnih slu¢ajnih promenljivih.
S obzirom na to da ova raspodela dobro aproksimira veliki broj prirodnih pojava, ona ima veliku

primenu i predstavlja jednu od najznacajnijih raspodela.

Normalna raspodela zavisi od dva parametra, m € R 1 ¢ > (0. Parametar m predstavlja
ocekivanje ove raspodele i sve krive gustina raspodela su simetri¢ne u odnosu na pravu z = m.
Normalna raspodela ima karakteristi¢an oblik zvona pri ¢emu se sa poveanjem parametra o

povecava i spljoStenost krive gustine tj. dolazi do veceg rasturanja oko tacke x = m.

Ukoliko je slu¢ajna promenljiva X normalno raspodeljena, X : A/ (m, c?), njena funkcija
gustine je data sa:
1 _@-m?

ox(x) = e 22 ,xeR.
oV2m

Na grafiku 2.2 dat je prikaz normalne raspodele za razliCite vrednosti parametra o.

0.4

0351

03r

0251

02r

Grafik 2.2: Normalna raspodela sa parametrima m = 0io € {1, 2,3}

Bitno je napomenuti da se u slucaju kada su parametri normalne raspodele m = 0io =1
dobija normalna A (0, 1) raspodela koja se drugacije naziva standardizovana raspodela i &esto

se koristi zbog svojih lepih osobina.
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2.4 Lognormalna raspodela

Kao i normalna, lognormalna raspodela spada u raspodelu verovatnoéa apsolutno neprekidnih
slu¢ajnih promenljivih. Ona je zapravo usko vezana za normalnu raspodelu i vaZi da ukoliko
slu¢ajna promenljiva X ima lognormalnu raspodelu sa parametrima m i o, X : Log\ (m, 0?),

onda je slu¢ajna promenljiva InX : N (m, 0?).

Funkcija gustine lognormalne raspodele je data sa:

(lnzfm)2
1 — 2
SOX<Q’,') = wo\/27re : , ©>0
0, <0

Na grafiku 2.3 dat je prikaz lognormalne raspodele za razliCite vrednosti parametra o, pri
¢emu je uzeto da je m = 0. Plava funkcija gustine odgovara raspodeli sa parametrom o = 0.3,

crvena odgovara parametru o = (.6, a zelena parametru o = 0.9.

Grafik 2.3: Lognormalna raspodela sa parametrima m = 0io € {0.3,0.6,0.9}
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3

Poasonov proces

3.1 Poasonov proces

Poasonov proces je stohasti¢ki proces koji broji dogadaje koji se realizuju u odredenom vre-
menskom intervalu. Neki od primera su broj poziva preko telefonskih centrala, broj dolazaka
musterija u kafi¢, broj zahteva za odstetu u osiguravajucoj kompaniji itd. Zbog svojih osobina i
velikog broja pojava koje se mogu opisati koriS¢enjem Poasonovog procesa kao matematickog

modela, on je jedan od najcesce koriS¢enih procesa u oblasti primenjene statistike i verovatnoce.

Definicija 3.1.1 (Poasonov proces I) Poasonov proces sa parametrom A\, A > 0, je proces pre-
brajanja {N(t),t > 0} ukoliko vaZi:

1. N(0)=0
2. Proces ima nezavisne prirastaje

3. U proizvoljnom intervalu (N, Ny .| dogadaji se realizuju u skladu sa Poasonovom

raspodelom:
Ik
P{Nys — N, =k} = %e_M, k=0,1,2, ..
Napomena I: Ukoliko se specijalno uzme s = 0, dobija se
Ik
P{N, =k} = ue—M, k=0,1,2,..,

k!
odnosno, za fiksirano t Poasonov proces postaje slucajna promenljiva sa Poasonovom raspode-
lom, Ny : P(A\t). Ocekivanje ove promenljive je dato sa E(N;) = At iz dega se vidi da je za

dalji vremenski trenutak, odnosno, za vece t, o¢ekivani broj realizovanih dogadaja veci.

Napomena II: Svojstvo 3. se drugacije moZe zapisati na sledeci nacin:

Kk
P{N, - N, =k} = weﬁ(“%k —0,1,2, ...,

13



odnosno vazi N, — N : P(A(z — s)).

Kako je teSko ustanoviti da li neki proces zadovoljava ovako formulisan treci uslov, navodimo

ekvivalentnu definiciju:

Definicija 3.1.2 (Poasonov proces II) Poasonov proces sa parametrom A\, A > 0, je proces
prebrajanja { N (t),t > 0} ukoliko vazi:

1. N(0)=0
2. Proces ima nezavisne i stacionarne prirastaje
3. P{N(0) =1} =Xd+0(d), P{N(6) =0} =1 — X0 + 0(d)
4. P{N(9) > 2} = 0(9)

o(8)

gde je o(0) takvo da vazilims_,o =

5 =0

Iz uslova 3. prethodne definicije zaklju¢ujemo da se smanjivanjem duZine intervala 0 sma-
njuje 1 verovatnoca realizacije tano jednog dogadaja u ovom intervalu, a iz uslova 4. sledi da
je verovatnoda da se realizuje 2 ili viSe dogadaja izmedu proizvoljnog trenutka ¢, i to + 0 zane-

marljivo mala.

Iz nezavisnosti prirastaja sledi da broj dogadaja koji se realizuju u proizvoljnom intervalu ne
zavisi od broja dogadaja koji su se realizovali u nekom drugom, disjunktnom, intervalu. Svo-
jstvo stacionarnosti prirastaja implicira da raspodela broja dogadaja u nekom intervalu zavisi
samo od duZine posmatranog intervala, a ne i od njegove pozicije na vremenskoj osi. Ovo svo-
jstvo se jasno vidi iz uslova 3. u definiciji 3.1.1 jer Poasonova raspodela u skladu sa kojom
se realizuju dogadaji u proizvoljnom intervalu (N, Ny, | zavisi iskljuivo od stope rasta \, a
ne i od parametra s. Ove pretpostavke u realnosti ¢esto nisu ispunjene, ali, bez obzira na to,
koristeci ovaj pojednostavljeni model, moZe se do¢i do osnovnih osobina posmatrane pojave,

ali 1 do nekih eksplicitnih reSenja problema koji se javljaju u teoriji redova.

Bitno je napomenuti da postoje brojna uopsStenja Poasonovog procesa kao $to su nehomogen

i slozeni Poasonov proces koji su takode veoma zastupljeni u literaturi.
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3.2 Nehomogen Poasonov proces

Kao $to je ranije spomenuto, ¢esto nije realno pretpostaviti da je stopa rasta Poasonovog procesa
konstantna, odnosno da raspodela broja dogadaja u nekom intervalu zavisi isklju¢ivo od duZine
posmatranog intervala dok vremenski parametar ne igra nikakvu ulogu. Tako se na primer
prosecna stopa dolazaka musSterija u restoran menja tokom dana i za oCekivati je da se veci broj
musterija pojavi u restoran za vreme koje je uobi€ajeno za rucak i veCeru nego u prepodnevnim

¢asovima.

Definicija 3.2.1 (Nehomogen Poasonov proces) Neka je {N(t),t > 0} proces prebrajanja sa
nezavisnim prirastajima. Ovaj proces se zove nehomogen (nestacionaran) Poasonov proces sa

funkcijom intenziteta \(t) > 0, za t > 0, ako vaZi:
1. N(0)=0
2. P{N(t+6)— N(t) =1} = A(t)0 + 0(0)
3. P{N(t+ ) — N(t) > 2} = 0(0)

gde je 0(9) takvo da vaZi lims_,q @ =0

Primetimo da iz uslova 2. prethodne definicije sledi da proces {N(¢),¢ > 0} nema sta-
cionarne priraStaje jer je stopa rasta u ovom slucaju zavisna od vremenskog trenutka ¢. Uslov
stacionarnosti prirastaja bi bio zadovoljen jedino u slu¢aju da vazi A\(¢) = A > 0, odnosno

ukoliko je { N (¢),t > 0} homogen Poasonov proces.

Kao i u slu¢aju homogenog Poasonovog procesa, u proizvoljnom vremenskom intervalu

(Ns, Ny 5] dogadaji se realizuju u skladu sa Poasonovom raspodelom.

Teorema 3.2.2 Neka je {N(t),t > 0} nehomogen Poasonov proces sa funkcijom intenziteta
A(t). Tada vazi:
Nits — Ns : P(m(t+s) —m(s)), Vt,s >0

gde je

Funkcija m(t) se zove funkcija srednje vrednosti (mean-value function) nehomogenog Poa-

SONOvog procesa.
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3.3 SlozZeni Poasonov proces

Definicija 3.3.1 Neka je {N(t),t > 0} Poasonov proces sa stopom rasta \ i neka su X1, Xo, ...
nezavisne jednako raspodeljene sluc¢ajne promenljive koje su sve nezavisne od procesa { N (t),t >

0}. SloZen (zbirni) Poasonov proces je stohasticki proces {Y (t),t > 0} ako za svako t > 0 vaZi:

N(t)
Y(t)=> X
k=1

Iz priloZzenog se vidi da je slozeni Poasonov proces samo jo$ jedno od uopstenja Poa-
sonovog procesa jer ukoliko se uzme da su sluajne promenljive X, konstante vrednosti 1,
procesi {Y (t),t > 0} i {N(t),t > 0} su identi¢ni.

Primetimo da Poasonov proces { N (t),t > 0} samo broji dogadaje koji se realizuju u in-
tervalu [0, t], dok se kod procesa {Y'(¢),t > 0} stvaraju dve neizvesnosti. U sloZzenom Poa-
sonovom procesu nije sluc¢ajno samo koliko ¢e se dogadaja u posmatranom intervalu realizo-
vati, nego je slucajna i vrednost neke odredene karakteristike koja se kod dogadaja posmatra.
Na primer, X; mozZe predstavljati visinu zahteva za odstetu u osiguravajuc¢oj kompaniji, pa u
tom sluc€aju, slozeni Poasonov proces daje ukupnu visinu zahteva za odStetu koji su se realizo-
vali u intervalu [0, ¢]. Dakle, slu¢ajno je i koliko ¢e se zahteva za odStetu realizovati, i kolika e

biti visina svake od realizovanih odSteta.
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4

Linearno i celobrojno programiranje

4.1 Problem LP

Linearno programiranje (LP) predstavlja jednu od najznacajnijih metoda u oblasti operacionih
istrazivanja koja se koristi radi modeliranja, analiziranja i reSavanja prakticnih problema u
ekonomskim, privrednim, tehnickim i drugim sistemima. Ono sluZzi radi opisivanja problema
uslovne optimizacije, pri ¢emu za cilj ima pronalaZzenje optimalnog reSenja posmatranog pro-

blema.

Opsti oblik LP problema moZe se formulisati na sledeci nacin:

Min F(u) = > ", ciu; 4.1)

s.t. Au <b 4.2)
Aju=by (4.3)

w; >0, ielC{1,2,..n} (4.4)
ueR"AeR™ beR™ A € R®", b € R® 4.5)

Funkcija F'(u) se naziva funkcijom cilja, dok se skup U koji sadrZi ograni€enja problema
data sa (4.2)-(4.5) naziva dopustiv skup problema LP. Svaki vektor u koji zadovoljava data
ogranicenja, u € U, naziva se dopustivo reSenje problema (4.1). Optimalno reSenje pro-
blema (4.1) je ono dopustivo resenje u kome funkcija cilja, F'(u), dostize minimalnu vrednost i

oznacava se sa u*:

uweU F(u') < F(u),Yu € U.

Jasno, problem LP moZzemo posmatrati i kao problem maksimizacije do kojeg se dolazi
transformacijom funkcije F'(u) koju minimiziramo. Oblik funkcije koja se maksimizira dobija

se mnoZenjem prvobitne funkcije cilja sa vrednos¢u -1.

17



Oblik LP u kojem su sva data ograni¢enja problema tipa nejednakosti:

Min ¢’ u
U={ueR"u>0Au<bAecR™ beR"},
naziva se standardni oblik problema LP, dok se oblik u kojem su sva ogranicenja tipa jednakosti:
Min ¢’ u
U={ueR"u>0Au=0bA€R™ beR"}

naziva kanonicki oblik problema LP. Treba napomenuti da se kanonicki oblik problema li-

nearnog programiranja transformacijama moze prevesti u standardni oblik LP, kao i obrnuto.

Definicija 4.1.1 (Konveksan skup) Skup U C R" je konveksan ako vaZi U = () ili ako za svake

dve tacke w,v € U vaZi da i njihova konveksna kombinacija pripada skupu U :

au+ (1 —a)v e U, Va € [0,1],Vu,v € U.
Teorema 4.1.2 Presek konveksnih skupova je konveksan skup.
Definicija 4.1.3 (Hiperravan) Skup I' dat sa

I ={zcR" c'o=1)} gdejecc R", v €R,

naziva se hiperravan u R".
Definicija 4.1.4 Skup T dat sa:

F={zcR", <9}, ceR", y€R
naziva se n-dimenzionalni poluprostor odreden sa hiperravni ¢’z = +.

Teorema 4.1.5 Skupovi I' i T su konveksni skupovi.

Definicija 4.1.6 (Konveksan poliedar) Konveksan poliedar K predstavlja presek konacno mnogo

n-dimenzionalnih poluprostora:

K:ﬂi#&
=1

— T . .
Fi={uveR" a" u<b}, i=1,2,....,m, a" = [a;, ap, ...,am]T eR* m>n
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Ekvivalentno, moZemo zapisati

K = {ueR" a"u < by, a?u < by, ..., a™ < b }
n n n
= {U € Rn, Zaljuj S b17 Zagjuj S bg, ey Zalmuj S bm}
j=1 j=1 7j=1

= {U € Rn, Za”u] S bi) 1= 1,2, ,m}
j=1

= {ueR" Au<bAcR™ beR"}.
Dakle, dopustiv skup problema LP, U, predstavlja konveksan poliedar.

Definicija 4.1.7 (Teme konveksnog poliedra) Dopustivi vektor u predstavlja teme konveksnog

poliedraU = (", T; ako se nalazi u preseku najmanje n, m > n, definicionih hiperravni.

Teorema 4.1.8 Ako problem LP ima optimalna reSenja, tada ona sva pripadaju rubu dopu-

stivog skupa U. Preciznije:
i) Ukoliko je optimalno resSenje problema jedinstveno, tada ono predstavlja teme oblasti U

ii) Ukoliko problem ima vi]v se optimalnih reSenja, tada sva ona ¢ine neku stranu oblasti U

koja sadrZi bar jedno teme.

Teorema 4.1.9 (Egzistencija optimalnog reSenja)
i) Ako je oblast U neprazna i ogranicena, tada problem LP uvek ima optimalno resenje

ii) Ako je oblast U neprazna i neogranicena, tada problem LP u kojem se vrsi minimizacija
(maksimizacija) funkcije cilja ima optimalno resenje ako i samo ako je finkcija cilja

ogranicena odozdo (odozgo).

Problem linearnog programiranja se naj¢esSce reSava koriSéenjem SIMPLEKS metode koja
predstavlja iterativni postupak u kojem se pri svakoj narednoj iteraciji nalazi jedno teme dopu-
stive oblasti posmatranog problema, pri ¢emu je svako generisano teme susedno prethodnom
1 bolje je od njega. Postupak se zaustavlja kada se naide na takvo teme da ne postoji ni jedno
njemu susedno koje ima bolju vrednost funkcije cilja. Poslednje pronadeno teme dopustivog
skupa predstavlja optimalno reSenje pocetnog problema. Drugi nacin za pronalazenje reSenja
problema LP je grafickim reSavanjem, ali ovaj metod moze da se koristi jedino u slucaju dvodi-

menzionalnog prostora, odnosno kada je n = 2.
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4.2 Celobrojno programiranje

Iako linearno programiranje predstavlja jednu od najSire koriS¢enih metoda u polju operacionih
istrazivanja radi modeliranja razlicitih prakti¢nih optimizacionih problema, jedno od najveéih
nedostataka je $to izlazne promenljive ne moraju biti celobrojne jer je u mnogim sistemima ova
pretpostavka neophodna. Tako na primer u slu€aju rasporedivanja radnika za vrSenje odredenih

aktivnosti nemoguce je neki posao dodeliti 1.5 radniku.

Problem celobrojnog programiranja se definiSe kao problem LP u kojem se namece uslov

celobrojnosti:

Min ¢"u
s.t. Au <b 4.6)

u>0,ueZ”,

pri ¢emu se pretpostavljadaje A € Z™", b € Z™ i c € Z". U slucaju kada se uslov celo-
brojnosti ne namece na sve, nego samo na neke od promenljiva, posmatrani model se naziva

meSovito celobrojno programiranje.

Ukoliko se u (4.6) izostavi uslov celobrojnosti, dobija se linearna relaksacija ovog problema:

Min ¢Tu
s.t. Au<b “4.7)
u > 0.

Osnovna razlika izmedu ova dva problema je ta Sto je dopustivi skup problema (4.6) diskre-

tan, dok je dopustivi skup problema (4.7) konveksan poliedar.

Specijalni slucaj celobrojnog programiranja koji je od izuzetnog znacaja zbog svoje primene
u modeliranju problema u kojima se iziskuje donosenje ,,da/ne” odluka je slu€aj binarnog celo-
brojnog programiranja. Obzirom da postoje samo dve moguénosti odluke: da ili ne, uvodi se

binarna promenljiva = koja moZe uzimati samo vrednosti iz skupa {0,1}:

1, ukoliko je i-ta odluka da
xIr; =
0, ukoliko je i-ta odluka ne.

Sada moZemo definisati problem binarnog celobrojnog programiranja:
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Min ¢'u
s.t. Au<b 4.8)
w>0,ue {01},

Linearna relaksacija problema (4.8) data je sa:

Min ¢"u
s.t.  Au<b

0<u<l.

Kao i problem LP, problem (4.7) se moze reSiti SIMPLEKS metodom, dok za problem
celobrojnog programiranja zbog diskretnog dopustivog skupa postoje razne metode od kojih se

izdvajaju
1) Metod grananja i ograni¢avanja
2) Metod odsecajucih ravni.

Osnovna ideja metode granjanja i ograni¢avanja je deljenje dopustivog skupa na podskupove,
kojima odgovara razbijanje pocetnog problema na potprobleme koje smatramo razreSenim uko-
liko nademo njihovo celobrojno optimalno resenje ili ukoliko procenimo da se u posmatranom
dopustivom podskupu ne nalazi optimalno reSenje pocCetnog problema. Tada se posmatrani pot-
problem briSe iz skupa potproblema i nastavlja se sa daljim deljenjem preostalog dopustivog
skupa. S druge strane, metod odsecajucih ravni se bazira na odsecanju delova dopustivog skupa
linearne relaksacije problema celobrojnog programiranja koji ne sadrze celobrojne tacke. Kako
moze postojati jako velik broj koraka, u praksi se obi¢no koriste kombinacije prethodne dve

tehnike koje se nazivaju metode grananja i odsecanja.
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Poznati modeli u literaturi

Moguénost zdravstvene institucije da pruzi adekvatnu i pravovremenu uslugu pacijentima zavi-
si od mnogih faktora koji se protezu od broja i stru¢nosti osoblja sve do pravila koja odreduju
na koji nacin i u koje vreme se zakazuju pacijenti. Problem optimizacije redova ¢ekanja u
zdravstvenim sistemima se intenzivno izucava od pedesetih godina proslog veka i glavni fokus
se stavlja na pronalaZenje niza pravila zakazivanja koji bi doveo do minimalnog ¢ekanja paci-
jenata uz Sto efikasnije utroSeno radno vreme lekara. Pionir ovakvog istrazivanja bio je Bejli
(Bailey [1]) koji je predloZio da se prvi termin u smeni dvostruko zakaZe (prebukira), a potom
da se pacijenti zakazuju na fiksni interval. Ovo pravilo je kasnije postalo poznato kao Bejlijevo
pravilo (Bailey’s rule).

U kasnijim godinama su razvijani mnogi matematicki modeli radi reSavanja ovog pro-
blema, pri ¢emu se medu pristupima najvise istiCe metod optimizacije koristeci simulacije koji

se pokazao kao izuzetno efikasan.

5.1 Metod simulacija

Dairli, Veral i Rozen (Cayirli et al. [6]) su u radu proucavali kako razli¢ite kombinacije pravila
zakazivanja i pravila rasporedivanja uz modifikaciju duZzine intervala predvidenog za pregled
utiCu na vreme Cekanja pacijenata, praznine u radnom vremenu lekara i na prekovremeni rad.
Empirijske podatke su prikupili u primarnoj zdravstvenoj ustanovi u Njujorku koja klasifikuje
pacijente u dve grupe: kao ,,nove” ili ,,povratne” pri ¢emu su novi pacijenti dosli prvi put i
potrebni su im duZi termini kod lekara, a povratni pacijenti predstavljaju ve¢ poznate pacijente
koji dolaze kod lekara zbog kontrole ili novog problema. Podaci o procentu onih pacijenata koji
su imali zakazan termin ali se nisu pojavili (no-shows) 1 onih pacijenata koji su dosli na pregled
bez termina (walk-ins) su prikupljeni na osnovu mese€nih izvestaja 78 klinika u posmatranoj

bolnici tokom dva meseca 2002. godine.

U istrazivanju su uporedena dva pristupa za formiranje sistema zakazivanja, pri ¢emu su
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koriS¢ena razliCita pravila zakazivanja i rasporedivanja. U prvom pristupu se klasa pacijenata
(nov ili povratni) koristi samo za odredivanje pravila rasporedivanja, a u drugom se za razlicite
klase pacijenata dodeljuje razli¢ito ocekivano vreme pregleda na osnovu osobina posmatrane
klase. Autori smatraju da se ovakav pristup moze lako uopstiti na bilo koju Semu koja klasi-
fikuje pacijente na osnovu duZine pregleda. Zarad uocavanja efekta modifikovanja duZine ter-
mina koriS¢ena su pravila rasporedivanja NWBG (new/ beginning), RTBG (return/ beginning)
1 ALTER (alternating) gde prvo pravilo na osnovu o¢ekivanog procenta pacijenata iz razlicitih
klasa rasporeduje nove pacijente na poCetak smene, a povratne pacijente u preostalo vreme,
dok drugo pravilo podrazumeva da se povratni pacijenti zakazu na poCetak smene. Treée pra-
vilo podrazumeva zakazivanje novih i povratnih pacijenata naizmeni¢no. Od mogucih pravila

zakazivanja pacijenata koriS¢ena su sledeca pravila:

1) IBFI (individual-block/ fixed-interval) pravilo podrazumeva pojedina¢no zakazivanje paci-
jenata na fiksne intervale pri ¢emu je razmak izmedu njih jednak srednjoj vrednosti tra-
janja pregleda:

t1=0; t;,=¢t_1+p, zar>1

1) MBFI (multiple-block/ fixed-interval) pravilo nalaze da se dva pacijenta zakazuju u isto
vreme pri ¢emu je razmak izmedu dva susedna termina jednak duploj srednjoj vrednosti
trajanja pregleda:

ti=tix1=(0—1)p, zat =1,3,5,7...

111) 2BEG (Bailey’s rule) pravilo podrazumeva da se dva pacijenta zakazuju za isto vreme na
pocCetku smene, dok se ostali se zakazuju pojedinacno pri cemu je razmak izmedu dva

termina fiksan i jednak srednjoj vrednosti trajanja pregleda:

t1:t2:O; ti:ti_l—i—ﬂ, zai > 2.

Modifikovanjem duZine termina se pacijentima koji su klasifikovani kao povratni dodeljuju
kradi intervali od onih koji se dodeljuju pacijentima klasifikovanim kao novi, a sve to u skladu
sa srednjim vrednostima trajanja pregleda za ove dve klase. Ukoliko se ne primeni ovakvo pri-
lagodavanje termina, onda se intervali odreduju na osnovu srednje vrednosti dobijene za sve
pacijente. Kombinovanjem tri pravila zakazivanja sa tri pravila rasporedivanja, uz ili bez modi-

fikovanja termina prema klasama, dolazi se do 18 razli€itih sistema zakazivanja.

Autori su ispitali svih 18 sistema u razli¢itim modelima koji su odredeni kombinacijama 4
faktora: verovatnocom da pacijent bude no-show (Py), verovatnocom da pacijent bude walk-in
(Pw ), procentom novih pacijenata (% New) i odnosom srednje vrednosti trajanja pregleda za
nove i povratne pacijente (uy/pg). U istraZivanju su prvobitno Py i Py posmatrani na dva

nivoa: 0% i 15%. Pretpostavljeno je da klasa pacijenata ne uti¢e na Py, odnosno da je ova
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verovatnoca ista bez obzira da li se gleda klasa novih ili povratnih pacijenata. Prema empiri-
jskim podacima sakupljenim za jednog lekara, za odnos py /g je dobijen rezultat 1.23, te je u
istrazivanju faktor % New posmatran na nivoima od 20% i 40%, a py /g na nivoima 1.33 1 2.
Kombinacijom ovih nivoa, dolazi se do 16 razlicitih modela u kojima ¢e se sistemi posmatrati.

Svi modeli su simulirani za 100 replikacija pri ¢emu svaka replikacija predstavlja sred-
nju vrednost za 100 radnih dana, odnosno, za svaki model je simulirano 10,000 radnih dana.
Zdravstvene institucije koje su simulirane predstavljaju sisteme u kojima jedan lekar prima
jednog po jednog pacijenta, pri ¢emu pacijent ima pravo na samo jedan pregled. Pritom, sve
zdravstvene institucije zakazuju 10 pacijenata po polovini radnog dana. Srednja vrednost duZine
trajanja pregleda povratnih pacijenata je fiksirana na 15min i u skladu sa nivoima za faktor
LN/ R, srednja vrednost duZzine trajanja pregleda novih pacijenata se posmatra na nivoima

20min (uy/pr = 1.33) i 30min (uy/pr = 2).

Za modelovanje trajanja pregleda novih i povratnih pacijenata koriS¢ena je lognormalna
raspodela. Simulacije su sprovedene tako da ukljucuju i netane pacijente, pacijente tipa no-
show, kao 1 pacijente tipa walk-in, pri ¢emu je netacnost pacijenta, koja podrazumeva raniji
dolazak ili kaSnjenje pacijenta, modelirana normalnom raspodelom sa srednjom vrednoscu od
-15 minuta (prosecan pacijent se pojavi 15min pre svog termina) i standardnim odstupanjem od
25 minuta. U ovom istrazivanju pretpostavljeno je da vreme koje protekne izmedu dva paci-
jenta tipa walk-in prati eksponencijalnu raspodelu. Pacijenti tipa walk-in na osnovu ocekivane
verovatnoée novih pacijenata mogu biti klasifikovani kao novi ili kao povratni pacijenti i oni bi-
vaju prim-ljeni bez obzira na to kolika je guzva. U simulacijama su pacijenti ulazili kod lekara
prema redosledu kada su zakazani, a ne prema redosledu kada su se pojavili. U pogledu paci-
jenata koji su zakasnili na svoj termin i pacijenata tipa walk-in, autori su prilikom simulacija
za zakasnele pacijente koristili pravilo da zakasneli pacijent ¢eka po termin viSe za svakih p
minuta kasnjenja, a pacijenti tipa walk-in, ukoliko se pojavi u trenutku kada ima jo$ pacijenata
koji ¢ekaju, mora da saceka da sa pregledom zavrsi najvise 3 zakazana pacijenta. Autori navode
da je pretpostavka da su vremena trajanja pregleda nezavisna i jednako raspodeljena jedno od
ogranicenja ovakvog modela, jer smatraju da u stvarnosti postoji mogucnost da lekari ubrzaju

rad ukoliko vide da ¢eka mnogo pacijenata.

U sprovedenom istrazivanju primarne mere ucinka ¢ine srednja vrednost ¢ekanja pacijenata
(WAIT), srednja vrednost duZine praznine u radnom vremenu lekara po pacijentu (/DLE) 1 sred-
nja vrednost prekovremenog rada lekara po pacijentu (OVER). Parametar WAIT je za smenu u

kojoj je bilo ukupno N pacijenata izraCunat kao

N

1

~ Y WAIT;, i=1,2,..N,
=1

pri ¢emu je vreme Cekanja i-tog pacijenta definisano kao vreme izmedu zakazanog termina i
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vremena kada poCne pregled. U slucaju kada se pacijent pojavi pre svog termina i lekar ga
primi pre nego Sto pacijent ima zakazan termin, autori podrazumevaju da je vreme Cekanja
posmatranog pacijenta (. Parametar IDLE je sracunat deljenjem ukupnog vremena koje je lekar
imao kao prazninu u radu tokom cCitave smene sa brojem primljenih pacijenata, a parametar
OVER je sracunat deljenjem ukupnog prekovremenog rada sa brojem primljenih pacijenata.
Autori smatraju da je prihvatljiv kompromis izmedu primarnih mera subjektivan i da se zasniva
na vrednosti tro§kova vremena ¢ekanja pacijenata (C)), troSkova praznine u radnom vremenu
lekara (C}y) 1 troSkova prekovremenog rada lekara (C,), i u svom istraZivanju su posmatrali
troSkove praznine u radnom vremenu i troskove prekovremenog rada lekara kao fiksiran odnos
Co

¢-ha nivou 7 = 1.51 7 = 3.0. Na ovaj nacin, autori su dosli do funkcije ukupnih troskova po

pacijentu (7°C):

TC = (WAIT)C, + [(IDLE) + 7(OVER)|Cy.

Koliko je sistem zakazivanja “pravedan” je mereno standardnim odstupanjem vremena c¢ekanja
pacijenata sa teznjom da se postignu uniformna vremena ¢ekanja tokom Citave smene. Takode,
sistemi zakazivanja su uporedivani i na osnovu procenata koliko je pacijenata uslo na pregled u
opsegu od 30 minuta nakon svog zakazanog termina.

Rezultati ovog istraZivanja ukazuju na to da postoje sistemi zakazivanja formirani kombino-
vanjem pravila rasporedivanja i zakazivanja uz modifikovanje duZine termina koji istovremeno
poboljSavaju vreme Cekanja pacijenata sa jedne strane i praznine u radnom vremenu i troskove
prekovremenog rada lekara sa druge. Od 18 posmatranih sistema zakazivanja, autori izdvajaju

sledecih 5 kao najboljih:

1) Zakazivanje novih pacijenata na pocetak radnog vremena, a povratnih u preostalo vreme
radnog dana koristeci Bejlijevo pravilo koje podrazumeva zakazivanje dva pacijenta na
pocetku smene, a ostalih u pojedinacne termine pri ¢emu je razmak izmedu dva termina
fiksan i jednak srednjoj vrednosti trajanja pregleda. U ovom sistemu se ne vrSe modi-

fikacije duZine termina

1) Zakazivanje povratnih pacijenata na po€etak radnog vremena, a novih u preostalo vreme
radnog dana pridrZavajuci se Bejlijevog pravila pri ¢emu se u ovom sistemu vrS§i modi-

fikacija duZine trajanja termina

ii1) Zakazivanje povratnih pacijenata na pocetak radnog vremena, a novih u preostalo vreme
radnog dana, pri ¢emu se vr$i modifikacija duZine trajanja termina i pacijenti se zakazuju

po dva za isti termin

iv) Pojedinacno zakazivanje pacijenata uz modifikaciju duZine trajanja termina, pri ¢emu se
povratni pacijenti zakazuju na pocetak radnog vremena, a novi u preostalo vreme radnog

dana
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v) Pojedinacno zakazivanje pacijenata bez modifikacije duZine trajanja termina, pri ¢emu se
povratni pacijenti zakazuju na pocetak radnog vremena, a novi u preostalo vreme radnog

dana.

U kasnijem radu, Dairli i Gunes (Cayirli, Gunes [4]) imali su drugaciji pristup problemu
zakazivanja i rasporedivanja pacijenata. Najveci akcenat je stavljen na uticaj pacijenata koji se
pojave na pregled, a da pritom nemaju zakazan termin (walk-ins). Autori navode da broj paci-
jenata tipa walk-in varira od meseca do meseca, od dana do dana, pa Cak i od sata do sata, te
smatraju da je potrebno da se za razliCite sezone (periode) koriste razliita pravila zakazivanja i
rasporedivanja pacijenata. Kao izlazni parametar ovog istrazivanja, autori su Zeleli da dobiju in-
formaciju o tome koje moguce termine treba prebukirati (zakazati dva pacijenta umesto jednog),
a koje ostaviti prazne, tako da se minimizuju ukupni troSkovi uslovljeni ¢ekanjem pacijenata,

praznim vremenom tokom rada lekara, kao i prekovremenim radom.

Empirijski podaci o varijabilnosti stope dolazaka pacijenata tipa walk-in prikupljeni su u
jednoj privatnoj i jednoj drZavnoj bolnici pri cemu obe ukljucuju odeljenja razliitih profila:
otolaringologije, dermatologije, pedijatrije, ortopedije i odeljenje za akuSerstvo i ginekologiju.
Kao jedno od prvih zapaZanja, autori navode da je u drzavnoj bolnici srednja vrednost ukupne
stope dolazaka pacijenata tipa walk-in 73%, dok je u privatnoj bolnici ovaj parametar samo
20%. Uocili su 1 da sezonske razlike u potraznji pacijenata tipa walk-in prati ukupnu sezonsku
potraznju. Dalje, nakon izracunatih mesecnih i dnevnih indeksa za razlicita odeljenja u privatnoj
bolnici, kao odnosa periodi¢ne potraznje i prosene potraznje pacijenata za pregledom, autori
su primetili da postoje znacajne razlike u sezonskoj potraznji kod razli€itih odeljenja. Do ovog
zakljucka su dosli uporedujuci dobijene koeficijente varijacije koje su posmatrali kao relativnu
meru nivoa sezonske varijacije po odeljenjima (C, = o/u). Takode, podaci ukazuju na to da
odeljenja u drzavnoj bolnici imaju niZu stopu sezonske varijabilnosti u odnosu na odeljenja u

privatnoj bolnici, ali 1 da su sezonski obrasci kod ove dve bolnice sli¢ni za odeljenja istog profila.

U istrazivanju su sezonski dolasci pacijenata tipa walk-in modelovani nehomogenim Poa-
sonovim procesom, pri ¢emu je prosecan udeo pacijenata tipa walk-in, P, procenjen u odnosu
na ukupan, fiksan, ciljani broj pacijenata, 7', tokom jednog radnog dana (jedne radne smene

lekara). Tako je ukupan ocekivani dnevni broj pacijenata tipa walk-in, A\, dat sa

A=TxP,
a o¢ekivani broj pacijenata tipa walk-in na dan ¢ je dat sa

A= AX I X TP
(5.1)

t—1
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gde je I;" mesecni, a [}’ nedeljni sezonski indeks za mesec i i dan j, pri ¢emu se posmatra 5
radnih dana u nedelji tj. 20 radnih dana u mesecu. Analogno, stopa dolazaka pacijenata tipa
walk-in u vremenski period £ na dan ¢ je dat sa

At

Ak, t) = (f) x I, za k=1,2,...L,

gde je I dnevni indeks dobijen na osnovu L vremenskih perioda tokom radnog dana.

Autori su posmatrali udeo pacijenata tipa walk-in na nivoima od 20% i 40% kako bi pred-
stavili odeljenja sa relativno ,,niskim”, odnosno, ,,visokim” procentom ove klase pacijenata.
MesecCna sezonska varijabilnost i sezonska varijabilnost dolazaka pacijenata tipa walk-in u
toku nedelje je takode testirana kao ,,niska” ili ,,visoka” koriS¢enjem parametara C, = 0.13
i C, = 0.23, dok je varijabilnost dolazaka pacijenata tipa walk-in tokom dana posmatrana na
nivoima ,,bez” ili ,,sa”. Pri tome je pretpostavljeno da je dnevni obrazac homogen za svaki dan
godine (npr. ukoliko se posmatra radni dan od 450 minuta gde se za jedan vremenski period
uzima 30min (L = 15) 1 najvisi indeks se javlja u 11-om periodu, onda se bas u tom periodu
nalazi najvisi indeks svakog dana). Sto se ti¢e pravila rasporedivanja, u istraZivanju je granica

za zakazivanje termina po danu data kao

Ny =T — Ry, zadan t=1,2,...H,

gde je T ciljani broj pacijenata po radnom danu, / je posmatrani broj dana pomocu kojih se
uocava sezonski obrazac, a R, je kapacitet termina izdvojenih za pacijente tipa walk-in na dan ¢.
Reper u odnosu na koji se porede svi modeli predstavlja sluc¢aj u kojem ne postoje modifikacije
zasnovane na razliitim sezonama (periodima) i tada se kapacitet izdvojen za pacijente tipa
walk-in gleda na nivou godiSnjeg proseka njihove stope dolazaka, tj. tada je R, = \. Ukoliko
se prave modifikacije na osnovu meseca, parametar [7; se podeSava sa R, = \ X [[",za i =
1,2, ..12, aukoliko se modifikacije prave na osnovu dana u nedelji, ovaj parametar se modifikuje
pomoéu Ry = A x [ yza j = 1,2, ..n,ukoliko nedelja ima n radnih dana. U sluCaju kada se
R; modifikuje i na osnovu meseca, i na osnovu dana u nedelji, uzima se da je R; = A, pri Cemu
se )\; dobija kao u jednacini obelezenoj sa (5.1). U pogledu pravila zakazivanja, osnovno pra-
vilo od kojeg se polazi je da se pacijenti zakazuju pojedinac¢no na fiksni interval pri cemu se za
duZinu jednog termina uzima srednja vrednost trajanja pregleda, x. U slucaju kada se ne prave
modifikacije zasnovane na razli€itim sezonama (periodima), pri ¢emu je prosecan udeo pacije-
nata tipa walk-in P, duZine termina se raunaju kao y' = +#5. Ukoliko se prave modifikacije
na osnovu sezone (specificnog perioda), sezonska pravila rasporedivanja modifikuju pravilo za-
kazivanja dato u slucaju kada se ne prave modifikacije tako Sto se odredeni termini ostavljaju
prazni ukoliko periodi¢ni kapacitet prevazilazi prosecan nivo (R, > I?), odnosno tako Sto se
pojedini termini prebukiraju (zakazu se dva umesto jednog pacijenta za isti termin) ukoliko vazi

suprotno (R; < R). Pritom, dnevna razlika u nivou kapaciteta, D;, raCuna se kao
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Dt = |Rt — R‘,Za t= 1,2,...,H.

Autori navode da je za reSavanje optimizacionog modela u istrazivanju koriS¢en metod opti-
mizacije pomocu simulacija sa ciljem pronalaZenja najbolje kombinacije prebukiranih termina i
onih koje treba ostaviti prazne. Optimizacija koja se bazira na simulacijama spada u stohasticke
metode optimizacije i ona podrazumeva reprodukovanje posmatranog sistema dovoljan broj
puta radi pronalazenja optimalnog reSenja problema. Dobijena optimalna pravila se uporeduju
sa nekim osnovnim pravilima koja su logi¢kim putem razvijena kao pocetna tacka u praksi. Sam
rezultat stohastickog modela optimizacije je sluajnog tipa, pa treba da se tretira samo kao pro-
cena pravog obeleZja posmatranog modela optimizacije (Law, Kelton [21]). Testirano je ukupno
16 kombinacija (4 nacina prebukiranja x 4 nacina ostavljanje praznih termina) koje smestaju
termine na pocetku, na kraju, u sredini ili ravnomerno tokom ¢itavog radnog dana. Sveukupno,
u istrazivanju je u 16 razli¢itih modela (2 nivoa za P X 2 nivoa sezonske varijabilnosti u toku
dana x 2 nivoa sezonske varijabilnosti u toku nedelje x 2 nivoa mesecne varijabilnosti) testi-
rano 49 sistema zakazivanja (16 pravila zakazivanja x 3 pravila rasporedivanja i reper u odnosu

na koji se svi sistemi zakazivanja porede).

U radu je simulirano bolni¢ko odeljenje kao sistem u kojem postoji samo jedan pruzalac
usluga tokom radnog dana od 7h30min (450 minuta). Ciljani broj pacijenata je fiksiran na 7' =
30 Sto je u saglasnosti sa proseCnim trajanjem pregleda od 15 minuta. Autori su pretpostavili da
trajanje pregleda bez obzira da li je pacijent zakazan ili tipa walk-in prati lognormalnu raspodelu
sa koeficijentom varijacije 0.5 (¢ = 7.5min), a verovatno¢a da se zakazani pacijent ne pojavi
na pregled je stavljena na 0. Dalje, autori pretpostavljaju da se svi zakazani pacijenti pojave na
vreme za svoj termin, kao 1 da svi pacijenti tipa walk-in koji se pojave pre kraja radnog vremena
budu primljeni, ali nemaju prioritet u odnosu na zakazane pacijente (pacijent tipa walk-in ¢eka
sve dok postoji zakazanih pacijenata ispred njega). Ukoliko pak ostanu samo pacijenti tipa
walk-in, lekar ih prima po redosledu po kom su se pojavili. Autori takode pretpostavljaju da svi
pacijenti bivaju primljeni istog dana kada su se pojavili, bez obzira na to da li ¢e lekar morati da
radi prekovremeno. U istraZivanju je sprovedeno 500 godiSnjih replikacija (tj. 120,000 radnih
dana uzimajuci da ima 20 radnih dana mese¢no, odnosno, 240 radnih dana godiSnje) za svaki
od 48 modela sistema zakazivanja.

Nakon $to je identifikovano najbolje pravilo rasporedivanja, autori su hteli da sprovedu jo$
jedan niz simulacija kojim bi se odredilo koje termine je najbolje ostaviti prazne (ili prebuki-
rane) sa ciljem da se nade najbolji moguci sistem. Ovoj analizi autori su pristupili formulisa-
njem problema zakazivanja kao posebnog optimizacionog problema za svaki od datih R, nivoa.
Uveli su binarnu promenljivu, x;, koja uzima vrednost 1 ukoliko po-smatrani, -ti termin, treba
da se ostavi prazan (ili prebukira, zavisno od veliCine 1?;), 1 vrednost 0 u suprotnom. Dosli su

do sledeéeg optimizacionog modela:
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Min TC = (BE[W,] + E[W,]) + a(rE[O] + E[I])

S.t. ZSL’Z = Dz

x; ={0,1},za i =1,2,..., Ny,

gde je E[WW,] vreme Cekanja zakazanih pacijenata, £[W,,] vreme ¢ekanja pacijenata tipa walk-
in, E[I] predstavlja prazno vreme u radu lekara po pacijentu, a £[O] je prekovremeni rad lekara
po pacijentu. Autori napominju da se zbog pretpostavke o tatnosti zakazanih pacijenata, E[W]
racuna kao razlika izmedu vremena termina i vremena kada je zapoCeo pregled, dok se E[W,,]
racuna kao razlika izmedu vremena kada se pacijent pojavio na odeljenje 1 vremena kada je
zapoceo pregled. Koeficijenti 3, « i m redom predstavljaju relativnu razliku izmedu tro§kova
¢ekanja zakazanih pacijenata i pacijenata tipa walk-in (5 > 1), relativnu znacajnost lekarevog
vremena u odnosu na pacijentovo 1 premiju troska prekovremenog rada (npr. m = 1.5 znaci da
je prekovremeni rad 50% skuplji od redovnog rada lekara). Ovaj problem je resen za svaki od
mogucih scenarija pri ¢emu je za ulazni parametar data vrednost NV;. Autori navode da su dva
najbolja reSenja su ponovo pustena kroz simulacije i, kao i ranije, sprovedeno je 500 godiSnjih
replikacija za 4 od 16 mogucéih modela pri cemu je svaki model analiziran na 3 nivoa za «,

a = {1,5,20}, tj. simulacije su sprovedena za ukupno 12 scenarija.

Autori istiCu da dobijeni rezultati ukazuju na to da ukoliko se bar parcijalno uracuna se-
zonska varijabilnost u pogledu dolazaka pacijenata tipa walk-in dolazi do smanjenja vremena
Cekanja pacijenata, praznog vremena u radu lekara, kao i prekovremenog rada. Dalje, navode
da najbolje uCinke daje tzv. strategija kombinovanog prilagodavanja u kojoj se ukljucuje i
mesecna i1 nedeljna sezonska varijabilnost, i koja za rezultat daje poboljSanje od 3-14% u
pogledu prosecnih ukupnih troSkova, u odnosu na strategiju u kojoj se ne vrSe modifikacije.
Sto se ti¢e drugog dela analize, autori zaklju¢uju da su najbolje strategije prebukiranja one koje
zapocnu prebukiranjem pocetnih ili krajnjih termina u radnom danu, ali se vremenom svedu na
ravnomerno prebukiranje termina tokom citavog dana.

U pogledu najboljih strategija koje podrazumevaju ostavljanja praznih termina, autori navode
da je za niske i srednje parametre « najbolje ostavljati prazne termine ravnomerno tokom
¢itavog radnog vremena, dok je za odeljenja koja imaju visok odnos troskova, odnosno, ve-
liko «, najbolje poceti sa ostavljanjem praznih termina na kraju smene, a potom vremenom
preci na rasporedivanje praznih termina ka pocetku radnog dana vodeéi racuna da se prazni ter-

mini ne pribliZe samom pocetku smene.

Autori Lagenga i Lorens (LaGanga, Lawrence [20]) takode su koristili metod simulacija u
svom radu koji se bavi problematikom pacijenata koji se ne pojave na zakazani pregled (no-
shows). Oni su modelovali zdravstvenu ustanovu u kojoj moZe postojati viSe pruzalaca usluga

(lekari, medicinske sestre itd.), uz uslov da svako od njih usluZuje odredenu grupu pacijenata.
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Kako bi se §to bolje uocio efekat pacijenata tipa no-show, u istraZivanju je pretpostavljeno da
je duzina trajanja pregleda svakog pacijenta fiksna i iznosi D). Pretpostavljeno je i da svaki
pruzalac usluge moZe da usluzi N pacijenata za vreme svog rada na klinici koje je definisano
kao niz vremena rada sa pacijentima bez prekida (npr. jutro, vece, ceo dan i sl.). Veliina,
odnosno, kapacitet klinike, odreden je parametrom N, a duZina trajanja rada na klinici C' defini-
sana je kao duZina trajanja N uzastopnih pregleda, C' = ND. U radu je razmak izmedu dva
uzastopno zakazana pacijenta fiksan i iznosi 7". ProseCan udeo zakazanih pacijenata koji su
tipa walk-in je dat sa R, 0 < R < 1, dok je udeo zakazanih pacijenata koji se pojave na svoj
zakazani termin oznacen sa S, gde je S = 1 — R. Autori zakljucuju da je u proseku RN termina
prazno tokom rada na klinici i smatraju da se na taj nacin znacajno smanjuje produktivnost
pruzalaca usluga. Kako bi klinika nadoknadila izgubljeno vreme zbog pacijenata tipa no-show,
autori predlazu prebukiranje mogucih termina, odnosno zakazivanje viSe pacijenata, K, nego
Sto klinika ima kapacitet, N, tokom rada posmatranog pruzaoca usluge na klinici (X > N).
U radu je pretpostavljeno da se vreme izmedu dva uzastopno zakazana pacijenta, 7', smanjuje
proporcionalno broju prebukiranih termina:
r=¢_ND
K K

Autori napominju da ukoliko postoji praksa prebukiranja termina moZe do¢i do toga da se
tokom radnog vremena u klinici pojavi viSe pacijenata, x, nego Sto klinika ima kapaciteta, NV,
tako da vazi K > x > N. U tom slucaju, javlja se mogucnost da ¢e pacijent p morati da ¢eka
neko vreme W, pre nego §to bude primljen (usluZen), kao i da ¢e posmatrani lekar (pruzalac
usluge) morati da radi prekovremeno za vrednost /', F' > (. Radi formiranja modela koji pred-
stavlja korisnost klinike u koju su inkorporirani troskovi uzrokovani pacijentima tipa no-show
1 dobit uslovljena prebukiranjem, autori pretpostavljaju da klinika za svakog primljenog paci-
jenta ostvaruje marginalnu dobit 7, a za svakog pacijenta koji mora da ¢eka na pregled snosi
marginalni troSak w po jedinici vremena ¢ekanja. Dalje, marginalni troSak pruZaoca usluge koji
radi prekovremeno oznacen je sa 7 i pretpostavlja se da su parametri 7, w i 7 izraZeni u istoj
mernoj jedinici. Za polaznu tacku sa kojom ¢ée porediti dobit i troSkove klinike uz koriS¢enje
modela prebukiranja termina, autori uzimaju ocekivanu korisnost klinike pri sistemu u kojem
postoje pacijenti tipa no-show, ali se ne koristi prebukiranje. Bruto korisnost rada u klinici pos-
matranog lekara (pruzaoca usluge) predstavlja maksimalnu mogucu dobit do koje dolazi ukoliko
se svi zakazani pacijenti pojave na svoj termin i data je sa Uy = mN, a realizovana korisnost
klinike, Ug, predstavlja ocekivanu dobit klinike nakon ubrajanja oCekivanog broja pacijenata
tipa no-show, tj. Ugr = 1SN = SUg. Stoga, troSkovi korisnosti uzrokovani pacijentima tipa

no-show definisani su kao

UC:Ug—UR:TF(l—S)N:ﬂ'RN.

Autori defini$u korisnost prebukiranja, U y, kao neto dobitak (ili gubitak) korisnosti uzroko-
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van prebukiranjem:

Uy =m(A—SN)—wW — 70,

gde je A = SK odekivani broj zakazanih pacijenata koji se pojave na pregled, W = Zp %
ocekivano vreme Cekanja svakog od z pacijenata koji su se pojavili, dok O = F' — (' prikazuje
oc¢ekivani prekovremeni rad. Prvi ¢lan predstavlja ocekivanu neto dobit koja proizilazi od pre-
bukiranih pacijenata, drugi ¢lan predstavlja trosSkove usled promene srednje vrednosti vremena
cekanja pacijenata, a treci Clan predstavlja ocekivani troSak prekovremenog rada uzrokovanog
prebukiranjem. Kako bi se utvrdio uticaj i mogucénosti modela prebukiranja, u istraZivanju
je koriséen niz simulacija, pri ¢emu je produktivnost lekara (pruzaoca usluge), P, posma-
trana kao odnos izmedu njegovog ukupnog vremena pruzanja usluge i ukupne duZine nje-
govog radnog dana, ukljucujuéi prekovremeni rad. Autori su prilikom sprovodenja simulacija za
ulazne parametre koristili kapacitet klinike, /N, i stopu pacijenata koji se pojave na pregled, .S,
dok su vremena Cekanja, I, produktivnost lekara (pruzaoca usluge), P i kraj radnog vremena
na klinici, F', predstavljale zavisne promenljive koje se mere simulacijama. Parametar NV je po-
smatran na 5 nivoa: N € {10, 20, 30,40, 50}, a parametar S na 10 nivoa: S € {1.0,0.9,...,0.1}.
Sprovedeno je po 10,000 replikacija za svaku od 50 mogucih kombinacija, odnosno, napra-
vljeno je ukupno 500,000 obzervacija. Pritom, u svakoj obzervaciji, broj zakazanih termina je
racunat kao
N

K=
S?

duZine trajanja pregleda su bile fiksirane na D = 1, a vreme koje protekne izmedu dva zakazana
termina, 7', kao T' = % Pretpostavljeno je da se pacijenti pojavljuju u skladu sa verovatno¢om
S tacno u vreme kada su zakazani. Dalje, pretpostavljeno je da ukoliko je lekar (pruzalac us-
luge) zauzet, pacijenti ¢ekaju dok isti ne bude slobodan i tada ulaze na pregled prema rasporedu
zakazanih termina. U slu€ajevima kada je ¢ekaonica prazna (nema pacijenata koji cekaju na
uslugu), a pacijent koji tada ima termin je tipa no-show, lekar (pruzalac usluge) ima ,,prazno”
vreme u radu tj. slobodan termin. S druge strane, u slucajevima kada se pojavi viSe pacijenata
nego Sto lekar (pruZalac usluge) moZe da opsluZi tokom rada na klinici, C, lekar je primoran
da radi prekovremeno. Obzirom da je duZina trajanja pregleda fiksna, autori skrecu paznju na
to da je prebukiranje jedini uzrok koji utie na Cekanje pacijenata i uslovljava prekovremeni
rad. Marginalna dobit korisnosti, 7, marginalni troSkovi vremena ¢ekanja pacijenata, w, kao i

marginalni troSkovi prekovremenog rada, 7, primenjeni su nakon izvrSenja simulacija.

Autori smatraju da su simulacije pokazale niz obrazaca koji mogu pomo¢i pri izradi pra-
vila zakazivanja pacijenata. Rezultati ukazuju na to da ukoliko se koristi metod prebukiranja,
sa rastom stope pacijenata tipa no-show dolazi do proporcionalnog rasta o¢ekivanog vremena

ekanja pacijenata, 1V, kao i odekivanog prekovremenog rada, O, bez obzira na to koliki je
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kapacitet posmatrane klinike. Takode, autori navode da prebukiranje uz vecu stopu pacijenata
tipa no-show, dovodi do bolje produktivnosti lekara (pruZaoca usluge), P, kao i da se o¢ekivana

korisnost prebukiranja, U y, za vecinu klinika poveéava sa poveanjem kapaciteta klinike.

Bitno je napomenuti da, iako daleko najrasprostranjeniji, metod simulacija nije jedini koji
se koristi prilikom izuCavanja problema ¢ekanja pacijenata, pa se tako u pojedinim radovima
koristi tzv. teorija redova (Lu et al. [23], Kembe et al. [16]) koja daje konkretne odgovore na
pitanja vezana za osobine posmatranog reda koji se pre analize klasifikuje prema nekoliko fak-
tora: vrsti procesa dolazaka, raspodeli trajanja pruZanja usluge, broju pruzalaca usluge, veli¢ini

¢ekaonice i pravilu reda koje govori po kom redosledu usluzZuju pacijente.
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6
Problem optimizacije redova cekanja

U ovoj glavi bi¢e predstavljeni postupak i rezultati istraZzivanja problema optimizacije redova

¢ekanja na primeru primarne zdravstvene institucije.

U stvarnosti se dogada da se zakazani pacijenti na pregledu zadrze duZe od 10 minuta Sto
predstavlja propisanu duzZinu trajanja jednog lekarskog termina, kao i da se na pregled pojavljuju
pacijenti koji se nisu prethodno najavili, te ¢esto oni koji imaju zakazan termin moraju da ¢ekaju
odredeno vreme pre nego Sto ih lekar primi. Fokus ovog rada je stavljen na prethodno opisan
problem, pri ¢emu je posmatran uticaj na ukupno vreme Cekanja zakazanih pacijenata. Em-
pirijski podaci o broju pacijenata i duzini trajanja pregleda prikupljeni su za period od godinu
dana u Domu Zdravlja, Novi Sad, u odeljenju Veternik. Podaci su prikupljeni za 2 lekara opSte
prakse €iji dnevni rad sa pacijentima, bez pauze, iznosi 6 sati, odnosno 360 minuta.

Pacijente klasifikujemo u 3 grupe: zakazani pacijenti Ciji pregled traje do 10 minuta, za-
kazani pacijenti ¢iji pregled traje duze od 10 minuta i pacijenti koji se bez zakazanog termina
pojave na pregled (u daljem teksu ,,nezakazani’). Prva grupa obuhvata pacijente koji uglavnom
dolaze radi neke rutinske procedure (npr. kontrolni pregled, produZetak bolovanja, propisi-
vanje recepta za lek i sl.), dok u drugu grupu najcesée spadaju pacijenti koji dolaze na prvi
pregled kod lekara. Pacijenti koji se pojave bez unapred zakazanog pregleda su najcesce hitni
slucajevi. Empirijski podaci ukazuju na to da ne postoje znacajne razlike u broju dolazaka sve
tri grupe pacijenata bez obzira na posmatrani period (mesec, dan, sat), nego upucuju na uni-

formnu raspodelu tokom cele godine.

Praksa u Domu Zdravlja je da se pacijenti zakazuju na fiksni interval od 10 minuta, obzirom
da je ta duZina trajanja pregleda propisana zakonskom regulativom. Zakazivanje pacijenata se
vr$i preko kol centra (Call center), pri ¢emu se vodi racuna da se pregled zakaze za Sto skoriji
termin, kao i da samo vreme pregleda odgovara pacijentu. Kako je re¢ o primarnoj zdravstvenoj
insituciji u kojoj rade lekari opSte prakse Ciji opis rada pored neposrednog leCenja pacijenata

podrazumeva i izdavanje uverenja o bolovanju, izdavanje uputa za specijalisticke preglede i sl.,
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broj pacijenata koji zakaZu termin, a kasnije se na njega ne pojave, je zanemarljivo mali. U
skladu sa prethodno napisanim, pretpostavimo da se pacijenti zakazuju na fiksne intervale od
10 minuta tokom citavog radnog vremena. Dalje, pretpostavimo da su prilikom zakazivanja
pregleda ispunjene preferencije pacijenta za terminom tj. da indirektno vreme ¢ekanja pacije-
nata ne postoji. Kako su pacijenti koji se bez unapred zakazanog termina pojave na pregled
najcece hitni slucajevi, pretpostavimo da nezakazani pacijenti imaju prednost u odnosu na za-
kazane pacijente, odnosno da ukoliko se pojavi nezakazan pacijent on ulazi na pregled ¢im
lekar bude slobodan. Konacno, pretpostavimo da se svi zakazani pacijenti pojave na svoj ter-
min i to bez kasnjenja. Za analizu ukupnog vremena ¢ekanja zakazanih pacijenata dovoljno je
posmatrati samo direktno vreme ¢ekanja koje se definiSe kao razlika izmedu vremena za kada
je termin zakazan i trenutka kada pacijent ude na pregled. Ideja je da se pojedini termini os-
tave prazni, odnosno da se ne iskoriste prilikom zakazivanja, kako bi se kompenzovalo vreme
¢ekanja uslovljeno pojavom nezakazanih pacijenata i zadrZzavanjem zakazanih pacijenata duze

od 10 minuta.

Istrazivanje je teklo u dve faze. U prvom delu je na osnovu podataka dobijenih za prvih
9 meseci (In-Sample) razvijen diskretan model optimizacije. ReSavanjem dobijene funkcije
cilja, odreden je raspored termina koje treba ostaviti prazne kako bi se minimiziralo ukupno
vreme Cekanja zakazanih pacijenata. U drugoj fazi simulirani su radni dani dva lekara za period
od 3 meseca. Na osnovu empirijskih podataka prikupljenih za poslednja 3 meseca (Out-of-
Sample) 1 podataka dobijenih na osnovu simulacija, uporedeno je ukupno vreme cekanja dobi-
jeno primenom pravila o ostavljanju pojedinih termina praznim sa ukupnim vremenom c¢ekanja

sracunatim na realnim podacima.

6.1 Model optimizacije

Posmatrani su empirijski podaci prikupljeni za 2 lekara opSte prakse tokom 9 meseci rada. Jedan
radni dan, pod kojim podrazumevamo ukupno trajanje rada sa pacijentima bez prekida, iznosi

360 minuta, dok svako duze provedeno vreme podrazumevamo kao prekovremeni rad.

Oznacimo sa 7} trajanje pregleda zakazanih pacijenata koji se kod lekara zadrze do 10 min-
uta, sa 75 trajanje pregleda zakazanih pacijenata Ciji pregled traje duZe od 10 minuta, a sa 73
trajanje pregleda nezakazanih pacijenata. Sa 77 o ozna¢imo vreme zadrZavanja zakazanih paci-
jenata, bez obzira kojoj klasi pripadaju. Neka je v verovatnoéa da se zakazan pacijent zadrzi
duze od 10 minuta kod lekara, a ¢ verovatnoca da se u posmatranom terminu od 10 minuta

pojavi nezakazani pacijent.

Kao §to je ranije navedeno, podaci impliciraju da tokom godine ne postoje znacajne razlike
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u broju i vremenu pojavljivanja pacijenata. Posmatrane su frekvencije pacijenata koji se pojave
na pregledu bez prethodno zakazanog termina po satu i uoceno je da se broj dolazaka neza-
kazanih pacijenata moze opisati Poasonovim procesom. Fitovanjem Poasonove raspodele broja
nezakazanih pacijenata po satu odreden je parametar Poasonove raspodele A = 2.66 uz stan-
dardno odstupanje S, = 0.035 tj. uz odstupanje od samo 1.3%. Fitovanje raspodele niza po-
dataka oznacava postupak prilagodavanja posmatrane raspodele tako da odstupanja aproksimi-
ranih vrednosti od realnih ne budu velika. Ukoliko su odstupanja izraCunatih podataka od po-

smatranih relativno mala, kazemo da raspodela dobro fituje podatake.

Za modelovanje trajanja pregleda pacijenata koris¢ena je lognormalna raspodela sa parametrima
m 1 o takvim da oCekivanja i varijanse lognormalnih raspodela odgovaraju srednjim vrednosti-
ma i disperzijama dobijenih na osnovu realnih podataka. Za uzoracke disperzije koriS€ena je

formula:

1 _
Slz - mZ(Tm - 7—;)2’

j=1
gde je T; srednja vrednost parametra 7}, a N broj opazanja u uzorku za parametar 7;. Dobijene

numericke karakteristike prikazane su u tabeli 6.1:

Slucajna promenljiva | Raspodela Ocekivanje | Disperzija
Ty LogN (1.5491,0.4687?) 5 7
T, LogN (2.7317,0.3234?) 16 29
Ts LogN (1.8364,0.6901?) 39
T o LogN (1.8608,0.6591?) 35

Tabela 6.1: Numericke karakteristike sluCajnih promenljivih 17, T3, T3, T o

Iz prethodne tabele se vidi da je npr. za opisivanje trajanja pregleda nezakazanih pacijenata,
Ty, koriSéena lognormalna raspodela sa parametrima m = 1.8364 i ¢ = 0.6901, T3 : Log\
(1.8364,0.69012), pri Cemu je E(T3) = 8 minuta i Var(7T3) = 39 minuta $to su ujedno i vre-
dnosti dobijene u podacima. U vedini istraZivackih radova koji se bave ovom problematikom
takode je koriS€ena lognormalna raspodela za opisivanje zadrZavanja pacijenata kod lekara
(O’Keefe [24], Klassen [17], [6], [4]). Na grafiku 6.1 dat je prikaz funkcije gustine lognor-
malne raspodele fitovane na podatke o trajanju pregleda nezakazanih pacijenata. Na horizontal-
noj osi oznacena je duZina trajanja pregleda u minutima, a na vertikalnoj osi se nalaze vrednosti
funkcije gustine lognormalne raspodele koje ujedno oznacavaju 1 udeo nezakazanih pacijenata

koji su se zadrZali odgovarajuée vreme kod lekara.
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Grafik 6.1: Lognormalna raspodela fitovana na empirijskim podacima trajanja pregleda neza-

kazanih pacijenata

6.1.1 Postupak formiranja diskretnog modela optimizacije

Namera je bila formirati funkciju cilja ¢ijim reSavanjem se dobija redosled termina koje treba
ostaviti prazne kako bi se minimiziralo ukupno vreme ¢ekanja zakazanih pacijenata. Kako rad
lekara sa pacijentima traje 360 minuta i1 pacijenti se zakazuju u termine na svakih 10 minuta,
zakljuCujemo da u jednom radnom danu ima 36 takvih termina. Neka d; predstavlja odlaganje
(delay) pregleda pacijenta koji je zakazan za :-ti termin, ¢ = 1,2, ...36. Bitno je uociti da je
d; slu€ajna promenljiva, a ne konstanta. Uvodimo binarnu promenljivu y; koja ukoliko primi
vrednost 1 oznacava da ¢-ti termin treba ostaviti praznim, a ukoliko primi vrednost 0, ¢-ti termin

treba da se iskoristi za zakazivanje. DefiniSimo d; na sledeéi naCin:

di=d; — 10y;,za i = 1,2, ...36. 6.1)

Ukoliko je za i-ti termin y; = 0, slu¢ajna promenljiva d; predstavlja nepromenjeno odlaganje
d;, dok u slucaju y; = 1, d; predstavlja korigovano i-to odlaganje koje se smanjilo za duZinu
trajanja jednog termina, odnosno za vrednost od 10 min. Ocekivano odlaganje d; sada mozemo
definisati preko ocekivanog korigovanog odlaganja pregleda pacijenta zakazanog za prethodni

termin d[_l:
Eld\] = qE[T3] (6.2)

Eldi] = Eldi_1] + ¢E[T3] + v(E[T3] — 10), i =2,3,...36, (6.3)

gde izraz qE/|[T3] oznaCava verovatnocu da se za vreme (i — 1)-og termina pojavi nezakazani
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pacijent pomnoZenu ocekivanim trajanjem pregleda nezakazanog pacijenta, a ¢lan v( E[15]—10)
oznacava verovatnocu da se zakazani pacijent koji ima pregled u (¢ — 1)-om terminu zadrzi
duze od 10 minuta pomnoZenu sa ocekivanim produzenjem pregleda. Na realnim podacima
sra¢unati su parametri ¢ = 0.44 i v = 0.25, a iz fitovanih lognormalnih raspodela je E[T5] = 16
i E[Ts] = 8, pa se izrazi (6.2) i (6.3) svode na

Eld;]) = E[d;_4] +5, i=2,3,...36.

Neka £ predstavlja ukupan broj termina koje mozemo ostaviti praznim. Konstantu k£ dobi-

jamo iz sledeceg izraza:

(36 — k)E[T} 2] + 6AE[T3] = 360.

Kako tokom radnog dana ima ukupno 36 raspoloZzivih termina od kojih & treba ostaviti
praznim, u prvom sabirku ocekivano trajanje pregleda zakazanog pacijenta mnoZimo sa brojem
termina koje treba iskoristiti za zakazivanje. Obzirom da radni dan traje 6h 1 da je oCekivani broj
nezakazanih pacijenata po satu A, drugi sabirak predstavlja ukupno ocekivano vreme utroseno
na nezakazane pacijente u toku jedne smene lekara. Znamo da je E[T3] = 8, paje za A = 2.66
reSenje ove jednacine k = 7.

Sada problem optimizacije ukupnog vremena ¢ekanja zakazanih pacijenata moZzemo pred-

staviti slede¢im problemom minimizacije:

36

Min » ~ E[d] (6.4)
i=1

s.t. E[d;] >0

36
> wi=7 yie{0,1},i=12,..,36
=1

Kako iz (6.1) 1 (6.3) sledi

Eldy] = Eldy] — 10y,
= E[d\] + (¢B[T3] + v(E[T3] - 10)) — 10y,
= E[dl] — 10y1 + ((]E[Tg] + U(E[TQ] — 10)) — 10y2
[d1]
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Elds] = Elds] —10ys
= Eldy] + (¢B[T3] + v(E[Ty] — 10)) — 10y3
= Eld] — 10y + (¢E[T5] + v(E[T3] — 10)) — 10y,
+ (¢E[Ts] + v(E[T3] — 10)) — 10y3
= Eld\] + 2(¢E[T5] + v(E[T2] — 10)) — 10(y1 + 2 + y3)

Eld;] = E[d\] + (i — 1)(¢E[T3] + v(E[T3] — 10)) = 10 "y, zai = 1,2,...36,
=1
za proizvoljne promenljive g, v i n, gde n predstavlja ukupan broj termina tokom jednog radnog

dana, vazi

Min ZE[CL] = Z (E[dl] + (i — 1)(¢E[T3] + v(E[Ty] — 10)) — 102y1>

=1

— nE[dl] + w(qE[TQ{] + U(E[TQ] — 10)) - 1022%

(qB[T5] + v(E[Ty] — 10)) =10 “(n — (i — 1))y,

i=1

n(n —1)

pa se posmatrani problem (6.4) moZe svesti na sledeci uopSteni model:

-1 n
Min %@E[Tg] +0(E[T3] — 10)) + nE[d] — 10 ) (n— (i — 1))y
=1
s.t. E[d;] >0
ZyZ = k, Y; € {O, 1},2 = 1,2, o, n.
i=1
U naSem slucaju, ovaj problem prima oblik:
36
Min 3308 — 10> (36 — (i — 1))y,
=1
s.t. E[d;] >0 (6.5)

D ui=T wie{01}i=12 .36
1=1

Primetimo da se uslov (6.5) ekvivalentno moZe zapisati kao

_ Eld]
=0

,zat=1,2,..36. (6.6)
Dakle, treba da vazi:
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y1 < 10
Eldy]
y2 < 10
_ Eld\] + ¢B[T3] + v(E[T3] — 10)
10
_ Eld,] — 10y, + qE[T3] + v(E[T] — 10)
10
B E[d1] + qE[Tg] + U(E[TQ] - 10)
= 10 — U
ys < E1[6(§3]
_ Elds] + ¢B[T3] + v(E[T3] - 10)
10

Elds) — 102 4 qE[T5] + v(E[T3] — 10)

10

Eldi] — 10y1 + ¢E[T5] + v(E[13] — 10) — 10ys + ¢E[T3] + v(E[13] — 10)

E|dy] + 2(qE[Ts] + v(E[Ty] — 10))
10

E[dl] + 35(qE[T3] + U(E Tg — 10

— Y1 — Y2

35

<
Y3 = 10

odnosno, treba da bude zadovoljeno:

y <

Eld,]

Eld,]
10
+ (i — 1) (qB[T3] + v(E[T3] — 10))

th

1—1

. <
Yi = 10

Zyl, zai = ., 36.

Neka je A € R3536 jedini¢na donja trougaona matrica, B € R3%! jedini¢ni vektor kolone i

C € R3%! vektor kolone koji u i-toj vrsti sadrZi vrednost (i — 1). Dalje, neka je h € R3%!

vektor kolone koji na ¢-toj poziciji ima vrednost 36 —

sadrZi parametre y1, yo, ..., Y3¢:
10 ... 0 1
0 1
A p— 5 B = 5 C pu—
11 ... 1 1
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0 36 Y1
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Sada izraz (6.6) moZemo zapisati kao

Ay < 0.35B + 0.5C,

pa problem minimizacije ukupnog vremena ¢ekanja zakazanih pacijenata moZemo predstaviti

u matri¢nom obliku kao problem binarnog celobrojnog programiranja:

Min 3308 — 10rTy
s.t. Ay < 0.35B + 0.5C
yTB = 77 Y S {07 1}7

Sto je ekvivalentno problemu maksimizacije datom sa:

Max hly
s.t. Ay <0.35B + 0.5C
yTB = 77 Y € {07 1}

Dakle, problem odredivanja rasporeda termina koje treba ostaviti upraznjene kako bi se postiglo
optimalno vreme ¢ekanja zakazanih pacijenata se svodi na maksimizaciju linearne funkcije cilja

sa linearnim ogranicenjima tipa nejednakosti:

Max 36y; + 35ys + ... + 2ys35 + Y36
sty < 0.35
Y1+ y2 < 0.855

Y1+ y2 +y3 < 1.36

Y1+ Y2+ ...+ yse < 18.025
Zyz:?, v €{0,1},i=1,2,...,36
=1

Kako su koeficijenti u funkciji cilja pozitivni 1 nalaze se u opadaju¢em poredku, ocito je da
prazne termine treba ostavljati Sto ranije. Sa druge strane, uslovi dopustivosti zahtevaju da prva
dva termina budu iskori$¢ena prilikom zakazivanja, tj. da vazi y; = y, = 0, te zaklju¢ujemo da
prvi sledeci termin treba ostaviti praznim, odnosno da je y3 = 1. Ponavljanjem ovog rezona,

dobijamo da je vektor y* dat sa
y* = [07 07 17 07 ]‘7 07 17 07 ]‘7 07 17 07 ]‘7 07 17 07 07 07 07 07 07 07 07 07 07 07 07 07 07 O? 07 07 07 07 07 O]T
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dopustivo reSenje gore opisanog problema. Preostaje da se pokaze da je ono i optimalno reSenje
problema maksimizacije.

Pretpostavimo suprotno. Ozna¢imo sa F' funkciju cilja koju maksimiziramo: F(z) = h'z.
Neka je z proizvoljan vektor iz dopustivog skupa koji je ujedno i reSenje problema maksi-
mizacije tj. neka vazi F'(z) > F(y*).

Tada je
Tz > hly*,

pri ¢emu vazi
36

W'z = 3621+ 352 + .. + 235 = »_ 2(36 — (i — 1)).
i=1
Oznacimo sa z; nenula komponente vektora z, a sa y; nenula komponente vektora y*.
Kako maksimiziramo linearnu funkciju cilja sa pozitivnim koeficijentima, zbog uslova z; €

{0,1},zai = 1,2, ..., 36, pri ¢emu mora biti zadovoljeno

zakljucujemo da vektor z, kao 1 vektor y ima ta¢no 7 nenula komponenata.
Iz relacije
'z > hly*
sledi da je
D 2,36 = (G — 1)) > Y ui,(36 — (I — 1)), 6.7)

keK seS
gde je K skup indeksa nenula elemenata vektora z, a S skup indeksa nenula komponenata
vektora y*, S = {3,5,7,9,11, 13, 15}.
Kako je funkcija cilja linearna funkcija sa pozitivnim opadajué¢im koeficijentima, zakljuujemo

da indeksi nenula komponenata vektora treba da budu $to manji.

Neka je D = 0.35B8 + 0.505C'. Tada imamo da je
D =[0.35,0.855,1.36,1.865,2.37, . .., 18.025],

odnosno vazi
d; =0.35+0.505(i — 1), i=1,2,...,36,

pa iz uslova
Az <D (6.8)

mora vaziti z; = 2o = 0, tj. da prva nenula komponenta vektora z moze biti tek z3, kao
Sto je 1 slucaj u vektoru y*. S druge strane, u vektoru D se sa povecanjem indeksa elementi

povecavju za 0.505, te zbog uslova (6.8) i z; € {0,1}, za svako ¢, vazi pravilo da se izmedu
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svaka dva nenula elementa u vektoru z mora nalaziti bar jedan elemenat sa vredno$¢u 0, osim
u jednom paru komponenata datim sa 23; 1 232 jer se u vektoru D nalaze vrednosti d3; = 15.5
i d3; = 16.005, pa u ovom slucaju postoji moguénost da se dva nenula elementa u vektoru z
nalaze jedan pored drugog. No, posto je poslednji nenula element vektora y* dat sa y;5 = 1,
moZemo posmatrati samo indekse u prvoj polovini vektora z jer se nenula komponente u reSenju

moraju nalaziti pre poslednjeg indeksa koji odgovara nenula elementu vektora y*.

1z (6.7) imamo

> 2, (36— (e — 1) > Yy, (36 — (I, — 1))

keK s€sS
> (362, — 2,k — 1) > >_(36y, — . (I — 1))
keK sesS
> 362, = Y 2, G — 1) > D36y, — Yy, (l.— 1)
keK keK seS sES
36) 2, — Y 2,k — 1) >36> w, — >yl — 1)
keK keK SES SES

Kako je z;, =1, Vkiy, =1, Vs, gornjiizraz se svodi na

36X7T— (ju—1)>36x7—Y (I, —1)

keK s€S
=D U= > =) (-1
keK ses
=1 <) (1),
keK ses
Sto je ekvivalentno sa
D de< )l
keK seS
Sto nije moguce jer vazi ji, > [, zai = 1,2,...7 zbog toga §to je skup S dat sa S =

{3,5,7,9,11, 13,15}, pa vektor y* sadrzi nenula komponente sa najmanjim moguéim inde-
ksima.

Dakle, optimalno resenje problema dato je sa:

{ 1, i €{3,5,7,9,11,13,15}
Yi =

0, u suprotnom

ZakljuCujemo da termine sa indeksima {3,5,7,9,11,13, 15} treba ostaviti praznim, dok ostale

termine treba iskoristiti kako bi se minimiziralo ukupno vreme ¢ekanja zakazanih pacijenata.
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6.2 Simulacije

Nakon odredivanja indeksa termina koje treba ostaviti prazne radi postizanja minimalnog ¢ekanja
zakazanih pacijenata, izvrSen je niz simulacija radnih dana dva lekara za period od 3 meseca, pri
¢emu je koriSéen optimalan raspored zakazivanja. Potom je uporedeno ukupno vreme ¢ekanja
dobijeno na simuliranim podacima sa ukupnim vremenom cekanja sracunatim na podacima

prikupljenim za 2 lekara opste prakse za poslednja 3 meseca.

Kako rad lekara sa pacijentima traje 6h bez pauze, simulacije su sprovedene tako da posled-
nji pacijent moZze biti primljen na pregled najkasnije u 360-om minutu posmatranog radnog
dana. Dakle, dozvoljeno je da prekovremeni rad bude samo vreme trajanja jednog pregleda
nakon 360-og minuta, dok poslednji zakazan pacijent ima termin u 350-om minutu. Pacijenti se
zakazuju na svakih 10 minuta tokom radne smene, pri ¢emu je prethodno odredenih 7 termina
ostavljeno prazno kako bi se kompenzovalo vreme ¢ekanja uzrokovano dolaskom nezakazanih
pacijenata i zadrZavanjem zakazanih pacijenata duZe od 10 minuta. Pretpostavljeno je da neza-
kazani pacijenti imaju prednost u odnosu na zakazane, da zakazani pacijenti ne kasne na svoj
termin, kao i da se svi zakazani pacijenti pojave na pregled (verovatnoca da se zakazan paci-
jent ne pojavi (no show) je fiksirana na 0). U realnim podacima je uoceno da 30% zakazanih
pacijenata dode na pregled 1 budu primljeni kod lekara pre zakazanog termina, pri ¢emu se neki
pojave i do 3h sata ranije. 1z ovog razloga, u simulacijama je dopuSteno da se zakazan pacijent
pojavi do 15 minuta pre svog termina i da ude na pregled ¢im se ispune uslovi da je lekar slobo-
dan i da nema nijednog nezakazanog pacijenta u ¢ekaonici. Raniji radovi koji se bave sli¢nom
tematikom nagovesStavaju da pacijenti ¢eSCe dolaze ranije nego Sto kasne na termin pregleda
(Welch, Bailey [28], Blanco et al. [2], Fetter, Thompson [9], Cox et al. [8]), a u pojedinim
radovima je 15 minuta dobijeno kao prosecno vreme ranijeg dolaska pacijenata. Tako je npr.
u [6] za aproksimiranje netacnosti pacijenata u smislu ranijeg ili kasnijeg dolaska u odnosu na
vreme zakazanog termina koriS¢ena je normalna raspodela sa parametrima m = —151 0 = 25,
pri ¢emu je izbor raspodele 1 parametara zasnovan na tzv. goodness-of-fit testu sprovedenom na

podacima prikupljenim za istraZivanje.

Za odredivanje parametara raspodela upotrebljenih za opisivanje zadrZavanja pacijenata kod
lekara 1 frekvencija nezakazanih pacijenata po satu, koriS¢eni su empirijski podaci prikupljeni
za 2 lekara opSte prakse za period od 3 meseca. Vremena trajanja pregleda 77, 75, 13, su
aproksimirana lognormalnom raspodelom, a broj dolazaka nezakazanih pacijenata po satu je
okarakterisan Poasonovim procesom sa parametrom A = 2.61. U tabeli 6.2 date su numericke

karakteristike sluajnih promenljivih 77, 15, T5:
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Slu¢ajna promenljiva | Raspodela Ocekivanje | Disperzija

T Log\ (1.5161,0.49042) 5 7
T, Log\ (2.7427,0.33662) 16 32
T, LogN (1.7372,0.71832) 7 36

Tabela 6.2: Numericke karakteristike slu¢ajnih promenljivih 7}, T5, 15

U skladu sa empirijskim podacima prikupljenim za 3 meseca, verovatno¢a da zakazan paci-

jent ostane duze od 10min fiksirana je na v = 0.25.

6.2.1 Rezultati

Za simuliranje Sestocasovnih radnih dana dva lekara opSte prakse za period od 3 meseca koriS¢en
je program napisan u programskom paketu MATLAB. Definisana su 3 ulazna parametra: [, s
i d, gde [ predstavlja parametar Poasonovog procesa kojim se aproksimira broj nezakazanih
pacijenata po satu, s predstavlja broj sati tokom radnog dana koji simuliramo, a d predstavlja
broj dana za koji se vr$i jedna simulacija. Na prikupljenim empirijskim podacima za dva lekara
za period od 3 meseca zabeleZeno je ukupno 112 radnih dana, te je cilj simuliranja bio formi-
ranje 112 hipoteti¢kih lekarskih smena pri zakazivanju pacijenata po optimalnom rasporedu
koje podrazumeva ostavljanje pojedinih termina dobijenih pomocu diskretnog modela opti-
mizacije opisanog u odeljku 5.1.1 praznim. Za simuliranje jednog radnog dana koriSc¢eni su
parametri: [ = 2.61, s = 61d = 1, gde je parametar [ odreden na osnovu empirijskih po-
dataka prikupljenih za 3 meseca. Vremena termina zakazanih pacijenata, odnosno dolazaka
nezakazanih pacijenata u zdravstvenu instituciju, kao i vremena ulazaka pacijenata na pregled i

duZine trajanja pregleda izraZena su u minutima, pri ¢emu jedan radni dan ima 360 minuta.

Napisani program najpre generise niz od 6 vrednosti koje odgovaraju Poasonovom procesu
sa parametrom . Clanovi dobijenog niza predstavljaju broj nezakazanih pacijenata po satima u
toku posmatranog radnog dana. Potom se na slu¢ajan nacin nezakazanim pacijentima u odgo-
varajuem satu dodeljuje vreme dolaska u zdravstvenu instituciju. Nakon §to su sva vremena
dolazaka nezakazanih i termina zakazanih pacijenata generisana, pri ¢emu se vodi racuna o
tome koji termini se ostavljaju prazni, a koji se mogu iskoristiti za pregled, formira se matrica,
H, koja u drugoj od ukupno 4 kolone sadrzi ove vrednosti u rastu¢em poredku. U prvoj koloni
matrice 1, uz odgovarajuce vreme dolaska nezakazanog ili termina zakazanog pacijenta, nalazi
se jedna od dve moguce vrednosti koja oznacava da li je posmatrani pacijent zakazan ili neza-
kazan. Treca i Cetvrta kolona se formiraju naknadno, pri ¢emu treca kolona matrice f sadrzi
vreme kada je posmatrani pacijent usao na pregled, dok se u Cetvrtoj koloni nalaze vremena
zadrzavanja pacijenata kod lekara. Takode, na pocetku programa se formira binomna raspodela,
B(n,p), sa parametrima p = 1 — v = 0.75 i n = 1, koja sluzi radi odredivanja da li posmatrani

zakazani pacijent spada u klasu onih koji se na pregledu zadrze do 10 minuta, ili spada u klasu
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zakazanih pacijenata koji se na pregledu zadrZe duZe od 10 minuta. Na ovaj nacin je obezbedeno
da u krajnjim rezultatima simulacija postoji 75% zakazanih pacijenata koji se zadrze do 10 mi-
nuta na pregledu (vrednost 1 iz binomne raspodele), odnosno 25% onih koji se zadrZe duze od

10 minuta (vrednost 0 iz binomne raspodele), kao Sto je slucaj u realnim podacima.

Klasifikovanje pacijenata kao zakazanih ili nezakazanih omoguéava programu da se u ka-
snijim koracima pridrzava pravila o prednosti nezakazanih pacijenata u odnosu na zakazane u
pogledu vremena pregleda. Dakle, ukoliko postoji nezakazan pacijent u ¢ekaonici, on ulazi
na pregled ¢im lekar bude slobodan, dok zakazani pacijent mora da ¢eka. Za pocetak, pro-
gram popunjava prvu vrstu matrice [ u skladu sa prethodno objaSnjenim pravilom, pri cemu se

Cetvrto mesto u posmatranoj vrsti (elemenat H(1,4)) popunjava na slede¢i nadin:

1) Ukoliko je posmatrani pacijent tipa ,,zakazan”, na slu¢ajan nacin se bira element iz prethodno

definisane binomne raspodele. Ukoliko je izabrana vrednost 1, na etvrto mesto posma-
trane vrste se stavlja element koji je na slucajan nacin odreden iz lognormalne raspodele

sa parametrima koji odgovaraju slu¢ajnoj promenljivoj 77 koja predstavlja duZinu trajanja

pregleda zakazanog pacijenta koji se zadrzi do 10 minuta na pregledu, Log\ (1.5161, 0.4904%).

Ukoliko se pak iz binomne raspodele dobije vrednost 0, Cetvrto mesto posmatrane vrste se
popunjava vrednoS¢u dobijenom na slu¢ajan nacin iz lognormalne raspodele sa parametrima
koji odgovaraju sluc¢ajnoj promenljivoj 75 koja predstavlja duZinu trajanja pregleda za-

kazanog pacijenta koji se zadrZi duZe od 10 minuta na pregledu, Log\ (2.7427,0.33662)

i1) Ukoliko je posmatrani pacijent tipa ,,nezakazan”, na Cetvrto mesto posmatrane vrste se
stavlja element koji je na slu¢ajan nacin odreden iz lognormalne raspodele sa parametrima
koji odgovaraju sluc¢ajnoj promenljivoj 73 koja predstavlja duzinu trajanja pregleda neza-
kazanog pacijenta, Log/N (1.7372,0.71832)

Pregled parametara kori$éenih lognormalnih raspodela nalazi se u tabeli 6.2.

Nakon popunjene prve vrste, ostale vrste matrice H se, koristeCi for petlju, popunjavaju
analogno pri ¢emu je dozvoljen do 15 minuta raniji ulazak zakazanih pacijenata, a tre¢i element
posmatrane vrste koji oznacava vreme kada je pacijent uSao na pregled se dobija kao zbir treceg
1 Cetvrtog elementa prethodne vrste koji predstavljaju vreme ulaska i1 vreme zadrZavanja kod
lekara prethodnog pacijenata. Pritom, ukoliko dode do situacije da nezakazani pacijent treba da
ude na pregled pre zakazanog, a vreme dolaska nezakazanog pacijenta u zdravstvenu instituciju
se na vremenskoj osi nalazi nakon vremena termina zakazanog pacijenta, program izvrSi za-
menu dve odgovarajuce vrste i potom po rastu¢em poredku poreda vrste sa indeksima ve¢im od
posmatranih kako se ne bi narusio dalji hronoloski red pacijenata. Do ovakvih situacija dolazi
ukoliko je lekar u trenutku kada zakazani pacijent ima termin zauzet pregledom prethodnog

pacijenta, a pre zavrSetka pregleda se pojavi nezakazan pacijent. Tada zbog pravila prednosti
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nezakazanih pacijenata u odnosu na zakazane, iako je zakazan pacijent stigao prvi, primoran je

da ¢eka i da prednost nezakazanom pacijentu.

Izvrseno je ukupno 112 replikacija pri ¢emu jedna replikacija predstavlja jedan radni dan.

Primer jednog simuliranog radnog dana dat je na grafiku 6.2.
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Grafik 6.2: Graficki prikaz jedne simulacije

U posmatranoj simulaciji bilo je ukupno 37 pacijenata od cega je 23 pacijenta imalo unapred
zakazani termin, dok se 14 pacijenata na pregled pojavilo nezakazano. Na horizontalnoj osi
prikazan je indeks pacijenta, a na vertikalnoj osi dato je vreme u toku radnog dana izrazeno
u minutima. Pritom, ljubi¢astom bojom oznaceno je vreme termina zakazanog pacijenta, dok
je zelenom bojom obeleZeno vreme dolaska nezakazanog pacijenta u zdravstvenu instituciju.
Crnim zvezdicama oznaceno je vreme ulaska posmatranog pacijenta na pregled. Pravilo pred-
nosti nezakaznih pacijenata u odnosu na zakazane jasno je prikazano kod pacijenata sa inde-
ksima 6 1 7. Pacijent sa indeksom 7 je imao zakazan termin u 50-om minutu radnog dana, dok
se pacijent sa indeksom 6 pojavio u zdravstvenu instituciju bez prethodne najave samo minut
ranije, u 49-om minutu. Kako pacijent sa indeksom 6 spada u kategoriju nezakazanih pacije-
nata, a u trenutku njegovog dolaska je kao 1 za vreme zakazanog termina pacijenta sa indeksom
7 lekar bio zauzet prethodnim pregledom (pacijent sa indeksom 5), na grafiku se vidi da je neza-
kazan pacijent imao prednost u odnosu na zakazanog, te je na pregled usao u 55-om minutu,

dok je pacijent sa indeksom 7 na pregled uSao u 59-om minutu.
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Kao $to je ranije navedeno, prilikom simuliranja radnih dana bio je dozvoljen do 15 minuta
raniji ulazak zakazanih pacijenata u odnosu na vreme termina, $to je rezultiralo da u simuli-
ranim podacima ¢ak 71% zakazanih pacijenata bude primljeno kod lekara pre zakazanog pre-
gleda. Graficki prikaz vremena ulazaka zakazanih pacijenata u odnosu na zakazan termin u
jednoj od izvrSenih simulacija dat je na grafiku 6.3. U posmatranom hipotetickom radnom danu
bilo je ukupno 23 zakazana i 14 nezakazanih pacijenata. Radi lakSeg uvida u razliku izmedu
vremena termina i vremena pregleda zakazanih pacijenata, na grafiku nisu prikazana vremena
dolazaka i pregleda nezakazanih pacijenata. Na horizontalnoj osi prikazan je indeks zakazanog

pacijenta, dok je na vertikalnoj osi dato vreme u toku radnog dana izraZeno u minutima.
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Grafik 6.3: Prikaz vremena termina 1 ulazaka na pregled zakazanih pacijenata

U posmatranoj simulaciji je od 23 zakazana pacijenta 16 uslo na pregled pre svog termina,

Sto predstavlja udeo od 70%.

S druge strane, na osnovu prikupljenih empirijskih podataka registrovano je da 30% za-
kazanih pacijenata kod lekara opSte prakse ude i do 3 sata pre zakazanog termina. Ukupno
vreme ranijeg ulaska pacijenata na simuliranim podacima iznosi 21224 minuta, dok na em-
pirijskim podacima ono iznosi 19663 minuta. Razlika izmedu zabeleZenih vrednosti ukupnog
vremena ranijeg ulaska pacijenata iznosi 7%, te smatramo da su ukupna vremena Cekanja za-

kazanih pacijenata dobijena na simuliranim i empirijskim podacima uporediva.

Na podacima prikupljenim za dva lekara opSte prakse za period od 3 meseca, sracunato
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ukupno vreme Cekanja zakazanih pacijenata iznosi 44587 minuta. Na simuliranim podacima,
pri ¢emu je koris¢en model koji podrazumeva ostavljanje termina odredenih pomocu diskretnog
modela oprimizacije opisanog u odeljku 5.1.1 praznim, dobijeno je ukupno vreme Cekanja za-
kazanih pacijenata od 8685 minuta, Sto je za oko 5 puta manje nego u slucaju kada se ne pri-

menljuje zakazivanje pacijenata po optimalnom rasporedu.

Ukoliko posmatramo prose¢no vreme ¢ekanja po zakazanom pacijentu, rezultati ukazuju na
to da se vreme ¢ekanja moze smanjiti i do 7 puta. Precizinje, kako je na empirijskim podacima
u posmatranom periodu registrovano 2151 zakazanih pacijenata, proseCno vreme ¢ekanja za-
kazanog pacijenta uslovljeno nezakazanim pacijentima i zakazanim pacijentima koji se zadrze
duze od 10 minuta na pregledu iznosi 21 minut. Na simuliranim podacima, dobijeno je ukupno
vreme Cekanja zakazanih pacijenata od 8685 minuta, odnosno, kako je registrovano 2586 za-
kazanih pacijenata, prose¢no vreme Cekanja po zakazanom pacijentu iznosi 3 minuta, $to je ¢ak

7 puta manje nego na realnim podacima.

Na osnovu dobijenih rezultata, zakljuCujemo da se sistem zakazivanja pacijenata moze
znacajno poboljSati koriS¢enjem matematickih modela za odredivanje rasporeda termina koje
treba zanemariti prilikom zakazivanja. StaviSe, primenjujuéi pravilo o ostavljanju pojedinih ter-
mina odredenih pomocu optimizacionog modela praznim, pokazano je da se dobrom aproksi-
macijom empirijskih podataka i poznavanjem osobina pojedinih grupa pacijenata vreme cekanja

zakazanih pacijenata moZe znatno smanjiti.
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Zakljuéak

Rezultati ovog istraZzivanja ukazuju na mogucénost poboljSanja sistema zakazivanja pacijenata
razvijanjem matematickih modela koji definiSu pravilo o ostavljanju pojedinih termina praznim.
Preciznije, u radu je opisan postupak definisanja problema optimizacije ukupnog vremena ¢ekanja
zakazanih pacijenata Cijim reSavanjem se dolazi do rasporeda termina koje treba zanemariti pri-
likom zakazivanja. Simulacijama je potvrdeno da ovakav pristup minimizira vreme ¢ekanja
zakazanih pacijenata u odnosu na vreme ¢ekanja ostvareno bez primene zakazivanja pacijenata
po optimalnom rasporedu. Stavise, rezultati nagovestavaju da se ukupno vreme &ekanja za-

kazanih pacijenata moZe smanjiti i do 5 puta.

Iako prikazan model optimizacije ima ogranicenja poput zanemarivanja zakazanih pacije-
nata koji se ne pojave na termin i neuvrStavanja prekovremenog rada, kao 1 praznog vremena
(idle time) tokom rada lekara u funkciju cilja, smatramo da ovo istraZivanje daje osnove za dalje

razvijanje modela optimizacije u oblasti minimizacije vremena ¢ekanja pacijenata.
Bitno je napomenuti da se predstavljeni model moZe uopstiti na bilo koji sistem u kojem

postoji jedan pruzalac usluga i musterije koje se dele na one sa zakazanim terminom i one koje

nisu prethodno najavljene.
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