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Uvod

Entropijski pristup igra fundamentalnu ulogu u teoriji parcijalnih diferencijalnih
jednac¢ina (PDJ). Slobodno govoreéi, entropija u matematickom smislu predstavlja
kvantitet, funkciju Ljapunova, koja je nerastuca duz trajektorija odredene evolucione
jednacine. Entropijska disipacija je po definiciji negativan vremenski izvod entropije.

Metode entropijske disipacije su nedavno otkriveni i razvijeni kako bi istrazili
kvalitativno ponaSanje reSenja nelinearne parcijalne diferencijalne jednacine. Takode
i da bi se dobila eksplicitna ili barem optimalna konstanta u funkcionalnoj nejed-
nakosti.

Takozvani entropijski metod bi¢e na$ pristup resenju problema. Glavna ideja
je kvantifikovati pad odgovarajuce entropijske funkcije u obliku funkcije entropijske
disipacije, da bismo dobili takozvanu entropijsku nejednakost. Takva nejednakost
moze biti odrziva samo ako su vaze svi uslovi zakona odrzanja. Posle uspostavljanja
date nejednakosti, direktna primena Gronvalove leme implicira konvergenciju resenja
ka tacki ekvilibrijuma u relativnoj entropiji sa stopom i odgovarajué¢im konstantama,
koje mogu biti ekspliciitno izrazene.

Posmatra¢emo ponaSanje resenja na duzi vremenski period kao i konvergenciju
ka ravnoteznom stanju za sistem jednacina reakcije difuzije. Razmatrani reakcioni
sistem je pretpostavljen tako da zadovoljava uslov partikularnog zakona odrzanja,
bez mogucénosti postojanja grani¢nih stanja ravnoteze.

[zucavacéemo sisteme reakcije difuzije dobijene iz sistema hemijskih reakcija prvog
reda i pokazati da sve trajektorije resenja konvergiraju eksponencijalno ka odgovara-
jucem ekvilibrijumu sa eksplicitno izrazenim stopama.

Prilikom primene entropijskog metoda, najtezi deo predstavlja pronalazak odgo-
varajue procene, ta¢nije postizanje entropijske nejednakosti. Jos od 1984. su frna-
cuski nauc¢nici D. Bakry i M. Emery su pronasli nac¢in da uproste pomenuti postupak,
predstavljajuc¢i Bakri-Emerijev pristup. Sastoji se u poredenju entropijske disipacije
i njenog negativnog prvog izvoda, posle ¢ega mozemo izdvojiti konvergenciju entropi-
jske funkcije ka svom ravnoteznom stanju. Tada na osnovu veé postojec¢ih teorema,
eksplicitno znamo stopu konvergencije resenja, sto je i glavni zadatak.

Kasnije¢emo uociti kako nasSa teorija u entropijskom metodu ukrsta puteve sa
Gersgorinovom (Gershgorin) teoremom o karatkeristi¢nim korenima. Kako na neke
sisteme ne mozemo primeniti entropijski metod, pa samim tim ne moZzemo ni znati
karakteristi¢ne korene matrice sistema, data teroema nam daje priblizan osec¢aj gde
bi se oni mogli nalaziti. Na taj nacin se priblizavamo reSenju, koje nazalost nije
eksplicitno kao u slucaju kod primene entropijskog metoda.

Na samom kraju predstavljena je u kratkim crtama tehnika bezdimenzionisanja,
kao veoma koristan matematicki alat. U moguénosti je da u potpunosti uprosti i
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parametrizuje probleme gde su ukljuc¢ene i merne jedinice. Narocito je veoma korisna
kada su u pitanju diferencijalne jednacine.



Glava 1

Hemijske reakcije 1 njihovo
modelovanje

Hemijska reakcija je proces koji vodi ka transformaciji jedne od skupa hemijskih
supstanci ka drugoj. Obi¢no je opisana hemijskom jednac¢inom, gde su reaktanti dati
sa leve, a proizvod reakcije sa desne strane. UopsSteno hemijsku reakciju mozemo
predstaviti na sledeéi nacin:

aA = bB

Ovde A i B predstavljaju hemijske supstance, a parametri a i b € N opisuju broj
molekula ukljucenih u supstance A i B. Reakcije mogu da se odvijaju u oba smera,
dok ne zavrse svoj proces, odnosno dodu u ravnotezno stanje (tacka ekvilibrijuma).

Vecina hemijskih reakcija su reverzibilne, §to znac¢i da mogu da se odvijaju u oba
smera. Direktna i povratna reakcija su u odredenom smislu suprotstavljene i imaju
razli¢itu dinamiku, odnosno razli¢ite stope. Date stope zavise od koncentracije, a
samim tim i njene promene u vremenu, povratna konstanta brzine se postepeno
povecava i postaje jednaka sa konstantom brzine direktne hemijske reakcije, us-
postavljaju¢i takozvano ravnotezno stanje. Vreme dostizanja hemijske ravnoteze
zavisi od raznih parametara kao Sto su temperatura, pritisak, vrsta materijala itd.
Nas glavni cilj je ovde da izra¢unamo dato vreme, odnosno brzinu konvergencije
ravnoteznom stanju.

Kako bismo mogli eksplicitno da izracunamo naznacenu brzinu, potrebno je da
hemijsku reakciju prevedemo u matematicki opis. Za hemijske sisteme (za vise pogle-
dati [14]), fundamentalan nacin za prevodenje hemijskih reakcija u odgovarajuci
skup jednacina dat je zakonom dejstva masa, Sto ce biti predstavljeno u narednom
poglavlju.

Prvo ¢emo predstaviti neke od osnovnih hemijskih termina, kako bismo lako i
brzo mogli do¢i do glavne teme ovog rada.

1.1 Modelovanje problema reakcije difuzije

Kroz jedan jednostavan primer ¢emo objasniti ¢itav proces modelovanja. Pos-
matrajmo sledecu rekaciju:

A+B 5 90

~J
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gde parametar k predstavlja stopu date reakcije. Da bismo celokupno definisali
rekaciju, potrebno je da uvedemo sledec¢i skup oznaka:

e hemijske supstance S = {A, B,C'}

e hemijska stanja C' = {(1,1,0);(0,0,2)}
(objekti koji se pojavljuju pre i posle strelice reakcije)

e hemijske rekacije R = {(1,1,0) & (0,0,2)}

Takode uvodimo i stohiometrijske koeficijente, kao broj molekula koji u¢estvuju u
reakciji. Oni pripadaju skupu hemijskih kompleksa i direktno mozemo uo¢iti njihov
broj. (U prvom kompleksu, stojiometrijski koeficijenti za supstance A i B su 1, dok
je za supstancu C' to 0)

U naSem prvom primeru smo imali 3 supstance, dok u uopstenom slucaju ih
imamo N, pa bi tako nas skup hemijskih pojmova izgledao:

[ ] S = {51,52,...,5]\[}
o C'={y} CNV

o R={y e Yy € Gy > 0}

Takode uvodimo stohiometrijske koeficijente, kao broj molekula koji ucestvuju u
datoj reakciji. Oni pripadaju skupu hemijskih stanja i mozemo ih direktno procitati
iz definicije. Naime, u prvom skupu stanja, stohiometrijski koeficijenti za A i B
imaju vrednost 1, dok u drugom stohiometrijski koeficijent za C' ima vrednost nula.

U zadatom primeru imamo 3 hemijske vrste, dok ih u generalnom slu¢aju ima
N, pa tako skup hemijskih pojmova izgleda:

S ={51,5, .Sy}, C={y} CNViR={y. 2y 1y, yw € C k, > O}

Definicija 1 (Sistemi hemijskih reakcija) Uredena trojka {S, C; R} se naziva sistem
hemijskih reakcija ako su zadovoljena sledeca tri uslova:

e Za svako S; € S, postoji najmanje jedno stanje y € C ¢iji je stohiometrijski
koeficijent y; striktno pozitivan;

e Ne postoji trivijalna reakcija y — y € R za neko stanjey € C

e Za bilo koje y € C, mora da postoji vy € C tako da iliy — 3y € R ili
y —vy€R.

1.1.1 Modelovanje hemijskih reakcija. Zakon dejstva masa

Za hemijske sisteme fundamentalan princip za prevodenje hemijskih reakcija u
odgovarajuéi skup jednacina je dat zakonom dejstva masa. U prostoj (elementarnoj)
reakciji oblika:

reaktanti —— proizvodi reakcije (1.1)
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stopa stvaranja proizvoda reakcije zavisi od koncentracije dostupnih reaktanata i
takode je okarakterisana konstantnom stopom k. Stopa potrosnje reaktanata takode
sledi iz ove veze.

Oznacicemo koncentraciju supstance A sa A(t) > 0. Ukupna stopa promene
koncentracije supstance A ¢e imati doprinos od svoje proizvodnje i/ili potrosnje
zbog svake hemijske reakcije koja je ukljucuje:

dA n n

o= + ;(Smpa stvaranja); — z'Zl(s.topa potrosnje);. (1.2)

Hemijska reakcija formira matematicki model u vidu obi¢ne diferencijalne jednacine
prvog reda, i to po jednu za svaku hemijsku supstancu iz skupa {4, B,C,...}, a
hemijske funkcije ¢e biti polinomi u terminima proizvoda reakcije dobijenih od reak-
tanata.

MozZemo da sumiramo osnovne forme hemijskih reakcija i odgovarajuc¢ih jed-
nac¢inu koje su dobijene primenom zakona dejstva masa.

e Konstantna proizvodnja: jedinjenje A se proizvodi u sistemu sa kontant-
nom stopom k.

dA

==

Ovo se naziva reakcija nultog reda, posto stopa ne zavisi od koncentracije bilo

koje od supstanci, k = k-1 = kA",

) k
izvor — A — k

e Razgradnja: supstanca A se razgraduje pri stopi k (A se razlaze i ne javlja
se viSe u sistemu u ovom obliku)

dA

AL proizvodi razgradnje — o= —k-A

Ovo se zove rekacija prvog reda, posto stopa zavisi linearno od koncentracije
jedinog reaktanta.

e Transformacija: supstanca A je utroSena za proizvodnju supstance B

dA dB
A5 B == kA, == +kA
- — a BT

Ovo je najprostiji reakcioni ,sistem”, u koji su uklju¢ene samo dve razlicite
koncentracije usled jedne jedine reakcije.

e Reverzibilna transformacija: A se transformise u B i obratno

) dA dB
AZB — Y pAvkB kA kB
ko dt dt

U ovom sistemu, stopa stvaranja svake od supstanci je dobijena sumiranjem
stope rekacije koja je stvara i oduzimanjem stope koja je trosi.
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e Formiranje jedinjenja: reaktanti A i B proizvode supstancu C

k dA dB dcC

Stopa stvaranja proizvoda reakcije C' je proporcionalna proizvodu koncen-
tracija reaktanata, Sto proizilazi iz probabilistickog opisa sudara nezavisnih
molekula, vidi [14]. Verovatnoca stvaranja molekula C' se povecava kada se
jedna od koncentracija A ili B povecava (i jasno je da se reakcija nece odvijati
ako je jedna od njih ne postoji, ta¢nije kada je A = 0 ili B = 0). Medutim,
ako pretpostavimo da su A i B iste supstance, tada prateé¢i prethodne korake
dobijamo:

A+AS 0 o 24-5c¢
odakle slede jednacine:

ac dA
— = +kA? ali — # —kA%
7 +kA“ ali o #* —k

Jednacina za stopu stvaranja supstance A ne moze biti ispravna, jer bi oda-
tle sledilo da A i C' imaju istu stopu promene samo razli¢itog predznaka,
dok znamo da su za formiranje jednog molekula supstance C' potrebna dva
molekula supstance A. Ovo je problem ,duplog brojanja” i to ¢emo pojasniti
u nastavku.

e ViSestruki proizvodi: n molekula supstance A i m molekula supstance B
reaguju kako bi proizveli p molekula supstance C' i ¢ molekula supstance D:

nA+mB i>1!)C’—|rqD

Kako bismo bili u moguénosti da resimo prethodni deo, uvodimo pojamo reak-
cione stope:

reakciona stopa = —stopa potrosSnje jedne jedinice reaktanta

= +stopa stvaranje jedne jedinice proizvoda reakcije

Tada za primer viSestrukih proizvoda reakcije imamo da:

1dC 1dD 1dA 1dB
Stopa p dt q dt n dt m dt
i mozemo imati sledeé¢e jednakosti:
A B
reaktanti: A = —nkA"B™, B = —mkA"B™
dt dt
ac dD
proizvodi rekacije: i pkA"B™, o qkA"B™

Posledi¢no, stopa promene za A u reakciji 24 LN/ je sada ispravno data slede¢im
izrazom:

dA
— = —2kA?
dt

Posle uvodenja zakona dejstva masa mozemo da nastavimo sa procesom modelo-
vanja.
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1.2 Sistem jednacina reakcija difuzije

Sistemi reakcije difuzije (RD sistemi) predstavljaju matematicke modele koji
odgovaraju raznim fizickim pojavama, od kojih je naj¢eséa promena koncentracije u
vremenu i prostoru odredenih supstanci prilikom hemijskih reakcija. Usled toga, dati
sistemi su veoma zastupljeni u hemiji. Medutim, oni mogu da opisuju i dinamicke
procese ,ne-hemijske” prirode, i to u oblastima biologije, geologije, fizike itd.

Sa matematicke tacke gledista, RD sistemi imaju oblik semilinearne paraboli¢ne
PDJ, koja se predstavlja slede¢im opstim oblikom:

d;c = DV?c + R(c), (1.3)

gde c(z,t) predstavlja vektor funkciju koncentracija, koji zavisi od prostorne pro-
menljive z i vremenske promenljive ¢, D je dijagonalna matrica sastavljena od di-
fuzionih koeficijenata i R kao vektor reakcija koji zavisi od c(z, t).

Ako difuziona matrica D zavisi od vektora funkcija c(z,t), tada izraz (1.3) pred-
stavlja nelinearni RD sistem. Sa druge strane, ako je matrica D konstantna matrica,
izraz (1.3) predstavlja linearni RD sistem.

1.3 Modelovanje difuzije

Pretpostavimo da su hemijske supstance koje odgovaraju skupu hemijskih reak-
cija {S,C, R} sadrzane u ograni¢enom skupu Q C R", sa glatkim rubom 0. Sa
druge strane, ozna¢imo sa c(x,t) = (¢i(z,t),...,cn(z,t)) vektor koncentracija, gde
je ¢;(z,t) koncentracija supstance S; u trenutku ¢ > 0 u z € Q. Svaka od supstanci
S; po pretpostavci difunduje u €2 sa striktno pozitivnom konstantom difuzije d; > 0.
Odgovarajuéi sistem reakcije difuzije tada ima oblik:

%c —DAc=R(c), (z,t)e QxR (1.4)

gde je difuziona matrica D = diag(dy, ..., dy) pozitivno definitna. Primenom zakona
dejstva masa, reakcioni vektor R(c) je modelovan na slede¢i nacin:

|R|

R(c) =Y k" (4. —y) (1.5)

gde ¢V = Hz]L c™ i gde k, > 0 oznadava konstantnu stopu r-te reakcije. Sistem
(1.4) je povezan sa nenegativnim pocetnim uslovima co(x), (c;o >0 Vi € {1,..., N})

i homogenim Nojmanovim grani¢nim uslovom:

c(x,0) =co(x) za x €

1.6
Ve-v=0 (x,t) €02 xRy (1.6)

gde v := v(x) predstavlja jedini¢ni vektor spoljasnje normale u tacki x € 0S).
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U skupu hemijskih reakcija R, sa W oznacavamo matricu Veggajdera (Rudolf
Wegscheider):
W= [(y, — yr)rzl,---,\Rl]T € RIFbN

i m = dim(ker(W)). Ako je m > 0, postoji matrica Q € R™*" tako da vazi:
rang(Q) =m i QR(c)=0 VceRE,

i kolone matrice Q formiraju bazu jezgra ker(W). Stoga, usled pomenutih Noj-
manovih grani¢nih uslova, upotreba matrice Q vodi ka slede¢im zakonima odrazanja
mase za reSenja sistema (1.4):

M
Qé(t):(@é():@ ERm, Vit > 0,
gde € := (¢1,...,0y) 1 G = [, ci%, i M predstavlja pocetni vektor masa. Uvek

mozemo razmotriti bez umanjenja opstosti, da je pocetni vektor masa M nenegati-
van, M € RY,.

1.3.1 Hemijska ravnoteza

U hemijskim reakcijama, kada je konstanta brzine direktne reakcije jednaka kon-
stanti brzine povratne reakcije i kada koncentracije reaktanata i produkata reakcije
ostaju nepormienjeni, moguce je ostvariti takozvanu hemijsku ravnotezu.

U ovom radu, pojam hemijske ravnoteze (ekvilibrijuma) predstavlja veoma bitnu
stvar, njegovo nalazenje i dostizanje je nas glavni zadatak. Kako zelimo da saznamo
koliko brzo ga mozemo dostic¢i, moramo znati pre svega njegovu eksplicitnu definiciju.
Vodeci se oznakama iz prethodnih odeljaka, sada mozemo da definiSemo pojam
ravnoteze, kao i njegove varijacije, razmatrajuc¢i pritom veé¢ obradeni sistem reakcije
difuzije (1.4).

Definicija 2 (Ravnotezno stanje) Posmatrajmo sistem hemijskih reakcija sa reak-
cionim vektorom R definisanog kao u (1.5) i vektorom masa M € RZ,. Tada raz-
likujemo sledece slucajeve:

(a) coo se naziva ravnoteino stanje ako vazi:

R(cs) = 0. (1.7)

(b) cx se naziva ravnotezno stanje saglasno sa partikularnim zakonima odrZanja

k
masa, ako za svaku direktnu reakciju y RER y' u R postoji u R takode i odgo-

varajuca povratna reakcija LN y gde su stope date sa kg, ky > 0 ¢ vazi uslov
kpct, = kyc?. . (1.8)

(¢) € S€ naziva ravnoteZno stanje saglasno sa zakonom odrZanja ukupne mase,
ako za bilo koje stanje y € C' tmamo zadovoljen sledeci uslov

D keli= ) ek, (1.9)
{ryr=y} {s:yi=y}
tacnije ukupni odliv jednak je ukupnom prilivu u co % to za svaku supstancu
Y.
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(d) coo se maziva graniéno ravnoteino stanje ako je co, ravnotezno stanje i ako
m
Coo € ORT,.

Iz prethodne definicije mozemo uociti poredak izmedu razmatranih slucajeva,
tacnije vrsta ravnoteznih stanja i to na sledeé¢i nacin:

(b) € (c) C (a).

1.4 Linearni RD sistemi na normalizovanom domenu

Kao §to znamo, posle modelovanja pojedinih hemijskih reakcija uz pomoé¢ zakona
dejstva masa, koji je predstavljen u odeljku 1.1.1, mozemo dobiti ili linearni ili
nelinearni sistem reakcija difuzije. Ovde ¢emo predstaviti linearni sistem na opstem
domenu, kao i kako tacka ekvilibrijuma (ravnotezno stanje) datog sistema zavisi od
pocetnih uslova i pocetne mase u opstem slucaju.

Koristedi ¢injenicu da je RD sistem invarijantan u odnosu na skaliranje u,y =
A Upew, Sto Ce 1 biti predstavljeno u poslednjem odeljku, mozemo posmatrati opsti
domen € kao skaliran |Q2| = 1, bez gubitka opstosti.

Posmatrajmo slede¢u reakciju (u op$tem obliku):

aU 2 BV (1.10)
B

modelovanu uz pomo¢ zakona dejstva masa i predstavljenu slede¢im linearnim sis-
temom sa homogenim Nojmanovim grani¢nim uslovima:

u — dyAu = —o*u + afv,

Q 1.11

v — dpAv = afu — B3, H ( )
n-Vu=20

’ Q 1.12

n-Vou =0, na o ( )

uz pocetne uslove ug, vy € L™, gde u, v predstavljaju koncentracije supstanci U, V
respektivno. Homogeni Nojmanovi grani¢ni uslovi nam govore da izmedu supstanci
nema interakcije na domenu.

Prethodni linearni sistem (1.11) ¢uva ukupnu masu, odnosno zadovljava zakon
odrzanja ukupne mase:

d

pr Q(ﬁu + av)dr =0 = /Q(ﬁu + av)dr = /Q(ﬁuo + avg)der =M >0 (1.13)
gde M predstavlja pocetnu masu sistema (1.11). Takode, sistem poseduje jedin-
stveno, konstatntno stacionarno stanje, koje obelezavamo sa u, 1 v koji zadovol-
javaju prethodni zakon odrzanja ukupne mase:

Bloo + 0V = M, (1.14)
kao i partikularni zakon odrzanja mase:

Qoo = PUno. (1.15)
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Uocavamo da izrazi (1.14) i (1.15) odreduju stacionarno ravnotezno stanje. Nje-
gova jedinstvenost je posledica monotonosti entropijske disipacije, koja ¢e biti pred-
stavljena u nastavku.

Razlikujemo dva sluc¢aja u zavisnosti od o¢uvane ukupne mase i od znaka pocet-
nih uslova:

1. Posmatrajmo pocetne uslove ug, vg € L sa pocetnom, ukupnom masom M =
0. Tada je ukupna masa fQ(ﬁu+av)dx = ( za svako t i u ovom slucaju imamo
da us = v = 0. U tom slucaju ocekujemo da

(u,v) — (0,0) kad t— +o0

Posebno, ovaj slucaj se pojavljuje kao linearizacija nelinearnog RD sistema u
blizini ravnoteznog stanja, pa u i v predstavljaju poremecaje (perturbacije)
koncentracija u odnosu na ravnoteznu, 4 = a — s 1 v = b — by.

2. Posmatrajmo nenegativne pocetne uslove ug, vg > 0 i pozitivnu inicijalnu masu
Jo(Bug + avg)dz = M, M > 0. U ovom slucaju, sistem (1.11) poseduje
pozitivno, jedistveno ravnotezno stanje u..,, v, > 0 koje zadovoljava uslov
(1.13). Tada o¢ekujemo:

(U, V) — (Uoo, Vo) kad t — +o00.

Prethodnom diskusijom smo grubo prezentovali slucajeve koji mogu nastupiti
pri razli¢itim poc¢etnim vrednostima sistema (1.11).

1.5 Brzina konvergencije kod linearnog RD sistema

U ovom odeljku ¢e na jednom konkretnom primeru biti prikazan postupak odredi-
vanja brzine konvergencije reSenja RD sistema konstantnom ravnoteznom stanju.
Posmatra¢emo linearizovani RD sistem na ograni¢enom domenu, koji ¢ine dve spreg-
nute jednacine reakcije difuzije, a koji je dobijen linearizacijom polaznog nelinearnog
sistema u okolini konstantnog ravnoteznog stanja.

Posmatrajmo sledeé¢u reverzibilnu hemijsku reakciju:

aA=gB, (1.16)
k

gde a, f € R za dve hemijske supstance A, B opisane koncentracijama a, b na inter-
valu Q = [0,1]. Tada moZemo opisati reakciju sistemom PDJ, ta¢nije nelinearnim
sistemom koji zadovoljava homogene Nojmanove granic¢ne uslove:

0o —dyOppa\  [—a « la®
(atb— d,,amb) = ( 3 —5) ' (kb5> (1.17)
gde su d,,d, € R, konstante difuzije, a [ i k stope koje opisuju brzinu reakcije.
Sistem (1.17) zadovoljava zakon odrzanja mase:

Ba(,t) + ab(z, t) = /Q (Ba(,0) + ab(z, 0))dz = M > 0 (1.18)



1.5. BRZINA KONVERGENCIJE KOD LINEARNOG RD SISTEMA 15

gde M predstavlja pozitivhu pocetnu masu sistema. Takode, sistem poseduje i
jedinstveno ravnotezno stanje (G, boo) tako da vazi:

la® = kb2, (1.19)

i zadovoljava uslov odrzanja mase:
Bl + 0 bog = /(ﬁa(x, 0) + ab(x,0))dx =: M (1.20)
Q

Na$ cilj je da pokusamo da uprostimo sistem (1.17), kako bismo mogli naci
optimalnu stopu konvergencije reSenja. Prvo ¢emo linearizovati sistem u okolini
ravnoteznog stanja:

U=0— U, UV=0b—Dby.

Ovo nas dovodi do sledeéeg sistema PDJ:
Ou —dg - Oppu —aQZagot aﬁkbfo% U
O —dy- O ) — \ aplal;m g0 ) o
—a? apf L0 u
_ .(aﬂ _ﬁ2>.<0 Y)(n). aa

gde je funkcija F = F(as0,bso) = la®, = kb2, Skaliranjem sistema (1.21), §to ¢ée biti
objasnjeno u poslednjem odeljku, dobija se sledec¢i sistem PDJ:

Ou — dgOpu  (—a* af u
((‘Zv — dbamv) o ( af —p2) \v (1.22)
Sistem (1.22) moze biti reSen primenom Furijeovog metoda razdvajanja promenljivih.

Na taj nacin se dolazi do Laplasovog karakteristicnog problema sa Nojmanovim
grani¢nim uslovima na intervalu Q = [0, 1]:

Pz = )\k 2

Za detaljnije objasnjenje videti literaturu [1], [2]. Posle krace ra¢unice dobijamo da

su karakteristi¢ni koreni A\, = —(k7)?, a karakteristi¢ne funkcije ¢ = cos(kwz), gde
k=0,1,.... To nas dovodi do novog oblika skupa resenja:
u(a,t) =Y uF(Opi(x), vz, t) = " (k) (1.24)
k=0 k=0

Sto nam daje novi sistem koji zavisi od brojaca k. Dobijeni sistem PDJ se, zbog
linearnosti i homogenosti u odnosu na karakteristi¢ne funkcije ¢, moze rastaviti
sisteme ODJ prvog reda:

k 9 k
Oy (?;k) = (daA(I;B “ db)\kaé ﬁ2> : (?;k) (1.25)
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koje mozemo da resimo odredivanjem karakteristicnih korena matrice sistema Ay:

g — d, N\ — o af
b af dp A, — 52 '

Karakteristi¢ni koreni se mogu prikazati u obliku:

T T2
,LLLQ(]{:) = 5 :l: Z — A,

gde su:
7= (dy + dp) M — (@ + %),
A = dudy)i — M\ (do 82 + dpa®) >0
i na nama je da ih dalje analiziramo u cilju odredivanja brzine konvergencije.
U zavisnosti od razli¢itih vrednosti brojaca k, dobijamo razli¢ite vrednosti karatk-

eristi¢nih korena koji opisuju potencijalnu stopu konvergencije. Konkretno, za k = 0
imamo:

Ml(o) =0,
12(0) = —(a* 4+ %) < 0,

gde p1(0) = 0 odgovara zakonu odrzanja mase. Za k = 1 dobijamo:

dy+dy 5 a*+
J— 7T JE—

(1) = —== o PV (da = dy) + 02 = )[4+ 0252 <0,
pa(1) = ; e O ; S = d) @ = PRI B < 0.

Stopa konvergencije data je minimumom od |pq(1)] 1 |p2(0)]. Jednostavnom proverom
mozemo utvrditi sledec¢i poredak:

) 042 62
()] > p2(0)] = 77> — + —
dy d,
o2 2
(= Fr*> -t pre skaliranja)
b a

i stopa konvergencije zavisi od netrivijalnog poretka reakcionih parametara, di-
fuzionih konstanti i geometrijskih parametara domena.

Mozemo razlikovati nekoliko sluc¢ajeva, u zavisnosti od vrednopsti difuzionih kon-
stanti:

1. Jednaki parametri difuzije d, = d, = d usled ¢ega je |u1(1)| = dn?. U ovom
slucaju, vrednost p;(1) ne uti¢e na ostale parametre, ve¢ samo na difuzioni
deo jednacine.

2. Jedna od difuzionih konstanti je nula (d, = 0 ili d, = 0). Ovde imamo ekspo-
nencijalnu ocenu sa stopom koja uklju¢uje ostale pozitivne difuzione delove
jednacine date reakcije.
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3. Potpuno odsustvo difuzije (d, = d, = 0). U ovom slu¢aju imamo sistem od
dve obic¢ne diferencijalne jednacine ¢iji su karakteristi¢ni koreni:

)‘1 = 07 )\2 = —042 - ﬁza

gde prvi od njih odgovara zakonu odrzanju mase, a drugi predstavlja trazenu
stopu konvergencije.

Na ovom mestu je vazno i detaljnije analizirati strukturu karakteristi¢nih korena
p12(k). Sa povecanjem vrednosti brojaca k i difuzionih konstanti d, i dp, vrednosti
karakteristi¢nih korena opadaju. Buduéi da je ui2(k) < 0 (jednakost vazi samo
za koren koji odgovara zakonu odrzanja mase), a da nas zanima optimalna stopa
konvergencije reSenja, koreni koji se dobijaju za £ > 1 nisu od znacaja za nasu
analizu. Dodajmo da je ovo u saglasnosti sa fizickom interpretacijom jednacina
difuzije: sa povecanjem konstanti difuzije d, i d, povecava se ,brzina” kojom se
sistem homogenizuje, odnosno dospeva u stanje u kom koncentracije v i v prakti¢no
ne zavise od prostorne promenljive z. To znaci da se prostorna komponenta moze
smatrati tranzijentnom i da se celokupna analiza brzine konvergencije moze osloniti
na sisteme ODJ koji se dobijaju gore opisanim postupkom.
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Glava 2

Entropijski metod

Entropijski metod je poslednjih godina znatno napredovao i prosirio svoju u-
potrebu u razumevanju skalarnih linearnih i nelinearnih jednacina difuzije. Ideja
entropijskog metoda je da proucava ponasanje trajektorija disipativne diferencijalne
jednacine, koja predstavlja model odredene hemijske reakcije. Metod se sastoji iz
trazenja odgovarajuce nenegativne Ljapunovljeve (Lyapunov) funkcije i njene disi-
pacije. Izmedu njih je potrebno uspostaviti odredenu vezu i formirati takozvanu
entropjisku nejednakost, koja nas posle vodi do stope konvergencije resenja sistema.

Entropijski metod tezi da kvantifikuje konvergenciju ka ravnoteznom stanju, ko-
riste¢i funkcijske nejednakosti, koje se kvantitativno odnose na entropiju i njenu
disipaciju u vremenu. On predstavlja nelinarni metod koji, u principu, izbegava
bilo koju vrstu linearizacije i stanju je da obezbedi eksplicitno izracunljivu stopu
konvergencije. Sa druge strane, zasnivajuc¢i se na funkcijskoj nejednakosti, a ne
na posebnim diferencijanim jednac¢inama, ima prednost da bude prili¢no robusna u
odnosu na varijacije modela.

Najveca razlika izmedu entropijskog metoda i tehnike linearizacije je u tome sto
linearizacija posmatra ponaSanje reSenja u okolini tacke ravnoteze, dok entropijski
metod obuhvata celokupnu sliku ponasanja resenja.

Govoreci o samoj entropiji, sa matematicke strane ona predstavlja konveksnu
Ljapunovljevu funkciju koja raste sa vremenom. Veoma je vazno istaé¢i da je veoma
korisna u primeni na razne matematicke oblasti, kao Sto su globalna egzistencija i
ogranicenost za sisteme reakcije difuzije, sisteme unakrsne difuzije, kao i u dokazi-
vanju jedinstvenosti slabog resenja za difuzionu jednac¢inu [3]|. Za izbor entropije ne
postoji opsti postupak. On zavisi od strukture jednacina koje se analiziraju. Uobica-
jeni izbor funkcije entropije predstavlja kvadratna i logaritamska funkcija odredene
forme, koje odgovaraju linearnom, odnosno nelinearnom sistemu PDJ.

Predstaviécemo u nastavku glavne elemente entropijskog metoda, primenjujuéi
ga na osnovni model hemijske reakcije. Kroz resavanje homogenog Nojmanovog
problema za jednacinu provodenja toplote na ograni¢enom domenu (vidi 2.1.1), pred-
stavi¢emo i osnovne pojmove. Obraden je i niz razli¢itih primera, koji daju rezultate
razli¢ite tacnosti. Zatim, uvideéemo i odredene sli¢nosti sa metodom linearizacije,
u vidu istovetne stope konvergencije za isti model.

19



20 GLAVA 2. ENTROPIJSKI METOD

2.1 Entropijski metod za sisteme hemijskih reakcija

Entropijski metod je veoma koristan prilikom dokazivanja konvergencije resenja
evolucionih jednacina ka ravnoteznoj tacki. Ovde, glavna primena bi¢e prezentovana
na teoriji hemijskih reakcija.

Posmatrajmo tako slede¢i primer:

0.f(t) = F(f)(t), f:]0,00) =R, ¥t >0 (2.1)

sa pocetnim uslovom f(0) = fy. Stanje f., se naziva stanje ravnoteze, ako je ono
vremenski nezavisno reSenje jednacine (2.1):

F(fx) =0. (2.2)

Interesantno je istraziti da li trajektorija f(¢) od evolucione jednacine (2.1) kon-
vergira ka ravnoteznom stanju f., kada vremenska promenljiva ¢ neogranic¢eno raste,
t — +o00. Postoji nekoliko vaznih pitanja na koja treba dati odgovor:

1. Osnovno pitanje: Da li trajektorije konvergiraju ka tacki ravnoteze kada t —
+007

2. Visestruka ravnotezna stanja: Ka kojoj tacki ravnoteze je obezbedena konver-
gencija, ako je moguée da ih ima vise od jedne?

3. Stopa konvergencije: Koliko brzo se dostize ravnotezno stanje?

2.1.1 Primena na jednacinu provodenja toplote

U ovom odeljku Zelimo da predstavimo entropijski metod i to kroz dokazivanje
konvergencije ka ravnoteznom stanju za jednacinu provodenja toplote sa homogenim
Nojmanovim grani¢nim uslovima.

Neka je Q C RY ograni¢eni domen sa C' granicom. Razmatracemo jednacinu
provodenja toplote za funkciju u(x,t):

u—Au=0 na
O,u=0 mna 0N
u(z,0) =ug(x) na Q
gde v := v(x) predstavlja spoljasnju normalu jedini¢nog vektora u tacki x € 0f).
Ravnotezno stanje u () zadovoljava jedna¢inu —Aus, = 0 na Qi Oyus = 0
na 0f). Tada vidimo da bilo koja konstanta funkcija u., = const. predstavlja jedno

stanje ravnoteze.
Medutim, primetimo da iz jedna¢ine u; — Au = 0, nakon integracije nad {2

dobijamo:
8t/ud:c—/Audx:0.
Q Q

Koriste¢i i homogene Nojmanove grani¢ne uslove imamo da fQ Audr = 0. Tada

sledi da:
Oy / udx =0
Q
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1 posledi¢no vazi:
/ u(zx, t)dr = / uo(x)dx, ¥Vt > 0. (2.3)
Q Q

Izraz (2.3) predstavlja zakon odrzanja mase za jednainu provodenja toplote.
To nam daje nagovestaj da ravnotezno stanje takode treba da zadovoljava izraz
odrzanja mase, tacnije treba da vazi:

/Quooc&:/guo(:r)dz.

v,
Uoo = — | up(x)dzx.
0 Jo "o

Nas cilj sada je da dokazemo konvergenciju funkecije u(z,t) ka stanju u., kada t —
+00.

Pre dokazivanja konvergencije, potrebno je da u slede¢em delu rada uvedemo
pojedine definicije neophodne za celokupan postupak.

ili ekvivalentno:

Definicija 3 (Uopstena funkcija Ljapunova) Funkcija V : R™ — R je pozitivno
definitna ako:

1. V(0) =0,
2. V >0 svuda na otvorenom skupu 2 C R™ koji sadrzi 0.

Funkcija V(u) = V(u(t)) za bilo koje resenje u = u(t) datog sistema ODJ 4 = f(u)
je funkcional po t ¢igi je izvod (za dovoljno glatko V') definisan sa:

AV . &RV . oV

Ako je V . R™ — R, funkcija sa neprekidnim izvodima, pozitivno definitna i
% < 0 na skupu Q za bilo koji oblik reSenja u sistema @ = f(u), tada nju zovemo
funkcija (funkcional) Ljapunova za sistem i = f(u).

Lema 1 (Uopstena Gronvalova nejednakost — diferencijalni oblik) Neka je I interval
na realnoj osi oblika [a,0),[a,b) ili oblika [a,b], gde a < b. Neka su 8 i u realne,

neprekidne funkcije definisane na intervalu I. Ako je funkcija w diferencijabilna u
unturasnjosti intervala I (I1°) i zadovoljava diferencijalnu nejednakost oblika:

u'(t) < B(tyult), tel
tada je u ogranicena reSenjem odgovarajuce diferencijalne jednacine (u'(t) = B(t)u(t)):
t
ult) < u(a)exp( | B(s)ds)

za svako t iz intervala I.
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U naSem primeru sa jednac¢inom provodenja toplote, bi¢e nam potreban specifican
oblike Gronvalove nejednakosti, koji ¢emo prikazati u nastavku.

Pretpostavimo da je f : R — R diferencijabilna funkcija. Ako je:
O f(t) < Af(t), Vt>0

tada vazi:

ft) <eMf0) vt>o.

Posebno, kada je parametar A < 0, tada funkcija f(¢) opada eksponencijalno.

Lema 2 (Cizar-Kulbak-Pinskerova nejednakost — CKP) Neka je Q € R domen i
neka funkcije f,g € L*(Q) zadovoljavaju uslov f,g > 0 i [, fdx = [,gdz = 1.
Zatim, neka funkcija ® € C*(R) zadovoljava uslov:

D(s) > (1) + D'(1)(s — 1) + v°(s — 1)* 151

za sve s € R i neko v > 0, gde izraz 1,<1y predstavija karakteristicnu funkciju na
nekom skupu A C R. Na kraju, neka je

Huh) = [ (L) ga

Tada vazi nejednakost:

4
1f = glliie < ?<H@<f) — Ha(g)).
Definicija 4 (Entropijska funkcija) Oznacimo sa || - || uobicajenu normu na L*(Q)

prostoru. Definisemo entropijsku funkciju kao Ljapunovljev funkcional E(u) : [0, 4+00) —
R 7 to:
E(u) = [lu(t) — uoo|?

Racunajuéi prvi izvod entropijske funkcije po vremenu t:

d

—E(u) = 2/(u — Uoo ) Updx = 2/(u — Uso ) Audzr = —2||Vul]?

dolazimo do sledeceg bitnog pojma, a to je entropijska disipacija, koju predstavljamo
u sledecoj definiciji.

Definicija 5 (Entropijska disipacija) Entropijska disipacije je definisana kao nega-
tivna vrednost prvog izvoda entropijske funkcije:

D(u) := —%E(u)

Za nju D(u) =0 <= u = uw, kada funkcija u zadovoljava zakone odrZanja.



2.1. ENTROPIJSKI METOD ZA SISTEME HEMIJSKIH REAKCIJA 23

U naSem primeru, entropijska disipacija je data sa:

D(u) = _%Em) — 2|Vl

Primenom Poenkareove nejednakosti:
IVull* = Mlu — oo ”

dobijamo izraz:

1 2
u—— [ udz| =2\|u— usl]* = 2AE(u).

D(u) = 2|Vul]? > 2\
(u) = 2/|Vu] i

Dobijeni rezultat pruza motivaciju za definiciju entropijske nejednakosti, ¢ime se
zaokruzuje skup osnovnih pojmova entropijskog metoda.

Definicija 6 (Entropijska nejednakost) Entropijska nejednakost predstavljena je sle-
decim izrazom:
D(u) 2 A(E(u) — E(uc)),

gde funkcija ® ima sledeca svojstva:
e O(u)=0 < u=0,
o O(u) >0,
za svaku funkciju u koja zadovoljava zakone odrZanja.

Iz primera za jednacinu provodenja toplote imamo:

d
EE(u) = —D(u) < —2\E(u),

pa upotrebom Gronvalove leme imamo:
E(u)(t) < e7*"E(u)(0),

ili ekvivalentno:
[u(t) = tioo]] < €M [lug — uso-

Time smo dokazali konvergenciju resenja toplotne jednacine ka ravnoteznom stanju.
U nastavku ¢emo predstaviti teoremu koja nam daje egzaktnu stopu konvergencije.

Teorema 1 Trajektorije u(x,t) jednacine provodenja toplote sa homogenim Noj-
manovim granicnim uslovima konvergiraju eksponencijalno ka tacki ravnoteZe oo
sa stopom konvergencije \, gde je A konstanta iz Poenkareove nejednakosti.

Napomenal Kao sto moZzemo da vidimo, entropijski metod se bazira na odredenoj
funkcionalnoj nejednakosti, koja nije u vezi sa poc¢etnom PDJ, i koja predstavlja en-
tropijsku nejednakost. U nasem specificnom slucaju koji se tic¢e jednacine provodenja
toplote, koristili smo Poenkareovu nejednakost, ¢ija konstanta predstavlja stopu kon-
vergencije ka ravnoteznom stanju.
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2.1.2 Opste karakteristike entropijskog metoda

Videli smo kako je entropijski metod primenjen na jednostavan primer jednacine
provodenja toplote. ITako je bilo prilicno lako uspostaviti entropijsku nejednakost,
dati metod se uvek sastoji od istih koraka za bilo koju hemijsku reakciju opisanu
sistemom diferencijalnih jednacina.

Sada ¢emo postaviti osnovnu ideju primene entropijskog metoda na evolucionu
jednacinu oblika:

atf - F(f)7
koja poseduje jedinstveno stanje ravnotezno stanje f., i zadovoljava zakon odrzanja
mase. Metod se sastoji iz nalazenja slede¢ih koraka:

e odredivanje entropijske funkcije F(f) koja ima svojstvo
E(f) = E(fx) < CIIf = foll,

e odredivanje nenegativne funkcije entropijske disipacije

d

D(f) =~ B(f) 20,

e procena entropijske nejednakosti oblika

D(f) = ME(f) — E(fx)),
koja vazi za svako reSenje f evolucione jednacine.

Ako su navedeni koraci uspesno sprovedeni, tada primenom Gronvalove leme imamo
da E(f)(t) = E(fx) eksponencijalno. Koris¢enjem poznate nejednakosti:

xlogg—x—l—yz (\/_—\/§)2,

dobijamo da f(t) — f. takode eksponencijalno.

Za izbor entropijske funkcije ne postoji opsti postupak. Njen oblik zavisi od
strukture jednacine koja se analizira. NaveS¢emo zato neke od uobic¢ajenih entropi-
jskih funkcija koje se koriste u primeni entropijskog metoda.

e Logaritamska entropijska funkcija
f
E(flf<) = flog = = [ + [,

koju koristimo kod resavanja nelinearnog sistema jednacina reakcije difuzije;

e Kuvadratna entropijska funkcija

B(7lf) = L=

koju koristimo kod reSavanja linearnog sistema jednacina reakcije difuzije.
U nastavku ¢emo objasniti kako entropijski metod funkcionise prilikom primene

na linearni sistem jednacina reakcije difuzije gde, kao $to smo rekli, koristimo kvad-
ratnu entropijsku funkciju.
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2.2 Primena entropijskog metoda na linearni sistem
jednacina reakcije difuzije
Ovde éemo predstaviti osnovnu ideju entropijskog metoda na linearni sistem
PDJ. U nastavku ¢emo videti da je nemogucée to uciniti za sisteme PDJ-a reda
veceg od 3, pa ¢itav problem svodimo na sistem ODJ, izuzimajuci pritom difuzioni
faktor.

Kada govorimo o linearnom sistemu PDJ, vazno je naglasiti da on poseduje jednu
dobru osobinu. Naime, bilo koja funkcija ® € C? koja zadovoljava uslove:

o ® je konveksna funkcija;
o O(0) =0;
o d(2) >0 < x> 0;

moze predstavljati entropijsku funkciju. Nakon primene test funkcije na sistem
jednacina (1.11), tacnije:

uy — dyAu = —au + afv,

v — dyAv = afu — [0,

funkcijom @’ i integracijom na oblasti 2, imamo:

/Qutcb'(u)dx — da/QqD’(u)Audx = / ' (u)(—au + afv)dz

Q

/Q 0 (v)dz — dy /Q &' (v) Avdz = /Q o' (v)(afu — f20)dx

Tada, koriste¢i parcijalnu intergaciju nad skupom €2 i sumiranjem prethodnih jed-
nakosti, dobijamo:

d

pr Q(CID(U) + ®(v))dr = —da/QCI)"(u)|Vu| dx —db/QCID"(v)|VU| dx

- [ (@u= u)(a®(w) - 5 (w)de <0,

a znak poslednjeg izraza sledi iz monotonosti funkcije ®'. Uvodeéi sledece oznake
za delove od kojih se entropijski metod sastoji

e FEntropijska funkcija:

e FEntropiyska disipacija:
D(u,v) = da/ @”(u)]Vu]2d$+db/ " (v)|Vv|*dx
Q Q

[ (o= pead ) — v
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imamo sledeéu ocenu:

d

—FE(u,v) = —D(u,v) <0.

B (u,v) = ~D(u,v) <

Ako prethodne korake primenimo koristeéi za funkciju ®(u) = “727 ®'(u) = u, kao
najvise koris¢enu funkciju za linearni sistem jednacina reakcija difuzije, dobijamo:

1
i—/(uz—l—vz)d:v: —da/ |Vu|2dx—db/ |Vv|2dx—/(ozu—ﬁv)2dx.
dt2 Jo 0 0 0

Sada Zelimo da uspostavimo entropijsku nejednakost sa ciljem da nademo kon-
stantu ¢ koja zavisi samo od stohiometrijskih i difuzionih koeficijenata, kao i poc¢etne
mase M, tako da vazi:

D(u,v) > C [E(u,v) — E(too, Voo )] (2.4)

Mozemo videti da nejednakost (2.4) moze vaziti samo u slu¢aju ako vaze zakoni
odrzanja mase. Inace, skup stanja za koje vazi D(u,v) = 0, a to je au = Pv, je vedi
od skupa za koji vazi E(u,v) = E(us, Vs) koji jedino zadovoljava stanje ravnoteze
(Uoo, Voo)-

Obezbedujuéi tako entropijsku nejednakost, mozemo da izvrSimo sledeé¢u pro-
cenu:

d

E(E(u,v) — E(tUoo, Vo)) = —D(u,v) < =C(E(u,v) — E(tso, Vo)),

iz koje, zbog Gronvalove nejednakosti, sledi eksoponencijalna konvergencija ka rav-
noteznoj tacki:

E(u,v) = E(tso, Vo) < e E(ug, v0) — FE(too, Voo)) (2.5)

U slucaju kada koristimo kvadratnu entropiju, entropijsku nejednakost iz (2.5)
¢itamo kao:

da/ ]Vu|2dm—|—db/ |Vv|2dx—|—/(au—ﬁv)2dx > g/(u2—uzo+v2—vgo)dx
Q Q Q 2 Ja

Sto predstavlja ocenu entropijske nejednakosti za slucaj gde je po¢etna masa neneg-
ativna (M > 0) i gde su pocetni uslovi ug, vg € L. U slucaju kada je pocetna masa
jednaka nuli (M = 0), §to se pojavljuje kod razmatranja linearizovane verzije mode-
lovanog nelinearnog sistema, ocena entropijske nejednakosti je uproséena, i svodi se
na:

da/ |Vu|2d$~|—db/ |Vv|2d93+/(au — Bv)?dx > %/(u2 + v?)d,
Q 0 0

Q

gde smo uzeli u obzir pocetne uslove ug, vy € L.
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2.3 Furijeova analiza za domene uopstenog tipa
U ovom delu ¢emo obraditi primer (1.11)
up — dAu = —a*u + affv

v — dpAv = affu — B2

na uopstenom domenu 2. Za reSavanje ¢emo koristiti Furijeovu metodu razdvajanja
promenljivih, kao i poznavanje Laplasovog karakteristicnog problema.

U nastavku sa Ay i ¢y oznacavamo karatkeristi¢ne korene i karatkeristi¢ne funkcije
Laplasovog operatora na ograni¢enom domenu {2 C R", sa homogenim Nojmanovim
grani¢nim uslovima:

Apy = A\ppr na

2.6
n-Vep=0 na 0f) (2.6)

gde je k =0,1,.... Karatkeristi¢ne funkcije treba da budu normalizovane i to tako
da vazi:

/ CrPr = 5kk/, / V@k : V@k/ = —)\k5kk/,
Q Q

gde ortogonalnost gradijenata karakteristi¢nih funkcija Vy moze lako biti testirana
funkcijom ¢y na koju zatim mozemo primeniti parcijalnu integraciju. Povrh toga,
mozemo primetiti da usled homogenih Nojmanovih grani¢nih uslova imamo:

)\0:0 i Yo = ’9’717

i da za svako N\, < 0, gde je k > 0, i sve funkcije ¢y, gde je k > 1, imamo da vazi
sledece:

/gpkdx:\Q\/gokgoodx:(), k=1,2,---
Q Q

Pretpostavljajuéi resenje u obliku Furijeovih redova u = Y ;2 u®(t)py, v =
S oo v (t) gk, 1 uvrstavajuci ga u pocetni sistem (2.6), svodimo problem na sledeci

oblik:

uh\ uk (daN — o? af B
at<vk)—Ak(Uk)a Ak~—( of A — ) k=0,1,...

Za fiksirano k € Ny, karakteristi¢ni problem za matrice A, vodi ka paru karatkeris-
ti¢nih korena p; i karatkeristi¢nih vektora e;, 1 = 1,2:

Ak . 61([€) = M1<k)€1(]€), Ak . 62(]€) == ,UQ(I{?)ez(k), k= 0, ]_, T
Za karatkeristicne korene dobijamo:
(0) =0,  pa(0) = —(a®+ §%) <0,

odnosno, za k =1,2,.. .

d, +d 24 32 1
_ b o 5 +\/

)\k — _(_)\k(da — db) + a2 — 52)2 + 04252 < 0,
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d, +d 2432 1
_ Gt b)\k_Oé ;5 —\/Z(_Ak<da_db)+a2_ﬁ2)2+a262<0'

U opstem slucaju vazi da po(k) < pi(k) i p(k +1) < pi(k) za svako k£ € N.
Za par karakteristi¢nih vektora ej,es imamo da vazi |le;(k)|s = 1 = |lea(k)][2 i
e1(k) - ea(k) =01 e (k) - e2(k) = 0. Konkretno imamo:

0 () - s ()

azak=12...1iza1=1,2 vazi:

11 (k) —dp A +5° 0‘—52 1
ei(k) ~ 0‘15 ~ (”i(k)_ﬁ“”a ) ~ o pilk)=dai+o?
af

usled normalizacije.
Sada mozemo izraziti reSenja sistema (2.6) u terminima karatkeristi¢nih funkcija
¢ 1 karatkeristi¢nih vektora e;(k),i = 1,2 za k € Ny u slede¢em obliku:

u(t =

(1) = e ®) + dOeamla
k=0

gde su koeficijenti ¢*, d* za svako k € Ny sledeéeg oblika:

A (t) = ck(O)e“l(k)t;

d8(t) = d*(0)er2®,

Primer 1 Jednacine reakcije difiuzije.
Posmatrajmo sistem jednacina (1.11) iz ovog poglavlja
u — dyAu = —ou + afv

v — dyAv = affu — v

na uopstenom domenu (2. Nas glavni cilj je da uspostavimo entropijsku nejednakost
i da odredimo optimalnu vrednost konstante A, ta¢nije da vazi:

D(u,v) > ME(u,v) — E(too, Vso))s

D(u,v)
A E(u,v) — E(tso, Vo)

U ovom slucaju za entropijsku funkciju usvajamo kvadratnu funkciju oblika

O(u) = “72 Kako bismo dosli do trazene konstante A, potrebno je da izvrsimo
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minimizaciju razlomka relativne entropijske disipacije, Sto predstavlja desni deo
prethodne nejednakosti:

I = min {

do [o, |Vul*dz + dy [, |Vo[*dz + [, (au — Bv)%l:c]
Bu*+av*=0

fQ u? + v?2

gde je zadovoljen zakon odrzanja mase fu* + av* = 0, za u,v € C*. Sada ¢emo
izracunati potrebne izraze za proizvoljnu vektor funkciju (u,v) sa koeficijentima, c*
i d*. Koriste¢i osobinu ortogonalnosti karatkeristi¢nih funkcija ¢* i d* dobijamo:

/Q o = 3 [Fen(k) + dea(B) = 3 ()2

Zatim, imamo da je:

/|Vu|2 [Pery (k) + d*exn (k /|v90k|2

OO

/\Vv|2 [cFera(k) + dregs(k /\V(p B

Pozivajuci se na to da je fQ ]Vgok\ = — )\, mozemo uociti sledece:

da/ |Vu]2+db/ Vo2 =
Q Q

= S ckes (k) + drea())” <‘d6“’“ B CZ Ak> [Fer(k) + dres(k).

StaviSe, imamo da vazi:

/Q(au — Bu)?dx = /Q (Z‘)T <—O§ﬁ —5035> . (g)

= Sia +dieaml (4 ) 1l + daln)

Kombinujuéi poslednja dva izraza odredujemo brojilac iz izraza za I na sledeé¢i nacin:

da/ |Vu|2dm+db/ |Vv|2dx+/(au—ﬁv)2dx
Q Q Q

= [Fer(k) + drea(k)]T - (—Ay) - [Fer (k) + d¥ea(k)]

- ki (f;)T' (5" ) ()
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Stoga, usled uslova zakona odrzanja

0:[)5u+av:\/m/§261(0)' (:j)’

vazi da je ¢ = 0, pa imamo:

I = min
=0

[ZZOO —pa(k)(c*)? — Mz(k?)(d’“)2]
2 ieo(cF)? + (dF)? ’
Neka su sada [; i l; najmanje vrednosti za koje vazi da su ¢t # 0 i ¢2 # 0, dok
v =0zak=0,---,1—1ick =0zak=0,---,lo—1. Kakoje ui(l1+7) < pi(ly) <0
i p1(la + j) < pi(le) za svako j > 1, dobijamo slede¢u ocenu:

D oney, — i (R)(F)? + 3002, —pa(k)(d¥)?
D ey, (F)2 4300, (dF)?

> min[—puq(ly), —pa(ls)]
> 0.

I = min
c2=0

Pod pretpostavkom da su ¢® =0, d* #0ic* #0,d* #0za k =1,2,..., zakljucu-
jemo da je:
I = min[—p (1), —p2(0)].

Dobijeni opseg za izraz I predstavlja optimalne vrednosti za potencijalnu stopu
konvergencije reSenja. Sto je vrednost manja, imac¢emo brzu konvergenciju.

Napomena 2 U najboljem moguéem sluc¢aju bismo imali da je

I'= min[—pu (1), —p2(0)].

Tada bi stopa konvergencije biti ista kao i u slu¢aju iz odeljka 1.5, gde smo primenili
tehniku linearizacije, samo sa skaliranim domenom €2. Koristeé¢i oba pristupa, pro-
cena stope konvergencije je ista i na nama je da odlu¢imo koji éemo metod koristiti.

Entropijski metod se bazira na funkcionalnoj nejednakosti (entropijska nejed-
nakost) koja obi¢no nije povezana sa pocetnim evolucionim sistemom. Ta osobina
metod ¢ini teskim za generalizaciju. Kada je jednom dokazana, ista nejednakost
moze biti koriS¢ena i za neki drugi sistem koji ima na neki nacin sli¢nu entropijsku
funkciju i entropijsku disipaciju.

Takode, entropijski metod nam opisuje ponaSanje resenja na celom domenu, dok
kod metode linearizacije ponasanje reSenja mozemo oceniti samo u nekoj ,maloj”,
odnosno ogranic¢enioj okolini tacke ravnoteze. To predstavlja najvecu razliku izmedu
ta dva metoda.

2.4 Bakri-Emerijev metod

Godine 1958. nauc¢nici D. Bakry i M. Emery pronagli su jednostavan nacin za
dokazivanje entropijske nejednakosti [3]. Medutim, taj postupak je bio primenljiv na



2.4. BAKRI-EMERIJEV METOD 31

ogranicen skup sistema diferencijalni jednac¢ina. Naime, za funkciju ® iz Definicije 6
izabrali su funkciju ®(z) = x. Njihova klju¢na ideja je bila da izvre procenu drugog
izvoda funkcije entropije, ta¢nije prvog izvoda funkcije koja predstavlja entropijsku
disipaciju. Pokazali su da pod odredenim uslovima, odnosno za odredene sisteme,
vazi slede¢a nejednakost:

d
SD(f) < —kD(), 2.7

koja je odrziva zbog konstante k > 0.

Ideja Bakri-Emerijevog metoda ucinila je lak$im racunanje brzine konvergen-
cije sistema ravnoteznom stanju. Ako mozemo uspostaviti nejednakost u obliku
(2.7), primenjujuéi pritom ve¢ videne korake iz primera jedna¢ine provodenja toplote
dolazimo do reSenja, tacnije do eksplicitno izracunljive stope konvergencije polaznog
sistema.

Vazno je ista¢i da je primena Bakri-Emerijevog metoda pri resavanju sistema
parcijalnih diferencijalnih jednacina izuzetno slozena. Za sisteme reda veceg od 3,
dokazano je u radu [8] da je veoma robusna, gotovo nemogucéa kalkulacija stope
konvergencije sistema.

2.4.1 Primeri primene Bakri-Emerijevog metoda

U nastavku ¢emo primenu Bakri-Emerijevog metoda ilustrovati na nekoliko pri-
mera. Buduéi da je njegova primena u analizi PDJ sloZena, ogranici¢emo se na
analizu sistema ODJ. lako je time primena Bakri-Emerijeovog metoda znacajno
limitirana, treba imati na umu da se sistemi jednacina reakcije difuzije, u sluc¢aju
velikih vrednosti difuzionih konstanti, posle tranzijentnog inicijalnog vremenskog
intervala mogu dobro aproksimirati sistemima ODJ u vremenskom domenu.

Primer 2 Primena entropijskog metoda na sistem OD.J.

Posmatrajmo reverzibilnu reakciju sa jednim reaktantom i jednim proizvodom

reakcije:
k1
a U = asV,
ko

sa direktnim i povratnim konstantama brzine reakcije £y = ko = 1, a parametri
aj, ay predstavljaju stohiometrijske koeficijente. Oznacimo sa u(t), v(t) koncentracije
supstanci U, V' respektivno. Koristeé¢i zakon dejstva masa, reakciju mozemo opisati
nelinearnim sistemom ODJ:

u' = —aju™ + a;v®
, B " t>0.
v = au™t — au™?

sa pocetnim uslovima:
u(0) =ug >0, v(0)=1vy>0.
Uoc¢imo da prethodni sistem zadovoljava zakon odrzanja masa:

asu(t) + ayv(t) = agu(0) + a1v(0) = M >0, Vt>0



32 GLAVA 2. ENTROPIJSKI METOD

gde sa M oznacavamo pocetnu masu. Takode, sistem poseduje jedinstveno ravnotezno
stanje (Ueo, Uso) koje zadovoljava zakon odrzanja ukupne mase, kao i uslov partiku-
larnog zakona odrzanja mase:

A2Upg + A1V = M,

ar __ ,,a2
usl = ve2.

Mozemo primetiti da bi izostavljanjem uslova partikularnog zakona odrzanja mase,
navedeni sistem bi imao beskona¢no mnogo stacionarnih stanja. Postavlja se pitanje
da li koncentracije v i v konvergiraju stanju ravnoteze kada ¢t — +o0.

Teorema 2 Postoji konstanta A > 0 koja zavisi od pocetne mase M, tako da vazi:
[u(t) = ttoo| + [0(t) = voo| < €™ (Juo — o |* + v — vec|*)

Dokaz. MnoZeéi jednacine sistema sa funkcijama log(u) i log(v) respektivno, dobi-
jamo:

(ulogu — u)y = —ay (u™ —v*)logu,

(vlogv —v); = ag(u™ — v*?)logw.

Sumiraju¢i date jednacine dobijamo:

ut

2 (wlogu — logv — v) = —(u® — %) log —
dt(uogu u+vlogv —v) (u v )ong,

pa iz datog izraza izdvajamo i definiSemo entropijsku funkciju i entropijsku disipaciju
na sledéei nacin:

e Entropijska funkcija: E(u,v) :=ulogu —u+vlogv — v,
e Entropijska disipacija: D(u,v) := (u™ — v"2)log “..
Primetimo da je D(u,v) = 0 <= (u,v) = (Ueo, Vo), Sto nam daje nadu da

¢e konvergencija moé¢i da se dokaze. Sada, saglasno definiciji funkcije entropije i
entropijske nejednakosti, dobijamo:

d
——F =D <
S B(u,0) = Dlu,v) <0

Da bismo pokazali konvergenciju ka tacki ravnoteze, potrebne su nam dve veoma
korisne ocene koje se odnose na relativnu entropiju:

L E(u,v) — E(too, Vo) = ulog = — 1 + Use + v10g ;5= — ¥ + e

2. BE(u,v) — E(Uoo, Voo) = C(Ju — uso)® + v — v |?).
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Druga po redu ocena nam daje konvergenciju entropijske funkcije F(u,v)(t) —
E (oo, Voo ) kada t — 400 1 posle ¢ega direktno sledi i konvergencija resenja ((u,v) —
(Uoo, Uso)). PoSto znamo da vazi:

d
dt
zelimo da dokaZzemo entropijsku nejednakost sledec¢eg oblika:

D(u,v) >k (E(u,v) — E(too, Voo ))-

(E(u,v) — E(tso, Vo)) = —D(u,v),

Kako bismo bismo dokazali poslednju nejednakost, koristi¢cemo ideju Bakri-Eme-
rijevog pristupa — ispitiva¢emo ponasanje drugog izvoda relativne entropije F(u,v)—
E(ts, Vs ), 0dnosno ponasanje prvog izvoda entropijske disipacije D(u,v). Nas cilj
je da nademo odnos izmedu entropijske disipacije i njenog prvog izvoda, kako bismo
mogli da lakom primenom Gronvalove leme dobijemo eksplicitnu stopu konvergencije
reSenja.

Nakon izra¢unavanja prvog izvoda funkcije D(u,v) u nadi da moZemo da pri-
menimo Bakri-Emerijev metod, mozemo napraviti sledece ocene:

iD(u U) = _(ual - UGQ)(CLQUM_I —+ aQU‘”_l) log u_‘ll _ (ual _ va2)2(a_% + a_%)
dt ' ? Che u v’ (2.8)

< —k D(u7 U)a
gde je ¢ > 0. Izraz a?u® ' + a2v®~! ne moze biti nula, osim u slu¢aju kada su u
i v jednaki nuli istovremeno, $to predstavlja trivijalan sluc¢aj. Kako smo u postavci
ovog primera uzeli u obzir striktno pozitinu po¢etnu masu (M > 0), izbegli smo

mogucnost trivijalne situacije.
Primenom Gronvalove leme na nejednakost (2.8), dobijamo:

D(u,v) < e ¥ D(u,v) =0 kada t— +oo.

Uzimajuéi u obzir nejednakost (2.8)

d
ED(U,U) < —k D(u,v)
nas sledeéi zadatak je da integralimo dati izraz od ¢ do +o00. Koristeéi ¢injenicu da
je D(u,v)(+00) = 01 da vazi E(u,v)(+00) = E(teo, Vo), dobijamo sledece:
_D(u7 U) < —k (E(ua U) + E(uom Uoo>>7

odnosno:
%(E(u,v) — E(tUoo, Vo)) < =k (E(u,v) — E(Uso, Uoo))-

Primenom Gronvalove leme imamo:
(E(u> U) - E(uoo; voo)) < eikt(E(uoa UO) - E(UOO, UOO))

sto nam daje konvergenciju entropijske funkcije E(u,v) = E (s, Vo) kad t — +00.
Na samom kraju, primenom procene 2 za relativnu entropiju, dobijamo konvergen-
ciju reSenja sa konstantnom stopom o = g gde pritom znamo da je 0 < k < 1:

(U, 0) = (Uoo, Vo). A
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Napomena 3 Razmotrimo specijalan sluc¢aj prethodnog primera, gde su stohio-
metrijski koeficijenti a; = 2 i as = 1. Zelimo sada da pokazemo da u tom slucaju
mozemo odrediti egzaktnu konstantu konvergencije resenja. Posle uvrstavanja vred-
nosti za a; i ap u (2.8), dobijamo:

%D(u, o) = —(4u + 1) D(u, v) — (u — v)Q(% + %) <1-Dwov) (29

4
u

Koristeci ¢injenicu da je izraz 4u + 1 > 1 i da je tada (u® — v)*(
smo da izvrSimo sledec¢u procenu:

+ 1) > 0, u stanju

%D(u,v) < —1-D(u,v). (2.10)
Pratec¢i korake iz primera (2.8), dolazimo do zaklju¢ka da funkcija entropije kon-
vergira ka svom stanju ravnoteze sa konstantom 1, kada vremenska promenljiva ¢
tezi u beskonacnost. Nakon primene Cizar-Kilbak-Pinkserove nejednakosti (Lema
2), vidimo da resenje (u, v) pocetnog sistema konvergira ka tacki ravnoteze (oo, Voo )
sa stopom konvergencije %

U ovom delu smo videli da je koriséenjem Bakri-Emerijevog metoda moguée doci
do entropijske nejednakosti na relativno jednostavan nacin. UopSteno govoreci, to
predstavlja najtezi, kljuéni korak u dolazenju do reSenja. U narednim primerima,
imac¢emo mogucénost da vidimo kako se proces komplikuje, i kako samo u malom
broju slucajeva mozemo doé¢i do resenja koriste¢i pomenuti metod.

Napomena 4 Prirodno je razmisljati o primeni Bakri-Emerijevog metoda na reak-
cije opisane sistemom parcijalnih diferencijalnih jednacina, ukljucujuéi difuziju u
proces. U tom slucaju, koncentracije neée zavisiti samo od vremenske, ve¢ i od
prostorne promenljive. Tada imamo sledeéi sistem:

Ouu(z,t) — dyAu(z,t) = —ay (u(x, t)™ — v(z, 1))

Ow(x,t) — dyAv(z,t) = ag(u(x, )™ —v(z,t)*?)
Usled pojave prostorne promenljive z, Bakri-Emerijev metod nam nije od pomo¢i —
previSe je komplikovano izracunati stopu konvergencije resenja sistema. Medutim,

razvijen je postupak izraCunavanja odgovarajuce entropijske nejednakosti za sisteme
reda 3, gde su prvi rezultati dati u radu [8].

Primer 3 Reverzibilna hemijska reakcija.
Posmatrajmo sada reverzibilnu hemijsku reakciju:
A+B =C
Kao i u prethodnom primeru, pretpostavljamo da su direktna i povratna konstanta

brzine reakcije jednake 1. Oznacimo opet sa a(t), b(t) i ¢(t) koncentracije supstanci
A, B i C u trenutku ¢ respektivno. Ovde pretpostavljamo da su svi stohiometrijski
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koeficijenti jednaki 1. Nakon modelovanja primenom zakona dejstva masa, dobijamo
3 x 3 sistem ODJ:

a(t) = —a(t) b(t) + c(t)
b(t) = —a(t + c(t) (2.11)
é(t) = a(t) b(t) — c(t)

N—
S

~—~
~

SN—

kom pridruzujemo pocetne uslove:
a(0) =ag >0, b(0)=0by >0, ¢(0)=cy >0,
i koji zadovoljava zakon odrzanja ukupne mase:

a(t) + c(t) = a(0) + ¢(0) =: M; > 0,

b(t) + c(t) = b(0) + ¢(0) =: My > 0, (2.12)

gde M; i M, predstavljaju pocetne mase, koje su usvojene kao pozitivne da bi se
izbegao trivijalan sluc¢aj. Takode, kao u prethodnom primeru, sistem ima jedinstveno
stanje ravnoteze (Goo, boo, Coo) koje zadovoljava partikularni zakon odrzanja mase,
kao i zakon odrzanja ukupne mase:

CLOO+COOIM1
boo+coo:M2

Goo * Doo = Coo

Teorema 3 Postoji eksplicitna konstanta A > 0 koja zavisi od pocetne mase M,
tako da vazi:

la(t) — aso| + [0(t) — boo| + |c(t) — coo] < e’”(|a0 — Aoo|? + [bo — boo|?® + |co — Cool?)

Dokaz. MnoZeéi jednacine sistema (2.11) funkcijama log a, log b i log ¢, respektivno,
dobijamo:

(aloga —a); = (—ab+ c)loga,
(blogb —b); = (—ab+ c)logb,
(cloge —¢)y = (ab—c¢)loge.

Sumirajuci sve jednacine, dobijamo:

%(aloga—a+blogb—b—|—clogc—c} = —(ab—c)log&—b,
c

pa mozemo da definiSemo funkciju entropije i entropijsku disipaciju na sledeéi na¢in:
e Entropijska funkcija: E(a,b,c) = aloga —a+bloghb—b+ cloge — ¢,

e Entropijska disipacija: D(a,b,c) = (ab— ¢)log “?b
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Saglasno tome, dobijamo slede¢u entropijsku nejednakost:

d
—EE(a,b, ¢) = D(a,b,c) <0.

Opet ¢e, kao i u prethodnom primeru, biti potrebno da imamo ocene koje se ticu
relativne entropije, koje u kasnijem delu dokaza koristimo, i to:

1. E(a,b,¢)—E (s, boo, Coo) = alog L —atax+blog %—b—l—boo—l—clog = —CtCeo,
2. E(a,b,¢) — E(Goo,boo; Cxo) = Cla — aso]* + 10 — boo|* + ¢ — coo]?)-

Date ocene vaze samo ako vazi i zakon odrzanja mase i poznata nejednakost:
x
rlog T — oty > (/5 Vi)

Znamo da vazi:

4
dt

a zelimo da dokazemo entropijsku nejednakost:

(E(a,b,c) — E(so, boos Co0)) = —D(a, b, ¢),

D(a,b,c) > k(E(a,b,c) — E(oo, boo, Coo)),

koja zadovoljava zakon odrzanje mase, ta¢nije izraz (2.12). Da bismo to uéinili, ko-
ristimo ideju Bakri-Emerija, gde je potrebno da ispitamo ponasanje drugog izvoda
relativne entropije E(a, b, ¢) — E(aoo, bso, Coo) ili, €kvivalentno, prvog izvoda entropi-
jske disipacije D(a,b, c). Ra¢unanjem prvog izvoda funkcije D(a,b, ¢), dobijamo:

1 1 1

%D(a,b, c)=—(a+b+1)(ab—c) log%b — (ab — ¢)? (E ot E) . (2.13)

Nas motiv, kao $to smo ve¢ i napominjali, jeste dobijanje sledece nejednakosti:

%D(a,b, c) < =k D(a,b,c).

U Napomeni 3 imac¢emo prilike da vidimo postojanje razlic¢itih sluc¢ajeva, u zavisnosti

od izbora konstante k, koja nam ¢e nam sigurno dati najbolju moguéu procenu

entropijske nejednakosti, a samim tim i najbolju moguéu stopu konvergencije.
Primenom Gronvalove leme na dobijenu nejednakost mozemo uociti da funkcija

koja predstavlja entropijsku disipaciju asimtotski tezi nuli kad ¢ neogranic¢eno raste:

D(a,b,c) < e *D(a,b,c) -0 kada t— +oo.

Nakon integracije nejednakosti:

d
—D(a,b,c) < —k D(a,b,c)
dt
u granicama od ¢t do 400, kao i koriste¢i ¢injenicu da je D(a,b,c)(4+00) = 0 i

E(a,b,c)(+0) = E(Gx0, bso, €0 ), mozemo da formirati entropijsku nejednakost:

—D(a,b,c) < =k (E(a,b,c) — E(as;boo, Co))s
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odakle sledi:

d

E(E(a,b, €) — E(so, boo,s Co)) < —k (E(a,b,¢) — E(Goo, boo, Coo))-

Nakon primene Gronvalove leme dolazimo do sledeé¢e nejednakosti:
(E(a,b,¢) — E(Gso, boo, Coo)) < e *1(E(ag, by, co) — E(tog, oo, Coo)),
Sto nam jasno daje konvergenciju funkcije entropije ka svom paru u tacki ravnoteze:
E(a,b,¢) = E(tso, boos Coo),

i to kada t — 4-o00.
Najzad, primenom CKP nejednakosti (ocena 2 sa pocetka primera), dobijamo:

C-(la = aso* +|b—boo|* + |c — coo|?) < E(a,b,¢) — E(aso, boo, Coo)

<
< e " (E(ag, by, co) — E(so; oo, Coo))

Sto nam potvrduje konvergenciju reSenja sa eksplicitnom stopom o = %:

(a,b,¢) = (Goo, boos Coo)-

¢ime je teorema dokazana. W

Napomena 5 Posmatrajmo opet nejednakost (2.13), koju smo dobili primenom
Bakri-Emerijevog metoda, racunajuéi prvi izvod funkcije entropijske disipacije:

d ab 1 1 1
D - 1 —c)log— — (ab—c)* | =+ - + = 2.14
7 (a,b,c) (a+b+1)(ab—c)log . (ab —¢) (a -+ 5 + C) (2.14)

Razlikujemo sledece slucajeve:

(a) Koristeci ¢injenicu da a+b+1 > 11 (ab—c)? (2 + ¢ + 1) > 0, moZemo napraviti
grubu ocenu prethodne jednacine. Zanemarujuc¢i drugi sabirak u jednacini
(2.14), mozemo dobiti slede¢u ocenu za funkciju entropijske disipacije:

d
%D(a,b, c) < —1-D(a,b,c)

Nakon pracenja istih koraka kao i u primeru, zaklju¢ujemo da ¢e nasa stopa
konvergencije reSenja sada biti k = %

(b) Posmatrajmo sada slu¢aj u okolini tacke ravnoteze. Koriste¢i Tejlorov razvoj
logaritamske funkcije u okolini ravnotezne tacke, moci ¢emo da vidimo pobolj-
Sanje prethodno dobijene stope konvergencije resenja.

c=ab+vy, veER,

1
log(c) = log(ab + v) = log(ab) + pAta-ohiry © € [ab, .
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Ako se vratimo na jednacinu (2.14), u koju uvr§tavamo prethodni izraz, dobi-
jamo sledece:

iD(a,b,C) = —D(a,b,c) (a—i— b+1+0 <1 + ! + 1>) , © > min{ab, c},
dt a b ¢

(2.15)
gde izraz min{ab, ¢} nema donje ograni¢enje. Kako onda znamo da u tom
slucaju vazi da (a,b,¢) = (Goo,boos Coo), sledi da vazi 1 © ~ axbs = Coo,
koristec¢i osobinu (1.20). U tom slucaju, jednacina (2.15) postaje:

d 1 1 1
hd < — ae b s
dtD(a, b7 C) < D((I, b, C) <aoo + boo + ]. -+ aooboo ( - -+ boo + COO))

= —2(Goo + boo + 1) D(a, b, c)

Prateci gore opisanu proceduru iz primera, zaklju¢ujemo da vazi E(a,b,c) —
E (o0, boo,s Coo) sa stopom 2(a + b + 1), tacnije vazi (a, b, ¢) — (@oo, boos Coo)
sa stopom konvergencije o + boo + 1.

Mozemo videti da oba dela sa leve i desne strane plus znaka jednacine (2.14)
podjednako uti¢u na dobijenu stopu. Odbacivanjem jednog dela kao i u
prethodnom slucaju, znacajno je oslabljena stopa konvergencije resenja.

U jednoj od narednih napomena ¢emo videti rezultat dobijen primenom metoda
linearizacije na isti primer, jer znamo da nam on daje najbolju moguéu ocenu
reSenja. Tada ¢emo uporediti dobijeni rezultat sa onim koji nam daje sistem
nakon primene entropijskog metoda.

(c) Neka je zadovoljena pretpostavka o uslovu za stanje ravnoteze, a -b = ¢. U
tom slucaju, drugi deo jednacine (2.13) tezi nuli, pa nam preostaje sledece:

d

ED(CL, b,c) = —(1+ a0 + bs) - D(a, b, c)

Jasno je da, nakon ponavljanja postupka sprovedenog u primeru, vazi da
funkcija entropije E(a,b,c) tezi svom paru u tacki ravnoteze E(Goo, boo, Coo)
sa stopom 1 + as + bso, Sto usled primene CKP nejednakosti imamo da vazi
konvergencija (a, b, ¢) ka stanju (e, bos, Coo) sa stopom konvergencije 1-%stbe
kada t — +o0.

J

Napomena 6 Za isti primer mozemo pratiti kako se sistem ponasa u okolini tacke
ravnoteze. Za to ¢emo koristiti postupak linearizacije jer na jednostavan nacin
moZemo izrac¢unati stopu konvergencije u okolini tacke ravnoteze (Goo, boo, Coo). Oz-
nac¢imo nove promenljive na sledec¢i nacin:

T=0a— o, =b—by, 2=C—Cx.
Linearizacijom u okolini tacke (x,y, z) = (0,0,0) dobijamo sledeéi sistem ODJ:

x —bs —Qs 1 z
at Yy - _boo —Ueo 1 .
z boo O —1 z
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Sada mozemo lako da odredimo stopu konvergencije ra¢unajuéi karakteristicne ko-
rene matrice sistema:s:

)\1:)\2:0, )\3:—1—(100—[)00,

gde prvii drugi karatkeristi¢ni koreni predstavljaju posledi¢ni rezultat zakona odrzanja
mase, dok tre¢i predstavlja stopu konvergencije.

Kako ne postoji bolji nacin za reSavanje sistema i dobijanje najbolje ocene
reSenja od tehnike linearizacije, nasa najbolja ocena za stopu konvergencije resSenja
¢e svakako biti |Az]. To ¢e biti najbrzi nacin da sistem dodje u stanje ravnoteze.

Takode, mozemo primetiti da za veoma male vrednosti a.., boo << 1, stopa postaje
priblizno jednaka 1, bas kao i kod entropijskog metoda. Vrseéi poredenje prethodno
pomenuta dva metoda za reSavanje sistema ODJ, mozemo uodciti slicnosti. Naime,
uzimajuéi u obzir kod primene entropijskog metoda tacku ravnoteze, gde znamo da
je zadovoljen uslov (2.13), jedna¢ina (2.14) postaje:

%D(a, b,¢) = —(Goo + b + 1) - D(a, b, c).

Pracenje istih koraka koji vode do resenja sistema, dolazimo do zakljucka da je stopa
konvergencije ista kao i u sluc¢aju linearizovanog sistema, i to 1 4+ @ + bso

Napomena 7 Pazljivim ra¢unanjem moZemo uociti da entropijski metod moze
uspesno da se primeni i na uopsSteni tip hemijske reakcije:

arAy +agAs + - +anvAn = 0 B1 + 0By + - + by By
za bilo koji broj supstanci N i M.
Primer 4 Sistem sa tri hemijske reakcije.

Posmatrajmo sada hemijsku reakciju sa 3 veze, gde su stope reakcije jednake
jedinici. Datu situaciju predstavljamo sledeé¢im dijagramom:

N,

Modelovanjem date reakcije uz pomoc zakona dejstva masa, gde zanemarujemo di-
fuzioni deo, dolazimo do sledeéeg sistema ODJ:

a(t) = —a(t) +c(t),
b(t) = =b(t) + a(t), (2.16)
&(t) = —c(t) + b(t),
sa poCetnim uslovima a(0) = ag > 0, b(0) = by > 01 ¢(0) = ¢o > 0. Sistem (2.16)

zadovoljava zakon odrzanja mase:

a(t) +b(t) + c(t) = a(0) +b(0) +¢c(0) =M >0 (2.17)
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gde M predstavlja nenegativnu poc¢etnu masu sistema, koju mozemo skalirati na 1,
Sto ¢e biti predstavljeno u zavrsnom odeljku. Takode, imamo i jedinstveno odredeno
stanje ravnoteze (oo, oo, Coo) koje zadovoljava uslove:

Goo :boo:Cooa

Ooo + boo + Coo = 1,

odakle direktno sledi da je as = b = Coo = %

Kao i u prethodnim primerima, koristi¢emo Teoremu 3 koja nam daje konvergen-
ciju sistema reSenja ka ravnoteznom stanju. Koristeci ideju iz prethodnih primera,
mnozimo sistem jednacina logaritamskim funkcijama log a, log b i log ¢, respektivno,
posle ¢ega dobijamo:

(aloga —a); = (¢ — a)loga,
(blogb —b); = (a — b) logb,
(aloga —a); = (b—c)logec.

Sumirajuci dobijene tri jednacine dolazimo do sledeceg izraza:

(aloga —a+blogh—b+ cloge —¢), =
=—((c—a)loga+ (a—b)logb+ (b — c)logc),

na osnovu ¢ega mozemo definisati:
e Entropijsku funkciju: E(a,b,c) = aloga —a+ bloghb — b+ cloge —c i
e Entropijsku disipaciju: D(a,b,c) = (¢ —a)loga+ (a — b)logh+ (b — ¢)logec.

Kao sto znamo, entropijska disipacija mora biti nenegativna, a to ¢emo dokazati na
slede¢i nacin. Koriste¢i poznatu nejednakost:

¢@w%=xbg§—w+y > 0, Va,y >0,
Yy

i formalnim dodavanjem ,nula izraza” +a + b + ¢ funkciji entropijske disipacije,
dolazimo do sledeceg:

b
D(a,b,c) :alog% —a+b+blog- —b%—c%—clogE —c+a
c a
= 1p(a,b) + (b, c) +¥(c,a) = 0.
Sada mozemo da uspostavimo odnos izmedu logaritamske funkcije entropije i en-
tropijske disipacije:

—%E(a,b, ¢) = D(a,b,c) <0.

Kao i u prethodnim slucajevima, potrebno je da uspostavimo i odnos izmedu
relativnih logaritamskih funkcija entropije:

1. E(a,b,¢)—E (s, boo, Coo) = alog L —ataxtblog %—b—i—boo—l—clog = —CFCeo,
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2. E(a,b,¢) — E(to0,boo; Coo) = Cla — aso]® + |0 — boo|> + ¢ — coo]?),

Sto je mogucen zbog zakona odrzanja mase i poznate nejednakosti x log 5 —z+y>
N3 —\/§)2. Podsetimo se da nam je glavni cilj da dokaZzemo, tacnije formiramo
entropijsku nejednakost, koja ¢e nas posle lako odvesti do reSenja, odnosno stope
konvergencije reSenja. I ovde ¢emo koristiti Bakri-Emerijev metod da dokazemo
entropijsku nejednakost. Racunajuéi tako prvi izvod entropijske disipacije, dolazimo
do sledeceg izraza:

%D(a, b,c) = —D(a,b,c) + A(a,b,c) — B(a,b,c) (2.18)

iz Cega zelimo da dobijemo sledecu relaciju:

d

ED(a,b, ¢) < kD(a,b,c) (2.19)
tacnije:
- D(a,b,c) — A(a,b,c) + Bl(a,b,c)
k< 2.20
- D(a,b,c) (220)
gde su:

b
D(a,b,c) = —alogg — blog - — clog E,
b c a

b
A(a,b,c) = clogg + alog — + blog E,
b c a
(@-b?  (b—cf  (c—ap

a b c

B(a,b,c) = >0

pri ¢emu funkciji A(a, b, ¢) ne znamo znak.

Kako k predstavlja stopu konvergencije redenja, zelimo da ona bude maksimalna
moguca. U programskom paketu Mathematica trazimo maksimum funkcije izraza
(2.20). On je dostignut pri vrednosti & = 2.70226 posle uzimanja u obzir i zakona
odrzanja mase.

Prateci proceduru iz prethodnih primera, dolazimo do zakljucka da je eksplicitna
stopa konvergencije resenja data konstantom k, tacnije da vazi:

(@,b,¢) = (aoo; boos Coo)-

Kao ilustrativni prikaz, predstavicemo dobijene grafike u programskom paketu
Mathematica. Naime, u moguc¢nosti smo da vidimo ponaSanje funkcije entropijske
disipacije, kao i ponasanje reSenja na duzi vremenski period. Funkcija entropijske
disipacije je oblika:

D(a,b,c) = (c—a)loga+ (a—b)logb+ (b —c)loge,

koju graficki predstavljamo:
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0.5,
04l

03l

o1l \

Zatim ¢emo predstaviti slikovito i konvergenciju reSenja, pocevsi od pocetnih u
uslova vrednosti ka kojoj resenje konvergira. Na grafiku su prikazana resenja sis-
tema (2.16) sve tri funkcije, a(t) — plavo, b(t) — ljubicasto i ¢(t) — zeleno, dobijena
za pocetne uslove a(0) = 0,40, b(0) = 0,151 ¢(0) = 0, 45.

051

0.4

03l

01l

Mozemo uoditi ono Sto smo ve¢ dokazali, a to je da zaista resenje ide u ravnotezno
stanje pocevsi od vrednosti k = 2.70226.



Glava 3

Teorema (Gersgorina 1 sistemi
reakcije difuzije

Za sisteme jednacina reakcije difuzije, dobijene opisivanjem odredene hemijske
reakcije zakonom dejstva masa, nismo uvek u stanju da dodemo do eksplicitnog
reSenja. Tada se trazi veza sa rezultatima iz drugih oblasti koji bi omogucéili da
dodemo do neke priblizne ocene i dali nam predstavu o potencijalnom stanju. lako
nije potpuno precizna u smislu koji smo videli u prethodnoj Glavi, takva vrsta
reSenja moze da nam pomogne u nekoj daljoj analizi.

Posle rada na sistemima reda 2, kao u primeru (1.17), mogli smo da odredenim
matematickim alatom dodemo do najveceg karakteristicnog korena matrice sistema,
koji predstavlja najbolju stopu konvergencije sistema ka ravnoteznom stanju. U
pokusaju da istu tehniku primenimo na sisteme viseg reda, suocili smo se sa velikim
teskocama. Nismo mogli da dodemo do karatkeristicnih korena matrice sistema,
a ni da primenimo Bakri-Emerijev metod za dokazivanje entropijske nejednakosti.
Usmeravajuéi se na karakteristi¢cne korene, dolazimo do teoreme Gersgorina koja
nam daje njihovu okvirnu poziciju na realnom grafiku. U nastavku ¢emo ilustrovati
ovu ideju.

Posmatrajmo sledeci sistem reakcije: koji je predstavljen sledeé¢im sistemom jed-

12

A B
21
23
aszy || a13
32
C
nacina reakcije difuzije:

Ovuy — dyAuy = —(ag1 + as1)uy + apus + arzus
Orug — doAus = ajouy — (@12 + Agz2)Us + ag3us (3.1)

Orug — d3Auz = azg uy + asous — (a3 + asg)us

Teoremi GerSgorina je veoma znacajna u svakoj oblasti koja se bavi karakteris-
ticnim korenima i funkcijama odredenog sistema. Ona moze lako da ogranic¢i spektar

43
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kvadratne matrice sistema, odnosno oblast u kojoj se koreni nalaze. Sada ¢emo je
ukratko i predstaviti, a za op8irniju analizu pogledati [15].

Teorema 4 Za svaku matricu A = [a;;] € C" i za svaku karatkeristicnu vrednost
A € o(A), postoji indeks k takav da vaZi:

n

|)\—akk|§Tk(A) = Z |aij|7 Vie{]-?Qa-"an}

J=1,j#

gde o(A) predstavlja sprektar matrice A. Stoga je A € T'r(A), odakle sledi da je
A€ T'(A). Kako ovo vazi za svaki karakteristicni koren X\, vaZi i:

o(A) C T(A).

I';(A) nazivamo i-ti GerSgorinov krug, a I'(A) Ger§gorinov skup za matricu A.

Jedino ogranicenje koje nam je postavljeno GerSgorinovom teoremom je to da
matrica na koju je primenjujemo mora biti kvadratna. Kako opisivanjem rekacija
zakonom dejstva masa dolazimo upravo do takvih matrica sistema, mozemo da pri-
menimo teoremu Gersgorina na dati sistem (3.1).

Sistem (3.1) mozemo reSavati po istom Sablonu kao i sistem (1.17). Linearizaci-
jom u okolini tacke ravnoteze, pa zatim upotrebom Furijeovog metoda, za tada
dobijeni Laplasov problem, dolazimo do matrice sistema:

do A, — a1 — as Q12 13
Ay = 21 dpAp — a12 — azz 23
a3 a32 de A\ — a1z — ass

Ova matrica zavisi od parametra k u izrazu A, karakteristi¢ne vrednosti Laplasovog
problema, koje je za k > 0 tesko izracunati u uporediti. Znamo da ¢e najvece reSenje
datog sistema biti dostignuto za Ay = 0.

Koristeci teoremu GerSgorina i razmatrajuéi matricu sistema za Ay = 0:

—Q21 — Q31 Q12 a13
Ay = 21 —Q12 — a32 23
a31 a32 —Q13 — a23

dolazimo do sledecih karakteristicnih vrednosti:

p =0
T T2
= —— ——A
H2 =5\ g
T T2
=—— —/——-A
M3 5 1

gde su koris¢ene oznake:

T 1= Q12 + Q13 + @21 + Q23 + G31 + 32
A 1= a12a13 + 13091 + A12023 + A21023

+ a12aG31 + Qo3a31 + A13A32 1+ A21G32 + A31A32.
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Mozemo se lako uveriti da vazi poredak:

ps < p2 < pp =0,

a takode i:
’/’L2’ < |:u3|7

pa je najblizi koren nuli sa negativne strane us(0), koji predstavlja najnolju mogucéu
ocenu za stopu konvergencije resenja.

[ako nismo u moguénosti da izrac¢unamo i uporedimo karakteristi¢ne vrednosti
pocetne matrice sistema za sve parametre k u izrazu g, postavljamo ogranicenja
koja ¢e zanemariti korene manje od 15(0), jer nam oni ne mogu dati poboljsanje u
vidu brze konvergencije. Upotrebom teoreme Gersgorina mozemo odrediti dovoljno
velike parametre difuzije d,, dy i d., odnosno utvrditi njihove donje granice, posle
kojih ne mozemo poboljsati stopu konvergencije resenja. Posmatrajuéi opet pocetnu
matricu sistema Ay, za k > 0:

di A\, — ag1 — as; a12 a13
Ay = 21 do A, — a1z — asz a23
a3 az2 dsA\p, — a1z — ass

postavljamo sledeé¢i skup uslova:
di Ay — a1 — az1 + ayz + a1z < p2(0),

doXp — a12 — asa + ag1 + ass < 12(0),
di N\ — a3 — ag3 + as; + aza < p2(0).

Time smo obezbedili da GerSgorinovi krugovi za reSenja matrice A, koji ukljuc¢uju
sve karatkeristi¢ne korene, ne mogu dosti¢i oblast ve¢u od po, odnosno:

1

dy > m(—m(o) — ag — azy + ajz + ai3),
k
1

dy > m(—m(o) — a1p — sz + ag + as),
k
1

ds > m(—/iz(o) — a13 — a3 + as; + asz).
k

Datim ograni¢enjima na konstante difuzije, obezbedili smo da je najveca stopa kon-
vergencije resenja za sistem (3.1) vrednost |u2(0)].

lako ovde prikazanim postupkom nismo mogli neposredno da izra¢unamo stopu
konvergencije reSenja polaznog sistema, uspeli smo da damo njenu ocenu pod odre-
denim uslovima. Teorema GerSgorina nam je omogudéila da lokalizujemo najvece
korene i da kazemo da, pod odredenim ograni¢enjima na konstante difuzije, stopa
konvergencije ne moze biti poboljsana.
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Glava 4

Skaliranje (bezdimenzionisanje)
sistema

U ovom delu rada fokusira¢emo se na upotrebu dimenzijske analize — bezdi-
menzionisanja jednacina — u cilju obezbedivanja jednostavnije analize problema.
Bezdimenzionisanjem se redukuje broj parametara, promenjlivih od kojih dati sis-
tem zavisi. Demonstrira¢emo upotrebu dimenzijske analize kroz njenu aplikaciju na
primere koje smo obradili u ovom radu.

4.1 Dimenzija i osnovne jedinice

Postoji 7 fundamentalnih (osnovnih) fizickih dimenzija i njihovih jedinica mere,
koje ¢ine medunarodni sistem jedinica i to:

’ Dimenzija ‘ Jedinica mere ‘
Duzina [L] m — metar
Vreme [T s — sekund
Masa [M] kg — kilogram
Temperatura [O] K — Kelvin

Elektri¢na struja [/] A — Amper
Koli¢ina supstance [N] | mol — mol
Jagina svetlosti [J] cd — kandela

Kako imamo primarne dimenzije, mozemo izvesti sve ostale sekundarne iz njih. Ali
pre toga, potrebno je predstaviti veoma bitnu osobinu svake jednacine, dimenzijsku
homogenost.

4.2 Dimenzijska homogenost

Osnovno pravilo dimenzijske analize jeste dimenzijska homogenost. Samo slozene
koli¢ine (fizicke veli¢ine koje imaju iste dimenzije) mogu biti poredene, izjednaca-
vane, dodavane jedna drugoj. Na primer, nema smisla zapitati se da li je jedan
sat veéi (duzi), jednak ili manji od jednog kilograma, niti da li ih mozemo sabirati,
zato $to oni imaju razli¢ite dimenzije. Medutim, savrSeno ima smisla upitati se da
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li je jedna milja duza, jednaka ili krac¢a od jednog kilometra, zbog postojanja iste
dimenzije fizickih veli¢ina, iako su jedinice razlicite.

4.3 Proces bezdimenzionisanja

Bezdiomenzionisanje je parcijalno ili potpuno uklanjanje jedinica iz jednacine
koja ukljucuje fizicke veli¢ine i to odgovaraju¢om smenom promenljivih. Ova tehnika
moze da uprosti i parametrizuje problem gde ima merljivih jedinica. Takode, proces
bezdimenzionisanja je blisko povezan sa dimenzijskom analizom. Celokupan metod
je veoma koristan, posebno u sistemima koji su opisani diferencijalnim jednacinama.

Glavna ideja procesa bezdimenzionisanja jeste da se sistem redukuje na jednos-
tavniji oblik, kako bi bio potpuno nezavisan od parametara koji ukljuc¢uju merne
jedinice, ili barem imao najmanji moguéi broj parametara.

Kako bismo bezdimenzionisali sistem jednacina, moramo uraditi sledece:

1. Identifikovati sve nezavisne i zavisne promenljive.

2. Zameniti svaku od njih velicinom koja je skalirana u skladu sa odredenim
mernim jedinicama.

3. Podeliti sa koeficijentom najviseg reda polinoma ili izvoda funkcije.

4. Izborno odluciti o definiciji karakteristi¢ne jedinice za svaku od promenljivih,
tako da Sto viSe koeficijenata uz promenljive ima vrednost 1.

5. Ponovo ispisati sistem jednacina koriste¢i nove bezdimenzijske veli¢ine.

Poslednja tri koraka su obi¢no specifi¢na za problem bezdimenzionisanja. Medutim,
skoro svi sistemi zahtevaju da se izvrse i prva dva koraka.

Kao ilistrativni primer, posmatrajmo diferencijalnu jednacinu prvog reda sa kon-
stantnim koeficjentima:

dx
— =A )
a—-+bo = Af(t)

1. U ovoj jednacini, nezavisna promenljiva je ¢, a zavisna je data promnljivom .

2. Postaviti = x&, t = 7t. Ovo vodi ka jednadini:

oL G = Af(D) = (7).
t dr

3. Koeficijent najviseg reda je ispred izraza za prvi izvod. Deljenjem celog izraza
njime dobijamo:
dy bt Al
ox —x = —F(7).

dr a ax

4. Koeficijent ispred izraza x sadrzi jedino karakteristi¢nu veli¢inu ¢, koju mozemo

izabrati na sledec¢i nacin: ~
bt

—1l=i=c
a b
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Tada za karakteristi¢nu veli¢inu £ imamo:
At A A
al bx b

5. Finalna bezdimenzijska jednacina u ovom sluc¢aju postaje kompletno nezavisna
od bilo kog parametra sa mernim jedinicama:

dx
A = F(7).
T tx=F(r)

4.4 Primena na sisteme reakcije difuzije

4.4.1 Primena na primer iz dela 1.5

Sada ¢emo koriste¢i prethodno definisanu notaciju, objasniti proceduru od koraka
(1.21) do koraka (1.22), gde je po prvi put spomenut pojam skaliranja. Posmatrajmo
opet sistem jednacina (1.21):

Ou —dg - O la® —a? af é 0 U

O —dy-0pv ) \aB —pB? 0 é v
Prvo ¢e biti potrebno da skaliramo (zedimenzioniSemo) sistem promenljivih, a u
nasem slucaju su to promenljive u, v, kao i vremenska promenljiva ¢, i to na sledeci

nacin:
U= 0O * U
V="by -0
t=1T-t

Posle uvodenja novih promenljivih u sistem dobijamo:
%aooﬁgﬂ — Qoo Oy lao - —a? af . t 0 ' ool
b0 — boodpOra® )~ \ a8 —f? 0 5= boo¥

Mnozeéi obe strane parametrom 7' i postavljajuéi a.,bs ispred citavog izraza,

imamo:
(aoo 0> _ (aga — Tdaﬁmﬂ) T e (—a2 aﬁ) _ <u)
0 bs 050 — T'dp0y¥ ) < \af —p? 0

Takode, i parametre difuzije mozemo mnoziti izrazom 7' bez umanjena opstosti, pa
tako uvodimo notaciju d, =T -d, i dj, = T - d;. Tada nakon skaliranja znamo da
je ravnotezno stanje polaznog sistema (@, bs) = (1,1) 1 matrica sistema postaje
jedini¢na matrica. Na samom kraju, za parametar skaliranja 7' biramo da bude
T = %, za koje kao §to znamo od pocetka, funkcija F' je data sa F'(au, bso) = lal, =
kb2.. U tom slucaju, polazni sistem (1.21) je uproséen i dobijamo novi, sa novim
ravnoteznim stanjem, ali istim karakteristikama:

o — dl 0,0\ (—a* af [
06— didi ) ~ \ap —p2) \&)
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Kao sto mozemo videti, bez umanjenja opstosti koristimo notaciju kao na pocetku,
pa tako konac¢no imamo sistem:

Ou — dgOpzu —o? af (u

O — dpOgev ] \ aff  —f? v
Ovim postupkom smo objasnili korake koji su izostavljeni u delu 1.5. Pokazali
smo kako jednostavnim skaliranjem sistema, mozemo doé¢i do mnogo prostijeg sa

kojim je lakse raditi. U nastavku ¢emo se vratiti na Primer 4, gde je predstavljeno
skaliranje u odnosu na pocetnu masu sistema.

4.4.2 Primena na Primer 4

Primenimo sada metod skaliranja na Primer 4, koji je opisan slede¢im sistemom
jednacina:
a(t) = —ka(t) + ke(t)
b(t) = —kb(t) + ka(t)
¢(t) = —ke(t) + kb(t)

gde parametar k ima dimnenziju k¥ = [T]~!. Dati sistem moZemo predstaviti i u
matricnom obliku:

q (@ -k 0 Kk a

—|b]l=k -k O

4\ ¢ 0 k -k

sa poCetnim uslovima a(0) = ag > 0, b(0) = by > 0, ¢(0) = ¢y > 0. Sistem poseduje
ravnotezno stanje (aeo, bso, Coo) 1 zadovoljava zakon odrzanja mase:

a(t) + b(t) + c(t) = a(0) + b(0) + ¢(0) = M > 0

M
(oo = boo = Coo = —

3
Qoo + boo + Coo = M

U ovom slucaju skalira¢emo sistem u odnosu na poc¢etnu masu M. Uvodimo smenu
promenljivih koje predstavljaju koncentracije datih supstanci A, B i C"

. a ; b . c
a = — = — C = —
M’ M’ M’
kao i smenu vremenske promenljive ¢:
t = kt.

Koristedi izvod slozene funkcije imamo da vazi:

d _did  d

dt — dtdi  di
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Na osnovu ove jednacine mozemo odrediti i izvode skaliranih promenljivih a, b1 ¢,
tacnije do novog sistema jednacina:

@_—d—i—é
dt ’
db .
—,V:—b a
dt +a,
dc ~
—,,:—~ b,
7 c+

sa uslovima za odrzanje mase i postojanja ravnoteznog stanja:

Bez umanjenja opstosti, sistem mozemo pisati i sa pocetnim oznakama za funkcije
a, bic1ina taj nac¢in dobijamo sistem (2.16), ta¢nije:

at) = —a(t) + c(t)
b(t) = —b(t) + a(t)
&(t) = —c(t) + b(t)

Skaliranjem smo uprostili sistem, oslobodili se parametara, i daljom analizom dosli
do univerzalne ocene stope konvergencije.

U prethodna dva primera pokazali smo koliko je postupak skaliranja jedan veoma
mocan matematicki alat. Bez obzira da li Zelimo da uprostimo sistem i njegovu
kalkulaciju ili da ga bezdimenzioniSemo i skaliramo pocetnu masu, uvek je analiza
posle toga znatno olaksana.
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nondimensionalization is explained, as a powerful mathematical tool, that was used
in solving a couple of examples in this work.
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