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Predgovor

Odredivanje minimalne fer cene jedan je od najvaznijih problema matematike Zivotnog
osiguranja, a ovaj rad se bavi upravo izvodenjem metoda za odredivanje tih cena. U
klasicnom slucaju, gde su trzista deterministicka, princip ekvivalencije, a preko za-
kona velikih brojeva, osigurava da kompanija zivotnog osiguranja moze posti¢i da bi-
lans po polisi konvergira ka nuli skoro sigurno za rastuc¢i broj nezavisnih klijenata. U
aksiomatskom pristupu, ova ideja je prilagodena za opsti slucaj stohastickih finansi-
jskih trzista. Minimalna fer cena opstih proizvoda Zivotnog osiguranja jedinstveno je
odredena preko proizvoda ekvivalentne martingalne mere finansijskog trzisSta sa merom
verovatnoce prostora biometrickih stanja.

Svom mentoru, dr Dori Selesi, se zahvaljujem na predlozenoj temi ovog master
rada, jer je bila veoma zanimljiva i izazovna za mene. Posebno joj se zahvaljujem na
svesrdnoj pomoci, savetima i razumevanju koje mi je pruzila kako tokom izrade ovog
rada, tako i tokom osnovnih i master studija.

Osim svom mentoru, zahvaljujem se i ¢clanovima komisije, prof. Natasi Kreji¢ i prof.
Danijeli Rajter—é’irié, na razumevanju i mnogobrojnim preporukama koje su napisale
za mene 1 time poboljsale standard mojih studija i podrzale njihov nastavak kroz
doktorske studije.

Zelim da se zahvalim kolegi i prijatelju Rankov Milanu, na sadrzajnim diskusijama
i sugestijama vezanim za ovaj rad.

Zahvaljujem se i svima koji su mi, na bilo koji nacin pruzili pomo¢ i podrsku,
prvenstveno prijateljima Ani, Jovani, Sonji, Stanislavi, Miroslavu, Slavetu, Vladimiru,
Bobanu i Sasi.

Posebno se zahvaljujem sestri Andrijani i roditeljima na neizmernoj podrsci, ljubavi
i celokupnom doprinosu koji nesebic¢no cine.

Novi Sad, jun 2011. god. Tijana Radivojevié¢
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1
Uvod

Industrija osiguranja je najveéi akumulator kapitala, a penzioni fondovi, kao i osi-
guravajuce kompanije, su najveéi institucioni investitori danasnjeg drustva. Osigu-
ravajuc¢e kompanije sprovode investicione strategije koje zavise kako od njihovih pri-
hoda tako i od operacija osiguranja (dizajna proizvoda, upravljanja rizikom, visine
premija, procedura za izvrsenje zahteva itd.).

Bave¢i se matematikom osiguranja i koristec¢i alate iz raznih disciplina, aktuarska
nauka se definiSe vise pravcem njenih primena nego modelima i metodima koje koristi.
Ipak, postoji bar jedan pravac aktuarske nauke koji predstavlja probleme i metode na
dovoljno razlicit nacin tako da zasluzuje status nezavisnog polja naucnog istrazivanja,
a to je matematika zivotnog osiguranja. Ovo je oblast primenjene matematike koja
proucava rizik pridruzen zivotnom i penzionom osiguranju i metodima za upravljanje
takvim rizicima. Odredivanje cena ugovora zivotnog osiguranja i upravljanje rizicima
koji se tome pridruzuju, glavna su pitanja matematike zivotnog osiguranja.

U klasi¢noj matematici zivotnog osiguranja, finansijska trzista su po pretpostavci
deterministicka. Klasican princip ekvivalencije tvrdi da kompanija zivotnog osiguranja
treba poslovati tako da bilans po polisi konvergira ka nuli skoro sigurno, za rastuéi broj
klijenata. Grubo govoredi, premije se odreduju tako da su dobici i gubici “balansirani
oko sredine”. Ova ideja vodi do metoda vrednovanja koji se naziva princip ocekivanja
i bazira se na dvema komponentama: stohasticka nezavisnost pojedinacnih zivota i jak
zakon velikih brojeva.

U modernoj matematici zivotnog osiguranja, gde su finansijska trzista po pret-
postavci stohasticka i gde se razmatraju opstiji proizvodi, Siroko prihvacen princip
vrednovanja je takode princip ocekivanja. Medutim, odgovaraju¢a mera verovatnoce
je drugacija, posto je minimalna fer cena zahteva za osiguranje odredena preko near-
bitraznog metoda, poznatog iz finansijske matematike. Odgovarajuca ekvivalentna
martingalna mera je proizvod date ekvivalentne martingalne mere finansijskog trzista

sa merom verovatnoce prostora biometrickih stanja.



Cilj ovog rada je izvodenje principa vrednovanja tako da se zadovolji zahtev za kon-
vergencijom bilansa po polisi, koji je ispunjen u klasicnom slucaju, preko jakog zakona
velikih brojeva. U diskretnom vremenu, princip vrednovanja je izveden iz aksioma koje
odrazavaju opste prihvaéene pretpostavke moderne matematike zivotnog osiguranja, a
neke od njih su nezavisnost klijenata, nezavisnost biometrickih i finansijskih dogadaja,
nearbitrazno odredivanje cena itd. Rezultujuc¢a minimalna fer cena za opste proizvode
zivotnog osiguranja jedinstveno je odredena preko ekvivalentne martingalne mere date
proizvodom ekvivalentne martingalne mere finansijskog trzista sa merom verovatnoce
prostora biometrickih stanja.

Pod pomenutim aksiomima, pokazano je kako kompanija zivotnog osiguranja moze
postié¢i da bilans po ugovoru u bilo kom budué¢em vremenu ¢ konvergira ka nuli skoro
sigurno za rastuci broj klijenata. Odgovarajuca (¢isto finansijska) hedzing strategija,
kojom se postize takva konvergencija, moze biti finansirana preko minimalnih fer pre-

mija.
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Pojmovi verovatnoce i stohasticke
analize

Pre nego sto predstavimo koncepte i modele zivotnog osiguranja i finansijske matem-
atike, podseti¢emo se odredenih definicija i teorema iz teorije verovatnoce i stohasticke

analize.
Definicija 2.1. o-algebra na skupu X je familija skupova F C P(X) sa osobinama:
1. X eF;

2. Ac F=X\AecF

3. A, e FneN=J A, €F.

neN

Skup X sa g-algebrom F nazivamo prostor sa o-algebrom.

Definicija 2.2. Borelova o-algebra je najmanja o-algebra koja sadrzi zatvorene skupove
(proizvoljnog topoloskog prostora X). Sa B(R) oznacava se Borelova o-algebra na

skupu realnih brojeva.

Definicija 2.3. Neka je (X,F) prostor sa o-algebrom. Mera p na F je funkcija
w: F — [0,00] za koju vazi:
ako je A, € F,n € N, disjunktna familija skupova, tada je

,u(U Ay = Z (A, (o-aditivnost).

(X, F, p) se naziva merljiv prostor ili prostor sa merom. Elemente o-algebre F nazi-

vamo merljivim skupovima.

Propozicija 2.1. Neka je F' neopadajuca desno neprekidna funkcija na R. Tada postoji
jedinstvena mera j1 na B(R) tako da je

p((a,0]) = pr((a, b)) = F(b) — F(a)

za svaki ograniceni interval (a, b].



Ako je F' = Id (Id je identicko preslikavanje), tada se ujq naziva Lebegova mera na
B(R) i predstavlja najvazniju meru na realnoj pravoj.

Neka je p mera na prostoru (X, F,u) takva da je u(X) = 1. Mera sa ovakvom
osobinom normiranosti naziva se mera verovatnoce, a prostor verovatnoce se obi¢no
oznacava sa (2, F,P). Aksiomatska teorija verovatnoce upravo se zasniva na teoriji
mere i integrala. Elementi prostora €2 su svi moguéi ishodi nekog procesa, ili sva
moguca stanja, a merljivi skupovi se nazivaju dogadajima. Nadalje u radu mera Ce se
odnositi na meru verovatnoce.

Kada opisujemo osobine slu¢ajnih promenljivih koje vaze za (skoro) sve w € €,
odn. na skupu mere 1, kazemo da vaze skoro sigurno (ili P-skoro sigurno, ako zelimo
da naglasimo u kojoj meri).

Definicija 2.4. Skup funkcija f : X — R! sa osobinom [ |f[Pdu < oo, i u kojem
identifikujemo funkcije jednake skoro svuda, sa uobicajenim operacijama sabiranja i

mnozenja, je vektorski prostor LP.

Ako za slucéajnu promenljivu X kazemo da pripada prostoru LP = LP(Q, F,P), to
znaci da ima konacni p-ti momenat, odn. E[X?] < co. Specijalno, za p = 2, prostor L?

je Hilbertov prostor slucajnih promenljivih sa konacnim drugim momentom, a skalarni

proizvod je dat sa (X,Y) = E[XY], X,Y € L2

Posto se u radu koristi princip proizvoda mera, posle definicije proizvoda o-algebri

navodimo teoremu koja daje egzistenciju mere na proizvodu dva prostora.

Definicija 2.5. Neka su (X, F) i (Y,G) prostori sa o-algebrama. Proizvod o-algebri
F ® G je o-algebra na proizvodu X x Y koju generisu skupovi oblika A x B, gde je
AeF, Beg.

Teorema 2.1. Neka su (X, F,u) i (Y,G,v) prostori sa o-algebrama F i G i konacnim

merama [t 1 v. Postoji jedinstvena meran na H = F @ G tako da je
1A x B) = u(A)v(B)
za sve pravouganike A x B,Ae€ F,B €.
Generalizacija za beskonacne proizvode je takode moguca.

Teorema 2.2 (Fubinijeva teorema). Neka su (X, F,u) i (Y,G,v) prostori sa o-
algebrama i konacnim merama i neka je n = p @ v mera na F @ G. Ako je funkcija F

na X XY u R n-integrabilna, tada

IR =RU{-00,+0}



hbéamwzéwﬂmabém@ma 2.1)

Posto mi radimo sa merama verovatnoce, izraz (2.1) svodi se na
E,[E,[F]| = Eeu[F] = B, [E,[F]].

Matematicka ocekivanja E,[F] i E,[F]| postoje p-skoro sigurno i v-skoro sigurno, re-

spektivno.

Definicija 2.6. Uslovno ocekivanje slucajne promenljive X iz prostora (£, F,P) za
datu o-algebru G je skoro sigurno jedinstveno odredena G-merljiva slu¢ajna promenljiva

E[X|G] za koju vazi
/Emmm:/xw
A A

za svako A € G.
Propozicija 2.2. Uslovno ocekivanje ima sledece osobine:
1. E[aX +bY|G] = aE[X|G] + bE[Y'|G] (linearnost);
2. BIE[X|g]] = E[X];
3. E[XY|G] = XE[Y|G] ako je X G-merljivo;
4. E[X|G] = E[X] ako je X nezavisno od G;

5. E[EX|G]|H] = E[X|H] za H C G.

U finansijskoj matematici se ¢esto javlja potreba za promenom mere verovatnoce.
To se moze pokazati veoma korisnim, kao Sto ¢emo videti u daljem radu. Zato sada
dajemo pregled osnovnih definicija i teorema koje omogucuju prelazak sa jedne mere

na drugu.

Definicija 2.7. Dve mere verovatnoce P i Q definisane nad istim prostorom (2, F) su

ekvivalentne, u oznaci P ~ Q, ako imaju iste skupove mere nula, odn.
P(A) =0« Q(A) =0, zasve A€ F.

Teorema 2.3 (Radon-Nikodym). Neka su P ¢ Q ekvivalentne mere verovatnoée na
prostoru (2, F). Tada postoji nenegativna sluc¢ajna promenljiva Z takva da vazi

(%@z/Zﬂ%Aeﬁ (2.2)
A
Sluc¢ajna promenljiva Z je jedinstveno odredena do na skup mere nula u odnosu na P.

5



Takva slu¢ajna promenljiva se naziva Radon-Nikodimov izvod mere Q u odnosu
na meru P i oznacava se sa dQ/dP. Iz jednakosti (2.2) sledi da za svaku slucajnu
promenljivu X iz prostora (2, F) vazi

dQ
EoX]|=Ep | X—|. 2.3
olX] = Es | X (23)

Radon-Nikodimov izvod se moze interpretirati kao odnos gustina raspodele neke
slucajne promenljive u merama Q i P, respektivno.

Da bismo odredili uslovno oc¢ekivanje sluc¢ajne promenljive X u odnosu na o-algebru
G C F u ekvivalentnoj meri QQ, primenjujuci osobinu 2. iz propozicije 2.2 dobijamo

Eq [Eq [X|9]Y] = Eq [XY], (2.4)

za sve Y € G. Izraz sa leve strane jednakosti (2.4) se moze napisati kao

Ep {EQ [X|G] Y%} =Ep {EQ [X|G] Ep {%\g} Y} :

Izraz sa desne strane jednakosti (2.4) je zapravo

d d
Ep [XY%} =Ep [Eﬂ» [X%\Q} Y} :

Sledi da (2.4) vazi sa sve Y € G ako i samo ako

dQ dQ
Eg [X|G|Ep |— =Ep | X—
pa se uslovno ocekivanje u ekvivalentnoj meri QQ definise kao

Er [XFI0]

T e e

Stohasticki procesi

Definicija 2.8. Realan stohasticki proces, u oznaci (S;)ser, je familija realnih slucajnih
promenljivih definisanih na istom prostoru verovatnocéa (2, F, P), gde je T parametarski
skup.

Si(+) je za svako fiksirano ¢ € T jedna realna slu¢ajna promenljiva.

S.(w) je za svako fiksirano w € €) jedna realna funkcija na T, koja se naziva trajektorija

ili realizacija stohastickog procesa (S;)ier.



Mnoge pojave u finansijskoj matematici su stohasticki procesi, npr. proces cena
akcija, finansijskih derivata, kretanja kamatnih stopa, razne vrste rizika, itd.

Mi ¢emo nadalje za parametarski skup T uzeti skup {0, 1, ..., T} jer je to vreme koje

¢emo posmatrati, odn. vreme od pocetka ugovora o osiguranju do njegovog isteka.

Definicija 2.9. Familija o-algebri (F;);eT na €2 naziva se filtracija stohastickog procesa
ako je
:/ts g f‘t

za sve s,t € T takve da je s <t.

o-algebra F; ¢e predstavljati informacije dostupne u trenutku ¢, odn. istoriju sto-
hastickog procesa do trenutka ¢, ukljucujuéi i t. F; sadrzi sve dogadaje ¢ija je mera u
trenutku ¢ poznata. Kako t raste, tih dogadaja je sve vise (“The longer you live the

wiser you become”).

Za proces (S¢)ier kazemo da je adaptiran filtraciji (F;)ier ako je slucajna promenljiva
Sy Fr-merljiva za svako t € T. U ovom radu to ¢e znaciti da je cena aktive u trenutku
t deo informacija F; koje su dostupne u trenutku ¢.

Definicija 2.10. Neka je (€2, F,IP) prostor verovatno¢a i (S;);er stohasticki proces

adaptiran filtraciji (F;)ier. Proces (S¢)ier je martingal u meri P ako je
E[Si|F,_1] = S;_1 P-skoro sigurno, ¢t =1,2,...,T,
sto je ekvivalentno sa

/ SdP = / S;_1dP za svako A e Fy_ 1, t=1,2,...,T.
A A

Posto osobina martingala zavisi od mere verovatnoce, re¢i ¢emo da je proces S P-
martingal, kada je potrebno naglasiti u kojoj verovatnoc¢i. Martingal je matematicki
izraz koji zapravo oznacava fer igru. Prema definiciji, za martingal se ocekuje da ostane
na trenutnom nivou. Na primer, ako je martingal proces bogatstva jednog investitora,

to znaci da je ocekivanje njegovog buduceg bogatstva jednako trenutnom bogatstvu.

Zakon velikih brojeva

Jedan od vaznih zakona u teoriji verovatnoce je zakon velikih brojeva. Postoji vise
teorema o ovom zakonu, ali svaka tvrdi da empirijske prosecne vrednosti konvergiraju
ka ocekivanoj vrednosti. Ove teoreme se cesto nazivaju zakoni proseka. Prvi dokaz dao

je Svajcarski matematicar Jakob Bernoulli 1713. godine.
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Slika 2.1: Jakob Bernoullie

Na svajcarskoj komemorativnoj postanskoj marki, pored slike Bernulija, nalazi se
ilustracija koja pokazuje da prose¢na vrednost eksperimenta konvergira nekom broju,
sa porastom broja izvedenih eksperimenata.

Zakoni velikih brojeva uglavnom se dele na slabe zakone i jake zakone, a medu

njima postoje varijante sa razli¢itim nivoima opstosti.

Neka je {X,},cy niz nezavisnih slucajnih promenljivih sa jednakim raspodelama
i konaénim oéekivanjem E[X] i neka je X, = %2?21 X; empirijska srednja vrednost

niza. Sledi matematicka formulacija slabog zakona velikih brojeva.

Slab zakon velikih brojeva. X, konvergira u verovatnoéi ka E[X], odnosno

lim P(|X,, — E[X]| <€) =1 zasvako ¢ > 0.

n—oo

To znaci da verovatnoca da se uzoracka sredina nece znacajno udaljiti od sredine u
raspodeli tezi ka 1, kako veli¢ina uzorka tezi ka beskonacnosti.

Slab zakon se ne odnosi na beskonacan niz realizacija neke slucajne promenljive, vec¢
samo tvrdi da ¢e se ‘balansirani’ nizovi javljati sa ve¢om verovatno¢om ako posmatramo
duze nizove.

Jak zakon velikih brojeva se odnosi na isti problem, ali tvrdi da empirijska sredina
konvergira skoro sigurno ka ocekivanju u raspodeli. On se odnosi samo na beskonac¢ne
nizove realizcija slu¢ajne promenljive, tacnije, na skup tih beskona¢nih nizova, i tvrdi

da skup ‘balansiranih’ nizova ima verovatnocu 1.

Jak zakon velikih brojeva. X, konvergira skoro sigurno ka E[X], odnosno

P(lim X, = E[X]) = 1. (2.5)

n—oo

Ova verzija nosi naziv jak zakon iz razloga sto ako slucajne promenljive konvergiraju
skoro sigurno (jace) one konvergiraju i u verovatnodi (slabije). Jak zakon velikih brojeva

implicira slab zakon.



U ovom radu ¢emo koristiti sledeci oblik jakog zakona velikih brojeva, koji je ekvi-

valentan sa (2.5)

1 i n—oo .
— g (X; — E[X;]) — 0 skoro sigurno (2.6)
n

i=1

Dokaz slabog zakona velikih brojeva se jednostavno izvodi iz nejednakosti Cebigeva,
dok su dokazi za jak zakon nesto komplikovaniji. Veé¢ina dokaza jakog zakona, koji
pretpostavljaju konacnu varijansu, bazirani su na Kolmogorovljevoj nejednakosti, koja

predstavlja generaliziciju nejednakosti Cebiseva.

Teorema 2.4 (Kolmogorovljev kriterijum). Za svaki niz nezavisnih slucajnih pro-
menljivih { X, }, oy sa konacnim ocekivanjem vazi jak zakon velikih brojeva ako je is-

punjen jedan od uslova

1. Za svako n varygansa od X, je konacna 1

< 00.

= Var(X,
3 (X)

n2
n=1

2. Sluc¢ajne promenljive tmaju istu raspodelu.

Dokaz

1. Konstruisemo martingal

M, = i Xi — E[Xz]

, 1
i=1
Ako je F,, o-algebra generisana sa X, ..., X,,, onda je

E[Xn+l|fn] — E[Xn-H]
n+1

E[Mn+1|.lrn] = Mn + - Mn7

jer iz nezavisnosti X,, 11 1 F,, sledi da je E[X,,41|F,] = E[X,11]. Dakle, M je martingal
u odnosu na filtraciju (F;,)nen-
Takode, zbog nezavisnosti X,,, varijansa od M, je

< Q.

Var(M,) = Z Var(Xiiz— E[X;]) < Z Vm;gXi)

i=1 i=1

Na osnovu nejednakosti E[|M,|] < /E[M2] = \/Var(M,) znamo da je M martin-
gal iz prostora L', pa sledi da grani¢na vrednost M., = lim,,_,., M, postoji i konacna

je, sa verovatno¢om 1.



Jak zakon velikih brojeva sada sledi iz Kronekerove leme, koja kaze da za niz realnih
brojeva w1,zs,... 1 0 < by, bo,... takve da b, raste ka beskonacnosti i > x,/b, ima

" oi=1

U nasem slucaju, za z,, = X,, — E[X,,] 1 b, = n dobijamo konvergenciju (2.6).

konacan limes, vazi

2. Primetimo da sada slucajne promenljive X, ne moraju biti kvadratno in-

tegrabilne, ali su i.i.d. (nezavisne slucajne promenljive sa jednakim raspodelama).

Definisemo

X, = X, — E[X,]
tako da su )?n i.i.d. slucajne promenljive sa ocekivanjem E[)Z'n] = 0. Pored toga,
definiSemo

Yn = X”I{|)~(n|<n}'

Posto X,, ima istu raspodelu kao i X; onda je
- E[Yg] - 1 v2
SR - B[ S
n=1 n=1
_ Ny E|Lr X?
- Z ﬁ {\)~(1|<n} 1
n=1

> %J{le}f{fl : (2.7)

= E

n=1

Ako je N najmanji ceo broj koji je veéi od ]5(1], onda

=1 > 4 > 2 2
il S < — _
an {IXil<n} = Z an2 — 1 Z (Qn_l 2n+1)
n=1 n=N n=N
2 2 2
—= <<=

2N -1~ N~ |X|

Ubacujuéi u jednakost (2.7) dobijamo

= Varly, = E[Y? 2 ~ ~
3 ‘”i ]gz [2"]§E e :E[2|X1|}<oo.
n=1 n n=1 n |X1’

Prema tome, Y,, ima potrebne osobine za primenu jakog zakona velikih brojeva za

kvadratno integrabilne slucajne promenljive i dobijamo da

> (i~ Bl — 0 (28)
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kada n — oo, sa verovatnoc¢om 1. Takode,

konvergira ka nuli, kada n — oo. Stoga, izraz (2.8) je ekvivalentan sa

1 n
—2}%%0 (2.9)
n =1

kada n — o0, sa verovatnoc¢om 1.

Primetimo da je

E —E < E[|X,]] < o0,

21{&12@

2 )

paje > o, ]{Xn;éyn} <00iY, =X, za dovoljno veliko n, sa verovatno¢om 1. Zamen-

jujuéi sada Y; sa X; u (2.9) dobija se trazeni rezultat. [
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3

Klasi¢na matematika Zivotnog
osiguranja

Princip ekvivalencije u klasi¢noj matematici zivotnog osiguranja tvrdi da premije treba
odredivati tako da su prihodi i gubici “balansirani oko sredine”. Pod pretpostavkom
da su finansijska trzista deterministicka, ova ideja vodi do metoda vrednovanja koji
se naziva princip ocekivanja. Upotrebom ova dva principa osiguravajuca kompanija
moze postiéi (hedzingovanjem) da bilans po polisi konvergira ka nuli skoro sigurno za
rastuci broj osiguranika. Ovo se ¢esto odnosi na moguénost “diverzifikacije” smrtnosti
(biometrickog rizika), a za to je potrebna stohasticka nezavisnost pojedinacnih zivota

i jak zakon velikih brojeva.

3.1 Model

U klasicnoj matematici zivotnog osiguranja, finansijska trzista su po pretpostavci de-
terministicka. Stoga su cene hartija od vrednosti deteministicke pozitivne funkcije na
skupu T = {0,1,...,T}.

Odsustvo arbitraze je veoma bitna pretpostavka u teoriji odredivanja cena. Kasnije
¢emo dati matematicku definiciju za moguénost arbitraze na stohastickim trzistima, a
za sada ¢emo je formulisati kao priliku za ostvarivanje profita bez moguénosti gubitka,
odn. bez rizika. Sama pretpostavka o odsustvu arbitraze nije potpuno realna, veé
predstavlja pojednostavljenje modela. Medutim, ako se na trzistu i pojavi mogucénost
za arbitrazu, trziste reaguje brzo tako da ona nestaje u veoma kratkom vremenskom
periodu.

Posto pretpostavljamo da na trzistu nema arbitraze, sve cene aktiva moraju imati
dinamike identi¢ne do na skaliranje. Zbog toga mozemo pretpostaviti da na trzistu pos-

toji samo jedna aktiva sa procesom cena S = (S;);er kao deterministickom funkcijom
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vremena i da je Sy = 1.

Biometricki prostor verovatnoce oznacava se sa (B, By, B). Biometricki podaci od-
nose se na bioloske i neke od socijalnih statusa ljudi (npr. zdravstveno stanje, starost,
pol, bra¢no stanje, radna sposobnost itd.). Ove informacije se modeluju preko filtracije
(By)ieT, Sto znaci da tokom vremena ne dolazi do gubitka informacija. Pored toga,

By = {0, B}, odn. u trenutku ¢t = 0 poznata su sva stanja.
Novcani tok Xt = (Xo, X1, ..., X7) je niz isplata X; koje su Bi-merljive. Na primer,
isplata X; = 100 n.j. ako osiguranik umre u periodu (¢ — 1,¢], u suprotnom X; = 0.
Princip ocekivanja

U klasiénoj matematici zivotnog osiguranja, fer vrednost (ili cena) u vremenu s € T
za B-integrabilnu isplatu X u vremenu t je uslovno ocekivanje diskontovane isplate u

odnosu na B, odn. za t-isplatu X imamo
. X
I(X) =S5 E §|Bs , seT. (3.1)
t

Ovakav princip vrednovanja poznat je pod nazivom princip ocekivanja.

Sadasnja vrednost (present value) novéanog toka Xt u trenutku s € T je

PV,(Xr) = SOIL(X)

teT
= Y 5. E {%\BS} | (3.2)
teT ¢

3.2 Ugovori zivotnog osiguranja

Karakteristika ugovora zivotnog osiguranja je da su isplate uslovljene neizvesnim do-
gadajima u zivotu klijenata (koji su uglavnom nepovezani sa dogadajima na trzistu).
Zatim, ugovori su dugorocni i ogranicavajuci za osiguravaca i stoga, za takve ugovore
ne postoji likvidno trziste.

U ponudi osiguravaju¢ih kompanija postoje razne vrste ugovora o zivotnom osigu-
ranju. Osnovna podela je sledeca:
Dozivotno osiguranje Zivota (whole life insurance) - ispla¢uje osiguranu sumu' kada
osiguranik umre; najredi oblik osiguranja.

1Osigurana suma je unapred odredeni iznos koji ée biti isplaéen u slucaju nastupanja osiguranog
slucéaja (dozivljenja ili smrti).

13



Riziko osiguranje (term insurance) - najjednostavniji oblik zivotnog osiguranja; obe-
zbeduje isplatu osigurane sume ako se smrt dogodi tokom naznacenog perioda.
Osiguranje za slucaj dozivljenja (pure endowment) - isplacuje osiguranu sumu na
fiksiran datum ako je osiguranik ziv.

Mesovito osiguranje za slu¢aj smrti i dozivljenja (endowment) - kombinacija
riziko osiguranja i osiguranja za slucaj dozivljenja; najcesc¢i oblik osiguranja koje is-
plac¢uje osiguranu sumu na fiksiran datum u buduénosti u slucaju dozivljenja, ili ranije
u slucaju smrti (osigurana suma za slucaj smrti ne mora biti ista kao osigurana suma
za dozivljenje); uglavnom se prodaje uz dopunska osiguranja za nezgode.

Rentno osiguranje (life annuity) - obezbeduje godisnje isplate unapred ugovorenih
iznosa (rente) dok god je osiguranik ziv.

Zahtevi za isplatu (osigurane sume) predstavljaju novéani tok X = (Xo, Xy, ..., X7)
koji osiguravaju¢a kompanija placa osiguraniku.

Premije predstavljaju novéani tok Yr = (Yp, Yy, ..., Y7) koji osiguranik placa osig-
uravajucoj kompaniji. Obicno se premije placaju unapred, a u zavisnosti od ugovora
mogu se pla¢ati mesecno, kvartalno, polugodisnje ili godisnje i mogu biti konstantnog
ili promenljivog iznosa.

Sa stanovista kompanije, ugovor je dat novcanim tokom Y — Xr.

Princip ekvivalencije

Osnovu klasi¢nog zivotnog osiguranja ¢ini princip ekvivalencije, koji se bazira na
diverzifikaciji rizika u velikim portfolijima pod pretpostavkom da su poznata buduca
kretanja kamatnih stopa i drugih relevantnih ekonomskih i demografskih uslova.

Princip ekvivalencije u aktuarstvu kaze da sadasnja vrednost buduéih obaveza (gu-
bitaka) osiguravac¢a mora biti jednaka sadasnjoj vrednosti buduéih obaveza osiguranika

(premija). Prema tome, neto premija ili minimalna fer premija se odreduje tako da
PVo(X1) = PVo(Y7). (3.3)

U pocetnom trenutku, vrednost ugovora je PVy(Yr — X1) = 0.
Princip ekvivalencije (3.3) i princip oc¢ekivanja (3.2) predstavljaju temelje klasi¢ne

matematike zivotnog osiguranja.

Napomena 1. Sto se ti¢e izra¢unavanja premije, klasi¢an princip oéekivanja se obicno
smatra principom minimalne premije, zato Sto svaka osiguravajuc¢a kompanija mora biti
u stanju da odgovori na troskove vece od ocekivanih. Takozvani faktori optere¢enja na
minimalne fer premije se mogu dobiti preko slozenijih principa za odredivanje premija.

Druga moguénost za njihovo dobijanje je preko principa oc¢ekivanja ali sa prilagodenom
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bazom prvog reda® za biometricke i finansijske dogadaje, npr. dobro izabrane stope
smrtnosti i kamatne stope baze drugog reda’, koje predstavljaju scenario za najgori
moguci slucaj buducih desavanja.

Razmotrimo sada princip vrednovanja (3.1). Posmatramo zahteve za isplatu
{(—="X})ter : i € N} koji pristizu kompaniji, gde ‘X, zavisi od Zivota i-tog klijenta.
Pored toga, pretpostavljamo da za sve t € T postoji ¢, € Rt tako da

I, < e, (3.4)

za sve i € N, gde |||, oznacava L? normu Hilbertovog prostora svih kvadratno inte-
grabilnih realnih funkcija na (B, By, B). Sada se za svako i € N i svako t € T kupuju
portfoliji Eg['X;], gde se Eg['X;] interpretira kao finansijski proizvod sa dospecem u
vremenu ¢, odn. novcana isplata Eg [iXt] -S; za t je kupljena u trenutku 0. Razmotrimo
ravnotezu dobitaka i gubitaka u trenutku ¢. Sredina svih isplata u trenutku ¢ za m
polisa data je sa

%Z(Eﬁ[ixt] _ix,)-S,. (3.5)

Ovaj izraz konvergira ka nuli B-skoro sigurno, jer mozemo primeniti jak zakon velikih
brojeva, preko Kolmogorovljevog kriterijuma (izraz (3.4)). Stavise, iz (3.1) direktno
sledi da je II5 (Ep[' X;]) = IT4(“X;) za sve i € N. Stoga, u klasicnom slucaju fer vrednost
bilo kog zahteva za isplatu jednaka je ceni hedza u vremenu 0 tako da za rastuéi broj
nezavisnih zahteva za isplatu bilans isplata i hedzeva konvergira ka nuli skoro sigurno.

Razmotrimo sada skup ugovora Zivotnog osiguranja {(*X;,'Y;)er : i € N}. Posto
se sa stanovista kompanije polisa moZe predstaviti vektorom portfolija (‘Y; —* X;)ser,
analogni hedz dat je sa (Eg['X;] — Eg['Y])ier. Na osnovu principa ekvivalencije (3.3)
vrednost polise jednaka je nuli. Stoga iz principa ocekivanja (3.2) dobijamo da je za
svako i € N

> Mo(Es[Yi] — Ee['X(]) = Y TI('Y; = X;) = 0. (3.6)
teT teT
Dakle, na osnovu (3.2) i (3.3), osiguravajuc¢a kompanija moze (bez troskova u vre-
menu 0) izvrsiti hedzing tako da srednja vrednost bilansa po ugovoru u bilo kom
trenutku ¢ konvergira ka nuli skoro sigurno, za rastuc¢i broj polisa:

m

Z(’Y} —' X — Eg['Y] + Eg['Xy]) - Sy ™= 0 B-skoro sigurno. (3.7)

1
m
i=1

2Baza prvog reda (tehnicka baza ili baza premija) sadrzi kamatnu stopu i stope smrtnosti prvog
reda pod kojima se dobijaju premije u skladu sa principom ekvivalencije.
3Baze drugog reda su iskustvene baze.
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Kao direktna posledica, srednja vrednost krajnjeg bilansa konvergira ka nuli takode:

m T
% Z(ZYt —' X, — Eg['Y}] + Eg['X}]) - St ™= 0 B-skoro sigurno. (3.8)
i=1 =0

Mozemo reéi da princip ocekivanja (3.2) implicira da cena isplata pokriva bar
troskove za ¢isto finansijski hedz tako da za rastuéi broj nezavisnih zahteva za is-
platu srednja vrednost bilansa isplata i hedzeva konvergira ka nuli skoro sigurno. Na
ovaj nacin se u klasicnom slucaju javlja diverzifikacija biometrickih rizika. Iz principa
ekvivalencije (3.3) sledi da hedzing bilo kog ugovora za osiguranje ne kosta nista u

vremenu 0, $to je vazno jer i ugovor takode ne kosta (zbog (3.6)).

Primer 3.1. Posmatramo vremenski period od 1 godine (7" = 1) i neka je kamatna
stopa r fiksna. Za i € N nezavisne Bernulijeve slucajne promenljive B; date su sa

0 ako je ¢-ti klijent ziv posle 1 godine

' {1 ako -ti klijent nije ziv posle 1 godine

B(B;=0)=py>0,B(B;=1)=p1 >0, po+p1 =1

Isplate po ugovoru zivotnog osiguranja su ¢;B;, gde je ¢; € RT 10 < ¢; < const za sve
1 € N. Sadasnja vrednost ugovora za i-tog klijenta jednaka je diskontovanoj ocekivanoj
isplati

PVi=(1l+r)' ¢ -EB]l=04+7)" ¢ p

Primenom jakog zakona velikih brojeva, ovakve sadasnje vrednosti (minimalne fer

cene) dopustaju hedzing takav da

m

1 ; m—00 .
— E (14 r)PV*' —¢;B;) — 0 skoro sigurno.
m

i=1

3.3 Tablice mortaliteta

Tablice mortaliteta daju sistematizovanu, celovitu sliku smrtnosti stanovnistva i predsta-
vljaju najbolji statisticki opis razlicite smrtnosti po starosti i polu. S obzirom na njihov
znacaj izraduju se u gotovo svim zemljama sveta.

Premije se u klasicnom zivotnom osiguranju obra¢unavaju na osnovu tablica mor-

taliteta, odn. verovatno¢a umiranja i unapred odredene diskontne kamatne stope r.
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Osnovna biometrijska funkcija u tablicama mortaliteta je verovatnoca umiranja kao
funkcija starosti, odn. verovatnoca da osoba starosti x umre u z-toj godini zivota i nju
obelezavamo sa ¢,. Verovatno¢a umiranja je osnovna funkcija, jer se jedino ona dobija
na osnovu poredenja podataka o umrlima po starosti i odredenih skupova zivih lica po
starosti. Sve ostale biometrijske funkcije se izvode iz nje.

Tabela 3.1 predstavlja deo tablice mortaliteta, sa izravnatim verovatnoé¢ama umi-
ranja i verovatno¢ama prezivljavanja, za musko stanovnistvo Republike Srbije, za pe-
riod 2001-2003 godine koju je izradio Republicki zavod za statistiku, a mi ¢emo je

koristiti u daljem radu.

Lo | @& [ po |
0 0,01163 | 0,98837
1 0,00097 | 0,99903
2 0,00045 | 0,99955
3 0,00036 | 0,99964
4 0,00030 | 0,99970
5 0,00028 | 0,99972
6 0,00024 | 0,99976
7 0,00015 | 0,99985
8 0,00020 | 0,99980
9 0,00023 | 0,99977
10 0,00024 | 0,99976
11 0,00022 | 0,99978
12 0,00030 | 0,99970
13 0,00036 | 0,99964
14 0,00037 | 0,99963
15 0,00033 | 0,99967
16 0,00041 | 0,99959
17 0,00062 | 0,99938
18 0,00083 | 0,99917
19 0,00087 | 0,99913
20 0,00091 | 0,99909
21 0,00091 | 0,99909
22 0,00101 | 0,99899
23 0,00105 | 0,99895
24 0,00113 | 0,99887
25 0,00116 | 0,99884
26 0,00116 | 0,99884
97 0,52446 | 0,47554
98 0,57346 | 0,42654
99 0,62704 | 0,37296
100 (| 1,00000 -

Tabela 3.1: Tablica mortaliteta
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Prva kolona tabele 3.1 (vrednosti x) predstavlja starost osiguranika. Drugu kolonu
¢ine izravnate verovatnoe umiranja ¢,. Sa ;q, oznatavamo verovatnoéu da osoba
starosti z umre u toku narednih ¢ godina, a sa g, verovatnocu da osoba prezivi
narednih s godina i umre u intervalu (s, s +t]. Verovatnoéu da osoba starosti x prezivi
narednih ¢ godina oznacavamo sa ;p,. Konvencionalna oznaka za 1p, je p., Sto je
verovatnoca da osoba dozivi (z 4+ 1)-u godinu zivota. Jasno, p, = 1 — ¢,. Pored toga,
primetimo da je

s+tPx = sPg " tPr+ts 1 sltde = sPz " tdz4s- (39)

Krajnja starost tablice mortaliteta je starost u kojoj je verovatno¢a umiranja jed-
naka 1. U nasem slucaju je qio0 = 1.

1,2
=——yerovatnoce umiranja

1 rovatnoce preivljavanja
0,8
0,6
04

0,2

0 20 40 60 80 100 120

starost

Slika 3.1: Verovatnoce umirangja 1 preZivljavanja

Tabela 3.1 je tabela prvog reda (videti napomenu 1). Upotreba internih tabela dru-
gog reda kompanija zivotnog osiguranja bila bi pogodnija, ali one obi¢no nisu dostupne
iz razloga konkurentnosti. Medutim, u Srbiji se koriste samo tabele prvog reda, koje
izraduje Republicki zavod za statistiku, jer ne postoje kompanije koje posluju dovoljno
dugo i sa dovoljno velikim portfeljom da mogu praviti svoje tabele.

Primer 3.2. Neka je T = {0,1,2,3} i r = 5% godisnja kamatna stopa. Novcani
tok Xp = (Xo, X1, X2, X3) dat je isplatama X; = 100 u sluc¢aju smrti tokom perioda
(t —1,t] zat = 1,2,3, u suprotnom X; = 0. Ako pretpostavimo da klijent ima 50
godina, iz tabele 3.1 ¢itamo verovatnoce smrtnosti i dozivljenja qso, ¢51, @52, P50, Ps1
i time racunamo verovatnoce 1j1¢so 1 21¢s0 preko (3.9). Neto premija takvog ugovora

1znosi
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Xy ¢s0 - 100 11950 - 100 9150 - 100
o(X7) 2 [SJ L5 Loy Lo

t€T
0.00660 - 100 i 0.99340 - 0.00719 - 100
1.05 1.052

Jr0.99340 -0.99281 - 0.00797 - 100
1.053

1.96 <&

Q
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4

Koncept finansijske matematike u
diskretnom vremenu

4.1 Model

Stohasticki model za trgovanje hartijama od vrednosti u diskretnom i kona¢nom vre-
menu uveli su Harrison i Pliska (1981), a Taqqu i Willinger (1987) [13] su se dalje bavili
ovim modelom i postavili ga u okvire kona¢nih prostora verovatnoca.

Neka je (F, (F;)ier, F) filtrirani prostor verovatnoca, gde je T = {0,1,2,...,7} dis-
kretna kona¢na vremenska osa. Filtracija (F;)ier opisuje dostupnost informacija pri-
likom trgovine hartijama od vrednosti tokom vremena. Pretpostavljamo da je Fy
trivijalno, tj. Fo = {0, F'}, Sto znaci da su poznata sva stanja u vremenu ¢ = 0.
Neka je dinamika cena d hartija od vrednosti na finansijskom trzistu data adaptiranim
d-dimenzionalnim realnim procesom S = (S;);eT, odnosno S; je Fi-merljivo za svako
t € T. Trguje se sa d aktiva sa procesima cena (S9)ser, ..., (S¢) e 1 vremenima t € T.
Prva aktiva sa procesom cena (S?)ier je nerizicna aktiva i ima osobine da je S§ = 11i
SY > 0 zat € T. Uobicajene pretpostavke u ekonomskoj literaturi su da nema troskova
transakcija, sve aktive su savrseno deljive, aktive ne plac¢aju dividende i dozvoljena je
kratka prodaja. Stohasticki model sa takvim pretpostavkama, prostorom verovatnoca
i procesom cena oznacava se sa M ¥ = (F, (F;)ier, F, T, S) i naziva model trzista hartija
od vrednosti.

Portfolio u M* dat je preko d-dimenzionalnog vektora 6 = (#°,...,6971) realnih
sluéajnih promenljivih 6° (i = 0,...,d — 1) iz (F, (F;)ser, F), koje predstavljaju udeo
i-te aktive u portfoliju. Ako agenti trguju sa # u vremenima 0,1,...,7T, tada odluke

trebaju doneti na osnovu informacija koje su dostupne u tim trenucima. To znaci da
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t-portfolio 6, mora biti Fi-merljiv za t € T. Vrednost portfolija 6; u vremenu s >t je

(6, S Z 0; 3.

Strategija za trgovange je vektor Op = (0;)er koji ¢ine t-portfoliji 0;. U trenutku ¢

investitor ima portfolio #; ¢iji proces cena je S;, a u slede¢em trenutku ¢ + 1 je Sy 1,
Sto investitoru daje dobitak (ili gubitak) od 6; - (S;+1 — S¢) u trenutku t + 1. Ako
sa S 1= (S;/S?)ier oznaéimo proces cena diskontovan nerizicnom aktivom, onda je
diskontovani ukupni dobitak (ili gubitak) strategije za trgovanje dat sa

T—

|_|

<9t; St+1 > .

t=0

Samofinansirajuca strategija Or je strategija za koju je (0441, S;) = (6, .S;) za svako

t=1,...,T — 1. To znaci da tokom perioda koji se posmatra ne dolazi ni do kakvog
priliva ili odliva kapitala i da do promene vrednosti portfolija moze do¢i jedino promenom
cena aktiva koje on sadrzi.

4.2 Nearbitraza i ekvivalentna martingalna mera

U finansijskoj matematici, rizik-neutralna mera ili ekvivalentna martingalna mera, je
mera verovatnoce koja proizilazi iz pretpostavke da je trenutna vrednost svih aktiva
jednaka ocekivanoj buducoj vrednosti tih aktiva diskontovanoj nerizicnom kamatnom
stopom. Ovaj koncept se koristi u odredivanju cena derivata.

Ideja nastanka rizik-neutralne mere je slede¢a. Cene aktiva znacajno zavise od
njihovog rizika i investitori zele nadoknadu za neizvesnost koju prihvataju. Trenutna
cena neke rizicne aktive koja se realizuje u budu¢em vremenu se obi¢no razlikuje od
njene ocekivane vrednosti. Staviée, posto investitori imaju odredenu averziju prema
riziku trenutna cena je ¢esto niza od ocekivanja, kao naknada onima koji snose rizik.
Zbog toga, da bi se odredila cena aktiva, neophodno je ocekivanu vrednost tih aktiva
prilagoditi uklju¢enom riziku.

Medutim, pod odredenim uslovima (odsustvo arbitraze) postoji alternativno resenje
za odredivanje cene aktive. Umesto da se prvo izracuna ocekivanje, a zatim prilagodi
riziku, mogu se prvo prilagoditi verovatnoce buduéih ishoda tako da one ukljucuju
efekat rizika, a zatim se odredi ocekivanje pod tim prilagodenim verovatno¢ama. Ove
prilagodene verovatnoce se nazivaju rizik-neutralne verovatnoce i one ¢ine rizik-neutralnu

meru.
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Verovatnoce stvarnih ishoda nisu ukljucene u konstrukeiju novih, pseudoverovatnoca.
One se racunaju samo zbog drugacijeg nacina odredivanja cena, koji je jednostavniji.

Prednost proizilazi iz ¢injenice da kada se jednom odrede rizik-neutralne verovatnoce,
cene svih aktiva se mogu odrediti samo racunanjem ocekivane vrednosti, odn. kao da su
investitori rizik neutralni. Kada bismo koristili stvarne, fizicke verovatnoce, za svaku
aktivu bi bilo potrebno posebno prilagodavanje, s obzirom na razli¢ite nivoe rizika.

Pod rizik-neutralnom merom sve aktive imaju istu ocekivanu stopu prinosa, a to je
rizik-neutralna ili nerizicna kamatna stopa.

Matematicki, prilagodavanje verovatnoca je ustvari transformacija mere u ekviva-
lentnu martingalnu meru. Ovo je moguée uz pretpostavku da nema arbitraze. Stavise,
jedinstvenost ekvivalentne martingalne mere povezana je sa osobinom kompletnosti
trzista, koja omogucava jedinstveno odredivanje cena bilo kog finansijskog instrumenta

na trzistu.

Definicija 4.1. Ekvivalentna martingalna mera (EMM) ili rizik-neutralna mera je

mera Q ekvivalentna meri P tako da je diskontovani proces cena S martingal u meri

Q.

Predimo sada na klju¢nu ideju u teoriji modernih finansija, koja se naziva “zakon
nearbitraze”. Moguénost za arbitrazu predstavlja bezriziéni plan za ostvarivanje prof-
ita bez pocetnih investicija. Osnovno nacelo u modernim finansijama, za postojanje
ekonomskog ekvilibrijuma, je da ne postoje moguénosti za arbitrazu. Stoga, procesi
cena hartija od vrednosti moraju biti takvi da investitori nemaju prilike za arbitrazu.

Sledi matematicka definicija.

Definicija 4.2. Samofinansirajuc¢a strategija Ot predstavlja mogucénost za arbitrazu
ako je
(0,5), =01 (0,5), > 0 skoro sigurno i F((f, S), > 0) > 0. (4.1)

Proces cena S iz M* ispunjava nearbitrazni uslov (NA) ako ne postoji samofinan-

sirajuca strategija O za koju vazi (4.1).

Za inicijalni portfolio 6 treba platiti (¢, .5), = 0, Sto zapravo znaci da nema gubitka
prilikom kupovine portfolija. Posto je fr samofinansiraju¢e, nema priliva ili odliva
novca iz portfolija izmedu vremena 0 i 7. Na kraju, portfolio vredi (#,S), > 0. Sledi
da je u najgorem slucaju dobitak od 0, nakon prodaje portfolija u vremenu 7. Prema
tome, gubitak je nemogué¢ na pocetku, a verovatnoc¢a dobitka na kraju je pozitivna.

lako je uslov (NA) definisan “globalno” (ukljucuje samo trenutke 0 i T°), on vazi i
“lokalno”, odnosno u bilo kom vremenu ¢ = 0, 1, ...,T. Slede¢a lema tvrdi da moguénost
za arbitrazu postoji tokom ¢itavog perioda (do T') ako i samo ako postoji u nekom
trenutku t € T.

22



Lema 4.1. Sledeci uslovi su ekvivalentni:
(i) Postoji moguénost za arbitrazu.
(ii) Za nekot = 0,1,....,T — 1 postoji Fy-merljiva d-dimenzionalna realna sluc¢ajna

promenljiva 0; tako da je
(0, (Sty1 — St)) > 0 skoro sigurno i F ({0, (Six1 — S¢)) > 0) > 0.

(i1i) Za neko t = 0,1,...,T — 1 postoji Fy-merljiva (d — 1)-dimenzionalna realna
sluc¢ajna promenljiva 0, tako da je

<§t, (Spy1 — S’t)> > 0 skoro sigurno i F(<§t, (Spp1 — 5})> >0)>0.

Dokaz
Krenimo od implikacije (i)=-(ii). Pretpostavimo da fr predstavlja moguénost za
arbitrazu, dakle ispunjava (4.1). Definisemo

s =inf {t: (0, 5),,, > 0skoro sigurno i F((¢, S),,, > 0) >0}

Ovaj skup nije prazan jer za t = T'— 1 vazi (4.1). Sada su moguéa dva slucaja: (a)
(0, S), = 0 skoro sigurno ili (b) verovatnoc¢a dogadaja A = {(6,5), < 0} je pozitivna.
Ako je (a), onda

(0,8) 41 =1(0,8) 41 —(0,5), = (0s, Ss41 — S5) > 0 skoro sigurno i

F((0s, Ss11 — Ss) > 0) =F((0,5),,, >0)>0
pa (ii) vazi.
U slucaju (b), na skupu A je

(05, Ss41 — Ss) = <67S>s+1 —(0,5), = —(0,5),>0.
Prema tome, ako je 0, = 140, onda imamo
<és, Seir — SS> >0i F(<és, Seir — SS> > 0) = F(A) > 0

¢ime je (ii) dokazano.

Ekvivalencija (ii) i (iii) je trivijalna. Pokazimo sada (iii)=-(i). Pretpostavimo da
postoji t € {0,1,...,T — 1} i F-merljiva (d — 1)-dimenzionalna slu¢ajna promenljiva
tako da

(0, (Si11 — Si)) = 0 skoro sigurno i F((6, (S11 — Si)) > 0) > 0.
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Zbog toga je verovatnoca skupa W = {F ({0, (Si41 — S;)) > 0|F;) > 0} pozitivna. Kon-
struisimo strategiju za trgovanje fr takvu da je (6,5), =01 (0, 5S), > 0 skoro sigurno
i F((0r, Sr) > 0) > 0, §to ¢e predstavljati moguénost za arbitrazu.

Definisemo 6 za svako s € {0,1,...,T — 1} na slede¢i nacin:

zas<t:0,=0

. 0’ i€ {l,...d—1}
as=t+1: nask W, 0, , = o
za S na sKupu t+1 {—Z?EQZSZ i—=0
na skupu W¢ 6,,1 =0

(0,8),,; ©=0,naskupu W

zat+1<s<T:9§:{ .
0 mace

Proveravamo da li je Oy samofinansirajuéa strategija, odn. dali je (65, Ss) = (0511, Ss),
Sto oCito vazi za s < tis >t. U slucaju s = t, leva strana jednakosti je jednaka nuli,
(04, S;) = 0. Desna strana je na skupu W jednaka

d—1 d—1
Or1, ) = = S 0SiS? + 3081 = 0,
i=1 =1

a na skupu W¢ je (6,11, 5;) = 0. Dakle, 01 je samofinansirajuca strategija.

Dalje, primetimo da je (4,5), = 01 (#,5); > 0 skoro sigurno. Zapravo, za sve
s>t+1je

0.5) {<9,S>m=<e, (St = 50) 2 0 na skupu W
’ 0

s inace
i stoga
F((0,8)p 2 0) =F((0, (Ses1 — S)) 2 0) =11
Stavise, iz definicije W
F((6,5); > 0) = F({(8,5); > 0} N W) = EwF((8, (St — 51)) > 01)) > 0.
¢ime je pokazano da strategija 6 predstavlja mogucénost za arbitrazu. [

Harrison i Pliska (1981) su prvi postavili pitanje: Kada postoji ekvivalentna martin-
galna mera? Ovim problemom bavilo se vise autora tokom godina, a neki od rezultata
se mogu naéi u [3], [5], [12], [13]. Kao $to je pomenuto, ekonomska pretpostavka o
nearbitrazi je potrebna i dovoljna za egzistenciju ekvivalentne martingalne mere za

proces cena.
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Dalang, Morton i Willinger [3] su prvi dokazali egzistenciju ekvivalentne martin-
galne mere za model iz ovog rada (konacan vremenski skup, d-dimenzionalni proces
cena), koja proizilazi iz proste ekonomske pretpostavke kao $to je nearbitraza. Delbaen
i Schachermayer (1994) dokazuju egzistenciju za neprekidan slucaj.

Teorema 4.1 (Dalang, Morton, Willinger). Sledeci uslovi su ekvivalentni:

(i) Proces cena S zadovljava uslov (NA).

(ii) Postoji ekvivalentna martingalna mera Q za proces S.

Stavise, ako vazi jedan od ovih uslova, moguée je nacéi meru Q preko ogranicenog
Radon-Nikodym izvoda dQ/dF.

Za dokaz ove teoreme koristicemo slede¢e pomocno tvrdenje, ¢iji dokaz se moze naci

u [3].

Tvrdenje 4.1. Neka su G C 'H dve pod-c-algebre od F i neka je R proizvoljna H-
merljiva slucajna promenljiva. Tada su sledeci uslovi ekvivalentni:

(i) Za sve G-merljive slucajne promenljive 0
0 - R >0 skoro sigurno = 6 - R = 0 skoro sigurno.
(ii) Postoji H-merljiva slucajna promenljiva D takva da
0 < D <1 skoro sigurno i E[R - D|G] = 0.

Dokaz teoreme 4.1
(i)=-(ii). Pretpostavimo da proces S ispunjava uslov (NA), odnosno da na trzistu

nema arbitraze. Lema 4.1(iii) implicira da za svako t = 0,1,...,7 — 1 i svako 6,
0;(Sy41 — S;) > 0 F-skoro sigurno = 6,(S;41 — S;) = 0 F-skoro sigurno. (4.2)

Neka je Fri1 = Fr, 5T+1 = Sr, Dryy =1, Rryp = 0. Fiksiramo ¢ < T' i
indukcijom unazad pretpostavljamo da smo definisali D11, ..., Dpi1 1 Ry, ..., Rpy1 na
tajnacindazat+1<[1<T

Dy je Fr-merljivoi 0 < D; <1, F-skoro sigurno

Ry = (S; — S;_1)Eg[Di11... Dy 1| Fi] F-skoro sigurno (4.3)

Ex[Ri41 - Diya|F] = 0. (4.4)

Koristeci tvrdenje 4.1, konstruisa¢emo Fi-merljivu slucajnu promenljivu D; takvu

da 0 < D; < 1 F-skoro sigurno, na taj na¢in da ako je R; definisano preko (4.3)
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sa | = t, onda (4.4) vazi za | = t. Posto je 0 < D; < 1 F-skoro sigurno, onda je
0 < Ep[Dyy1...Dryq|F] < 1 F-skoro sigurno i zato zbog (4.2) R, ispunjava uslov (i)
iz tvrdenja 4.1. R; je Fi-merljivo pa tvrdenje 4.1 implicira egzistenciju F;-merljive
slucajne promenljive D, tako da (4.4) vazi za | = t.

Dakle, indukcijom unazad definisane su slucajne promenljive Dy, ...Dp11 Ry, ...Rpiq
tako da (4.3) 1 (4.4) vaze za 1 <[ < T + 1. Neka je

1

Dy— —
SRR

i D= Dy..Dr.

Primetimo da je 0 < D < 1 F-skoro sigurno.

Neka je Q mera ekvivalentna sa F i ¢iji Radon-Nikodym izvod je jednak D. Poka-

zacemo da je Q martingalna mera za proces S.
Dovoljno je pokazati da je Eg[(S;41 — S;) - D|F] = 0 da bi vazilo Eg[S;,1]F] = S;.

E[(Siy1 — S1) - DIF] = Do...D; - Eg[(Sis1 — 1) - Dija... Dy | F
= Dy...D; E[(Sit1 — 1) - DiyiE[Diyo... Dy | Fia]| Fi
= Dy..D; - Eg[Dyy1 Ry |F
=0
zbog (4.4), zasve 0 <1 < T.
(ii)=-(i). Pretpostavimo da postoji EMM Q i da postoji moguc¢nost za arbitrazu.

Tada na osnovu leme 4.1(iii) postoji F;-merljiva slucajna promenljiva 6, tako da je

0,(S¢y1 — S;) > 0 skoro sigurno i @(<§t, (Sp1 — gt)> > 0) > 0. (4.5)

~ 0 0:] =0
et = A10 1—1 . «
0,]6;| inace

mozemo pretpostaaviti da je §, ograniceno. Stoga, 8,(Sy;1 — S;) € LY(Q) i ima Q-

Ako 6#; zamenimo sa

ocekivanje 0, jer je S Q-martingal, §to je u kontradikciji sa (4.5). [

Napomena 2. U slucaju diskretnog procesa cena S sa beskonacnim skupom T, teo-

rema 4.1 ne garantuje egzistenciju ekvivalentne martingalne mere.
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4.3 Vrednovanje

Definicija 4.3. Princip vrednovanja na skupu portfolija © iz M* je linearno pres-

likavanje 7f" : 0 — (7' (0))ser, gde je (7F'(0))ier adaptirani realni stohasticki proces

(proces cena) tako da
7F(0) = (0, 5,) = Ze S (4.6)
za svako t € T za koje je 8 F;-merljivo.

Za sada, skup © nije posebno definisan.

Posmatramo trziste bez mogucnosti za arbitrazu sa datim procesom cena S i port-
folio # sa procesom cena 7'(f). Na osnovu teoreme 4.1 znamo da proces S’ =
((SY, ..., 85t wF(6)))er ispunjava uslov (NA) ako i samo ako postoji ekvivalentna
martingalna mera Q za S’, odn. Q ~ F i S’ je Q-martingal. Prema tome,

{0 _ g, [0]

sto je ekvivalentno sa

m (0) =57 -E PQ >]]—}] (4.7)

Ako odredujemo cenu portfolija pod uslovom (NA), proces cena mora imati oblik
(4.7) za neko Q.
Za t-portfolio 6 i s < t imamo

7F(0) = SY - Eq V%?” |fs} : (4.8)

Nekada je pogodnije odredivati proces vrednosti koji je definisan direktno za isplate.

Fi-merljiva isplata C; uvek odgovara t-portfoliju € i obrnuto.

Definicija 4.4. t-zahtev sa isplatom C; u vremenu t je t-portfolio oblika %eo, gde je
t
C; F-merljiva sluéajna promenljiva i eg = (1,0, ...,0) € R<.
Novéani tok za period T je vektor t-zahteva (%eo)tem

t-zahtev se interpretira kao ugovor o isplati u iznosu C; u udelu nerizicne aktive
u vremenu t. To zna¢i da mozemo pretpostaviti da je vlasnik ugovora zapravo dobio
novcéani iznos C; u vremenu t.

Prema tome, za Cy = (0, 5;), (4.8) postaje

C C
= (5) = stme[g7]
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$to mozemo uporediti sa (3.1).

To znaci da je cena ugovora jednaka ocekivanju diskontovanih isplata, pri ¢emu
se diskontovanje vrsi nerizicnom aktivom i stopa prinosa je jednaka nerizi¢noj stopi.
Ovo je pogodan nacin odredivanja cena zato Sto pretpostavka o trzisnoj ceni rizika nije
potrebna.

Kompletnost

Ovo poglavlje zavrsavamo kratkim osvrtom na problem jedinstvenosti mere Q i

njene ekonomske interpretacije, a koja je povezana sa kompletnoséu trzista.

Definicija 4.5. Trziste M ¥ je kompletno ako se svaki portfolio moze replicirati samo-
finansiraju¢om strategijom do trenutka 7.

Znagcaj repliciraju¢ih portfolija za finansijske institucije je u tome $to omogucavaju
hedZing, odn. kontrolisanje ili eliminisanje rizika usled nepredvidivosti trzista, a prinos
ostaje isti. Hedzingovanje protiv investicionog rizika znaci strategijsko koris¢enje in-
strumenata na trzistu radi umanjenja rizika od bilo kojih nepovoljnih promena cena.

Investitori hedzuju jednu investiciju tako sto ulazu u drugu investiciju.

Lema 4.2. (i) Svaki Fi-merljivi portfolio moZe biti repliciran samofinansirajuéom
strategijom iz MY do trenutka t.

(ii) Svaka Fi-merljiva isplata moZe biti replicirana samofinansirajuéom strategijom
iz M¥ do trenutka t.

Dokaz

(i) Kako je M¥ kompletno, svaka Fr-merljiva isplata Cp u vremenu T moZe biti
replicirana do trenutka 7. Stoga, za svaki F;-merljivi portfolio #; postoji replici-
rajuca strategija (¢4)ier iz MY, tj. (o7,Sr) = (0:, Sr), jer se moze izabrati Cp =
(0;, St). Zbog nemogucnosti arbitraze, treba da je 7I'(6;) = (ps, Ss) za s € T i stoga
(0, Ss) = (s, Ss) za sve s > t. Prema tome, postoji samofinansirajuca strategija tako
da (0, Sy) = (¢, Sy), tj. portfolio 6; se moze replicirati do trenutka ¢.

ii) Iz (i) sledi da za bilo koju F;-merljivu isplatu C, portfolio 6, = ey moze biti
(ii) ] y S
repliciran do trenutka ¢. Primetimo da je (0;, S;) = C;. O

Neka je dat ugovor @ koji isplac¢uje iznos od Cyp u vremenu 7T'. Zelimo da odredimo
cenu ugovora za vreme t = 0 ako model M¥ ne dozvoljava arbitrazu. Poznato je
da uslov (NA) ne implicira jednistveni proces cena za 6 kada portfolio ne moze biti
repliciran strategijom za samofinansiranje pr. Medutim, ako je 6 replicirajuce, dakle
postoji ¢ € © tako da Cp = mr(p) F-skoro sigurno, onda uslov (NA) implicira da je
cena ugovora # u trenutku ¢t = 0 data sa

To(0) = mo(p).
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Dakle, na kompletnom trzistu MT, uslov (NA) implicira jednistvene cene, koje se
smatraju jednakim ako su jednake skoro sigurno i stoga implicira jednistvenu EMM Q.
Zapravo, model trzista hartija od vrednosti M bez moguénosti arbitraze je kompletan
ako i samo ako postoji jedinstvena ekvivalentna martingalna mera [3], [13].
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5

Moderna matematika zivotnog
osiguranja

Okvir za moderno zivotno osiguranje predstavlja uopstenje modela klasi¢énog zivotnog
osiguranja, kao i njegovu kombinaciju sa modelom stohastickih finansijskih trzista.
Pored pretpostavki iz poglavlja 4.1, za takvo finansijsko trziste M* pretpostavljamo
da je kompletno, bez moguénosti za arbitrazu, iz ¢ega sledi da postoji jedinstvena ek-
vivalentna martingalna mera Q. Sada posmatramo prostor proizvoda (F, (F;)ier, F) ®
(B, (B)teT, B) finansijskog i biometrickog prostora verovatnoca, gde je T = {0, 1, ..., T'}.
Portfolio § = (#°, ..., #41) na prostoru proizvoda je vektor Fr @ Br-merljivih slu¢ajnih
promenljivih #°. Za isplatu (0, Sr) = Zj:_ol 6'S% u trenutku T, sadasnja vrednost
biometricki zavisnog portfolija data je sa

PVy(6) = mo(0) = EW[@,STW

Sy
Fubini Eq |:<EIB[91)7 ST>:| .
St

Primer 5.1. Posmatramo unit-linked polisu Zivotnog osiguranja. Neka je T' =1, B;
definisano kao u primeru 3.2. Na trzistu postoje dve aktive, od kojih je jedna nerizi¢na,
a druga rizicna. Isplata u trenutku T je X = ¢;B;St = ¢;B; akcija rizicne aktive u

trenutku 7. Ako je Sj sadasnja (trzisna) vrednost tih akcija, onda je sadasnja vrednost

isplate X
X ubini Sl
5 (X) = Eqges [@} e O |:Ci -Eg[B)] - S_ﬂ
T T
St !
= ¢ - Ep[B)] -Eq 50 =S5y ¢ Eg[B;).
T
&
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Postavljaju se pitanja: Da li potreba za hedzing strategijama, takvim da bilansi po
polisi konvergiraju ka 0 skoro sigurno, implicira potrebu za pristupom proizvoda mera?
Moze li se naci sistem pretpostavki za modernu matematiku zivotnog osiguranja?

U radu [6] postavljeno je sedam pretpostavki, odn. osam principa, koji predstavljaju
osnovu za modernu matematiku zivotnog osiguranja i implementiraju pristup proizvoda

mera.

5.1 Principi moderne matematike zivotnog
osiguranja

Slede¢ih osam principa neformalno opisuju biometricki i finansijski okvir za moderno
zivotno osiguranje. Formulacija matematickih pretpostavki ¢e uslediti kasnije. Jasno
je da principi ovog modela nisu savrseni i kompletni, kao npr. idealna pretpostavka o
nezavisnoj biometriji pojedinaca (princip 3). Ipak, predlozeni model treba posmatrati
kao elementarni okvir za zivotno osiguranje koji sadrzi neke osnovne ideje i idealizovane
pretpostavke iz klasicne teorije, ali koji se bavi stohastickim finansijskim trzistima. U
tom smislu, on predstavlja osnovu za moderno zivotno osiguranje. Svaki princip je dat

sa kratkim objasnjenjem razloga za njegovo uvodenje.

1. Nezavisnost biometrickih i finansijskih dogadaja. Za biometricke (ili teh-
nicke) dogadaje, npr. smrt ili povreda klijenata, pretpostavlja se da su stohasticki
nezavisni od dogadaja na finansijskim trzistima, iako se u realnosti mogu desiti
kontraprimeri. Nasuprot reosiguranju, gde kretanja na finansijskim trzistima
mogu biti jako povezana sa tehnickim dogadajima, npr. zemljotresima, takvi

efekti su malo verovatni u sluc¢aju zivotnog osiguranja.

2. Kompletna finansijska trzista, bez mogucénosti arbitraze. U ovom radu
razmatraju se samo takve vrste trzista. lako ova pretpostavka moze biti ne-
realna sa stanovista finansija, ona je realna sa stanovista zivotnog osiguranja.
Razlog tome je sto kompanija zivotnog osiguranja nema u ponudi ¢isto finansi-
jske proizvode, za razliku od banaka. Stoga, mozemo pretpostavljati da se svim
finansijskim proizvodima koje razmatramo moze trgovati na trzistu, ili se mogu
kupiti od banaka ili se mogu replicirati nekom samofinansiraju¢om strategijom.
Bez obzira na to, oc¢igledno je da zahtev, koji takode zavisi od biometrickog do-
gadaja (npr. smrt neke osobe) ne moze biti hedzovan preko hartija od vrednosti,
odnosno, zajednicko trziste sa finansijskim i biometrickim rizikom nije kompletno.
U tom slucaju, finansijske portfolije ¢emo ograniciti na one koji se mogu replici-

rati.
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. Biometricka stanja pojedinaca su nezavisna. Ovo je standardna pret-
postavka klasiéne matematike zivotnog osiguranja. Kontraprimeri kao bracni
parovi su irelevantni, a ako zanemarimo moguc¢nost epidemija ili ratova, ovaj
princip moze biti odgovarajuéi i u modernoj matematici zivotnog osiguranja.
Iako postoje realniji modeli koji uklju¢uju zavisnost, u ovom radu ¢emo se ipak
drzati date pretpostavke, jer je za glavni argument potrebna mogucénost diverzi-

fikacije biometrickih rizika.

. Velike grupe sliénih klijenata. Da bi se primenio zakon velikih brojeva u
klasiénoj matematici zivotnog osiguranja, potrebna je pretpostavka o velikom
broju klijenata pod nekim ugovorom u osiguravajuéoj kompaniji. Stavise, obi¢no
se pretpostavlja da su grupe slicnih klijenata velike, npr. klijenti istog zivotnog
doba, pola i zdravstvenog stanja. Osiguravajuca kompanija treba biti u moguénosti
da se izbori sa takvim velikim grupama sli¢nih klijenata, ¢ak iako svi ¢lanovi
grupe imaju istu vrstu polise.

. Medu sliénim klijentima se ne pravi razlika. Radi pravicnosti, svaka dva
klijenta sa slicnim ocekivanim biometrickim kretanjima trebaju platiti istu cenu
za istu vrstu ugovora. Pored toga, za sve akcije (npr. hedzing) preduzete od strane
kompanije za dva klijenta koji imaju istu vrstu polise, pretpostavlja se da su
identicne, dok god su njihova moguéa biometricka kretanja nezavisno identicna,
sa stohastickog stanovista.

. Nearbitrazno odredivanje cena. Kao Sto je poznato iz teorije finansijskih
trzista, vazna karakteristika pravilnog odredivanja cena je odsustvo arbitraze,
odnosno odsustvo dobitka bez rizika. U ovom slu¢aju, ne sme postojati mogucénost
ostvarivanja profita prodajom i kupovinom proizvoda zivotnog osiguranja na npr.
postojec¢em ili hipotetickom trzistu reosiguranja. Stoga, cena ili vrednost svakog

proizvoda i novcéanog toka ¢e biti odredena pod principom nearbitraze.

. Minimalne fer cene dopustaju hedzing takav da bilansi konvergiraju
ka nuli skoro sigurno. Princip nezavisnosti biometrickih dogadaja je usko
povezan sa principom ocekivanja iz klasi¢ne matematike zivotnog osiguranja. U
klasiécnom slucaju, gde se pretpostavlja da su finansijska trzista deterministicka,
ovaj princip tvrdi da je vrednost ili neto premija novcanog toka ocekivani zbir nje-
govih diskontovanih isplata (o¢ekivana sadasnja vrednost). Zakon velikih brojeva
predstavlja vezu izmedu ova dva principa. Vrednosti ili cene odreduju se tako da
za rastuci broj ugovora izdatih nezavisnim klijentima, osiguravajuc¢a kompanija
moze posti¢i da krajnji bilans po polisi konvergira ka nuli skoro sigurno (varijansa
ovog bilansa takode konvergira ka nuli). Analogno klasi¢nom sluc¢aju, zahtevamo
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da minimalna fer cena bilo koje polise (sa stanovista osiguravajuée kompanije)
mora pokriti bar cenu finansijske hedzing strategije koja dopusta da bilans po
polisi konvergira ka nuli skoro sigurno za rastuc¢i broj ugovora.

Napomena 3. U teoriji deterministickih finansijskih trzista, cena buduéeg nov-
canog toka u vremenu 0 naziva se sadasnja vrednost. Vrednost buduceg novéanog
toka izlozenog riziku, koja se odreduje preko klasi¢nog principa oc¢ekivanja, naziva
se njegovom ocekivanom sadasnjom vrednoséu. Vrednost istog novcanog toka
koji se odreduje preko principa moderne matematike zivotnog osiguranja (u sto-
hastickim finansijskim trzistima), u literaturi se naziva trZisna vrednost, jer se
vrednovanje obi¢no vrsi preko trzisnih cena odgovarajué¢ih hartija od vrednosti
koje ne sadrze biometricke rizike. Medutim, pojam trzisSne vrednosti je na neki
nacin varljiv, jer uglavnom ne postoji trgovina medu ugovorima zivotnog osigu-
ranja i stoga uglavnom za njih ne postoje cene koje su direktno odredene trzistem.
U skladu sa principom 7, trzisSnu vrednost ¢emo nazivati minimalna fer cena.

8. Princip ekvivalencije. Kao Sto je receno u poglavlju 3.2, ovaj princip po-
drazumeva da se buduée obaveze osiguranika (premije) trebaju odredivati tako
da je njihova (trzisna) vrednost jednaka (trzisnoj) vrednosti buduéih obaveza
osiguravaca (isplate). Ideja je da se obaveze osiguravajuce kompanije (isplate,

zahtevi) mogu hedzovati pomoc¢u premija.

5.2 Model

Sada ¢emo uvesti pretpostavke koje se ticu osobina modela trzista i koje ukljucuju
biometricke dogadaje.

Neka je dat filtrirani prostor verovatnoée (B, (B;)iet, B) koji opisuje razvoj samo
bioloskih stanja svih posmatranih ljudi.

Pretpostavka 1. Dat je zajednicki filtrirani prostor verovatnoce za finansijske i biome-
tricke dogadaje

(M, (Mt)tETa IP)) = (Fa (E)te'ﬂ'a ]F) & (B7 (Bt)tET7B) (51)
odn. M =F x B, M;=F,® B, 1 P=F®B. Pritom je o = {0, F'} i By = {0, B}.

Biometricki i finansijski dogadaji su nezavisni i ova pretpostavka odgovara principu
1 iz prethodnog poglavlja.
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Kako je My = {0, F x B} model implicira da su desavanja potpuno poznata u
vremenu 0. Oznake M, M; i P su uvedene radi jednostavnije notacije. M i M, su
izabrani jer opisuju dogadaje modela glavnog trzista, a P oznacava fizicku (physical)

meru verovatnoce. Kasnije ¢e se M koristiti za oznacavanje martingalne mere.

Pretpostavka 2. Dat je model kompletnog trzista hartija od vrednosti
MF = (F7 (]:t)té']f?]F7T7FS)

sa jedinstvenom ekvivalentnom martingalnom merom Q. Zajednicki model trzista sa

finansijskim i biometrickim rizicima oznaci¢emo sa
MFXB = <M7 (Mt)tGTa ]P)a Ta S)
gde je S(f,b) = pS(f) za sve (f,b) € M.

Primetimo da ovoj pretpostavci odgovara princip 2.

Nadalje, M¥>*B predstavlja model trzista hartija od vrednosti. Ostale oznake su

nepromenjene.

Napomena 4. S je odgovarajuéi proces iz (M, (M;)ier, P) procesa gS iz prostora
finansijskih dogadaja. Obicno ¢emo koristiti istu oznaku za slu¢ajnu promenljivu X
iz (F, (Ft)ter, F) 1 sluéajnu promenljivu Y iz (M, (My)ier, P) kada je Y(f,0) = X(f)
za sve (f,b) € M. Svaki portfolio 6 iz kompletnog finansijskog trzista M* moze biti
repliciran samofinansirajuc¢om strategijom plr = (p0;)ier. Pod nearbitraznim uslovom,

jedinstveni proces cena w!'(z0) za portfolio rf dat je sa

<F87FST>

m (p8) = ¢S} - Eq l 50
T

5
Posto je proces S iz (M, (M;)ser, P) odgovarajuéi procesu S, portfolio g0 iz M¥*B se
replicira strategijom pOp = (p0;)ser iz ME*B. Prema tome, da bi se izbegle moguénosti
za arbitrazu, svaki prihvatiljivi princip vrednovanja m mora karakterisati proces cena
7(pl) iz MF*P takav da m(r0) = mf (#6) P-skoro sigurno za svako t € T. Posto je
Eo[X|Fi] = Eggp[X|F: ® By P-skoro sigurno za bilo koju slu¢ajnu promenljivu X iz
(F, (Ft)ier, F), mora biti P-skoro sigurno

<F97 ST>
57

(rb, St)
Sz

7rt(pl9) = S? . EQ@[B |: |JTt ® Bo:|
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Pretpostavka 3. Postoji beskona¢no mnogo klijenata i imamo

o0

(B7 (Bt)te%B) = ®(Bia (Bg)teT7Bi)

=1

gde je By = {(B, (B)icr, B’) : i € N} skup filtriranih prostora verovatnoéa koji opisuju
razvoj i-tog klijenta. Svako BY je trivijalno, pa sledi da je i By trivijalno, tj. By =

{0, B}.
Princip 3 odgovara ovoj pretpostavci.

Pretpostavka 4. Za svaki prostor (B, (B!)er, B') iz By postoji beskonaéno mnogo

njemu izomorfnih (identiénih, ali ne u indeksima).

Odgovarajuéi princip je princip 4.

Ove cetiri pretpostavke definisu model drugog reda.

U ovakvoj postavci, biometricki razvoj po definiciji nema uticaj na proces cena S
na finansijskom trzistu i obratno. Zbog toga imamo situacije da portfolio  koji sadrzi
biometricki rizik (portfolio koji nije oblika § = pf P-skoro sigurno, gde je pf M”-
portfolio) ne moze biti repliciran nekim ¢isto finansijskim proizvodom. Dakle, uopsteno
odredivanje cena proizvoda zivotnog osiguranja u odnosu na M* nije moguée. Obicno
se ne trguje polisama zivotnog osiguranja i nije data mogucénost odredivanja vrednosti
takvih ugovora preko trzista. Triste MT>*P sa finansijskim i biometrickim rizicima
je nekompletno. Bez obzira na to, proizvodi moraju imati cenu iz razloga Sto npr.
osiguranik obi¢no ima pravo da raskine ugovor u bilo kom trenutku njegovog trajanja.
Stoga, potreban je prihvatljiv princip vrednovanja 7 za posmatrane portfolije © na

trzistu MEF>P i posebno za osnovne proizvode Zivotnog osiguranja.

Definicija 5.1. Osnovna polisa Zivotnog osiguranja je vektor (o, B;)ier parova (g, 5;)
t-portfolija iz © (radi krace notacije izostavljene su unutrasnje zagrade iz ((au, B¢))ter)-
Za svako t € T, portfolio oy predstavlja placanje osiguranika osiguravacu (premija)
i §; predstavlja placanje osiguravaca osiguraniku (osigurana suma), respektivno koja
se desavaju u trenutku t. Oznaka (!, 3!)ier znaci da ugovor zavisi od Zivota i-tog
klijenta, tj. za sve (f,z), (f,y) € M

(ai(f. ), B (f, @) )er = (a5 (f,9), Bi(f, y))ser
kad god je p'(x) = p'(y), gde je p’ projekcija od B na B'.

Za svaku polisu (o, By)ier prodatu nekom klijentu, tok placanja je sa stanovista

osiguravaca ekvivalentan posedovanju portfolija (c; — 3¢)ier.
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Iako jos uvek nije razmotren nijedan poseban princip vrednovanja za takve port-
folije, pretpostavljamo da je odgovarajué¢i princip 7 minimalna fer cena u skladu sa
principom 7 iz poglavlja 5.1. Karakteristike minimalne fer cene ¢e biti definisane i
objasnjene malo kasnije.

Pretpostavka 5. Neka je m odgovarajuéi princip vrednovanja na skupu portfolija ©.
Za svaku polisu zivotnog osiguranja (cy, 3;)ier princip ekvivalencije zahteva da

o (; ozt> =T (; Bt) ) (5.3)

Kao $to je ve¢ pomenuto u poglavlju 5.1 (princip 8), ideja ove jednakosti je da
obaveze (f;)ier mogu na neki nacin biti hedzovane preko premija (oy)er, s obzirom
da su njihove sadasnje (trzisne) vrednosti jednake. Primecujemo analogiju principa
ekvivalencije u slucaju klasicne matematike zivotnog osiguranja.

Model klasiéne matematike zivotnog osiguranja se uklapa u dati model modernog
zivotnog osiguranja. U klasicnom slucaju finansijska trzista su deterministicka, a
tu pretpostavku realizujemo preko |Fr| = 2, odn. Fr = {0, F} i identifikujuéi
(M, (My)ier, P) sa (B, (By)ier, B). Zbog pretpostavke da na trzistu nema moguénosti
za arbitrazu, sve cene aktiva moraju imati dinamike identicne do na skaliranje. Stoga
pretpostavljamo da je S = (S?)ser, odn. d = 11 da je jedina aktiva na trzistu nerizicna
aktiva kao deterministicka funkcija vremena.

Sledi primer primene jednakosti (5.3) za unit-linked osiguranje (polisa unit-linked
zivotnog osiguranja obic¢no zavisi od akcija fonda koje su kombinacije aktiva kojima se

trguje).

Primer 5.2. Koristimo pretpostavke 1i2. Za T =2 i d = 2, neka je M* model kom-
pletnog trzista hartija od vrednosti bez mogucénosti arbitraze, sa dve aktive od kojih je
jedna deterministicka (obveznica, S°), a druga stohasticka (akcija, S'). Razmatramo
zivot osobe starosti x. Ovaj zivot je modelovan prostorom (B, (B;)icqo,1,23, B) 1 pret-
postavljamo da je ta osoba ziva u trenutku 0. Neka je § Bi-merljivo sa 6(b) € {0, 1} za
svako b € B. Neka je 0 = 1 ako i samo ako je klijent ziv u trenutku 1. Sada definiSemo

60 - (070)7 61 = (07 100(1 - 5))a B = (07 1505)7

Qo = (P,O), 1] = Qg = (0,0),

gde je P € RT. Ovi portfoliji definisu jednostavno unit-linked osiguranje za posma-
tranog klijenta. Polisu sacinjava premija u iznosu P u trenutku 0, u slucaju smrti
do trenutka 1 dobit od 100 akcija u trenutku 1 ili, u suprotnom, dobit od 150 akcija
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u trenutku 2. Za izra¢unavanje vrednosti P preko (5.3), koristimo princip proizvoda
mera, koji ¢emo kasnije pojasniti. Stoga, pretpostavljamo da je 7 dato sa

m(0) = S - Eges {ws—f?)m ® Bt} , t€{0,1,2}. (5.4)
Vazi 2
mo(ap + ag + ag) = mo(Bo + B1 + Ba)
7o((P,0)) = m(100(0, 1 4 0.58)).
Iz (5.4) je

(100(0,1 4 0.50), (59, 53))
93

70(100(0,1+ 0.56)) = S - Eges { |Fo @ By

1
= 100 Eggs {(1 + 0.55)%1
2

WO((P7 0)) =P

Iz toga dobijamo
S5
P = 100-Eg[l+ 0.50] - Eg {S—g]

= 100 (1+ 0.5Eg[d]) - Sy

= 1005, + p.50S;,
gde je p, = Eg[d] medunarodna aktuarska oznaka za verovatnoéu da osoba starosti
x prezivi narednu godinu, kao $to je navedeno u poglavlju 3.3. Zakljucujemo da je
vrednost premije jednaka zbiru 100 cena akcije u trenutku 0 i 50 cena akcije u trenutku
0 umnozenih sa jednogodisnjom verovatno¢om prezivljavanja za osobu starosti x. Time

se dobija polisa koja sigurno isplac¢uje 100 akcija u nekom od trenutaka 1 ili 2 i dodatnih

50 akcija u trenutku 2 ako je klijent preziveo prvu godinu. <

Kao sto je ve¢ navedeno, potreban je odgovarajuci skup portolija © na koji ¢emo
primeniti odredeni princip vrednovanja. Pored toga, potrebna je matematicka formu-

lacija onoga §to je nazvano “sli¢nim” u principu 5 iz pogavlja 5.1.

Definicija 5.2. (i) Neka su skupovi portfolija dati sa
0 = (LY(M, Mz, P))*
oF = (L'(F, Fr,F))",
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gde ©F predstavlja odgovarajuéi podskup od O.

(ii) Skup ©' C © portfolija iz MI*B je skup nezavisnih slucajnih promenljivih
sa jednakim raspodelama u odnosu na (B, Br,B), skrateno B-i.i.d., ako su za skoro
svako f € F slucajne promenljive {6(f,.) : 0 € ©'} i.i.d. na prostoru (B, Br,B). Pod
pretpostavkom 4, takvi skupovi postoje.

(iii) Pod pretpostavkama 1, 2 i 3, skup ©' C © zadovoljava uslov (K) ako za
skoro svako f € I elementi od {0(f,.) : 0 € ©'} su stohasticki nezavisni na (B, Br, B)
L107(f, )y < c(f) € RT za svako 6 € © isvako j € {0,1,...,d — 1}.

Skupovi koji ispunjavaju uslov (B-i.i.d.) ili (K) indeksirani su odgovarajuéim sim-
bolom. Objasnjenje Kolmogorovljevog kriterijuma datog uslovom (K) biée navedeno

kasnije (u napomeni 7), nakon nekoliko primera.

Sada se mogu formulisati ostale pretpostavke u vezi sa vrednovanjem. Sledeca
pretpostavka motivisana je zahtevom da kad god je trziste sa d prvobitnih hartija od
vrednosti sa cenama S uveéano kona¢nim brojem procesa cena (), a zbog portfolija
0 € ©, uslov (NA) treba da vazi za novo trziste. Ova pretpostavka odgovara principu

6 iz poglavlja 5.1.

Pretpostavka 6. Svaki princip vrednovanja m mora za svako ¢t € T i 6 € O biti oblika

0,5
m(0) = S} - Ey {< SOT> |F: @ Bt] (5.5)
T
za meru verovatnoée M ~ P. Pored toga, treba da je
mi(r8) = 7 (6) (5.6)

P-skoro sigurno za svaki M*-portfolio p@ i za svako t € T, gde je 7" proces cena u
M*E.

Propozicija 5.1. Pod pretpostavkom 6, proces (S;/S?)er je M-martingal.
Dokaz

Za pf = e;_1, gde je e;_1 i-ti jediniéni vektor baze u R%, na osnovu jednakosti (5.6)

i (4.6) sledi

m(p0) =Y el S =S}
=0
Iz (5.5) dobijamo
Si
(st) = 50 B | SEF 0 5]

T
Sto daje . ’
S; Sk,
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Sledec¢a pretpostavka se odnosi na peti i sedmi princip.

Pretpostavka 7. Pod pretpostavkama 1, 2, 3, 4 1 6, minimalna fer cena odredena je

principom vrednovanja m na © tako da za svako 6§ € © mora vaziti
mo(0) = g (H(0)) (5.7)

gde je preslikavanje
H:0 —0F (5.8)

takvo da
(i) H(#) je t-portfolio ako je 6 t-portfolio.
(ii) H('0) = H(?0) za B-i.i.d. portfolije 10 i 6.
(iii) Za t-portfolije {67 : i € N}, .., ili {6 : i € N}, vazi

1 N ; m—o00
- Z ("6 — H('9),S;) = 0 P-skoro sigurno. (5.9)
i=1

Izraz (5.8) oznacava da je hedz H(6) portfolio iz finansijskog trzista. Podsetimo se
da je finansijsko trziste M¥ kompletno i da za svaki t-portfolio postoji replicirajuéa
strategija za finansiranje do trenutka ¢ (lema 4.2). Pored toga, (5.8) implicira da
hedzing strategija ne reaguje na biometricke dogadaje koji se desavaju nakon vremena
0. Zbog osobine (ii), kao i u klasi¢nom slucaju, hedzing metod H ne pravi razliku izmedu
slicnih (B-i.i.d.) klijenata (princip 5). Osobina (iii) je takode prenesena iz klasi¢nog
slucaja, gde je odgovarajuca konvergencija obezbedena principom ocekivanja za odgo-
varajuce proizvode osiguranja kombinovane sa odgovarajué¢im hedzevima (princip 7).
Osobina (iii) se pored toga odnosi na princip 4 iz poglavlja 5.1, jer bi osiguravajuce

kompanije trebale poslovati sa velikim grupama sli¢nih (B-i.i.d.) ugovora.

5.3 Vrednovanje

Pre formulacije i dokaza glavnog tvrdenja za vrednovanje u opstem slucaju, potrebno
je navesti nekoliko lema.

Lema 5.1. Neka su g1, ga, ..., gn, gde je n € N\ {1}, merljive funkcije na proizvodu dva
proizvoljna prostora verovatnoéa (F, F,F)®(B,B,B). Tada je g1 = ... = g, FQB-skoro
sigurno ako i samo ako je F-skoro sigurno gi(f,.) = ... = gun(f,.) B-skoro sigurno.
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Dokaz
Zai # j razlika g; j := g; — g; je merljiva, stoga je skup @ := [, 9, (0) F ® B-
merljiv. Za svako @) € F ® B znamo da je

FoB(Q) = [ BQ)E,

gde je Qf = {be B:(f,b) € @} i funkcija B(Qs) na F je F-merljiva. Sada je g1 =
... = g skoro sigurno ekvivalentno sa F ® B(Q)) = 1 sto je ekvivalentno sa B(Qs) =1
[F-skoro sigurno. S druge strane, B(Qf) = 1 je ekvivalentno sa ¢1(f,.) = ... = g.(f, ")

B-skoro sigurno. O]

Lema 5.2. Neka su (gn)nen @ g iz i funkcija, respektivno, iz prostora L°(F x B, F ®
B, F®B), gde je (F x B,F® B,F®B) proizvod dva proizvoljna prostora verovatnoca.
Tada g, — g F & B-skoro sigurno ako i samo ako F-skoro sigurno g,(f,.) — g(f,.)
B-skoro sigurno.

Dokaz
Neka g, — g F @ B-skoro sigurno. Elementi prostora L°(F x B, F @ B,F @ B) su
merljive realne funkcije. Znamo da za bilo koji niz realnih brojeva (hy,)nen 1 bilo koje
h € R vazi da je h, — h ekvivalentno sa limsup h,, = liminf h,, = h. Kako limes
superior i limes inferior realne merljive funkcije uvek postoje, iz leme 5.1 dobijamo da
je
limsup g, = h,?i, g}f Jn = g F ® B-skoro sigurno

ako i samo ako je F-skoro sigurno

limsup g,,(f,.) = liminf g, (f,.) = g(f,.) B-skoro sigurno

n—oo

sto je ekvivalentno sa F-skoro sigurno g, (f,.) — g(f,.) B-skoro sigurno. O

Lema 5.3. Pod pretpostavkama 1 i 2, na (F x B, F ® B) vaZi

QB ~F®B. (5.10)

Za Radon-Nikodym izvode, F @ B-skoro sigurno vazi

M — @ (5.11)
dF®B) dF
Dokaz
Za bilo koji F ® B-merljivi skup Z znamo da je Q@B(Z) = 0 ako i samo ako [; = 0
Q ® B-skoro sigurno, gde je I, indikator funkcija skupa Z. Na osnovu leme 5.1, I =0

Q ® B-skoro sigurno ako i samo ako je Q-skoro sigurno I(f,.) = 0 B-skoro sigurno.
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Medutim, Q je ekvivalentno meri F, odn. Q-skoro sigurno je ekvivalentno sa F-skoro
sigurno, pa sledi da je Q ® B(Z) = 0 ekvivalentno sa F ® B(Z) = 0. Stoga vazi (5.10).
Za bilo koji F ® B-merljivi skup Z, iz Fubinijeve teoreme sledi da je

Q® B(Z) = Eqgrllz] = Eq[Es[lZ]].

dQ/dF postoji i ogranic¢eno je, pa koriste¢i (2.3) dobijamo

dQ dQ
Q®B(Z) = Er {EB[IZ]d_IF} = Ergp {Izd_lﬁ‘} ;
iz cega sledi
d(Q®B) dQ
——— (7)) =17—.
d(F ® B) (2) =1z g
O
Lema 5.4. Pod pretpostavkama 1 i 2, neka je za svako 6 € ©
H*(0) := Egl] € ©F. (5.12)
Postoji samofinansirajuca strategija koja replicira H* i pod pretpostavkom 6
) 0,5
T

zat € T. Pored toga, H* ima osobine (i), (ii) i (iii) iz pretpostavke 7.

Dokaz

Na osnovu Fubinijeve teoreme, Eg[0(f,.)] postoji F-skoro sigurno i Eg[f] je F-
merljivo i -integrabilno. Prema tome, zbog kompletnosti M* i jedinstvenosti Q, port-
folio H* se moze replicirati hartijama od vrednosti iz M¥, a zbog pretpostavke 6 i
napomene 4 ima proces cena

m(Eg[f]) = S} - Eqes —<EBE% 1)

Posto je svako 0° (i = 0,...,d — 1) F ® B-integrabilno, S% > 0 i S% skoro sigurno
uzima samo konacne vrednosti [3], onda je (0, St) /S% F ® B-integrabilno. Na osnovu
leme 5.3, m(H*(6)) dato sa (5.13) postoji jer je (5.11) ograniceno. Kako je

|Fi @ Byl - (5.14)

Eqgs [EIB% [XH]:t ® BO] = Eqgr [X|.7:t ® Bo] P-skoro sigurno

za svako Q ® B-integrabilno X (podsetimo se da je By = {0}, B}), jednakost (5.14)
ekvivalentna je sa (5.13) P-skoro sigurno.
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Posto je Eg[X] = Epgp [X|F; @ By| P-skoro sigurno za F; ® Bi-merljivo X, onda je
H*(0) t-portfolio.

Osobina (ii) iz pretpostavke 7 je ocigledno zadovoljena.

Za bilo koji t-portfolio {*0 : i € N}, ili {*0 : ¢ € N}, .., jak zakon velikih brojeva
(Kolmogorovljev kriterijum) implicira da za skoro svako f € F

EZ(Z@( £, = H(O)(f), S (f)) =30 B-skoro sigurno. (5.15)
i=1
Primenjujuéi lemu 5.2 dobijamo da H* ima i osobinu (iii). ]

Lema 5.5. Pod pretpostavkama 1 1 2, za svako 0 € O, svakot € T 1 za M €
{F®B,Q®B} vazi

Ey [(0 — H*(0), S;)] = 0. (5.16)

Dokaz

Sledi iz Fubinijeve teoreme. O

Za portfolije koji mogu predstavljati polise zivotnog osiguranja, slede¢a lema pokazuje
da bilo koji metod finansijskog hedzingovanja, odn. strategije koja ne koristi biometricke
informacije, koji ima osobine (i), (ii) i (iii) iz pretpostvke 7, ima proces cena isti kao i
H* dato sa (5.12). Stavise, ne postoji hedzing metod sa boljom osobinom konvergencije

nego Sto ima takvo H*.

Lema 5.6. Pod pretpostavkama 1, 2, 3, 4 i 6, za svako H : © — OF koje ima osobine
(i), (i) i (i) iz pretpostvke 7, vazi da za svako 0 iz nekog Op_;;.q.

(0, St)

m(H(0)) = S? - Egen [Tm ® Bo} , teT. (5.17)
T

Dokaz
Neka je dato H : © — ©OF sa osobinama (i), (ii) i (iii) iz pretpostvke 7 i skup

portfolija {0 :i € N}, ., koji sadrzi dati portfolio § € ©. Kako je svako § € O
T-portfolio, lema 5.2 implicira da je F-skoro sigurno

%Z CO(f,.)—H@O)(f),Sr(f)) = 0 B-skoro sigurno. (5.18)

Na osnovu jakog zakona velikih brojeva sledi F-skoro sigurno

(H(0)(f), 5r(f)) = (Ee[0(f, )], ST(f)) -

42



Pretpostavka 6 (5.6) i uslov (NA) na M* impliciraju m(H(0)) = m,(Eg[]) P-skoro
sigurno za t € T. Primenom leme 5.4 dobija se (5.17). O

Nakon predstavljenih principa i pretpostavki moze se formulisati glavno tvrdenje.

Teorema 5.1 (Fischer, 2007). Pod pretpostavkama 1, 2, 3, 4, 6 i 7, minimalna fer
cena ™ na © jednistveno je odredena merom M= Q ® B, odn. za 0 € © it € T vazi

(0, St)

m(0) = S} - Eqes [T'E ® Bt:| : (5.19)
T

Dokaz

Iz leme 5.3 znamo da je Q@B ~ F®B. Preko leme 5.4 i jednakosti (5.2), dobijamo
da (5.19) postoji i stoga ispunjava uslove pretpostavke 6. Pored toga, (5.19) predstavlja
minimalnu fer cenu iz pretpostavke 7 jer za H = H* iz Fubinijeve teoreme i

Eo [£452] - [£220)5]

dobijamo
mo(0) = 7y (H(0)),

a (i), (ii) i (iii) su na osnovu leme 5.4 ispunjeni. Q®B je ekvivalentna martingalna mera
za proces S u prostoru proizvoda, pa je (5.19) je princip vrednovanja jer je (S;/S?)ier
Q ® B-martingal i stoga m;(6;) = (0;, S;) za svaki t-portfolio 6, € ©.

Treba pokazati jos jedinstvenost. Neka je m minimalna fer cena iz pretpostavke 7 i
neka je dat skup {*0 : 7 € N}, .., . Tada na osnovu leme 5.6 znamo da je

70(i6) = mo(H* (6)) = B [—

za svako i € N. Medutim, mozemo izabrati skup {0 :i € N}, .., tako da ' =
(I£,0,...,0), gde I predstavlja indikator funkciju skupa Z = F’' x By X By X ..., gde
F' e FriBj € B% za j € N1 Bj # BJ za samo konatno mnogo j (pretpostavka
4 je krucijalna za moguénost ovakvog izbora). Kona¢ne unije skupova oblika Z ¢ine
algebru koja generise M, g-algebru prostora proizvoda, a M predstavlja element ovog
generatora. Iz (5.13) i (5.5) dobijamo m('0) = Q@ B(Z) = M(Z). M = Q ® B sledi

iz podudarnosti mera na generatoru. O]

lako je ovaj princip vrednovanja dobro postavljen u literaturi, u ovom radu je
prikazano detaljno izvodenje sa vrlo opstom osnovom. Jasno je da je (3.2) specijalan
slucaj od (5.19) kada je u pitanju deterministicko finansijsko trziste. Posto je m jedin-
stveno, onda predstavlja i minimalni princip vrednovanja sa trazenim osobinama. Ne

postoji drugi princip vrednovanja koji pod pretpostavkama 1, 2, 3 i 4 zadovoljava 6 1 7
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i koji pod principom ekvivalencije (pretpostavka 5) implicira premije nize nego (5.19).
Zapravo, osobina (iii) iz pretpostavke 7 obezbeduje da osiguravajuéa kompanija za
svaki prodati proizvod ne naplacuje vise nego Sto su troskovi za prihvatljiv ¢isto finan-
sijski hedz. Zbog toga, minimalna fer cena je fer sa stanovista osiguranika, kao i sa

stanovista kompanije.

Primer 5.3 (Asimptotske mogucnosti za arbitrazu). Posmatrajmo skup portfolija
{'6:ie N}, ,,,. Minimalna cena svakog portfolija data je sa (5.19), u vremenu
t = 0. Ako osiguravaju¢a kompanija prodaje proizvode {6, ...,™0} po tim cenama,
onda moze kupiti hedzing portfolije tako da bilans konvergira ka nuli skoro sigurno

(pretpostavka 7, osobina (iii)). Medutim, ako kompanija naplacuje
mo('0) + €,

gde je € > 0 dodatna naplata i 7 je dato sa (5.19), tada i dalje postoji takav hedz,
ali prihod € po ugovoru je ostvaren u vremenu ¢ = 0. Prema tome, faktor opterecenja
€ omogucava osiguravajuc¢oj kompaniji da postane masina za pravljenje novca, kada

m — 00. O

Grubo govoredi, u idealizovanoj ekonomiji koja je blizu ekvilibrijuma, za bilo koju
EMM M’ trzista M *B koja bi bila dobijena (indirektno, preko cena) od slobodnog
trgovanja portfolijima iz M5 treba ocekivati da bude bliska meri Q ® B, gde bi Q
bila ekvilibrijumska EMM dobijena trgovinom samo u M. Bilo koja jaka sistematska
devijacija moze dovesti do porasta moguc¢nosti za arbitrazu, kao sto smo videli u ovom

primeru.

5.4 Hedzing i diverzifikacija

U ovom poglavlju pokazuje se na koji nacin osiguravaju¢a kompanija moze hedzovati
svoj rizik preko proizvoda finansijskog trzista, pod uslovom da je trziste dovoljno
likvidno.

Neka vaze pretpostavke 1, 2, 3 i 4 i neka je skup polisa zivotnog osiguranja
{(d, Bi)ier : i € N} takav da {of : i € N}, 1 {3} :i € N}, za svako t € T. Koristeci
hedzing metod H* iz leme 5.4, portfoliji (ili replicirajuce strategije) —Eg['cy] i Eg["3;]
se kupuju u vremenu 0 za sve i € Nisvet € T. Razmotrimo bilans dobitaka i gubitaka
u bilo kom vremenu ¢t € T. Za srednju vrednost svih isplata po ugovoru u vremenu ¢

iz leme 5.4 znamo da je
— E <Zat —' By — Epl'ay —* (4], St> — 0 P-skoro sigurno. (5.20)
m
i=1
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Analogno sa klasi¢nim slucajem (poglavlje 3), srednja vrednost krajnjeg bilansa takode
konvergira ka nuli skoro sigurno, odn.

1 m T

— Z Z (‘o =" B — Eg['oy =" B], Sr) ™= 0 P-skoro sigurno. (5.21)
M3 =

Ovaj nacin upravljanja rizikom je statican u smislu da nijedna strategija za trgovanje
ne reaguje na biometricke dogadaje koji se deSavaju posle vremena 0, sto se podudara

sa razmatranjem u klasicnom slucaju.

Napomena 5. Lema 5.5 implicira da bilansi iz (5.20) i (5.21) imaju ocekivanje 0 u
meri P =F ® B.

Sto se tice izracunavanja premija, ako se princip ekvivalencije (5.3) primeni na
minimlanu fer cenu (5.19), za svako ¢ € N dobija se

T T

ZWO(EB[—i& +' 6]) = Zﬂo(iat —13)=0.

t=0 t=0

Napomena 6. Primenom (5.3) i (5.19) osiguravajuca kompanija moze bez troskova u
vremenu 0 izvr§iti samofinansiranje tako da bilansi po ugovorima u bilo kom trenutku
t konvergiraju ka nuli skoro sigurno za rastuéi broj klijenata. Na ovaj nacin treba biti
shvadena diverzifikacija biometrickih rizika u datom modelu. Realizacija takvog hedza

zahteva precizne podatke (baze drugog reda) date pretpostavkama 1-4.

Nasuprot drugim, potpunijim hedzing metodima, predstavljen metod ima tu pred-
nost da nije potrebno uzimati u obzir kretanje biometrickih stanja klijenata pojed-

inac¢no. Dovoljne su informacije dostupne u vremenu potpisivanja ugovora (t = 0).

Primer 5.4 (Klasicne polise Zivotnog osiguranja). Posmatramo polisu zivotnog osig-
uranja koja je za i-tog klijenta data novcanim tokovima

gde je T ={0,1,...,T} dato u godinama. Pretpostavimo da je
‘oy ="'B, = 0 za t veée od nekog T; € T,
odn. da je datum isteka ugovora T i da je svako ‘A, za t < T; dato sa
TA(f,b) =a s, (1Y) za sve (f,0) = (f,b',0%,..) e M

gde je ‘a pozitivna konstanta. Neka je (“3;);er definisano analogno sa promenljivima
iCy,ic i 7. Pretpostavimo da je 00"” Bi-merljivo sa 650 (1) € {0,1} za sve b €
B (t <T;).
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Portfolio ey/S? se moze interpretirati kao garantovana isplata novéane jedinice u
vremenu t. Ova vrsta ugovora naziva se nula-kupon obveznica sa dospeéem u t.
Njena cena u vremenu s < ¢ oznacava se sa p(s, t—s) = ms(eg/S?), gde ¢t — s predstavlja
vreme do dospeca i p(s,0) := 1 za sve s € T.

Razmotri¢emo dve vrste klasiénih polisa.

1. Riziko osiguranje. Pretpostavimo da za t < T} vazi iéf = 1 ako i samo ako je
i-ti klijent umro u intervalu (t—1,t] i za t < T; da je ‘0% = 1 ako i samo ako je i-ti klijent
Ziv u trenutku ¢, ali ié%i = 0. Pretpostavka je da je ¢-ti klijent ziv u trenutku ¢ = 0.
Ovakav ugovor predstavlja riziko osiguranje sa jednakim godi$njim premijama u iznosu
iq 1 osiguranom sumom ‘c u slucaju smrti. Eg['07] i Ep['6?] predstavljaju verovatnoce
smrtnosti i prezivljavanja tokom intervala (¢ — 1,¢], respektivno, i mogu se naéi u
tablicama mortaliteta. Medunarodna aktuarska oznaka je ; 11¢, = EB[’BE | (t>0)1
e = Eg['07] (0 < t < T;) za osobu starosti  (za t =0 je _1j1¢z = 01 op, = 1). Hedz
H* za portfolio ‘o — '3, je za t < T; dat preko

(‘c -1119, — ‘a 1p,) nula-kupon obveznica sa dospeéem u t,
a za t =T} preko

‘c 1,-119, nula-kupon obveznica sa dospecem u T;.

2. Mesovito osiguranje. Pretpostavimo da je za t < T; iéf = 1 ako i samo
ako je i-ti klijent umro u intervalu (¢ — 1,¢] ali ’5? = 1 ako i samo ako je umro u
intervalu (7; — 1,T;] ili je ziv u trenutku 7. Dalje, ‘6* = 1 ako i samo ako je i-ti
klijent Ziv u trenutku ¢ < T3, ali 7. = 0. T ovde pretpostavljamo da je i-ti klijent
ziv u trenutku ¢ = 0. Ovaj ugovor predstavlja mesSovito osiguranje za sluc¢aj smrti
i doZivljenja, koji sacinjavaju godisnje premije ‘a, osigurana suma ‘c u sluéaju da se
smrt desila do datuma dospeéa i osigurana suma ‘c u slucaju dozivljenja. Hedz H* za
portfolio ‘a; — '3, je za t < T; dat preko

(‘c —114, — ‘a p,) nula-kupon obveznica sa dospeéem u t,
a za t = T; preko

i (1,-119, + 7,p,) nula-kupon obveznica sa dospecem u T;.

Zapravo, u slucaju klasi¢nih polisa, svaki hedzing moze biti izveden preko nula-
kupon obveznica.
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Primer 5.5 (Unit-linked proizvodi). Ovi proizvodi su zanimljivi jedino u slu¢aju da se
ne sastoje iz klasi¢nih polisa i jednostavne fond polise (3to je ponekad sluc¢aj u praksi).
Zato ¢emo pretpostaviti da je polisa data preko novéanog toka premija (“oi)ser kao u
primeru 5.4 i novéanog toka osiguranih suma (‘8;)ser tako da je

“Be(f,b) =0, - Z‘ciéf(bi) za sve (f,b) € M,

gde je 0, € OF proizvoljan ¢isto finansijski t-portfolio. Neka su ostale oznake iste kao
u uvodu primera 5.4. Mozemo posmatrati npr. akcije nekog indeksa ili neku aktivu
zajedno sa evropskim prodajnim opcijama koje osiguravaju izvesnu dobit, tj. “unit-
linked proizvod sa garancijama”. Strategija koja se odnosi na portfolio ‘ay — 3, data
je sa ic- E['6]] puta replicirajuca strategija za ‘0, umanjenu za ‘a - Eg[6¢] nula-kupon
obveznica sa dospeéem u vremenu t. Ako je ‘0, konstantan portfolio, strategija je vrlo

jednostavna, posto portfolio ne mora biti repliciran, ve¢ se moze direktno kupiti. <

Napomena 7. Sada ¢emo razmotriti tehnicku pretpostavku (K) koja je uvedena na
pocetku ovog poglavlja i koja je dovoljna za konvergenciju (5.20) (definicija 5.2(iii)).
U slucaju klasi¢nih polisa, kao u primeru 5.4, realistican uslov ‘c,’a < const € RT
za sve i € N implicira (K) za skupove {'ay :1 € N} i {!3;:i €N} zasvet € T. U
sluc¢aju unit-linked proizvoda, pretpostavimo da postoji samo kona¢no mnogo mogucih
portfolija ‘0, za svako t € T, §to je takode vrlo realisti¢no posto se Gesto razmatraju
akcije samo jednog fonda. Pod ovom pretpostavkom takode ‘c,‘a < const € RT za sve
i € N implicira (K) za skupove {*ay : i € N} i {8, : i € N} za sve t € T. Stoga, uslov
(K) ne predstavlja prepreku za prakti¢nu primenu.
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6

Primer vrednovanja na osnovu
trzista

Posmatramo klasi¢ne polise zivotnog osiguranja, opisane u primeru 5.4. Primenjujudi

aktuarski princip ekvivalencije, trazimo da je
T; . T .
i 0 i isa 0
o (Z c5fs—t0> = Ty (Z a'dy S_to) . (6.1)
t=0 0

Pretpostavimo da se za odredivanje premije koristi minimalna fer cena 7 iz (5.19), odn.

princip vrednovanja

mo(0) = my (H(9)) = my (Es[0]). (6.2)

Tada je prema (4.7)

Posto je

%, Sr
. se ) SO i e i
mo (lafg—%) = Es[] - Eg {#.5) >\fo = Bx[5]] - m (—) = Bx['5]] - p(0,1),
t

konacno dobijamo

= ' 0.1) - '
i_ - T: . = T; isal’ (63)
il (15150‘;—%> 2120 p(0,1) - Eg['67]
gde je p(0,t) cena nula-kupon obveznice, kao sto je definisano u primeru 5.4. Vazna
posledica (6.3) je ta sto kolicnik minimalne fer premije i osigurane sume (‘a/'c) zavisi
od cene nula-kupon obveznice (ili kretanja prinosa) u vremenu 0. Kako kamatna stopa

varira iz dana u dan, ovo posebno znaci da “a/'c varira iz dana u dan i stoga zavisi od
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dana potpisivanja ugovora (Stavise, zavisi od ta¢nog vremena). Osiguravajuce kom-
panije ne odreduju cene svakog dana i zbog toga, u ovom modelu, mogu prouzrokovati
finansijske rizike.

Kamatna stopa R(t, ) za interval [¢,t+ 7|, pri ¢emu je T' = ¢t + 7 datum dospeca,

definisana je sa
Inp(t, 7)
-

R(t, ) = (6.4)

Izraz (6.4) pokazuje da kamatne stope (prinosi) i cene nula-kupon obveznica sadrze
iste informacije, naime sadasnju vrednost buducih isplata. Na stohastickim trzistima,
(R(t,7))ser 1 (p(t, T))ier su stohasticki procesi.

Kako su podaci o prinosima dati za bilo koje ¢ na istorijskoj osi koju posmatramo,
moguce je izracunati istorijsku vrednost ‘a/’c za t (koje predstavlja datum potpisivanja

odgovarajuéeg ugovora) preko (6.4) i (6.3). Time za riziko osiguranje dobijamo

z_a’(t) — Z;Z}:()p(ta7—> T—1|1QI(t) (6 5)
e > it p(t, ) -pa(t)
a za mesovito osiguranje
i t.Ty) 7.0 (t Bt T) 1 ga(t
—a(t>:p( ) )sz ( )—I—ZTfOp( 7—) 1|1q ( ) (66)

e bt 7) pa(t)

Prema podacima sa trzista Republike Srbije pokazac¢emo uticaj vrednovanja na
osnovu trzista za izvestan skup ugovora.

Zbog nedostupnosti podataka o stopama prinosa nula-kupon obveznica, uzete su
vrednosti prosecnih ponderisanih stopa prinosa na obveznice stare devizne Stednje Re-
publike Srbije po godinama dospeca, u periodu od marta 2003. godine do aprila 2011.
godine, na pocetku svakog meseca [15]. Vremenski period dospeca je podeljen na godine
i u intervalu je od 0 do 13 godina, a obveznice dostizu 31. maja u godini dospeca.

Vrednosti »_111¢5(t) (7 > 0) i ;p(t) (0 < 7 < T;) uzete su iz tablice mortaliteta 3.1
ili izracunate preko (3.9) i smatraju se konstantnim u vremenu.

Posmatramo sada klijenta starosti x = 40 i vremensku osu T = {0,1,....,5} (u
godinama). Na slici 6.1 prikazani su skalirani koli¢nici (6.5) i (6.6). Radi poredenja,
neskalirane vrednosti u pocetnoj tacki (mart 2003. god.) su ‘a/'c = 0.1327 za meSovito
i ‘a/'c = 0.0029 za riziko osiguranje. Grafik pokazuje dinamiku koli¢nika i stoga mini-
malnih fer premija ‘a ako su osigurane sume ‘c konstantne. Premije za mesovito osigu-
ranje vise podlezu uticajima fluktuacija kamatnih stopa nego premije riziko osiguranja.
Na primer, minimalna godisnja fer premija ‘a za 5-ogodisnje mesovito osiguranje sa os-
iguranom sumom od ‘c =1 000 000 RSD bila je 152 190 RSD 1. maja 2004. i 174 610
RSD 1. maja 2006. godine. Za riziko osiguranje, sa istom osiguranom sumom, dobija
se ‘a =3 097.40 RSD 1. maja 2004. i 3 262.20 RSD 1. maja 2006. godine (tabela 6).
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Slika 6.1: Grafik kolicnika ‘a/'c za 5-ogodisnje mesovito Zivotno osigurange (plava) i
riziko osiguranje (crvena), za klijenta starosti 40 godina

Ako pretpostavimo diskretnu tehnicku! kamatnu stopu Ryep,, moZemo izra¢unati
tehnicke kolicnike “asepny, /*c racunajuéi tehnicku vrednost nula-kupon obveznica, odn.
Prenn(t,7) = e "fern i ubacivajuéi ih u (6.5) i (6.6). Ako osiguravajué¢a kompanija
napla¢uje tehnicke premije ‘asep, umesto minimalnih fer premija ‘a i ako koristimo
princip vrednovanja (5.19), respektivno (6.2), trzisna vrednost posmatrane polise u

vremenu t je

Ti—

ZMV(t) - (iatehn — CL) ' p(t7 T) Tpa?<t> (67)

T=

—

[e=]

na osnovu principa ekvivalencije, odnosno (6.1). To znaci da osiguravajuéa kom-
panija moze ostvariti dobitak ili gubitak (6.7) u vremenu 0 dok god se posle toga
sprovodi odgovarajué¢i menadzment rizika, kao $to je opisano u primeru 5.4. Prema
tome, trzisna vrednost (6.7) predstavlja meru profita osiguravaju¢e kompanije, odn.
ocekivani diskontovani profit od posmatranog ugovora ako zanemarimo sve dodatne
troskove.

Slika 6.2 prikazuje kretanje koli¢nika ‘MV/’c za 5-ogodisnje meSovito osiguranje i
tehnicku kamatnu stopu Ryen, = 0.03, sto je maksimalna kamatna stopa propisana od
strane NBS (crna linija). Na primer, trzisna vrednost ‘MV 5-ogodisnjeg meSovitog
osiguranja sa osiguranom sumom ‘c =1 000 000 RSD bila je 133 200 RSD 1. maja
2004., dok je 1. maja 2006. vredela samo 41 793 RSD. Vrednost je jos nepovoljnija u

Kamatna stopa prvog reda, videti napomenu 1
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slucaju tehnicke kamatne stope Ryen, = 0.05 (ljubicasta linija). 1. maja 2004. takav
ugovor vredeo je 87 434 RSD, a 1. maja 2006. —7 287.70 RSD, odnosno ugovor zapravo
predstavlja gubitak. Neke trziSne vrednosti 5-ogodisnjeg riziko osiguranja mogu se naci
u tabeli 6.

Dz T T T T T T T T T
karnatna stopa R

tehnt
— . —-kamatna stopa R

tehn2

[

005 1 1 1 1
0 10 20 30 40 a0 60 70 80 80 100

Broj meseci pocey od marta 2003, godine

Slika 6.2: Grafik kolicnika "MV /ic za 5-ogodisnje mesovito Zivotno osiguranje sa
tehnickom kamatnom stopom od 0.03 (crna) i 0.05 (ljubicasta), za klijenta starosti
40 godina

Sva pomenuta izracunavanja izvedena su i za 10-ogodisnje riziko i mesovito osigu-
ranje i neki rezultati se mogu videti u tabeli 6. Odgovarajuci grafici dati su na slikama
6.3 1 6.4. Minimalna fer premija ‘a za 10-ogodisnje meSovito osiguranje sa osiguranom
sumom ‘c =1 000 000 RSD bila je 59 572 RSD 1. maja 2004. i 76 609 RSD 1. maja 2006.
godine. Za riziko osiguranje sa istom osiguranom sumom, dobijamo ‘a = 4 101.60 RSD
za 1. maj 2004. i 4 466 RSD za 1. maj 2006. godine. Mozemo primetiti da ugovori

jako zavise od strukture prinosa.

o1



0.085 -

mesovito osiguranje
riziko osiguranje

0.06

0.055

lafle
=
—
(i3]

0.045

1 1 1 1 1 1 1 1 1 ]
0 g 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Broj meseci pocev od marta 2003. godine

Slika 6.3: Grafik kolicnika ‘a/'c za 10-ogodisnje mesovito Zivotno osigurange (plava) i
riziko osiguranje (crvena), za klijenta starosti 40 godina
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Slika 6.4: Grafik kolicnika "MV /ic za 10-ogodisnje mesovito Ziwotno osiguranje sa
tehnickom kamatnom stopom od 0.03 (crna) i 0.05 (ljubicasta), za klijenta starosti
40 godina
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| 1. maj 2004. 1. maj 2006.
MeSovito osiguranje - 5 godina
godi¥nja minimalna fer premija ‘a 152 190 174 610
trzigna vrednost ‘MV (Ryehy, = 0.03) 133 200 41 793
trzigna vrednost ‘MV (Ryepn = 0.05) 87 434 -7 287.70
tehnitka premija ‘asenn (Riehn = 0.03) 183 880
tehnitka premija ‘asenn (Riehn = 0.05) 172 990
Riziko osiguranje - 5 godina
godi¥nja minimalna fer premija ‘a 3 097.40 3 262.20
trzi¥na vrednost ‘MV (Ryep, = 0.03) 1 006.30 336.30
trzigna vrednost ‘MV (Rychn = 0.05) 662.79 -32.09
tehnitka premija ‘asenn (Riehn = 0.03) 3 336.80
tehnitka premija ‘asenn (Richn = 0.05) 3 255
Mesovito osiguranje - 10 godina
godi¥nja minimalna fer premija ‘a 59 572 76 609
trzigna vrednost ‘MV (Ryenn = 0.03) 181 620 77 482
trzigna vrednost ‘MV (Ryehy, = 0.05) 119 050 4 121.80
tehnitka premija ‘asenn (Richn = 0.03) 86 352
tehni¢ka premija “asenn (Richn = 0.05) 77 127
Riziko osiguranje - 10 godina
godi¥nja minimalna fer premija ‘a 4 101.60 4 466
trzigna vrednost ‘MV (Ryepy, = 0.03) 3 715.40 1 458.80
trzigna vrednost ‘MV (Ryenn = 0.05) 2 487.30 18.70
tehni¢ka premija “asenn (Riehn = 0.03) 4 649.50
tehnitka premija ‘asenn (Riehn = 0.05) 4 468.40

Tabela 6.1: Neke vrednosti ugovora za klijenta starosti 40 godina, pri fiksiranoj osigu-
ranoj sumi od 1 000 000 RSD
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7
Zakljucak

Princip proizvoda mera preko kojeg se odreduje minimalna fer cena je opste pri-
hvaceni princip vrednovanja u modernoj matematici zivotnog osiguranja. U ovom radu
pokazano je da se on moze bazirati na skupu od osam principa ili sedam matematickih
pretpostavki koje ¢ine okvir modela i preko kojih se odreduje jedinstvena minimalna
fer cena. Jedan od njih, diverzifikacija, potreban je zbog konvergencije bilansa (koja se
prenosi iz klasi¢nog sluc¢aja) pri odredenim hedzevima koji se mogu finansirati preko tih
minimalnih cena. Kao i u klasi¢nom slucaju, zakon velikih brojeva ima glavnu ulogu.
Zapravo, samo dva principa nisu klasi¢ni, a to su potreba za kompletnim trzistem bez
mogucnosti arbitraze i princip nearbitraznog odredivanja cena. Primeri u poslednjem
poglavlju kao i primeri za hedzing, potvrdili su znacaj pricipa vrednovanja baziranih
na trzistu i znacaj metoda finansijskog hedzingovanja u modernoj praksi matematike
zivotnog osiguranja.

Iako je model razmatran u ovom radu ograni¢en na konacan broj vremenskih koraka,
pristup je prilicno opsti u smislu da ne predlaze posebne modele za dinamiku hartija od
vrednosti ili biometrickih dogadaja. Koncept ugovora zivotnog osiguranja uveden je na
veoma opsti nacin i prikazani metodi nisu ograniceni na posebnu vrstu ugovora. Pored
toga, svi metodi i rezultati u ovom radu se mogu primeniti na nezivotno osiguranje
dok god su pretpostavke pogodne za slucajeve koji se razmatraju.

Buduca istrazivanja se trebaju baviti adaptacijom rezultata za modele sa neprekid-

nim vremenom.
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Dodatak

Za generisanje grafika 6.1, 6.2, 6.3, 6.4 i izracunavanje odredenih premija koriS¢en je
slede¢i kod za programski paket MATLAB:

function osiguranje(d,R,Q,Pr,x,Rtehnl,Rtehn2,vreme,os)

%d - duzina ugovora, najvise 13 godina

%R - matrica prinosa

%Q - verovatnoce smrtnosti

%Pr - verovatnoce prezivljavanja

%x - starost klijenta

%Rtehnl, Rtehn2 - tehnicke kamatne stope

f%vreme - odredjeni datum za koji se racunaju cene

%os - osigurana suma

%MVpoC1(2) - odnosi trzisne vrednosti za mesovito osiguranje

clf reset
hold on
v=min (98, (14-d)*12-2) ;¥maximalan broj meseci koji razmatramo -
(14(poslednja 2016.godina) - d) *12 - 2(jer u prvoj godini ima 10 meseci)
for j=1:v
for k=1:(d+1)
Cene(j,k)=exp(-0.01*R(j,ceil(j/12)+k-1)*(k-1));
Cenetehnl (k)=exp(-Rtehnl*(k-1));
Cenetehn2 (k) =exp(-Rtehn2* (k-1));
end
end

q(1)=0;

q(2)=Q(x+1);

p(D=1;

p(2)=Pr(x+1);

for k=3:(d+1)
q(k)=q(k-1) *Pr (x+k-2) *Q (x+k-1) /Q(x+k-2) ;
p(&)=p(k-1) *Pr (x+k-1) ;

end

odnostehnlriz=(Cenetehnl(1:(d+1))*q’)/(Cenetehnl (1:d)*p(1:d)’);
odnostehn2riz=(Cenetehn2(1: (d+1))*q’)/(Cenetehn2(1:d)*p(1:d)’);
odnostehnimes=(Cenetehnl (d+1)*p(d+1)+(Cenetehnl (1:(d+1))*q’))/(Cenetehnl(1:d)*p(1:d)°’);
odnostehn2mes=(Cenetehn2(d+1) *p(d+1)+(Cenetehn2(1: (d+1))*q’))/(Cenetehn2(1:d)*p(1:d)’);
for j=1:v
odnosriz(j)=(Cene(j,1:(d+1))*q’)/(Cene(j,1:d)*p(1:d)’);
odnosmes (j)=(Cene(j,d+1)*p(d+1)+(Cene(j,1:(d+1))*q’))/(Cene(j,1:d)*p(1:d)’);
MVpoClriz(j)=(odnostehnlriz-odnosriz(j))*(Cene(j,1:d)*p(1:d)’);
MVpoC2riz(j)=(odnostehn2riz-odnosriz(j))*(Cene(j,1:d)*p(1:d)’);
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MVpoClimes (j)=(odnostehnimes-odnosmes(j))*(Cene(j,1:d)*p(1:d)’);
MVpoC2mes (j)=(odnostehn2mes-odnosmes (j))*(Cene(j,1:d)*p(1:d)’);
end

figure(1)
plot(1l:v,0.8%odnosmes,’-b’,1:v,10%odnosriz,’-r’,’LineWidth’,2);
xlabel(’Broj meseci pocev od marta 2003. godine’);
ylabel(’ia/ic’);

legend(’meSovito osiguranje’,’riziko osiguranje’,2);
legend(’boxoff’);

figure(2)
plot(1l:v,MVpoClmes,’-k’,1:v,MVpoC2mes,’-.m’,1:v,0,’-k’,’LineWidth’,2)
xlabel(’Broj meseci pocev od marta 2003. godine’);

ylabel (’'MV/ic’);

legend(’kamatna stopa Rienni’,’kamatna stopa Riepn2’,1);

legend (’boxoff’);

premijariz=dobitak*(Cene(vreme,1:(d+1))*q’)/(Cene(vreme,1:d)*p(1:d)’);
premijames=dobitak*(Cene(vreme,d+1)*p(d+1)+Cene(vreme,1: (d+1))*q’)/
(Cene(vreme,1:d)*p(1:d)°);

premijatehnlriz=os*odnostehnlriz;

premijatehn2riz=os*odnostehn2riz;

premijatehnlmes=os*odnostehnlmes;

premijatehn2mes=os*odnostehn2mes;

disp(’Premija za riziko osiguranje je’), disp(premijariz),
disp(’a za mesovito osiguranje’), disp(premijames)
disp(’na datum t=’), disp(vreme)

disp(’i za osiguranu sumu od’), disp(os), disp(’dinara’)

disp(’Za riziko osiguranje tehnickal premija je’), disp(premijatehniriz),
disp(’a tehnicka2 premija’), disp(premijatehn2riz);

disp(’Za mesovito osiguranje tehnickal premija je’), disp(premijatehnimes),
disp(’a tehnicka2 premija’), disp(premijatehn2mes);

MVmes1=os*MVpoClmes (vreme) ;
MVmes2=o0s*MVpoC2mes (vreme) ;
MVrizl=os*MVpoClriz(vreme) ;
MVriz2=os*MVpoC2riz(vreme) ;

disp(’Trzisna vrednost ugovora mesovitog zivotnog osiguranja za vreme t=’)
disp(vreme)

disp(’osiguranu sumu od’), disp(os), disp(’dinara je’)

disp(MV1), disp(’za tenhicku kamatnu stopu’), disp(Rtehnl)

disp(’i’), disp(MV2), disp(’za tehn kamatnu stopu’), disp(Rtehn2);
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