SEMATy
S “,  UNIVERZITET U NOVOM SADU &%y, A
S 2 PRIRODNO-MATEMATICKI 2 %
= I 5 -
g 5 FAKULTET S 3% OJC z
& ]
s% ’”’/‘};:;g DEPARTMAN ZA 1 IKAC '
L Y MATEMATIKU I INFORMATIKU Opl 13-“
OBy CA™ AN

Tatjana Vucenovi¢

Uopsteni linearni modeli sa
primenama u aktuarstvu
- Master rad-

Mentor:
dr Dora SeleSi

Novi Sad, 2016.



Sadrzaj

1 Uvod
2 Uopsteno linearno modeliranje
2.1 Osnovni pojmovi i postavka modela . . . . . . ... ... ...
2.2 Eksponencijalna familija raspodela i varijansna funkcija . . . . . . . .
2.3 Razlicite metode za ocene nepoznatih parametara modela . . . . . . .
2.4 Intervali poverenja i predikcije . . . . . . . . ...
2.5 Devijansa uopstenog linearnog modela . . . . . . . ... ...
2.6 Testiranje hipoteza . . . . . . . . . ... L
2.7 Analizareziduala . . . . . . .. ..o
2.8 Neke dijagnostike modela . . . . . . .. . ...
3 Modeliranje neprekidnih varijabli pomoéu ulm
3.1 Neprekidne varijable u aktuarstva . . . . . . ... ... ... ...
3.2 Gamaregresija . . . . ...
3.3 Inverzna Gausova regresija . . . . . . . . ...
4 Modeliranje kategorijalnih varijabli pomoc¢u ulm
4.1 Logistickimodel . . . . . . . . ... oo
4.2 Primer logistickog modela u osiguranju vozila . . . . .. .. ... ..
4.3 Nominalna regresija . . . . . . . . . . . ...
4.4 Ordinalna regresija . . . . . . . . ... Lo
5 Poasonova regresija
5.1 Poasonovmodel . . . . . ...
5.2  Primer - osiguranje automobila . . . . .. ... 000
5.3 Pojam overdispersion . . . . . . . ...
5.4 Negativna binomna regresija . . . . . . . . .. .. ...
6 Prosirenja uopstenog linearnog modela
6.1 Uopsteni aditivni model . . . . . . .. ...
6.2 Nula prilagoden inverzan Gausov model . . . . . . .. .. ... ...
7 Zakljucak
Prilog
Literatura
Biografija

Kljuéna dokumentacijska informacija

29
29
30
36

40
42
45
47
48

52
52
95
29
60

64
64
66

67

68

72

73

74



1 Uvod

Tema master rada su uopsteni linearni modeli i njihove primene u polju aktuarstva.
Aktuarska matematika je grana primenjene matematike koja izucava i obraduje
matematicke osnove osiguranja. Osiguranje oznacava sigurnost i njegova svrha je
da obezbedi zastitu od rizika. Strué¢njaci koji se bave izracunavanjem premija u os-
iguranju nazivaju se aktuarima. Termin ,,aktuar” se koristi za opisivanje lica koje
prikuplja i analizira statisticke podatke sa ciljem ocenjivanja rizika i izra¢unavanja
premije osiguranja.

U danasnje vreme, aktuar je struc¢njak koji poseduje znanja iz opste matematike,
finansijske matematike, matematicke statistike, osiguranja, stohasticke analize, fi-
nansija i koji koristi svoja znanja za kvantitativnu analizu u osiguranju.

Drugim rec¢ima, aktuarska matematika je matematika osiguranja.

Uopsteni linearni model je kao $to i sam naziv kaze, uopstenje linearnog modela. To
je jedna velika klasa statistickih modela za povezivanje zavisne promenljive sa lin-
earnom kombinacijom nezavisnih promenljivih. Da bi se razumela struktura ulm! od
koristi je osvrnuti se i razmotriti klasican linearan model.

Svrha uopstenog linearnog modela je da se izrazi veza izmedu posmatrane zavisne
promenljive Y i nezavisnih promenljivih X koje zovemo prediktori. Zavisna promenlji-
va Y pripada takozvanoj eksponencijalnoj familiji raspodela, koja je jedna Sira klasa
raspodela u koju spadaju normalna, gama, Poasonova i mnoge druge poznate raspodele.
Varijansa promenljive ¥ ne mora da bude konstantna kao kod klasi¢nog linearnog
modela, ve¢ je dopustivo da varira sa promenama srednje vrednosti .

U drugom odeljku ovog rada opisuju se osnovni pojmovi uopstenog linearnog mod-
ela i formulise se matematicki model. DefiniSe se eksponencijalna familija raspodela,
metode za ocene nepoznatih parametara modela, zatim statistike za procenu adek-
vatnosti modela tj. fitovanja i joS neke dijagnostike modela.

Treéi odeljak rada se bazira na modeliranju neprekidnih promenljivih koje se javljaju
u primeni tj. aktuarstvu. Cesto su to iznosi zahteva za odstetu na polisi osiguran-
ja. Varijable koje su pogodne za modeliranje takvih podataka su gama raspodela i
inverzna Gausova. Primeri su obradeni u statistickom paketu SPSS, analizirani su
rezultati i izvedeni zakljucci.

Cetvrti odeljak je modeliranje kategorijalnih podataka pomoéu uopstenog linearnog
modeliranja. Ukratko su obradene nominalna i ordinalna regresija, kao i logisticka
regresija kao specijalan sluc¢aj kada ishodna promenljiva prima samo dve vrednosti.
Takode su dati i primeri.

Peti odeljak govori o Poasonovoj regresiji koja je najpogodnija raspodela za mod-
eliranje podataka koji su celi nenegativni brojevi tj. prirodni brojevi. Kako su kod
ove raspodele matematicko ocekivanje i disperzija teorijski jednake, ¢esto se u praksi
desava da to nije slu¢aj ve¢ da je varijansa uzorka mnogo veéa od ocekivanja (overdis-
persion).

Luopsteni linearni model



U tom slucaju Poasonova raspodela nije prikladna za modeliranje, a problem se pre-
vazilazi koristec¢i negativnu binomnu raspodelu.

Poslednji deo rada je kratak teorijski osvrt na naprednije modele koji predstavljaju
prosirenja uopstenog linearnog modela.
Nadalje, oznaka za transponovanje bic¢e " a za izvod - kao npr. a, d, ¢ .

2 Uopsteno linearno modeliranje

2.1 Osnovni pojmovi i postavka modela

Uopsteno linearno modeliranje podrazumeva uspostavljanje veze izmedu dve ili vise
promenljivih. Promenljiva koju treba objasniti naziva se zavisna ili ishodna promenlji-
va, a promenljive koje je objasnjavaju zovemo nezavisne promenljive.?

Linearna vrsta veze u kome zavisna promenljiva ima normalnu raspodelu i vazi

E(Y) = i = 248 1Y, ~ N(u;, 0?)

naziva se klasi¢an ili normalan linearan model. PritomsuY;, 7 =1,2,...,n medusobno
nezavisne slucajne promenljive, 3 je vektor regresionih koeficijenata tj.

B = (80,01, 0p-1) 12 = (zi1,%i2,...,Tip—1)’, & x5 je skalarni proizvod tih vek-
tora. Ovaj model je bazican za analizu podataka koji imaju neprekidnu raspodelu.
Ulm? se razlikuje od klasié¢nog linearnog modela po tome §to

e Raspodela zavisne promenljive ne mora da bude normalna (Gausova), i pripada
eksponencijalnoj familiji raspodela

e transformacija srednje vrednosti zavisne promenljive linearno je povezana sa
nezavisnim promenljivama.

Model je definisan preko slede¢e dve jednacine

(1)

7() = ely, d)eap {y@—_@}

¢
g(p) = ' (2)

Jednacina (1) govori nam da je raspodela zavisne iz eksponencijalne familije?, a jed-
nacina (2) ukazuje na linearnu vezu izmedu transformacije srednje vrednosti i nezav-
isnih promenljivih.

Parametar ¢ se naziva disperzioni parametar a parametar 6 kanonicki.

Funkcija ¢ se naziva link funkcija i treba da bude monotona i diferencijabilna.

U sledec¢oj tabeli su prikazane link funkcije koje se najcesée koriste u modeliranju.

2U literaturi se za nezavisne promenljive koriste jo§ nazivi: prediktori, faktori rizika, kovarijable
3Uopsten linearan model
4eksponencijalna familija raspodela biée objasnjena u ovom odeljku



Link funkcija | g(u)
identicka i
logaritam In(p)

stepena w?
kvadratni koren | /i
logit lnﬁ

Ako vazi da je g(u) = 0 tj g = (a)™ !, tada je link g kanonicki. Onda je
0; = Bo + Bixin + Boxio + -+ Bp_1Tip—1

Izbor funkcija a(f) i ¢(y, ¢) odreduje koja konkretna raspodela je u pitanju. Dakle,
uopsteno linearno modeliranje karakterisu slede¢e komponente :

e Zavisne varijable Y, Ys, ... Y, imaju istu raspodelu verovatnoca koja pripada
eksponencijalnoj familiji.

e 1 je vektor vrednosti nezavisnih promenljivih, odgovarajuc¢e dimenzije a [ je
vektor nepoznatih parametara modela .

e g je monotona link funkcija tako da je
9(pi) = 8

gde je p; = E(Y;).

2.2 Eksponencijalna familija raspodela i varijansna funkcija

Za svaku raspodelu verovatnoca slucajne promenljive koja se moze napisati u obliku

f(y) = cly, d)exp {W_Tfl(e)}

kazemo da pripada eksponencijalnoj familiji. U okviru te familije vaze slede¢e osobine
E(Y) = a(0) (3)
Var(Y) = ¢ a(0) (4)

Sada ¢emo postupno pokazati kako se dobijaju jednacine (3) i (4).

Dokaz: Neka f(y) i f(y) predstavljaju prvi i drugi izvod funkcije f po parametru 6 .
Tada dobijamo

f) =ty {y_T@} i f(y) = f(y) {y_T@} - f(y’@

Sada prethodne dve jednacine integralimo po y i dobijamo

E(Y)—a(6) . ,_ Elly—a@®)] a(6)

== pe 5




Leve strane jednacina su 0 jer je

[iway=5 [ swavi [ Fors=5 [ sy

uzimajuéi ¢injenicu da je / f(y)dy = 1, i da redosled integracije i diferencijacije moze
biti zamenjen. Dakle, imamo da je E(Y) —a(f) =01 E[(y — a(0))*] — ¢a(6) = 0 tj.
EY)=a(0)iVar(Y) = ¢i(0)

sto je i trebalo pokazati. U slucaju da je zavisna promenljiva diskretnog tipa inte-
graciju zamenjuje sumiranje.

Mnoge ,,poznate” raspodele su ¢lanovi te familije: binomna, Poasonova, normalna,
gama, inverzna Gausova itd. Logaritmovanjem jednacine (1) dobijamo slededi izraz

y0 — a(0)
o

Sada ¢emo pokazati da Poasonova i normalna raspodela pripada pomenutoj familiji
raspodela, a za ostale navedene raspodele pokazuje se sli¢no.

In{f(y)} =In{cly, )} + (5)

Poasonova raspodela: Neka promenljiva Y ima Poasonovu raspodelu u oznaci
e_/"/ Y

K u>0iy=01,234..

y!

Y ~ P(u) . Njena raspodela verovatnoce je f(y) =

Primenom jednacine (5) dobijamo

In{f(y)} = —p+yln(p) — In(y!)

Parametar ¢ = 1, B(Y) = a(0) = e’ =y, Var(Y) = () = & = u
Dakle, dobili smo E(Y) = Var(Y) = p sto je i trebalo pokazati.

Poasonova raspodela spada u diskretne raspodele i ima vaznu ulogu u modeliranju
celobrojnih vrednosti tj. podataka ¢ije su vrednosti celi brojevi. Modelira se broj
dogadaja od interesa u odredenom vremenskom periodu. Na primer, broj dece u
porodici, broj tropskih ciklona za vreme trajanja njihove sezone, broj neispravnih
komponenti u ra¢unaru, broj zahteva za odstetu medu polisama osiguranja itd.



Normalna raspodela® N (u,0?)

Ova raspodela ima najveéi znacaj medu raspodelama verovatnoca sluc¢ajnih promenljivih
koje su apsolutno neprekidne. Koristi se da se modeliraju podaci koji imaju simetri¢nu
raspodelu. Siroko je u upotrebi iz vise razloga. Mnoge pojave u prirodi se modeliraju
ovom raspodelom, kao $to su visina ljudi, krvni pritisak itd. U slucaju da podaci
koje analiziramo nemaju normalnu raspodelu prosec¢na vrednost ili suma vrednosti
slucajnog uzorka ¢e imati priblizno normalnu raspodelu jer to obezbeduje centralna
grani¢na teorema. Mnoge statisticke teorije su razvijene za normalnu raspodelu, pa
ako podaci nemaju normalnu raspodelu onda se primeni jedna vrsta transformacije
kao Sto je logaritamska i korena tako da dobijeni podaci imaju priblizno normalnu
distribuciju.

Njena gustina raspodele je

N D

f(y):a 27r6 202 | yeR.

Primenimo logaritamsku transformaciju i dobijamo
2
y—p
{1 ()} = ~In(o) — L2

Ovde smo zanemarili konstantu —In(+/27) i sredivanjem datog izraza formiramo ob-
lik jednacine (5).

2 2 2 2
Sada je In{f(y)} = —In(o) — Y é + ;u / . Prva dva ¢lana u datom izrazu
o o
predstavljaju in{c(y, ®)} a iz treceg ocigledno sledi da je parametar 6 = p,
92
a(f) = ) i parametar ¢ = 02. Sadaje E(Y)=0=piVar(Y)=0?-1=0%

Time smo pokazali da normalna raspodela pripada eksponencijalnoj familiji raspodela.

Varijansna funkcija

Lo 0a(d)  Ou
i) = 220 Oy )

Varijansna funkcija data jednacinom (6) ukazuje na vezu izmedu srednje vrednosti
i varijanse promenljive. Kod uopstenog linearnog modeliranja ocekivana vrednost
slucajne promenljive (i) je povezana sa nezavisnim promenljivima, pa kako se one
menjaju direktno se menja i vrednost y. Kako p varira tako varira i varijansa kroz
V(). Dakle, mozemo zakljuciti da je model koji na neki na¢in povezuje ocekivanu
vrednost i sa objasnjavajuc¢im promenljivima istovremeno i model koji povezuje var-
ijansu slucajne promenljive sa objasnjavaju¢im promenljivima.

®Normalnu raspodelu je uveo nemacki matematicar Gaus (1777-1855) pa se jo§ naziva i Gausova
raspodela.



Pokazali smo da je kod normalne raspodele

2
a(f) = 5 = a(f) = 1 pa je V(u) = 1, konstantna varijansna funkcija znaci da
varijansa slucajne promenljive ne varira sa ocekivanom vrednoséu. Takva slucajna
promenljiva se naziva homoskedasti¢na. Slucaj kada uslov homoskedasti¢nosti nije
ispunjen naziva se heteroskedasti¢nost.

Kod Poasonove slucajne promenljive

a(f) = e’ = i(h) = e’ = ppaje V(n) = pu, stoga promene srednje vrednosti direktno
imaju uticaj na varijansu.

2.3 Razlicite metode za ocene nepoznatih parametara mod-
ela

Metoda maksimalne verodostojnosti

Osnovna ideja ove metode je da se pomocu izabranog uzorka (x1, xs, ..., x,) odabere
ona vrednost nepoznatog parametra 6 koja daje najvecu verovatnocu da bas taj uzo-
rak bude odabran. Sada ¢emo dati definiciju funkcije verodostojnosti da bismo mogli
formulisati metodu maksimalne verodostojnosti.

Definicija 2.3.1. Funkcija verodostojnosti za prost slucajan uzorak (X, Xo, ..., X,)
na osnovu realizovanog uzorka (z1, xs, ..., x,) obima n je

p(r1,0) - p(xe,0) - p(x,,0) za diskretnu raspodelu

LG, 2, 20) = { o(x1,0) - p(x2,0) - p(x,,0) za neprekidnu raspodelu

Kod diskretne raspodele p(x;,0) = Py{X; = x;} . Oznaka P, znaci da se verovatnoce
izracunavaju tako Sto se izabere ona raspodela iz dopustivog skupa raspodela koja
odgovara bas parametru 6.

Familija raspodela {F(z,0),x € R, 6 € ©}, gde je © skup parametara koji moze biti
jednodimenzionalan ili visedimenzionalan kada je nepoznato nekoliko parametara se
naziva dopustiva familija raspodela za obelezje X, a skup © se naziva dopustiv
skup parametara.

Definicija 2.3.2. Neka je L(6) funkcija verodostojnosti za prost slu¢ajni uzorak
(X1, X, ..., X,) na osnovu realizovanog uzorka (xy, s, ..., ,)5.

Ako je § = h(x1, 9, ..., x,) u skupu dopustivih parametara O, tada je statistika

0 = h(X1, X, ..., X,) ocena parametra 6 dobijena metodom maksimalne verodosto-
jnosti i ta ocena maksimizira funkciju L(6). Realizovana vrednost § = h(zy, xs, . . ., ,)

je ocena maksimalne verodostojnosti za 6 na osnovu uzorka (xy, s, ..., x,).

SL(O) = L(O; 21, 22,...,7,)



Maksimum funkcije verodostojnosti se moze odrediti resSavanjem sledece jednacine

aL(e) _
" )

Medutim , u mnogim situacijama je lakSe nac¢i maksimum prirodnog logaritma funkci-
je verodostojnosti , a kako funkcije L(0) i InL(0) postizu maksimum za istu vrednost
parametra 6 resavamo slede¢u jednacinu

d In[L(6)]

Y ®)

Logaritam funkcije verodostojnosti je pogodno koristiti iz vise razloga. Neki od njih
su :

e Logaritam je monotona transformacija pa funkcije L i In(L) postizu maksimum
za istu vrednost odgovarajuceg parametra. Trazenje maksimuma funkcije
[ = In[L(0)] ekvivalentno je trazenju minimuma funkcije —I.

e Ponasanje funkcije L moze biti takvo da je numeric¢ki veoma tesko na¢i maksi-
mum. Stoga ¢emo za reSavanje jednacine (8) koristiti Njutn-Rapson metod.

e Koristedi log transformaciju znak za proizvod zamenjuje se sumom $to u odredenoj
meri olakSava trazenje izvoda.

Vratimo se sada eksponencijalnoj familiji raspodela. Pretpostavi¢emo da su ob-
servacije y; nezavisne i u daljem tekstu neka je L(0,¢;y1, Y2, .-, yn) = f(0,0,11) -

f(@, ¢7 y?) T f(@, ¢7yn) tj'

Lo,6) =[] 16,6, v:)

i=1

Kada primenimo logaritamsku transformaciju na funkciju verodostojnosti dobijamo

16, ¢) = Zln{f(ﬁ,cﬁ, vi)}

n

. .. . yif — a(0) }
N d 5) sad 1(6 = 1 i —_—
a osnovu jednacine (5) sada je (6, ¢) ;:1 { nc(e, yi) + $

= n{yd — a(6
10.6) = Y. tnfely o)} + =0
i=1
Diferenciranjem funkcije [ po 6 i izjednacavanjem dobijenog izraza sa 0 sledi
7 a0



Iz dobijenog izraza dobijamo ocenjiva¢ za parametar 6 u oznaci 0. Pomoc¢u ove metode
mozemo dobiti i ocenjiva¢ za disperzioni parametar ¢, ali je u praksi to teze pa se
koristi metoda momenata.

Cilj nam je da ocenimo nepoznate parametre [3; koji su povezani sa 6, tako da je
0; = 0;(5) pa trazimo parcijalne izvode funkcije 1(6,¢) koristeéi pravilo za izvod
slozene funkcije.

o ", 0l 96,
0B, pa 00, 0B;
O _ i al®) _yi—p o 06 00 On ;o gdejen =i .
00; ¢ ) 0B On; Op;
Dakle, imamo n; = By + i1 + xief2 + -+ + X p—18,—1 koji se naziva linearni
on;
prediktor. Odavde vidimo da je % =T .
J
ol 1 <= 96, ol "L 96,
Sada je — = — — (i — i)z s —— =0 & —x;i(y; — p;) = 0. Dobijenu
95, ~ 5 2= on, W 1) g 2 "W = 14)
jednac¢inu zapisemo u matri¢cnom zapisu
X'D(y—p)=0 9)
Preciznije
D= dl&g<891/8n17 692/67727 s aaen/ann) ) Yy = (yl» Yo, .- 7yn)/
1 11 Ti2 ... Tip-1
Y — 1 o1 To22 . .‘ - T2p—1
1 Tn1 Tp2 .. Tpp-1

00; - on; on; O g(ps) 9a(0; . ..

= = = (1:) 06(6,) = g(ps)a(0;).
om; 90;  Ou; 06; Op; 00,

Matrica D na dijagonali ima elemente {¢(y;)d(6;)} . U jednacini (9) 8 je implicitno

dato. Matricu D mozemo napisati kao proizvod dijagonalnih matrica W i G gde je

W dijagonalna sa elementima [{¢(s;)}?V ()], a G sa g(u;) . Novi oblik jednacine

(9) je

XWGy—p) =0 (10)

Koristeci Tejlorovu aproksimaciju funkcije g, mozemo dobiti aproksimaciju parametra
5. Dalje je
9(wi) = g(ps) + (i) (yi — ) = 9(y) = g(p) + Gly — p) = Gy — p) = g(y) — g(n)

Ovaj rezultat uvrstimo u jednacinu (10) pa dobijemo X'Wg(y) — X'Wg(u) =~ 0

g(p) = Xp = X'WXB~ X'Wg(y) pa je
B (X'WX)'X'Wgly) (11)



Osobine ocenjivaca maksimalne verodostojnosti

Pretpostavimo da smo ocenili nepoznati parametar ¢ u oznaci 6. Sada se mozemo pi-
tati kakve osobine ima. Ocenjivaé¢ 0 zavisi od vrednosti izabranog uzorka (y1, y2, . - -, Yn)
Sto znaci da je on slu¢ajna promenljiva. Dve vazne osobine ocenjivaca su njegova
pristrasnost i varijansa. Ocenjivac 6 je nepristrasan ako je (6’) 0.
Varijansa ocenjivaca ukazuje na njegovu preciznost. Nepristrasan ocenjivac koji ima
malu varijansu ukazuje na visoku preciznost tj. dobijena ocena je veoma blizu stvarnoj
vrednosti. Ako je 6 ocenjivac dobijen metodom maksimalne verodostojnosti, onda su
pozeljne osobine ovog ocenjivaca sledece :

e asimptotska nepristrasnost 'r}l—{go E0)=0

e konzistentnost Kako raste obim uzorka n raspodela 0 tezi ka raspodeli za 6.

nh—>Ho10 P(|6 — 0] < ¢) = 1. Konzistentnost mozemo ispitivati i preko srednje

kvadratne greske u oznaci mse’

lim mse(0) = lim [Var(d) + (0 — E(0))*] =0

n—oo n—00

e minimalna varijansa U klasi svih nepristrasnih ocenjivaca, # ima najmanju
varijansu. Tada kazemo da je on najefikasniji ocenjivac.

Var(0) < Var(0)

e invarijantnost Ako je h neka monotona funkcija tada je h(é) ocenjiva¢ mak-
simalne verodostojnosti za h(6).

Vazno je napomenuti da kada se radi sa malim obimom uzorka n ocenjivaci dobijeni
ovom metodom su pristrasni. Ocenjivaci maksimalne verodostojnosti su asimptots-
ki nepristrasni i za veliki obim uzorka n imaju pribliZzno normalnu raspodelu.

B~ N g(X'WX)™)

Ako je parametar ¢ nepoznat takode ga je potrebno oceniti. To je moguce uraditi
metodom maksimalne verodostojnosti ili metodom momenata.

"mse od eng.-mean standard error, u prevodu znaéi srednja kvadratna greska.
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Njutn-Rapson metod i FiSer skoring metod

Jednac¢ina (10) nema eksplicitno resenje, pa je potrebno koristiti se numeri¢kim meto-
dama. Formira se niz iteracija koji u velikom broju slucajeva konvergira ka reSenju.
Sada ¢emo ukratko opisati Njutn-Rapson metod koji je siroko upotrebljiv i tzv.
Fiser skoring metod.

Njutn-Rapson metod je iterativni metod za resavanje jednacine oblika

f(z) = 0. Startna pocetna vrednost je z[%, a sledeée iteracije su date sa jednacinom

2t = gl — (Y=L p (o) (12)

gornji indeks [n] oznacava koja je iteracija u pitanju. U nasem slucaju f bi¢e zamen-
jeno sa [ gde je [ (B) vektor parcijalnih izvoda 0l/0; koji se naziva skor vektor.
Dakle, na osnovu jednacina (8) i (10) stacionarne tacke koje su ujedno i tacke mini-
muma za funkciju —/ tj. tacke maksimuma za funkciju [ mogu se priblizno odrediti
Njutn-Rapsonovim postupkom koji je dat sa

gl = gl — (B (B) (13)

1(3) je matrica sa elementom 9%1/(93,;08;) na mestu (j, k), koja se naziva Hesijan
matrica, a l(ﬁ ) oznacava gradijent funkcije. Uslov za maksimum je da je Hesijan
negativno definitna matrica u tacki (vektoru) tj. proizvod 2'I(8)z < 0 za svaki nenula
vektor z. Procedura ponavljanja izracunavanja skor vektora i Hesijan matrice da bi
se azurirala jednacina (13) se naziva Njutn-Rapson iteracija.

Fier skoring metod dobijamo tako $to se matrica I(B) u jednacini (13) zameni sa
E[l(5)]. Pritom se matrica —E[l()] naziva FiSer-ova matrica informacija. Moze se
pokazati da vazi sledeca jednakost

E[l(8)] = —E[(8)i(B)]

Da bismo pokazali da je FiSerova matrica informacija jednaka sa £ [(3)I(B)] prvo
treba pokazati da je E[l(8)] = 0.

i OIf(y) 1 Of(y)
Dokaz 1: () = 95~ Tly) 98

Blito) = [ iy = [ 71 sy

_/ag(ﬁ % _8ﬁ/f Jdy =0

. Sada je

11



Dokaz 2: Prvo pretpostavimo da je § skalar . Na osnovu dokaza 1 vazi da je

o . )
a_BE[Z(B)] = 0. Sada je
0= 2 [ = [ T = [0+ iy -
[ieswar+ [i@riwa
Dakle

E[i(8)] + E[(I(8))*] = 0
Ako je 8 vektor onda je

Sto je i trebalo pokazati.

= (anom) = [(5) - (a5

. 1
U matricnom zapisu je [(5) = gX’D(y — ), paje

Eli(B)i(8)) = ¢7°X' DE[(y — w)(y — p)|D X = ¢ X'WX (14)

w

Preciznije

Sada ako umesto [(8) i I(3) u jednacinu (13) ubacimo E[I(8)] i %X'WG(y 0
dobijamo
gttt = g (X'WX) X' WGy — p)
Sredivanjem izraza dalje je
Bl = (XW X)X WX 4 Gy — )]

Inverz Fiserove matrice informacija je za veliko n priblizno kovarijansna matrica

za B Prednost koriséenja ocekivane vrednosti matrice Hesijan je to Sto je ona uvek
pozitivno definitna pa nema problema sa konvergencijom niza iteracija ka reSenju
jednacine. Sa druge strane, Fiser skoring metod sporije konvergira nego Njutn-Rapson
metod.
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Iterativha metoda najmanjih kvadrata

Ova numericka metoda predstavlja uobic¢ajenu proceduru za resavanje jednacine
X'WG(y—p) =0

gde je potrebno numerickim postupkom aproksimirati vektor regresionih koeficijenata
[ koji je implicitno dat u prethodnoj jednacini. Podsetimo se da je

Bo
A
B = Do

Byt

Ukratko, ovaj algoritam se zasniva na slede¢im koracima :

1. Potrebno je linearizovati link funkciju g koristec¢i Tejlorovu aproksimaciju funkcije
do prvog reda. Tako dobijamo

9(y) = g(p) + g(p)(y — 1)

Nadalje, neka je g(u) + g(u)(y — p) = = .

2. Neka je 1y trenutna ocena linearnog prediktora 7, i neka je fip odgovarajuca fitovana
vrednost dobijena iz odnosa 79 = ¢(fig). Formiramo sledeéu zavisnu varijablu koju
nazivamo ,,prilagodena”

. 0
20 ="1o+ (y — Mo)(a_Z)o

gde je izvod od link funkcije izracunat u fig.

In
op
funkcija tako da je Vo = V' (fip). Prisetimo se da smo matricu W i ranije definisali da
bismo dobili oblik jednacine (10).

3. Definisemo tezinsku matricu W tako da je Wy ' = (=)*V; gde je V varijansna

4. Formiramo regresiju sa tezinama gde je zavisna promenljiva z a prediktori su
T1,T2,...,Tp_1, Koristedi tezine iz matrice Wy. Kao rezultat dobijamo novu ocenu

vektora [ u oznaci f; a samim tim dobijamo i ocenu za linearni prediktor u oznaci
m-

5. Koraci 1 — 4 se ponavljaju sve dok promene u ocenjenim parametrima ne budu
dovoljno male.

Za modele kod kojih je link kanonicki ova metoda je zapravo Njutn-Rapson metod .
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Metoda momenata

Neka je X slucajna promenljiva koja predstavlja neko obelezje. Njena familija raspodela
je {Fx(z,01,0s,...,0p),2 € R, (01,0o,...,0;) € ©)}.% Dakle, vidimo da raspodela
obelezja X zavisi od k parametara 6. Neka je m, = E(X") r-ti momenat slucajne
promenljive X. On zavisi od nepoznatih parametara, pa pisemo m,. = f,.(01,60a,...,0).
Sada, neka je (X1, X, ..., X,,) prost slu¢ajan uzorak za obelezje X i M, r-ti uzoracki
moimenat.

I o,
MT—E;Xi.

MJ :fj(01792770k)7 ]:1,2,,k

Prethodni sistem jednacina predstavlja izjednacavanje uzorackog j-tog momenta sa
teorijskim. Vazno je napomenuti da imamo onoliko jednacina koliko je nepoznatih
parametara. Ako ovaj sistem ima jedinstveno resenje dobijamo ocene él, ég, e ,ék.
Kazemo da su te ocene dobijene metodom momenata.

Ocene su dobijene tako $to su momenti populacije zamenjeni sa uzorackim momenti-
ma. U sluc¢aju eksponencijalne familije raspodela funkcija raspodele verovatnoca f(y)
zavisi od jednog ili dva parametra koji su u opstem slucaju nepoznati. Ti nepoznati
parametri, u ovom sluc¢aju 6 i ¢ se ocenjuju na osnovu uzorka obima n , i pri tome se
pretpostavlja da svako zapazanje y; dolazi iz iste raspodele. Ova metoda ,,pronalazi”
6 i ¢ tako da je populaciona srednja vrednost i varijansa jednaka uzorackoj.

Tacnije
a) =7 i ¢i(d) =02
Pirson y? statistika za ocenu parametra ¢

U praksi je ¢ obiéno nepoznato, pa ga je potrebno oceniti. Jedan od nacina jeste
pomoc¢u Pirson-ove y? statistike. Kod uopstenog linearnog modeliranja statistika je
definisana na sledeé¢i nacin

2 _ (yi — ﬂz’)2 1 (yi — ﬂi)g
= ey T2 Vi)

Data statistika je priblizno x2_,. raspodeljena pa je E(x?) ~ n —r , gde je r broj
ocenjenih parametara 5. Sada je ocena za parametar ¢

) G (yi — f15)?
¢_n—7‘_n—7’; V(1)

80 je dopustiv skup parametara
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2.4 Intervali poverenja i predikcije

Predikcije se bave sa problemima kao $to su verovatne vrednosti nekih posmatranih
pojava, ili odredenih parametara modela. Uz predvidenu vrednost nekog parametra
mora da ide i mera preciznosti. Ocenjivaci maksimalne verodostojnosti su asimp-
totski nepristrasni i za veliki obim uzorka n imaju priblizno normalnu raspodelu.
Matematicki to zapisujemo

B NG o(X'WX)™)

Ovde je COU(B) = ¢(X'WX)~! kovarijansna matrica ocenjivaca B. Oznagimo sa F
Fiserovu matricu informacija. Vazi da je F = [cov(3)] ' tj. F = ¢ {(X'WX). Za
konstrukciju intervala poverenja potrebna nam je FiSerova matrica informacija.
Defininisana je kao F' = —E[I] gde je I matrica sa elementima 9%1/93;0%.

Da bi odredili matricu I diferenciramo 01/08; po By .

n

Vec¢ smo pokazali da je 96 = [a(0:)g(us)] 7, pa je % = Z Wi — 1)
J

On; — pa(t:)g (i)
Koristeéi ¢injenicu da je V(u;) = a(6;) dobijamo
ol “~ 1 (yi — ,U/i)xij
Ot LW )y 15
9B; ; ¢ V() g(ps) (15)
Sada je

2 (M) 10 uon ), uon
IPx \ 9B — ¢ s |V (1)) | ™" Om; 0B

on; . O 1 .. L .
8; =xy i i _ - . Daljim sredivanjem ovog izraza
k

oni g(u:)

Ranije smo pokazali da je

na kraju dobijamo
n
I=- E LijCiLik
i=1

. - 1 V()i (i) + V(1) g (11a)]
gdejec; = ¢ ———— [ 14 (y; — i : :
Vs ( e ) g )
Neka je C' dijagonalna sa elementima ¢; tj. C = diag(c;) . Sada je [ = —X'CX .
F = —-FE(I) = X'E(C)X. Kako je E(Y;) = pu; otekivana vrednost matrice C' bice
matrica koja na dijagonali ima elemente ¢! /V (u;)[g(1s)]* a to je matrica ¢—'W
koju smo veé definisali. Otuda je

F=¢'X'WX
Raspodelu za B mozemo zapisati

B~ N(BF™)
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Neka je B = F~!ineka je b; element matrice B. 95% interval poverenja za 3; je Bjj:
1.96\/@ , gde je 1.96 kvantil reda 0.975 N raspodele a b;; dijagonalni element matrice
B. Interval poverenja za ocenjeni parametar se koristi da ukaze na preciznost ocene.
Kako je link funkcija g(p) = 2'f i ako smo ocenili parametre 8 = (S, 51, B2, - - -, Bp—1)
metodom maksimalne verodostojnosti sada znamo i ocenu za link funkciju g

g(pn) = az”B , a kako je g monotona funkcija na osnovu osobine invarijantnosti sledi da
je g(p) ocenjiva¢ maksimalne verodostojnosti za g(f1) . Sada je

g(p) = 'p

[zracunavanje intervala poverenja za p zahteva da znamo raspodelu ocenjivaca fi.
Var(z'8) = 2'Var(B)r = ¢/ (X'WX) 'z . Aproksimativno, interval poverenja za p
je (w, ) gde je

9() = g(fr) — 2/ Var(g(f1))

Tj. g(u) =2'8 — z2\/Var(@'B) ~ g(w) = '8 — 2/ o' (X'WX) 1z
g(pn) = 2B + 21/d2' (X'WX)~1z , gde je z kvantil normalne raspodele.

Ako je na primer g In funkcija tada je g(ft) = Inja = B = L= =g

Napomenimo da su x objasnjavajuce promenljive i da su nam njihove vrednosti
poznate. Interval poverenja je tacan u slucaju kada je link identicka funkcija i
raspodela zavisne promenljive je normalna , u svim ostalim slucajevima je aproksi-
macija. Tacnost te aproksimacije raste sa pove¢anjem obima uzorka.

Dakle, (p, 1) je interval poverenja za ocekivanu vrednost slu¢ajne promenljive Y
ako su date vrednosti x -sa.

2.5 Devijansa uopstenog linearnog modela

Prilagodenost uopstenog linearnog modela podacima se moze proceniti na osnovu tzv.
devijanse. Neka je [ vrednost funkcije [ u tacki maksimuma tj.

n

[ = Z {lnc(yi,qﬁ) + yﬂ%ﬁ(&)}

i=1

i neka je [ vrednost zasi¢enog modela. Zasi¢en model ima onoliko nepoznatih param-
etara koliko imamo i observacija tj. n. U takvom modelu ocenjiva¢ maksimalne
verodostojnosti za 6 je takav da je a(f) =y . Neka je 6 ocenjiva¢ maksimalne vero-
dostojnosti za # kod zasi¢enog modela. Sada imamo da je a(éi) = y; a funkcija [
je

n

=y {m(yi, o)+ 2=t }

i=1

Dakle, kod zasi¢enog modela svaka observacija y; fituje model savrseno tj. y; = v; .
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Devijansa je definisana na sledec¢i nacin
D=2(-1)

Dakle, devijansa predstavlja meru odstupanja fitovanog modela od zasi¢enog. Velika
vrednost devijanse ukazuje na lose fitovanje. Kada je model ,,dobar” vrednost za !
treba da bude blizu vrednosti za [. Uvrstavanjem izraza za [ i [ u formulu za devijansu
dobijamo

Kako normalna raspodela pripada eksponencijalnoj familiji raspodela, za nju mozemo

pokazati da devijansa predstavlja rezidualnu sumu kvadrata.
2

normalna raspodela : Veé¢ smo pokazali da je u ovom slucaju a(f) = 5 pa je
a(f) =0, 0, =y, i 0, = f; i ¢ = 0? . Izraz pod sumom u formuli za devijansu je’
2 _ 2 A2
N Yi — 1 (yi — fis) .
Yili = fis) = = = ——5—— Sadaje

2 = (yi_ﬂi)2 1 _ AN\2
D=— 5 (T i — M
z{ ' EYSORYE

Na isti nacin se moze pokazati kako izgleda izraz za devijansu kod drugih ¢lanova
eksponencijalne familije raspodela. Izraz ,,scaled deviance” se odnosi na skaliranu

devijansu a definisana je kao D* = —D. Za binomnu i Poasonovu raspodelu, devijansa

i skalirana devijansa su jednake jer je ¢ = 1. Raspodela za devijansu D je x? pod
pretpostavkom da je fitovan model korektan i da je n veliko. D ~ Xi—p gde je n obim
uzorka a p broj ocenjenih parametara modela.

Kod statistika koje imaju y? raspodelu njihova o¢ekivana vrednost je broj stepeni
slobode. Stoga je ocekivana vrednost devijanse n — p. Prilikom analize u kojoj se
ispituje koliko je fitovan model ,,dobar” koristi se i statistika D/(n — p); ukoliko se
dobije vrednost koja je mnogo veca od 1 to ukazuje na lose fitovan model. Kada je
disperzioni parametar ¢ nepoznat i ocenjen, ne mozemo tvrditi da je devijansa y?
raspodeljena. Kod Poasonove raspodele parametar ¢ je poznat tj. ¢ = 1. Dakle, nije
ga potrebno oceniti pa je x? raspodela korisna. Medutim, ako razmatramo normalnu
raspodelu njen disperzioni parametar je 2. U nekim slucajevima taj parametar je
poznat i tada devijansa ima y? raspodelu. Ali ako je potrebno oceniti 0 onda se ne
mozemo pouzdati u x? raspodelu devijanse. Zbog te ¢injenice se moZemo zapitati da
li je devijansa pogodna statistika za proveru adekvatnosti modela.

91 izrazu smo izostavili ¢
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Druga vazna upotreba devijanse sluzi za poredenje dva , . konkurentska” modela .
Pretpostavimo da analiziramo dva modela, od kojih je jedan jednostavniji od drugog.
Neka je devijansa slozenijeg modela oznacena sa D; sa n; stepeni slobode a devijansa
jednostavnijeg modela je Dy sa ns stepeni slobode. ,,Jednostavniji” model ima man-
je nepoznatih parametara od slozenijeg modela, pa ¢e zato imati vec¢i broj stepeni
slobode tj. ny > ny, i imace vecu devijansu od slozenog modela. Za poredenje ova
dva modela koristimo razliku devijansi Dy — D; koja ima X%Tn . raspodelu. Ova test
statistika je korisna za testiranje znacajnosti parametara koji su ukljuceni u jedan
model ali ne i u drugi. Napomenimo da su parametri jednog modela podskup param-
etara drugog (slozenijeg) modela tj. modeli su ,,ugnjezdeni”.

2.6 Testiranje hipoteza

Kod uopstenog linearnog modeliranja testiranje hipoteza za pojedinacne parametre
ili za grupu parametara moze se sprovesti na vise nacina. Sada ¢emo navesti neke
od njih koje se najcesc¢e upotrebljavaju. Hipoteze se pisu u formi C'8 = r gde je C
tzv. hipoteticka matrica a r je vektor datih vrednosti. Postoje tri glavna pristupa
za testiranje hipoteze C'8 = r. Neka je B ocenjiva¢ maksimalne verodostojnosti za
[ kod modela bez restrikcija i neka je B ocenjivat maksimalne verodostojnosti za /3
kada se funkcija [ maksimizira prema restrikciji €8 = r. Nadalje, neka je [ vrednost
funkcije [ u tacki 5 i [ vrednost funkcije [ u tacki 8. Podsetimo, funkecija I prestavlja
logaritam funkcije verodostojnosti.

Wald test

Metoda maksimalne verodostojnosti za ocenu parametara nekog modela nam pruza
ocenjene parametre i ocene za standardne greske tih ocena. Akoje 8 = (Bo, b1, ..., Bp-1)
nepoznati parametar modela onda je ocena ﬂ (ﬁo, ﬂl, .. ﬁp 1)-

Moze se pokazati da kako raste obim uzorka n varijansa ocenjivaca tezi ka ¢(X'W X )1

lim Var(3) = ¢(X'WX)™

n—oo
Standardna greska ocenjivaca u oznaci 05 predstavlja kvadratni koren iz varijanse
ocenjivaca tacnije

ag = diag[cov(f)]

U praksi je vrlo cesto potrebno oceniti parametar ¢ pa dobijamo ocenjenu standardnu
greSku ocenjivaca ﬁ u oznaci o4 . Ako pretpostavimo da je obim uzorka veliki mozemo
testirati hipotezu o jednom parametru tj. B; = r , tada je matrica C' vektor vrsta
koji na poziciji 7 ima jedinicu a sve ostale Vrednosti su nule. Wald statistika je

~

(B —r)?
PY;

gde je z je slucajna promenljiva koja ima 3 raspodelu. Ta statistika se naziva Wald
test. ¢, je dijagonalni element matrice (X'WX)™!

z =
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Kada je ¢ nepoznato zamenjuje se sa ocenom (13 R

Uopste, ako se testira hipoteza C = r, meri se razdaljina C'8 od r. Ako je razlika
C'B —r velika to ukazuje da hipoteza nije tacna. Kako je 5 ~ N (3, o(X'WX)™!) sledi
da je

CB—r~N(0,oC(X'WX) 1)
Wald statistika za testiranje hipoteze C3 = r je
(CB—r){pC(X'WX) I} HCB—1) ~ x>

q je broj stepeni slobode y? raspodele. Ako je p; broj nepoznatih parametara u mod-
elu bez restrikcija, a py broj nepoznatih parametara u modelu sa restrikcijama tada
je ¢ = p1 — p2. U praksi je matrica W zamenjena sa ocenom pa je zato raspodela za
Wald statistiku priblizno x?.

Test odnosa verodostojnosti

Neka je L; funkcija verodostojnosti koju maksimiziramo pod pretpostavkom da mod-
el nema restrikcija, tj. model bez postavljanja hipoteza i sa Ly oznac¢imo funkciju
verodostojnosti koju maksimiziramo tako da neki parametri zadovoljavaju vrednosti
koje su date nultom hipotezom koja se testira. Odnos verodostojnosti je statistika

—~210g(Lo/L1) = —2[log(Lo) — log(L1)] = —2(lp — 1) (16)

Vrednost ove statistike je uvek nenegativna i moze se pokazati da ova statistika data
jednacinom (16) ima priblizno x? raspodelu kako obim uzorka raste. Oznacimo sa
p1 broj nepoznatih parametara modela 1 i p broj nepoznatih parametara u modelu
2. Onda statistika odnosa verodostojnosti ima X1271—p2 raspodelu. Izuzetak je slucaj
kada imamo linearna ogranic¢enja za parametre. Ako je hipoteza C'f = r tacna onda
statistika ima xﬁ raspodelu gde je ¢ = p; — p2 tj. q je broj restrikcija u vektoru .
Ako je vrednost statistike —2log(Lg/L1) mala tj. blizu nule onda je model sa re-
strikcijama jednako dobar kao i model bez restrikcija. To ukazuje da ne treba da
odbacujemo nultu hipotezu Hy : C'8 = r. Oblast odbacivanja za test je gornji rep XZ
raspodele.

Xg raspodela za pomenutu statistiku ukljucuje disperzioni parametar ¢ koji je cesto
nepoznat. U tom slucaju ga je potrebno oceniti. x? raspodela je i dalje pogodna
ukoliko je ocenjiva¢ za ¢ konzistentan. Napomenimo da su ocenjiva¢i maksimalne
verodostojnosti konzistentni. Statistika odnosa verodostojnosti moze da se izrazi kao
razlika devijansi modela bez restrikcija i modela sa restrikcijama ako se koristi ista
ocena za ¢ u obe funkcije logaritma verodostojnosti.
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Skor test

Neka je B ocenjiva¢ maksimalne verodostojnosti za parametar S u modelu sa restrik-
cijama tj. kada se funkcija [ maksimizira prema ogranicenju da je C'8 = r . Ho¢emo
da testiramo hipotezu Hy : C8 = r . Neka su L; i Ly funkcije verodostojnosti pod
hipotezama H; i Hy. Hy je tzv. alternativna hipoteza tj. Hy : C3 # r.

Skor test se bazira na izvodu funkcije [ u tacki 3. Taj izvod u oznaci l(ff) se naziva
skor. Ako je skor tj. nagib veliki to ukazuje da treba da odbacimo hipotezu Hy. Ako
je izvod funkcije blizu 0, to znaci da smo blizu maksimuma. Kod uopstenog linearnog
modeliranja skor je vektor I(3) = ¢ L X'WG(y — ) i vazi da je

E[i(8)] =0 Var[i(8)] = EU(B)I(8)] = "' X'WX
Ako je [ (B) blizu 0 nemamo razloga da odbacimo hipotezu Hj .

Skor test statistika je
[(B) Var{i(8)}]7"(5)

gde je 3 ocenjiva¢ maksimalne verodostojnosti funkcije L.

I(3) = o' X'WG(y — i) , gde je i E(y) izracunato u 8 i Var[i(8)] = ¢~ (X'WX) .
Skor test statistika ima priblizno xﬁ raspodelu gde je ¢ kao i ranije broj stepeni
slobode. Raspodela je manje ta¢na ukoliko se ¢ i W zamene sa ocenama. Treba
i napomenuti da je matrica X punog ranga tj. da ona sadrzi i vrednosti onih ob-
jasnjavaju¢ih promenljivih za cije se koeficijente pretpostavlja da su nule u hipotezi

Cp = r. Oblast odbacivanja za test je ,,gornji rep” XZ raspodele tj. suvise velike
vrednosti skor statistike.

2.7 Analiza reziduala

Analiza reziduala se koristi da se ispita adekvatnost fitovanja modela u odnosu na
izbor link funkcije, varijansne funkcije i ¢lanova u linearnom prediktoru. Koriste se
da se proveri podesnost izabrane raspodele i za neke nepredvidene vrednosti koje
zahtevaju dalje istrazivanje. Podsetimo se da su reziduali kod normalnog linearnog
modela €; = y; — ¥; 1 treba da zadovoljavaju sledece pretpostavke :

e normalnost — znaci da grese ¢; imaju normalnu raspodelu
e homoskedasticnost — Var(e;) = const. zaVi =1,2,...,n.
e odsustvo autokorelacije — cov(e;, €j) = 0 za Vi # j

Kod uopstenog linearnog modeliranja reziduali nisu normalno distribuirani, niti imaju
konstantnu varijansu osim u sluc¢aju kada je u pitanju normalna raspodela. U ovom
slucaju reziduali nisu samo razlika izmedu opazenih i fitovanih vrednosti ve¢ je njihova
definicija uopstenija. Dakle, kod ulm!® zahtevamo siru definiciju reziduala koja ée biti
primenljiva za sve raspodele koje mogu da zamene normalnu.

10yopsteno linearno modeliranje
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Sada ¢emo definisati razlicite forme uopstenih reziduala koje se koriste, i matricu Hat
koja ¢e koristiti u definisanju nekih reziduala. Tipovi reziduala o kojima ¢e biti reci
zavise od tipa odgovarajuceg testa za testiranje hipoteza. Pirson reziduali su povezani
sa Pirson x? i sa Wald testom. Reziduali devijanse su povezani sa devijansom kao
merom fitovanja modela i sa testom odnosa verodostojnosti, skor reziduali su povezani
sa skor testom itd.

Hat matrica u oznaci H

Ocenjena ocekivana vrednost zavisne promenljive kod normalnog linearnog modela je

—

E(y:) = fi = i
Fitovane vrednosti su linearne funkcije od opazenih vrednosti tj.
y=Hy

a matrica H se zove , kapa matrica” ili mozemo re¢i Hat. H je simetri¢na i idempo-

tentna matrica. R
Kod proste linearne regresije je j = X3 = X (X'X)"' X'y odakle je H = X (X'X)71X".

Kod uopstenog linearnog modeliranja H matrica je nesto slozenijeg oblika
H=W"X(X'WX) ' X'W/?
Pirson reziduali

Pirson reziduali su definisani na sledeé¢i nacin

Vazi da je

n n

2 _ (yi — /21)2 2
Z(rp)i = ; Vi) X

i=1
Za Poasonovu raspodelu suma kvadrata reziduala je zapravo Pirsonova x? statistika
pa otuda naziv Pirson reziduali.

Anskombe rezidual

Raspodela Pirson reziduala r, kod promenljivih koje nisu normalno raspodeljene je
¢esto primetno iskoSena, Sto utice na to da ti reziduali nece imati osobine slicne
kao reziduali normalnog linearnog modela. Zato definiSemo funkciju h koja ¢e imati
priblizno normalnu raspodelu.

~

Anskombe reziduali se baziraju na razlici h(y;) — h(g;).

21



Za funkciju h vazi da je

h(y) = [V(y)"/?

Pritom je V(u) varijansna funkcija za raspodelu zavisne promenljive Y.

Funkcija h je transformacija koja normalizuje funkciju verovatnoce zavisne promenljive
Y ali ne stabilizuje varijansu pa je izraz h(y) — h(jt) potrebno skalirati tj. podeliti sa
kvadratnim korenom varijanse h(y) tj. sa standardnom devijacijom od h(y) .
Aproksimacija prvog reda za standardnu devijaciju od h(y) je h WV V(g). Sada
dobijamo

h(y:) — h(4;)
h(hi)\/V (1)
Ovi reziduali se zovu Anskombe reziduali, standardizovani su i imaju priblizno nor-

malnu raspodelu. Sada ¢emo pokazati kako ovi reziduali izgledaju kada se u obzir
uzmu konkretne raspodele.

Primer: Posmatrajmo Poasonovu raspodelu tj. Y ~ P(u) . Ranije smo pokazali da
. 3

je V() = ppaje h(y) = y~ 31 h(y) = /y_1/3dy = §y2/3. Anskombe reziduali u

oznaci r4 su

2/3 .
y@'/ - Hi2/3

DO o

(TA)i =

fii'°

Primer: Neka sada Y ima gama raspodelu, Y ~ G(u,v). Moze se pokazati da
je kod ove raspodele varijansna funkcija V(i) = p2, pa je otuda h(y) = y /3 i

h(y) = /y‘z/gdy — 3y"/® . Anskombe reziduali su

1/3 ~ 1/3 ~
(ra)i = M —3. M
/21_2/3 /j’L /’221/3

Primer: inverzna Gausova raspodela, Y ~ IG(p,02). V() = p2, V(y) = 3 sledi da
je h(y) = / — =In(y) . Anskombe reziduali su

(ra)i = In(y;) — In(fs) _ In(y;) — In(4i;)
N Vi

Primer: normalna raspodela , Y ~ N(u,0?) . Varijansna funkcija je konstantna,

V(p) = 1sledi h(y) =11 h(y) = /1 -dy =y . Reziduali su

TP =Yi —
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Reziduali devijanse

Pokazali smo da je izraz za devijansu kod clanova eksponencijalne familije raspodela

sledec¢i
= yi(0; — 0,) — a(60;) + a(6;)
D= 2 -
Definisemo reziduale devijanse u oznaci (rq); za i = 1,2,...,n tako da je ispunjeno
i=1

Znak od (rq); zavisi od znaka y; — fi; tj.  (rq); = sign(y; — t1:)\/ (ra)? -

Ako je model ,,dobar” i ako je n dovoljno veliko devijansa ima priblizno X?@_p raspodelu.
Stoga je ocekivana vrednost devijanse n — p pa svaki slucaj ¢ treba da doprinosi devi-
jansi priblizno (n — p)/n ~ 1. Ako je |(r4);] mnogo vece od 1 onda to znaci da slucaj
1 pogorsava fitovanje. Model ima neke nedostatke ili pogresno unete vrednosti.

Reziduali devijanse i anskombe reziduali su numericki veoma sli¢ni iako se u matematickom
zapisu prilicno razlikuju. Kako anskombe reziduali imaju priblizno normalnu raspodelu,
znacilo bi da su i reziduali devijanse priblizno normalno raspodeljeni. Ovo je korisna
¢injenica ako softver koji se upotrebljava za analizu ne produkuje Anskombe rezid-
uale. Reziduali devijanse mogu da se napisu u standardizovanom obliku na sledeci
nacin

(rq)i, = (ra)i _ sign(y; — fi)/(ra);
Gde je h;; dijagonalni element Hat matrice. Umesto (r4)? mozemo pisati d; da bi
izbegli komplikovan tehnicki zapis. Sada je
sign(y; — fi)Vd;
1 — hi

(Td)is =

Skor reziduali

Skor reziduali su povezani sa skor testom za testiranje hipoteze o parametrima mod-
ela. Metodom maksimalne verodostojnosti ocene parametara se dobijaju reSavanjem
jednacina oblika

=56, =
koje se nazivaju skor jednacine, gde je # nepoznati parametar. Standardizovani skor
reziduali su

Ui 0

U

gde su h;; dijagonalni elementi matrice H .

(Tz’)s -
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2.8 Neke dijagnostike modela
Autlajeri i uticajne tacke

Autlajeri su observacije tj. opazanja za koje model ne daje dobru aproksimaciju.
Drugim rec¢ima to su pojedinacne observacije koje na neki nac¢in odstupaju iz skupa
podataka tj. opazanja. Njihova opazena vrednost je veoma razli¢ita od vrednosti
koja je predvidena regresijskim modelom. To su tacke koje imaju veliki rezidual.
Oni mogu biti posledica ekstremne vrednosti zavisne promenljive ili jedne ili vise
nezavisnih promenljivih. Veoma cesto se otkrivaju koristeéi graficki prikaz tzv. plot.
Observacije koje imaju veliki uticaj na ocene nepoznatih parametara modela nazivaju
se uticajne observacije. Opazanje je uticajno ako menja nagib regresijskog pravca.
Takve observacije ne moraju da budu autlajeri, u tom smislu da ta zapazena vred-
nost ne odstupa od naseg skupa podataka. Takode ni autlajeri ne moraju da budu
uticajne informacije. Ako se uoci observacija koja puno odstupa od fitovanog modela
potrebno je utvrditi da li je ona uticajna. Analiza se vrsi tako $to se posmatra model
sa i bez tog podatka, pa ako se vrednosti ocenjenih parametara modela puno promene
mozemo zakljuciti da je ta observacija znac¢ajna i ne mozemo je zanemariti. Podaci
koji su autlajeri a nisu uticajne tacke mogu se iskljuciti iz analize. Sada ¢emo defin-
isati neke pojmove koji ¢e nam koristiti za otkrivanje autlajera i uticajnih tacaka.

gqveridi : Za observaciju ¢ leveridz predstavlja izvod fitovane vrednosti zi; po y; tj.
Hi
dyi
izvod je zapravo dijagonalni element matrice H tj. h;;, gde su hy; € [0,1]. Predstavlja
meru odstupanja posmatrane observacije od preostalih zapazanja u prostoru nezavis-
nih promenjivih. Tacka sa visokim leveridzom je zapazanje sa ekstremnom vrednosti
nezavisne promenljive. Trag matrice H u oznaci tr(H) jeste suma njenih dijagonal-

. Leveridz je jedna od indikacija koliko je posmatrana observacija uticajna. Taj

nih elemenata tj. tr(H) = Z hi; . Vazi da je tr(H) = p gde je p broj nepoznatih
i=1

parametara modela. 1z ovoga sledi da je prosecan leveridz za svaku observaciju p/n.

Observacije koje imaju veéi leveridz od p/n, na primer 2p/n, treba dodatno ispitati.

Cook’s rastojanje i Dfbeta — Dfbeta predstavlja promenu ocenjenog parametra
kada je observacija ¢ obrisana tj. kada se ne uzima u obzir pri analizi. DefiniSemo je
kao

Di— %(B _BYX'X(B— B)

Cook’s rastojanje se koristi da se ispita u kojoj meri svaka observacija utice na kom-
pletan skup ocenjenih parametara modela. Ocene sa i bez svake observacije mogu da
se porede koriste¢i sledec¢u statistiku

Ci = %(5 — Ba)) X'WX (B~ Ba)

~

B predstavlja ocenu parametra (3 bez i-te observacije. Data statistika meri kvadrat-
no rastojanje izmedu 3 i 8.
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Kako izracunavanje B — B(i) zahteva ponovo fitovanje modela bez i— te observacije
da bi se ovo izbeglo koristi se sledeca aproksimacija koja predstavlja kombinaciju
leveridza i reziduala
.
Crm — M ()2
gde je p broj parametara modela a h; dijagonalni elementi matrice H. Podsetimo,
matrica H kod uopstenog linearnog modeliranja je

H=WYVX(X'WX) ' x'W/?

Jos jedan od nacina da se ispita da li je observacija uticajna jeste da se izracuna
devijansa modela bez te observacije. Ako je promena u devijansi velika to ukazuje da
je ta observacija od znacaja.

Rezidualni grafik

Najcesce se koriste sledeci tipovi rezidualnih grafika :

1. Crtaju se reziduali naspram fitovanih vrednosti 7. Ovaj grafik treba da prikaze uzo-
rak gde reziduali imaju konstantu srednju vrednost 0 i konstantnu varijansu. Odstu-
panje od ovih navedenih pravila ukazuje na neke nedostatke kao Sto su : pogresno
izabrana link funkcija, pogresan izbor nezavisnih tj. objasnjavajuc¢ih promenljivih,
izostavljanje ne-linearnih ¢lanova kod linearnog prediktora itd.

2. Crtaju se reziduali naspram nezavisnih promenljivih. Treba da se dobije model
po kome reziduali imaju osobine navedene u 1. Odstupanje od ovog modela moze
da ukazuje na pogresan izbor link funkcije, nekorektan izbor ili propust nekih ne-
linearnih ¢lanova linernog prediktora.

3. Crtaju se reziduali po redosledu zabelezenih observacija iz skupa podataka. Na
ovaj nacin se moze detektovati moguca zavisnost izmedu observacija.

4. Grafik normalne raspodele reziduala crta vrednosti reziduala naspram njihovih
ocekivanih vrednosti. Dati su sa

¢~ (i —3/8)/(n+1/4)]

gde je ¢! inverz funkcije standardne normalne raspodele, n je obim uzorka a i je
redosled observacije tj. opazanja. Grafik treba da prikazuje pravu liniju sve dok
pretpostavljamo da reziduali imaju priblizno normalnu raspodelu.

5. Takode uz pomo¢ reziduala moze se detektovati izostavljena kovarijabla z. Ovo se
radi na slede¢i nacin. Fituje se model sa z kao zavisnom promenljivom i koristi se isti
model kao za y. Zatim, za oba modela treba sacuvati nestandardizovane reziduale
i iste prikazati na grafiku , jedne naspram drugih. Ako je mogucée uspostaviti neku
vrstu veze izmedu njih, to ukazuje da x treba da bude uklju¢ena u modelu.
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Provera link funkcije

Da bismo proverili link funkciju potrebna nam je tzv. ,,prilagodena” zavisna varijabla
koju obelezavamo sa z;.

z = g(fi)
Koriste¢i Tejlorov razvoj prvog reda za g(y;) dobijamo
9(y) = g(pi) + (i) (yi — i) = i3

Graficki , crtaju se z + % (y; — fi;) naspram 7j; = (3. Grafik treba da prikazuje tacke
koje ,,leze” na priblizno pravoj liniji, a stroga zakrivljenost govori o tome da smo
pogresno odabrali link funkciju.

Transformacija promenljivih

Parcijalni rezidualni grafik moze da se koristi da se otkrije da li je potrebno trans-
formisati neku od objasnjavajuc¢ih promenljivih. Kod uopstenog linearnog modeliran-
ja parcijalni reziduali su definisani kao

9(a)(yi — i) + i50;
Drugacije, mozemo ih zapisati kao
Pr =7z 77 + '3/‘7:

gde je z prilagodena zavisna promenljiva, 7 je fitovani linearni prediktor , x je nezav-
isna promenljiva a v je ocena parametra za odgovaraju¢u nezavisnu promenljivu. Na
grafickom prikazu crtaju se parcijalni reziduali naspram promenljive z. Ako se dobije
priblizno linearna veza izmedu ovih podataka transformacija nezavisne promenljive
nije potrebna. Pojava krive linije na grafiku znaci da promenljiva x treba da bude
transformisana.

Izbor modela

U eksponencijalnoj familiji raspodela Sirok je skup moguéih dostupnih modela, tako
da je veoma vazno izabrati najbolji model. Izbor modela podrazumeva trazenje naj-
jednostavnijeg ,,razumnog” modela koji ¢e na adekvatan nacin da opise registrovane
podatke. Svaka objasnjavajuca promenljiva koja je dodata u model poboljsava fito-
vanje, a samim tim se povecava i broj nepoznatih parametara modela koje je potrebno
oceniti i opada greska y; —y; fitovanja. Veliki broj parametara u modelu ukazuje da je
fitovanje blizu registrovanih vrednosti podataka ali u ovom sluc¢aju ocene parametara
5}- za 7 = 0,1,2,...,p — 1 imaju nisku preciznost tj. visoku standardnu devijaciju.
Tako, model sa malim broj parametara $ dovodi do manje dobrog fitovanja modela.
U ovom slucaju ocene parametara imaju visoku preciznost tj. malu standardnu devi-
jaciju. Broj stepeni slobode tj. broj ocenjenih parametara obezbeduje odgovarajucu
meru slozenosti za skup modela. Cilj je na¢i model koji ¢e da balansira odnos izmedu
broja parametara i ,,dobrote” fitovanja.
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Mogu se razlikovati dva razlicita tipa izbora modela :

1. Moze da se razmatra slozeniji model koji sadrzi puno parametara. Iz takvog
modela mozemo ,,izvu¢i” submodel eliminacijom nekih parametara. Takode
moguce je i po¢i od jednostavnijeg modela pa mu dodati neke parametre.

2. Mogu se razmatrati nekoliko razli¢itih funkcija modela obi¢no sa razlicitim
skupom parametara.

Najpoznati kriterijumi za izbor modela su sledeci
e AIC (Akaike’s Information criterium)
e BIC (Bayesian Information criterium)
Oni su definisani na sledeé¢i nac¢in
AIC = -2l+2p BIC=-2l+pln(n)

gde je [ logaritam funkcije verodostojnosti a p je broj nepoznatih parametara u mod-
elu tj. broj parametara koje je potrebno oceniti. Dobro fitovanje znaci velika vred-
nost za funkciju verodostojnosti pa stoga malu vrednost za —2[. Sada ¢emo zbog
jednostavnosti pokazati kako izgleda AIC i BIC kriterijum kod normalnog linearnog
modela koji je specijalan slucaj uopstenog linearnog modela. Isti princip se primen-
juje u slucaju da je u pitanje uopsteno linearno modeliranje. U ovom slucaju zavisna
promenljiva Y ~ N(u,0?). Funkcija gustine za datu raspodelu je

. (y — p)?

_ o 2
fly) = ¢ 20

Kod normalnog hnearnog modela je p; = By + b1z + Baxia + -+ - + Bp—1Tip—1 P2 je
Hi = Ml(ﬁ) 1 Nz 60 + 511'11 + ﬁQCUzQ + -+ /Bp—lxip—l- Zatim je

(yi — pa)?

fyi) = e 207

Funkcija verodostojnosti

L(B,0%) = || f(wi: .07 H ——c 2 (17)
=1

Logaritmovanjem jednacine (17) dobijamo logaritam verodostojnosti [

n

1(8,0%) = —nIn(v2r) — nln(o) — % Z % (18)

=1
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Kada smo ocenili parametre beta sada je
. ] R
1(8,0%) = —nIn(v27) — nln(o) — 5 3 (ys — pu)”

Izraz —2] nam je potreban da bismo izracunali vrednost AIC' i BIC kriterijuma pa
je kod ovog modela

n

1 R
—20 =5 (v — i)’

i=1

gde su prva dva ¢lana u izrazu za Z(B,UQ) obi¢no izostavljena. Oznac¢imo sumu u
prethodnoj jednacini sa S pa dobijamo slede¢i zapis
S
=2l = —

o2
. S . S

Sada je AIC = — +2p 1 BIC = — +pln(n)
o o

Dobro fitovanje podrazumeva malu vrednost za S = > 1" (y; — fi;)? .

Clan —, predstavlja pristrasnost modela a drugi clan je clan za varijansu kod oba
T

kriterijuma.
Model sa velikim brojem parametara u modelu i sa dobrim fitovanjem ima malu

vrednost za — ali vecu vrednost za varijansni deo. Obrnuto, model sa malim brojem
o

parametara ima vecu vrednost za — ali mali varijansni deo. Bira se model koji ima

najnizu vrednost AIC ili BIC krit%rijuma. Da bi se mogle porediti vrednosti AIC' i
BIC kriterijuma, analize moraju biti bazirane na istom skupu observacija.
Standardni statisticki softveri iskljucuju iz analize bilo koji sluc¢aj kojem nedostaje
vrednost neke nezavisne promenljive. Dakle, treba izvrsiti odabir modela na skupu
slucajeva sa svim vrednostima objasnjavajuc¢ih promenljivih. U veéini softvera dos-
tupni su takozvani ,stepwise” algoritmi tj. stepwise regresija (Postepena regresija)
koja sluzi za odabir modela.
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3 Modeliranje neprekidnih varijabli pomocé¢u ulm

3.1 Neprekidne varijable u aktuarstvu

Neprekidne varijable koje su od interesa osiguravaju¢im kompanijama su iznos zahte-
va za odstetu i vreme koje protekne izmedu podnoSenja zahteva za odstetu i njegove
isplate.

Iznos zahteva za odstetu (Claim amount) je primer neprekidne varijable u aktu-
arstvu. Neprekidne promenljive se jos nazivaju i ,,interval” promenljive da se ukaze
na to da mogu da uzimaju bilo koju vrednost iz intervala na realnoj osi.

Vreme koje protekne od podnosenja zahteva pa do njegove isplate u literaturi je poz-
nato kao ,,settlement delay” . To je takode neprekidna varijabla i obi¢no se izrazava
kao ceo broj dana ili meseci. Ako imamo skup polisa sa zahtevima za odstetu onda se
procenat zahteva koji su ispla¢eni brze nego posmatrani konkretan zahtev u analizi
podataka osiguranja naziva operativno vreme.

Na primer, ako je operativno vreme nekog zahteva za odstetu 20% to onda znadci da
je taj zahtev placen u prvih 20% zajedno sa grupom njemu slicnih. Zahtev koji je
poslednji plac¢en ima operativno vreme 100%.

Neprekidne varijable u aktuarstvu su obi¢no nenegativne i iskosene udesno. Takve
varijable se mogu modelirati na slede¢a dva nacina :

e Transformisati zavisnu varijablu Y tako da transformacija ima normalnu raspodelu
i dalje nastaviti rad sa normalnim modelom

g(Y) ~ N(p,0%)
gde je u=2a'p .

e Pomocu uopstenog linearnog modeliranja, koriste¢i raspodele kao sto su gama
i inverzna Gausova.

Na sledecoj slici je prikazan histogram jedne neprekidne promenljive tj. iznos zahte-
va za odsStetu i date frekvencije. Od ukupno 67856 polisa osiguranja njih 4624 ima
zahtev za odstetu. U pitanju su polise osiguranja vozila.
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Slika 3.1.1 Frekvencija iznosa zahteva (claimcost) za odstetu

Sa slike se vidi da je neprekidna varijabla, iznos zahteva za odstetu, nenegativna i
iskoSena udesno.
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3.2 (Gama regresija

Gama slucajna promenljiva je najceS¢e najpogodnija za fitovanje promenljivih kao
sto je iznos zahteva za odstetu (eng.claim cost, claim amount) ili pak godisnji prihod
osiguranika (eng.annual income).

Neka je Y ~ G(p,v). Njena funkcija verovatnoce je

—1 v

2
ivazidaje E(Y)=p, Var(Y) = i

v
Male vrednosti parametra v uticu na to da je raspodela dosta iskoSena udesno tj. da
ima dugacak ,,rep” udesno.
Uopsten linearni model sa gama raspodelom zavisne promenljive je dat sa

Y ~Gp,v), glp)=2a'p
Najcesce se za link funkciju bira log.

Primer: Osiguranje vozila

Analizirani skup podataka obuhvata 67856 polisa osiguranja vozila od kojih 4624 ima
zahtev za odstetu. Raspodela iznosa zahteva za odstetu je predstavljena na slici 3.1.1.
(Cilj statisticke analize je da se utvrdi da li je gama pogodna raspodela za modeliranje
iznosa zahteva za odstetu.

Zavisna promenljiva je iznos zahteva (claim cost) .

Nezavisne promenljive su : Starost vozaca (agecat) je kategorijalna promenljiva koja
ima Sest kategorija a to su : 1 (najmladi), 2, 3, 4, 5, 6 (najstariji) .

Pol (gender), koja je binarna promenljiva (male/female) .

Tip vozila koja je isto kategorijalna sa 13 kategorija (bus, minibus, sedan ... ).

U analizu je ukljuéeno n = 4624 polise osiguranja sto ¢ini 6,8% od ukupnog broja
polisa. Na osnovu statisticke analize dobijeni su sledeci rezultati

statistika vrednost | br. stepeni slobode | vrednost/df
df

devijansa 7243 4605 1.57

skalirana 5523.7 4605 1.199

devijansa

skalirana 10275.6 4605 -

Pirson x?2

logaritam -39611.16 - -

verodostojnosti -

AIC 79262.313 - -
BIC 79391.09 - -

Tabela 3.2.1 Procena adekvatnosti modela
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Iz tabele se vidi da vrednost devijanse (skalirana) iznosi 1.199 tj. priblizno 1.2 . To
govori o tome da gama raspodela nije najprikladnija raspodela za modeliranje iznosa
zahteva za odstetu jer je vrednost devijanse malo vec¢a od jedinice, ali je prihvatljiva
za modeliranje. Idealno bi bilo da je vrednost 1 tj. da jako malo odstupa od jedinice.

Fitovani model'! je

gde su z; do x; indikator varijable za promenljivu agecat tj. starosna kategorija
vozaca, xg je indikator varijabla za zenski pol, x7 do x15 su indikator varijable za tip
vozila tj. veh-body. Ocenjeni ocekivani iznos zahteva za odStetu ako je u pitanju
bazna kategorija (agecat=6, gender=M, vehbody=UTE) je ™% ~ 2171.12. Ako
osiguranik (vozac¢) pripada nekoj drugoj grupi kao na primer agecat=1, gender=F,
veh-body=bus onda se vrednost 2171.12 mnozi sa %313 . 70166 . ¢=0412 5¢4 oeitavamo
iz tabele dobijene statistickom analizom u programu SPSS!2.

Sada je ocenjeni ocekivani iznos zahteva

2171.12 x 1.367 x 0.847 x 0.662=1664.15 . Sli¢no, za polisu osiguranja gde je
starosna kategorija 2 tj. agecat=2, pol vozaca je muski i vozilo je kamion (truck)
ocenjeni ocekivani iznos zahteva za odstetu je

[ = ¢7-083+0.125+0+0.146
Tacnije
=2171.12 x 1.133 x 1 x 1.157 =~ 2846.08

Po ovom modelu, na osnovu analiziranog uzorka mozemo zakljuciti da su zene ko-
je pripadaju najmladoj starosnoj kategoriji i ¢iji je tip vozila autobus manje rizicne

vrednost zahteva za odstetu manja tj. 1664.15 <2846.08 .

Fol
3000 nswgulaPlka
2800+
2600~
2400+
2200+

2000 ", s, L

1800

Ocenjeni oéekivani iznos zahteva za odstetu

1600

T T T T T T
1 2 3 4 5 &

Starosna kategorija osiguranika

Slika 3.2.1 Predvidene vrednosti za iznos zahteva za odStetu u zavisnosti od starosti
i pola osiguranika

" Baza podataka za ovaj primer je dostupna na sajtu http://www.acst.mq.edu.au/GLMsforInsuranceData/
12Tabela je data u prilogu na kraju rada
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Sa slike se vidi da je za zene (plava linija) manji o¢ekivani iznos zahteva za odstetu
nego za muskarce (zelena linija) bez obzira na starosnu kategoriju .

Wald x? | df | p vrednost
odsecak 6608.13 | 1 < 0.0001
starosna kategorija | 36.424 | 5 < 0.0001
pol 21.993 | 1 < 0.0001
tip vozila 33.505 | 12 0.001

Tabela 3.2.2 Testiranje koeficijenata modela

Sve promenljive u modelu su statisticki znacajne jer je p vrednost manja od 0.05 .
Test odnosa verodostojnosti poredi fitovani model sa modelom koji sadrzi samo
odsecak, tj. on testira da li su svi 8 koeficijenti osim odsecka jednaki nuli. U ovom
primeru vrednost te statistike iznosi 103.53 a p vrednost je manja od 0.0001 Sto znaci
da odbacujemo hipotezu da su svi koeficijenti u postavljenom modelu jednaki nuli.

Primer: Osiguranje u slucaju telesnih povreda

Skup podataka sadrzi informacije o 22036 isplac¢enih zahteva za odstetu. Ti zahtevi
za odstetu su nastali usled nesrec¢a koje su se dogodile u periodu jul 1989—jun 1999.
godine.

20.000 Mean = 38367 ,2152
Std. Dev. = 90981,1086
M=22.036

15,000

10,000

Frekvencija

5.000—

2 5 &2 2 3z = =2 E 9 =2 8 &8 2
= 2 2 8 2 2 z g 2 =2 = Z 5
£ 2 82 8 8 2 28 2 2 2 2 2 =
= =2 =2 g g =2 2 2 2 =2 =2 =z zZ

s 8 2 2 8 8 2 2 B =

Iznos zahteva
Slika 3.2.2 Histogram iznosa zahteva za odstetu

Od ukupno 22036 polisa osiguranja samo 1825 polisa ima zahtev za odstetu preko
100 000$ . Promenljiva koja predstavlja placeni iznos zahteva (zavisna) se kreée u
intervalu od 10$-4490000%. Od nezavisnih promenljivih razmatramo stepen telesne
povrede, koja je kategorijalna promenljiva i uzima vrednosti od 1 (nema povrede),
2, 3,4, 5,6 (fatalna) i 9 $to znaci da nije zabelezen podatak.

Legalna reprezentacija tj. zastupanje koja je binarna varijabla (ne/da) .
Operativno vreme koja je neprekidna promenljiva.
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Primer: Hoc¢emo da ispitamo vezu izmedu iznosa zahteva i operativnog vremena.
Kako su obe promenljive neprekidne mozemo iskoristiti scatterplot da ih prikazemo.
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total
log_total

2000000

1000000

Slika 3.2.3 Operativno vreme naspram iznosa zahteva za odstetu

Prva slika prikazuje operativno vreme naspram iznosa zahteva za odstetu (total). Sa
slike se vidi da veza nije linearna. Medutim, ako se napravi logaritamska transfor-
macija promenljive iznosa zahteva za odstetu (log_total) i graficki predstavi naspram
operativnog vremena dobija se veza koja sada li¢i na linearnu. Cilj logaritamske
transformacije je stabilizacija varijanse. Tj. na prvoj slici varijansa raste sa opera-
tivnim vremenom i srednjom vrednos¢u dok je na drugoj slici priblizno konstantna.

legrep

log_total

Slika 3.2.4 Operativno vreme naspram logaritma iznosa zahteva (log_total)

Na ovoj slici bojom su predstavljeni zahtevi za odstetu kod kojih osiguranik ima
pravno zastupanje (plava boja) i crvena kod kojih nema legalne reprezentacije t;j.
pravnog zastupanja. Zahtevi za odstetu kod kojih osiguranik nema advokata tj.

pravnog zastupnika imaju manje operativno vreme od ostalih sto znaci da su is-
placeni brze u odnosu na ostale.
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Posto je iznos zahteva za odstetu (total) neprekidna promenljiva iskosena udesno
za modeliranje je pogodno uzeti gama raspodelu, sa link funkcijom log, a nezavisne
promenljive su operativno vreme koja je neprekidna i legalna reprezentacija koja je
kategorijalna tj. binarna promenljiva.

Uopsten linearan model je

Y ~G(p,v); In(p) = Po+ frar + Bazo + fazr122

1 je promenljiva koja predstavlja operativno vreme, s je legalna reprezentacija tj.
pravno zastupanje (uzima vrednost 1 ako ima pravnog zastupanja) a xxy interakcija
izmedu te dve promenljive.

Uz pomo¢ softvera SPSS dobijamo sledece rezultate

odsecak | operativno pravno op.vreme X pr.zast(da)
vreme zastupanje NE/DA
g 8.212 0.038 0/0.467 -0.005
se(f3) 0.021 0.0004 -/0.027 0.0005
e? 3684.25 1.039 1/1.595 0.995
e 151573.44 | 8971.87 -/294.224 94.99
p vrednost | <0.0001 <0.0001 -/< 0.0001 < 0.0001

Tabela 3.2.3 Ocene parametara modela

Sada je ocekivana vrednost iznosa zahteva za odstetu na osnovu uzorka

= eBO + By + Py + P31

Za polise osiguranja kod kojih je prisutno pravno zastupanje za 59.5% je veéi ocekivani
iznos zahteva za odstetu, sto vidimo iz tabele rezultata.

Ako je 25,=0 tada je

a u slucaju da je xo=1 tada je

= ¢3-212 4 0.038z1 + 0.467 — 0.00524

Ocenjena vrednost za parametar v je v=0.999 .

Wald x? | df | p vrednost
odsecak 385196.985 | 1 <0.0001
legrep 294.224 1 <0.0001
op.vreme 19509.369 | 1 <0.0001
legrep* op.vreme 94.989 1 <0.0001

Tabela 3.2.4 Testiranje znacajnosti koeficijenata modela
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Rezultati analize pokazuju da su sve nezavisne promenljive koje su unete u mod-
el statisticki znacajne jer je p vrednost manja od 0.05. Vrednost devijanse iznosi
25411.69 a broj stepeni slobode te statistike je 22032 pa je D/df=1.15 . Tabela je
data u prilogu rada.
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Slika 3.2.5 Ocekivani iznos zahteva za odstetu naspram operativnog vremena

Sa slike mozemo zakljuciti da sa porastom operativnog vremena eksponencijalno raste
i ocekivani iznos zahteva za odstetu. Tj. ,,tezi” zahtevi za odstetu su kasnije isplaceni.

Na sledecoj slici je prikazana kategorijalna promenljiva stepen telesne povrede (injl)
i njihove frekvencije (count).
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Slika 3.2.6 Stepen telesne povrede i njihove frekvencije
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Slika 3.2.7 Kruzni dijagram za stepen telesne povrede

Najveéi procenat (71%) obuhvataju telesne povrede kodirane sa 1 tj. najblazi tip
ozlede, dok veoma ozbiljne povrede kategorije 5 i fatalne povrede obuhvataju samo
0,9% i 1,2% slucajeva u posmatranom uzorku.

3.3 Inverzna Gausova regresija

Inverzna Gausova raspodela je neprekidna raspodela data sa funkcijom gustine

1 1 (y—p\*
f(y)—mexp{—@<ﬂa)}, y>0

U oznaci Y ~ IG(p,0?) i sa osobinama da je

EY)=p Var(Y) =y

IG raspodela je vise iskoSena nego gama raspodela i ima ostriji ,,rep” udesno. Zato
se koristi u situacijama ekstremne kosine.

Za modeliranje neprekidnih varijabli u aktuarstvu kao sto je iznos zahteva za odstetu,
velicina zahteva koju osiguravaju¢a kompanija treba da plati tj. gubitak uglavnom
se koriste te neprekidne varijable poput IG raspodele, gama, weibull, Pareto itd.

Uopsteno linearno modeliranje sa IG raspodelom je

Y~ IG(p,0%)  g(p) =2’
gde se za funkciju g nacesce bira log.

Primer: Osiguranje vozila

Skup podataka obuhvata 67856 polisa osiguranja vozila od kojih 4624 ima zahtev za
odstetu. Iznosi zahteva za odstetu krecu se izmedu 0$-57000$ (0 ako polisa nema
zahtev za odstetu).

Na sledecoj slici je prikazan histogram iznosa zahteva za odstetu.
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Slika 3.3.1 Histogram iznosa zahteva za odstetu

Zbog jasnijeg pregleda histograma maksimalna vrednost na horizontalnoj osi iznosi
15000%. Sa prikaza je izostavljeno 65 zahteva ¢ija se vrednost krece izmedu
15000%-570009.

U ovom primeru za modeliranje iznosa zahteva za odstetu (claimcost) koristi¢emo 1G
raspodelu sa link funkcijom In. Nezavisne promenljive u modelu bice :

e Starost osiguranika (agecat) -kategorijalna promenljiva sa vrednostima :
1 (najmladi) , 2, 3, 4, 5, 6 (najstariji).

e Pol osiguranika (gender) koja je takode kategorijalna promenljiva sa vrednosti-
ma F (zenski) i M (muski).

e Oblast stanovanja osiguranika (area) - kategorijalna promenljiva koja uzima
vrednosti A, B, C, D, E, F.

Kako je g(p) = In(p) imamo

In(u) = Bo + frx1 + Poxa + -+ - + Proxio + 1111

gde su x1, x9, 3, x4, r5 indikator varijable za starosnu grupu osiguranika, x¢ indikator
varijabla koja ukazuje na zenske osobe, i x7,xg, 19, 19,11 indikator promenljive za
oblast stanovanja osiguranika.

Treba napomenuti da se kod kategorijalnih promenljivih bira jedna vrednost (nivo)
koji se naziva bazni nivo na osnovu koga se uporeduju vrednosti ostalih i izvode
zakljucci analize. U ovom primeru za starosnu grupu vozaca to je vrednost 6, za pol
je M, i za oblast stanovanje F.

Pomocu softvera SPSS dobijeni su rezultati analize prikazani na sledecoj strani
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Wald x? | df | p vrednost
odsecak 53988.56 | 1 | <0.0001
starost osiguranika | 16.013 ) 0.007
pol 9.465 1 0.002
oblast stanovanja 12.558 | 5 0.028

Tabela 3.3.1 Testiranje koeficijenata modela

Sve nezavisne promenljive su statisticki znacajne jer je p vrednost manja od 0.05.

statistika vrednost | st.slobode-df | vrednost/df
skalirana devijansa 4624 4612 1.003
skalirana Pirson y? | 4897.19 4612 1.06
log.verodostojnosti | -38568.16
AIC 77162.32
BIC 77246.03

Tabela 3.3.2 Statistike za adekvatnost fitovanja

Vrednost devijanse tj. statistike za procenu adekvatnosti fitovanja modela je 1.003
Sto ukazuje na to da je model dobar i da je inverzna Gausova raspodela bolja od gama
raspodele za modeliranje iznosa zahteva za odstetu.

Napomena : U analizu je ukljuceno n=4624 polise osiguranja vozila jer one imaju
pozitivan zahtev za odstetu. Preostale 63232 polise su isklju¢ene jer one nemaju
zahtev za odstetu tj. y = 0. Broj nepoznatih parametara u ovom primeru je p =12
(Bo, 51, - - -, P11) pa je zato broj stepeni slobode za statistike, df= n — p i iznosi 4612.

parametar B 36(3 ) e’ Wald x? | p vrednost
odsecak | 7.898 | 0.15 | 2691.7 | 2892.7 <0.0001
agecat=1 | 0.32 | 0.12 1.37 7.39 0.007
agecat=2 | 0.16 0.1 1.17 2.57 0.11
agecat=3 | 0.07 | 0.096 | 1.07 0.49 0.48
agecat=4 | 0.06 | 0.096 | 1.06 0.42 0.52
agecat=b5 | -0.054 | 0.103 | 0.95 0.27 0.6
agecat=6 0 1
gender=F | -0.153 | 0.05 | 0.86 9.46 0.002
gender=M 0 1
area=A -0.35 | 0.13 0.7 7.87 0.005
area=B -0.38 | 0.13 | 0.68 9.13 0.003
area=C -0.28 | 0.125 | 0.75 5.1 0.024
area=D -0.38 | 0.14 | 0.68 7.74 0.005
area=k -0.21 | 0.15 | 0.81 2.12 0.14
area=F 0 1

Tabela 3.3.3 Ocene parametara modela
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U poslednjoj tabeli agecat je starosna kategorija osiguranika, gender je pol a area je
oblast stanovanja osiguranika. Sada je ocenjen model

i = 67.898 + 0.3221 4+ 0.1629 + - - - — 0.05425 — 0.153x6 — 0.3527 4+ - - - — 0.21x14

Za osiguranike koji su u starosnoj kategoriji 6 (agecat=6), muskarci, i koji stanuju u
oblasti F o¢ekivani iznos zahteva za odstetu je i = "% = 2691.7

Na primer, ako je osiguranik zena koja pripada starosnoj kategoriji 1 (agecat=1) i
stanuje u oblasti D (area=D) tada je ocekivani iznos zahteva za odstetu

1= 7898 . 032, 0153  ,—0.38

Dobije se da je i = 2156.52.
Ako posmatramo grupu muskih osiguranika (vozaca) koji su u starosnoj grupi 1 (age-
cat=1), najmladi, i stanuju u oblasti F' tada je ocekivani iznos zahteva za odstetu

fo = €898 . 032 — 3687.63

Za 37% je vedi ocekivani iznos zahteva nego za vozace starosne kategorije 6.
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Sika 3.3.2 Ocekivani iznos zahteva za odstetu prema starosnoj kategoriji i polu
osiguranika

Mozemo zakljuciti da je za zene (ljubicasta linija) manji oc¢ekivani iznos zahteva za
odstetu nego za muskarce (crvena linija) bez obzira na starosnu kategoriju.
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Slika 3.3.3 Ocekivani iznos zahteva za odstetu prema oblasti stanovanja i polu
osiguranika
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Bez obzira na pol, osiguranici koji stanuju u oblasti A, B ili D imaju manji o¢ekivani
iznos zahteva u poredenju sa ostalim oblastima.

Napomena : inverzan Gausov model kao i gama model za iznos zahteva se koristi
pod uslovom da polisa ima zahtev za odstetu koji je veé¢i od nule. Na primer, ocenjeni
ocekivani iznos zahteva 2156.52 za polise sa agecat=1, gender=F i area=D primenjuje
se na polise koje ,,naprave” pozitivan zahtev za odstetu. Ako je iznos zahteva 0 za
polise kod kojih nema zahteva za odstetu onda je ukupan ocekivani iznos zahteva
za sve polise iz navedene grupe bitno nizi nego 2156.52. Tj. ako se u analizu uzmu
i polise ¢ija je vrednost zahteva 0 onda ¢e ukupna ocekivana vrednost zahteva biti
manja.

4 Modeliranje kategorijalnih varijabli pomoc¢u ulm

Kategorijalne promenljive uzimaju jednu vrednost iz diskretnog skupa vrednosti. Na
primer, ako posmatramo tip vozila skup moguéih vrednosti je : automobil, autobus,
kamion, voz, bicikl itd. Osoba moze biti musko ili Zensko, zatim status zaposlenja
osobe itd.

Najjednostavniji primer kategorijalne promenljive je binarna promenljiva Sto znaci
da moze da uzima samo dve vrednosti koje su obi¢no kodirane sa 0 i 1. Sa 1 se
obelezava realizacija dogadaja od interesa kao npr. ako polisa osiguranja sadrzi zahtev
za odstetu ubelezi¢emo vrednost 1 a u suprotnom vrednost 0. Poznati su joS termini
,,uspeh” i , neuspeh”.

Razlikuju se dve klase kategorijalnih promenljivih a to su

e Nominalne
e Ordinalne

Kategorije ovih promenljivih se obi¢no obelezavaju numericki tj. brojevima.
Ordinalne promenljive su one kod kojih su kategorije uredene kao na primer kod
stepena obrazovanja mozemo imati : 1-zavrSena osnovna Skola, 2-zavrSena srednja
skola, 3—zavrSena visoka skola, 4—zavrsen fakultet.

Nominalne su one kod kojih nemamo takvo uredenje i vrednost 2 ne znaci bolje
od 1. Na primer, boja automobila pa imamo vrednosti 1-plava, 2—crna, 3—crvena
itd. Primer nominalne promenljive je tip zahteva za odstetu kod osiguranja kuce
(pozar, krada, steta od oluje). Primer ordinalne promenljive u osiguranju u slucaju
saobrac¢ajne nesrece je stepen povrede (nema povrede, povreda, fatalna povreda).

Posmatrajmo kategorijalnu promenljivu sa k kategorija koje su oznacenesa 1,2, ..., k.
Zavisnu promenljivu Y definiSemo kao skup od £ — 1 indikator promenljive Y; gde
Jj=12...,k—1. Y, prima vrednost 1 ako promenljiva Y pripada kategoriji j,
u suprotnom uzima vrednost 0. Kazemo da je promenljiva Y = (Y7,Ys,...,Ys 1)
multivarijativna.

Neka je dato n nezavisnih observacija zavisne Y i neka je n; broj koji pokazuje koliko
puta se realizovala kategorija j tj. n; = > y;.
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Zajednicka raspodela za ni, ng, ..., n; je multinominalna

ni,_ng ng
7T1 7"'2 -..’n’k

f(ny,ng, .. ng) = ny! - ngl - ng!

gde je m; verovatnoca da se realizuje kategorija j i pritom vazi

k k
g m; =1, n= E n;
=1 j=1

Kod ove raspodele vaze sledec¢e osobine :
1. E(N;) = nm;
2. Var(N;) =nn;(1 — 7))
3. cov(Nj, Ny,) = —nm;my,

Binarnu slu¢ajnu promenljivu definisemo kao

0 1
Z'(l—ﬂ 7T>

Moguca su samo dva ishoda slucajne promenljive, koji se obi¢no kodiraju sa 0 i 1.
Ako se dogadaj od interesa realizovao slu¢ajna promenliva Z ¢e primiti vrednost 1, a
u suprotnom uzece vrednost 0. 7 je verovatnoc¢a da se dogadaj realizuje tj.

PZ=1)=nm 1 PZ=0)=1-7

Binarne slucajne promenljive su najjednostavniji slucaj kategorijalnih promenljivih.
Primer binarne promenljive u aktuarstvu je da li polisa osiguranja sadrzi zahtev za
odstetu ili ne.

Cilj ¢e biti objasniti kategorijalnu (binarnu) sluc¢ajnu promenljivu u terminima neza-
visnih promenljivih x.

Dakle
Z ~ B(1,m)

Paje E(Z) =miVar(Z) = n(1l — ). Ako je raspodela zavisne promenljive binarna
onda je uopsteni linearni model dat sa

Z ~ B(1,m) i g(m)=12'p

™

Koli¢nik ] se naziva ,,odnos Sansi” (eng. odds ratio) i predstavlja odnos dve
-

verovatnoce.

Binarna raspodela je specijalan slucaj binomne tj. B(n,7) kada je n = 1.

Ako je Y ~ B(n, ) onda sluc¢ajna promenljiva — predstavlja proporciju tj. procenat
n

uspesno realizovanih dogadaja.
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Njena numericka obelezja su

(2)r ()22

Kada se radi sa binarnim podacima vazno je razlikovati grupisane i negrupisane po-
datke. Pretpostavimo da posmatramo N razli¢itih podgrupa jedne grupe, i da su
Y; slucajne promenljive tj. Y; broji koliko puta se realizovao dogadaj od interesa u
podgrupi .

}/;' ~ B(nH 7Ti)

Ukupno opazanja u analizi je nipter =11 +ng+ - +nn .

Observacije u okviru jedne grupe (klase) su x;1, T2, . .., ;. Tabelarno to izgleda
Podgrupa
1 2 . N
Uspesno Y Y5 o YN
Neuspesno | ng —Y; | no—Ys | ... | ny — YN
Ukupno ny N9 .. ny

Kada su binarni podaci ovako grupisani u klase onda je zavisna promenljiva obli-
ka Y;/n; , za Y; € [0,n;]. Slucéajna promenljiva — predstavlja proporciju uspesno
n.

realizovanih dogadaja. '

4.1 Logisticki model

Neka je raspodela ishodne promenljive binarna. Model je dat sa

Y ~ B(1,7) i ln( T >:x'ﬂ

1—m
Dakle, modelira se verovatnoca realizacije dogadaja od interesa m u funkciji nezavisnih

promenljivih z-sa. Link funkcija g(7) = In (%) se naziva logit i obezbeduje da
T

vrednost verovatnoce m bude u intervalu (0, 1) jer je

/
T '3 e
= € ~ T =

1—7 1+ ev'B

Kako je 0 < % < 147 | ocigledno je 0 < m < 1.

Mozemo reé¢i da Bernulijeva raspodela i logit link definisu logisticku regresiju.

Ovaj model je siroko upotrebljiv za analizu podataka kod kojih je zavisna promenjiva
binarna ili binomna.

Pretpostavimo sada da u modelu imamo samo jednu nezavisnu promenljivu x i
ho¢emo da interpretiramo kakav uticaj ima parametar $ na odnos Sansi.

In—= =+ Br ~ T _ eothe
1—m 1—m

42




Ako se promenljiva x poveca za jednu jedinicu, onda je odnos Sansi

4

— ea+6(m+1) 66 . eaJrB:v

l1—nm

Tj. poveéanje z-sa za jednu jedinicu dovodi do promene odnosa ,,5ansi” za €”.
Pritom ako je

e 3> 0 onda se odnos ,,3ansi” poveca za e’
e

e 3 < 0 onda se odnos ,,3ansi” smanji za e’

e =0 onda se odnos ,,Sansi” ne menja.

Pored logit linka koji je ,najpopularniji” kada se radi sa Bernulijevim varijablama
koriste se jos i slededi :

Probit link g(7) = ¢~ () gde je ¢ funkcija standardne normalne raspodele tj.

y2

1 T _
¢($):E/_O®€ 2 dy

Tako je ¢~'(7) = 2'f3 pa je predvidena vrednost 7 = ¢(2'F). Ocenjena vrednost za w
jo 7 = o(z'f) .
Komplementarni log-log link g(7) = in{—In(1 — 7)} . Sada je
In{—Iin(1—m)} =2'B~ In(l —7) = —e"P ~» 1 — 1 = exp(—e”")
Odavde vidimo da je predvidena vrednost za 7 , 7 =1 — exp(—exlé )

Dakle

logit(m) = Bo + P11 + Poxa + - -+ + Bp_1Tp—1

Ovaj model je siroko upotrebljiv kod podataka ¢ija je zavisna promenljiva binarna
ili binomna. Ocene parametara § dobijamo metodom maksimalne verodostojnosti, a
mere za procenu slaganja modela sa podacima su devijansa i Pirson y? statistika.

Kako je devijansa kod ovog modela

n ~
A T A
D=-2 Z{m In— =+ In(1 — 7;)}
=1
Vidimo da ova statistika zavisi od y; samo preko 7; pa zato ne daje informacije o
tome koliko dobro predvidene vrednosti 7; fituju ;. Stoga devijansa nije dobra mera
za procenu adekvatnosti fitovanja kod modela sa binarnim podacima.

S druge strane, Pirson y? statistika definisana kao

" (y; — 7y)?

21— 7,)
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Ova statistika ima priblizno Xifp raspodelu i asimptotski je jednaka devijansi. Za
razliku od devijanse ova statistika zavisi od stvarnih vrednosti y;, ali ipak se smatra
nepouzdanom merom fitovanja.

Jedan od nacina da se ispitaju performanse modela za binarne podatke je preko tabele
klasifikacije. Izracunavaju se fitovane verovatnoée 7; i svaki slucaj ¢ (npr. svaka
polisa 7) se klasifikuje kao ,,ima zahtev za odstetu” ili ,,nema zahtev za odstetu”, a u
zavisnosti od toga da li je vrednost 7; veca ili manja od unapred zadate vredosti koja
se naziva ,,prag” u oznaci c. Vazi¢e da je y; = 1 ako je 7m; > ciy; = 0 ako je 7; < c.
Najcesce se za ¢ uzima vrednost 0.5. Tabela klasifikacije je dimenzija 2 x 2 i poredi
stvarne vrednosti sa predvidenim. Za tabelu klasifikacije se vezuju dva bitna pojma,
a to su

e Senzitivnost
e Specifi¢nost

Senzitivnost predstavlja relativnu frekvenciju tj. odnos predvidenog broja realizo-
vanih dogadaja i broja dogadaja koji su se realizovali u stvarnosti. To je verovatnoca
da je predvidena vrednost zavisne promenljive 1 ukoliko je zaista zavisna promenljiva
primila vrednost 1.

P{y=1ly =1}

Specificnost predstavlja odnos neuspesno realizovanih dogadaja na osnovu modela i
stvarnog broja nerealizovanih dogadaja. To je verovatnoca da je predvidena vrednost
zavisne promenljive 0 , ukoliko je stvarna vrednost zavisne promenljive 0 tj.

P{y = 0|y =0}

Idealna situacija je kada su senzitivnost i specificnost blizu 1. Kako vrednost za tzv.
prag raste tako je manje dogadaja od interesa predvideno modelom pa senzitivnost
opada a specificnost raste. Ako je zadata vrednost za prag 0 onda je jasno da senzi-
tivnost ima vrednost 1, a specificnost 0.

Senzitivnost i specificnost su obi¢no dati u procentima.

Ne mogu se uporedivati modeli na bazi mera izvedenih iz tabele klasifikacije, jer ove
mere ne mozemo posmatrati nezavisno od raspodela verovatnoca u uzorcima na ko-
jima su bazirani.

ROC (Receiver Operating Characteristic) je kriva koja graficki prikazuje senzitivnost
naspram specificnosti za svaku zadatu vrednost ,,praga”. Obicno se na x osi beleze
vrednosti za 1 — specificnost, a na y osi vrednosti za senzitivnost. Sve ROC krive
startuju u tacki (0,0) i zavrsavaju u tacki (1,1), jer ako je senzitivnost 0 onda je
specificnost 1 i obratno. ,,Dobra” ROC kriva je monotono rastuca i brzo raste ka
vrednosti 1. Povrsina ispod ROC krive (AUC) je mera koja predstavlja prediktivnu
sposobnost modela. To je mera sposobnosti modela u razdvajanju subjekata koji su
iskusili dogadaj koji se posmatra u odnosu na one koji nisu. AUC je prihvaéena
izvedena mera za ROC krivu.

44



Kao opste pravilo koristimo da je :

e AUC = 0.5 nema razdvajanja

AUC € [0.5,0.7) lose razdvajanje

AUC € [0.7,0.8) prihvatljivo razdvajanje

AUC € [0.8,0.9) odli¢no razdvajanje

e AUC > 0.9 savrseno razdvajanje

Maksimalna vrednost za AUC je 1.
Ova kriva je zapravo ,,razumno” sredstvo za poredenje performansi razli¢itih modela.

Kada se procenjuje adekvatnost modela za binarne i binomne podatke treba uzeti u
obzir i pojam ”"overdispersion” tj. prevelika disperzija, koja je prilicno uobic¢ajena
u praksi. Pojam se odnosi na situaciju kada opazene vrednosti ¥ imaju mnogo vecu
disperziju od ocekivane nr(1l — 7) podrazumevajuéi binomni model. Ta pojava se
javlja usled neadekvatne specifikacije modela tj. pogresan izbor link funkcije, usled
izostavljanja nekih relevantnih objasnjavaju¢ih promenljivih u modelu ili su podaci
Y; korelisani. Jedan od nacina da se to prevazide je da se u model ukljuci disperzioni
parametar ¢ tako da je Var(Y) = ¢nm(l — 7). U slucaju korelacije pristupa se
modeliranju koje je dizajnirano za korelisane podatke. Takode, da bi se utvrdila
adekvatnost modela crtaju se reziduali ( pirson i devijansni) naspram nezavisnih
promenljivih.

4.2 Primer logistickog modela u osiguranju vozila

Podaci koji ¢e se analizirati su realni i obuhvataju 67856 polisa osiguranja vozila
od kojih 4624 ima zahtev za odstetu.'® Zavisna promenljiva je pojava zahteva za
odstetu. Pretpostavimo sada najjednostavniji slucaj tj. da verovatnocu zahteva za
odstetu modeliramo pomocu samo jedne nezavisne promenljive z, koja je neprekidna
i neka je x vrednost vozila koja se nalazi izmedu $0-$350000. Nezavisnu promenljivu
grupisac¢emo u kategorije (grupe) u zavisnosti od vrednosti vozila.

Grupa | Vrednost vozila | Broj polisa
(-10%)$

1 <25 54971 (81.01%)
2 25-50 11439 (16.86%)
3 50-75 1265 (1.86%)
4 75-100 104 (0.15%)
5 100-125 44 (0.06%)
6 > 125 33 (0.05%)

Tabela 4.2.1 Vrednost vozila kao kategorijalna promenljiva sa ukupnim brojem
polisa u svakoj grupi

13Baza podataka za ovaj primer je dostupna na sajtu http://www.acst.mq.edu.au/GLMsforInsuranceData/.
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Sada mozemo da postavimo model

m(L
1—7

) = Bo + Baxo + B3z + Baxs + Bsxs + Bexe

x; je indikator varijabla za grupu j. Izostavljena kategorija je grupa 1 i ona predstavlja
baznu tj. referentnu grupu (kategoriju) Sto znaci da ée se ,,meriti” razlika izmedu
grupe 1 i svake druge grupe.
Uz pomo¢ programskog paketa SPSS dobijamo rezultate koji su prikazani u sledecoj

tabeli.
odsecak kategorija | kategorija | kategorija | kategorija | kategorija | kategorija
(konstanta) I I1 11 v \Y VI
Ié] -2.647 0 0.174 0.102 -0.571 -0.397 -0.818
e? 0.07 1 1.19 1.11 0.56 0.67 0.44
se(3) 0.017 0 0.039 0.11 0.510 0.724 1.016
x> 23799.7 - 19.93 0.87 1.25 0.30 0.65
D <0.0001 - <0.0001 0.352 0.2627 0.5834 0.4205

Tabela 4.2.2 Ocene parametara modela

Interpretacija modela i rezultata : Zavisna promenljiva u ovom modelu je pojava
zahteva za odstetu, koja ima Bernulijevu raspodelu. Verovatnoca da polisa osiguranja
ima zahtev za odstetu se modelira u funkciji nezavisne promenljive koju smo podelili
u kategorije. Vrednosti B su ocenjeni parametri 3 logistickog regresionog modela koji
su neophodni da bi se dobile predvidene vrednosti 7. se(@) predstavlja standardnu

gresku ocene B Vista e? predstavlja procenu ,,mogucénosti”’ zahteva za odstetu za
polisu iz odredene kategorije a u poredenju sa referentnom kategorijom.

Na primer, ,,moguénost” zahteva za odstetu za polise iz kategorije 11 je za 19% veéa
nego za polise iz bazne kategorije I. Takode za polise iz kategorije V , moguénost”
zahteva za odstetu je za 33% manja nego za polise iz kategorije 1.
Ovo znaci da su za vozila ¢ija je cena u opsegu $ 25000-50000% za 19% vecée
,,moguénosti” pojave zahteva za odstetu nego za vozila ¢ija je cena manja od $250009.
Analogno se interpretiraju i ostali slucajevi.

46




4.3 Nominalna regresija

Nominalni regresioni model je dat sa
logit(ﬂj):lnﬂzejjtx'ﬁj ji=12,...,k—1
>y
gde je m; = P(Y = j) a Y je nominalna zavisna promenljiva sa k kategorija, gde je
bazni nivo kategorija k. Mora da bude ispunjeno da je

T+ T+t =1

Verovatnoc¢e 7; su povezane sa nezavisnim promenljivima i modelira se odnos dve
verovatnoce 7; i m,. Sada je

T 1B,
i _ b+ 2B
Tk

/
sm=mei TP j=12 k-1
k k-1 k-1 .
Zm =1= Zm—l—wk =1= Zﬂkeei +a b + 7, = 1. Daljim sredivanjem izraza
i=1 i=1 i=1
se dobija

k—1
i=1

1
1+ i e+ 2

Tk

Statistike za procenu adekvatnosti fitovanja su iste kao kod logistickog modela t;j.
moze se Kkoristiti devijansa, test odnosa verodostojnosti ili Pirsonova statistika. Sve
imaju priblizno X%_p raspodelu pod pretpostavkom da model fituje dobro. Mogu se
koristiti i reziduali da se proceni adekvatnost modela.

Cesto nije lako direktno interpretirati parametre Bj. Zato je pogodno koristiti odnos
,,Sansi” jer nam to omogucava laksu interpretaciju parametara.

Posmatrajmo model u kome zavisna promenljiva ima k kategorija i u kome imamo
samo jednu nezavisnu promenljivu x koja je binarna i prima vrednost z = 1 (,,uspeh”)
ili z = 0 (,,neuspeh”).

Odnos ,,8ansi” za kategoriju j u odnosu na referentnu kategoriju k& definisan je kao

j k
ju u
OR; = 1+ ) Thu
Tjin Tkn

gde je 7j, verovatnoca da zavisna promenljiva primi vredost j ako je x = 11 7, je
verovatnoca da zavisna promenliva primi vrednost j ako je x = 0.
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Model je
71‘,
In (—J> = ﬁoj + ﬁuﬂ?
>y

zaj=1,2,....,k—1
Sada je

Tiu Tin
In(OR;) =In (#w) —In <#m> = Py

Iz ove jednacine sledi da je @ — P

Ako je OR; = 3 onda to znaci da je za kategoriju j tri puta veca ,,8ansa” da je z =1
nego za referentnu kategoriju k. To ne znaci da je verovatnoca tri puta veéa. Ako
je OR; € (0,1) onda je za kategoriju j manja ,, Sansa za ,,uspeh” (z = 1) nego za
kategoriju k.

4.4 Ordinalna regresija

Neka je zavisna promenljiva Y ordinalna sa k kategorija. DefiniSemo je na sledeéi
nacin

Y:j akoje Oj_ng*SHj, j:1,2,3,...,k5

Ovde je Y* neprekidna promenljiva a 6y, 01, 0,, ..., 0, takozvane ,,prag” vrednosti.
Model za ordinalnu promenljivu Y se formuliSe pomoc¢u kumulativnih verovatnoca ;.

TJ:P(YSJ):P(Y*<0]) j:1,2,,]{3

Cilj je povezati kumulativne verovatnoce 7; sa nezavisnim promenljivima modela.
Ako zapisemo neprekidnu promenljivu Y* u obliku Y* = —2'3 + € tako da je
E(e) = 0 onda je

7, =P(Y" <0;)=P(—2'B+e<b;) = Ple <b;+2'0)
Dakle, da bismo izracunali kumulativne verovatnoce 7; potrebno je da znamo raspodelu
za €.
Kumulativni logisticki model

Pretpostavimo da sluc¢ajna promenljiva € ima standardnu logisticku raspodelu tj.

1
1+e®

Ple<zx)=

—(0;+2'8)
11— ‘

Sada je 7, = P(e < 0; + 2'f) = A W ) N

Sledi da je

11 e Orap) @

J

et s () =g, 428 j=1,2,... k-1
]_—Tj 1
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Poslednja jednacina predstavlja kumulativni logisticki model. U njoj odsecak 6; zavisi
od j dok 8 ne zavisi od j tj. isti je kod svih & — 1 jednacina. Vektor x ne sadrzi
jedinicu koja odgovara odsecku.

Kumulativni logit model moze se zapisati i na slede¢i nac¢in

< 7T1—|-7T2—|-"'+7Tj
In

= Boj + Biyt1 + -+ + Byo1 Ty
7TJ+1+7TJ+2++7T]€) /80‘7 /61] 1 /Bp 17.7 p 1

gde je k broj kategorija zavisne promenljive. Ako pretpostavimo da parametri § ne
zavise od j onda dobijamo takozvani model proporcionalnih ,,Sansi” u kome je efekat
nezavisnih promenljivih isti za svaku kategoriju 7 na logaritamskoj skali. Samo ¢e
parametar koji predstavlja odsecak da zavisi od j. Sada model izgleda

( 7T1+7T2+"‘+7Tj
In

Tj+1 +7Tj+2+---+7rk) = Poj 4 Prn £ Poa oo+ Bpap

Ovaj model je uobicajen za modeliranje kod ordinalne regresije i ugraden je u statisticke
pakete.

Kumulativni probit model
Neka slucajna promenljiva € ima normalnu raspodelu. Probit model je definisan preko
sledece jednacine

o) =0;,+2'8 j=1,2,....k—1

Kumulativne verovatnode su 7; = ¢(0; +2'f3), gde je ¢ funkcija standardne normalne
raspodele. Dakle, verovatnoc¢a da promenljiva Y bude u grupi j ( primi vrednost j )
ili manje od j je vrednost funkcije ¢ u tacki 6; + 2'p.

Primer : Baza podataka za ovaj primer sadrzi informacije o sudaru iz 2004. godine
u Novom Juznom Velsu, Australija. U skupu podataka je ukupno 82659 vozaca a od
toga je u analizu ukljuceno 76341(~ 92.3%). Izostavljeni su vozaci koji imaju manje

od 17 godina, cija je starost nepoznata i oni ¢iji tip vozila nije medu navedenim
kategorijama. Promenljive su sledece :

1. Starosna kategorija vozaca

e 1=17-20 god.

o 2=21-25 god.

o 3=26-29 god.

e 10=30-39 god( 4 je kodirano kao 10 i predstavlja baznu kategoriju)
e 5=40-49 god.

e 6=50-59 god.

o =60+
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2. Pol vozaca

e Zenski (F)
e Muski (M)
3. Tip putnickog vozila
e 10= automobil (bazna kategorija)
e 2= laki kamion

e 4= autobus/teski kamion

e 6= motocikli
4. Stepen povrede

e 1= bez povrede
e 2= povreda

e 3= smrtni ishod
5. Broj -frekvencija sudara

Za ordinalnu regresiju najpoznatiji model i najcesce koriséen je kumulativni logisticki
model koji je koris¢en za analizu u ovom primeru.
Zavisna promenljiva Y je stepen povrede, koja je ordinalna sa 3 nivoa.

Stepen povrede
bez povrede
povreda
smrtni ishod

W N —[~.

Tabela 4.4.1 Zavisna promenljiva i njene kategorije

Nezavisne promenljive u modelu su : starosna kategorija vozaca, pol vozaca i tip
putnickog vozila. Kako su sve nezavisne promenljive kategorijalne treba izabrati
baznu kategoriju za svaku od njih. U ovom primeru to ¢e biti starosna kategorija
30-39 god. kodirana kao 10, muski pol i tip vozila automobil.

Kumulativni logisticki model je

ln( 7 ):«9j+m’ﬁ j=1,2
]_—Tj
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Pomocéu SPSS dobijaju se rezultati prikazani u sledecoj tabeli

Parametar B se(B) e’ Wald x? | p vrednost
odsecak (j=1) 0.47 | 0.021 1.6 494.09 < 0.0001
odsecak (j=2) 5.049 | 0.045 | 155.89 | 12518.28 | < 0.0001
Tip putnickog vozila

tip vozila 2 0.151 | 0.027 | 1.163 31.23 < 0.0001
tip vozila 4 0.297 | 0.037 | 1.345 66.1 < 0.0001
tip vozila 6 2.449 | 0.057 | 11.577 | 1858.57 < 0.0001
tip vozila 10 0 0 1

Starosna kategorija vozaca

star.kategorija 1 -0.179 | 0.032 | 0.836 30.73 <0.0001
star.kategorija 2 -0.112 | 0.032 | 0.894 12.23 <0.0001
star.kategorija 3 -0.058 | 0.036 | 0.944 2.54 0.11
star.kategorija 5 0.055 | 0.03 | 1.057 3.37 0.066
star.kategorija 6 0.07 | 0.033 | 1.072 4.47 0.035
star.kategorija 7 0.15 | 0.034 | 1.162 19.09 < 0.0001
star.kategorija 10 0 0 1

Pol vozaca

Zensko (F) 0.172 | 0.033 | 1.188 26.45 <0.0001
Musko (M) 0 0 1

Interakcije

[star.kategorija 1]*F | 0.129 | 0.053 | 1.138 5.90 0.015
[star.kategorija 2*F | 0.118 | 0.052 | 1.125 5.11 0.024
[star.kategorija 3]*F | 0.042 | 0.06 | 1.043 0.49 0.485
[star.kategorija 5]*F | 0.028 | 0.49 | 1.029 0.34 0.56
[star.kategorija 6]*F | 0.018 | 0.056 | 1.019 0.11 0.741
[star.kategorija 7]*F | -0.148 | 0.06 | 0.862 6.22 0.013
[star.kategorija 10]*F 0 0 1

Tabela 4.4.2 Ocene parametara modela

Fitovane jednacine za j = 1

In ( n - ) =047+ 0.1512; + 0.297x9 + - - - + 0.018z15 — 0.148x 14

In (1 = ) =5.049 + 0.1512; +0.29722 + -+ + 0.018215 — 0.148x14

Gde su x1, 79, r3 indikator promenljive za tip putnickog vozila, x4, s, ..., T9 su in-
dikator promenljive za starosnu kategoriju vozaca, x1y indiktor promenljiva za zZenski
pol, x11, 212, . . ., 16 indikator promenljive za interakciju starosne kategorije sa polom.
Stepen povrede manji od j za j = 1 znaci da nije bilo povrede, a za j = 2 moze biti
da je proslo sa povredom ili bez povrede.
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Preciznije
n=PY<1)=PY=1)
n=PY<2)=PY=1)+PY=2)

Interpretacija parametara

Ako posmatramo vozace starosne kategorije 1 ( 17-20 godina) iz tabele mozemo videti
da je ¢’ = 0.836. To znadi da je ,.8ansa” da oni imaju stepen povrede j ili manji za
16.4% manja za vozace ove kategorije nego za vozace automobila koji predstavljaju
baznu kategoriju. Tj. ,,Sansa” da imaju sudar manjeg stepena povrede je manja nego
za vozace automobila. Ovo zapravo znaci da je za vozace starosne kategorije 1 veca
verovatnoca da izazovu tezi oblik sudara.

Ako posmatramo zenske osobe kao vozace kod njih je e® = 1.188. To znaci da je
,,8ansa” da imaju sudar stepena j ili manji za 18.8% veca nego za muske vozace. To
znaci da je veca verovatnoca da ¢e zene vozaci imati blazi oblik sudara. Mozemo reéi
da su manje rizicne nego muskarci.

Ako posmatramo zenske osobe starosne kategorije 3 (26-29 god.) ,,8ansa” da njihov
stepen povrede u sudaru bude 7 ili manji je 1.188x0.944 x 1.043 ~ 1.17, a u poredenju
sa baznim nivom. Tj. za 17% je veéa u odnosu na baznu kategoriju koju predstavljaju
muskarci starosti od 30-39 godina. Stoga mozemo pretpostaviti da ¢e one imati blazi
oblik sudara nego pomenuti muski vozaci.

5 Poasonova regresija

5.1 Poasonov model

Poasonova raspodela je uobicajena raspodela za modeliranje celobrojnih (counts) po-
dataka. Neka je Y slucajna promenljiva koja broji koliko puta se realizovao dogadaj
od interesa, npr. broj zahteva za odstetu u okviru jedne grupe polisa osiguranja
sa trajanjem w; i neka je p; ocekivana vrednost ako je w; = 1. Njena raspodela
verovatnoca je data sa

(wp)Pe™ "

flyip) = ]

y=0,1,2,...

gde je p prosecan broj realizovanih dogadaja. Pritom je E(Y) = Var(Y) = wp.
Parametar i se obicno predstavlja kao stopa. Na primer, kod sudara motornih vozila
parametar p moze predstavljati prosecan broj sudara na 1000 stanovnika, ili na 1000
motornih vozila ili prosec¢an broj sudara na 1000 km predenog puta. Takode tu treba
ukljuciti i vremensku komponentu tj. vremenski period za koji se ta stopa izracunava.
Stopa sudara kod motornih vozila se obi¢no ra¢una na nivou jedne godine. Na primer,
broj sudara na nivou jedne godine ako je predeni put 1000km itd.
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Neka je N(t) broj zahteva za odstetu za individualnu polisu osiguranja, dok traje
vremenski period [0,t] tako da je N(0) = 0. Stohasticki proces {N(t);t > 0} se
naziva proces zahteva za odstetu. Ako su ispunjene odredene pretpostavke, od kojih
jedna zahteva da zahtevi nisu grupisani onda je taj proces Poasonov. Na osnovu toga
mozemo pretpostaviti da broj zahteva u okviru individualne polise dok traje neki
vremenski period ima Poasonovu raspodelu.

Promenljiva od interesa u osiguranju je frekvencija tj. ucestalost zahteva za odstetu

Z; = ! Kazeseda prati relativnu Poasonovu raspodelu. Neka su Z; i Z; frekvencije
W

zahteva za dve razlicite grupe polisa koje imaju trajanje w; i wy i obe promenljive

prate relativhu Poasonovu raspodelu sa ocekivanjem p. Ako spojimo te dve grupe

polisa dobi¢emo novu promenljivu za frekvenciju zahteva, Z koja predstavlja tezinsku
aritmeticku sredinu

w1t waeZy
w1 + Wa

A

Kako je wi Z1 +wy Z5 suma dve nezavisne promenljive koje imaju Poasonovu raspodelu
onda i sama ima istu raspodelu, a 7 prati relativnhu Poasonovu raspodelu sa ekspozi-
cijom w; + wo. Koriste¢i elementarna pravila za ocekivanje lako se pokaze da je
E(Z) = p.

Efekat nezavisnih promenljivih na zavisnu promenljivu Y se modelira posredstvom
parametra p.

Neka su Y7, Ys, ... Y, nezavisne slucajne promenljive tako da je

E(Yz) = Wy = n;0;

Na primer, u osiguranju Y; moze biti broj zahteva za odstetu za odredenu marku i
model automobila. Taj broj ¢e zavisiti od broja osiguranih automobila tog tipa (n;)
i nekih drugih faktora koji uticu na 6; kao Sto je starost automobila ili lokacija na
kojoj su koris¢eni. Moze se modelirati i broj saobracajnih nezgoda sa takozvanom
ekspozicijom koja u ovom slucaju moze da bude broj registrovanih motornih vozila.
Ako je ekspozicija konstanta onda ona nije toliko relevantna za model.

Podaci se mogu predstaviti u obliku tabele klasifikacije u slu¢aju kada su objasnjavajuce
promenljive kategorijalne i nema ih puno. Onda ¢e zavisna promenljiva biti frekven-
cija ili broj u svakoj ¢eliji tabele. Sve promenljive koje definisu tabelu su nezavisne
promenljive. Za ovako prestavljene podatke pogodno je koristiti log-linearne modele.

Zavisnost 0; od nezavisnih promenljivih z; se modelira na sledeéi nacin
92‘ = Gx;ﬁ
Uopsteni linearni model je dat sa sledec¢e dve jednacine

B(Y;) = pi = nie™?; Y; ~ Pu;)

In(p;) = In(n;) + 2
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Clan In(n;) se naziva ,,offset” i to je poznata konstanta koja je ukjucena u postupak
ocenjivanja parametara modela.
Porast nezavisne promenljive x; za jednu jedinicu imac¢e multiplikativni efekat na
vrednost g u iznosu od e,
Za testiranje hipoteza o parametrima [3; mogu se koristiti Wald test, skor test ili test
odnosa verodostojnosti koji su detaljno objasnjeni u odeljku 2.6
Za interval poverenja koristi se sledeca statistika

bihi N(0,1)

se(f3;)

—

Fitovane vrednosti su Y; = [ = nieI;B ,i=1,2,...,n.¢=E(Y;) = Y; pa dobijamo
da je e; = nie”?. Posto je Var(Y) = E(Y) onda je ocena standardne greske za Y;
data sa y/¢; . Neka su o; opazene vrednosti promenljive Y;.

Pirson reziduali su dati sa

0; — €

NG

Suma kvadrata ovih reziduala daje Pirson x? statistiku pomoéu koje se procenjuje
koliko je dobro fitovanje. Dakle

n n 2
2 2 (0; — €;)
X = r; = -
- - €;
=1 =1

Reziduali mogu biti transformisani u sledeci oblik

(rp)i =

0; — €;

(rp)i =
gde je h; i-ti dijagonalni element ,,Hat” matrice koji se naziva leveridz.

Devijansa je detaljno objasnjena u odeljku 2.5 pa se moze pokazati da je za Poasonov
model data sa

D=2 Z[oi log(oi/e;) — (0; — €;)]

Reziduali devijanse su dati sa d; = sign(o; — e;)\/2[0:1og(o;/e;) — (0; — €;)]
1=1,2,...,n, tako davaZiD:de )

i=1
Statistike D i x? koriste se kao mere za adekvatnost fitovanog modela. Mogu da
se porede sa Xi_p raspodelom koja ima n — p stepeni slobode, gde je p broj ocen-
jenih parametara. Mogu se koristiti i statistika odnos verodostojnosti i pseudo R2.
Statistika
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Bazirana je na poredenju izmedu maksimalne vrednosti funkcije [ za minimalan model
tj. model bez nezavisnih varijabli koji je dat sa In(u;) = In(n;) + fp 1 maksimalne
vrednosti funkcije [ za model sa p parametara koji je dat sa In(y;) = In(n;) + 0.
Statistika C' predstavlja test za testiranje hipoteze da je 81 = B2 = -+ = ,-1 =0, 1i
poredi se sa X§—1 raspodelom.

Pseudo R? statistika je

[(bmin) — L(D)]
l(bmin)

R =

5.2 Primer - osiguranje automobila

U ovom primeru svrha analize je da se razume uticaj nekih karakteristika samih vozaca

i tipova njihovih vozila na broj saobrac¢ajnih nesreca. Ta veza izmedu promenljivih
obezbeduje osnovu da se odredi cena za pokri¢e u osiguranju.

Podaci su iz opsteg osiguravajuéeg drustva u Singapuru.!

Za analizu su koriséene promenljive kao Sto su starost i tip automobila, kao i promenljive
koje karakterisu vozaca tj. osiguranika poput pola, starosti i ranijeg iskustva u vezi
sa saobrac¢ajnim nezgodama.

Promenljiva Opis promenljive
tip vozila tip vozila koji je osiguran, auto(A) ili neko drugo vozilo (O)
starost vozila godine starosti vozila, grupisane u 5 kategorija
pol osiguranika musko (M) ili zensko (F)
starost godine starosti osiguranika grupisane u 6 kategorija
NCD (no claims discount) veta vrednost ove promenljive
bolji raniji podaci o nesre¢ama osiguranika

Tabela 5.2.1 Opisi promenljivih

Broj zahteva | Frekvencija | Procenat | Kumulativni procenat
0 6996 93.5% 93.5%
1 455 6.1% 99.6%
2 28 0.4% 99.9%
3 4 0.1% 100%

Tabela 5.2.2 Frekvencije broja zahteva za odstetu

14Vige o ovoj organizaciji pogledati na www.gia.org.sg, a baza podataka za ovaj primer je dostupna
na www.instruction.bus.wisc.edu
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Broj zahteva za odstetu --» 0 2 Ukupno
tip vozila A 3555 | 271 15 3842 (51.3%)
92.5% | 7.1% | 0.4% | 0.0%
tip vozila O 3441 | 184 13 3641(48.7%)
94.5% | 5.1% | 0.4% | 0.1%

Tabela 5.2.3 Frekvencije zahteva za odstetu prema tipu vozila

Kategorija automobila ima manje ,,iskustvo” u vezi sa zahtevima za odStetu nego

kategorija O.

Vozila koja su oznacena sa O uglavnom obuhvataju vozila za zaposlene, teretna vozila,

komercijalna vozila.

Starosna kategorija vozila Broj zahteva
0 1 2 3 Ukupno

2 (0-2 god.) 4069 | 313 20 4 4406
92.4% | 7.1% | 0.4% | 0.1%

3 (3-5 god.) 708 59 4 0 771
91.8% | 7.7% | 0.5%

4 (6-10 god.) 872 49 3 0 924
94.4% | 5.3% | 0.3%

5 (11-15 god.) 1133 30 1 0 1164
97.3% | 2.6% | 0.1%

6 (16 god. i vise) 214 4 0 0 218
98.2% | 1.8%

Tabela 5.2.4 Broj zahteva za odStetu prema starosti vozila

Sledeca tabela prikazuje polise koje nemaju zahtev za odstetu prema starosnoj grupi

osiguranika ako je tip vozila automobil.

broj zahteva =0

Ukupan broj polisa

22-25 god. | 131 (92.9%) 141
26-35 god. | 1354 (91.7%) 1476
36-45 god. | 1413(93.2%) 1516
46-55 god. | 503(93.8%) 536
56-65 god. | 140(89.2%) 157
66 i stariji | 15(88.2%) 17

Tabela 5.2.5 Osiguranici sa brojem zahteva 0

Neka je za ovaj primer zavisna promenljiva broj zahteva za odstetu i moze da uzima
vrednosti 0, 1, 2, 3. Za modeliranje ¢emo koristiti Poasonovu raspodelu koja je
prikladna za ovakav tip podataka, sa link funkcijom In.
Zavisna promenljiva : Broj zahteva za odstetu
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Nezavisne promenljive su :
e Pol osiguranika
e Starost vozila
e NCD

Od ukupno 7483 osiguranika, 700 su zene $to ¢ini 9.4%, a njih 6783 (90.6%) su
muskarci.
Koriste¢i program SPSS dobijaju se slededi rezultati

Parametar ‘ B ‘ se(f) ‘ e’ ‘ Wald 2 ‘ p vrednost ‘
odsecak [ -2.118 [ 0.0794 | 0.12 | 711.782 | <0.0001
Pol osiguranika

zene -0.16 | 0.1523 | 0.852 | 1.104 0.293
muskarci 0 0 1

Starosna kategorija vozila

starosna kategorija 2 0 0 1

starosna kategorija 3 | 0.001 | 0.1426 | 1.001 0.00 0.995
starosna kategorija 4 | -0.388 | 0.1524 | 0.679 | 6.479 0.011
starosna kategorija 5 | -1.202 | 0.1899 | 0.301 | 40.067 <0.0001
starosna kategorija 6 | -1.578 | 0.504 | 0.206 | 9.781 0.002
Vrednost za NCD

NCD=0 0 0 1

NCD=10 -0.311 | 0.1248 | 0.732 6.23 0.013
NCD=20 -0.477 1 0.1303 | 0.62 | 13.428 <0.0001
NCD=30 -0.385 | 0.1918 | 0.68 4.027 0.045
NCD=40 -0.733 | 0.2412 | 0.48 9.25 0.002
NCD=50 -0.677 | 0.1336 | 0.51 | 25.642 <0.0001

Tabela 5.2.6 Ocene parametara modela

Po ovom modelu, o¢ekivani broj zahteva za odstetu je dat jednacinom

L= GBO + Bizy + oty + -+ + BioTio

gde je x; indikator promenljiva za zenski pol, o, x3, x4, z5 su indikator promenljive
za starosnu kategoriju vozila i xg, x7, Ts, Tg, 19 su indikator promenljive za vrednosti

NCD.

Ocekivani broj zahteva za odstetu za muskarce cije je vozilo staro 0-2 god. i koji
imaju NCD=0 je

IEL — 6—2.118 =0.12

a za zene Cije je vozilo iste starosti i koje takode imaju vrednost NCD=0
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ocekivani broj zahteva je
fo=e 2187016 —(12.0.852 = 0.102

Na osnovu modela procenjuje se da vozila starosne kategorije 4 imaju za 32.1% manji
ocekivani broj zahteva za odstetu nego vozila starosne kategorije 2. Isto tako, za
zene oc¢ekivani broj zahteva za odstetu manji je za 14.8% nego za muskarce, u datom
uzorku.

Za zene Cije je vozilo starosne kategorije 4 i koje imaju vrednost NCD=40 ocekivani
broj zahteva je

i = e 218 016 0388 0733 — ) 12.0.852-0.679 - 0.48 = 0.033

Za muskarce Cije je vozilo starosne kategorije 5 i koji imaju vrednost NCD=20 oc¢ekivani
broj zahteva za odstetu a na osnovu analiziranog uzorka obima 7483 je

fi=e 28 o0 71202 o =04TT — 9 12.1.0.301 - 0.62 = 0.022

Na isti nacin se interpretiraju ostali slucajevi.

7.3407.201
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6.9116.774
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Ocekivani broj zahteva za odstetu

Starosna kategorija vozila

Slika 5.2.1 Ocekivani broj zahteva prema starosnoj kategoriji vozila i polu
osiguranika
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Oéekivani broj zahteva

Slika 5.2.2 Ocekivani broj zahteva prema vrednosti NCD i polu osiguranika
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Rezultati su dobijeni na osnovu uzorka obima 7483. Zabelezeni realni podaci o broju
zahteva za odstetu su prikazani u sledecoj tabeli.

Broj zahteva | Frekvencija | Procenat
0 6996 93.5%
1 455 6.1%
2 28 0.4%
3 4 0.1%
Ukupno: 7483 polise

Tabela 5.2.7 Frekvencija broja zahteva za odstetu

Na osnovu statisticke analize dobijeno je da je vrednost devijanse D=2784.91 a broj
stepeni slobode te statistike je 7472. Otuda je D/df=0.373 sto je dobra vrednost za
devijansu.

Test odnosa verodostojnosti poredi fitovani model sa modelom koji sadrzi samo
odsecak. Vrednost ove statistike je 102.294 a p vrednost je manja od 0.0001 Sto
znaci da odbacujemo hipotezu da su svi koeficijenti u fitovanom modelu jednaki nuli.

Wald x? | df | p vrednost
odsecak 527.636 | 1 <0.0001
pol 1.104 1 0.293
starosna kategorija vozila | 52.751 | 4 <0.0001
NCD 35.922 | 5 <0.0001

Tabela 5.2.8 Testiranje znacajnosti pojedina¢nih koeficijenata

Iz tabele vidimo da promenljiva pol nije statisticki znacajna jer je p=0.293 .

5.3 Pojam overdispersion

Slucajne varijacije izmedu kupaca polisa osiguranja i osiguranih objekata i efekat
nezavisnih promenljivih koje nisu ukljucene u model dovodi do pojma ,,overdisper-
sion” tj. prevelika disperzija. Varijansa observacija u okviru grupe polisa je ve¢a nego
varijansa za pretpostavljenu Poasonovu raspodelu.

Uobic¢ajeni nacin da se modelira ova pojava je da se srednja vrednost kod Poasonove
raspodele posmatra kao slucajna promenljiva.

Posmatrajmo niz nezavisnih slu¢ajnih promenljivih Aj, Ay, ... koje su distribuirane
na intervalu (0,00), i neka su X, Xy, ... nezavisne slucajne promenljive takve da je
za dato A; = \;, X, ima Poasonovu raspodelu sa parametrom \;.

Onda vazi da je E(X;|A;) = A; i Var(X;|A;) = A;. Takode za promenljive X; je
E(X;) = E[E(X;|A;)] = \; 1 varijansa

Var[X;] = ElVar(X;|A;)] + Var[E(X;|A;)] = E[A] + Var[A]
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Ako se uspostavi veza izmedu ocekivanja i disperzije za A;
Var[A;] =vE[N;] v >0

Ako je sada X; broj zahteva za odstetu tako da je E(X;) = w;u;, na osnovu prethodnog
izraza za varijansu dobijamo

Var[X;] = (1 +v)E[A;] pa je
Var(X;] = (1 + v)wip

2
)

Xi .
Posmatrajuéi sada frekvenciju zahteva Y; = — imamo Var[Y;] = Var[X;]/w
Wi

(L+v)wipi (1 +v)p

VarlY;] = —
ar|Y;] 2 o
zaq§:1+y,Var[K}:¢Mi, ¢ >0
W
Ako pretpostavimo da A ima gama raspodelu i zadovoljava da je Var[A] = vE[A]

onda se moze pokazati da X ima negativnu binomnu raspodelu tako da je

P, =) = ) ( 1)MWV<L,)M

D(wipi/v)z! \1+v l+v

5.4 Negativna binomna regresija

Ovaj model regresije se koristi za modeliranje broja zahteva za odstetu kada Poa-
sonov model nije odgovarajuc¢i. To se deSava kada je varijansa opazenih podataka
dosta veca nego ocekivana vrednost. Ta pojava se naziva ekstra Poasonova varijacija
ili ;,overdispersion”.

Ta pojava se modelira koristeci slozenu Poasonovu raspodelu. U tom sluc¢aju slucajna
promenljiva od interesa ima Poason raspodelu tj. Y ~ P(A) gde je A slucajna
promenljiva sto uzrokuje da je varijansa ve¢a od ocekivane kada je parametar \ fik-
siran.

Pretpostavimo sada da je A pozitivna i neprekidna sa funkcijom verovatnocée g(A),
tako da je g(A) = 0 za A\ < 0. Funkcija verovatnoce za promenljivu Y je data sa

fly) = /OOO e_y!Ayg(A)dA

gdeza A =\, Y ~ P()). Pogodan izbor za g(A) je gama raspodela G(u, v). Znajudi
da je
e A\

VI =2~ PO = FYIA =2 =)

Bezuslovna raspodela za Y je

f@%zémf@MMMﬂk
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Neka A ~ G(p,v)

RO VI St N VAN 1 v\” [
fly :/ (_> e~ W)\ = <_> / AVl A+v/m) gy
) oy T \nu y'lr'w) \u/ Jo

_T'(v+uy) v ”( wo\?
yl'(v) \v+up) \p+v
y=20,1,2,...

Stavljajudi da je k = 1/v ovo je negativna binomna raspodela N B(u, k).

Osim gama raspodele za promenljivu A u literaturi za aktuarstvo javljaju se jos
inverzna Gausova raspodela i uopstena inverzna Gausova raspodela.

Uopstena inverzna Gausova raspodela je pogodna za modeliranje ali je mana to sto je
njeno izracunavanje slozenije. Zato je inverzna Gausova raspodela nesto jedostavnija
za izracunavanje. Tako se dobija slozena raspodela Poason-inverzna Gausova koja je
viSe iskoSena nego negativna binomna i samim tim pogodnija za modeliranje raspodele
frekvencije zahteva za odstetu. Medutim, veoma cesto je ipak negativna binomna
raspodela izbor za modeliranje velike disperzije prebrojivih podataka (overdispersion)
zbog njene dostupnosti u standardnim softverima i jednostavnijeg izracunavanja.
Primer : Jedna vrsta osiguranja nosi naziv osiguranje ,,tre¢e” strane (eng.third
party insurance). To je osiguranje koje je obavezno za vlasnike vozila u Australiji.
Ono osigurava vlasnike od povreda koje su izazvane drugim vozacima, putnicima ili
pesacima u saobracajnim nezgodama. Posmatrani skup podataka belezi broj zahteva
za odstetu ,,tre¢e” strane u periodu od 12 meseci izmedu 1984. i 1986. godine.
Obuhvacene su 176 geografske regije u Novom Juznom Velsu Australija.
Promenljive od interesa jesu broj zahteva za odsetu (claims), broj nesreca (accidents),
ki-broj ubijenih ili povredenih u neseéi, veli¢ina populacije (population size).
Analizom promenljive claims tj. broj zahteva dobijamo sledece vrednosti

N 176
Srednja vrednost ~ b87
Varijansa ~ 1.03-10°

Tabela pokazuje da je varijansa opazenih vrednosti mnogo vec¢a od srednje vrednosti,
pa zato Poason model nije pogodan za modeliranje broja zahteva za odstetu.
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Slika 5.4.1 Veza izmedu promenljivih log[broj nesreca| i log|broj zahteva]
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Sa prethodne slike uocava se linearna veza izmedu dve transformisane promenljive.

Negativni binomni regresioni model sa link funkcijom log je
Y ~ NB(u, k),  In(p) =In(n) + f1 + 2 In(z)

y je zavisna promenljiva koja predstavlja broj zahteva za odstetu ,,trece” strane u
jednoj oblasti, z je nezavisna promenljiva broj saobrac¢ajnih nezgoda u jednoj oblasti
i n je veli¢ina populacije jedne oblasti. In(n) predstavlja ,,offset” termin. Pomoéu
programa SPSS dobijaju se rezultati analize

~

B se(B) | €® | Wald 2 | p vrednost

odsecak | -6.954 | 0.17 | 0.001 | 1733.65 <0.0001

log_acc | 0.254 | 0.026 | 1.289 94.87 <0.0001
K 0.17 0.02

Tabela 5.4.1 Ocene nepoznatih parametara modela

Sada je ocekivani broj zahteva za odstetu, u odredenoj geografskoj regiji

i = ne—6:954 4 0.254In(2)

_ ,—6.954 0.254n(2)

S I=

Ako se broj nesreca z poveca za faktor b u bz onda se ocekivani broj zahteva u jednoj
oblasti i poveca za faktor e0-254In(b) _ 10.254 N, primer, ako broj nesreca poraste
za 20% onda je b = 1.2 pa se ocenjena oéekivana stopa zahteva K poveca za 1.20-254
Sto priblizno iznosi 1,05 tj. povecanje je 5%. "

A

Ako se broj nesreca poveéa za 25% onda je faktor b = 1.25 a vrednost H e poveca

n

za 1.250%% =~ 1.06 tj. poveéanje je za oko 6% . Devijansa modela iznosi 192.3 a broj
stepeni slobode te statistike je 173. Vrednost D/df=1.11 $to pokazuje da je model
dobar.

Parametar x ukazuje na oblik raspodele. Ako xk — 0 onda NB(u, ) aproksimira
P(u), akada je k = 0 onda je E(Y) = Var(Y) zbog osobine da je kod nb'® raspodele

EY)=p Var(Y)=pl+ rp)

Kada je x veliko onda negativna binomna raspodela ima dugacak ,,rep” udesno.

negativna binomna
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Slika 5.4.2 Veza izmedu logaritma broja nesreca i ocekivanog broja zahteva za
odstetu
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broj zahteva za odstetu Broj zahteva za odétetu

Slika 5.4.3 Izgled "sirovih” i Pirson reziduala

Kada su prebrojivi podaci (eng.counts) prevedeni u frekvencije onda se

takvi podaci ne mogu modelirati sa Poasonovom i negativno binomnom raspodelom.
Bolje je da se modeliraju ,,sirovi” podaci sa ¢lanom offset koji zapravo predstavlja
korekciju za broj izlozenih riziku. Na primer, u zdravstvenom osiguranju od interesa
su modeli za frekvenciju bolesti i tu je vazan broj osoba koji su izlozeni riziku od
oboljevanja, tj. taj broj predstavlja offset.
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6 Prosirenja uopstenog linearnog modela

Neki od modela koji predstavljaju progirenje ulm!® su
e dupli uopsteni linearni modeli
e uopsSteni aditivni modeli
e modeli za srednju vrednost i disperziju

Dupli uopsteni linearni model (d.ulm) je najjednostavniji model za modeliranje sred-
nje vrednosti i disperzionog parametra. Kod uopstenog linearnog modeliranja param-
etar ¢ je konstanta, i model za srednju vrednost g(p) = 2’8 je implicitno i model za
varijansu jer je Var(Y) = oV (p).

Dupli uopsteni linearni model je dat jednacinama
gp)=2'8 1 h(¢)=2"y

z je vektor nezavisnih promenljivih koji moze da sadrzi iste promenljive kao vektor
x, a v je vektor parametara, ¢ je disperzioni parametar.

Ovaj model je uveden od strane Smyth-a 1989.godine, a koristio mu je u osiguranju
za zahteve za odstetu.

6.1 Uopsteni aditivni model

Klasican linearan model se zasniva na regresionoj funkciji oblika
p=Eylry,za, ..., 2) = Bo + Zﬁj%‘
j=1
Kod uopstenog linearnog modeliranja imamo malo drugaciju formu regresije

g(w) = Bo+ > Bjx;

i=1

Ovaj model je linearan po koeficijentima /3; a ne neophodno po nezavisnim promenljivi-
. .o - . o, . 2 3 . . . .

ma z;. Umesto promenljive z; u regresiji se moze javiti =7, @7, sin(z;), ali i dalje se

radi o linearnom modeliranju.

Uopsteni aditivni model (uam) je prosirenje uopstenog linearnog modela (ulm).

Model je definisan na slede¢i nacin

o) = B+ > Bmy(a;)

16ulm-uopsteni linearni model
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Funkcije m; su glatke funkcije i zavise od z; i ne moraju da budu iste za razlicite
nezavisne promenjive tj. m;(z;) # my(xy) .

Na primer, pretpostavimo da osiguravaju¢a kompanija ima veliku bazu podataka i
zeli da predvidi verovatnoéu zahteva za odstetu m. Onda moze koristiti model

T n
In (E) = o + ;@‘%‘ +m(z)

Ovaj model se naziva semi-parametarski model jer sistematska komponenta sadrzi

n
parametarski 3y + Z Bjx; deo i neparametarski deo m(z).
j=1
Leva strana jednacine predstavlja logit link funkciju, a desna strana se sastoji od
n

linearne komponente [y + Z Bjx; gde su x; nezavisne promenljive kao Sto su pol,
j=1

tip vozila ili kuée a sve u zavisnosti od toga kakva je polisa osiguranja i o kakvom

zahtevu za odstetu se radi. Dodatna promenljiva z je neka neprekidna promenljiva

kao npr. starost osiguranika i ona je stavljena u model zbog moguc¢nosti nelinearnih

efekata. Za funkciju m(z) jedan od pogodnih izbora je polinomni oblik.

Uopsteni aditivni modeli su korisni za istrazivanje podataka i u po¢etnim fazama iz-
gradnje modela kada funkcionalan oblik modela jos nije oc¢igledan. Izlazni rezultat kod
ovog modela ne sadrzi eksplicitnu jednacinu za fitovanu vrednost zavisne promenljive.
Analiticari koriste ove rezultate za predlaganje transformacija i za dobijanje fitovanih
vrednosti i predikcija.

Uopsteno aditivno fitovanje dakle obezbeduje informacije za otkrivanje veza izmedu
promenljivih iako te veze obi¢no nisu izrazene preko funkcionalnog oblika.

Uopsteni aditivni modeli za parametre mere (varijansa) i oblik raspodele

Kod ovih modela raspodela zavisne promenljive ne mora da bude u eksponencijalnoj
familiji, ve¢ to moze biti bilo koja raspodela za koju se moze izracunati prvi i drugi
izvod. Pomoc¢u ovog modela mogu se pored srednje vrednosti i disperzije zavisne
promenljive, modelirati i asimetrija raspodele (skewness) i ostrina krive raspodele
(kurtosis). Model je oblika

9(p) = 216 + s(xa) + x4y

gde je p parametar koji se modelira, x1, x5, z3 su vektori nezavisnih promenljivih, £
je fiksirano a « je slucajan efekat, a s je vektor glatkih funkcija za svaku komponentu
vektora xs.

Ovaj model je veoma uopsten i obuhvata sve prethodne modele kao $to su normalan
linearan, uopsten linearni, duplo uopsten linearni, uopsteni aditivni.

65



6.2 Nula prilagoden inverzan Gausov model

U odeljku 3. objasnjeno je modeliranje neprekidnih promenljivih kao $to je iznos
zahteva za odstetu, i pokazano je da su adekvatne raspodele za modeliranje gama i
inverzna Gausova. Medutim ovi modeli su bili pogodni samo za pozitivne zahteve
za odstetu tj. za one koji su veci od nule.

Do sada, za verovatnoc¢u zahteva za odstetu i iznos zahteva za odstetu pravljeni su

odvojeni modeli ¢iji rezultati bi se potom kombinovali u cilju predikcije ocekivanog
iznosa zahteva.

Nula prilagoden inverzan Gausov model ,,stapa” ta dva modela u jedan.
Pretpostavimo da promenjiva Y predstavlja iznos zahteva za odstetu. Raspodela ove
promenjive bi¢e mesovita diskretna-neprekidna.

Nula prilagodena inverzna Gausova raspodela je

_J1—=tm, y=0
f(y)_{twh(y), y >0

t predstavlja meru izlozenosti riziku, 7 je verovatnoca pozitivnog zahteva za odstetu
a 1 — 7 verovatnoca da je y = 0 . h(y) je gustina raspodele za pozitivan zahtev.

Diskretan deo ovog modela objasnjava da li postoji ili ne zahtev za odstetu i ima
Bernulijevu raspodelu B(1, 7). Raspodela h(y) je IG(u,0?) i vazi da je

EY)=truy  Var(Y) = trp*(1 — tw + po?)

Prednost ovog modela je da se pomoc¢u njega modelira iznos zahteva za odstetu
bezuslovno o zahtevu.
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7 Zakljucak

Cilj ovog master rada je objasniti Sta je to uopsten linearan model i kako se moze pri-
meniti u oblasti aktuarstva. Prvo je definisana i detaljno objasnjena teorijska osnova
na kojoj se temelji model pocevsi od eksponencijalne familije raspodela, varijansne
funkcije, statistika za procenu adekvatnosti fitovanja modela kao i druge dijagnostike
modela poput reziduala i autlajera. Pokazano je da je normalan (klasican) linearan
model koji se ¢esto koristi u praksi, samo specijalan slucaj uopstenog linearnog mod-
ela.

Uopsteno linearno modeliranje omoguc¢ava da se modeliraju podaci koji nemaju nor-
malnu raspodelu ve¢ je njihova raspodela binomna, gama, Poasonova itd. Takvo mod-
eliranje ima veliki znacaj kako u aktuarstvu tako i u mnogim drugim istrazivanjima
( medicinskim, bioloskim, ekonomskim ). U aktuarstvu pomaze analiticarima pri
donosenju vaznih odluka.

Kroz primere u ovom radu, mozemo zakljuciti da su uopsteni linearni modeli ako
se izabere pogodna raspodela, adekvatni za modeliranje podataka kao Sto su iznosi
zahteva za odstetu koji su od velikog interesa osiguravajué¢im kuc¢ama i kompanija-
ma. Na osnovu procenjenog ocekivanog iznosa zahteva za odstetu kompanija moze
da odredi visinu premije za svoje osiguranike. Tj. procenjuje rizicnost pojedinca ili
odredene grupe.

Takode pomocu logistickog regresionog modela moze se ocenjivati verovatnoca da
polisa osiguranja ima pozitivan zahtev za odstetu.

Za primere je koris¢ena realna baza podataka koja je dostupna na sajtu
http://www.businessandeconomics.mq.edu.au/ i na http://instruction.bus.wisc.edu/
Izvodenje zakljucaka kod primera zasnovano je na dobijenoj statististickoj analizi
koriste¢i program SPSS. Pored SPSS korisno je poznavati program SAS i R za mod-
eliranje.

U Prilogu rada izlozeni su samo neki izlazni rezultati iz programa SPSS jer su rezultati
za svaki primer prikazani u obliku tablica u samom radu i interpretirani su.
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Prilog

Tabela koja prikazuje rezultat statisticke analize za primer dat na strani 29. odeljak
3.2 gama regresija- osiguranje vozila.

Parameter Estimates

05% Wald Confidence Interval for

95% Wald Confidence Interval  Hypothesis Test Ezxp(B)
Wald Ghi-

Parameter B Std. Emor_ Lower Upper Square df Sig Exp(B) Lower Upper
ntercept 7683 0On 7500 7866 6791794 1 000 2715711 1808912 2606937
agecat=1) 13 07% a7 469 15432 1 000 1,361 1,170 1,398
lagecat=2] A0S 015 265 3,063 1 80 1,133 85 1,304
lagecat=d] 029 0698 -108 165 168 1 682 1,029 87 1,180
lagecat=d] 050 0694 -086 186 A6 1 A68 1,052 18 1,205
[sgesat=e] A s ol 076 Fit 1 M 930 802 1,079
[egecat-e] [ . . . . . . 1 . .
[genderF] S166 0355 236 097 21993 1 00 M7 190 Aog
[gender=N] 0? . . . . . . 1 . .
fveh_body=BUS ] M2 m 349 1,125 1 M 662 309 1418
[veh_body=CONVT] 66,6653 41,138 1470 062 1 803 1,181 321 4350
[veh_body=COUPE] 23 1563 072 M 2.0 1 RE] 1,264 kx| 1,117
[veh_body=HBACK] 03 0195 179 132 087 1 169 A 836 1,142
Beh_bod=HDTORL 002 1232 M0 23 000 199 100 187 1,275
lveh_body=uCARA 1,095 343 4,M A1 12,142 1 000 334 181 619
[veh_body=MIBUS) 2601892 1M 631 1,883 1 10 1,291 895 1,879
[veh_bady=PANVH] 00z L1619 -316 319 000 1 a9 1,002 12 1,376
lveh_body=ROSTR] 1,108 8132 2,702 A6 1,858 1 AT 330 067 1,625
beh_bot=SEDAN 127 0783 ) 0 2609 1 06 881 756 100
[veh_body=STHIG) S083 0790 238 0 1,17 1 291 20 188 1,074
[veh_body=TRUGK] M6 L1264 102 39 1332 1 248 1,157 03 1483
[veh_body=UTE ] 0 . . . . . . 1
{5esle) 13117 0034 1,266 1,358

Dependent Variable: claimcost
Wodel: {Intercept), agecat, gender, veh_body

a. Setto zero because this parameter is redundant

b. Maximum likelihood estimate.

Rezultat statisticke analize za primer- telesne povrede, strana 33. odeljak 3.2 gama
regresija.

Parameter Estimates
05% Wald Confidence Interval for
05% Wald Confidence Interval  Hypothesis Test Exp(B)
Wald Chi-

Paramester B Std. Emar Lower Upper Square df Sig. Exp(B) Lower Upper

(Intercept) 8212 0211 8,170 8253 15157344 1 000 3684250 3535,046 3839,751

ap_time 038 0004 038 039 8971817 1 000 1,039 1,038 1,040
3 (legrep=1] 67 022 M3 220 29424 1 000 1,595 1512 1,682

Degrep=0] 0 . : . : . . 1 . .

legrep=1]"op_time 005 0009 -006 004 94,989 1 000 995 994 396

[legrep=0] * ap_time e , . , . , , 1

(Scale) 899" 0084 983 1,016

Dependent Variable: total

Madel: (Intercept), op_time, [egrep, legrep * op_time

a. Settozero because this parameter is redundant.

b. Maximum likelihood estimate.
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Goodness of Fit’

Dependent Variable: total
Model: (Intercept), op_time, legrep, legrep * op_time

“Walue df Value/df
Tests of Model Effects Deviance 2411692 22012 1153
Scaled Deviance 25436,1?6 22032
Type Il Pearson Chi-Square 53362436 22032 2432
Wald Chi- Scaled Pearson Chi-Square 53634062 22032
Source Square df Sig. Log Likelihoog” 245326074
(Intercept) 335196,985 1 ,l]l]l] Akake's Infoimation Criterion — 490662,147
(AIC)
op_time 195['9,359 1 ,[ll][l Finite Sample Comected AIC 49[]552,15“
(alce)
Iegrep 294,224 1 ,l]l][l Bayesian Information 49[]?[]2,149
. X Criterion (BIC)
legrep " op_time 94,939 1 !["]l] Consistent Al (CAIC) 490707,149

Dependent Variable: total
Madel: {Intercept), op_time, legrep, legrep " op_time

Rezultat statisticke analize za primer osiguranje vozila, dat na strani 36.

inverzna Gausova regresija.

Tests of Model Effects

Type

Wald Chi-
Source Square f Sig.
(mtercept) 53988564 1 000
agecat 16,013 5 007
gender 9,465 1 002
area 12,550 5 028

Dependent Variable: claimeost
Model: (Intercept), agecat, gender, area

a. Infarmation criteria are in small-is-better form.

b. The full log likelihood function is displayed and used in computing

odeljak 3.3

Goodness of Fif®

Walue df Walue/df
Deviance 5,3?? 4612 ,["]1
Scaled Deviance 4624,000 4612
Pearson Chi-Square 5,753 4612 ,["]1
Scaled Pearson Chi-Square 4897,194 4612
Log Likelihood® -38568,160
Alaike's Information Criterion ??152,319
(AIT)
Finite Sample Corrected AIC ??162,393
(AITE)
Bayesian Infarmation ??246,“25
Criterion (BIC)
Consistant AIC (CAIC) 17259,026

Dependent Variable: claimcost

Madel: {(Intercept), agecat, gender, area

a. Information criteria are in small-is-better form.

b. The full log likelihood function is displayed and used in
computing information criteria.

Parameter Estimates
5% Wald Confidence Interval for
95% Wald Confidence Interval _ Hypothesis Test Exp(B)
Wald Chi-

Parameter Std. Error Lower Upper Square df sig Exp(B) Lower Upper

(Intercept) 7,898 ,1468 7,610 8,186 2892,716 1 ,000  2691,752 2018,551 3589471

[ageeat=1] 319 2 ,089 948 7,393 1 007 1375 1,093 1,730

[agecat2) ,160 ,0999 -036 ,356 2,571 1 ,109 1,174 ,965 1428

[agecat=3] 068 ,0960 121 ,256 495 1 A82 1,070 886 1,291

[agecat=4] ,062 ,0958 4126 ,250 422 1 916 1,064 882 1,284

[agecat=a] 054 ,1029 -, 256 48 212 1 ,602 948 175 1,160

[agecat=6] 0? . . . . . . 1 . .
P| [genderF] 153 0497 -230 -055 9,465 1 ,002 858 19 946

lgender=] (I . . . . . . 1 . .

[area=A] 355 ,1266 604 107 7,875 1 ,005 101 547 898

[area=B] 385 1214 635 4135 9,133 1 ,003 ,680 4530 873

[area=C] -282 L1250 -528 -037 5,104 1 0 154 ,590 963

area=D] --380 1367 -648 112 7,738 1 ,005 ,684 523 894

[area=E] =213 , 1462 -a00 074 2,122 1 145 ,808 607 1,076

[area=F] 0 . . . 1

(Scale) 001°_2,8680E 005 .001 ,001

Dependent Variable: claimeost

Model: (Intercept), agecat, gender, area

a. Setto zero because this parameter is redundant.
b. Maximum likelihood estimate.
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Rezultat statisticke analize za primer-logisticki model na strani 45 odeljak 4.2

Tests of Model Effects

Type Il

Wald Chi-
Source Square df Sig.
(Intercept) 155,520 1 ,|]|]|]
katvehvalue 22,790 5 ,ﬂﬂﬂ

Dependent Variable: clm
Wodel: {Intercepf), katvehvalue

Parameter Estimates

95% Wald Confidence Interval for

05% Wald Confidence Interval  Hypothesis Test Exp(B)
Wald Chi-

Parameter B Std. Eror  Lower Upper Square df Sig Exp(B) Lower Upper
ntercept 280 12 2681 261 2379978 1 000 07 068 073
Jatvehvalue=e] 818 1,0156 2,809 1,112 649 1 420 A4 060 3,230
latvehvalue=5] -397 JH0 1816 1,022 301 1 283 672 163 2,118
Jatvehvalue=4) -3 2102 41,51 A0 1,24 1 263 363 208 1,535
fatvehvalue=3] 102 1096 113 Kl 865 1 352 1,107 893 1373
Jatvehvalue=2] A4 0389 097 250 19,928 1 000 1,190 1,102 1,284
[atvehvalue=1] 0 . . . . . . 1

(Seale) 1

Dependent Variable: ¢lm
Model: {Intercept), katvehvalue

a. Setto zero because this parameter is redundant.

b. Fixed atthe displayed value.

Rezultat statisticke analize za primer dat na strani 48 odeljak 4.4 ordinalna regresija

Parameter Estimates

05% Wald Confidence Interval for

05% Wald Confidence Interval  Hypothesis Test Exp(B)

Parameter 8 Std. Error Lower Upper 'Q'q"u":rih" df Sig. Exp(B) Lower Upper
Thieshorg 2e== A70 0212 429 212 493,968 1 ,000 1,601 1,936 1,669

[degree=2] 5,049 ,0450 4,961 5,137 12569,314 1 ,000 155,895 142,724 170,281
[oaduserclass=2] 151 L0270 ,098 ,204 31,061 1 ,000 1,163 1,103 1,226
[roaduserelass=4] ,297 ,0368 224 ,369 64,833 1 ,000 1,345 1,252 1,446
[roaduserclass=6] 2,449 0557 2,340 2,558 1931,804 1 000 11,577 10,379 12,912
[roaduserclass=10] 0? . . . . . . 1 . .
[agecar1] -179 0323 -242 116 30,697 1 ,000 836 185 891
[agecat=2] 112 0321 175 049 12,222 1 ,000 ,894 ,839 ,952
[agecar3] -058 0364 -129 013 2,543 1 11 944 879 1,013
[agecat=5] ,055 ,0300 004 114 3,367 1 067 1,057 ,996 1,120
[agecatg] ,070 L0331 ,005 ,135 4,457 1 ,035 1,072 1,005 1,144
[agecat=7] ,150 L0345 ,083 ,218 18,996 1 ,000 1,162 1,086 1,244
[agecat=10] 0 . . N . . . 1 . .
[sex=F] 72 0334 106 237 26,496 1 ,000 1,188 1,112 1,268
[sex=h] 0 . . N . . . 1 . .
[agecat1] " [sex=F] 129 0531 025 233 5,903 1 015 1,138 1,025 1,263
[agecat=1]" [sex=M] 0 . . N . . . 1 . .
[agecat2] " [sex=F] 118 0521 016 220 5,115 1 024 1,125 1,016 1,246
[agecat=2] " sex=M] 0? . . . . . . 1 . .
[agecat=3] " [sex=F] ,042 ,0600 -076 ,160 ,188 1 485 1,043 927 1,173
[agecat=3] " sex=M] 0 . . . . . . 1 . .
[agecats] " [sex=F] ,028 ,0486 -067 124 340 1 ,560 1,029 ,935 1,132
[agecat=5] * sex=M] 0 . . . . . . 1 . .
[agecat=] " [sex=F] ,018 ,0556 091 27 ,109 1 J41 1,019 913 1,136
[agecat=a] " [sex=M] 0 . . . . . . 1 . .
[agecat=7] " [sex=F] -,148 ,0595 -265 032 6,209 1 013 862 67 ,969
[agecat=7] " [sex=M] 0° 1
[agecat=10] " ex=F] 0 . . R . . . 1
[agecat=10] " [sex=M] 0? 1
(Scale) 1°

Dependent Varable: degree
Wodel: (Threshald), roaduserclass, agecat, sex, agecat " sex

a. Setto zero because this parameteris redundant.

b. Fixed at the displaved value
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Omnibus Test™

Likelihood Ratio
Chi-Square df Sig

43650.245 16 000

Dependent Wariable: degree
Madel: (Threshald), roaduserclass, agecat,
sex, agecat” sex
a. Compares the fitted model against
the thresholds anly model.

Tests of Model Effects

Type Il
Wald Chi-

Source Square df Sig.
(Threshold)

roaduserclass 1968,910 3 000
agecat 75,886 6 000
sex 143,205 1 000
agecat” sex 24.333 [] 000

Dependent Wariable: degree
Model: (Threshold), roaduserclass, agecat, sex, agecat” sex
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