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Predgovor

” Ne postoji grana matematike koliko
god bila apstraktna da jednog dana ne bi
mogla biti primenjena u praksi”

Nikolay Ivanovich Lobachesky

Statistika je oblast matematike koja podrazumeva prikupljanje, prikazivanje, analizu i
koriS¢enje podataka u cilju da se izvedu zakljucci i donesu odluke. Primenjuje se skoro
u svim oblastima, za davanje procena, istraZivanje tendencija, procenu rizika, analiziranje
odnosa i faktora koji odreduju posmatranu pojavu.

Analiza glavnih komponenti predstavlja statisti¢ku analizu redukcije dimenzionalnosti skupa
podataka. Predstavlja linearnu transformaciju originalnog, korelisanog skupa podataka u
novi skup nekorelisanih promenljivih sa opadaju¢om vrednoscu varijanse. Nove promenljive
se nazivaju glavnim komponentama i one predstavljaju linearnu kombinaciju originalnih pro-
menljivih. Primenjuje se kada se viSe promenljivih u skupu odnosi na istu dimenziju, a da
ne pruzaju neke dodatne informacije koje nisu ve¢ sadrzane u nekoj drugoj promenljivoj.

U prvom poglavlju rada predstavljeni su relevantni matematicki pojmovi neophodni za de-
finisanje, razumevanje i primenu glavnih komponenti i to iz teorije verovatnoce, statistike i
linearne algebre.

U drugom poglavlju se bavimo samim glavnim komponentama, kako populacionim, tako
i uzorackim. Bavimo se njihovim definisanjem, zatim svojstvima i to statistickim i geome-
trijskim, razmatramo razlicite na¢ine njihove interpretacije, primenom.

Treée poglavlje je posveéeno primeni glavnih komponenti i implementaciji u statisti¢kim
softverima R i Statistica. Kroz primere je prikazan nacin koriS¢enja softvera za dobijanje
komponenti, navedene su i istumacene naredbe za postupak dobijanja komponenti, za nacine
na koje je odreden broj komponenti, za vizuelne prikaze, a dobijeni rezultati su istumaceni.

Na kraju, Zelim da izrazim posebnu zahvalnost svojoj mentorki, prof.dr Zagorki
Lozanov-Crvenkovié, na pruZenim savetima i podrsci tokom pisanja ovog rada, a pre svega
na pruZenom znanju tokom studiranja.

Takode, zahvalila bih se clanovima komisije prof.dr Ljiljani Gajic i prof.dr Ivani
S'tajner—Papuga na svom prenetom znanju tokom studiranja.

Najvecu zahvalnost dugujem roditeljima i bratu, na ljubavi i podrsci koju mi neprestano
pruZaju.
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1 Uvodni pojmovi

1.1 Visedimenzionalne slucajne promenljive

Kao matematicka osnova statistike, teorija verovatnoce je od velike vaznosti za mnoge
aktivnosti koje ukljucuju analizu velikih skupova podataka. U ovom delu ¢emo objasniti
neke osnovne pojmove iz teorije verovatnoce, preko kojih ¢emo iskazati osnovne pokazatelje
kako populacije tako i uzorka, koji ¢e nam sluziti za dalji rad.[25]

Definicija 1.1. Prostor verovatnoca je trojka (Q, ¥, P), odredena slucajnim eksperimentom,
gde je L skup svih mogucih ishoda slucajnog eksperimenta, F o-algebra, a P funkcija koja
svakom skupu A € ¥ dodeljuje broj P(A), koji se naziva verovatnoca da se desi dogadaj A.

Definicija 1.2. Preslikavanje X : Q — R", se zove n-dimenzionalna slucajna promenljiva
nad prostorom verovatnoéa (Q, F, P), ako vaZi da je X F-merljivo, tj. X~(S) € F, za svaki
Borelov skup S.

Oznacimo sa X, X, . .., X, p jednodimenzionalnih slu¢ajnih promenljivih. Skup ovih
slu¢ajnih promenljivih zapisujemo kao sluc¢ajan vektor X dimenzija p X 1 odnosno

Slucajan vektor je vektor Ciji su elementi slu¢ajne promenljive, a matrica Cije su kolone
slucajni vektori se naziva slu¢ajna matrica.

Definicija 1.3. Funkcija raspodele n-dimenzionalne slucajne promenljive X = (X, ..., Xy)
je

Fx(x) = Fix,...x)(X1, ..., xp) = P(X1 < x1,..., Xy < Xp)
za (x1,...,x,) € R
Definicija 1.4. Marginalna funkcija raspodele za k-tu slucajnu promenljivu Xy, k = 1,...,n
u n-dimenzionalnoj slucajnoj promenljivoj (X1, Xa, . . ., X,) Jje

Fx, (xx) = Fx,,...x,(00, ..., 00, x},00, ..., 00)

Definicija 1.5. Slucajna promenljiva X = (Xy, ..., X,,) je n-dimenzionalna slucajna promen-
ljiva neprekidnog tipa ako postoji integrabilna funkcija ox(x1, . . ., x,) = 0, (x1, ..., x,) € R",

takva da je, za svaki Borelov skup S

P{(Xl,...,Xn)}=/S---/(px(xl,...,xn)dxl...dxn

Funkcija ¢x(x) se naziva gustina raspodele slucajne promenljive X.

Specijalno, ako izaberemo S = {(uy, ..., u,) € R", u; < x;} vazi:

X1 X Xn
FX(xl,...,xn):/ / / ox(uy, ..., uy)du, . .. duy
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1.1.1 Numericke karakteristike slu¢ajnih promenljivih

U ovom delu ¢emo ukazati na pojedine parametre koji do izvesnog stepena karakteriSu
bitne crte raspodele slucajne promenljive. Ocekivanje slu¢ajne promenljive reprezentuje
centar rasturanja vrednosti slucajne promenljive, a disperzija i standardna devijacija mere to
rasturanje oko centra rasturanja.[25]

Ocekivanje slucajne promenljive nazivamo joS ocekivana vrednost, srednja vrednost, sredina,
prosek.

Definicija 1.6. Neka je X apsolutno neprekidna slucajna promenljiva sa gustinom @x(x).
Ocekivanje slucajne promenljive X dato je sa

E(X) = /_ xex(x)dx

o
i ono postoji ako i samo /_:O |x] x(x)dx < +oo.

Teorema 1.1. Neka je X apsolutno neprekidna slucajna promenljiva sa gustinom @x(x).
Neka je f : R — R Borelova funkcija. Tada je:

+00
B0 = [ ex(ds
Varijansa ili disperzija slu¢ajne promenljive predstavlja meru odstupanja od srednje

vrednosti.

Definicija 1.7. Momenat reda k, k € N, slucajne promenljive X je E(X*). Centralni momenat
reda k slucajne promenljive X je E((X — E(X))¥).

Definicija 1.8. Centralni momenat reda 2 slucajne promenljive X se zove varijansa(disperzija)
slucajne promenljive X i oznacava se sa D(X) ili o*(X) ili Var(X), tj.

D(X) = E((X - E(X))’)
Definicija 1.9. Standardna devijacija (standardno odstupanje, prosecno odstupanje) slucajne

promenljive X se definise kao
o(X) = VD(X)

Definicija 1.10. Neka je X slucajna promenljiva sa ocekivanjem E(X) i varijansom D(X).
Standardizovana (normalizovana) slucajna promenljiva X* je

_X-EX) X-E®X)
- Jpx)  o(X)

Teorema 1.2. Neka je X* standardizovana slucajna promenljiva. Tada je

*

EX)=0 i DX")=1
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1.1.2 Kovarijansna matrica

Neka je X vektor dimenzija p X 1 Ciji svaki element predstavlja slu¢ajnu promenljivu sa
svojom marginalnom raspodelom. Sredinu tih promenljivih oznacavamo sa u; = E(X;), a
varijansu sa 07; = E(X; — ,uj)2 zaj=1,...,p,koristimo i oznake o;; i Var(X;) za varijansu.
Sredina slu¢ajnog vektora X je

E(X1) H1
= E(X) = E(:Xz) _ ,u:z
E(Xp) HMp

Za svake dve promenljive X; i X; definiSemo kovarijansu o7 = E[(X; — p;)( X — pi)],
koju jo§ oznacavamo sa Cov(Xj, Xi). Na osnovu definicije nam vaZi da je
Cov(Xj, Xj) = Var(X;) i Cov(Xj, Xi) = Cov(Xy, X;) = 0k = T ji.

Sada definiSemo simetricnu matricu dimenzija p X p kod koje je j-ti dijagonalni eleme-
nat oj; = Var(X;), a element u j-toj vrsti i k-toj koloni je ojx = Cov(Xj, Xi). Tu matricu
nazivamo kovarijansna matrica i ozna¢avamo je sa X, tj.

-0'11 iR ... 0Olp
o2 02 ... O
Cov(X)=X = ,21 . ,2p
_0-p1 O'p2 e O'pp
Var(X;) Cov(Xy,X3) ... Cov(Xj, Xp)-
Cov(Xo,X1) Var(X2) ... Cov(Xa, Xp)
_Cov(Xp, X1) Cov(Xp, Xo) ... Var(Xp,) |
[ Var(X;) Cov(X1,X2) ... Cov(Xy,X,)]
Cov(X1,X2) Var(Xo) ... Cov(Xa, Xp)
_Cov(Xl, Xp) Cov(X2, Xp) ... Var(X,) |

Kovarijansnu matricu moZemo iskazati kao ocekivanu vrednost slu¢ajne matrice odno-
snovazi E[(X — u)(X —p)'] = X.

Sada navodimo nekoliko vaznih rezultata za osobine sredine slu¢ajnog vektora X i
kovarijansnu matricu.
Na osnovu definicije kovarijanse sledi da je za a, b, c,d € R

Cov(cX; + a,dXy + b) = cdCov(X;j, X)

Sada ¢emo ovaj slucaj da uopstimo na linearnu kombinaciju p slucajnih promenljivih iz
slu¢ajnog vektora X, sa sredinom u i kovarijansnom matricom X. Novu slu¢ajnu promenljivu
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Y definiSemo pomocu linearne kombinacije Y = a1X; + a2 Xy + -+ + a,X, = a’'X, za dati
vektor koeficijenata linearne kombinacije @’ = [ay, . . ., a,]. Njena oCekivana vrednost je

py = EY)=E(@'X)=a'p

a varijansa je
p

p
0'1% =Var(Y) =Var(a'X) = Z Z aiajoij = a'Xa
i=1 j=1
Varijansa slucajne promenljive Y je data kao kvadratna forma i u potpunosti je odredena
kovarijansnom matricom X i koeficijentima ay, . . ., a,.

Sada ¢emo razmotriti op$tiji slucaj, odnosno posmatramo ¢ linearnih kombinacija p slu-
¢ajnih promenljivih:

YI=anXi+apXo+---+ alep

Y r=a X1 +apXo+---+ aszp

Yq = aqul + aqug + e+ aqup

MoZemo ih zapisati u matricnom obliku kao Y = AX, gde suY i A vektor dimenzija
g X 1 i matrica dimenzija ¢ X g koeficijenata linearne kombinacije, respektivno. Sredina
slucajnog vektora Y je
py = E(Y) = E(AX) = Apx

a kovarijansna matrica
Yy =Cov(Y) = Cov(AX) = AXxA’

gde su uy i Xy sredina i kovarijansna matrica vektora X.

Neka su date matrice A dimenzija ¢ X p i B dimenzija s X r Ciji elementi su slucajni
brojevi. Formiramo ¢ linearnih kombinacija slucajnih promenljivih p odnosno ¥ = AX
i formiramo s linearnih kombinacija r slucajnih promenljivih Z’ = [Zi, ..., Z,] odnosno
W = BZ. Ako sa Xxz oznac¢imo kovarijansnu matricu dimenzija p X r izmedu promenljivih
Xj i Zy, tada vaZi

Cov(Y,W)=Cov(AX,BZ) = AXxzB’

Na osnovu ovog najopstijeg rezultata prethodne rezultate tretiramo kao specijalne sluca-
jeve.

10
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1.1.3 Korelaciona matrica

Koeficijent korelacije izmedu sluCajnih promenljivih X; i X; definiSemo na sledeci naCin
_ Tk

i on predstavlja normalizovanu kovarijansu izmedu X; i X;. Koeficijent korelacije uzima
vrednost iz intervala [—1, 1]. Ako koeficijent korelacije uzima pozitivne vrednosti, tada je
korelacija direktna ili pozitivna, a ako uzima negativne vrednosti onda je korelacija inverzna
ili negativna. Ukoliko je pjx = —1 onda postoji perfektna linearna veza izmedu X; i X; sa
negativnim predznakom, a ukoliko je pjx = 1 onda je ta veza sa pozitivnim predznakom.
Kada je pjx = 0 to tumacimo kao odsustvo korelacije.

(1.1)

Pjk =

Korelacionu matricu p moZemo dobiti na osnovu kovarijansne matrice, njen j-ti element
je definisan izrazom 1.1. U matri¢noj notaciji veza izmedu korelacione i kovarijansne ma-
trice data je slede¢im izrazom

(D)D)

p =
1 0 0 ] [_1 0 0
011 011
0o - ... o [|91 912 -~ Tl o L . 0
o2 o1 022 ... O o2
Opl Op2 ... Opp
1 1

0 0 ol _ 0 0o ... =
1 pio ... pip

e b pyp
Ppt Pp2 -1

gde smo sa D oznacili dijagonalnu matricu koja sadrzi elemente kovarijansne matrice na
glavnoj dijagonali. Na osnovu prethodne jednakosti, kovarijansnu matricu mozemo zapisati
1 1
na sleded¢i na¢in £ = D2pD2 [17].

11
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1.2 Uzorak iz viSedimenzionalne raspodele

Skup svih elemenata na kojima se proucava neka pojava naziva se statisticki skup ili
populacija. Osobine po kojima se elementi populacije razlikuju se nazivaju obeleZja.
Iz populacije se na odreden nacin uzima jedan njen podskup koji se naziva uzorak. Slucajan
uzorak se dobija postupkom kod kojeg svaki element populacije ima istu Sansu da bude iza-
bran u uzorak i tim se obezbeduje reprezentativnost uzorka.

Populaciju € moZzemo posmatrati kao skup svih mogucih ishoda nekog eksperimenta, a
obeleZje X kao slucajnu promenljivu X : ¢ — R. Kada smo izabrali uzorak, na svakom
elementu iz uzorka posmatra se obeleZje X. Niz dobijenih vrednosti se naziva realizovani
uzorak. [19]

Definicija 1.11. Neka se na populaciji € posmatra obeleZje X. Prost slucajan uzorak obima
n za obeleZje X je n-torka nezavisnih slucajnih promenljivih (X1, Xa, . . ., X,,) od kojih svaka
ima istu raspodelu kao i obeleZje X.

Definicija 1.12. Neka je (X1, Xo, . . ., X,,) prost slucajan uzorak obima n za obeleZje i
f : R" — R® Borelova funkcija. Slucajna promenljivaY = f(X1, Xo, ..., X,) je statistika ako
u njoj ne figurise nepoznati parametar.

Statistike koje ¢emo koristiti su:

1. uzoracka sredina

2. uzoracka varijansa

* ako je poznata sredina u

* ako nije poznata sredina u

PR _
Si == ) (X=X

i=1

3. popravljena uzoracka varijansa

1 < i}
§* = Z(Xi - Xn)2
i=1

n—1
4. standardna devijacija uzorka
Si=VSS Si=vSL s=vs

5. uzoracki koeficijent korelacije

12
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Pretpostavimo da smo tokom merenja prikupili podatke za i objekatai = 1,...,n 0
njihovih j osobina j = 1,..., p. Podatke prezentujemo u vidu matrice podataka. PoSto smo
pretpostavili da imamo n opservacija (objekata) odnosno vrsta i p slucajnih promenljivih
(obelezja) odnosno kolona, matrica podataka nam ovako izgleda

Promenljiva 1 Promenljiva2 ... Promenljivaj ... Promenljivap
Opservacija 1 X11 X2 e X1 .. Xip
Opservacija 2 X1 X o X5 o Xop
Opservacija i Xi1 X e Xij . Xip
Opservacija n X1 X0 e Xnj .. Xup

Tabela 1.1: Matrica podataka

Matricu podataka X! dimenzija n X p moZemo tretirati dvojako u zavisnosti da li je
posmatramo po vrstama ili po kolonama. Ako je posmatramo po vrstama, onda svaki red
predstavlja jednu viSedimenzionalnu opservaciju slucajnih promenljivih X;,X>..., X, i u
tom slucaju matrica podataka sadrZi n opservacija viSedimenzionalne slu¢ajne promenljive.
Ako je posmatramo po kolonama, onda svaka kolona predstavlja n opservacija jedne od p
promenljivih.

1.2.1 Uzoracka sredina, kovarijansna i korelaciona matrica

Za slucajan uzorak uzet iz viSedimenzionalne raspodele u moguénosti smo da izracu-
namo pokazatelje uzorka: sredinu, kovarijansnu i korelacionu matricu. Ove pokazatelje
koristimo u deskriptivne svrhe.

Uzoracka sredina, koju oznacavamo sa X, definiSemo kao slu¢ajan vektor dimenzija p X 1
¢iji su elementi uzoracke sredine promenljivih tj.

X,
_ X
X =

XP

Uzoracku matricu uzajamnih proizvoda odstupanja od sredine, u oznaci X*' X*, defini-

1Za matricu podataka i slu¢ajan vektor koristimo istu oznaku, ali je iz konteksta jasno na Sta se odnosi
oznaka.

13
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Semo kao simetri¢nu slu¢ajnu matricu dimenzija p X p i to na sledeci nacin

Y (Xn - X))? X - X)X - X)X (X - X)(Xip — X))
XX* = |2 (X — Xo)(Xin — X)) (X — X2)? coe 2 (X2 - X0)(Xip — X))
"X - X)X - X1) XL (Xip - Xp) (X — Xo) ... " (Xip — Xp)?

gde je X* matrica centriranih podataka

X11—)§1 X12—)§1 le_)gl
3 X1-Xo Xon—-Xo ... sz—Xz
X —Xo Xo—Xu - Xup— Xu

Preko matrice X*' X* definiSemo uzoracku kovarijansnu matricu, u oznaci S, kao sime-
tri¢nu slucajnu matricu dimenzija p X p

1
n—1

S =

*yEk o 1 - Y, v/
X'=— > X - X)X - X)

i=1

gde vektor (X; — X) dimenzija p x 1 za elementi ima ¢lanove i-te vrste matrice X*.

Na osnovu elementa u j-toj vrsti i k-toj koloni u uzorackoj kovarijansnoj matrici

1 - - .
Sik = m(xij - X)Xk — Xi) jok=1,...,p

moZemo odrediti uzoracku korelacionu matricu ¢iji je element u j-toj vrsti i k-toj koloni
_ Sk
VS VSkk

rik = Lk=1,...,p

a korelaciona matrica ovako izgleda

1 rna nrn3 ... Tp

ri2 1 n3y ... Ip

R = |13 13 1 e r3p
rp rp T3p - 1 ]

Do uzoracke korelacione matrice mogli smo dodi koristedi relaciju koju smo uspostavili
izmedu populacione kovarijansne i korelacione matrice. Kod uzoracke kovarijansne i korela-
. o . 1 1.
cione matrice imamo relaciju R = (D2)~'S(D2)!.

Do uzoracke korelacione matrice moZemo doci preko matrice standardizovanih opservacija
X dimenzija n X p, gde je

[ X, -X1 X% Xip=Xp |
V11 VS22 \Spp
o | XX Xp-X Xop=Xp
X = |5, VS2 T Sy
X-X1 X=X Xop—Xp
| Vi1 VS22 \Spp |
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pa je uzoracka korelaciona matrica data sledecom formulom

1 -~
n—1

R = 'X

1.2.2 Geometrijska interpretacija uzorka

Ako matricu podataka posmatramo po vrstama, tada svaka vrsta predstavlja jednu tacku u
p-dimenzionalnom vektorskom prostoru. Stepen rasprostranjenosti n tacaka u ovom prostoru
zavisi od sredine i varijanse promenljivih, kao i njihove uzajamne povezanosti. Prirodan
nacin poredenja p realizovanih opservacija u dve vrste matrice podataka, jeste izraCunavanje
njihovog medusobnog rastojanja tzv. Euklidskog rastojanja. Cesto se sredina koristi kao
tacka u odnosu na koju posmatramo odstojanje ostalih ta¢aka iz uzorka i predstavlja kvadrat
Euklidskog rastojanja vektora x, u odnosu na sredinu, u oznaci d?, data slede¢im izrazom

)4
d? = (xp = %) (X, = 5) = ) (5 — %))’

j=1

Kada smo orijentisani ka vrstama u matrici podataka, onda nam je osnovna veliina u
analizi rastojanje. U statistickim analizama Euklidsko rastojanje ne daje najbolje rezultate.
Zbog toga posmatramo statisticka rastojanja odnosno rastojanja koja uzimaju u obzir varijansu
i kovarijansu promenljivih.

Ideju konstruisanja statistickog rastojanja ¢emo izloZiti pomocu slike 1.1. Na slici je
elipsom predstavljen skup podataka. Pozitivna orijentisanost skupa u odnosu na osu xj tj.
u odnosu na ugao 6, ukazuje na pozitivnu korelisanost promenljivih. Prilikom odredivanja
rastojanja, koordinatni sistem ¢emo rotirati upravo za ugao 6. Zatim ¢emo koordinatni
pocetak tog rotiranog sistema pomeriti da se poklopi sa teziStem skupa odnosno sa tackom
A, tim postiZemo centriranje opservacija u novom koordinatnom sistemu. Posmatrajuci skup
taCaka u odnosu na novi koordinatni pocetak xjAx;, vidimo da svojim oblikom ukazuje na
nekorelisanost promenljivih. Na ovaj nacin smo rotacijom eliminisali korelaciju promenljivih.
Ono Sto treba da uzmemo u obzir je razlicit varijabilitet promenljivih. Statisticko rastojanje
ma koje tacke uzorka od teziSta skupa tacaka predstavlja Euklidsko rastojanje na osnovu
standardizovanih koordinata tacaka u novom koordinatnom sistemu. MoZe se pokazati da
kvadrat rastojanja preko originalnih koordinata ima formu u matri¢cnom obliku

aip alz] [xl - x_l]

aiy ax| |x2—x2

gde su koeficijenti aji, ajp, azy takvi da je d nenegativno za bilo koji par vrednosti xj i
x2. Ovi koeficijenti zavise od ugla 6 i kovarijansne matrice Si1, S12, S22. Sve tacke Cije je
rastojanje od teziSta skupa taCaka konstantno zadovoljavaju ovu prethodnu jednakost. Ona
predstavlja jednacinu elipse sa centrom u tacki A. Ako na mesto matrice koeficijenata [a;;]
stavimo inverznu uzoracku kovarijansnu matricu, tada definiSemo Mahalanobisovo rastojanje

(eng.Mahalanobis distance)[20]. Kvadrat Mahalanobisovog rastojanja, odnosno uopstenje
standardnog Euklidskog rastojanja, dat je slede¢im izrazom

d* = [x) - X1 x2 — %3]

S Siz

d?> =[x; - X xp — %
[x1 — X1 x2 2]512 Sy

X2 — X2

X1 —X_l]

Ovaj izraz sa jedne strane predstavlja jednacinu elipse, a sa druge strane predstvlja kvadrat
Mahalanobisovog rastojanja proizvoljne tacke(x, x5) od centra (X7, x7).
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Slika 1.1: Dijagram rastojanja - rotacija koordinantnog sistema [17]

Do sada smo razmatrali dvodimenzionalni sluc¢aj, pa ¢emo sad dati uopStenje za p-
dimenzionalni slucaj. Za tatku x’ = [x1,xp,...,x,] definiSemo njeno Mahalanobisovo
rastojanje u odnosu na sredinu X" = [y, X2, . . ., X,,] dato sa d slede¢im izrazom

d?=(x-xVS'(x - %)

Ovimizrazom je istovremeno opisan elipsoid u p-dimenzionalnom prostoru za fiksnu vrednost

Mahanalobisovog rastojanja.[17]
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1.3 Visedimenzionalna normalna raspodela

Jednodimenzionalna normalna (Gausova) raspodela ima najveci zna¢aj medu raspode-

lama i od posebnog je znacaja u statistickom zakljuc¢ivanju. Mnoge metode zakljucivanja
polaze od pretpostavke da je raspodela normalna, a to omogucava jednostavnije odrediva-
nje osobina i raspodela ocena nepoznatih parametara ili test statistika, jer je u potpunosti
odredena sa dva parametra. Takode, predstavlja dobru aproksimaciju raspodela uzorackih
statistika, bez obzira na raspodelu populacije odakle je uzet uzorak.
Ulogu i znacaj koji ima jednodimenzionalna normalna raspodela u analizi slu¢ajne promen-
ljive, ima i viSedimenzionalna normalna raspodela kod slu¢ajnog vektora. Pretpostavka koja
nam omogucéava definisanje postupaka statistickog zakljucivanja je viSedimenzionalna nor-
malna raspodela.

Slu¢ajna promenljiva X ima normalnu N(u, o) raspodelu, 4 € R i o > 0, ako je njena

gustina raspodele
1 _ G
e 22, x€eR

ex(x) =
oV2r

gde u predstavlja sredinu, a o2 varijansu slu¢ajne promenljive X.

Izraz u eksponatu moZemo zapisati na sledec¢i nacim

(= Lx-—po 1 -
S = S () = 5 @) - )
i tada kvadrat odstupanja x od u u jedinicama standardne devijacije u p-dimenzionalnom
slucaju piSemo kao

(x — )T (x — p)

odnosno re¢ je o uopstenom odstojanju od x od u, gde smo sa g oznacili vektor oc¢ekivane
vrednosti slucajnog vektora X, a sa £ njegovu kovarijansnu matricu.

Funkcija gustine viSedimenzionalne normalne slu¢ajne promenljive X’ = [ X1, Xo, . . ., X, ]
data je sa

ox(x) = e e R j=1,..,p

2m)|Z|2

i oznacavamo je sa X ~ N,(u, X).

Funkcija gustine ¢e biti konstantna ako je (x — u)YX~!(x — u) = 2, cje konstanta, a na-
vedeni izraz predstavlja kvadrat Mahalanobisovog rastojanja. Ovaj izraz nam kaze da smo
funkciju gustine presekli na visini c. Projekcija tog preseka u ravni je elipsa.

U opstem slucaju dobijamo da je kvadratom Mahalanobisovog rastojanja izmedu u i x defini-
san omotac elipsoida ¢iji je centar u u. Funkcija gustine slu¢ajne promenljive X je konstantna
po omotacu elipsoida. Taj omota¢ nazivamo kontura konstantne gustine verovatnoce.

Pravac prve ose elipsoida odreden je normalizovanim karakteristi¢nim vektorom, koji je pri-
druzen najvecem karakteristicnom korenu kovarijansne matrice. Pravac druge ose elipsoida
odreden je karakteristicnim vektorom koji je pridruzen drugom po velicini karakteristicnom
korenu matrice X. Ukoliko su svi karakteristi¢ni koreni matrice razliciti i pozitivni, poloZaj
osa elipsoida je jednoznacno odreden, a ose su ortogonalne medusobno. Ako su dva karak-
teristina korena jednaka, tada je presek elipsoida u ravni koja je generisana odgovaraju¢im
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karakteristicnim vektorima, kruZnica. U tom slucaju poloZaj osa nije jednozna¢no odreden,
jer tad postoji beskona¢no mnogo poloZaja dve medusobno ortogonalne ose.

Pokazano je da ako slucajna promenljiva X ima normalnu raspodelu odnosno N,(u,X)
onda (x — p)’>"!(x — ) ima y? raspodelu sa p stepeni slobode.
Verovatnoca da tacka X pripada elipsoidu je

PUX : (x— /2 (x —p) < xpoh) = 1 - @

gde smo sa Xgm oznacili gornji 100a percentil y? raspodele sa p stepeni slobode. Ovaj
rezultat je naSao primenu kod provere normalnosti raspodele.[17]

1.4 Uzorak iz viSedimenzionalne normalne rapodele

U prethodnom delu smo pretpostavili da su nam parametri viSedimenzionalne normalne
raspodele poznati. U stvarnosti to nije slucaj, te je potrebno na osnovu uzorka oceniti para-
metre viSedimenzionalne normalne raspodele.

Pretpostavimo da je X1, X2, . . ., X, sluajan uzorak sa n slu¢ajnih promenljivih X sa
p-dimenzionalnom raspodelom Ccije su sredina g i kovarijansna matrica X nepoznate. To
znaci da elementi slu¢ajnog uzorka imaju jednaku raspodelu tj.X; ~ N,(u, X) i da su me-
dusobno nezavisni. Na osnovu definicije slucajnog uzorka njegova zajednicka raspodela je
jednaka proizvodu marginalnih raspodela. Ova funkcija se za fiksan uzorak naziva funkcija
verodostojnosti za uzorak i predstavlja funkciju nepoznatih parametara.

Definicija 1.13. Funkcija verodostojnosti za prost slucajan uzorak (X1, Xz, . . ., X,,) na osnovu
realizovanog uzorka (xy, xa, . . ., X,) obima n je

L(6, x1, x2, . .., X) = p(x1, 0)p(x2,0) - - - p(xp, )

za neprekidnu raspodelu, gde je 0 nepoznati parametar.

Ako obelezje ima normalnu raspodelu sa parametrima g i X onda je funkcija verodo-

stojnosti
L(p,X) = ;e_% iy (i) = (i —pr)

np

2m)7|Z|?

Definicija 1.14. Neka je L(6) = L(6, xi, . . ., x,) funkcija verodostojnosti za prost slucajan
uzorak (X1, . . ., X,) na osnovu realizovanog uzorka (x, . . ., x,). Ako 6 = u(xy, .. ., x,) mak-
simizira L(), onda je statistika 6 = u(X,, . .., X,) ocena nepoznatog parametra 6 dobijena
metodom maksimalne verodostojnosti.

Maksimiziranjem funkcije verodostojnosti L(g, X) po p i £ dobijamo ocenu najvece
verodostojnosti nepoznatih parametara. Tada nam vaZzi da je ocena najvece verodostojnosti

sredine
_ 1 2”

a ocena najvece verodostojnosti kovarijansne matrice

_n—l

A 1 1 > \2 -2
Z—;;(Xi_xn) =S, —S
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Teorema 1.3. Neka je (X1, X5, ..., X,) prost slucajan uzorak za obelelje X sa sredinom
E(X) = uivarijansom Var(X) = 0. Tada vaZi da je
- _ Var(X
E(%) = EX), Var(%,) = L)
n
Teorema 1.4. Neka je (X1, X, ..., X,) prost slucajan uzorak za obeleZje X sa normalnom

N (u, 0%) raspodelom. Tada

2

- o
o statistika X,, ima N(u, —) raspodelu, a statistika n ima standardizovanu nor-
n

XTn_IU
malnu raspodelu tj. N (0, 1)

~2 5 2
.. nS, 2 . . nS,” . 2 42 .52
® statistika =5~ ima x; raspodelu, a statistika =5~ ima x,_, raspodelu, gde su S, i Sy

uzoracke varijanse, ako je poznata i ako nije poznata sredina, respektivno.

Na osnovu ovih teorema i ¢injenice da je raspodela linearne kombinacije normalno ras-
podeljenih slu¢ajnih promenljivih normalna, vazi da je sredina slu¢ajnog uzorka obima n
uzetog iz viSedimenzionalne normalne raspodele, takode, normalno raspodeljena. Imamo da

jel'l = X ~ Np(ﬂ’ %)

Znamo da suma kvadrata nezavisnih slu¢ajnih promenljivih sa standardizovanom normalnom
raspodelom ima y? raspodelu. Na osnovu prethodne teoreme znamo da vazi M ~ )(3_1.
Analogno, u viSedimenzionalnom slu¢aju imamo na osnovu matrice podataka X dimenzije
n X p da slu¢ajna matrica X’X ima p-dimenzionalnu ViSartovu raspodelu (eng.Wishart di-
stribution) u oznaci W,(X, n), gde n predstavlja broj stepeni slobode.

Visartova raspodela predstavlja uopstenje y? raspodele, jer se za p = 1 i £ = 1 svodi na
x? raspodelu. Na osnovu uzoracke kovarijansne matrice S statistika (n — 1)S ima Visartovu
raspodelu sa n — 1 stepeni slobode, u oznaci (n — 1)X ~ W,(X,n — 1),a koristimo je u stati-
stickom zakljucivanju.

Sada navodimo dve osobine ViSartove raspodele. Ako su matrice A; i A medusobno ne-
zavisne i imaju ViSartovu raspodelu odnosno A; ~ WP(Z, n;), i = 1,2, onda i matrica zbira
ima ViSartovu raspodelu odnosno Aj + Ay ~ W,(X, ny + nz). Prema drugoj osobini, ako ma-
trica A ima ViSartovu raspodelu odnosno A ~ W,,(%, n), onda i matrica BAB’ ima ViSartovu
raspodelu odnosno BAB” ~ W,(BXB’, n) gde je B nesingularna matrica dimenzija p X p.[29]

1.5 Zakljucivanje na osnovu sredine

Na osnovu sluc¢ajnog uzorka uzetog iz populacije koja ima normalnu raspodelu definisali
smo brojnu ocenu nepoznatog parametra, sredinu u. Umesto da izvodimo zakljucak o stvarnoj
vrednosti parametra, mozemo pokusati da zaklju¢imo u kom se intervalu nalazi stvarna
vrednost parametra. Definisa¢emo intervalnu ocenu sredine u i pri tome razlikovati slucaj
kad nam je varijansa populacije poznata i slu¢aj kad varijansa populacije nije poznata.[19]

1.5.1 Interval poverenja

Definicija 1.15. Neka je dat prost slucajan uzorak (X1, Xy, . . ., X,) za obeleZje X i neka su
Uy =u1(X1, Xo, ..., X,) i Uy = up(Xq, X, . .., Xp,) dve statistike takve da vazi

P{U <0<U} =«

gde a ne zavisi od 0. Tada se interval (U, Uy) naziva interval poverenja za parametar 6 na
nivou poverenja « ili 100a% interval poverenja za 6.
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Jedna od statistika U}, U, moZe biti konstantna i tada govorimo o jednostranom intervalu
poverenja. UobiCajena vrednost za « je 0.9,0.95,0.99.

Pretpostavimo da obeleZje X ima normalnu N (u, o%) raspodelu. Odredujemo interval pove-
renja za sredinu ako je poznata varijansa o populacije.

Kako slucajna promenljiva X ima normalnu raspodelu, onda slu¢ajna promenljiva %\/ﬁ
ima normalnu N(0, 1) raspodelu pa se za uzorak obima n i nivo poverenja @ moze odrediti
broj z4 > tako da

X, —
P{l no_ Ml\/ﬁﬁza/z}=a

Broj z,/» predstavlja gornji 100% percentil standardizovane normalne raspodele.
Dalje, sledi da je
P{X -z 2£<,u<)? +z 2£}=af
n a/ \/ﬁ S M= Ap a/ \/ﬁ

Odavde dobijamo da je 100(1 — @)% interval poverenja sredine

U sluc¢aju kad nam varijansa o> populacije nije poznata, interval poverenja odredujemo
na sledeci nacin.

Tada nam slucajna promenljiva X’L‘g—;“\/n — 1 ima Studentovu 7, raspodelu, pa se t,_1.4/2
mozZe odrediti tako da vaZzi

X, —
P{l ng il Vih—1< tn—l;a/Z} =«

n

Broj ,-1,0/2 predstavlja gornji 100% percentil Studentove raspodele sa n — 1 stepeni

slobode. Odavde dobijamo da je 100(1 — @)% interval poverenja za sredinu slucajne promen-
ljive

. S o S,
ST SV
( n n—1l;a/ pa— n n—1;a/ 1

Interval poverenja se moZe odrediti i ako koristimo popravljenu uzoracku varijansu § 2,
U ovom slucaju promenljiva % n ima Studentovu 7,1 raspodelu sa n — 1 stepeni slobode

i dobijamo da je 100(1 — @)% interval poverenja za sredinu slu¢ajne promenljive

_ S - S
(Xn — 1,02 Xn + tn—l;a//Z_)

Vn Vn

I u ovom slucaju broj #,,_1., > predstavlja gornji 100% percentil Studentove raspodele san — 1

stepeni slobode.

Pre nego $to smo uzeli uzorak, interval poverenja predstavlja slu¢ajan interval jer mu granice
zavise od slucajnih promenljivih X,, i S. Verovatno¢a da taj interval sadrZi stvarnu vrednost
sredine iznosi 1 —a, $to znaci da od velikog broja takvih nezavisnih intervala njih 100(1 —a)%
sadrZace stvarnu vrednost sredine.
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1.5.2 Testiranje hipoteza

Prilikom testiranja hipoteza koristi se test statistika 7 = f(Xy, X», ..., X;). Statisticki
test se sprovodi tako Sto se odredi odgovarajuca kriti¢na oblast C vezana za statistiku 7" i
odluka se donosi na slede¢i nacin

* ako registrovana vrednost statistike 7 ne pripada kriti¢noj oblasti C nemamo razloga
da odbacimo osnovnu hipotezu

* ako registrovana vrednost statistike 7" pripada kriti¢noj oblasti C osnovna hipoteza se
odbacuje

Statisticki test se moZe sprovesti koriSéenjem p-vrednosti, gde je p-vrednost veli¢ina kri-
ticne oblasti Cija je granica registrovana vrednost 7, test statistike. Ako je oblast odbacivanja
osnovne hipoteze oblika {7 > c} tada se verovatnoca p = Py {T > t,.¢} naziva p-vrednost.
Odluka se donosi na sledeci nacin

* ako je p < a, Hy se odbacuje

* ako je p > «a, Hy se ne odbacuje

Veliki broj testova se zasniva na pretpostavci da obeleZje koje posmatramo ima normalnu
N (u, o%) raspodelu. Pod tom pretpostavkom mogude je odrediti raspodelu test statistike i na
osnovu te raspodele izvesti zakljucke.

Kada nam je poznata varijansa o> populacije za testiranje osnovne hipoteze Hy : i = o
— 2
protiv alternativne hipoteze H; : u # o koristimo statistiku X, koja ima normalnu N (uy, ‘77)

ili statistiku @\/ﬁ koja ima normalnu N(0, 1) raspodelu.

Na osnovu uzetog uzorka prihvatamo osnovnu hipotezu ako je apsolutna vrednost test sta-
tistike manja od kritiCne vrednosti z,/>, gde je a nivo znaCajnosti testa, u suprotnom je
odbacujemo.

Kada nam je nepoznata varijansa o? populacije za testiranje osnovne hipoteze Hy : u = o

protiv alternativne hipoteze Hy : u # po koristimo statistiku @\/ﬁ koja ima Studentovu
t,—1 raspodelu sa n — 1 stepeni slobode.

Na osnovu uzetog uzorka prihvatamo osnovnu hipotezu ako je apsolutna vrednost test sta-
tistike manja od kriticne vrednosti f,_1.,/2, gde je @ nivo znacCajnosti testa, u suprotnom je
odbacujemo. Alternativan nacin provere gornje hipoteze zasnovan je na izraCunatom inter-
valu poverenja sredine. Ukoliko je realizovana vrednost sredine unutar izraCunatog intervala
poverenja, tada prihvatamo nultu hipotezu na izabranom nivou znac¢ajnosti, a u suprotnom je
odbacujemo.
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1.6 Zakljucivanje na osnovu kovarijansne i korelacione matrice

Neke pretpostavke za primenu analize su bazirane na osobinama kovarijansne i korela-
cione matrice. Npr. dijagonalnost kovarijansne matrice nam sugeriSe nezavisnost viSedimen-
zionalnih sluc¢ajnih promenljivih sa normalnom raspodelom.

Sada razmatramo testiranje nulte hipoteze Hy : ¥ = o-*I protiv alternativne H; : £ # 21,
gde je I jediniCna matrica. Nulta hipoteza nam kaze da su vandijagonalni elementi ko-
varijansne matrice jednaki nuli, Sto znaci da su p-dimenzionalne normalno raspodeljene
slucajne promenljive slu¢ajnog vektora X medusobno nezavisne. A njihove varijanse su
jednake medusobno i jednake su zajedni¢koj varijansi 2. Sa ovakvom strukturom kovari-
jansne matrice, elipsoid konstantne gustine verovatnoce (x — u)X~!(x — u) = d? svodi se na
(x —p) (x — ) = 0>d?, §tou p = 2 predstavlja jedna¢inu kruZnice, au p = 3 jednadinu lopte,
u opStem slucaju jednacinu sfere sa centrom u tacki y. Zbog toga osnovu (nultu) hipotezu
nazivamo hipoteza o sferi¢nosti.

Konstruisudi test na principu koli¢nika verodostojnosti, sledi da je test statistika za testiranje
nulte hipoteze Hy : X = oI data na sledeéi nacin

1 P
;ijl/lj
npln ———

1

[100)

Ovaj razlomak nam predstavlja koli¢nik aritmeticke i geometrijske sredine karakteristic-
nih korena Ay, A, . . ., 4, uzoracke kovarijansne matrice S. Ako je tatna nulta hipoteza, ova
test statistika ima y? asimptotsku raspodelu sa %(p +2)(p—1) stepeni slobode. Nulta hipoteza
se prihvata na izabranom nivou znacajnosti ako je izracunata vrednost statistike manja od
kriti¢ne vrednosti.

Koris¢enjem principa koli¢nika verodostojnosti moZemo da konstruiSemo test za testi-
ranje hipoteze o strukturi korelacione matrice populacije.
Nulta hipoteza Hy : p = I protiv alternativne hipoteze H; : p # I nam sugeriSe da su p-
dimenzionalne normalno raspodeljene slu¢ajne promenljive slu¢ajnog vektora X medusobno
nezavisne. Koli¢nik verodostojnosti se svodi na |R|?2, gde je R uzoracka korelaciona matrica.
Umesto uobicajene transformacije ovog koli¢nika verodostojnosti, koristimo Bartletovu test
statistiku (eng.Bartlett’s test) koja bolje aproksimira x> raspodelu

2
—(n—l— p+5

)ln|R|

odnosno

2p+5\ &
_(n— 1 — p6+ ) ll’l/lj
j=1

gde su A; karakteristiCni koreni uzoracke korelacione matrice. Test statistika ima asimptotsku
x? raspodelu sa % p(p — 1) stepeni slobode. Nulta hipoteza se prihvata na izabranom nivou
znacajnosti ako je izracunata vrednost statistike manja od kriti¢ne vrednosti.[17]
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2 Analiza glavnih komponenti

2.1 Uvod

Multivarijantna analiza je poslednjih godina nasla veliku primenu u skoro svim nau¢nim
oblastima. U procesu nau¢nog objasSnjenja prirode nekog fenomena polaznu osnovu ¢ine po-
daci koji se odnose na jedan ili viSe skupova objekata. Ti objekti mogu biti: pojedinci, ljudske
zajednice, prirodne pojave, predmeti, pojave koje su proizvod ljudske delatnosti. DeSava se
da ne umemo da sagledamo kompleksnu prirodu objekata u potpunosti. Imamo mogué-
nost obuhvatanja razlicitih karakteristika jedne viSedimenzionalne pojave. Te karakteristike,
obeleZzja ili kako ih jo§ zovemo promenljive su predmet naSeg merenja. Ispitujemo prirodu
objekata istovremenim merenjem veceg broja promenljivih na svakoj jedinici posmatranja iz
jednog ili viSe skupova objekata.

Multivarijantna analiza predstavlja skup statistickih metoda koje simultantno analiziraju vi-
Sedimenzionalna merenja dobijena za svaku jedinicu posmatranje iz skupa objekata koji
ispitujemo.

Klasifikacije metoda multivarijantne analize zasnovane su na razlicitim kriterijumima. Prema
jednoj od klasifikacija metode delimo u dve grupe: metode zavisnosti i metode meduzavi-
snosti. Ukoliko u istraZivanju imamo jedan skup koji predstavlja zavisne promenljive, a
drugi skup predstavlja nezavisne promenljive onda koristimo metode zavisnosti. Ako skup
svih promenljivih ne mozemo da podelimo na zavisne i nezavisne, tada koristimo metode
meduzavisnosti. Kod metoda zavisnosti pokuSavamo da objasnimo jednu ili vise zavisnih
promenljivih pomocu skupa nezavisnih promenljivih. Metodi meduzavisnosti nisu predik-
tivni, njima pokuSavamo da pojednostavimo kompleksnu strukturu podata i to redukcijom
podataka.

Metode zavisnosti su: regresija, kanonicka korelaciona analiza, diskriminaciona analiza,
analiza varijanse, logit analiza. Metode meduzavisnosti su: analiza glavnih komponenti,
faktorska analiza, viSedimenzionalno proporcionalno prikazivanje, loglinearni modeli.

Analiza glavnih komponenti (eng.principal component analysis - PCA) je jedna od naj-
jednostavnijih multivarijantnih tehnika.

Ovu tehniku je prvi put opisao Karl Pearson 1901.godine po analogiji sa glavnim osama u
mehanici[21], ali je opis izraCunavanja i naziv pod kojim je metod danas poznat dao Harold
Hotteling 1933.godine. Izracunavanja su bila previSe komplikovana kad je trebalo napraviti
analizu sa viSe promenljivih. Siroka primena ove metode je pocela sa pojavom racunara koji
su omogucdili da ostvari svoj potencijal za reSavanje problema sa velikim brojem promenljivih.

Analiza glavnih komponenti predstavlja statisticku analizu redukcije dimenzionalnosti skupa
podataka na nacin da bude obuhvadena $to veca koli¢ina varijanse podataka. Primenjuje
se kad je veliki broj promenljivih u skupu redundantan odnosno kada se viSe promenljivih
odnosi na istu dimenziju a da ne pruZaju neke dodatne informacije koje nisu ve¢ sadrZzane u
nekoj drugoj promenljivoj.

Zadatak metode glavnih komponenti je odredivanje linearnih kombinacija originalnih pro-
menljivih koje ¢e imati maksimalnu varijansu i biti medusobno nekorelisane, pri tom gubeci
u najmanjoj mogucéoj meri informacije sadrZane u originalnom skupu podataka.

Originalne promenljive transformiSemo u nove promenljive odnosno linearne kombinacije,
koje nazivamo glavne komponente (eng.principal component).

Prva glavna komponenta je konstruisana da obuhvata najveci deo varijanse originalnog skupa
podataka, a naredne komponente obuhvataju onaj deo varijanse koji nije obuhvaéen prethodno
izdvojenim komponentama.
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Postupkom se originalni korelisani skup podataka transformise u skup nekorelisanih pro-
menljivih sa opadajuéim vrednostima varijanse. Zelimo da varijansa vedeg broja glavnih
komponenti bude zanemarljivo mala i da se kovarijansna struktura originalnog skupa poda-
taka moze aproksimirati sa svega nekoliko komponenti.

Ovim postiZemo izvestan stepen uStede jer se broj promenljivih u daljoj analizi znac¢ajno
smanjuje, a samim tim lakSe generiSemo hipoteze o nekom prou¢avanom fenomenu, te bolje
razumemo i lakSe interpretiramo njegovu strukturu.

Analiza glavnih komponenti ne postize uvek smanjenje velikog broja originalnih promenlji-
vih na mali broj komponenti. Ako originalne promenljive nisu u korelaciji analiza nece dati
dobar rezultat, a najbolji rezultat je moguce postici kada su originalne promenljive u visokoj
korelaciji bilo pozitivnoj ili negativnoj. Ukoliko su promenljive u visokoj korelaciji moze
se ocekivati da ¢e skup od na primer 20 originalnih promenljivih biti redukovan na svega
dve ili tri komponente odnosno linearne kombinacije, samim tim je otkriven visok stepen
redundantnosti kod originalnih promenljivih.

Sledecim primerom se pokazuje osnovna ideja metode kao i nacin konstruisanja glavnih
komponenti. Na slici 2.1 prikazan je dijagram rasturanja promenjljivih X; i X,. Linearna
kombinacija ove dve promenljive je Y1 = a11X] + 12X, gde je sa aj; oznacen koeficijent
linearne kombinacije uz i-tu promenljivu u prvoj linearnoj kombinaciji. Ako izaberemo da
suaq; = 1iapp =0odnosno a1 = 01 ajp = 1 dobijamo da je prva linearna kombinacija
jednaka prvoj promenljivoj odnosno drugoj promenljivoj, respektivno. Ovakvim izborom,
geometrijski gledano, dobijamo promenljivu Y ¢ija je raspodela formirana na osnovu pro-
jekcije skupa tacaka na X; i X, osu. Raspodela promenljive Y; za prvi izbor koeficijenata
predstavlja marginalnu raspodelu promenljive X, a za drugi izbor marginalnu raspodelu pro-
menljive X>. Ako je potrebno dvodimenzionalni skup reprezentovati jednom promenljivom
biramo onu koja ima vecu varijansu, jer tad moZemo u vecoj meri razlikovati pojedinacne
opservacije dvodimenzionalog skupa.

M

X

Y, = X,

Slika 2.1: Projekcija skupa tacaka [17]

Na slici 2.1 vidimo da je promenljiva X, bolji kandidat za reprezentovanje dvodimen-
zionalnog skupa podataka, jer ima vecu varijansu od promenljive X;. Prirodno se namece
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pitanje postoji li takav izbor koeficijenata linearne kombinacije koji ¢e dati vecu varijansu
promenljive Y. Izbor koeficijenata predstavlja maksimiziranje varijanse linearne kombinacije
uz uslov da je zbir kvadrata koeficijenata linearne kombinacije jednak jedinici. Geometrijski
ovaj uslov znaci da je vektor koeficijenata linearne kombinacije jedini¢ne duZine. Uslov uvo-
dimo da bismo postigli jednozna¢nu definisanost linearne kombinacije. Geometrijski gledano
izborom koeficijenata menjamo ugao pod kojim projektujemo tacke iz skupa tacaka na pravu
liniju. Biramo koeficijente koji ¢e nam dati projekciju tacaka sa najve¢om varijansom. Na
slici 2.1 najvecu varijansu, od svih linearnih kombinacija koje se mogu dobiti promenom ugla
projekcije, ima linearna kombinacija ¥; = a1 X + @12 X>. Tu linearnu kombinaciju nazivamo
prva glavna komponenta.

Ukoliko je za naSu analizu potrebno, moZemo da formiramo narednu linearnu kombinaciju
Y, = an1 X1 + a2 X>. Njene koeficijente odredujemo isto kao koeficijente prve komponente
uz dodatni uslov da su Y; i ¥> medusobno nekorelisane. Ovaj uslov, geometrijski posmatrano,
znaci da prave na koje se projektuje skup tacaka kod prve i druge linearne kombinacije treba
da budu normalne?. Linearna kombinacija Y> = a1 X] + @22 X> je druga glavna komponenta.
Na slici vidimo da su prva i druga komponenta paralelne sa glavnom i sporednom osom elipse
koja se moZe nacrtati oko skupa tataka odnosno elipse konstantne gustine verovatnoce.[17]

2.2 Definicija glavnih komponenti

U ovom delu se bavimo teorijskim modelom glavnih komponenti. U literaturi se jo$
naziva populacioni model glavnih komponenti.

Neka je x vektor koji sadrzi p slucajnih promenljivih i posmatramo strukturu varijanse
ovih promenljivih te njihovu kovarijansu ili korelaciju. Komplikovano je posmatrati svih p
varijansi i ’# kovarijansi , osim u slu¢aju kad je p mali broj. Laksi pristup je naéi nekoliko
izvedenih promenljivih koje ocuvavaju najveci deo informacija sadrZzan u tim varijansama i
kovarijansama.

U nastavku je prikazan postupak kako se dobijaju glavne komponente uz pomo¢ kovari-
jansne matrice X.

Neka je y1 = ajix1 + @ppxz + --- + @1px, = a1’x linearna kombinacija elemenata slu-
Cajnog vektora x, gde su a1, a12,. . . ,1, koeficijenti linearne kombinacije. Na§ zadatak je
da odredimo vektor koeficijenata @ tako da se maksimizira varijansa od y;. Iz prethodnog

ela znamo da vazi Var(y;) = Var(ai'x) = ai’Xay. Kako se Var(y;) = ai’Xa1 moZe
del d Var(y Vv ! > Kak Var(y 'z
proizvoljno poveéati mnoZenjem vektora @ proizvoljnim skalarom, uvodi se ograni¢enje da
je vektor koeficijenata jedini¢ne duZine odnosno da vazi ay’a; = 1.

Problem maksimizacije @y’Xa; uz ograni¢enje ai’a; = 1 reSavamo koriSéenjem metoda
Lagranzovih mnoZitelja. Prvo formiramo Lagranzovu funkciju

L(a;A) = a1'Zaq - a1 - 1) 2.1

gde A predstavlja Lagranzov mnoZitelj. Zatim diferenciramo Lagranzovu funkciju po
koeficijentu a1 i dobijeni izraz izjedna¢imo sa nulom, pa dobijamo

20’1 - /10’1 =0 (2.2)

2Kad odredimo prvu glavnu komponentu, druga treba da bude pod uglom od 90°.
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odnosno

(Z - Aay =0 (2.3)

gde I predstavlja jedini¢nu matricu. Da bismo dobili netrivijalno reSenje za a1 determinanta
|X — AI| mora biti jednaka nuli, a to dalje znaci da A mora biti jedan od karakteristicnih
korena kovarijansne matrice X. Ako izraz 2.2 pomnoZimo sa leve strane sa @’ dobijamo

01,20’1 - /7.0’1’0’1 =0 (2.4)

odnosno

(11’2(21 = /10’1’0’1 =A

jer vazi ay’ay = 1, pa zbog ovog biramo jedan karakteristi¢ni koren. PoSto Zelimo da
maksimiziramo varijansu za A, biramo najveci karakteristi¢ni koren, recimo A;. Na osnovu
uslova 2.3 sledi da je @y odgovarajuci karakteristicni vektor pridruzen karakteristicnom ko-
renu A;. Njegovim normiranjem tj. uslovom da je @1’@; = 1 dobijamo traZeni vektor a.

Ako treba da odredimo viSe od jedne linearne kombinacije, postupamo kao u sluc¢aju odre-
divanja prve glave komponente, uz dodatni uslov da kovarijansa izmedu prve i druge glavne
komponente bude jednaka nuli. Neka je y» = a21x1 + anx2 + -+ - + azpXx, = @2'x linearna
kombinacija gde su as1, a2, ..., ay, koeficijenti koje treba odrediti uz normirajuci uslov
a3’ a3 = 1 iuz uslov nekorelisanosti prve i druge komponente odnosno uz uslov a’ay = 0.
Dodatni uslov dobijamo na sledeci nacin

Cov(yz, y1) = Cov(ay'x, a1’x) = ay’Xay = a1'2ay = @y’ a1d; = a1’ azd; (2.5)
jerje Xay = a1y, paje a2’ @A) = 0 samo kad je ay’'a = 0.
Svaka od jednacina
0’2/20'1 =0
0’1/20’2 =0
0’2’0’1 =0
a'l’a/z =0

mozZe se koristi da se opiSe nekorelisanost glavnih komponenti y; i y,, a dalje u radu proi-
zvoljno biramo poslednju.
Sada formiramo LagranZovu funkciju sa dva mnoZitelja

L(a, a5 4, 9) = @2'Zas — Aa @z — 1) - par’ ay (2.6)

gde su 1 i ¢ LagranZovi mnoZitelji. Diferenciramo po @3, a zatim dobijeni izraz izjednacimo
sa nulom i dobijemo

Yay — Adaz — pap =0 2.7)

Dobijeni izraz pomnozimo sa leve strane sa @1’ i dobijamo sledece

ar’Xa; — lary'ay — pay’ay = 0. (2.8)
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Poznato nam je da su prva dva ¢lana u ovom izrazu jednaka nuli, a da je @y’a@y = 1, pa
zbog toga sledi da je ¢ = 0. Dalje, dobijamo da je Xa; — Aaz = 0, tj. Za, = da;, a to znadi
da je A karakteristi¢ni koren matrice X, dok je @, odgovarajudi karakteristi¢ni vektor. Za
A biramo §to je moguce vecu vrednost. Drugi po veli€ini karakteristi¢ni koren oznacavamo
sa Ay, njemu odgovarajudi karakteristi¢ni vektor je @3, a linearna kombinacija y, = a3'x se
naziva druga glavna komponenta.

Pod pretpostavkom da su svi karakteristi¢ni koreni matrice X medusobno razliciti, A ne moze
biti jednaka A, jer bi u tom slucaju vazilo da su @1 = @3, a to je kontradiktorno sa uslovom
a’1/a'2 =0.

Glavnih komponenti ima onoliko koliko ima karakteristi¢nih korena i do njih se dolazi
ponavljanjem ve¢ opisanog postupka. Ako su svi karakteristicni koreni kovarijansne matrice
X, koje smo poredali u opadajuem nizu tj. 41 > A > --- > A, > 0, medusobno razliciti,
tada postoji p glavnih komponenti yi, y», ..., y, takvih da je y; = @;'x, i = 1,2,...,p.
Vektori koeficijenata ay, a2, ..., @p predstavljaju karakteristicne vektore matrice X koji su
pridruzeni karakteristicnim korenima A;.

Treba napomenuti da su neki autori za vektore @; koristili naziv glavne komponente, $to
moZe biti konfuzno. Termin glavne komponente je rezervisan za promenljive @;’x, a vektori
«; predstavljaju vektore koeficijenata.

2.3 Osobine glavnih komponenti

2.3.1 Algebarska i statisticka svojstva

DefiniSuéi glavne komponente ukazali smo na njihove sledec¢e osobine koje slede di-
rektno na osnovu definicije:

* E(yi)=0
s Var(yi) = 4;

* Cov(yiyj)=0,i #]

Var(yi) > Var(yz) > --- > Var(y,) > 0

Neka je y vektor koji se sastoji od p glavnih komponenti y; tj. y" = [y, y2,...,yp]. U
matri¢noj notaciji vektor y je

y = Ax 2.9)
gde je A matrica dimenzija p X p Cije su vrste karakteristi¢ni vektori kovarijansne matrice X
odnosno @y, @3, . . ., @p, a x vektor originalnih slucajnih promenljivih.

Matrica A ima osobinu da je A’ = A~! 3, pase y = Ax naziva ortogonalna transformacija ili
rotacija, a matrica A ortogonalna matrica. Jedna od osobina matrice A je |[A| = +1.
Transformacija se naziva ortogonalna jer se vrSi rotacija koordinatnih osa za izvestan ugao,
pri ¢emu ose ostaju normalne jedna u odnosu na drugu, a ugao izmedu ma koja dva vektora
ostaje isti.

Jednakost Xa; = A;@;, i = 1,2,..., p u matriCcnom zapisu glasi

YA = AA (2.10)

3Na osnovu osobina karakteristicnih vektora, jer vazi a;'a; = 1i@;’a; = 0,i # j
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gde je A matrica na ¢ijoj dijagonali se nalazi p karakteristi¢nih korena A;,i = 1,2,.. ., p.
Ve¢ smo rekli da je matrica A ortogonalna matrica, pa za nju vaZzi jednakost

A'A=AA"=1
Zbog ove osobine lako moZemo izraziti matrice A i X na sledeci nacin
A'TA=A (2.11)

X =AXA’ (2.12)

U nastavku su navedena neka od svojstava ortonormirane linearne transformacije definisane
sa2.9.

Teorema 2.1. Neka je data ortonormirana linearna transformacija
y=Bx
gde je y vektor koji sadrZi g elemenata i B’ matrica dimenzija g X p, za bilo koji ceo broj g,

1 < g < p. Neka je £, = B'EB kovarijansna matrica vektora y. Tada vaZi:

e 1r(Xy) ima maksimalnu vrednost ukoliko je B = A,, gde matrica A, sadrZi prvih q
kolona matrice A

e tr(Xy) ima minimalnu vrednost ukoliko je B = AZ, gde matrica AZ sadrZi poslednjih
q kolona matrice A

Dokaz. Neka je By k-ta kolona matrice B jednaka linearnoj kombinaciji kolona matrice A u
p-dimenzionalnom prostoru, tj.

gdejeciy,i=12....,p, k =12,...,q, konstanta. Zbog toga vazZi B = AC, gde je C
matrica dimenzija p X q sa elementom c;iy u i-toj vrsti i k-toj koloni. Tada vaZi:

14
B'EB = C'A’SAC = C'AC = Z leici

i=1
gde je c¢;’ i-ta kolona matrice C i gde smo koristili jednakost 2.11. Dalje, vazi
p p p p
IF(B’ZB) = Z A tr(c,-ci’) = Z A tr(ci’c,-) = Z /L'C,"Ci = Z Z/licizk (2.13)
i=1 i=1 i=1 i=1

= i k=1

Posto je C = A’B onda vaZi sledece

C'C=B'AAB=B'B=1,
Jer znamo da je matrica A ortogonalna i da su kolone matrice B ortonormirane. Zbog toga
vazi

P 49
D ch=q (2.14)
i=1 k=1

1
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kao i da su kolone matrice C ortonormirane.
Matricu C moZemo posmatrati kao prvih q kolona ortogonalne matrice D cije su dimenzije

p X p. Vrste matrice D su ortonormirane, pavaZi d;'d; = 1i = 1,2,..., p. Kako matrica C
sadrZi prvih g elemenata vrste matrice D sledi da je ¢;’c; < 1, i =1,2,...,p pa je
q
Z 2 <1 (2.15)
k=1

U jednakosti 2.13 koeficijenti uz A; su ZZZI cl.zk. Suma ovih koeficijenata jednaka je q i ni

jedan od koeficijenata ne moze prekoraciti 1, sto zakljucujemo iz jednakosti 2.14 i 2.15,
respektivno. Zbog toga Sto smo A;, i = 1,..., p poredali u opadajuci niz, jasno je da cemo
Zf: I(Zq c2)A; maksimizovati ako nademo c;y, za koje vaZi

k=1 "ik
q _
Zc-zk: I, i=1,...,q (2.16)
k=ll 0, i=qg+1,...,p

Ukoliko je B’ = A’q, tada

I, 1<i=k<gq
Cik =
0, ostalo

zadovoljava jednakost 2.16. Zbog toga tr(X,) dostiZe maksimalnu vrednost kad je B’ = A;.
Drugi deo tvrdenja se pokazuje na slican nacin.

O

Ova teorema govori da je prvih q (¢ < p) glavnih komponenti znac¢ajno jer one opisuju
najvecu varijansu, dok poslednjih nekoliko glavnih komponenti ima veoma malu varijansu i
donekle nisu korisne za ukljucenje u model i opis problema. Ali, mogu da budu korisne za
otkrivanje linearne povezanosti izmedu elemenata vektora x.

Teorema 2.2 (Spektralna dekompozicija matrice X). Razlaganje matrice X dato na sledeci
nacin
X=iar + baray + -+ Lapa) (2.17)

se naziva spektralna dekompozicija.

Dokaz. Iz jednacine 2.12 imamo
Y = AXA’

Raspisujuci matricni proizvod sa desne strane jednacine dobijamo da je X jednaka

p
Z Aiaia;’
i=1

Sto je trebalo pokazati.
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Teorema 2.3. Neka je data ortonormirana linearna transformacija 'y = B’x gde je y vektor
koji sadrii q elemenata i B' matrica dimenzija q X p, za bilo koji ceo broj g, 1 < q < p.
Ako je det(X,) determinanta kovarijansne matrice onda det(X,) ima maksimalnu vrednost
ukoliko je B = Ay, gde matrica A, sadrZi prvih q kolona matrice A.

Ovu teoremu navodimo bez dokaza.4

Trag i determinanta kovarijansne matrice se nazivaju generalizovane varijanse. U nastavku
¢emo pokazati da su generalizovane varijanse glavnih komponenti jednake generalizovanim
varijansama originalnih promenljivih.

Kako je vektor glavnih komponenti y = Ax, njegova kovarijansna matrica je Var(y) = AXA’.
Ako sada zamenimo X dobijamo Var(y) = A(A’AA)A’ = A jer je A ortogonalna matrica.
Dobili smo da je kovarijansna matrica glavnih komponenti A.

Njena determinanta je |A| i jednaka je proizvodu karakteristi¢nih korena ;. Na osnovu jedna-
kosti 2.11 vaZzi sledeée |A| = |[A’ZA| = |A’||Z]|A| = |X]| 3, jer je |A| = 1. Dobili smo da su
generalizovane varijanse (determinante kovarijansnih matrica) originalnog i transformisanog
skupa medusobno jednake.

Trag kovarijansne matrice glavnih komponenti jednak je zbiru karakteristi¢nih korena 4;.
Na osnovu jednakosti 2.11 vazi sledece tr(A) = tr(A’2A) = tr(A’AX) = tr(X) °, jer je A or-
togonalna matrica. Odnosno dobili smo da su generalizovane varijanse (tragovi kovarijansnih
matrica) originalnog i transformisanog skupa medusobno jednake.

p
Posmatrajuéi dijagonalne elemente kovarijansne matrice vidimo daje Var(x;) = Y, Arag;’.
k=1
Relativan udeo i-te glavne komponente u objasnjenju ukupne varijanse odredujemo stavlja-

juci u medusobni odnos karakteristi¢ni koren A; i generalizovanu varijansu (trag matrice),
odnosno odredujemo na osnovu sledeceg izraza

/l.
——i=1...p
k=1 Ak

Ukoliko u analizi glavnih komponenti dobijemo relativno visok doprinos jedne ili viSe glavnih
komponenti ukupnoj varijansi, moguce je dalju analizu zasnovati na njima umesto na svim
glavnim komponentama. Dalje, zakljuujemo da moZemo razloziti celu kovarijansnu matricu
na doprinose Ayaray’ svake glavne komponente. Iako se ne smanjuju striktno, elementi
Arapay’ teze smanjenju kako se k poveéava, jer €e se A smanjivati kako se povecava k, dok
elementi @y, teZe da ostanu isti zbog uslova normalnosti odnosno a’ax =1, k=1,...,p.
Izraz za kovarijansnu matricu ¥ = A’AA moZemo raspisati

/11 0o ... 0 a'l’
0 /12 0 (1'2/
E:[al a ... ap] : — : :
0 0 ... A||a)

P
= Lharay + baray + -+ Lapa,’ = Z L
i=1

4Dokaz se nalazi u [15, str.15].
SDeterminanta proizvoda dve matrice jednaka je proizvodu njihovih determinanti.
6Koristena osobina traga matrice tr(AB) = tr(BA).
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Znaci da je doprinos i-te glavne komponente kovarijansnoj matrici X dat sa A;@;;’ .
Zadrzavajudi broj glavnih komponenti manji od p, kovarijansnu matricu aproksimiramo zbi-
rom doprinosa zadrZanih glavnih komponenti. Ukoliko doprinos ukupnoj varijansi nasih
zadrzanih glavnih komponenti prelazi neku unapred fiksiranu vrednost, za ocekivati je da
aproksimacija kovarijansne matrice X dobro reprezentuje kovarijansnu strukturu originalnog
skupa podataka. Ovo nije glavni rezultat analize, nego tek prateéi. Glavne komponente su
skoncentrisane na aproksimaciju varijanse, a ne kovarijanse promenljivih.

Prvi deo tvrdenja 2.1 nam kaZe da glavne komponente objasnjavaju sto je moguce bolje dija-
gonalne elemente kovarijansne matrice, ali i da dobro objasnjavaju vandijagonalne elemente
kovarijansne matrice.

1z jednakosti 2.17 je jasno da kovarijansnu matricu moZemo konstruisati koristeci koeficijente
i varijansu prvih r glavnih komponenti, gde je r rang kovarijansne matrice.

2.3.2 Geometrijska svojstva

U ovom delu ¢emo pokazati dva geometrijska svojstva.

Teorema 2.4. Neka je data familija p-dimenzionalnih elipsoida
x'X7'x = const. (2.18)
Tada glavne komponente definisu ose ovog elipsoida.

Dokaz. Glavne komponente su definisane transformacijom odnosno 'y = A’x 7, a kako je A
ortogonalna matrica vazi da je x = Ay. Zamenjujuci dobijeno u jednakosti 2.18, dobijamo

(Ay)YZ Y (Ay) = const = y’A’Z Ay

Poznato je da su karakteristicni vektori matrice £~ reciprocni u odnosu na karakteristicne
vektore matrice X, uz pretpostavku da su elementi vektora striktno pozitivni. Kad u od-
govarajucu jednakost 2.11 ubacimo poznato, vazi da je A’S™'A = A™Y, pa dalje vazi da
je

y'A~'y = const.

Poslednju jednakost moZemo zapisati na sledeci nacin

M=
oY

= const (2.19)
k=1

Jednacina 2.19 predstavlja jednacinu elipsoida u odnosu na njegove ose.
O

Ovaj rezultat je statisticki znacajan ako slucajan vektor x ima viSedimenzionalnu nor-
malnu raspodelu. U to slucaju, elipsoid dat jednacinom 2.18 definiSe konture funkcije
konstantne gustine verovatnocée za raspodelu od x. Prva (i najveca) osa tj.glavna osa tog
elipsoida definiSe pravac u kom je varijacija najveca, Sto se slaZe sa ranije datom definicijom
prve glavne komponente. Druga osa maksimizuje varijaciju,i to tako da je ortogonalna prvoj
osi, Sto se, takode, slaze sa definicijom datom ranije. Ovu geometrijsku interpretaciju glavnih
komponenti pomocu osa elipsoida konstantne gustine verovatnoc¢e dao je Hotteling.

7Matrica A’ je ortogonalna matrica dimenzija p X p ¢ije su kolone karakteristi¢ni vektori kovarijansne matrice
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Teorema 2.5. Pretpostavimo da su x1 i x2 nezavisni slucajni vektori sa istom raspodelom i
pretpostavimo da im odgovara ista linearna transformacija

yi=B'x;,i=12

Ako je matrica B matrica dimenzija p X q sa ortonormiranim kolonama takva da maksimizira
E[(y1 = y2)'(y1 — y2)], tada je B = Ay, gde matrica A4 sadrZi prvih q kolona matrice A.

Dokaz. Vidimo da x1 i x5 imaju isto ocekivanje p i kovarijansnu matricu X.
Stoga, y1 i y1 imaju istu sredinu B’ u i kovarijansnu matricu B'XB. Dalje,

E[y1-y2)1-y2)] = E{{01-B'p)-y2-BwW[y1-B'p) - (y2- B}
= E[1-B'w)(y1—-B'w]+E[(y2-B'p)(y2— B'p)]

Unakrsni proizvod je jednak nuli, jer su y1 i yp nezavisni.

Dalje, za i=1,2 vaZi

E[(yi = B'n)(yi = B'p)] = E{tr[(yi—B'w)(yi —B'p)} = E{tr[(yi — B'u)(y: — B'pw)'[}
= tr{E[(yi — B'p)(yi — B'p)']} = tr(B'’LB)

Dobijamo da je E[(y; — B'u) (y; — B’u)| = 2tr(B’LB).
Iz teoreme 2.1 znamo da je tr(B"EB) maksimizovan kad je B = Ay, pa je teorema dokazana.

O

Ova teorema moZe da se posmatra kao algebarsko svojstvo glavnih komponenti, sam
dokaz je algebarski. Ali, ovo svojstvo ima geometrijsku interpretaciju. Ocekivano kvadratno
Euklidsko rastojanje, u g-dimenzionalnom potprostoru, izmedu dva vektora sa p slucajnih
promenljivih koje imaju istu raspodelu, je najvec¢e moguce ako je potprostor definisan prvom
glavnom komponentom.

2.4 Interpretacija glavnih komponenti na osnovu korelacione matrice

Iako su glavne komponente proizvod mehanickog postupka transformacije jednog skupa
podataka u drugi, pokusaj njihove smislene interpretacije vrlo ¢esto moZe biti bezuspeSan.
Pokusaj njihove interpretacije moZemo zasnovati na apsolutnoj veli¢ini i predznaku koefi-
cijenata linearne kombinacije. U toj interpretaciji koeficijenti bliski nuli nam sugeriSu da
odgovarajuca originalna promenljiva ne ucestvuje znacajno u formiranju te glavne kompo-
nente Cije koeficijente posmatramo.

Definisanje i osobine glavnih komponenti smo zasnovali na osnovu karakteristi¢nih korena
i vektora kovarijansne matrice X. Problem koji se javlja u interpretaciji glavnih komponenti
je posledica njihove osetljivosti na razli¢ite merne skale originalnih promenljivih. Problem
nastaje u praksi kada se dogodi da sve promenljive imaju razli¢ite jedinice mere, npr.jedna
promenljiva predstavlja temperaturu, druga teZinu, trea duzinu... Takode, ako jedna od ori-
ginalnih promenljivih ima znatno vecu varijansu od ostalih, tad e ta promenljiva dominirati
prvom glavnom komponentom bez obzira na korelacionu strukturu podataka.

Umesto da direktno koristimo koeficijente linearne kombinacije u cilju interpretacije glavnih
komponenti, analizu moZemo zasnovati na:

32



Tanja Stani¢ Analiza glavnih komponenti sa primerima u statistickim softverima

* koeficijentima korelacije originalnih promenljivih i glavnih komponenti
* korelacionoj matrici

* kovarijansi od %, gde je x; i-ti elemenat vektora x, a teZine w; biramo u odnosu na
L
vaznost promenljivih

Prvi pristup je koriS¢enje koeficijenata korelacije originalnih promenljivih i glavnih
komponenti. Sada ¢emo da odredimo koeficijente korelacije izmedu originalnih promen-
ljivih i glavnih komponenti. Ranije smo odredili kovarijansnu matricu glavnih komponenti
i originalnih promenljivih, odnosno Var(y) = A i Var(x) = X, respektivno. Kovarijansa
izmedjux iy je

Cov(x,y) = Cov(x,Ax) =LA = (A'AA)A" = A'A = [a1d1, a2y, . .., @p )]

Koeficijent korelacije izmedu k-te originalne promenljive i i-te glavne komponente je dat
slede¢im izrazom

Cov(x, yi) ik VA
Py = = = Qi Lk=1,...,p
VVar(x\Var(y;) Vo VA VOkk

Iz prethodne jednakosti vidimo da se koeficijent uz k-tu promenljivu u i-toj glavnoj kom-
ponenti mnoZi koli¢nikom njihovih standardnih devijacija. U matri¢cnom zapisu korelaciona
matrica izmedu vektora originalnih promenljivih x i vektora glavnih komponenti y je data

1 1
Pxy =A2AD™2
gde smo sa D oznacili dijagonalnu matricu ¢iji su elementi varijanse originalnih promenljivih.

Drugi pristup je koriS¢enje korelacione matrice originalnih promenljivih umesto njihove
kovarijansne matrice. Glavne komponente moZemo da definiSemo na sledec¢i nacin

y:Alx*

gde je A matrica Cije kolone predstavljaju karakteristi¢ni vektori korelacione matrice, a x* je
Xi

standardizovani vektor, odnosno i-ti elemenat vektora x* je — 5 ,1=1,....,p, x; jei-ti element
ag..

12
vektora x i oj; je varijansa elementa x;. Zato korelacionu matricu mozemo posmatrati kao
kovarijansnu matricu standardizovanih promenljivih.

Sva svojstva koja su vazila kod kovarijansne matrice vaze i za korelacionu matricu. Do-
dajemo da je ukupna varijansa merena generalizovanom varijansom (tragom) jednaka p,
odnosno dimenziji korelacione matrice, a da je koeficijent korelacije izmedu k-te originalne
promenljive i i-te glavne 1komponente jednak a@;;VA;. U matri¢nom zapisu korelaciona ma-

trica je data izrazom AA?Z.

Izgleda kao da glavne komponente koje dobijemo pomocu korelacione matrice moZemo
vrlo lako dobiti na osnovu kovarijansne matrice, ali to nije tano. Karakteristi¢ni koreni i
vektori korelacione matrice nisu u jednostavnoj vezi sa odgovarajuci korenima i vektorima
kovarijansne matrice. Glavne komponente dobijene iz korelacione matrice putem transforma-
cije iz x* u x mogu da budu kao komponente dobijene iz kovarijansne matrice X, ali samo u
specifi¢nim slucajevima. To objaSnjavamo Cinjenicom da su glavne komponente invarijantne
u odnosu na ortogonalnu transformaciju vektora x, ali nisu invarijantne u odnosu na neke
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druge transformacije. NaSa transformacija iz x u x* nije ortogonalna.

Zakljucak je da se glavne komponente dobijene iz kovarijansne matrice razlikuju od glavnih
komponenti dobijenih iz korelacione matrice i da se ne mogu izraziti jedna preko druge, ali
postupak dobijanja komponenti je identi¢an u oba slucaja.

Jo§ jedan problem koji se javlja kad za dobijanje glavnih komponenti koristimo kovari-
jansnu matricu umesto korelacione je to Sto je mnogo teze uporedivati dobijene rezultate sa
rezultatima dobijenim nekim drugim analizama. Zatim, varijansa glavnih komponenti dobi-
jenih iz razlicitih korelacionih matrica istih dimenzija je ista, Sto nije slu¢aj sa kovarijansnom
matricom. Takode, uporedjivanje koeficijenata glavnih komponenti dobijenih razli¢itim ko-
relacionim matricama u cilju pronalaZenja dve korelacione matrice koje daju iste komponente
je mnogo lakSe nego S$to bi bio slucaj sa kovarijansnim matricama.

KoriSéenje kovarijansne matrice ima prednost u dva slu¢aja. Prva prednost je da je lakSe
izvoditi statisticke zakljucke o populacionim komponentama u odnosu na uzoracke kompo-
nente® pomocu kovarijansne matrice nego pomocu korelacione. Druga prednost za koriS¢enje
kovarijansne matrice naspram korelacione nam se ukazuje kada su svi elementi vektora x u is-
tim jedinicama. Ali, kad su elementi x u razlic¢itim jedinicama koristimo korelacionu matricu.

Naposletku, ukaZimo na iznos varijanse originalnih promenljivih koji je objaSnjen zadrZanim
skupom glavnih komponenti. On pokazuje u kom stepenu zadrZane glavne komponente do-
bro aproksimiraju varijansu svake originalne promenljive ponaosob. Na osnovu jednakosti
2.12 imamo da je varijansa k-te promenljive

p

2 _ 2 _

Oy = E Aiay, k=1,...,p
i=1

Doprinos svake glavne komponente varijansi k-te promenljive jednak je kvadratu koeficijenta
korelacije odnosne glavne komponente i te originalne promenljive. Doprinos svih glavnih
komponenti raCunamo na osnovu korelacione matrice AA? tako §to saberemo kvadrate ele-
menata u njenoj k-toj vrsti. Ukoliko smo zadrzali nekoliko prvih glavnih komponenti, tad
stavljanjem u odnos dobijene sume i odgovarajuce varijanse originalne promenljive dobijamo
proporciju varijanse te promenljive koja je objaSnjena zadrZanim glavnim komponentama.
Ta proporcija se naziva komunalitet promenljive i predstavlja procenat objasnjenja varijanse
originalnih promenljvih zadrZzanim komponentama. Kori$¢enjem korelacione umesto kova-
rijansne matrice originalnih promenljivih odmah dobijamo proporciju varijanse originalne
promenljive obja$njene zadrZanim glavnim komponentama, jer je standardizacijom promen-
ljivih vrednost varijanse jednaka jedinici.

Treéi pristup je korid¢enje kovarijansi od 2, gde je x; i-ti elemenat vektora x, a teZine
1
w; biramo u odnosu na vaZnost promenljivih za analizu.
1

U specijalnom slucaju kad je w; = 0'1.17. i kad je w; = 1 glavne komponente dobijamo pomocu
korelacione i kovarijansne matrice, respektivno.

Neki autori su miSljenja da je izbor razli¢itih vrednosti za w; bolji u primeni. Mada, u praksi
je relativno neobi¢no biranje vrednosti za w;.

8Definisane su u daljem radu.
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2.5 Osobine glavnih komponenti ¢ije su varijanse medusobno jednake
ili jednake nuli

U ovom delu ¢emo razmatrati dva problema koja se pojavljaju u teoriji, a relativno su
neuobicajeni u praksi. Do sad smo pretpostavljali da su karakteristicni koreni kovarijansne
ili korelacione matrice svi medusobno razliiti i da ni jedan od njih nije jednak nuli.

Jednakost karakteristinih korena i stoga jednakost varijanse glavnih promenljivih se javlja
kod nekih odredenih “patern matrica”®. Posledica ove pojave je da za q jednakih karakte-
risticnih korena odgovarajuci karakteristi¢ni vektori ¢ine jedinstven g-dimenzionalni prostor
koji nije ortogonalan nekom proizvoljnom prostoru. Geometrijski, za ¢ = 2 i za g = 3 elipsa
i sfera, respektivno, ne mogu biti jedinstveno definisane. Dodatni problem kod jednakosti
varijansi glavnih promenljivih je taj Sto statisti¢ki zaklju¢ci postaju mnogo komplikovaniji.

Drugi problem odnosno kad je varijansa jednaka nuli se ceSce pojavljuje, ali je i dalje
prili¢no neuobicajen. Ako je q karakteristicnih korena jednako nuli, onda je rang matrice X
jednak p — g umesto p, kao Sto smo ranije imali. Zbog ovog rezultata bismo morali izvrSiti
modifikacije dokaza koje smo izveli za svojstva glavnih komponenti.

Svaka glavna komponenta sa nula varijansom definiSe postojanje linearne veze izmedu eleme-
nata vektora x. Ako ova veza postoji, onda ona implicira da je jedna promenljiva redundantna,
odnosno njena vrednost moZe biti odredena iz vrednosti drugih promenljivih. Zbog toga mo-
Zemo da smanjimo broj promenljivih sa p na p — ¢ bez gubljenja informacija. Idealno bi bilo
da se linearna veza uoci pre odredivanja glavnih komponenti i da se, prema tome, redukuje
broj promenljivih.

Broj karakteristi¢nih korena kovarijansne matrice koji su jednaki nuli je isti kao i broj karakte-
risti¢nih korena korelacione matrice koji su jednaki nuli, jer postojanje linearne veze izmedu
elemenata vektora x implicira postojanje linearne veze izmedu standardizovanih promenlji-
vih i obrnuto. Jednakost nekih karakteristicnih korena kovarijansne (korelacione) matrice sa
odgovarajucim karakteristicnim korenima korelacione (kovarijansne) matrice ne implicira da
su svi koreni jedne matrice jednaki korenima druge matrice. Ako je p > 2, tada je poslednjih
p — 1 karakteristi¢nih korena kovarijansne matrice jednako. Ovo, u opStem slucaju, ne vazi
za korelacionu matricu.

9"Patern matrice" (eng.patterned matrices) su matrice koje imaju odredenu strukturu ili obrazac. Vise o
njima u [16].
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2.6 Uzoracke glavne komponente

Do sada smo analizu glavnih komponenti zasnivali na populacionoj kovarijansnoj ili
korelacionoj matrici. U ovom delu se bavimo analizom glavnih komponenti dobijenih iz
uzoracke kovarijansne ili korelacione matrice odnosno analizu zasnivamo na osnovu repre-
zentativnog uzorka.

2.6.1 Definicija i svojstva uzorackih glavnih komponenti

Analizu glavnih komponenti zasnivamo na uzorackoj kovarijansoj matrici § ili na uzo-
rackoj korelacionoj matrici R. Umesto uzoracke kovarijansne matrice S, koja predstavlja
nepristrasnu ocenu kovarijansne matrice X, moZemo koristiti £ = %S koja predstavlja
ocenu najvece verodostojnosti kovarijansne matrice X. Bez obzira koja od ocena se koristi,
glavne komponente su identiéne, kao i proporcija objasnjene varijanse. Matrice S i £ daju
istu uzoracku korelacionu matricu R.

Neka je uzet uzorak od n elemenata xi, xo, . . ., x, sluajnog vektora x iz p-dimenzionalne
populacije sa sredinom g i kovarijansnom matricom X.
Neka je yj1 = ay’x;, i = 1,2,...,n. Biramo vektor koeficijenata a;” tako da maksimiziramo

uzoracku varijansu
1 Zn: ’
(i — 1)
n-1 —

uz uslov normalnosti, odnosno da vazi a;’a; = 1.

Dalje, neka je yi» = a2’x;, i = 1,2,...,n i neka biramo vektor koeficijenata a, tako da
maksimiziramo uzoracku varijansu, uz uslov normalnosti ay’a; = 1 i uslov da su yj; i yi»
medusobno nekorelisane. Nastavljajuci dalje ovaj proces dobijamo uzoracke glavne kompo-
nente. Sa ap’x za k = 1,2,..., p definiSemo k-tu uzoracku komponentu, a yj; predstavlja
skor i-te opservacije za k-tu uzoracku komponentu. Skorove glavnih komponenti koristimo u
grafickom prikazu opservacija u dvodimenzionalnom prostoru generisanom parovima glav-
nih komponenti.

U izrazu a;’x smo sa aj oznalili ocenu vektora koeficijenata originalnih promenljivih
X1, X2, ..., X, za k-tu glavnu komponentu, i tu ocenu vektora raCunamo za svaki elemenat
uzorka.

Prateci izvodenje populacioni glavnih komponenti, ispostavlja se da je uzoracka varijansa k-te
uzoracke glavne komponente /; odnosno najveci karakteristicni koren uzoracke kovarijansne
matrice S za xi, x2, . . ., X, i a je odgovarajudi karakteristi¢ni vektor.

Defini§imo matricu X dimenzija n x p takvu da joj je u i-toj vrsti i k-toj koloni element
X1 tj.k-ti elemenat od x;. Zatim, defini§imo matricu ¥ dimenzija n X p takvu da joj je u i-toj
vrsti i k-toj koloni elemenat yj;. Tada vaZi da je ¥ = XA, gde je A ortogonalna matrica
dimenzija p X p u ¢ijoj k-toj koloni se nalazi vektor ay.

Ako je sredina svakog elementa vektora x jednaka nuli, onda je kovarijansna matrica jednaka
S = %f( ’X. Ceice se desava da sredina elemenata vektora x nepoznata i u tom slucaju
elemenat u j-toj vrsti i k-toj koloni matrice S je

1

n-—1

n
PNCTRENCTEE
i=1
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gde x; predstavlja uzoracku sredinu odnosno
1 n
5= r—lzl“x;j, j=L2....p
1=

Stoga, matrica S moZe da se zapiSe na sledeci nacin

|
S = X'X (2.20)
n—1

gde je X matrica dimenzija n X p sa elementom x;; — X; u i-toj vrsti i j-toj koloni.
Koristicemo oznaku x;; za element u i-toj vrsti i j-toj koloni matrice X. Zatim, definiSemo
matricu skorova kao ¥ = XA.
Vazno je napomenuti da su karakteristicni vektori matrica ﬁX ’X i X’'X identicni i da su
karakteristi¢ni koreni matrice ﬁX ’X jednaki ﬁ(karakteristiéni koreni matrice X’ X). Ne-
kad je zgodnije raditi sa karakteristi¢cnim korenima i vektorima matrice X’X nego direktno
sas.

Sada definiSemo algebarska i geometrijska svojstva uzorackih glavnih komponenti.
Osvrcudi se na algebarska svojstva populacionih glavnih komponenti, definiSimo

yi=B'x;, i=12,....n

gde B, kao u prethodno definisanim teoremama, predstavlja matricu dimenzija p X g Cije
kolone su ortonormirane. Teoreme nam i dalje vaze, ali uzoracka kovarijansna matrica
opservacija y; zamenjuje X, a matrica A je matrica Cija je k-ta kolona ay, dok A, i A"
sadrZze prvih i poslednjih q kolona, respektivno. Dokazi su sli¢ni kao kod populacionih
glavnih komponenti.

Spektralna dekompozicija nam sad izgleda ovako

S =haiat + hazay +--- + lL,apa,’ (2.21)

Statisticki zakljuci dobijeni za uzoracke komponente se ne razlikuju od zakljuc¢aka dobi-
jenih za populacione komponente, osim $to sve moramo da posmatramo u kontekstu uzorka,
a ne populacije.

Dalje, navodimo svojstvo koje nam kaZe kako mozZemo Kkoristiti uzoracke glavne kompo-
nente u regresijilo.

Teorema 2.6. Pretpostavimo da se X, koji smo prethodno definisali, sastoji od n opservacija
p prediktivnih promenljivih x merenih njihovom uzorackom sredinom i da je odgovarajuca
regresiona jednacina

y=Xp+e¢

gde je y vektor n opservacija zavisnih promenljivih merenih njihovom uzorackom sredinom 1.
Pretpostavimo da je X transformisana pomocu jednakosti Z = XB, gde je B ortogonalna
matrica dimenzija p X p. Regresijsku jednacinu moZemo zapisati na sledeci nacin

y=Zy+e

10Regresija je statisticka metoda koja analizira zavisnost jedne promenljive (zavisna promenljiva) u odnosu
na skup drugih promenljivih (nezavisne promenljive).

(Oznaka y za nezavisne promenljive, koja se standardno koristi u regresiji, nema veze sa oznakom y koju
smo do sad koristili u radu.

37



Tanja Stani¢ Analiza glavnih komponenti sa primerima u statistickim softverima

gdey = B™'B. Ocenjivac zay je 9 = (Z’Z)'Z’y. Elementi ocenjivaca ¥ imaju najmanju
mogucu varijansu ako je B = A, matrica A je matrica Cija je k-ta kolona k-ti karakteristicni
vektor matrice X'X tj.uzoracke kovarijansne matrice S. Zbog toga Z sadrZi vrednosti
uzorackih glavnih komponenti vektora x.

Dokaz ovog svojstva izostavljamo!2.
Ovo svojstvo nam kaZe da je dobra ideja zameniti prediktivne promenljive u regresionoj
jednacini sa prvih nekoliko glavnih komponenti. Mana ovog tvrdenja $to ne iskljucuje vezu
izmedu zavisne promenljive y i elemenata od X, kao ni izmedu y i glavnih komponenti.

Geometrijska svojstva uzorackih komponenti, kao i algebarska, su relevantna geometrij-
skim svojstvima populacionih komponenti, uz male modifikacije.
Svojstvo iz teoreme 2.4 nam i dalje vaZi ako kovarijansnu matricu £ zamenimo uzorac-
kom kovarijansnom matricom S. Elipsoid dat jedna¢inom x’S~'x = const sada ne definise
konture funkcije konstantne gustine verovatnoce, nego ocenjuje konture od xi, x2, . . ., X, sa
viSedimenzionalnom normalnom raspodelom. Uvodenjem nenula uzoracke sredine, elipsoid
dat jednac¢inom

(x —%)YS~(x — %) = const.

definiSe konture fiksnog Mahalanobisovog rastojanja (eng.Mahalanobis distance) od uzoracke
sredine X. Neki autori su interpretirali glavne komponente kao trazenje ortogonalnih pravaca
za koje je Mahalanobijusovo rastojanje od originalnih podataka do hipersfere!> minimalno.

Svojstvo iz teoreme 2.5 populacionih komponenti ¢emo preneti na uzoracke glavne kom-
ponente.

Teorema 2.7. Neka su opservacije x1, x, . . ., X, transformisane pomocu
’ .
Yi :Bx,-, 1= 1,2,...,11

gde je matrica B matrica dimenzija p X q sa ortonormiranim kolonama, tako da vaZi su
Y1, - - -, Yn projekcije xi, xa, . . ., x, na q-dimenzionalni potprostor. Tada je

an Zn](yh = i)' (yn = yi)

h=1 i=1

maksimizovano za B = A4, a minimizovano za B = Aq*.

Ovo svojstvo znaci da ako je n opservacija projektovano na g-dimenzionalni potprostor,
onda je suma kvadrata Euklidskog rastojanja izmedu svakog para opservacija maksimalna ako
je potprostor definisan pomocu prvih g glavnih komponenti ili minimalna ako je potprostor
definisan pomocu poslednjih ¢ komponenti.

Dokaz je sli¢an dokazu odgovarajuéeg svojstva populacionih komponenti, pa ga ne¢emo
navoditi.

12Dokaz se nalazi u [15, str.32].
I3Hipersfera predstavlja generalizaciju pojma sfere u prostoru proizvoljne dimenzije. Kao i sfera, hipersfera
je povrs, a moZe se definisati kao skup svih tacaka koje se nalaze na datom rastojanju od date tacke.
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Argumenti za i protiv koriS¢enja uzoracke korelacione matrice umesto uzoracke kovari-
jansne matrice su identi¢ni onim koje smo naveli kod populacionih komponenti. Takode, ne
postoji veza izmedu uzorackih glavnih komponenti dobijenih pomocu korelacione matrice i
onih dobijenih pomodu odgovarajuce kovarijansne matrice.

Zatim, problemi koji su se pojavljivali kada su karakteristi¢ni koreni populacione ko-
varijansne matrice jednaki nuli ili su medusobno jednaki se pojavljuju i kod uzorackih
komponenti.

U praksi jednakost korena je retka. Uzorkovanje nam obezbeduje nejednakost karakteristi¢-
nih korena dobijenih iz uzorackih matrica.

Takode, sa pazljivo odabranim promenljivima, glavne komponente sa nula varijansom su
relativno retke. Ukoliko se pojavi g karakteristicnih korena jednakih nuli, to znaci da tacke
X1, ..., X, leZe u (p — g)-dimenzionalnom potprostoru p-dimenzionalnog prostora. To znaci
da g razlicitih linearnih funkcija p originalnih promenljivih imaju konstantne vrednosti za
svaku opservaciju. Idealno bi bilo da se veze izmedu promenljivih uoce pre pronalaska
komponenti i da se redukuje broj promenljivih kako bismo izbegli ove veze.

2.6.2 SVD dekompozicija

SVD (eng.singular value decomposition) ili dekompozicija pomocu singularnih vredno-
sti je dekompozicija koja se koristi u mnogim algoritmima numericke algebre. Takode, ima i
teorijski znacaj u linearnoj algebri.[6]
SVD dekompozicija je znacajna za analizu glavnih komponenti u nekoliko aspekata.

Neka je proizvoljna matrica X dimenzija n X p koja predstavlja matricu sa n opservacija
i p promenljivih sa njihovim sredinama. Matricu X moZemo zapisati na sledeci nacin

X =ULA’ (2.22)
gde su

1. Ui A sumatrice dimenzijan Xr i p Xr, respektivno, i koje imaju ortonormirane kolone
pavaziU'U =1, i A’A =1,

2. L je dijagonalna matrica dimenzija r X r

3. rje rang matrice X

Posmatrajmo spektralnu dekompoziciju matrice X’ X.
Poslednjih p — r ¢lanova u jednakosti 2.21 u odgovarajuéem izrazu za X’X su jednaki nuli,
jer je poslednjih p — r karakteristi¢nih korena matrice X jednako nuli i zbog toga matrica
X’X ima rang jednak r. Prema tome vazi sledece

(n-1)S=X'X =haray + bazay +---+l,a,a,’

Matricu A definiSemo kao matricu dimenzija p X r Cija je k-ta kolona ay, a matricu U
kao matricu dimenzija n X r Cija je k-ta kolona

_1
uk:lkzXak za k=1,...,r
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Matricu L definiSemo kao dijagonalnu matricu dimenzija » X r sa k-tim dijagonalnim ele-

1
mentom /;}. Matrice izabrane na ovaj nacin zadovoljavaju uslove 1.i 2. pa sada moZemo
pokazati da vazi X = ULA’.

ULA = U|?

r r
_1 1
= Z lk zXaklkzak’ = ZXakak’
k=1 k=1

p
= Z Xakak'
k=1

Poslednja jednakost vazi jer je ax, k = r + 1,r + 2, ..., p karakteristi¢ni vektor za odgova-
rajuée nula karakteristi¢ne korene matrice X’X. Vektor Xay je vektor skorova k-te glavne
komponente, nula varijansa poslednjih p — r glavnih komponenti implicira da je Xay = 0 za
k=r+1,r+2,...,p. Prematome, vazi

)4
ULA = X Z ara;’ = X
k=1

kao Sto je trebalo pokazati.

SVD dekompozicija je vazna za analizu glavnih komponenti u dva slucaja.

Kao prvo, obezbeduje nam efikasnu metodu pronalaska glavnih komponenti. Jasno je, ako
pronademo matrice U, L, A takve da zadovoljavaju jednakost 2.22 matrice A i L ¢e sadrzati
karakteristi¢ne vektore i kvadratne korene svojestvenih vrednosti matrice X’ X, tj.koeficijente
i standardne devijacije glavnih komponenti dobijenih na osnovu uzoracke kovarijansne ma-
trice S. U matrici U dobijamo skalirane skorove. Kada jednakost 2.22 pomnoZimo sa desne
strane matricom A, dobijamo XA = ULA’A = UL, jer je A’/A = I,. Matrica XA je
dimenzija n X r i njena k-ta kolona sadrZi skorove k-te glavne komponente. Skorovi su dati
slede¢com formulom

1
y,-k:u,-klk2 zai=1,...ni k=1,...,r

ili u matricnom zapisu Y = UL.
Drugo, obezbeduje nam dodatni uvid kako glavne komponente rade. Daju nam algebarski i
graficki nacin za predstavljanje i tumacenje rezultata glavnih komponenti.
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2.6.3 Funkcija raspodele uzorackih glavnih komponenti

Matematicari su ulozili mnogo truda u izvodenje funkcije raspodele, uglavnom asimp-
totske, za koeficijente i varijansu uzorackih glavnih komponenti odnosno za karakteristi¢ne
korene i vektore uzoracke kovarijansne matrice. Rezultati koje su dobili imaju neke mane.
Prva mana je Sto se do rezulatati dolazi komplikovanim matematickim ra¢unom, zatim, Sto su
rezultati uglavnom asimptotski i $to su zasnovani na pretpostavci da originalne promenljive
imaju viSedimenzionalnu normalnu raspodelu.

Pretpostavimo da x ima p-dimenzionalnu normalnu raspodelu sa sredinom g i kovarijan-
snom matricom X tj. x ~ N(u, X). Pretpostavljamo da znamo X, a da g nije dato. Tada
(n=1S ~Wy,(E,n-1)

odnosno (n—1)S ima Visartovu raspodelu (eng. Wishart distribution) 4 sa parametrima X, n—1.
Funkcija gustine za matricu B koja ima W,(X, n — 1) raspodelu izgleda ovako

c|l!5’|n_127_2 e 2"E7'B)

gde je

p .
C_l _ 217(271)7_(17(1;17)'2'% l_[F(n : ])
J=1

a sa I' smo oznacili Gama funkciju®>.

Neka su, za k = 1,2,...,p, Iy, ax karakteristicni koreni i vektori matrice S, respektivno,
a Ai, @y matrice X, respektivno. Neka su [, A vektori koji sadrZze elemente [ i Ai, re-
spektivno, a j-ti elementi vektora ay i ay su ay; i ayj, respektivno. Pretpostavljamo, iako
pretpostavka nije realna, da su 4y > 4> > --- > 4, > 0 tj.da su populacioni karakteristi¢ni
koreni pozitivni i razliciti. Sledeci rezultati su asiptotski:

1. elementi /; su nezavisni od elemenata ay,

2. li ay imaju zajednicku normalnu raspodelu

> E(l)=A, E(ag)=ay, k=1,...,p (2.23)
4, -
cov(l, I}) = p k=K (2.24)
0, k+k
5.

/1_]( p /11~a1_,~a/lj/ _ ,
i1 izt -qr K=K
i*k

COV(akj, ak/j/) = (2.25)
/lkvlkf'a’kj-akrj/ ,
b KK

Treba istadi da su ovi rezultati asimptotski i samim tim aproksimiraju samo konacne
uzorke.

14Vigartova raspodela je, u statistici, generalizacija y? raspodele, a u sluéaju da stepeni slobode nisu celi
brojevi onda je uopStenje Gama raspodele.[29]

15Gama funkcija je definisana nesvojstvenim integralom I'(z) = f e 't*7ldt ivaziT(n+ 1) = n!
0
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Z.akljucci izvedeni na osnovu uzorackih glavnih komponenti

Rezultate, koje smo dobili u prethodnom odeljku, moZemo koristiti za donoSenje zaklju-
¢aka o populacionim glavnim komponentama na osnovu datih uzorackih glavnih komponenti,
ako su sve potrebne pretpostavke ispunjene. Glavna pretpostavka je da x ima viSedimenzi-
onalnu normalnu raspodelu, a ta pretpostavka ¢esto nije zadovoljena i zbog toga su rezultati
ograni¢eni u praksi. MoZe se protumaciti da se analiza glavnih komponenti izvodi samo u
slucaju da podaci, bar asimptotski, imaju viSedimenzionalnu normalnu raspodelu i da samo u
tom slucaju imamo ispravne zakljucke. To je poprili¢no uzak pogled na ono $to analiza glav-
nih komponenti moZe, jer nam ona moZe obezbediti informacije za razli¢ite setove podataka,
bilo da su promenljive neprekidne i normalno rasporedene ili ne. Vecinski se koristi kao
deskriptivna tehnika, a manje za izvodenje zaklju¢aka. Mnogi analizu glavnih komponenti
tretiraju kao Cisto deskriptivnu tehniku. Ideje zaklju¢ivanja mogu biti vrlo korisne, pa ¢emo
sada da se bavimo njima.

2.6.4 Odredivanje intervala poverenja

Asimptotska marginalna raspodela za Ay i y j, data u prethodnom delu, se moZe koristiti
za konstrukciju intervala poverenja za Ay i ayj, respektivno. Marginalna raspodela za Ay,
koriste¢i jednakosti 2.23 i 2.24, je aproksimativno

2
2%)

(2.26)

Ik ~N(/lk,
n-—1

odnosno
Iy — A
2 N1
A (55)?
Sto nas dovodi do intervala poverenja, sa koeficijentom poverenja 1 — a za Ai, u sledeCem
obliku

~ N(0, 1)

Ik Ik

——— < A& < -

(1+-2240)2 (1--2z4p)2
gde je z4/2 gornji 100 - 7 percentil standardne normalne raspodele. U izvodenju intervala
poverenja se pretpostavlja da je n dovoljno veliko da vazi n%lza /2 < 1. Napominjemo da
dobijeni interval poverenja mozZe biti veoma Sirok, ¢ak i za velike vrednosti n, tj.veli¢ine
uzorka. Iz tog razloga postupak odredivanja glavnih komponenti koje treba zadrzati u daljoj
analizi ne moZemo zasnivati na osnovu dobijene intervalne ocene karakteristi¢nog korena.

Drugi nacin da odredimo interval poverenja je da posmatramo raspodelu od In(/;). Na osnovu
2.26 sledi da je aproksimativno

(2.27)

In(ly) ~ N( In(ly), " % 1)

i tako otklanjamo zavisnost nepoznatog parametra A; u varijansi. Aproksimativni interval
poverenja za In(l;), sa koeficijentom poverenja 1 — « je In(ly) + n—%lz 1/2- Transformacijom
nazad u Ay, dobijamo da je aproksimativni interval poverenja sledeceg oblika

2 2
lye n1%2 < Ap < [pen-1%el? (2.28)

Sada je [, asimptotski nezavisan, a zajedniCke oblasti poverenja za nekoliko A; su
dobijene jednostavnim kombinovanjem intervala datih u 2.27 i 2.28 i biranjem koeficijenata
poverenja da bismo dobili Zeljeni nivo poverenja.
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Aproksimativni interval poverenja za a;; moZzemo odrediti pomocu marginalne raspodele
za ay; Cije su sredina i varijansa date u 2.23 i 2.25 na sli¢an nacin kao i za Ay, samo $to
izraz postane komplikovaniji. Jo§ komplikovaniji postane kada ho¢emo da odredimo oblast
poverenja za nekoliko ay; i to zbog zavisnosti pojedinacnih ay ;.

Posmatrajmo ay. 1z 2.23 i 2.25 sledi da je, aproksimativno,

ay ~ N(ag, Ty)

gde je
A 2 A
Ty = )
n-1 ;(ﬂz—ﬂk)z
ik

Rang ove matrice T je p — 1. MoZe se pokazati da, aproksimativno, vazi
(n—1(ax — ar) (LS +1'S = 20,)(ar — ax) ~ x;_, (2.29)
Kako je ay karakteristicni vektor matrice S, a [; karakteristi¢ni koren, sledi da je

lk“Sak = lk“lkak = ayg, lkS_lak = lklk"ak =ay i
LS+ lk_IS —2I,)ai = ai + ai — 2a; = 0 pa se 2.29 pretvara u

(n=Dar'S™ +1'S = 21)an) ~ x;_ (2.30)

Iz 2.30 dobijamo aproksimativnu oblast poverenja za ay, sa koeficijentom poverenja 1 — A4,
koja ima sledeci oblik

(n=Dax' S™ +1]'S = 2Lp)an) < x)_ .,

2.6.5 Testiranje hipoteza

Analiza komponenti predstavlja redukciju podataka, ali nam nije sugerisano sa koliko
glavnih komponenti je potrebno vrSiti analizu. Zainteresovani smo za one glavne komponente
koje imaju najvece karakteristicne korene i zbog toga kad govorimo o znacajnosti glavnih
komponenti imamo u vidu testove karakteristicnih korena.

Rezultate dobijene iz 2.23, 2.24 i 2.25 koristimo za testiranje hipoteza. Ako testiramo
osnovnu hipotezu Hy : Ay = Ay, protiv alternativne hipoteze H; : Ay # Ay,, tada je pogodna

test statistika
lk = Ak,

2
1k
koji, aproksimativno, ima normalnu N(0, 1) raspodelu za Hy, pa pretpostavku Hy odbacujemo

sa nivoom znacajnosti a ako je
Lk = Ag,

S | 2z
2 = La/2
1o

Sli¢no, rezultat iz 2.30 moZemo iskoristiti da testiramo Hy : @ = ay, protiv
H, : ay # ay,. Hipotezu Hy odbacujemo sa nivoom znacajnosti a ako je

(n = Dag,’ WS™ + 'S = 2Lp)any) = 17y,

Ovo je aproksimativna test statistika, a pomocu nekih modifikacija moZemo poboljsati y?
aproksimaciju.
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Za karakteristine korene kovarijansne matrice najpoznatiji je Bartletov test (eng.Bartlett’s
test), koji koristimo za testiranje hipoteze da su poslednja p — ¢ korena medusobno jednaka.
Dakle, nulta hipoteza je Hy : Ag41 = Agy2 = - -+ = A, i testiramo je protiv alternativne hipo-
teze H; da su barem dva, od poslednjih p — g karakteristi¢nih korena, medusobno razlidita.
Ako prihvatimo nultu hipotezu, tada u analizi koristimo prvih g glavnih komponenti jer za
njih pretpostavljamo da obuhvataju relevantan iznos ukupne varijanse, a da poslednjih p — ¢
glavnih komponenti sa jednakom varijansom mere samo Sum u podacima.

Test statistika, koju koristimo za testiranje hipoteze Hy protiv H;, zasnovana na pretpo-
stavci o normalnosti, a konstruisana na osnovu principa koli¢nika najvece verodostojnosti
(eng.likelihood ratio-LR)!¢ je

p 2
k=q+1 Ix )

s

k=q+1 p—q

ZakljuCujemo da je test zasnovan na poredenju geometrijske i aritmeticke sredine po-
slednjih p — g karakteristi¢nih korena. Poznato je da se geometrijska sredina koristi ako u
podacima ima ekstremnih vrednosti, jer izravnava proporcionalne promene podataka, a i da
je uvek manja ili jednaka aritmetickoj sredini. Ukoliko je ta¢na nulta hipoteza, vrednost LR
test statistike je jednaka nuli. Udaljavajuci se od nulte hipoteze razlika izmedu geometrijske
i aritmetiCke sredine bice sve veca, §to znaci da ¢e vrednost test statistike LR biti sve manja i
u tom slucaju bismo odbacili nultu hipotezu o jednakosti poslednjih p — g korena.

Raspodela test statistike LR je komplikovana, ali moZemo Koristiti statistiku —2 In(L R) koja,
aproksimativno, ima y? raspodelu (ako je ta¢na nulta hipoteza) sa v = %(p -q+2)(p—q-1)
stepeni slobode, odnosno

p

(p-@)In@)— > In()

k=qg+1

n ~ sz (2.31)

gde je [ uzoracka sredina poslednjih p — k korena, odnosno
_ i I
[ =
k=gr1 P 4

Pri tome moze biti izvrSena modifikacija aproksimacije u cilju njenog poboljSanja i to na
sledeci nacin

2p + 11
6

n

)4
[(p ~ph(h- ) 1n<lk>] ~ X2

k=g+1

Znaci da se nulta hipoteza o jednakosti poslednjih p — g karakteristi¢nih korena odbacuje na
nivou znacajnosti @, ako vaZzi

2p+ 11
n_
6

)4
[<p LSS 1n<lk>] > Xia

k=g+1

Postoje modifikacije aproksimacije takve da se testira jednakost svakog od podskupa p — ¢
uzastopnih karakteristi¢nih korena, ne nuzno najmanjih ili da se testira da li poslednjih p — ¢
korena prati linearni trend.

160tuda oznaka za testove ovog tipa - LR testovi.
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Testovi karakteristicnih korena mogu biti od pomo¢i u izboru broja glavnih komponenti.
Medutim, i oni kao i intervali poverenja sugeriSu znacajnost velikog broja karakteristi¢nih
korena, a samim tim i glavnih komponenti. Stoga se pri izboru broja komponenti ¢esée biraju
drugi kriterijumi, o kojim ¢e kasnije biti viSe receno.

Svi rezultati dobijeni u ovom i prethodnom delu su zasnovana na kovarijansnoj, a ne korelaci-
onoj, matrici. Generalno, zaklju¢ci na osnovu korelacione matrice su mnogo komplikovaniji.
Na primer, asimptotska raspodela test statistike iz 2.31, za korelacionu matricu, je y? raspo-
dela sa ogranicenjima.

Ako analizu glavnih komponenti zasnivamo na korelacionoj matrici, tada izloZena test sta-
tistika za testiranje jednakosti poslednjih p — ¢ karakteristi¢nih korena kovarijansne matrice
nema svog parnjaka. U ovom slucaju koristimo test o nezavisnosti promenljivih, pa je nulta
hipoteza Hy : p = I, gdje je p korelaciona matrica originalnih promenljivih. Drugim re¢ima,
testiramo hipotezu da su karakteristi¢ni koreni medusobno jednaki. Test statistika

2
—[n—l— p+5

In|S|

ima asimptotsku y? raspodelu sa m stepeni slobode, gde je sa § oznacena uzoracka
korelaciona matrica.

Prakti¢ni postupak primene navedenog testa je sledeci. Prvo se testira hipoteza da su svi karak-
teristi¢ni koreni jednaki medusobno odnosno g = 0. Ovo je poznata hipoteza sferi¢nosti. Ako
se odbaci ova hipoteza, postavlja se nova hipoteza prema kojoj su svi karakteristi¢ni koreni,
osim prvog, medusobno jednaki odnosno ¢ = 1. Ako se odbaci ova hipoteza, postupak testi-
ranja nastavljamo, ali sada nulta hipoteza sugeriSe da su svi karakteristi¢ni koreni, osim prva
dva, medusobno jednaki tj. ¢ = 2. Odbacivanjem ove nulte hipoteze nastavljamo postupak
testiranja sve dok se ne prihvati hipoteza o jednakosti poslednjih p — g karakteristi¢nih korena.

Svi ovi testovi imaju relativna ogranicenja kad treba da se koriste u praksi. Ne samo $to
je vedina testova asimptotska i aproksimativna, nego se ¢esto oslanjamo na pretpostavku o
viSedimenzionalnoj normalnosti. Takode, ¢esto nije moguce definisati hipotezu za odredeni
test. Zbog toga se analiza glavnih komponenti viSe koristi za analizu i opis podataka, nego
za testiranje i verifikovanje hipoteza.
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2.7 Izbor broja glavnih komponenti

Jedan od ciljeva analize glavnih komponenti je redukcija pocetnog skupa podataka.
Umesto velikog broja promenljivih p u daljoj analizi koristimo manji broj glavnih komponenti
m koje u najvec¢oj mogucoj meri treba da obuhvate varijansu polaznog skupa podataka. Vrlo
je vazno odrediti broj glavnih komponenti bez velikog gubitka informacija. Postoje mnogi
pristupi za odredivanje broja glavnih komponenti koje ¢emo zadrZati u daljoj analizi. Sada
izlaZemo manje formalne postupke, koji su nasli mesto u brojnim primenama ovog metoda.
Ti postupci su:

* kumulativni procenat totalne varijanse
* veli¢ina varijanse - Kajzerov kriterijum
* graficki prikaz vrednosti karakteristi¢nih korena - scree test”

» geometrijska sredina karakteristi¢nih korena

Prvi, moZda najocigledniji, pristup polazi od fiksiranja kumulativnog procenta ukupne
varijanse objasnjene izdvojenim skupom glavnih komponenti. U zavisnosti od problema se
bira kumulativni procenat, npr. 80% ili 90% ukupne varijanse, pa se povecava broj glavnih
komponenti dok se ne postigne unapred zadata grani¢na vrednost kriterijuma. Broj glavnih
komponenti koje zadrZavamo je najmanja vrednost m za koju je fiksirani postotak prekoracen.
Glavne komponente su birane tako da imaju najve¢u mogucu varijansu i varijansa k-te glavne
komponente je l. Dalje, Zi:l Iy = Zle s;jj odnosno suma varijanse glavnih komponenti
je jednaka sumi varijanse elemenata vektora x. Definicija postotka varijanse objaSnjene sa
prvih m glavnih komponenti je

m_ l m_ l
= 10024=LL — 10021’3—1 i
=150 k=1l

Sto postaje

u slu¢aju da imamo korelacionu matricu.

Birajudi t* negde izmedu 70% i 90% i zadrzavajuci m komponenti, gde je m najmanji
broj za koji vazi t,, > t*, obezbedujemo da u praksi sa prvih m glavnih komponenti ne
gubimo mnogo informacija iz vektora x. Vrednost t* postaje manja kako se povecava p ili
broj opservacija n. Najbolja vrednost za t* je izmedju 70% i 90%. Vrednost veca od 90% se
koristi kada jedna ili dve glavne komponente reprezentuju ocigledan izvor varijacije. Kada
je p veoma veliko biranje vrednosti m prema fiksiranoj vrednosti od 70% nam daje veliku
vrednost za m, $to je neprakti¢no.

Koscenje ovog pravila je, na neki nacin, ekvivalentno traZzenju spektralne dekompozicije
kovarijansne ili korelacione matrice S ili SVD dekompozicije za datu matricu X, kojim smo
se bavili u prethodnim poglavljima. U oba slu¢aja, odlu¢ivanje koliko ¢lanova uklju¢ujemo
u dekompoziciju da bismo dobili dobru aproksimaciju za S ili X je blisko povezano sa odre-
divanjem 1,,. Bilo je mnogo pokuSaja da se odredi raspodela za t,, i, samim tim, dobije
formalna procedura za izbor glavnih komponenti m, zasnovanih na z,,.
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Ocigledna je subjektivnost ovog nacina odredivanja broja glavnih komponenti, jer se on
odreduje na osnovu proizvoljno fiksirane vrednosti kriterijuma kumulativnog procenta obja-
Snjene varijanse.

Prethodni princip se koristi za i glavne komponente dobijene na osnovu kovarijansne ma-
trice i za one dobijene na osnovu korelacione matrice. Drugi princip se koristi za glavne
komponente dobijene pomocu korelacione matrice, ali moZe da se prilagodi za neke tipove
kovarijansnih matrica.

Ideja ovog principa, u slucaju korelacione matrice, je da su svi elementi vektora x nezavisni i
tada su glavne komponente iste kao originalne promenljive i imaju jedini¢nu varijansu. Stoga,
svaka komponenta koja ima varijansu manju od 1 sadrZi manje informacija nego originalne
promenljive, pa je ne treba zadrZati u daljoj analizi. Ovo pravilo se naziva Kajzerov kriterijum
(eng.Kaiser’s rule). Pomocu njega zadrZzavamo samo one glavne komponente Cija varijansa
Iy je veCa od 1.

Ako imamo podatke sa grupama promenljivih takvim da je korelacija unutar grupa visoka,
a izmedu grupa niska, onda postoji jedna glavna komponenta povezana sa svakom grupom
promenljivih ¢ija varijansa je vec¢a od 1, dok je svaka druga komponenta povezana sa grupama
promenljivih ¢ija varijansa je manja od 1. Po ovom principu ¢emo zadrZati jednu i samo
jednu glavnu komponentu povezanu sa svakom grupom promenljivih tog tipa.

Osim ovog intuitivnog objaSnjenja za princip, postoji jo§ razloga zaSto je granica za pri-
hvatanje glavnih komponenti u daljoj analizi jednaka /; = 1.

Posmatrajmo promenljivu koja je manje ili viSe nezavisna od ostalih promenljivih u popula-
ciji. Sa takvom promenljivom u uzorku ée p — 1 glavna komponenta imati male koeficijente,
a bie dominantna jedna komponenta ¢ija varijansa ¢e biti blizu jedinice ako posmatramo
korelacionu matricu. Kao promenljivu koja obezbeduje nezavisne informacije od ostalih
promenljivih, ne bi bilo pametno iskljuciti je iz dalje analize. Ako koristimo Krajzerov
kriterijum ili ako je /; < 1 onda ¢emo iskljuciti tu promenljivu iz dalje analize. Zbog toga je
preporucljivo koristiti novu granicu /* manju od jedan. Neki autori smatraju da je [* = 0.7
bolja kao granica za odbacivanje i prihvatanje glavnih komponenti.

Ovo pravilo vazi za korelacione matrice, ali se lako moZe prilagoditi kovarijansnim ma-
tricama i to tako Sto ¢e granica za zadrZavanje glavnih komponenti biti prose¢na vrednost
karakteristi¢nih korena [ ili I* = 0.71.
Alternativni nacin za odredivanje granice za ovaj princip je slede¢i model. Imamo Stap
jedini¢ne duZzine, koji na slu¢ajan nac¢in lomimo na p delova. Tada se moZe pokazati da je
ocekivana duZina k-tog najveceg dela

Jedan nacin da odluc¢imo da li je proporcija varijanse objaSnjena k-tom glavnom komponen-
tom dovoljno velika da zadrZimo tu komponentu je da je uporedimo sa proporcijom u /.
Glavna komponenta za koju proporcija prevazilazi [; se zadrZava, inaCe se odbacuje.

Tredi pristup se zasniva na grafickom prikazu vrednosti karakteristicnih korena prema njiho-
vom rednom broju. Ovaj dijagram se zove “scree test”. Predlozio ga je Catell 1966.godine.

Prelom ili lakat na krivoj se odreduje tako Sto se postavi lenjir uz poslednje vrednosti ka-
rakteristi¢nih korena proveravajuci da li one leze na pravoj liniji. Broj glavnih komponenti
odredujemo tako Sto uo¢avamo tacku nakon koje pomenuta prava linija ima prelom, pri ¢emu
se krecemo od veceg ka manjem rednom broju glavne komponente. Broj glavnih komponenti
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predstavlja upravo redni broj glavne komponente Cija vrednost karakteristi¢nog korena kao
poslednja leZi na pravoj liniji. Scree test nije od pomo¢i ukoliko na grafikonu nema ocigled-
nog preloma ili ih ima viSe od jednog.

Na slici 2.2 je prikazan primer kad je p=10, Cetvrta glavna komponenta leZi na crvenoj ma-
nje viSe pravoj liniji, ostale glavne komponente (treca, druga i prva) imaju karakteristi¢ne
korene koji ne leZe na crvenoj pravoj. To znaci da scree test sugeriSe da se zadrZe prve Cetiri
komponente.

Slika 2.2: Scree test

Ovaj princip, primenjen na glavnim komponentama, koristi kao kriterijum razliku
lx—1 — lx odnosno formalna numeric¢ka granica nije ly—; — [y, nego posmatramo kada ra-
zlika 1 — I prestaje biti velika, Sto zavisi od apsolutne vrednosti ly_1 — I tj.posmatramo
relativne vrednosti od ly_; — Iy i Iy — lx+1 . Za ovaj princip je teSko je definisati formalno
numericko pravilo i zbog toga se koristi iskljucivo graficki.

U opStem slucaju se pokazalo da je za p > 20 Kajzerov kriterijum restriktivan tj.ukljucuje
suviSe mali broj glavnih komponenti. A nasuprot njemu, scree test zadrZava veliki broj glav-
nih komponenti. Zato se sugeriSe nalaZzenje kompromisa za broj glavnih komponenti koje
treba ukljuciti u dalju analizu na osnovu ovih principa.

Prema slede¢em pristupu kao kriterijum izbora koristi se geometrijska sredina. Generalizo-
vana varijansa (determinanta matrice) jednaka je proizvodu karakteristicnih korena odnosno
H?:l [;. Ako dobijenu vrednost dignemo na stepen 117 dobi¢emo geometrijsku sredinu karak-
teristicnih korena. Dakle, prosecna generalizovana varijansa je data geometrijskom sredinom
karakteristicnih korena, pa prema ovom pristupu zadrzavamo one glavne komponente ¢iji
karakteristi¢ni koren je veéi od geometrijske sredine svih karakteristi¢nih korena.

Odgovor na pitanje o broju glavnih komponenti koje ¢emo zadrzati u analizi moZemo
potraziti u formalnom postupku testiranja znacajnosti poslednjih karakteristi¢nih korena.
U delu kada smo testirali hipoteze smo koristili Bartletov test. Nulta hipoteza ovog testa
glasi Hyg : Agy1 = Ag42 = -+ - = A, i testiramo je protiv alternativne hipoteze da su bar dva,
od poslednjih p — g, korena razli¢ita. Koristeci ovaj test za razli¢ite vrednosti g, dobijamo
glavne komponente koje objasSnjavaju znatnu koli¢inu varijacije i one koje su Sum. Ako je m
broj glavnih komponenti koje zadrZavamo u daljoj analizi i koje nisu Sum, tada sekvencijalno
koristimo ovaj test da nademo m. Hipotezu Hy > prvo testiramo, tj.testiramo da li vaZi
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da je A,_1 = A4,, i ako ova hipoteza nije odbacena onda testiramo hipotezu Hy, 3. Ako ne
odbacimo hipotezu Hy,_3, onda testiramo hipotezu Hy ,_4 i tako nastavljamo sve dok se ne
odbaci neka hipoteza Hy, tj.kad dobijemo da ne vazi ¢ = ¢*. Tada je broj m jednak sa g* + 1.
Ovaj pristup ima nekoliko mana. Prva je da je test statistika zasnovana na pretpostavci nor-
malnosti za vektor x i da su, Cak i tad, rezultati aproksimativni. Druga mana je da ukupni
nivo znacajnosti testova niza nije isti kao idividualni nivo svakog testa, a ni nivo znacajnosti
se ne moze lako utvrditi jer broj testova koje treba da sprovedemo nije fiksiran, a testovi nisu
medusobno nezavisni. Najveca mana ovog pristupa se ogleda u zadrZavanju suvise velikog
broja glavnih komponenti, pa nam on nije dobar u praksi.

Postoji joS jedan pristup za odredivanje koliko komponenti treba da zadrZimo u analizi,
koji se naziva parcijalna korelacija. Za glavne komponente dobijene na osnovu korelacione
matrice, parcijalna korelacija izmedu p promenljivih nam daje prvih nekoliko glavnih kom-
ponenti koje treba da zadrZimo u daljoj analizi. Kriterijum zasnovan na prose¢noj vrednosti
kvadrata parcijalne korelacije odnosno

gde je r;; parcijalna korelacija izmedu i-te i j-te promenljive, nam daje prvih m glavnih
komponenti. Statisticki r;; meri jacinu linearne veze izmedu i-te i j-te promenljive. Optimalna
vrednost za m odgovara minimalnoj vrednosti kriterijuma.

2.8 Rotacija i interpretacija glavnih komponenti

Kao $to je ranije receno, glavne komponente su korisne ako mogu jednostavno da se
interpretiraju. Definisali smo ih kao linearnu kombinaciju svih originalnih promenljivih, a to
znaci da interpretacija nije uvek laka. Jedan od nacina pomocu kojih mozemo olaksati inter-
pretaciju je rotacija komponenti. Ovaj pristup nam moZe obezbediti jednostavnije tumacenje
i to u nekim slucajevima. Treba napomenuti da ovaj pristup ima mnogo nedostataka.

Glavne komponente predstavljaju linearnu funkciju svih p originalnih promenljivih. Ako
su koeficijenti glavnih komponenti sli¢ne veli¢ine ili je nekoliko koeficijenata veliko, a ostali
su mali, onda je lako interpretirati komponente.

Pretpostavimo da prvih m komponenti opisuje vecinu varijacije p-dimenzionalog skupa poda-
taka. VaZnije je jednostavno interpretirati m-dimenzionalni prostor definisan komponentama
m, nego svaku komponentu pojedinacno. Nacin na koji to postiZemo je rotiranjem osa u
m-dimenzionalnom prostoru tako da Sto viSe moguce pojednostavimo interpretaciju osa.
Pretpostavimo da je matrica A, dimenzija p X m Cija je k-ta kolona vektor koeficijenata
k-te glavne komponente. Koeficijenti ortogonalno rotiranih glavnih komponenti predsta-
vljaju kolone matrice B,,, gde je B,, = A,,T, a matrica T je ortogonalna matrica dimenzija
m X m. Primenjeni postupak ortogonalne transformacije matrice, u geometrijskom smislu,
predstavlja rotaciju koordinatnih osa za izvestan ugao, pri ¢emu ose i dalje ostaju ortogonalne.
Ortogonalnu transformaciju matrice A,, i tim impliciranu ortogonalnu transformaciju kom-
ponenti nazivamo ortogonalna rotacija glavnih komponenti. NapuStanjem zahteva da rotirane
komponente moraju biti medusobno ortogonalne nastala je kosa rotacija glavnih komponenti.
U opstem slucaju, postupak rotacije komponenti primenjujemo u cilju dobijanja matrice B,
koja ¢e olakSati interpretaciju komponenti. Pomocu kriterijuma koji se naziva jednostavna
struktura se opredeljujemo za izbor ugla kojim ¢emo rotirati faktore.
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Jednostavna struktura predstavlja jedan od kriterijuma koji se koristi u analizi da bismo lakse
interpretirali glavne komponente. Kriterijum je definisao Thurstone 1945.godine. Kriteriju-
mom pokuSavamo da postignemo mali broj velikih vrednosti i veliki broj malih vrednosti u
matrici B,,. Za matricu B, kaZzemo da poseduje jednostavnu strukturu, ako vazi sledece:

* svaka njena vrsta odnosno promenljiva ima barem jednu nultu vrednost koeficijenta
 svaka njena kolona odnosno komponenta ima bar m nultih vrednosti koeficijenata

* svaki dve kolone sadrze nekoliko vrsta Ciji koeficijenti su jednaki nuli u jednoj od
posmatranih kolona, a razli¢ite od nule u ostalim kolonama

* kada je m > 4 svake dve kolone sadrze veci broj vrsta sa nultim koeficijenata u obe
posmatrane kolone

» svake dve kolone imaju mali broj koeficijenata koji su razli¢iti od nule u svakoj od
posmatranih kolona

Rotacijom komponenti Zelimo da dobijemo novu, rotiranu matricu B,, sa navedenim osobi-
nama jednostavne strukture, jer se tim olakSava interpretacija.

Svi metodi ortogonalne rotacije koriste ortogonalnu matricu kojom transformiSu matricu
koeficijenata glavnih komponenti A,,. Novodobijena matrica koeficijenata komponenti B,,
bi trebalo da u vecoj meri izade u susret zahtevanim osobina jednostavne strukture. Me-
todi ortogonalne rotacije se medusobno razlikuju prema nacinu definisanja analiticke mere
jednostavnost strukture. Odredivanje ortogonalne matrice se vr§i maksimiziranje izabrane
analiticke mere. Neke od ortogonalnih metoda su:

 varimax - maksimizuje sumu varijanse kvadrata koeficijenata
* equamax - unapreduje varimax metod
* quartimax - maksimizuje sumu koeficijenata podignutih na Cetvrti stepen

¢ orthomax

Najcesce koriSceni metod je Kajzerov varimax. U vedini statistickih softvera je varimax
kriterijum podeSen kao default kriterijum.

Napustanjem zahteva za ortogonalno$éu komponenti dolazimo do metoda koje pri rota-
ciji dozvoljavaju da rotirani faktori zaklapaju ugao razli¢it od 90°. Metode kose rotacije su
zasnovane na razlicitim kriterijumima. Njihovim koriS¢enjem se dobijaju reSenja koja kore-
spondiraju jednostavnoj strukturi, a pri tome koeficijenti nisu suvise korelisani medusobno.
Lista metoda kose rotacije je sledeca:

binormamin, biquartimin, covarimin, direct oblimin, indirect oblimin, maxplane, oblinorm,
oblimax, obliquimax, optres, orthoblique, orthotran, promax, quartimin i tandem criteria.

Dve najvaznije kose metode su promax i oblimin. Promax predstavlja proSirenje metoda
varimax. Oblimin je veoma fleksibilan zbog svog parametra koji kad je jednak nuli daje
najvise resenja, a kad je jednak jedinici postaje covarimin metod.
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Na slici 2.3 je prikazano kako izgleda ortogonalna i kosa rotacija glavnih komponenti.
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i o ¥
komponenta 1 ' =D o .

al
komponenta 1 Frea. ™
; - o
| il

i komponenta 2 ' komponenta 2

Ortogonalna rotacija Kosa rotacija

Slika 2.3: Prikaz ortogonalne i kose rotacije

U kontekstu analize glavnih komponenti, rotacija ima mnogo nedostataka i to:

* Postoji mnogo razlic¢itih metoda rotacije, ¢ak, lista od 19 metoda. Najcesée ih biramo
proizvoljno. U kompjuterskim paketima je kao default vrednost postavljen varimax
metod. Razliciti metodi daju razlicite rezultate, Sto nije dobro za analizu.

* Analiza glavnih komponenti uspe$Sno maksimizira varijansu. Kada izvrS§imo rotaciju,
ukupna varijansa u rotiranom m-dimenzionalnom potprostoru ostaje nepromenjena
odnosno i dalje je maksimum koji se moZe postiéi, ali je ravhomerno rasporedena
medu rotiranim komponentama. To znaci da ¢e informacije o potencijalno dominantnoj
komponenti biti izgubljene.

* Izbor broja komponenti m moZe imati veliki efekat na rezultate posle rotacije.
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2.9 Primena glavnih komponenti

Primena glavnih komponenti je veoma Siroka. Primenjuju se u biologiji, farmaciji, bio-
medicini, finansijama, agroekonomiji, ekologiji, zdravstvu.
Dobijene glavne komponente najéesce predstavljaju tek polazni podatak za druge metode
multivarijantne analize, kao Sto su regresija, diskriminaciona analiza, kanonicka korelaciona
analiza, klaster analiza.
U istraZivanjima u kojim broj promenljivih prevazilazi broj opservacija dolazi do problema sa
singularitetima, pa je nuzna redukcija skupa promenljivih koju vr§imo koriS¢enjem glavnih
komponenti. Npr. u diskriminacionoj analizi!” umesto originalnog skupa podataka koristimo
izvestan broj glavnih komponenti da bismo formirali funkcije za razdvajanje grupa. Ukoliko
prve dve komponente imaju visok udeo u varijansi originalnog skupa , mogu biti koris¢ene u
dvodimenzionalnom grafickom prikazu podataka da bismo ilustrovali medusobno razdvajanje
grupa. Problem koji se javlja kad koristimo glavne komponente u diskriminacionoj analizi je
taj Sto prve glavne komponente ne moraju biti dobri diskriminatori izmedu grupa, tj.u opStem
slu¢aju nema garancije da ¢e razdvajanje izmedu grupa biti u pravcu glavnih komponenti sa
visokom varijansom.

U kanonickoj korelacionoj analizi'® odredujemo glavne komponente zasebno za svaki skup
originalnih promenljivih i potom se analiza obavi na osnovu dobijenih glavnih komponenti
dveju grupa. Ako se zadrZe sve glavne komponente rezultati analize kanonicke korelacije se
lakSe mogu interpretirati. Ukoliko u analizi zadrZimo nekoliko glavnih komponenti, javlja se
problem i to da linearna kombinacija jednog skupa promenljivih koje su visoko korelisane sa
linearnom kombinacijom drugog skupa promenljivih ne moraju nuzno biti sadrZane u prvih
nekoliko glavnih komponenti tog originalnog skupa promenljivih.

Primena komponenti u regresiji

Pojava visoke linearne zavisnosti izmedu regresora!® u viSestrukoj regresiji se naziva
multikolinearnost. Parametri regresije su neprecizno ocenjeni kada je problem multikoli-
nearnosti znatno izraZzen. Ovaj problem moZemo reSiti koriS¢enjem glavnih komponenti u
regresijskoj analizi.

Na osnovu skupa nezavisnih promenljivih formiraju se glavne komponente, a zatim se obavlja
regresiona analiza koriS¢enjem glavnih komponenti kao regresora. Ako u regresionom mo-
delu zadrZimo sve glavne komponente, onda nismo resili problem multikolinearnosti, iz tog
razloga Zelimo da zadrZimo manji broj glavnih komponenti. Kori$¢enje manjeg broja glavnih
komponenti od broja originalnih regresora u regresionom modelu zahteva da se prethodno
izvrsi izbor glavnih komponenti koje ¢emo koristiti u analizi. Do sada smo izbor kompo-
nenti zasnivali na visini varijanse tj.birali smo one sa najve¢om varijansom. Ovde biramo
na osnovu visine korelacije glavnih promenljivih i zavisne promenljive. U regresioni model
ukljuc¢ujemo one komponente koje imaju najvecu korelaciju sa zavisnom promenljivom, jer
je cilj regresije da se objasni varijacija zavisne promenljive. Koristimo iste kriterijume pri

"Diskriminaciona analiza se bavi problemom razdvanja grupa i alokacijom opservacija u ranije definisanim
grupama. Zavisna promenljiva je kategoricka, a nezavisne promenljive su numericke.

18Kanonicka korelaciona analiza predstavlja uopstenje viSestruke regresije. Kod izracunavanja kanonicke
korelacije formiramo dve linearne kombinacije, jednu za skup nezavisnih, a drugu za skup zavisnih promenljivih.
Koeficijente ovih linearnih kombinacija odredujemo tako da koeficijent korelacije izmedu njih bude maksimalan.

19U regresiji nezavisne promenljive jo§ zovemo regresori.
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izboru komponenti, koje smo ranije naveli u radu, ali sada ispitujemo korelaciju glavnih pro-
menljivih sa zavisnom promenljivom. Ocene modela u koji smo ukljucili manji broj glavnih
komponenti su pristrasne ocene. KoriSéenjem regresije glavnih komponenti o¢ekujemo da
¢emo znatno preciznije oceniti parametre modela nego pomocu regresionog modela original-
nih promenljivih dobijenih metodom najmanjih kvadrata, po cenu da su te ocene u izvesnom
stepenu pristrasne.

Primena komponenti u identifikaciji autlajera

Autlajeri (eng.outlier) nemaju preciznu definicuju. Pod autlajerima se podrazumevaju
one opservacije koje na neki nacin nisu konzistentne sa preostalim delom podataka. Autlajeri
mogu imati, ne nuzno, drasti¢ne i disproporcionalne efekte na rezultate razlicitih analiza. Po-
stupci za utvrdivanje prisustva ekstremnih vrednosti u jednodimenzionalnom slu¢aju mogu
posluziti za identifikaciju viSedimenzionalnih autlajera. Umesto originalnih promenljivih u
tim postupcima koristimo glavnu komponentu, kao jednodimenzionalnu promenljivu.

Na slici 2.4 smo prikazali dva karakteristiCna primera autlajera. Prikazani su kao tacke
A i B. Tackom A smo predstavili autlajer Cije prisustvo moZemo utvrditi na osnovu ras-
podele originalnih promenljivih x; i x,. Koordinate tacke A su izvan intervala varijacije
ostalih tacaka tj.vrednosti prve i druge originalne promenljive. Ali je tacka A saglasna sa
korelacionom strukturom ovog dvodimenzionalnog skupa podataka. U slucaju tacke B, jed-
nodimenzionalna raspodela originalnih promenljivih ne sugeriSe da tacka predstavlja autlajer,
ali zato tacka nije saglasna sa korelacionom strukturom podataka, pa zato predstavlja autlajer.

Xy A

Slika 2.4: Primer autlajera

U ovom primeru vazi, a vaZi i u opStem slucaju, da ¢e prva glavna komponenta imati
visoku vrednost varijanse i teZi¢e da bude u vezi sa promenljivima koje imaju veliku varijansu
i medusobno su korelisane. Autlajeri sa stanovista prvih glavnih komponenti mogu biti
otkriveni na osnovu raspodele originalnih promenljivih, kao §to je slucaj sa tackom A.
Poslednje glavne komponente imaju najmanju varijansu i osetljive su na opservacije koje nisu
saglasne sa korelacionom strukturom podataka, te se one ne mogu otkriti na osnovu raspodele
originalnih promenljivih. U naSem primeru, prva glavna komponenta otkriva autlajere tipa
A, a poslednja odnosno druga komponenta autlajere tipa B. U primeni glavnih komponenti
postoji interes za koriS¢enje poslednjih glavnih komponenti, radi identifikacije autlajera.[17]
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3 Primeri u statistickim softverima

U ovom delu se posvecujemo primeni analize glavnih komponenti kroz obradu primera
pomocu statistiCkih softverskih paketa. Razlika izmedu statistickih paketa kada je u pitanju
analiza glavnih komponenti je u tome Sto se kod nekih programa analiza glavnih komponenti
nalazi u modulu za faktorsku analizu kao podtip faktorske analize, dok je kod drugih programa
smestena u poseban modul, kao $to je slu¢aj kod programa Statistica. Druga razlika je u tome
Sto su promenjeni predznaci koeficijenata u jednacinama za glavne komponente, ali to ne
utice na rezultate analize.

3.1 Statistica

Statisticki softver Statistica je razvijen sredinom osamdesetih godina proSlog veka. Po-
slednja verzija Statistica 13.0 je objavljena u septembru 2015.godine.
Statistica nam pruza mogucnost obrade, upravljanja, pretrage, statisticke obrade i vizualiza-
cije podataka, kao i maSinsko ucenje.
Koraci za pokretanje analize u programu su slededi:

Statistics — Multivariate\Exploratory — Principal Components & Classification

Dobijamo sledeci meni:

&8 Principal Components and Classification Analysis: DATA SET ? =
Quick  Advanced l oK
bpd Variables: Cancel
Varables for analysis: none S Options =
Supplementary variables:  none e
[ Open Data
Variable with active cases: none
GILIET
Grouping varable (abeling): none A
Analysis based on Compute varances ADgzEmT
@cC i
@ Comelations @ as 55/(N-1) asENIEE
W
Covariances as 55/N su?:?’rtdion

Slika 3.1: Izgled pocetnog menija za analizu u paketu Statistica

U Kkartici Advanced definiSemo promenljive klikom na Variables. Tada nam se otvara
prozor na slici 3.2. U odnosu na potrebe analize biramo kako ¢emo klasifikovati promenljive.
Mozemo izabrati sve promenljive (na slici 3.2 deo Variables for analysis) i primeniti na
njima tehniku ili, kao kao Sto je prikazano na slici, neke promenljive posmatrati kao dodatne
(Supplementary variables), zatim moZemo koristiti promenljivu pomocu koje ¢emo grupisati
podatke (Grouping variable), ili moZemo odabrati da neka bude aktivna u odnosu na ostale
(Active cases variable). Dodatne promenljive su kvantitativne promenljive i mogu da daju
dodatne informacije o promenljvima koriStenim u analizi. Npr.ako je neka promenljiva
predstavlja rang u nekoj aktivnosti (prvo mesto, drugo mesto), postavimo je za dodatnu
promenljivu i moZemo da uporedimo na osnovu rangiranja rezultate za opservacije. Aktivne
promenljive su kvalitativne i ako je za aktivnu promenljivu izabrana npr.promenljiva pol
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(gender), onda dobijene rezultate moZemo da razlikujemo u odnosu na muskarce (male) i
Zene (female). Tada moramo izabrati koji pol posmatramo po defaultu. To radimo posle
klika na dugme OK na slici 3.2, tako Sto u polju Code for active cases upiSemo npr.female.
Kao Sto smo ranije rekli, analizu moZemo zasnovati na kovarijansnoj ili korelacionoj matrici.
Na slici 3.1 biramo u delu Analysis based on koju matricu ¢emo koristiti (Correlations ili
Covariances).

' -
Select variables for analysis, supplementary, active case, and group ? 2
1-Varl 1-Varl 1-Varl oK
2 - Var2 2-Var2 2 - Var2 [—]
3-Vard 3-Vard 3-Vard
4 -Vard 4-Vard 4 -Vard
5 -Vars 5 -Vars 5 - Var5
6 - Varb 6 - VarG 6 - VarG [Bundles ]...
g - Varg g -Varg 8- Vard Use the "Show
§-Varg § - Varg =ppropriats
10-Var1d 10-Var1d 10 - Var1l varisbles only”
option to
pre-screan
wariable lists and
show gorical
Cooest ] [zoom ] (St | (2o | [Spmma | [ Zoom | [oema ] [0 ] 2700
Variables for analysis: Supplemertary variables:  Active cases variable: Grouping variable: ;‘_“E;':'T-:{'jrirﬁs
16 7-B g 10 information.
[7] Show appropriate variables only

Slika 3.2: Definisanje promenljivih za analiziranje u paketu Statistica

Da bismo opisali ostale korake u sprovodenju analize koristicemo podatke Cars.sta
koji se nalaze u bazi podataka u Statistici. Predstavljaju performans, ekonomic¢nost potro-
Snje goriva i cene za razlicite vrste automobila. RazliCite vrste automobila (Audi, BMW. . .),
ukupno njih 22, predstavljaju opservacije, a promenljive su price-cena, acceleration-ubrzanje,
braking-kocenje, handling-upravljanje i mileage-kilometraza.

Da bismo dobili koeficijente korelacije, prikazane u tabeli 3.1, pratimo sledece korake Stati-
stics — Basic Statistics — Correlation matrices — One variable list — Select variables —
OK

Variable PRICE | ACCELERATION | BRAKING | HANDLING | MILEAGE
PRICE 1.000 -0.485 -0.044 0.269 -0.374
ACCELERATION | -0.485 1.000 -0.156 -0.228 0.123
BRAKING 0.044 -0.156 1.000 0.037 0.108
HANDLING 0.269 -0.228 0.037 1.000 -0.242
MILEAGE -0.374 0.123 0.108 -0.242 1.000

Tabela 3.1: Koeficijenti korelacije promenljivih za podatke Cars.sta

Zbir dijagonalnih elemenata u korelacionoj matrici je jednak broju promenljivih i jednak
je zbiru karakteristi¢nih korena (eigenvalue), u naSem primeru imamo 5 promenljivih i zbir
dijagonalnih elemenata jednak je pet.

Kada smo svih pet promenljivih odabrali kao Variables for analysis dobijamo slede¢i meni
prikazan na slici 3.3. U gornjem delu menija moZemo da vidimo broj promenljivih i broj
opservacija, kao i vrednosti karakteristi¢nih korena. Kada odlu¢imo koliko komponenti ¢emo
zadrzati u daljoj analizi, onda taj broj navedemo u Number of factors, u naSem primeru zadr-
Zavamo dve komponente pa je unesen broj dva. Odmah moZemo da vidimo koliki postotak
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varijacije podataka smo objasnili izborom zadrZavanja tih komponenti. Taj broj vidimo u
Quality of representation, kKoji u ovom primeru iznosi 60.4%. A da bismo odlucili koje kom-
ponente zadrzavamo u daljoj analizi, u kartici Variables biramo opciju Eigenvalue i dobijamo
tabelu 3.2. Vrednost u drugoj koloni tabele predstavlja koliko je svaka komponenta doprinela
objasnjenju varijanse podataka, a u poslednjoj koloni koliko su komponente kumulativno
doprinele objasnjenju varijanse podataka (prva komponenta je objasnila 37.663% varijacije,
prve dve komponente su objasnile 60.354% varijacije, dok su prve tri komponente objasnile
76.936% varijacije podataka). Pomocu te tabele moZemo doneti odluku koliko komponenti
¢emo zadrZati u daljoj analizi i to koriS¢enjem Kajzerovog kriterijuma koji smo ranije defi-
nisali, a koji nam kaZe da zadrZimo onoliko komponenti koliko ima karakteristi¢nih korena
vecih od jedinice (prvi karakteristi¢ni koren iznosi 1.883, a drugi 1.134).

&8 Principal Components and Classification Analysis Results: Cars ? x
No. of active wars: 5 No. of supplementary wvars: 0
No. of active cases: Z2 No. of supplementary cases: 0
Eigenwvalues: 1.88315 1.13455 -82511%3 -T23700 425475 Mﬂ

Optiong for plot of factor coond. Iﬁ Bt e ‘
Vectors (points to origin)
Unit circle Iﬁ Eigenvalues ‘
@ Variable names I Scree plot I
~ Variable numbers Iﬁ Figenvectors I

) No Names/Mumbers

MNumber of factors : 2 E Quality of representation : 60.4 %
Quick  Variables lCases ] Descriptives]
Factor coordinates of vanables J Im Factor & variable comelations ‘
[ Plot var. factor coordinates.gDJ Iﬁ Communalties (Cosine 3 ‘ By Group

Slika 3.3: Meni za analiziranje promenljivih u paketu Statistica

Value number | Eigenvalue | % Total Variance | Cumulative Eigenvalue | Cumulative %
1 1.883 37.663 1.883 37.663
2 1.134 22.690 3.017 60.354
3 0.829 16.582 3.846 76.936
4 0.723 14.474 4.570 91.410
5 0.429 8.589 5.000 100.000

Tabela 3.2: Karakteristicni koreni korelacione matrice i procenat objasnjene varijanse po-
dataka Cars.sta

Za donoSenje odluke o broju komponenti koje ¢emo zadrzati, koristimo i scree test koji
smo ranije definisali. Scree test dobijamo u kartici Variables tako Sto kliknemo na dugme
Scree plot, prikazano na slici 3.4. Na slici vidimo da se prelom na grafiku nalazi u treCem
karakteristicnom korenu, a to nam sugeriSe da treba da koristimo prve dve komponente u
daljoj analizi. Koriste¢i Kajzerov kriterijum i scree test dobili smo isti zaklju¢ak odnosno da
u daljoj analizi koristimo dve komponente.
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U tabeli 3.3 se nalaze karakteristi¢ni vektori korelacione matrice??, a dobijamo ih klikom na
dugme Eigenvectors u kartici Variables.

Klikom na dugme Factor coordinates of variables u Kartici Variables dobijamo koeficijente
komponenti za odgovaraju¢e promenljive i to za prve dve komponente koje smo zadrzali,
a to je prikazano u tabeli 3.4. Kako smo analizu zasnovali na korelacionoj matrici, koefi-
cijente moZemo posmatrati kao koeficijente korelacije izmedu odgovarajuce promenljive i
komponente. Zaklju¢ujemo da nam je prva osa, koja odgovara vrednosti karakteristicnog
vektora 1.883, negativno korelisana sa promenljivim cena (price) i upravljanje (handling),
a sa promenljivim ubrzanje (acceleration) i kilometrazom (mileage) pozitivno korelisana.
Druga osa, koja odgovara vrednosti karakteristicnog korena 1.134, je negativno korelisana sa
promenljivom kocenje (braking).
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Slika 3.4: Scree test u paketu Statistica za podatke Cars.sta

Variable Factor 1 | Factor 2 | Factor 3 | Factor 4 | Factor 5
PRICE -0.597 0.050 0.348 0.047 0.718
ACCELERATION | 0.507 0.386 -0.439 0.215 0.594
BRAKING -0.023 -0.814 -0.305 0.466 0.155
HANDLING -0.043 -0.008 -0.730 -0.524 0.027
MILEAGE 0.441 -0.428 0.240 -0.676 0.324

Tabela 3.3: Karakteristicni vektori korelacione matrice za podatke Cars.sta

Graficki prikaz nam olakSava interpretaciju. Da bismo dobili projekciju promenljivih
u novom koordinatnom sistemu (gde su ose komponente), potrebno je kliknuti na dugme
Plot var.factor coordinates.2D u Kartici Variables na slici 3.3. Projekcija promenljivih u
novom sistemu je prikazana na slici 3.5. Primetimo da ¢e po defaultu ovaj grafik da prikazuje
jedini¢nu kruZznicu (¢ekirano polje Unit circle), kao i da svi vektori moraju da leze unutar
kruznice (Vectors - points to origin). Najveéi vektor je jednak jedinici, u opStem slucaju, a

20U tabeli se komponente nazivaju faktori jer paket Statistica sam generiSe taj naziv.
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Variable Factor 1 | Factor 2
PRICE -0.820 0.053
ACCELERATION | 0.696 0.411
BRAKING -0.032 -0.868
HANDLING -0.598 -0.009
MILEAGE 0.605 -0.456

Tabela 3.4: Koeficijenti zadrZanih komponenti u odnosu na promenljive za podatke Cars.sta

suma kvadrata svih vektora ne moZe preéi jedinicu. Sto su promenljive bliZe kruZnici, to su
bitnije za posmatrane podatke.

Otvaranjem kartice Cases na slici 3.3 dobijamo meni za analiziranje opservacija prikazan na
slici 3.6 . MoZemo prikazati koeficijente opservacija za izabrane komponente i to klikom na
Factor coordinates of cases na slici 3.6. Kao $to smo ve¢ rekli, graficki prikaz nam olakSava
interpretaciju i tumacenje, pa klikom na dugme Plot case factor coordinates.2D dobijamo
grafik za opservacije, prikazan na slici 3.7. Na grafiku apscisa predstavlja prvu komponentu,
dok druga komponenta predstavlja ordinatu. Takode, na grafiku je prikazan naziv opserva-
cija, u nasSem slucaju razlicite marke automobila, Sto ¢esto moze da bude necitljivo. Opcija
prikaza naziva opservacija moze se iskljuciti u delu Options for plot of factor coord., slika
3.6, klikom na radio button No names/numbers i tada ¢emo na grafiku imati samo tacke, a
klikom na radio button Case numbers imac¢emo tacke i redne brojeve opservacija.

Projection of the variables on the factor-plane { 1x 2)
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Slika 3.5: Projekcija promenljivih u novom sistemu za podatke Cars.sta
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@8 Principal Components and Classification Analysis Results: Cars ? Y
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Slika 3.6: Meni za analiziranje opservacija u paketu Statistica
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Slika 3.7: Projekcija opservacija u novom sistemu za podatke Cars.sta

Ovim grafickim prikazom na slici 3.7 je obuhvaéeno 60.4% varijacije podataka. Na
desnoj strani prve komponente (x-ose) se nalazi najviSe opservacija odnosno razli¢itih marki
automobila. Na desnoj strani se nalaze pozitivne vrednosti koordinata pa u naSem primeru
promenljive ubrzanje i kilometraZa definiSu desnu stranu. To znaci da je za vedinu marki
automobila bitna ekonomic¢nost potros$nje goriva. Sa druge strane npr. za marke Porshe
i Corvette je bitna cena i performans, jer je leva strana definisana promenljivim cena i
upravljanje. Za automobil marke Olds je bitna ekonomicnost potroSnje goriva podjednako
kao i sistem ko¢enja. Za automobil marke Eagle je najbitnija brzina i ubrzanje. Na slici 3.8
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je prikazana projekcija opservacija, samo ovaj put bez prikazanog naziva, da bi grafik bio

=

Frojection of the cases on the factor-plane { 1x 2)
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Slika 3.8: Projekcija opservacija bez prikazanog naziva opservacija za podatke Cars.sta

U kartici Descriptives na slici 3.3 mozemo da izraCunamo korelacionu i kovarijansnu
matricu, kao i deskriptivnu statistiku. Zatim, moZemo da prikazemo razne dijagrame, kao
Sto su box & whisker, histogram, 2D i 3D scatterplots, u zavisnosti S§ta nam je potrebno za
neku dalju analizu ili graficke prikaze.

U sledec¢em primeru ¢emo koristiti podatke Activities.sta koji se nalaze u bazi podataka
u Statistici. Podaci predstavljaju provedene sate u okviru deset razli¢itih aktivnosti. Aktiv-
nosti predstavljaju nase promenljive i navedene su redom: posao (work), prevoz (transport),
domacdinstvo (household), deca (children), kupovina (shopping), licna nega (personal care),
obroci (meal), spavanje (sleep), gledanje tv-a (tv), slobodno vreme (leisure). Imamo jo$ dve
promenljive pol (gender) i region (geom.region), koje predstavljaju kvalitativne promenljive.
Ukupno imamo 28 opservacija. Neki od podataka nedostaju (missing value), ali oni ¢e biti
zamenjeni odgovaraju¢im sredinama.

Kada otvorimo podatke i izaberemo analizu glavnih komponenti kako smo prethodno
opisali, definiSemo promenljive na sledeci nacin koji je prikazan na slici 3.9. Svih deset
promenljivih koje predstavljaju aktivnost smo odabrali za analizu, promenljivu pol smo de-
finisali kao promenljivu sa aktivnim opservacijama, a promenljivu region smo definisali kao
promenljivu pomocu koje grupiSemo podatke. To znaci da posmatramo aktivnosti Zena i
muskaraca u odnosu na razlicit geografski region. Analizu smo zasnovali na korelacio-
noj matrici. U delu MD deletion klikom na Mean substitution zamenjujemo podatke koje
nedostaju odgovarajué¢im sredinama.

Karakteristi¢ni koreni su prikazani u tabeli 3.5.

U daljoj analizi ¢emo zadrZati prve dve glavne komponente, koje ukupno objaSnjavaju
71.93% varijacije podataka. U ovom primeru, po Kajzerovom kriterijumu je preporucljivo
zadrZzavanje prve tri komponente, ali koristeci scree test vidi se jasnije da moZemo koristiti
dve komponente u daljoj analizi. Scree test je prikazan na slici 3.10.

U tabeli 3.6 smo prikazali koeficijente za prve dve zadrZzane komponente u odnosu na
odgovarajuce promenljive. Zaklju¢ujemo da nam je prva osa, koja odgovara vrednosti ka-
rakteristicnog vektora 4.851, pozitivno korelisana sa promenljivim posao (work) i prevoz
(transport) , a sa promenljivima domacinstvo (household), deca (children), obroci (meal) i
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&8 Principal Components and Classification Analysis: Activities ? P
Quick  Advanced ] OK
@ Varables: l Cancel ]
Variables for analysis: WORK-LEISURE i Cptions =
Supplementary varables:  none e
= Open Data
Variable with active cases: GENDER
SELECT
Grouping variable {abeling): GED REGION ‘MJ
Code for active cases: FEMALE
Analysiz based on Compute variances NP3z =mT
C )
@ Corrslations @ as 55/(N-1) R
M
_) Covaniances ) as 55/N ° SUTJaSIt-lﬂLﬂiDI'I

. 4

Slika 3.9: Definisanje promenljivih za podatke Activities.sta

Value number | Eigenvalue | % Total Variance | Cumulative Eigenvalue | Cumulative %
1 4.851 48.515 4.851 48.515
2 2.342 23.421 7.193 71.936
3 1.418 14.185 8.612 86.122
4 0.877 8.771 9.489 94.893
5 0.299 2.998 9.789 97.892
6 0.108 1.088 9.898 98.980
7 0.076 0.763 9.974 99.743
8 0.019 0.191 9.993 99.934
9 0.005 0.056 9.999 99.991
10 0.000 0.008 10.000 100.000

Tabela 3.5: Karakteristicni koreni korelacione matrice i procenat objasnjene varijanse po-
dataka Activities.sta

Eigenvalues of comelation matrix

Active variables only

Eigenvalue
[

Eigenvalue number

Slika 3.10: Scree test za podatke Activities.sta

slobodno vreme (leisure) negativno korelisana. Prva komponenta u ovom primeru predsta-
vlja aktivnosti vezane za provodenje vremena u kudi i na poslu. Druga osa, koja odgovara
vrednosti karakteristi¢nog korena 2.342, je negativno korelisana sa promenljivima li¢na nega
(personal care), kupovina (shopping) i gledanje tv-a (tv). Druga komponenta se odnosi na
aktivnosti u kojima vreme troSimo na relaksaciju, opustanje i uZivanje. Zakljucak je da deset
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dnevnih aktivnosti moZemo da posmatramo kao dve aktivnosti i to obaveze vezane za posao
i kucu, te vreme potroSeno na odmor i relaksaciju.
Korelaciju promenljivih sa glavnim komponentama smo graficki prikazali na slici 3.11.

Variable Factor 1 | Factor 2
WORK 0.963 0.162
TRANSPORT 0.877 -0.256
HOUSEHOLD -0.793 0.240
CHILDREN -0.713 -0.258
SHOPPING -0.378 -0.778
PERSONAL CARE | 0.383 -0.836
MEAL -0.792 0.273
SLEEP -0.716 0.293
TV -0.407 -0.733
LEISURE -0.645 -0.325

Tabela 3.6: Koeficijenti zadranih komponenti za odgovarajuce promenljive za podatke
Cars.sta

Projection of the variables on the factor-plane ( 1x 2}
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Slika 3.11: Projekcija promenljivih u novom sistemu za podatke Activities.sta

Na slici 3.12 ¢emo prikazati projekciju opservacija u novom sistemu sa glavnim kompo-
nentama kao osama. Ovim grafi¢kim prikazom je obuhvaéeno 71.93% varijacije podataka.
Plavom bojom su oznacéene aktivne opservacije odnosno Zene, a crvenom muskarci. Vidimo
da su sve opservacije oznacene crvenom bojom nalaze na desnoj strani u odnosu na prvu
osu - prvu glavnu komponentu. Promenljive posao (work) i prevoz (transport) su pozitivno
korelisane sa prvom komponentom, odnosno one definiSu desnu stranu ose. To znali da
su dnevni aktivnosti muskaraca uglavnom vezane za posao. Kod Zena su dnevne aktivnosti
vezane ili za posao ili za domacinstvo.

U ovom primeru smo deset promenljivih, deset razliCitih aktivnosti uspeli da svedemo
na dve promenljive i to prvu koja predstavlja aktivnosti posao-kuca, a druga promenljiva
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Slika 3.12: Projekcija opservacija u novom sistemu za podatke Activities.sta

predstavlja aktivnosti vezane za moderan nacin Zivota, kupovinu-relaksaciju.

Bitno je napomenuti da su u ovom primeru promenljive korelisane viSe nego u prethod-
nom, $to doprinosi boljem rezultatu analize, lakSoj interpretaciji. Koeficijenti korelacije za
promenljive u primeru sa podacima Activities.sta su prikazani u sledecoj tabeli 3.7.

Variable WORK | TRANSPORT | HOUSEHOLD | CHILDREN | SHOPPING | PERSONAL CARE | MEAL | SLEEP | TV | LEISURE

WORK 1.000 - - - - - - - - -

TRANSPORT 0.933 1.000 - -

HOUSEHOLD -0.910 -0.866 1.000 -

CHILDREN -0.834 -0.766 0.836 1.000 -

SHOPPING -0.659 -0.488 0.549 0.535 1.000 -

PERSONAL CARE | -0.032 -0.044 -0.076 -0.044 0.496 1.000 -

MEAL -0.456 -0.596 0.300 0.315 -0.199 -0.247 1.000 -

SLEEP -0.630 -0.772 0.452 0.307 0.080 -0.089 0.810 1.000 -

TV 0.128 0.166 -0.403 -0.110 0.051 0.115 0.265 -0.008 | 1.000 -

LEISURE -0.452 -0.380 0.160 0.076 0.248 0.055 0.336 0.525 | 0.008 1.000
Tabela 3.7: Koeficijenti korelacije promenljivih za podatke Activities.sta

U sledecem primeru koristimo podatke?! sa jedne farme gde je popisano pet razli¢itih

telesnih dimenzija maci¢a. Macici su podeljeni u dve grupe. Prvoj grupi pripadaju macici
koji su otporni na bolest (od rednog broja 1 do 10), dok drugoj grupi pripadaju oni koji nisu
otporni (od rednog broja 11 do 25). Naslici 3.13 je prikazano nekoliko prvih vrsta u podacima
Maciéi. Prva promenljiva pod nazivom grupa predstavlja da li su macici otporni na bolesti
ili ne (O - otporni, 1 - neotporni), a ostale promenljive predstavljaju razlicite telesne dimenzije.

Koeficijenti korelacije su prikazani u tabeli 3.8, jasno vidimo da su poprili¢no visoki,
Sto nam sugeriSe da treba da odredimo glavne komponente i izvr§imo analizu.

Kada otvorimo dijalog za analiziranje komponenti treba da definiSemo promenljive.
Promenljive koje predstavljaju telesne dimenzije macica definiSemo kao Variables for ana-
lysis, a promenljivu koja razdvaja macice u dve grupe definiSemo kao Grouping variables.
Analizu smo zasnovali na korelacionoj matrici.

Dobijamo da su vrednosti karakteristi¢nih korena sledece 3.414, 1.267, 0.21, 0.093, 0.016.
Prvom komponentom objasnjavamo 68.28% varijacije podataka, dok drugom objasnjavamo

21Podaci su iz licnog arhiva.
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Data: podaciDimenzijeMacici* (6v by 49¢)

2 3 4 5 6
grupa dimenzijal | dimenzija2 | dimenzija3 | dimenzijad | dimenzijab

1 0 156 245 31.6 18.5 2051

2 0 154 240 304 17.9 19.6

3 0 153 240 Kl 18.4 206

4 0 153 236 30.9 7.7 202

5 0 155 243 31.5 18.6 203

6 0 163 247 32 19 209

T 0 157 238 309 18.4 202

8 0 155 239 32.8 18.6 212

9 0 164 248 327 19.1 211

10 0 158 238 Kl 18.8 22

11 0 158 240 313 18.6 22

12 0 160 244 31.1 18.6 205

13 0 161 246 323 19.3 218

14 0 157 245 32 19.1 20

15 0 157 235 31.5 18.1 19.8

1R n 1ER 217 ana 12 N2

Slika 3.13: Prikaz prvih nekoliko vrsta u podacima Macici

Variable DIMENZIJA1 | DIMENZIJA2 | DIMENZIJA3 | DIMENZIJA4 | DIMENZIJAS
DIMENZIJA1 1.000 - - - -
DIMENZIJA2 0.765 1.000 - - -
DIMENZIJA3 0.550 0.376 1.000 - -
DIMENZIJA4 0.437 0.249 0.925 1.000 -
DIMENZIJAS 0.443 0.222 0.901 0.980 1.000

Tabela 3.8: Koeficijenti korelacije promenljivih za primer sa macicima

25.34% varijacije. Kajzerov kriterijum, kao i scree test prikazan na slici 3.14, sugeriSu
zadrZavanje prve dve komponente.

Eigenvalues of comelation matrix

Active variables only

Eiganvalua

0.0 0.5 1.0 1.5 20 25 2.0 3.5 4.0 45 5.0 55 6.0

Eigenvalue number

Slika 3.14: Scree test za primer sa macicima

Slika 3.15 pokazuje raspodelu dve grupe macic¢a (macici iz prve grupe koji su otporni na
bolesti su oznaceni sa 0) u koordninatnom sistemu cije ose su prve dve glavne komponente.
Ovim grafickim prikazom je obuhvaéeno 93.62% varijacije originalnih podataka. Na slici
se jasno vidi kako su macici sa ekstremnom veli¢cinom odredenih delova tela podloZniji
bolesti. Ovaj primer je specifian jer prikazuje kako u nekim slucajevima glavne komponente
iako nisu definisane $ta tacno predstavljaju (nije jasno odredene, predstavljaju na neki nacin
zbir telesnih dimenzija), mogu da pomognu u smanjenju redudantnosti i prikazu podataka u
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dvodimenzionalnom prostoru. Pomoc¢u komponenti smo uspeli da grupiSemo macice otporne
na bolest i neotporne na bolest u odnosu na telesne dimenzije.

Projection of the cases on the factor-plane { 1x 2)
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Slika 3.15: Projekcija opservacija u novom sistemu za primer sa macicima
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32 R

R je besplatan programski jezik i softversko okruzenje za statisticku obradu podataka.
Razvijen je krajem devedesetih godina proSlog veka, a poslednjih godina je u Sirokoj upo-
trebi. R obezbeduje Sirok izbor statistickih tehnika i to klasi¢ne statiCke testove, linearne i
nelinearne modele, analizu vremenskih serija, klaster analizu, klasifikaciju itd, kao i graficke
tehnike. Projektovan je kao programski jezik Sto korisnicima omogucava definisanje novih
funkcija. Takode, moze biti proSiren za specificne oblasti prouCavanja, kroz razli¢ite pakete
obezbedene od strane korisnika.

U R-u postoji nekoliko funkcija iz razli¢itih paketa pomocu kojih je moguce odrediti
glavne komponente i to:

» prcomp() iz paketa stats

* princomp() iz paketa stats

PCA() iz paketa FactoMineR

* dudi.pca() iz paketa ade4

epPCA() iz paketa ExPosition

* acp() iz paketa amap

Bez obzira koju funkciju odlucili da koristimo, rezultati u analizi glavnih komponenti
treba da sadrZe vrednosti karakteristi¢nih korena, tabelu glavnih komponenti, kao i tabelu
koeficijenata korelacije izmedu promenljivih i glavnih komponenti.

Funkcija prcomp() se nalazi u default paketu stats, Sto znaci da nije potrebno niSta dodatno
instalirati odnosno taj paket je po defaultu instaliran. Funkciju prcomp() ¢emo primeniti na
skup podata Iris flower data set koji se nalazi u R-u. Skup podataka se sastoji od 50 opser-
vacija za svaku od tri vrste iris cvetova (Iris setosa, Iris virginica, Iris versicolor) odnosno
ukupno 150 opservacija. Imamo Cetiri promenljive koje mere duZinu (length) i Sirinu (width)
caSi¢nih listi¢a (sepals) i latica (petals) u centrimetrima.

Prvi korak analizi je uCitavanje podataka naredbom

data("iris")

Zatim, ukoliko Zelimo da prikaZemo prvih nekoliko vrsta podataka, to omogucava sledeca
naredba

head(iris)

Prikaz tih podataka vidimo u sledecoj tabeli:
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Sepal.Length Sepal.Width Petal.Length Petal.Length Species

1 5.1 3.5 14 0.2 setosa
2 4.9 3.0 1.4 0.2 setosa
3 4.7 3.2 1.3 0.2 setosa
4 4.6 3.1 1.5 0.2 setosa
5 5.0 3.6 14 0.2 setosa
6 5.4 3.9 1.7 0.4 setosa

Tabela 3.9: Prikaz prvih Sest vrsta u podacima iris

Deskriptivnu statistiku, prikazanu u tabeli 3.10, dobijamo naredbom
summary (iris)

Sepal.Length ~ Sepal.Width Petal.Length  Petal.Length Species
Min. :4.300 Min. :2.000 Min. :1.000 Min. :0.100 setosa :50
Ist Qu.:5.100  1st Qu.:2.800  1st Qu.:1.600  1st Qu.:0.300  versicolor:50
Median :5.800 Median :3.000 Median :4.350 Median :1.300 virginica :50
Mean :5.843 Mean :3.057 Mean :3.758 Mean :1.199

3rd Qu.:6.400 3rd Qu.:3.300 3rd Qu.:5.100  3rd Qu.:1.800

Max. :7.900 Max. :4.400 Max. :6.900 Max. :2.500

Tabela 3.10: Deskriptivna statistika za podatke iris

Naredba za dobijanje glavnih komponenti je
myPr = prcomp(iris[,1:4], scale=TRUE)

SamyPr smo oznacili objekat (dali mu naziv) u kom su sacuvani koeficijenti glavnih kompo-
nenti.

Funkcija prcomp predstavlja funkciju za izracunavanje komponenti, kao $to smo ranije rekli.
Funkcija ima dva argumenta. Prvi argument iris[,1:4] predstavlja skup podataka, u na-
Sem primeru cetiri kolone numerickih promenljivih, a drugi argument scale=TRUE sluZi za
standardizaciju promenljivih, a postavljen je na true jer je default vrednost false.

Pozivanjem objekta myPr dobijamo koeficijente komponenti prikazane u tabeli 3.11.
Vidimo da je prva komponenta pozitivno korelisana sa promenljivima duzina ¢aSi¢nog listi¢a
(Sepal.Length), duzina latica (Petal.Length) i Sirinom latica (Petal. Width). Druga kompo-
nenta je negativno korelisana sa promenljivom Sirina ¢aSi¢nog lista (Sepal. Width).

PC1 PC2 PC3 PC4
Sepal.Length 0.521 -0.377 0.719 0.261
Sepal. Width  -0.269 -0.923 -0.244 -0.123
Petal.Length 0.580 -0.024 -0.142 -0.801
Petal.Length 0.564 -0.066 -0.634 0.523

Tabela 3.11: Prikaz koeficijenata glavnih komponenti za podatke iris

Naredbom summary (myPr) dobijamo tabelu 3.12 u kojoj vidimo u kojem postotku su
komponente pojedinacno i kumulativno objasnile varijaciju podataka. Prva komponenta je
objasnila 72.9% varijacije podataka, dok je druga komponenta objasnila 22.8% varijacije
podataka, a ukupno su prve dve komponente obuhvatile 95.8% varijacije podataka.
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PC1 PC2 PC3 PC4
Standard deviation 1.708 0.956 0.383 0.143
Proportion of Variance 0.729 0.228 0.036 0.005
Cumulative Proportion 0.729 0.958 0.994 1.000

Tabela 3.12: Prikaz proporcije objasnjene varijanse glavnim komponentama za podatke iris

Da bismo dobili karakteristi¢ne korene i vektore koristimo sledecih nekoliko naredbi:

scaled_data <- apply(iris[,1:4], 2, scale)
head(scaled_data)

iris.cov <- cov(scaled_data)
iris.eigen <- eigen(iris.cov)
str(iris.eigen)

Funkcija apply(iris[,1:4], 2, scale) sluZi za standardizaciju promenljivih, a stan-
dardizovane podatke cuvamo u objektu pod nazivom scaled_data.
Funkciju head(scaled_data) koristimo za prikaz nekoliko prvih vrsta u standardizovanim
podacima.
Funkcija cov(scaled_data) koristimo da bismo izracunali matricu kovarijansi, koju cu-
vamo u objektu pod nazivom iris.cov.
Pomocu funkcije eigen(iris.cov) dobijamo karakteristicne korene i vektore, koje Cuvamo
u objektu iris.eigen.
Da bismo prikazali karakteristi¢ne korene i vektore koristimo funkciju str(iris.eigen),
rezultat koji smo dobili je prikazan na slici 3.16. Karakteristi¢ne vektore moZemo da ubacimo
u matricu i to naredbom (matrix_a <- iris.eigen$vectors[,1:2]), a prikazani suu
tabeli 3.13.

= str(iris.eigen)

List of 2

$ values : num [1:4] 2.9185 0.914 0.1468 0.0207

$ vectors: num [1:4, 1:4] 0.521 -0.269 0.58 0.565 -0.377 ...
- attr(¥*, "class")= chr "eigen”

Slika 3.16: Prikaz karakteristicnih korena i vektora za podatke iris

11 [2]

[1,] 0521 -0.377
[2,] -0269 -0.923
[3,] 0.580 -0.024
[4] 0.564 -0.066

Tabela 3.13: Prikaz karakteristicnih vektora za podatke iris

Napomena: Oznaka [, 1] se u R-u odnosi na prvu kolonu, a oznaka [1, | na prvu vrstu.

Naredbom plot (myPr) dobijamo barplot koji je prikazan na slici 3.17. Sa prve dve kom-
ponente smo objasnili 95.8% varijacije podataka. Na dijagramu je graficki prikazano koliko
svaka komponenta objasnjava varijaciju podataka. Jasno se vidi da prve dve komponente do-
miniraju. Kada u naredbu dodamo dva argumenta plot (myPr, main = ”Scree test”,
type = "1"), dobijamo linije na grafiku odnosno scree test, Sto je prikazano na slici 3.18.
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Naredbom biplot(myPr, scale = 0) prikazujemo projekciju opservacija u novom si-
stemu c¢ije su koordinatne ose prve dve glavne komponente, $to je prikazano na slici 3.19.
Prvi argument naredbe su podaci, a drugi argument nam olakSava Citanje podataka. Na slici
su brojevima oznacene opservacije, a crveni vektori predstavljaju karakteristicne vektore.
Vidimo da su promenljive duZina ¢aSi¢nog listi¢a, duZina i Sirina latica pozitivno korelisane
u odnosu na prvu glavnu komponentu, a da je Sirina ¢aSicnog listi¢a negativno korelisana. U
odnosu na drugu glavnu komponentu sve promenljive su negativno korelisane.

myPr
a
A
[&]
[ ]
@
g o
a 1
o

Slika 3.17: Barplot objasnjene varijacije podataka za svaku komponentu za podatke iris

Scree plot
o _
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=
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Slika 3.18: Scree test za podatke iris

Osim naredbom biplot (myPr, scale = 0), graficki prikaz projekcije opservacija u
novom sistemu sa prve dve glavne komponente mozemo dobiti pomocu sledecih naredbi:

ir.species <- iris[,5]
install.packages(”devtool”)
library(devtools)
install_github("ggbiplot™, "vgv')

g <- ggbiplot(myPr, obs.scale = 1, var.scale = 1,
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groups = ir.species, ellipse = TRUE, circle = TRUE)

g <- g + scale_color_discrete(name = )
g <- g + theme(legend.direction = 'horizontal’, legend.position = ’top’)
print(g)

1.0 05 00 05 1.0

pC2

-2
|

-3

PCA1

Slika 3.19: Prikaz projekcije opservacija u novom sistemu za podatke iris

Naredbom ir.species <- iris[, 5] smo napravili objekat koji predstavlja petu pro-
menljivu u podacima, vrste iris cvetova (setosa, versicolor, virginica).
Zatim smo instalirali paket devtool, a onda ga ucitali.
Naredbom install_github("ggbiplot", "vqv") smo direktno sa GitHub-a instalirali
pakete ggbiplot i vqv.
Naredbom g <- ggbiplot(myPr, obs.scale = 1, var.scale = 1,
groups = ir.species, ellipse = TRUE, circle = TRUE) smo kreirali objekat koji
smo nazvali g. Funkcija ggbiplot sluZi za dobijanje grafickog prikaza. Njen prvi parametar
su podaci, naSe komponente, drugi parametar predstavlja standardizaciju opservacija, dok
parametar var.scale=1 predstavlja standardizaciju promenljivih. Pomoc¢u parametra
groups=ir.species grupiSemo opservacije po promenljivoj ir.species koja nam predstavlja
vrste iris cvetova. Parametar ellipse=TRUE iscrtava elipse za svaku grupu opservacija, u
naSem primeru za tri vrste cvetova, postavljamo ga na vrednost TRUE jer je default vrednost
FALSE. Parametar circle=TRUE moZemo da primenimo samo ako smo prethodno standar-
dizovali promenljive i opservacije, sluZi da iscrta krug u kom su podaci korelisani, a njegova
default vrednost je FALSE.

Naredbom g <- g + scale_color_discrete(name = ”) smo definisali boje po gru-
pama, unaSem slucaju po vrstama cvetova. Anaredbomg <- g + theme(legend.direction
= ’horizontal’, legend.position = ’top’) smo definisali gde ¢e se nalaziti legenda

na dijagramu.

Na kraju naredba print (g) sluzi da se prikaze objekat g koji smo definisali odnosno dobi-
jamo graficki prikaz opservacija koji moZemo da vidimo na slici 3.20.

Svaka tacka iz originalnog skupa podataka je prikazana u novom sistemu sa glavnim kompo-
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nentama koje predstavljaju linearnu kombinaciju originalnih promenljivih. Pomocu glavnih
komponenti smo uspeli da razdvojimo tri vrste iris cvetova. Vrsta setosa se posebno izdvojila,
dok vrste versicolor i virginica imaju preklapanja jer imaju viSe slicnosti medusobno nego
sa vrstom setosa. Elipse oko vrsta cvetova predstavljaju 95% interval poverenja varijacije
podataka za svaku od vrsta.

setosa —*— versicolor virginica

[
1

PC2 (22.9% explained var.)

i
i
1

|

PC1 (73.0% explained var.)

Slika 3.20: Prikaz projekcije opservacija u novom sistemu pomocu funkcije ggbiplot za
podatke iris

Da napomenemo, projekcije opservacija u novom sistemu nazivamo skorovima. Pred-
stavljaju koeficijente glavnih komponenti za svaku opservaciju. Da bismo ih prikazali u tabeli
koristimo sledece naredbe:
str(myPr)
myPr$x
Funkcija str sluzi da prikaZe strukturu proizvoljnog objekta, u naSem slu¢aju glavnih kom-
ponenti. Kada je pozovemo dobijemo sledeci rezultat prikazan na slici 3.22. Softver sam
generiSe naziv za skorove, oznaceni su kao x. Da bismo ih prikazali u tabeli koristimo
naredbu myPr$x. U tabeli 3.14 smo prikazali prvih pet vrsta iz tabele sa skorovima koju
dobijemo u softveru.

PCl1 PC2 PC3 PC4
-2.257 -0.478 0.127 0.024
-2.074 0.671 0.233  0.102
-2.356  0.340 -0.044 0.028
-2.291 0595 -0.090 -0.065
-2.381 -0.644 -0.015 -0.035

[1,
2.
3,
[4
[5

b

S [y G Yy W iy W—

2

Tabela 3.14: Prikaz skorova za prvih pet opservacija za podatke iris

Napomena: Podaci o iris cvetovima se Cesto koriste u literaturi kao primeri i datiraju
dugo, a u ovom radu je odabran kao primer zbog slikovitog prikaza primene glavnih kompo-
nenti.
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= str(myPr)
List of 5
§ sdev : num [1:4] 1.708 0.956 0.383 0.144
§ rotation: num [1:4, 1:4] 0.521 -0.269 0.58 0.565% -0.377 ...
..—- arttr(®, "dimnames")=List of 2
..% : chr [1:4] "sepal.Length” "sSepal.width" "petal.Length” "Petal.width”
.. ..% 1 chr [1:4] "pC1™ “"PC2" U"PC3T PC4”
§ center : Named num [1:4] 5.84 3.06 3.76 1.2
.- attr(®, "names")= chr [1:4] "sepal.Length” "sepal.width" "petal.Length” "Petal.wid

th"
§ scale : Named num [1:4] 0.828 0.436 1.765 0.762
..- attr (¥, "names")= chr [1:4] "sepal.Length” "sepal.width” "petal.Length” "pPetal.wid
th”
$ x : num [1:150, 1:4] -2.26 -2.07 -2.36 -2.29 -2.38 ...
..— attr(®, "dimnames")}=List of 2
.5 0 NULL

. ..%  chr [1:4] "pC1" “"pCc2™ "PC3I" TPC4A™
- attr(®, "class")= chr "prcomp”
=3

Slika 3.21: Prikaz strukture objekta myPr

Za sledeci primer odabran je set podataka pod nazivom Lawyers’ ratings of state judges
in the US Superior Court koji se nalazi u R-u. Skup podataka se sastoji od 43 opservacijei 12
promenljivih, opservacije predstavljaju sudije, a promenljive predstavljaju rejting drZavnih
sudija Vrhovnog Suda SAD-a u razli¢itim oblastima. Promenljive su sledece: CONT-
broj kontakta advokata sa sudijom, INTG-integritet, DMNR-ponasanje, DILG-marljivost,
CFMGe-upravljanje predmetima, DECI-brzo odlucivanje, PREP-priprema za sudenje, FAMI-
poznavanje zakona, ORAL-usmeno izrecene presude, WRIT-pisano izreCene presude, PSY-
psihicka sposobnost, RTEN-dostojno zadrZavanja.

Kao i u prethodnom primeru, uc¢itavamo podatke i prikazujemo prve 3 vrste slede¢im
naredbama
data("USJudgeRatings")
head(USJudgeRatings)

Prikaz tih podataka vidimo u sledecoj tabeli:

COUNT INTG DMNR DILG CFMG DECI PREP FAMI ORAL WRIT PSY RTEN
AARONSON,L.H. 5.7 79 1.7 73 7.1 7.4 7.1 7.1 7.1 7.0 8.3 7.8
ALEXANDER,J.M. 6.8 8.9 8.8 8.5 7.8 8.1 8.0 8.0 7.8 79 8.5 8.7
ARMENTANO,A.J. 72 8.1 7.8 7.8 7.5 7.6 75 75 73 74 7.9 7.8

Tabela 3.15: Prikaz prve tri vrste u setu podataka USJudgeRatings

Na sledecoj slici 3.22 prikazana je matrica korelacije podataka i to pomocu sledecih
naredbi:
rez.corr <- cor(USJudgeRatings[1:12])
rez.corr
round(rez.corr,2)

Funkciju cor (USJudgeRatings[1:12]) koristimo da bismo izracunali korelacionu
matricu, a matricu odnosno koeficijente korelacije cuvamo u objektu pod nazivom rez. corr.
Pomocu funkcije round(rez.corr,2) dobijamo matricu sa koeficijentima korelacije zao-
kruZenim na dve decimale.

Na osnovu matrice korelacije zaklju¢ujemo da su podaci pozitivno korelisani i to visoko, $to
nam daje jos bolje rezultate prilikom analiziranja glavnih komponenti.
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Console

RIEN  U. DHLUSS IS W. SULLOEET  We IUT JIUST Us SUUSHT UL L. UUUUUOUY
> round(rez.corr,2)
CONT INTG DMNR DILG CFMG DECI PREP FAMI ORAL WRIT PHYS RTEN

CONT 1.00 -0.12 -0.15 0.01 0.14 0.09 0.01 -0.03 -0.01 -0.04 0.05 -0.03
INTG -0.13 1.00 0.96 0.87 0.81 0.80 0.88 0.87 0.91 0.91 0.74 0.94
DMNR -0.15 0.96 1.00 0.84 0.81 0.80 0.86 0.84 0.91 0.89 0.79 0.9
DILG ©0.01 O0.87 ©0.84 1.00 0.96 0.96 0.98 0.96 0.95 0.96 0.81L 0.93
CcFMG 0.14 0.81 0.81 0.96 1.00 0.98 0.96 0.94 0.95 0.9 0.88 0.93
DECI 0.09 O0.80 ©0.80 0.96 0.98 1.00 0.96 0.94 0.95 0.95 0.87 0.92
PREF 0.01 0.88 0.80 0.98 0.96 0.96 1.00 0.99 0.98 0.99 0.8> 0.95
FAMI -0.03 0.87 0.84 0.99 0.94 0.94 0.99 1.00 0.98 0.99 0.84 0.9
ORAL -0.01 0.91 0.91 0.95 0.95 0.95 0.98 0.98 1.00 0.99 0.89 0.98
WRIT -0.04 0.91 0.89 0.96 0.94 0.95 0.99 0.99 0.99 1.00 0.86 0.97
PHYS 0.05 0.7 0.79 0.81 0.88 0.87 0.85 0.8B4 0.8B9 0.856 1.00 0.91
RTEN -0.03 0.94 ©0.94 0.93 0.93 0.92 0.95 0.94 0.98 0.97 0.91 1.00
=

Slika 3.22: Matrica korelacije za podatke USJudgeRatings

Deskriptivna statistika i varijansa za svaku od promenljivih je prikazana na sledecoj
slici, a dobijene su naredbama:
summary (USJudgeRatings)
apply(USJudgeRatings[1:12], 2, var)
Pomocu funkcije apply (USJudgeRatings[1:12], 2, var) dobijamo varijansu za svaku
od promenljivih.

Console
= summary(USJudgeRatings) -
CONT INTG DMMNR DILG CFMG

Min. 5.700 Min. :5.900 Min. 4.300 Min. 5.100 Min. 5.400

1st Qu.: &.850 1st Qu. :7.550 1st Qu. :6. 900 1st Qu.:7.150 1st Qu. :7.000

Median : 7.300 Median :8.100 Median :7.700 Median :7.800 Median :7.600

Mean o 7.437 Mean :8.021 Mean :7.516 Mean :7.693 Mean 7. 47

Ird qQu.: 7.900 3rd qQu. :8.550 3rd qu. :8.350 3rd qQu. :8.450 3rd qQu. :8.050

Max. :10. 600 Max. 19,200 Max. :9. 000 Max. :9. 000 Max. :8.700

DECIL PREP FAMIL ORAL WRIT

Min. 15.700 Min. 14, 800 Min. :5.100 Min. 14,700 Min. 4.900

1st Qu.:7.100 1st Qu. :6,900 1st Qu. :6,950 1st Qu. :6,850 1st Qu. :6,900

Median :7.700 Median :7.700 Median :7.600 Median :7.500 Median :7.600

Mean 17,565 Mean 170467 Mean 17,488 Mean 17,293 Mean 17,384

3rd qQu. :8.150 3rd qQu. :8.200 Ird qQu. :8.250 Ird qQu. :8.000 3rd qQu. :8.050

Max. :8. BOO Max. 19,100 Max. 19,100 Max. :8.900 Max. 9. 000

PHYS RTEN

Min. 4,700 Min. 14, 800

1st Qu.:7.700 1st Qu. :7.150

Median :8.100 Median :7.800

Mean 17.935 Mean 17.802

3rd qQu. :8.500 3rd qQu. :8.250

Max. 19,100 Max. 19,200
> apply(Usludgeratings[1:12], 2, var)

CONT INTG DMMNR. DILG CFMG DECI PREP FAMI ORAL
0.8852492 0.5931229 1.3080620 0.8116168 0.7397806 0.6447065 0.9089147 0.9005759 1.02018832
WRIT PHYS RTEN

0.9237763 0.8828018 1.2121373
=

Slika 3.23: Deskriptivna statistika i varijansa promenljivih za podatke USJudgeRatings

Dalje, prvo standardizujemo promenljive iz skupa podataka, a zatim odredimo karakte-
risticne korene i vektore i to slede¢im naredbama:
scaled_sudije <- apply(USJudgeRatings[1:12], 2, scale)
sudije.cov <- cov(scaled_sudije)
sudije.eigen <- eigen(sudije.cov)
str(sudije.eigen)
koreni <- sudije.eigen$values[1:12]
koreni
vektori <- sudije.eigen$vectors[1:12,1:12]
vektori
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Na slici 3.24 su prikazani karakteristi¢ni koreni i vektori dobijeni u programu. Vidimo
da je prvi karakteristi¢ni koren iznosi 10.13, drugi 1.10, trec¢i 0.33, itd.

Source

Console

> scaled_sudije <- apply(Usludgeratings[1:12], 2, scale)
= sudije.cov =- cov(scaled_sudije)
> sudije.eigen <- eigen(sudije.cov)
= str(sudije.eigen)
List of 2
$ values : num [1:12] 10.1335 1.1041 0.3329 0.2538 0.0845 ...
$ vectors: num [1:12, 1:12] 0.00308 -0.28855 -0.28688 -0.30435 -0.30257 ...
- attr(®, "class")= chr "eigen”
>
> koreni <- sudije.eigen$values[1:12]
= koreni
[1] 10.133503726 1.104146980 0.332901600 0.253847001 0.084452786 0.037286058
[7] 0.019682813 0.015415288 0.007833472 0.005611727 0.003258175 0.002060374
= vektori <- sudije.eigen$vectors[1:12,1:12]

= vektori

[.1] [.2] [,3] [.4] [,5] [,6]
[1,] 0.003075143 . 932890644 -0.334756548 -0.058576867 -0.093438368 -0.004064432
[2,] -0.288550775 -0.182040993 -0.549360126 -0.173977074 0.014543880 0.369937339
[3,] -0.286884206 -0.197565743 -0.556490386 0.124412022 0.228832817 -0.394724667
[4,] -0.304354091 .036304667 0.163629910 -0.3221395544 0.301936920 0.598676072
[5,] -0.302572733 0
[6,] -0.301891969 127877299

.168393523 .207341904 -0.012949223 . 448430522 -0.085728870
. 297902771 -0.03049177 0.424003128 -0.392609484
[7,] -0.309406446 .032230248 .151869345 -0.213656069 -0.202853400 0.083216652
[8,] -0.306679527 -0.001315183 .195290454 -0.200651140 -0.507470003 -0.101538704

0
0
0
0
[9,] -0.312708348 -0.003625720 0.002150634 0.007441042 -0.246059421 -0.150272440
0
0
0

[= N =Nl

[10,] -0.311061231 -0.031378756 0.056045596 -0.137104995 -0. 305562842 -0.238172386
[11,] -0.280723624 0.089037698 0.154000444 0.841266046 -0.118424976 0.299281534
[12,] -0.309790218 -0.039381306 -0.172869757 0.184223629 -0.006717911 0.036126847

[.7] [.8] [.9] [,10] [.11] [.12]

[1,] 0.005214784 -6.006597e-02 .02514533 0.03038881 -0.0145329260 0.007940919
[2,] -0.449810741 3.341645e-01 . 27537794 -0.10897641 0.11253356530 -0.009848658
[3,] 0.466747889 -2.470974e-01 .19910004 0.07241282 -0.1343234234 -0.059121657
[4,] 0.209710731 -3.548587e-01 -0.03977180 0.38339165 -0.0709517642 -0.053790339
[5,] 0.246903359 7.13526le-01 .14342471 -0.09850310 -0.1658680927 -0.025082947

[6,] -0.5336429933 -3.024227e-01
[7,] 0.335390036 -1.536754e-01
[8,] -0.036378004 2.038889e-02
[9,] 0.057580177 9.062990e-02
[10,] -0.060899994 1.261203e-01

L23823773 -0.06743847 0.1284999526 -0.044141604
.10876864 -0.67986284 0.3187612119 0.273286884
. 22306628 -0.04004599 -0.5733628652 -0.421739844
.29951714 0.25599455 0.6386061655 -0.494391025
.02497324 0.47478254 -0.0004056397 0.696107204

|
OO 00000000

Slika 3.24: Karakteristicni koreni i vektori standardizovanih promenljivih za podatke USJud-
geRatings

Sada pomocu sledec¢e naredbe dobijamo matricu koeficijenata glavnih komponenti (op-
ciono je prikazano prvih 5):
mca_koef <- sudije.eigen$vectors[1:12,1:5]
Kako su u R-u po defaultu karakteristicni vektori postavljeni u negativnom pravcu, matricu
koeficijenata mnoZimo sa -1 da bismo dobili pozitivan pravac i to slede¢om naredbom.
mca_koef <- -mca_koef
Kako bi bilo preglednije i uocljivije, dodeljujemo nazive promenljivih u prvoj koloni i nazive
kolona koji predstavljaju komponente, te prikazujemo tako dobijenu matricu koeficijenata
slede¢im naredbama i na slici 3.25 :

row.names (mca_koef) <- c("CONT", "INTG", "DMNR", "DILG", "CFMG", "DECI",

"PREP", "FAMI", "ORAL", "WRIT", "PSY", "RTEN")

colnames(mca_koef) <- c("PC1", "PC2", "PC3", "PC4", "PC5")

mca_koef

Ovim je prikazano da je na viSe nadina moguce izraCunati glavne komponente, ne samo
koristeci postojece funkcije u programu.

Dalje su prikazane naredbe pomocu kojih dobijamo skorove odnosno koeficijente glav-
nih komponenti za svaku opservaciju:
PCl <- as.matrix(scaled_sudije) %*% mca_koef[,1]
PC2 <- as.matrix(scaled_sudije) %*% mca_koef[,2]
Zatim te podatke prikazujemo kao matricu slede¢om naredbom, $to je prikazano na slici 3.26.
PC <- data.frame(USJudgeRatings[,0], PCl, PC2)
head (PC)
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= mca_koef <- -mca_koef
= row.names(mca_koef) <- c("CONT", "INTG", "DMNR", "DILG", "CFMG",
+ "DECI", "PREP", "FAMI", "ORAL", "WRIT", "P5Y", "RTEN")
> colnames (mca_koef) =- c("PC1", "PC2", "PC3", "PC4", "PCS")
= mca_koef

PCl PC2 PC3 PC4 PCS
CONT -0.003075143 -0.932890844 0, 334756548 0.058576867 0.093438368
INTG 0.28855077 0.182040992 0,549360126 0.173977074 -0.014543880
DMNR 0. 286884206 0.197565743 0.556490386 -0.124412022 -0.228832817
DILG 0.304354091 -0.036304667 -0.163629910 0.321395544 -0.301936920
CFMG  0.302572733 -0.168393523 -0.207341904 0.012949223 -0.448430522
DECI 0.301891969 -0.127877299 -0.29790277 0.030491779 -0.424003128
PREF 0.309406446 -0.032230248 -0.151869345 0.213656069 0.202853400
FAMI 0. 306679527 0.001315183 -0.1953290454 0,200651140 0.507470003
ORAL 0.312708348 0.003625720 -0.002150634 -0.007441042 0.246059421
WRIT 0.311061231 0.031378756 -0.056045596 0.137104995 0.305562842
PSY 0.280723624 -0.089037698 -0.154000444 -0, 841266046 0.118424976
RTEN 0.309790218 0.039381306 0.172869757 -0.184223629 0.006717911

Slika 3.25: Matrica koeficijenata glavnih komponenti za podatke USJudgeRatings

Da bismo dobili skorove glavnih komponenti odnosno prikaz opservacija u novom kordi-
natnom sistemu gde su ose glavne komponente, koristili smo matri¢ni proizvod matrice sa
standardizovanim podacima naSih opervacija i prve kolone, respektivno druge, matrice koe-
ficijenata koju smo u prethodnim koracima izracunali. Te matri¢ne proizvode smo sacuvali u
objektima pod nazivom PC1 i PC2, a zatim smo jednostavnom naredbom data.frame spojili
podatke u matricu, tako da je u prvoj koloni prikazan naziv svakog od sudija, slika 3.26.

= PC %— data.frame(UsJudgeratings[,0] , PC1l, PC2)

= head(PC)

PC1 PC2
AARONSON,L.H. -0.5857508 1.8130995
ALEXANDER,J.M. 2.3800115 0O.8678932
ARMENTANO,A.J. 0.2251390 0.2987E03
BERDON,R. L. 3.6178993 0.5893672
BRACKEN,J.3]. -6.8711315 -0.1357495
BURNS ,E. B. 2.4454791 1.4057858

Slika 3.26: Prikaz matrice skorova za podatke USJudgeRatings

Dalje ¢e vizuelno biti prikazana projekcija opservacija u novom koordinatnom sistemu,
kao i zbog ¢ega su ostavljene samo 2 komponente prilikom analiziranja.
Da bismo mogli da prikazemo vizuelno podatke odnosno da imamo viSe opcija prilikom
manipulacije i prikaza, instaliralirana su 3 paketa, a zatim i ucitana, slede¢im naredbama:
install.packages("tidyverse")
library(tidyverse)
install.packages("gridExtra")
library(gridExtra)
install.packages("ggplot2™)
library(gridExtra)

Graficki, na slici 3.27, su prikazani skorovi i to pomocu sledecih naredbi:
ggplot (PC, aes(PCl, PC2)) +
modelr::geom_ref_lineCh = 0) +
modelr: :geom_ref_line(v 0 +
geom_text(aes(label = Judges), size = 3) +
xlab("First Principal Component") +
ylab("Second Principal Component") +
ggtitle("First Two Principal Components of USJudgeRatings Data")

Funkcija ggplot sluZi za graficki prikaz. Njen prvi parametar je skup podataka, u naSem
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primeru matrica PC, drugi parametar su ose koje smo prethodno definisali kao vektore PC1
i PC2. Dalje smo naredbama modelr::geom_ref_line(h = 0) i modelr::geom_ref_line(v = 0)
dodali na grafiku bele linije koje predstavljaju ose. Ose su imenovane kao First i Second
Principal Component naredbama xlab("First Principal Component") i ylab(" Second Principal
Component"), a pomocu naredbe ggtitle("First Two Principal Components of USJudgeRa-
tings Data") dat je opis slike.

First Two Principal Components of USJudgeRatings Data
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Slika 3.27: Graficki prikaz opservacija u koordinatnom sistemu sa komponentama za podatke
USJudgeRatings

Potrebno je napomenuti da na ovaj nacin analiziranja pomocu glavnih komponenti nije
moguce izvesti odredene predikcije, nego je moguce naci povezanost medu promenljivim,
kao i izvesti zakljucak kako to utice ne opservacije.

U ovom primeru je prikazan drugi nacin za dobijanje scree testa pomocu naredbi nave-
denih u nastavku. Prvo rac¢unamo proporciju objaSnjene varijanse glavnim komponentama i
to slede¢im naredbama:

PVE <- sudije.eigen$values / sum(sudije.eigen$values)

round(PVE, 2)

U objektu koji smo nazvali PVE (proportion of variance explaned) cuvamo vrednosti. Propor-
ciju objasnjene varijanse racunamo kao koli¢nik odredenog karakteristicnog korena i ukupnog
broja glavnih komponenti, $to je uradeno naredbom sudije.eigen$values / sum(sudije.eigen$values).
Da bi rezultat bio pregledniji, cifre su zaokruZene na dve decimale naredbom round(PVE,2).
Rezultat je dat u tabeli 3.16. Iz tabele vidimo da su prva i druga komponenta objasnile
ukupno 93% varijanse podataka, Sto je dovoljan podatak da se u daljoj analizi odlu¢imo za
zadrZavanje prve 2 komponente. U nastavku prikazujemo i vizuelno, pomocu scree testa i
kumulitivnog scree testa, slede¢im naredbama, a na slici 3.28:

PVEplot <- gplot(c(1:12), PVE) +
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PVE 0.34 0.09 0.03 0.02 0.01

0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00

Tabela 3.16: Prikaz proporcije objasnjene varijanse komponentama za podatke USJudgeRa-

tings

geom_line() +

xlab("Principal Component") +
ylab("PVE") +

ggtitle("Scree Plot") +
ylim(®, 1)

cumPVE <- gplot(c(1:12), cumsum(PVE)) +
geom_line() +

xlab("Principal Component") +
ylab(NULL) +

ggtitle("Cumulative Scree Plot™) +
ylim(®, 1)

grid.arrange(PVEplot, cumPVE, ncol = 2)

Naredbe su sli¢ne kao one korisStene za prethodnu sliku, samo umesto funkcije ggplot

je koriStena naredba gplot, koja takode sluZzi za graficki prikaz. Funkciji gplot je prosleden
objekat PVE za scree plot, a za kumulativni scree plot je prosledena funkcija cumsum, na
objektu PVE, koja vraca vektor ¢iji su elementi kumulativna suma.

Scree Plot

1.00-

0.00-

Principal Component

25 5.0 75 100 121

Cumulative Scree Plot

0.00-

1
2.

5 5.0 7.5 100 12EF
Principal Component

Slika 3.28: Scree test i kumulativni scree test za podatke USJudgeRatings

Jasno se vidi na slici 3.28 da je za dalju analizu dovoljno posmatrati prve dve komponente

(desni deo - Scree Plot), na levom delu je prikazano kumulativno objasnjenje varijanse za
sve vrednosti karakteristi¢nih korena odnosno sve komponente. Jasno se vidi da je prvom
komponentom objasnjeno 84%, sa prve dve 93%, sa tri 96%, dok je sa prvih 6 komponenti

objasnjeno 100% varijanse.

Kako je prva komponenta pozitivno korelisana sa promenljivima ORAL, WRIT, PREP
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i FAMI moze se protumaciti da predstavlja pripremljenost, poznavanje pravosuda i iskustvo
(zbog irecenih presuda), dok je druga komponenta negativno korelisana sa promenljivom
CONT i ona predstavlja posvecenost sudija slucajevima i advokatima.

Sudija Callahan je sudija koji ima najvece ocene odnosno najbolji rejting medu sudijama i
zato se nalazi u donjem desnom uglu na slici 3.27, jer je i dobro pripremljen i poznaje pravo-
sude i ima iskustvo i posveéen je radu na raznim slu¢ajevim, a imao je i najviSe kontakata sa
advokatima. NajviSe je onih sudija sa iskustvom koji su pripremljeni i poznaju sistem, ali sa
manjim brojem kontakata sa advokatima na odredenim slucajevima i oni imaju visok rejting.
Sudije Cohen i Mignone imaju najmanje ocene i nalaze se u gornjem levom uglu slike 3.27.

Za slededi primer odabran je set podataka pod nazivom Pima Indians Diabetes Database
- file Diabetes.csv koji se nalazi na internet stranici [18]. Originalni podaci su dobijeni od
Nacionalnog instituta za dijabetes, probavne i bolesti bubrega, merenja su izvr§ena na Zenama
domorodskih naroda Arizone starijim od 21 godine, a cilj prikupljanja tih podataka je bio da
se predvidi, na osnovu odredenih merenja, da li pacijent ima dijabetes ili ne.
Skup podataka se sastoji od 768 opservacije i 9 promenljivih, ali u ovom primeru posmatramo
100 opservacija i 9 promenljivih, zbog jednostavnijeg prikaza. Promenljive su sledece: Preg-
nancies - broj trudnoca, Glucose - koncentracija glukoze u plazmi 2 sata tokom oralnog testa
tolerancije na glukozu, BloodPressure - dijastolicki krvi pritisak, SkinThickness - debljina
nabora kozZe tricepsa, Insulin - nivo insulina, BMI - Body mass index, DiabetesPedigreeFunc-
tion - podatak da li se iz generacije u generaciju bolest prenosi genetski, Age - broj godina,
Outcome - kvalitativna promenljiva sa vrednoScu 0 i 1, koja kaZe da li osoba ima dijabetes
ili ne.
Naredba za ucitavanje podataka u program je:
dijabetes <- read.csv(choose.files())
print (dijabetes)
dijabetesNovi <- dijabetes[1:100, 1:8]
head(dijabetesNovi, 5)
U sledecoj tabeli su prikazane prve 3 vrste podataka koje koristimo u ovom primeru.

‘Pregnancies Glucose BloodPressure SkinThickness Insulin BMI DiabetesPedigreeFunction Age

1 6 148 72 35 0 33.6 0.627 50
1 85 66 29 0 26.6 0.351 31
3 8 183 64 0 0 233 0.672 32

Tabela 3.17: Prikaz prve tri vrste Diabetes podataka

Kako se podaci nalaze u csv?? formatu, naredbom read.csv se ucitavaju u program, a
u ovom primeru su sacuvani u objektu pod nazivom dijabetes. Kako je gore navedeno, radi
preglednosti, bice koriSteno prvih 100 opservacija i to smo postigli naredbom dijabetes[1:100,
1:8], takode, odabrano je 8 promenljivih (ne posmatra se promenljiva Outcome jer nije nu-
merickog tipa odnosno kvantitativna nego kategoricka odnosno kvalitativna).
U ovom primeru, za dobijanje glavnih komponenti koristimo funkcije iz paketa FactoMineR.
Prvo je potrebno instalirati paket i ucitati ga, a takode ucitavamo paket factoextra, koji sluzi
za vizualizaciju podataka. Takode, potrebno je instalirati i pakete devtools i ggplot2, ukoliko
ne postoje ve¢ instalirani. Sledede naredbe sluZe za ucitavanje i instaliranje:
install.packages("FactoMineR")
library("FactoMineR")

22CSV je skradenica sa znacenjem comma separate value, a to znaci da je skup podataka razdvojen zarezima.
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if(!require(devtools)) install.packages(devtools")
devtools::install_github("kassambara/factoextra")
install.packages("factoextra")
library("factoextra")

install.packages("ggplot2™)

Pomocu funkcije PCA u okviru paketa dobijamo glavne komponente, kao Sto je nave-
deno na pocetku poglavlja o programskom jeziku R-u, a u ovom primeru naredba izgleda
ovako:
rezultat <- PCA(dijabetesNovi, scale.unit = TRUE, graph = FALSE)
print(rezultat)

U objektu pod nazivom rezultat smo saCuvali dobijene komponente i sve relevantne
informacije koje nam ovaj paket nudi, Sto je prikazano na slici 3.29, a dobijeno pomocu
naredbe print(rezultat). Funkciji PCA je kao prvi parametar prosleden skup podatak gde
posmatramo prvih 100 opservacija originalnih podataka, drugim parametrom smo standardi-
zovali podatke, sa tre¢im parametrom postoji mogucnost da se iscrta grafik ukoliko se postavi
vrednost parametra na TRUE.

Console
Lr Idl | LU W l'l't‘ll._.jlll._:r [ LIl vdl 14di 12>

= rezultat <- PCA(dijabetesNovi, scale.unit = TRUE, graph = FALSE)

= print{rezultat)

#**results for the principal Component Analysis (PCA)**

The analysis was performed on 100 individuals, described by 8 variables
*The results are available in the following objects:

name description
1 "%eig” "eigenvalues”
2 "Jvar" "results for the wvariables™”
3 "$wvar$coord” "coord. for the variables™
4 "fvar$cor” "correlations wvariables - dimensions”
5 "$wvar$cos2" "cos2 for the wvariables”
6 "$var$contrib” "contributions of the wariables™
7 "%ind” "results for the individuals”
8 "%$ind%$coord” "coord. for the individuals”
9 "%$ind%cos2" "cos2 for the individuals™
10 "$ind%contrib” "contributions of the indiwviduals”
11 "%call” "summary statistics”
12 "$callicentre” "mean of the variables"”
13 "Scall$ecart.type” "standard error of the variables”
14 "$callfrow.w" "weights for the individuals”
15 "$call%col.w” "weights for the variables”

Slika 3.29: Prikaz strukture objekta rezult za podatke Diabetes

Na slici vidimo kratak opis na kojim podacima je uradena analiza, a zatim vidimo u kojim
objektima su saCuvani rezultati analize. Rezultati su karakteristicni koreni, varijansa, skorovi,
ucesce pojedinacnih promenljivih u komponentama, ucesce opservacija u komponentama, itd.
U nastavku e biti prikazani podaci koji su dobijeni pomocu funkcije PCA. Karakteristi¢ne
korene dobijamo na sledeci nacin, a prikazani su na slici 3.30:
koreni <- get_eigenvalue(rezultat)
koreni
Na slici 3.30, u prvoj koloni, se vidi da prvi karakteristi¢ni koren iznosi 2.51, drugi 1.65,
treci 1.05, Cetvrti 0.95, itd. U drugoj koloni se vidi procenat objaSnjene varijanse odredenim
korenom, a u tre¢oj kumulativni procenat. Prvim korenom je objaSnjeno 31% varijanse,
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drugim 20%, tre¢im 13%, a ukupno sa prva tri 65%.

Graficki prikaz postotka objasnjene varijanse odnosno scree plot moguce je dobiti na dva
nacdina, slede¢im naredbama:

fviz_eig(rezultat, addlabels = TRUE, ylim = c(0®, 40))
fviz_screeplot(rezultat, addlabels = TRUE, ylim = c(0, 40))

Funkcija fviz sluzi za graficki prikaz, drugi parametar predstavlja prikaz postotka na grafiku
ukoliko se postavi na logicku vrednost true, a tre¢i parametar predstavlja interval koji se
posmatra na y osi, $to je prikazano na slici 3.31.

Console -~/
= koreni =- get_eigenvalue(rezultat)
= koreni

eigenvalue variance.percent cumulative.variance.percent
Dim.1 2.5107108 31. 383885 31. 38389
Dim.2 1.6519065 20.648831 52.03272
Dim.3 1.0589364 12.236705 65.26942
Dim.4 0.9571349 11.964187 77.23361
Dim.5 0.6089234 7.611542 B4, 84515
Dim.&6 0.5833016 7.201271 92.13642
Dim.7 0.3994216 4,992770 97.12919
Dim.B 0.2296647 2.870808 100. 00000

Slika 3.30: Karakteristcni koreni za podatke Diabetes

Scree plot
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Slika 3.31: Karakteristcni koreni za podatke Diabetes

Da bismo na jednom mestu imali sve informacije o varijablama, §to je prikazano na slici
3.32, pozivamo funkciju get_pca_var i to na sledeci nacin:
varijable <- get_pca_var(rezultat)
varijable

Rezultat funkcije su koeficijenti promenljivih u odnosu na komponente, korelisanost
izmedu promenljivih i komponenti, u¢esce odredene promenljive u glavnim komponentama
iskazano u procentima.
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= varijable <- get_pca_var(rezultat)
= varijable
Principal Component Analysis Results for wvariables

MName Description
1 "$coord” "Coordinates for the variables"”
2 "Scor” "Correlations between wvariables and dimensions”
3 "%cos2” "Cos2 for the wvariables"
4 "fcontrib” "contributions of the variables™

Slika 3.32: Prikaz dobijenih informacija o varijablama za podatke Diabetes

Koeficijente promenljivih dobijamo pomocu funkcije navedene u nastavku
head(varijable$coord, 8), a graficki prikaz promenljivih je dobijen funkcijom
fviz_pca_var(rezultat, col.var = "black"), Sto je prikazano na slici 3.33. Na
slici vidimo da su pozitivno korelisane promenljive SkinThickness, DiabetesPedigreeFunc-
tion, Insulin, BMI u odnosu na prvu komponentu, a promenljive BloodPressure, Glucose,
Age, Pregnacies su negativno korelisane u odnosu na drugu komponentu, dok je promenljiva
SkinThickness pozitivno korelisana (Sto vidimo i u tabeli koeficijenata iznad grafickog pri-
kaza). Graficki se moze prikazati kvalitet reprezentovanih promenljivih slede¢im naredbama,
Sto je prikazano na slici 3.34:

corrplot(varijable$cos2, is.corr=FALSE)

fviz_cos2(rezultat, choice = "var", axes = 1:2)

Da bi bilo moguce koristiti funkciju corrplot, potrebno je instalirati paket pod nazivom corr-
plot i ucitati ga. Kod funkcije fviz_cos2 prvi parametar predstavlja matricu podataka, drugi
parametar izbor da li ¢e biti posmatrane vrste ili kolone ili, u slu¢aju glavnih komponenti vari-
jable ili opservacije, dok tre¢i parametar predstavlja dimenzionalnost odnosno broj zadrZanih
komponenti.

Na slici 3.34 vidimo da su promenljive Pregnancies i Ages najbolje reprezentuju prve

dve komponente odnosno da su najviSe zastupljene u prve dve glavne komponente, odnosno
da broj godina i ukupan broj trudnoc¢a najviSe utiCu na pojavu dijabetesa. Promenljiva
DiabetesPedigreeFunction je najmanje zastupljena u prve dve komponente, Sto se vidi na
slici 3.34. Na to nam ukazuje i duZina vektora na slici 3.33, odnosno §to je promenljiva bliza
centru kruga to je njena zastupljenost u komponentama niza. Da bi bilo uocljivije, na slici
3.35 je razlic¢itim bojama prikazana zastupljenost promenljivih (crvenom bojom prikazane
najzastupljenije, a plavom najmanje zastupljene), a naredba kojom dobijamo grafik je sledeca:
fviz_pca_var(rezultat, col.var = "cos2", gradient.cols = c("#00AFBB",
"#E7B800", "#FC4EQ7"), repel = TRUE, title = "First Two PC of
Diabetes Data")
Funkciji za graficki prikaz prosledujemo u prvom parametru podatke, drugim parametrom
odredujemo da li e biti obojene promenljive ili opservacije, da li u odnosu na koeficijente ili
u odnosu na ucescée, tre¢im parametrom odredujemo boje, navedena naredba generiSe sama
paletu boja, Cetvrti parametar sluZi za otklanjanje preklapanja teksta na grafiku kad se postavi
na logic¢ku vrednost true, petim parametrom je dodeljen naziv grafiku.

Dalje su prikazana naredbe za prikaz procenta uce$¢a promenljivih u objasnjavanju va-
rijanse u dobijenim komponentama, prikazani na slici 3.36, kao i za graficki prikaz bar plota
uces¢a promenljivih u odnosu na prvu komponentu, drugu komponentu i obe komponente,
respektivno, slike 3.37 i 3.38.
head(varijable$contrib, 8)

fviz_contrib(rezultat, choice = "var", axes = 1, top = 8)
fviz_contrib(rezultat, choice = "var", axes = 2, top = 8)
fviz_contrib(rezultat, choice = "var", axes = 1:2, top = 8)
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Console

= head(varijable$coord,8)
Dim. 1 Dim. 2 Dim. 3 Dim. 4 Dim. 5

Pregnancies 0.3425262 -0.7828351 -0.03033985 -0.18203627 0.35688483
Glucose 0.7079353 -0.1195786 -0.31879458 0.34414744 -0,27568011
BloodPressure 0.6364014 -0.1387818 0.38643348 -0.30893668 -0,328921132
skinThickness 0.3918192 0.6639087 -0.06160000 -0.41716468 0, 37910092
Insulin 0.5495108 0.4046348 -0,65228916 -0.01912484 -0.06325242
BMI 0.6255546 0.2615122 0.44819178 -0.20926798 -0.05487160
DiabetesPedigreeFunction 0.3591036 0.3468700 0.41323363 0.69434662 0.23525433
Age 0.7151566 -0.4607655 -0.07832032 0.09907547 0.21908388

Variables - PCA

1.0-

Cim2

-1.0-

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
Dim1 (31.4%)

Slika 3.33: Koeficijenti promenljivih i graficki prikaz promenljivih za podatke Diabetes

Funkciji za graficki prikaz uces¢a fviz_contrib u prvom parametru su prosledeni podaci,
drugim parametrom je odredeno da se radi o promenljivim, tre¢im parametrom je odredena
komponenta u odnosu na koju se posmatra, a zatim i broj promenljivih parametrom top,
ukoliko je velik broj promeljivih da se odredi koliko je dovoljno za posmatranje.

Napomena: U ovom paketu program komponente naziva Dim1, Dim2, Dim3, itd.

Crvena linija na graficima predstavlja ocekivano prose¢no ucesc¢e promenljivih.

Kod prve komponente se vidi da najvece uceS¢e imaju promenljive Ages, Glucose, Blood-
Pressure, BMI, dok su kod druge komponente to promenljive Pregnancies, SkinThickness.
Na slici 3.38 se vidi da, prilikom zadrZavanja prve dve komponente, najveci postotak varijanse
objasnjavaju promenljive Pregnancies, Ages i SkinThickness, odnosno da broj godina i broj
trudnoca kod Zene najviSe utice na pojavu dijabetesa.
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(b) Funkcija fviz_cos2

Slika 3.34: Graficki prikaz kvaliteta reprezentovanih promenljivih pomocu funkcija corrplot

i fviz_cos2 za podatke Diabetes
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Slika 3.35: Graficki prikaz promenljivih za podatke Diabetes

= head(varijablefcontrib, 8)

Dim.1
Pregnancies 4.672948 37.
Glucose 19.961375 0.
BloodPressure 16.131160 1.
skinThickness 6.114695 26.
Insulin 12.026958 9.
BMI 15.585969 4.
DiabetesPedigreeFunction 5.136210 7.
Age 20.370686 12.

Dim. 2
0983901
8656083
1659487
6827918
9115355
1399834
2836342
8521079

14.

40.
1s.
16.

Slika 3.36: Prikaz procenta uceséa promenljivih u

podatke Diabetes
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23.
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Dim. 3
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B775889
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objasnjenju varijanse komponentama za

U nastavku se navodi funkcija koja daje strukturu za opservacije, kako bi na jednom
mestu imali sve potrebne informacije, Sto je prikazano na slici 3.39, a funkcija glasi:

opserv <- get_pca_ind(rezultat)
opserv

Rezultat funkcije su koeficijenti opservacija u odnosu na komponente, koeficijent reprezena-
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Slika 3.37: Graficki prikaz procenta uces¢a promenljivih u objasnjenu varijanse komponen-
tama za podatke Diabetes
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Slika 3.38: Prikaz procenta uceséa promenljivih u objasnjenju varijanse sa prve dve kompo-
nente za podatke Diabetes

tivnosti opservacija u odnosu na odabrane komponente, ucesce pojedinacnih opservacija u
glavnim komponentama iskazano u procentima.

Koeficijente opservacija odnosno skorove dobijamo pomocu funkcije navedene u nastavku
head(opserv$coord, 8), a graficki prikaz skorova je dobijen funkcijom
fviz_pca_ind(rezultat), Sto je prikazano na slici 3.40. SledeCom naredbom je mogué
grafi¢ki prikaz opservacija u razli¢itim bojama, na slici 3.41 pod a) , u zavisnosti od koefici-
janta reprezentativnosti opservacija u odnosu na komponente:

fviz_pca_ind(rezultat, col.ind = "cos2",

gradient.cols = c("#00AFBB", "#E7B800", "#FC4EQ7"),

repel = FALSE)
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Kada se kao argument funkcije repel postavi na logi¢ku vrednost TRUE, slika 3.41 pod
b), onda dobijamo graficki prikaz bez preklapanja tacaka, Sto je korisno kada se ne posmatra
veliki broj opservacija. Ukoliko se posmatra veci broj opservacija, potrebno je sacekati par
sekundi dok se ne obradi naredba u programu.

= opserv <- get_pca_ind(rezultat)
> opserv
Principal Component Analysis Results for individuals

Mame Description
1 "$coord” "Ccoordinates for the individuals”
2 "S$cosz2” "Cos2 for the individuals”

3 "fcontrib contributions of the individuals™

Slika 3.39: Prikaz dobijenih informacija o opservacijama za podatke Diabetes

Individuals - PCA

Slika 3.40: Graficki prikaz skorova za podatke Diabetes

Ukoliko je potrebno graficki prikazati procenat uc¢eS¢a opservacija za prve dve kompo-
nente, to je moguée pomocu sledeée naredbe:
fviz_contrib(rezultat, choice = "ind", axes = 1:2, top = 30)
Drugim parametrom je specificirano da posmatramo opservacije, tre¢im parametrom da
posmatramo prve dve komponente, a Cetvrtim da posmatramo 30 opservacija sa najveéim
uceS¢em (odredeno je 30 radi preglednosti na grafiku, moguce je posmatrati sve opservacije),
prvim kao i obi¢no ucitavamo podatke. Na slici 3.42 je prikazano ucesce 30 opservacija,
a na slici 3.43 svih 100 opservacija. Crvena linija na graficima prikazuje nivo prose¢nog
ocekivanog ucesca.
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Individuals - PCA Individuals - PCA
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Slika 3.41: Graficki prikaz skorova u zavisnosti od koeficijenata reprezentativnosti za podatke
Diabetes

Contribution of individuals to Dim-1-2
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Slika 3.42: Graficki prikaz procentualnog ucesca skorova u prve dve komponente za podatke
Diabetes

Contribution of individuals to Dim-1-2

Contributions (%)

Slika 3.43: Graficki prikaz procentualnog uceséa svih skorova u prve dve komponente za
podatke Diabetes
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U nastavku u analizu ukljucujemo 9. promenljivu iz originalnog skupa odnosno kvali-
tativnu promenljivu pod nazivom Outcome. Naredba za to je sledeca:
rezultat2 <- PCA(dijabetes, quali.sup = 9, graph=FALSE)
U objektu pod nazivom rezultat2 smo sacuvali rezultat primene funkcije PCA odnosno iz-
racunali smo komponente tako Sto smo postavili promenljivu Outcome kao kvalitativnu
promenljivu. Ono §to je dalje zanimljivo da se prikaZe je graficki prikaz opservacija za prve
dve komponente sa kvalitativnom promenljivom (vrednost 0 promenljive Outcome znaci da
posmatrana osoba nema oboljenje, a vrednost 1 da ima), koji dobijamo slede¢om naredbom:
fviz_pca_ind(rezultat2, habillage = 9, addEllipses =TRUE,
ellipse.type = "convex", palette = "jco", repel = FALSE)
Fuknciji je prosleden objekat sa kvalitativnom promenljivom u prvom parametru, u drugom
parametru je specificirano koja je kvalitativna promenljiva, tre¢im parametrom omoguéavamo
geometrijski prikaz rasprostranjenosti jedne od vrednosti te promenljive, Cetvrtim biramo na-
¢in geometrijskog prikaza (ukoliko se postavi na vrednost convex dobijamo mnogougao kojim
obuhvatamo sve tacke koje pripadaju odredenoj vrednosti, ukoliko na vrednost confidence
dobijamo elipse koje predstavljaju interval poverenja za o¢ekivane vrednosti, ukoliko na
vrednost t pretpostavljamo multivarijantnu t raspodelu, a sa vredno$¢u norm pretpostavljamo
normalnu raspodelu), petim parametrom biramo boje prikaza, a sa parametrom repel kad se
postavi na vrednost true dobijamo prikaz opservacija bez preklapanja. Kada se primeni gore
navedena funkcija, dobija se sledeca slika 3.44.
Na slici 3.45 je prikazano kako izgleda kada se za Cetvrti parametar odabere vrednost con-
fidence odnosno kada na grafiku dobijemo elipse koje predstavljaju interval poverenja za
oc¢ekivane vrednosti.

Individuals - PCA

Outcome

-2.5 0.0 2.5

Dim1 (31.4%)

Slika 3.44: Graficki prikaz skorova sa kvalitativnom promenljivom Outcome za podatke
Diabetes

Kako je prva komponenta pozitivno korelisana sa promenljivima SkinThickness, Diabe-
tesPedigreeFunction, Insulin i BMI moZe da se protumaci da prestavlja fizicke predispozicije
i nasledni faktor, a druga komponenta je negativno korelisana sa Pregnacies, Age, Glucose i
BloodPressure, a pozitivno sa SkinThickness moZe da se protumaci da predstavlja zrelost i
starosnu i polnu. Na slici 3.44 se vidi da osobe sa loSijim fizickim predispozicijam, naslednim
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Individuals - PCA

tn

Slika 3.45: Graficki prikaz skorova sa parametrom confidence za podatke Diabetes

faktorom i u zrelijim godina imaju oboljenje (Zuto obojene tacke na slici) odnosno imaju vece
predispozicije ka oboljenju, dok mlade Zene sa boljim predispozicijama i naslednim faktorom
nemaju oboljenje odnosno imaju manje predispozicije ka oboljenju. Na slici 3.45 je prikazan
interval poverenja za ocekivane vrednosti obolelih, odnosno u plavoj elipsi je o¢ekivano da
se pojavljuju zdrave Zene, dok u Zutoj elipsi treba da se pojavljuju Zene sa oboljenjem.

Napomena: U ovom primeru smo zadrZali samo prve dve glavne komponente zbog
jednostavnije analize i lakSeg prikaza dobijenih rezultata. Bolji rezultat bi se postigao za-
drZavanje prve 3 komponente, jer sa prve dve komponente je objasSnjenjo ukupno 52.03%
varijanse, a sa prve tri 65.26%. Takode, ovim podacima nije moguce predvideti da li ée
neko dobiti oboljenje ili ne, mogude je samo analizirati postojec¢e podatke i izvesti odredene
zakljucke.

Za sledeci primer odabran je set podataka pod nazivom World Happiness Report 2019.csv
koji se nalazi na internet stranici [18], dalje u tekstu podatke nazivamo Happiness. Svetski
izvestaj o sreci predstavlja znacaj pregled stanja globalne srece koji razvrstava 155 zemalja
po tome u kom stepenu njihovi gradani sebe vidi sre¢ne. OvogodiSnji Izvestaj o sreci sveta
usmeren je na srecu i zajednicu: kako se srecarazvijala u proteklih desetak godina, sa fokusom
na tehnologije, druStvene norme, sukobe i vladine politike koje su pokrenule te promene [18].
Skup podataka se sastoji od 155 opservacija i 10 promenljivih, opservacije predstavljaju
razlicite drzave u kojima su mereni indikatori srece potrebni za izveStaj. Promenljive, u ovom
primeru indikatori srece, su sledece: Ladder - idikator Zivotnog zadovoljstva, SD of Ladder -
standardna devijacija (odstupanje) od mere Zivotnog zadovoljstva, Positive affect - indikator
pozitivnih emocija, Negative affect - indikator negativnih emocija, Social support - indikator
u kojoj je meri socijalna podrSka doprinela u izracunavanju ocene srece, Freedom - indikator
koliko je stepen slobode doprineo u izra¢unavanju ocene srece, Corruption - indikator koliko
je percepcija o korupciji doprinela u izrac¢unavanju ocene srece, Generosity - indikator koliko
je velikoduSnost doprinela u izracunavanju ocene srece, Log og GDP per capita - indikator
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stepena do kojeg BDP23 po glavi stanovnika doprinosi izraCunavanju ocene srece, Healthy
life expectancy - indikator stepena do kojeg je oc¢ekivani Zivotni vek doprineo u izraCunavanju
ocene srece.

Podatke, koje cuvamo u objektu pod nazivom happy, u¢itavamo i prikazujemo prve 3 vrste
naredbama, podaci su prikazani u sledecoj tabeli 3.18 :

happy <- read.csv(choose.files())

head Chappy, 3)

‘ Ladder SD of Ladder Positive affect Negative affect Social support Freedom Corruption Generosity Log of GDP per capita Healthy life expectancy

Finland 1 4 41 10 2 5 4 47 22 27
Denmark 2 13 24 26 4 6 3 22 14 23
Norway 3 8 16 29 3 3 8 11 7 12

Tabela 3.18: Prikaz prve tri vrste Happiness podataka

U ovom primeru ¢e biti prikazane naredbe za dobijanje glavnih komponenti u okviru
paketa ade4. Prvo je potrebno instalirati i ucitati podatke i to naredbama
install.packages("ade4")
install.packages("factoextra")
install.packages("magrittr")
library(ade4)
library(factoextra)
library(magrittr)

Funkcija za dobijanje komponenti je sledec¢a, a na slici 3.46 je prikazan rezultat pozivanja
funkcije dudi.pca:
rez <- dudi.pcaChappy[,2:11], scannf = FALSE, nf = 5)
Prvi parametar funkcije su podaci, drugim parametrom sa logickom vredno§¢u true biramo da
se scree plot prikazuje, dok sa tre¢im parametrom biramo koliko komponenti e biti prikazano
u rezultatu (odabrano je 5).
Scree plot je moguce dobiti naredbom, a prikazan je na slici 3.47:
screeplot(rez, main = "Screeplot")

= rez <- dudi.pcalhappy[,2:11], scannf = FALSE,
= print{rez)

puality diagramm

class: pca dudi

$call: dudi.pcaldf = happy[, 2:11], scannf = FALSE, nf = 5)

nf = 5)

§nf: 5 axis-components saved

frank: 10

eigen values: 5.295 1.363 0.9656 0.7022 0.5788 ...
vector length mode content

1 $cw 10 numeric column weights
2 $lw 155 numeric row weights
3 %eig 10 numeric eigen values

data.frame nrow ncol content

1 $tab 155 10 modified array

2 %14 155 5 row coordinates
3§11 155 5 row normed scores

4 $co 10 5 column coordinates

5 $ci 10 5 column normed scores
other elements: cent norm

Slika 3.46: Rezultat funkcije dudi.pca za podatke Happiness

23BDP je skracenica za Bruto Domaci Proizvod.
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Slika 3.47: Scree plot za podatke Happiness

Kako vidimo na slici 3.46 prva dva karakteristicna korena iznose 5.295 i 1.363, pa je
zakljucak, na osnovu Kajzerovog kriterijuma a i scree plota, da je u daljoj analizi dovoljno
posmatrati prve dve komponente. Na slici vidimo i ostale informacije vezane za dobijenu
strukturu.

Graficki prikaz promenljivih, skorova, kao i biplota za promenljive i opservacije dobijamo
slede¢im naredbama, a prikazani su na slikama 3.48, 3.49 i 3.50, respektivno:
s.corcircle(rez$co)

s.label (rez$li, xax = 1, yax = 2)

scatter(rez, posieig = "none", clab.row = 0 )

Funkcija s.corcircle sluzi za dobijanje grafickog prikaza promenljivih, funkcija s.label sluzi
za prikaz skorova, njeni drugi i treéi parametar predstavljaju odabir prve dve komponente za
x iy osu, respektivno, dok funkcija scatter sluZi za iscrtavanje biplota, njen drugi parametar
se koriste da se ne prikazuju scree plot, a treci da se opservacije prikazu kao tackice.

itive affect

Freedom Corruption

Generosity

N_e ative affect

[Healthy life.expectancy
D of Ladder

Slika 3.48: Graficki prikaz promenljivih za podatke Happiness
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Slika 3.49: Graficki prikaz skorova za podatke Happiness
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Slika 3.50: Graficki prikaz opservacija i promenljivih za podatke Happiness

Na osnovu slike 3.48 vidimo da su promenljive Positive affect, Freedom, Ladder, SD of
Ladder, Healthy life expectancy i Log of GDP per capita one koje najviSe uti¢u na objaSnjene
varijanse odnosno one najbolje predstavljaju originalan skup. Slika 3.49 graficki prikazuje
opservacije, ali nije dobar nacin za tumacenje dobijenih podataka. Na slici 3.50 je prikazan
biplot za promenljive i opservacije, on predstavlja mnogo jasniji nacin za tumacenje dobijenih
podataka. Gore navedenim naredbama i slikama je prikazano kako se koriste funkcije iz
paketa ade4. Na osnovu slika 3.51 i 3.52 ¢e biti tumaceni dobijeni podaci.
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Dim. 1 Dim. 2 Dim. 3 Dim. 4
Ladder -0.8971172 0.07254496 0.172376888 0.160470158
sD.of . Ladder -0.7139434 0.38279451 -0.375110035 -0.210504720
Positive. affect -0.5573487 -0.62259988 0.398600051 -0.154609252
Negative. affect -0.7219363 0.08996600 -0.033352373 -0.599223083
social.support -0.8638888 0.20470042 0.136397537 -0.034937746
Freedom -0.6672908 -0.60188936 0.093677714 -0.0501543203
corruption -0.3276237 -0.45637568 -0.754217962 0.0079963E83
Generosity -0.6375198 -0.23037977 -0.168184432 417105597

0
Log. of . GDP. per.capita -0.8517960 0.26703461 0.002165833 0.175818999
Healthy. 1ife. expectancy -0.8474706 0.28013898 0.101340042 0.201133976

Slika 3.51: Prikaz koeficijenta promenljivih za podatke Happiness

Individuals - PCA

06Y contrib
— a®
= -
g .,
ik 1.5
(o]
I= 1.0
— 05

|

-5.0 -2.5 0.0 25

Slika 3.52: Graficki prikaz opservacija u paketu FactoMineR za podatke Happiness

Prva komponenta je negativno korelisana sa promenljivim Ladder, SD of Ladder, Ne-

gative affect, Social support, Log of GDP per capita i Healthy life expectancy, dok je druga
promenljiva negativno korelisana sa promenljivima Positive affect, Freedom i Corruption.
Prva komponenta predstavlja duZinu trajanja i kvalitet Zivota, kao i ekonomski i socijalni
standard, dok druga predstavlja pozitivnost i slobodu Zivljenja i svest o korupciji, a to znaci
da ove osobine u najvecoj meri uti¢u na sreu gradana.
Na osnovu dobijenih glavih komponenti, drzave u kojima gradani sebe vide sre¢ne su Finska,
Danska Norveska, Island, Holandija, Svajjcarska, Svedska, Novi Zeland i Kanada (na slici
3.52 na levoj strani grafika su oznadene tamnijom crvenom bojom). Na slici je pod brojem
41 drzava Uzbekistan, njeni gradani su sre¢ni u najvecoj meri zbog pozitivnosti i slobode
Zivljenja, kao i svesti o kriminalu, a zatim i zbog duZinu trajanja i kvaliteta Zivota. Gradani
Italije i severnog Kipra se vide kao prosecno sreéne (opservacije 37 i 63). Gradani judnog
Sudana i Centralne Africke Republike, po ovoj analizi, ne vide sebe kao sre¢ne (opservacije
154 i 155). Gradani Srbije (opservacija 70) i BiH (opservacija 78) se ne vide kao sre¢ni,
na njihovo zadovoljstvo viSe utiCu duzina trajanja i kvalitet Zivota, dok su gradani Hrvatske
(opservacija 75) za koju nijansku sre¢niji, na osnovu dobijenih rezultata analize.

92



Tanja Stani¢ Analiza glavnih komponenti sa primerima u statistickim softverima

Napomena: U originalnom skupu je 156 drZzava, ali je u ovom primeru iskljuc¢ena op-
servacija Kosovo. Takode, u ovom primeru je bilo ukupno 15 missing value i to je reSeno
zamenom vrednosti sa odgovarajué¢im srednjim vrednostima, zbog malog broja nedostajuc¢ih
vrednosti. Ukoliko je broj missing value velik, u R-u postoji nacin i naredbe preko kojih se
prevazilazi problem u sklopu paketa missMDA, viSe u [11].
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