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Predgovor

” Ne postoji grana matematike koliko
god bila apstraktna da jednog dana ne bi
mogla biti primenjena u praksi”

Nikolay Ivanovich Lobachesky

Statistika je oblast matematike koja podrazumeva prikupljanje, prikazivanje, analizu i
koriS¢enje podataka u cilju da se izvedu zakljucci i donesu odluke. Primenjuje se skoro
u svim oblastima, za davanje procena, istraZivanje tendencija, procenu rizika, analiziranje
odnosa i faktora koji odreduju posmatranu pojavu.

Analiza glavnih komponenti predstavlja statisti¢ku analizu redukcije dimenzionalnosti skupa
podataka. Predstavlja linearnu transformaciju originalnog, korelisanog skupa podataka u
novi skup nekorelisanih promenljivih sa opadaju¢om vrednoscu varijanse. Nove promenljive
se nazivaju glavnim komponentama i one predstavljaju linearnu kombinaciju originalnih pro-
menljivih. Primenjuje se kada se viSe promenljivih u skupu odnosi na istu dimenziju, a da
ne pruzaju neke dodatne informacije koje nisu ve¢ sadrzane u nekoj drugoj promenljivoj.

U prvom poglavlju rada predstavljeni su relevantni matematicki pojmovi neophodni za de-
finisanje, razumevanje i primenu glavnih komponenti i to iz teorije verovatnoce, statistike i
linearne algebre.

U drugom poglavlju se bavimo samim glavnim komponentama, kako populacionim, tako
i uzorackim. Bavimo se njihovim definisanjem, zatim svojstvima i to statistickim i geome-
trijskim, razmatramo razlicite na¢ine njihove interpretacije, primenom.

Treée poglavlje je posveéeno primeni glavnih komponenti i implementaciji u statisti¢kim
softverima R i Statistica. Kroz primere je prikazan nacin koriS¢enja softvera za dobijanje
komponenti, navedene su i istumacene naredbe za postupak dobijanja komponenti, za nacine
na koje je odreden broj komponenti, za vizuelne prikaze, a dobijeni rezultati su istumaceni.

Na kraju, Zelim da izrazim posebnu zahvalnost svojoj mentorki, prof.dr Zagorki
Lozanov-Crvenkovié, na pruZenim savetima i podrsci tokom pisanja ovog rada, a pre svega
na pruZenom znanju tokom studiranja.

Takode, zahvalila bih se clanovima komisije prof.dr Ljiljani Gajic i prof.dr Ivani
S'tajner—Papuga na svom prenetom znanju tokom studiranja.

Najvecu zahvalnost dugujem roditeljima i bratu, na ljubavi i podrsci koju mi neprestano
pruZaju.
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1 Uvodni pojmovi

1.1 Visedimenzionalne slucajne promenljive

Kao matematicka osnova statistike, teorija verovatnoce je od velike vaznosti za mnoge
aktivnosti koje ukljucuju analizu velikih skupova podataka. U ovom delu ¢emo objasniti
neke osnovne pojmove iz teorije verovatnoce, preko kojih ¢emo iskazati osnovne pokazatelje
kako populacije tako i uzorka, koji ¢e nam sluziti za dalji rad.[25]

Definicija 1.1. Prostor verovatnoca je trojka (Q, ¥, P), odredena slucajnim eksperimentom,
gde je L skup svih mogucih ishoda slucajnog eksperimenta, F o-algebra, a P funkcija koja
svakom skupu A € ¥ dodeljuje broj P(A), koji se naziva verovatnoca da se desi dogadaj A.

Definicija 1.2. Preslikavanje X : Q — R", se zove n-dimenzionalna slucajna promenljiva
nad prostorom verovatnoéa (Q, F, P), ako vaZi da je X F-merljivo, tj. X~(S) € F, za svaki
Borelov skup S.

Oznacimo sa X, X, . .., X, p jednodimenzionalnih slu¢ajnih promenljivih. Skup ovih
slu¢ajnih promenljivih zapisujemo kao sluc¢ajan vektor X dimenzija p X 1 odnosno

Slucajan vektor je vektor Ciji su elementi slu¢ajne promenljive, a matrica Cije su kolone
slucajni vektori se naziva slu¢ajna matrica.

Definicija 1.3. Funkcija raspodele n-dimenzionalne slucajne promenljive X = (X, ..., Xy)
je

Fx(x) = Fix,...x)(X1, ..., xp) = P(X1 < x1,..., Xy < Xp)
za (x1,...,x,) € R
Definicija 1.4. Marginalna funkcija raspodele za k-tu slucajnu promenljivu Xy, k = 1,...,n
u n-dimenzionalnoj slucajnoj promenljivoj (X1, Xa, . . ., X,) Jje

Fx, (xx) = Fx,,...x,(00, ..., 00, x},00, ..., 00)

Definicija 1.5. Slucajna promenljiva X = (Xy, ..., X,,) je n-dimenzionalna slucajna promen-
ljiva neprekidnog tipa ako postoji integrabilna funkcija ox(x1, . . ., x,) = 0, (x1, ..., x,) € R",

takva da je, za svaki Borelov skup S

P{(Xl,...,Xn)}=/S---/(px(xl,...,xn)dxl...dxn

Funkcija ¢x(x) se naziva gustina raspodele slucajne promenljive X.

Specijalno, ako izaberemo S = {(uy, ..., u,) € R", u; < x;} vazi:

X1 X Xn
FX(xl,...,xn):/ / / ox(uy, ..., uy)du, . .. duy
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1.1.1 Numericke karakteristike slu¢ajnih promenljivih

U ovom delu ¢emo ukazati na pojedine parametre koji do izvesnog stepena karakteriSu
bitne crte raspodele slucajne promenljive. Ocekivanje slu¢ajne promenljive reprezentuje
centar rasturanja vrednosti slucajne promenljive, a disperzija i standardna devijacija mere to
rasturanje oko centra rasturanja.[25]

Ocekivanje slucajne promenljive nazivamo joS ocekivana vrednost, srednja vrednost, sredina,
prosek.

Definicija 1.6. Neka je X apsolutno neprekidna slucajna promenljiva sa gustinom @x(x).
Ocekivanje slucajne promenljive X dato je sa

E(X) = /_ xex(x)dx

o
i ono postoji ako i samo /_:O |x] x(x)dx < +oo.

Teorema 1.1. Neka je X apsolutno neprekidna slucajna promenljiva sa gustinom @x(x).
Neka je f : R — R Borelova funkcija. Tada je:

+00
B0 = [ ex(ds
Varijansa ili disperzija slu¢ajne promenljive predstavlja meru odstupanja od srednje

vrednosti.

Definicija 1.7. Momenat reda k, k € N, slucajne promenljive X je E(X*). Centralni momenat
reda k slucajne promenljive X je E((X — E(X))¥).

Definicija 1.8. Centralni momenat reda 2 slucajne promenljive X se zove varijansa(disperzija)
slucajne promenljive X i oznacava se sa D(X) ili o*(X) ili Var(X), tj.

D(X) = E((X - E(X))’)
Definicija 1.9. Standardna devijacija (standardno odstupanje, prosecno odstupanje) slucajne

promenljive X se definise kao
o(X) = VD(X)

Definicija 1.10. Neka je X slucajna promenljiva sa ocekivanjem E(X) i varijansom D(X).
Standardizovana (normalizovana) slucajna promenljiva X* je

_X-EX) X-E®X)
- Jpx)  o(X)

Teorema 1.2. Neka je X* standardizovana slucajna promenljiva. Tada je

*

EX)=0 i DX")=1
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1.1.2 Kovarijansna matrica

Neka je X vektor dimenzija p X 1 Ciji svaki element predstavlja slu¢ajnu promenljivu sa
svojom marginalnom raspodelom. Sredinu tih promenljivih oznacavamo sa u; = E(X;), a
varijansu sa 07; = E(X; — ,uj)2 zaj=1,...,p,koristimo i oznake o;; i Var(X;) za varijansu.
Sredina slu¢ajnog vektora X je

E(X1) H1
= E(X) = E(:Xz) _ ,u:z
E(Xp) HMp

Za svake dve promenljive X; i X; definiSemo kovarijansu o7 = E[(X; — p;)( X — pi)],
koju jo§ oznacavamo sa Cov(Xj, Xi). Na osnovu definicije nam vaZi da je
Cov(Xj, Xj) = Var(X;) i Cov(Xj, Xi) = Cov(Xy, X;) = 0k = T ji.

Sada definiSemo simetricnu matricu dimenzija p X p kod koje je j-ti dijagonalni eleme-
nat oj; = Var(X;), a element u j-toj vrsti i k-toj koloni je ojx = Cov(Xj, Xi). Tu matricu
nazivamo kovarijansna matrica i ozna¢avamo je sa X, tj.

-0'11 iR ... 0Olp
o2 02 ... O
Cov(X)=X = ,21 . ,2p
_0-p1 O'p2 e O'pp
Var(X;) Cov(Xy,X3) ... Cov(Xj, Xp)-
Cov(Xo,X1) Var(X2) ... Cov(Xa, Xp)
_Cov(Xp, X1) Cov(Xp, Xo) ... Var(Xp,) |
[ Var(X;) Cov(X1,X2) ... Cov(Xy,X,)]
Cov(X1,X2) Var(Xo) ... Cov(Xa, Xp)
_Cov(Xl, Xp) Cov(X2, Xp) ... Var(X,) |

Kovarijansnu matricu moZemo iskazati kao ocekivanu vrednost slu¢ajne matrice odno-
snovazi E[(X — u)(X —p)'] = X.

Sada navodimo nekoliko vaznih rezultata za osobine sredine slu¢ajnog vektora X i
kovarijansnu matricu.
Na osnovu definicije kovarijanse sledi da je za a, b, c,d € R

Cov(cX; + a,dXy + b) = cdCov(X;j, X)

Sada ¢emo ovaj slucaj da uopstimo na linearnu kombinaciju p slucajnih promenljivih iz
slu¢ajnog vektora X, sa sredinom u i kovarijansnom matricom X. Novu slu¢ajnu promenljivu
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Y definiSemo pomocu linearne kombinacije Y = a1X; + a2 Xy + -+ + a,X, = a’'X, za dati
vektor koeficijenata linearne kombinacije @’ = [ay, . . ., a,]. Njena oCekivana vrednost je

py = EY)=E(@'X)=a'p

a varijansa je
p

p
0'1% =Var(Y) =Var(a'X) = Z Z aiajoij = a'Xa
i=1 j=1
Varijansa slucajne promenljive Y je data kao kvadratna forma i u potpunosti je odredena
kovarijansnom matricom X i koeficijentima ay, . . ., a,.

Sada ¢emo razmotriti op$tiji slucaj, odnosno posmatramo ¢ linearnih kombinacija p slu-
¢ajnih promenljivih:

YI=anXi+apXo+---+ alep

Y r=a X1 +apXo+---+ aszp

Yq = aqul + aqug + e+ aqup

MoZemo ih zapisati u matricnom obliku kao Y = AX, gde suY i A vektor dimenzija
g X 1 i matrica dimenzija ¢ X g koeficijenata linearne kombinacije, respektivno. Sredina
slucajnog vektora Y je
py = E(Y) = E(AX) = Apx

a kovarijansna matrica
Yy =Cov(Y) = Cov(AX) = AXxA’

gde su uy i Xy sredina i kovarijansna matrica vektora X.

Neka su date matrice A dimenzija ¢ X p i B dimenzija s X r Ciji elementi su slucajni
brojevi. Formiramo ¢ linearnih kombinacija slucajnih promenljivih p odnosno ¥ = AX
i formiramo s linearnih kombinacija r slucajnih promenljivih Z’ = [Zi, ..., Z,] odnosno
W = BZ. Ako sa Xxz oznac¢imo kovarijansnu matricu dimenzija p X r izmedu promenljivih
Xj i Zy, tada vaZi

Cov(Y,W)=Cov(AX,BZ) = AXxzB’

Na osnovu ovog najopstijeg rezultata prethodne rezultate tretiramo kao specijalne sluca-
jeve.

10
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1.1.3 Korelaciona matrica

Koeficijent korelacije izmedu sluCajnih promenljivih X; i X; definiSemo na sledeci naCin
_ Tk

i on predstavlja normalizovanu kovarijansu izmedu X; i X;. Koeficijent korelacije uzima
vrednost iz intervala [—1, 1]. Ako koeficijent korelacije uzima pozitivne vrednosti, tada je
korelacija direktna ili pozitivna, a ako uzima negativne vrednosti onda je korelacija inverzna
ili negativna. Ukoliko je pjx = —1 onda postoji perfektna linearna veza izmedu X; i X; sa
negativnim predznakom, a ukoliko je pjx = 1 onda je ta veza sa pozitivnim predznakom.
Kada je pjx = 0 to tumacimo kao odsustvo korelacije.

(1.1)

Pjk =

Korelacionu matricu p moZemo dobiti na osnovu kovarijansne matrice, njen j-ti element
je definisan izrazom 1.1. U matri¢noj notaciji veza izmedu korelacione i kovarijansne ma-
trice data je slede¢im izrazom

(D)D)

p =
1 0 0 ] [_1 0 0
011 011
0o - ... o [|91 912 -~ Tl o L . 0
o2 o1 022 ... O o2
Opl Op2 ... Opp
1 1

0 0 ol _ 0 0o ... =
1 pio ... pip

e b pyp
Ppt Pp2 -1

gde smo sa D oznacili dijagonalnu matricu koja sadrzi elemente kovarijansne matrice na
glavnoj dijagonali. Na osnovu prethodne jednakosti, kovarijansnu matricu mozemo zapisati
1 1
na sleded¢i na¢in £ = D2pD2 [17].

11
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1.2 Uzorak iz viSedimenzionalne raspodele

Skup svih elemenata na kojima se proucava neka pojava naziva se statisticki skup ili
populacija. Osobine po kojima se elementi populacije razlikuju se nazivaju obeleZja.
Iz populacije se na odreden nacin uzima jedan njen podskup koji se naziva uzorak. Slucajan
uzorak se dobija postupkom kod kojeg svaki element populacije ima istu Sansu da bude iza-
bran u uzorak i tim se obezbeduje reprezentativnost uzorka.

Populaciju € moZzemo posmatrati kao skup svih mogucih ishoda nekog eksperimenta, a
obeleZje X kao slucajnu promenljivu X : ¢ — R. Kada smo izabrali uzorak, na svakom
elementu iz uzorka posmatra se obeleZje X. Niz dobijenih vrednosti se naziva realizovani
uzorak. [19]

Definicija 1.11. Neka se na populaciji € posmatra obeleZje X. Prost slucajan uzorak obima
n za obeleZje X je n-torka nezavisnih slucajnih promenljivih (X1, Xa, . . ., X,,) od kojih svaka
ima istu raspodelu kao i obeleZje X.

Definicija 1.12. Neka je (X1, Xo, . . ., X,,) prost slucajan uzorak obima n za obeleZje i
f : R" — R® Borelova funkcija. Slucajna promenljivaY = f(X1, Xo, ..., X,) je statistika ako
u njoj ne figurise nepoznati parametar.

Statistike koje ¢emo koristiti su:

1. uzoracka sredina

2. uzoracka varijansa

* ako je poznata sredina u

* ako nije poznata sredina u

PR _
Si == ) (X=X

i=1

3. popravljena uzoracka varijansa

1 < i}
§* = Z(Xi - Xn)2
i=1

n—1
4. standardna devijacija uzorka
Si=VSS Si=vSL s=vs

5. uzoracki koeficijent korelacije

12
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Pretpostavimo da smo tokom merenja prikupili podatke za i objekatai = 1,...,n 0
njihovih j osobina j = 1,..., p. Podatke prezentujemo u vidu matrice podataka. PoSto smo
pretpostavili da imamo n opservacija (objekata) odnosno vrsta i p slucajnih promenljivih
(obelezja) odnosno kolona, matrica podataka nam ovako izgleda

Promenljiva 1 Promenljiva2 ... Promenljivaj ... Promenljivap
Opservacija 1 X11 X2 e X1 .. Xip
Opservacija 2 X1 X o X5 o Xop
Opservacija i Xi1 X e Xij . Xip
Opservacija n X1 X0 e Xnj .. Xup

Tabela 1.1: Matrica podataka

Matricu podataka X! dimenzija n X p moZemo tretirati dvojako u zavisnosti da li je
posmatramo po vrstama ili po kolonama. Ako je posmatramo po vrstama, onda svaki red
predstavlja jednu viSedimenzionalnu opservaciju slucajnih promenljivih X;,X>..., X, i u
tom slucaju matrica podataka sadrZi n opservacija viSedimenzionalne slu¢ajne promenljive.
Ako je posmatramo po kolonama, onda svaka kolona predstavlja n opservacija jedne od p
promenljivih.

1.2.1 Uzoracka sredina, kovarijansna i korelaciona matrica

Za slucajan uzorak uzet iz viSedimenzionalne raspodele u moguénosti smo da izracu-
namo pokazatelje uzorka: sredinu, kovarijansnu i korelacionu matricu. Ove pokazatelje
koristimo u deskriptivne svrhe.

Uzoracka sredina, koju oznacavamo sa X, definiSemo kao slu¢ajan vektor dimenzija p X 1
¢iji su elementi uzoracke sredine promenljivih tj.

X,
_ X
X =

XP

Uzoracku matricu uzajamnih proizvoda odstupanja od sredine, u oznaci X*' X*, defini-

1Za matricu podataka i slu¢ajan vektor koristimo istu oznaku, ali je iz konteksta jasno na Sta se odnosi
oznaka.

13
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Semo kao simetri¢nu slu¢ajnu matricu dimenzija p X p i to na sledeci nacin

Y (Xn - X))? X - X)X - X)X (X - X)(Xip — X))
XX* = |2 (X — Xo)(Xin — X)) (X — X2)? coe 2 (X2 - X0)(Xip — X))
"X - X)X - X1) XL (Xip - Xp) (X — Xo) ... " (Xip — Xp)?

gde je X* matrica centriranih podataka

X11—)§1 X12—)§1 le_)gl
3 X1-Xo Xon—-Xo ... sz—Xz
X —Xo Xo—Xu - Xup— Xu

Preko matrice X*' X* definiSemo uzoracku kovarijansnu matricu, u oznaci S, kao sime-
tri¢nu slucajnu matricu dimenzija p X p

1
n—1

S =

*yEk o 1 - Y, v/
X'=— > X - X)X - X)

i=1

gde vektor (X; — X) dimenzija p x 1 za elementi ima ¢lanove i-te vrste matrice X*.

Na osnovu elementa u j-toj vrsti i k-toj koloni u uzorackoj kovarijansnoj matrici

1 - - .
Sik = m(xij - X)Xk — Xi) jok=1,...,p

moZemo odrediti uzoracku korelacionu matricu ¢iji je element u j-toj vrsti i k-toj koloni
_ Sk
VS VSkk

rik = Lk=1,...,p

a korelaciona matrica ovako izgleda

1 rna nrn3 ... Tp

ri2 1 n3y ... Ip

R = |13 13 1 e r3p
rp rp T3p - 1 ]

Do uzoracke korelacione matrice mogli smo dodi koristedi relaciju koju smo uspostavili
izmedu populacione kovarijansne i korelacione matrice. Kod uzoracke kovarijansne i korela-
. o . 1 1.
cione matrice imamo relaciju R = (D2)~'S(D2)!.

Do uzoracke korelacione matrice moZemo doci preko matrice standardizovanih opservacija
X dimenzija n X p, gde je

[ X, -X1 X% Xip=Xp |
V11 VS22 \Spp
o | XX Xp-X Xop=Xp
X = |5, VS2 T Sy
X-X1 X=X Xop—Xp
| Vi1 VS22 \Spp |
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pa je uzoracka korelaciona matrica data sledecom formulom

1 -~
n—1

R = 'X

1.2.2 Geometrijska interpretacija uzorka

Ako matricu podataka posmatramo po vrstama, tada svaka vrsta predstavlja jednu tacku u
p-dimenzionalnom vektorskom prostoru. Stepen rasprostranjenosti n tacaka u ovom prostoru
zavisi od sredine i varijanse promenljivih, kao i njihove uzajamne povezanosti. Prirodan
nacin poredenja p realizovanih opservacija u dve vrste matrice podataka, jeste izraCunavanje
njihovog medusobnog rastojanja tzv. Euklidskog rastojanja. Cesto se sredina koristi kao
tacka u odnosu na koju posmatramo odstojanje ostalih ta¢aka iz uzorka i predstavlja kvadrat
Euklidskog rastojanja vektora x, u odnosu na sredinu, u oznaci d?, data slede¢im izrazom

)4
d? = (xp = %) (X, = 5) = ) (5 — %))’

j=1

Kada smo orijentisani ka vrstama u matrici podataka, onda nam je osnovna veliina u
analizi rastojanje. U statistickim analizama Euklidsko rastojanje ne daje najbolje rezultate.
Zbog toga posmatramo statisticka rastojanja odnosno rastojanja koja uzimaju u obzir varijansu
i kovarijansu promenljivih.

Ideju konstruisanja statistickog rastojanja ¢emo izloZiti pomocu slike 1.1. Na slici je
elipsom predstavljen skup podataka. Pozitivna orijentisanost skupa u odnosu na osu xj tj.
u odnosu na ugao 6, ukazuje na pozitivnu korelisanost promenljivih. Prilikom odredivanja
rastojanja, koordinatni sistem ¢emo rotirati upravo za ugao 6. Zatim ¢emo koordinatni
pocetak tog rotiranog sistema pomeriti da se poklopi sa teziStem skupa odnosno sa tackom
A, tim postiZemo centriranje opservacija u novom koordinatnom sistemu. Posmatrajuci skup
taCaka u odnosu na novi koordinatni pocetak xjAx;, vidimo da svojim oblikom ukazuje na
nekorelisanost promenljivih. Na ovaj nacin smo rotacijom eliminisali korelaciju promenljivih.
Ono Sto treba da uzmemo u obzir je razlicit varijabilitet promenljivih. Statisticko rastojanje
ma koje tacke uzorka od teziSta skupa tacaka predstavlja Euklidsko rastojanje na osnovu
standardizovanih koordinata tacaka u novom koordinatnom sistemu. MoZe se pokazati da
kvadrat rastojanja preko originalnih koordinata ima formu u matri¢cnom obliku

aip alz] [xl - x_l]

aiy ax| |x2—x2

gde su koeficijenti aji, ajp, azy takvi da je d nenegativno za bilo koji par vrednosti xj i
x2. Ovi koeficijenti zavise od ugla 6 i kovarijansne matrice Si1, S12, S22. Sve tacke Cije je
rastojanje od teziSta skupa taCaka konstantno zadovoljavaju ovu prethodnu jednakost. Ona
predstavlja jednacinu elipse sa centrom u tacki A. Ako na mesto matrice koeficijenata [a;;]
stavimo inverznu uzoracku kovarijansnu matricu, tada definiSemo Mahalanobisovo rastojanje

(eng.Mahalanobis distance)[20]. Kvadrat Mahalanobisovog rastojanja, odnosno uopstenje
standardnog Euklidskog rastojanja, dat je slede¢im izrazom

d* = [x) - X1 x2 — %3]

S Siz

d?> =[x; - X xp — %
[x1 — X1 x2 2]512 Sy

X2 — X2

X1 —X_l]

Ovaj izraz sa jedne strane predstavlja jednacinu elipse, a sa druge strane predstvlja kvadrat
Mahalanobisovog rastojanja proizvoljne tacke(x, x5) od centra (X7, x7).
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Slika 1.1: Dijagram rastojanja - rotacija koordinantnog sistema [17]

Do sada smo razmatrali dvodimenzionalni sluc¢aj, pa ¢emo sad dati uopStenje za p-
dimenzionalni slucaj. Za tatku x’ = [x1,xp,...,x,] definiSemo njeno Mahalanobisovo
rastojanje u odnosu na sredinu X" = [y, X2, . . ., X,,] dato sa d slede¢im izrazom

d?=(x-xVS'(x - %)

Ovimizrazom je istovremeno opisan elipsoid u p-dimenzionalnom prostoru za fiksnu vrednost

Mahanalobisovog rastojanja.[17]
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1.3 Visedimenzionalna normalna raspodela

Jednodimenzionalna normalna (Gausova) raspodela ima najveci zna¢aj medu raspode-

lama i od posebnog je znacaja u statistickom zakljuc¢ivanju. Mnoge metode zakljucivanja
polaze od pretpostavke da je raspodela normalna, a to omogucava jednostavnije odrediva-
nje osobina i raspodela ocena nepoznatih parametara ili test statistika, jer je u potpunosti
odredena sa dva parametra. Takode, predstavlja dobru aproksimaciju raspodela uzorackih
statistika, bez obzira na raspodelu populacije odakle je uzet uzorak.
Ulogu i znacaj koji ima jednodimenzionalna normalna raspodela u analizi slu¢ajne promen-
ljive, ima i viSedimenzionalna normalna raspodela kod slu¢ajnog vektora. Pretpostavka koja
nam omogucéava definisanje postupaka statistickog zakljucivanja je viSedimenzionalna nor-
malna raspodela.

Slu¢ajna promenljiva X ima normalnu N(u, o) raspodelu, 4 € R i o > 0, ako je njena

gustina raspodele
1 _ G
e 22, x€eR

ex(x) =
oV2r

gde u predstavlja sredinu, a o2 varijansu slu¢ajne promenljive X.

Izraz u eksponatu moZemo zapisati na sledec¢i nacim

(= Lx-—po 1 -
S = S () = 5 @) - )
i tada kvadrat odstupanja x od u u jedinicama standardne devijacije u p-dimenzionalnom
slucaju piSemo kao

(x — )T (x — p)

odnosno re¢ je o uopstenom odstojanju od x od u, gde smo sa g oznacili vektor oc¢ekivane
vrednosti slucajnog vektora X, a sa £ njegovu kovarijansnu matricu.

Funkcija gustine viSedimenzionalne normalne slu¢ajne promenljive X’ = [ X1, Xo, . . ., X, ]
data je sa

ox(x) = e e R j=1,..,p

2m)|Z|2

i oznacavamo je sa X ~ N,(u, X).

Funkcija gustine ¢e biti konstantna ako je (x — u)YX~!(x — u) = 2, cje konstanta, a na-
vedeni izraz predstavlja kvadrat Mahalanobisovog rastojanja. Ovaj izraz nam kaze da smo
funkciju gustine presekli na visini c. Projekcija tog preseka u ravni je elipsa.

U opstem slucaju dobijamo da je kvadratom Mahalanobisovog rastojanja izmedu u i x defini-
san omotac elipsoida ¢iji je centar u u. Funkcija gustine slu¢ajne promenljive X je konstantna
po omotacu elipsoida. Taj omota¢ nazivamo kontura konstantne gustine verovatnoce.

Pravac prve ose elipsoida odreden je normalizovanim karakteristi¢nim vektorom, koji je pri-
druzen najvecem karakteristicnom korenu kovarijansne matrice. Pravac druge ose elipsoida
odreden je karakteristicnim vektorom koji je pridruzen drugom po velicini karakteristicnom
korenu matrice X. Ukoliko su svi karakteristi¢ni koreni matrice razliciti i pozitivni, poloZaj
osa elipsoida je jednoznacno odreden, a ose su ortogonalne medusobno. Ako su dva karak-
teristina korena jednaka, tada je presek elipsoida u ravni koja je generisana odgovaraju¢im
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karakteristicnim vektorima, kruZnica. U tom slucaju poloZaj osa nije jednozna¢no odreden,
jer tad postoji beskona¢no mnogo poloZaja dve medusobno ortogonalne ose.

Pokazano je da ako slucajna promenljiva X ima normalnu raspodelu odnosno N,(u,X)
onda (x — p)’>"!(x — ) ima y? raspodelu sa p stepeni slobode.
Verovatnoca da tacka X pripada elipsoidu je

PUX : (x— /2 (x —p) < xpoh) = 1 - @

gde smo sa Xgm oznacili gornji 100a percentil y? raspodele sa p stepeni slobode. Ovaj
rezultat je naSao primenu kod provere normalnosti raspodele.[17]

1.4 Uzorak iz viSedimenzionalne normalne rapodele

U prethodnom delu smo pretpostavili da su nam parametri viSedimenzionalne normalne
raspodele poznati. U stvarnosti to nije slucaj, te je potrebno na osnovu uzorka oceniti para-
metre viSedimenzionalne normalne raspodele.

Pretpostavimo da je X1, X2, . . ., X, sluajan uzorak sa n slu¢ajnih promenljivih X sa
p-dimenzionalnom raspodelom Ccije su sredina g i kovarijansna matrica X nepoznate. To
znaci da elementi slu¢ajnog uzorka imaju jednaku raspodelu tj.X; ~ N,(u, X) i da su me-
dusobno nezavisni. Na osnovu definicije slucajnog uzorka njegova zajednicka raspodela je
jednaka proizvodu marginalnih raspodela. Ova funkcija se za fiksan uzorak naziva funkcija
verodostojnosti za uzorak i predstavlja funkciju nepoznatih parametara.

Definicija 1.13. Funkcija verodostojnosti za prost slucajan uzorak (X1, Xz, . . ., X,,) na osnovu
realizovanog uzorka (xy, xa, . . ., X,) obima n je

L(6, x1, x2, . .., X) = p(x1, 0)p(x2,0) - - - p(xp, )

za neprekidnu raspodelu, gde je 0 nepoznati parametar.

Ako obelezje ima normalnu raspodelu sa parametrima g i X onda je funkcija verodo-

stojnosti
L(p,X) = ;e_% iy (i) = (i —pr)

np

2m)7|Z|?

Definicija 1.14. Neka je L(6) = L(6, xi, . . ., x,) funkcija verodostojnosti za prost slucajan
uzorak (X1, . . ., X,) na osnovu realizovanog uzorka (x, . . ., x,). Ako 6 = u(xy, .. ., x,) mak-
simizira L(), onda je statistika 6 = u(X,, . .., X,) ocena nepoznatog parametra 6 dobijena
metodom maksimalne verodostojnosti.

Maksimiziranjem funkcije verodostojnosti L(g, X) po p i £ dobijamo ocenu najvece
verodostojnosti nepoznatih parametara. Tada nam vaZzi da je ocena najvece verodostojnosti

sredine
_ 1 2”

a ocena najvece verodostojnosti kovarijansne matrice

_n—l

A 1 1 > \2 -2
Z—;;(Xi_xn) =S, —S
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Teorema 1.3. Neka je (X1, X5, ..., X,) prost slucajan uzorak za obelelje X sa sredinom
E(X) = uivarijansom Var(X) = 0. Tada vaZi da je
- _ Var(X
E(%) = EX), Var(%,) = L)
n
Teorema 1.4. Neka je (X1, X, ..., X,) prost slucajan uzorak za obeleZje X sa normalnom

N (u, 0%) raspodelom. Tada

2

- o
o statistika X,, ima N(u, —) raspodelu, a statistika n ima standardizovanu nor-
n

XTn_IU
malnu raspodelu tj. N (0, 1)

~2 5 2
.. nS, 2 . . nS,” . 2 42 .52
® statistika =5~ ima x; raspodelu, a statistika =5~ ima x,_, raspodelu, gde su S, i Sy

uzoracke varijanse, ako je poznata i ako nije poznata sredina, respektivno.

Na osnovu ovih teorema i ¢injenice da je raspodela linearne kombinacije normalno ras-
podeljenih slu¢ajnih promenljivih normalna, vazi da je sredina slu¢ajnog uzorka obima n
uzetog iz viSedimenzionalne normalne raspodele, takode, normalno raspodeljena. Imamo da

jel'l = X ~ Np(ﬂ’ %)

Znamo da suma kvadrata nezavisnih slu¢ajnih promenljivih sa standardizovanom normalnom
raspodelom ima y? raspodelu. Na osnovu prethodne teoreme znamo da vazi M ~ )(3_1.
Analogno, u viSedimenzionalnom slu¢aju imamo na osnovu matrice podataka X dimenzije
n X p da slu¢ajna matrica X’X ima p-dimenzionalnu ViSartovu raspodelu (eng.Wishart di-
stribution) u oznaci W,(X, n), gde n predstavlja broj stepeni slobode.

Visartova raspodela predstavlja uopstenje y? raspodele, jer se za p = 1 i £ = 1 svodi na
x? raspodelu. Na osnovu uzoracke kovarijansne matrice S statistika (n — 1)S ima Visartovu
raspodelu sa n — 1 stepeni slobode, u oznaci (n — 1)X ~ W,(X,n — 1),a koristimo je u stati-
stickom zakljucivanju.

Sada navodimo dve osobine ViSartove raspodele. Ako su matrice A; i A medusobno ne-
zavisne i imaju ViSartovu raspodelu odnosno A; ~ WP(Z, n;), i = 1,2, onda i matrica zbira
ima ViSartovu raspodelu odnosno Aj + Ay ~ W,(X, ny + nz). Prema drugoj osobini, ako ma-
trica A ima ViSartovu raspodelu odnosno A ~ W,,(%, n), onda i matrica BAB’ ima ViSartovu
raspodelu odnosno BAB” ~ W,(BXB’, n) gde je B nesingularna matrica dimenzija p X p.[29]

1.5 Zakljucivanje na osnovu sredine

Na osnovu sluc¢ajnog uzorka uzetog iz populacije koja ima normalnu raspodelu definisali
smo brojnu ocenu nepoznatog parametra, sredinu u. Umesto da izvodimo zakljucak o stvarnoj
vrednosti parametra, mozemo pokusati da zaklju¢imo u kom se intervalu nalazi stvarna
vrednost parametra. Definisa¢emo intervalnu ocenu sredine u i pri tome razlikovati slucaj
kad nam je varijansa populacije poznata i slu¢aj kad varijansa populacije nije poznata.[19]

1.5.1 Interval poverenja

Definicija 1.15. Neka je dat prost slucajan uzorak (X1, Xy, . . ., X,) za obeleZje X i neka su
Uy =u1(X1, Xo, ..., X,) i Uy = up(Xq, X, . .., Xp,) dve statistike takve da vazi

P{U <0<U} =«

gde a ne zavisi od 0. Tada se interval (U, Uy) naziva interval poverenja za parametar 6 na
nivou poverenja « ili 100a% interval poverenja za 6.
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Jedna od statistika U}, U, moZe biti konstantna i tada govorimo o jednostranom intervalu
poverenja. UobiCajena vrednost za « je 0.9,0.95,0.99.

Pretpostavimo da obeleZje X ima normalnu N (u, o%) raspodelu. Odredujemo interval pove-
renja za sredinu ako je poznata varijansa o populacije.

Kako slucajna promenljiva X ima normalnu raspodelu, onda slu¢ajna promenljiva %\/ﬁ
ima normalnu N(0, 1) raspodelu pa se za uzorak obima n i nivo poverenja @ moze odrediti
broj z4 > tako da

X, —
P{l no_ Ml\/ﬁﬁza/z}=a

Broj z,/» predstavlja gornji 100% percentil standardizovane normalne raspodele.
Dalje, sledi da je
P{X -z 2£<,u<)? +z 2£}=af
n a/ \/ﬁ S M= Ap a/ \/ﬁ

Odavde dobijamo da je 100(1 — @)% interval poverenja sredine

U sluc¢aju kad nam varijansa o> populacije nije poznata, interval poverenja odredujemo
na sledeci nacin.

Tada nam slucajna promenljiva X’L‘g—;“\/n — 1 ima Studentovu 7, raspodelu, pa se t,_1.4/2
mozZe odrediti tako da vaZzi

X, —
P{l ng il Vih—1< tn—l;a/Z} =«

n

Broj ,-1,0/2 predstavlja gornji 100% percentil Studentove raspodele sa n — 1 stepeni

slobode. Odavde dobijamo da je 100(1 — @)% interval poverenja za sredinu slucajne promen-
ljive

. S o S,
ST SV
( n n—1l;a/ pa— n n—1;a/ 1

Interval poverenja se moZe odrediti i ako koristimo popravljenu uzoracku varijansu § 2,
U ovom slucaju promenljiva % n ima Studentovu 7,1 raspodelu sa n — 1 stepeni slobode

i dobijamo da je 100(1 — @)% interval poverenja za sredinu slu¢ajne promenljive

_ S - S
(Xn — 1,02 Xn + tn—l;a//Z_)

Vn Vn

I u ovom slucaju broj #,,_1., > predstavlja gornji 100% percentil Studentove raspodele san — 1

stepeni slobode.

Pre nego $to smo uzeli uzorak, interval poverenja predstavlja slu¢ajan interval jer mu granice
zavise od slucajnih promenljivih X,, i S. Verovatno¢a da taj interval sadrZi stvarnu vrednost
sredine iznosi 1 —a, $to znaci da od velikog broja takvih nezavisnih intervala njih 100(1 —a)%
sadrZace stvarnu vrednost sredine.
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1.5.2 Testiranje hipoteza

Prilikom testiranja hipoteza koristi se test statistika 7 = f(Xy, X», ..., X;). Statisticki
test se sprovodi tako Sto se odredi odgovarajuca kriti¢na oblast C vezana za statistiku 7" i
odluka se donosi na slede¢i nacin

* ako registrovana vrednost statistike 7 ne pripada kriti¢noj oblasti C nemamo razloga
da odbacimo osnovnu hipotezu

* ako registrovana vrednost statistike 7" pripada kriti¢noj oblasti C osnovna hipoteza se
odbacuje

Statisticki test se moZe sprovesti koriSéenjem p-vrednosti, gde je p-vrednost veli¢ina kri-
ticne oblasti Cija je granica registrovana vrednost 7, test statistike. Ako je oblast odbacivanja
osnovne hipoteze oblika {7 > c} tada se verovatnoca p = Py {T > t,.¢} naziva p-vrednost.
Odluka se donosi na sledeci nacin

* ako je p < a, Hy se odbacuje

* ako je p > «a, Hy se ne odbacuje

Veliki broj testova se zasniva na pretpostavci da obeleZje koje posmatramo ima normalnu
N (u, o%) raspodelu. Pod tom pretpostavkom mogude je odrediti raspodelu test statistike i na
osnovu te raspodele izvesti zakljucke.

Kada nam je poznata varijansa o> populacije za testiranje osnovne hipoteze Hy : i = o
— 2
protiv alternativne hipoteze H; : u # o koristimo statistiku X, koja ima normalnu N (uy, ‘77)

ili statistiku @\/ﬁ koja ima normalnu N(0, 1) raspodelu.

Na osnovu uzetog uzorka prihvatamo osnovnu hipotezu ako je apsolutna vrednost test sta-
tistike manja od kritiCne vrednosti z,/>, gde je a nivo znaCajnosti testa, u suprotnom je
odbacujemo.

Kada nam je nepoznata varijansa o? populacije za testiranje osnovne hipoteze Hy : u = o

protiv alternativne hipoteze Hy : u # po koristimo statistiku @\/ﬁ koja ima Studentovu
t,—1 raspodelu sa n — 1 stepeni slobode.

Na osnovu uzetog uzorka prihvatamo osnovnu hipotezu ako je apsolutna vrednost test sta-
tistike manja od kriticne vrednosti f,_1.,/2, gde je @ nivo znacCajnosti testa, u suprotnom je
odbacujemo. Alternativan nacin provere gornje hipoteze zasnovan je na izraCunatom inter-
valu poverenja sredine. Ukoliko je realizovana vrednost sredine unutar izraCunatog intervala
poverenja, tada prihvatamo nultu hipotezu na izabranom nivou znac¢ajnosti, a u suprotnom je
odbacujemo.
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1.6 Zakljucivanje na osnovu kovarijansne i korelacione matrice

Neke pretpostavke za primenu analize su bazirane na osobinama kovarijansne i korela-
cione matrice. Npr. dijagonalnost kovarijansne matrice nam sugeriSe nezavisnost viSedimen-
zionalnih sluc¢ajnih promenljivih sa normalnom raspodelom.

Sada razmatramo testiranje nulte hipoteze Hy : ¥ = o-*I protiv alternativne H; : £ # 21,
gde je I jediniCna matrica. Nulta hipoteza nam kaze da su vandijagonalni elementi ko-
varijansne matrice jednaki nuli, Sto znaci da su p-dimenzionalne normalno raspodeljene
slucajne promenljive slu¢ajnog vektora X medusobno nezavisne. A njihove varijanse su
jednake medusobno i jednake su zajedni¢koj varijansi 2. Sa ovakvom strukturom kovari-
jansne matrice, elipsoid konstantne gustine verovatnoce (x — u)X~!(x — u) = d? svodi se na
(x —p) (x — ) = 0>d?, §tou p = 2 predstavlja jedna¢inu kruZnice, au p = 3 jednadinu lopte,
u opStem slucaju jednacinu sfere sa centrom u tacki y. Zbog toga osnovu (nultu) hipotezu
nazivamo hipoteza o sferi¢nosti.

Konstruisudi test na principu koli¢nika verodostojnosti, sledi da je test statistika za testiranje
nulte hipoteze Hy : X = oI data na sledeéi nacin

1 P
;ijl/lj
npln ———

1

[100)

Ovaj razlomak nam predstavlja koli¢nik aritmeticke i geometrijske sredine karakteristic-
nih korena Ay, A, . . ., 4, uzoracke kovarijansne matrice S. Ako je tatna nulta hipoteza, ova
test statistika ima y? asimptotsku raspodelu sa %(p +2)(p—1) stepeni slobode. Nulta hipoteza
se prihvata na izabranom nivou znacajnosti ako je izracunata vrednost statistike manja od
kriti¢ne vrednosti.

Koris¢enjem principa koli¢nika verodostojnosti moZemo da konstruiSemo test za testi-
ranje hipoteze o strukturi korelacione matrice populacije.
Nulta hipoteza Hy : p = I protiv alternativne hipoteze H; : p # I nam sugeriSe da su p-
dimenzionalne normalno raspodeljene slu¢ajne promenljive slu¢ajnog vektora X medusobno
nezavisne. Koli¢nik verodostojnosti se svodi na |R|?2, gde je R uzoracka korelaciona matrica.
Umesto uobicajene transformacije ovog koli¢nika verodostojnosti, koristimo Bartletovu test
statistiku (eng.Bartlett’s test) koja bolje aproksimira x> raspodelu

2
—(n—l— p+5

)ln|R|

odnosno

2p+5\ &
_(n— 1 — p6+ ) ll’l/lj
j=1

gde su A; karakteristiCni koreni uzoracke korelacione matrice. Test statistika ima asimptotsku
x? raspodelu sa % p(p — 1) stepeni slobode. Nulta hipoteza se prihvata na izabranom nivou
znacajnosti ako je izracunata vrednost statistike manja od kriti¢ne vrednosti.[17]
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2 Analiza glavnih komponenti

2.1 Uvod

Multivarijantna analiza je poslednjih godina nasla veliku primenu u skoro svim nau¢nim
oblastima. U procesu nau¢nog objasSnjenja prirode nekog fenomena polaznu osnovu ¢ine po-
daci koji se odnose na jedan ili viSe skupova objekata. Ti objekti mogu biti: pojedinci, ljudske
zajednice, prirodne pojave, predmeti, pojave koje su proizvod ljudske delatnosti. DeSava se
da ne umemo da sagledamo kompleksnu prirodu objekata u potpunosti. Imamo mogué-
nost obuhvatanja razlicitih karakteristika jedne viSedimenzionalne pojave. Te karakteristike,
obeleZzja ili kako ih jo§ zovemo promenljive su predmet naSeg merenja. Ispitujemo prirodu
objekata istovremenim merenjem veceg broja promenljivih na svakoj jedinici posmatranja iz
jednog ili viSe skupova objekata.

Multivarijantna analiza predstavlja skup statistickih metoda koje simultantno analiziraju vi-
Sedimenzionalna merenja dobijena za svaku jedinicu posmatranje iz skupa objekata koji
ispitujemo.

Klasifikacije metoda multivarijantne analize zasnovane su na razlicitim kriterijumima. Prema
jednoj od klasifikacija metode delimo u dve grupe: metode zavisnosti i metode meduzavi-
snosti. Ukoliko u istraZivanju imamo jedan skup koji predstavlja zavisne promenljive, a
drugi skup predstavlja nezavisne promenljive onda koristimo metode zavisnosti. Ako skup
svih promenljivih ne mozemo da podelimo na zavisne i nezavisne, tada koristimo metode
meduzavisnosti. Kod metoda zavisnosti pokuSavamo da objasnimo jednu ili vise zavisnih
promenljivih pomocu skupa nezavisnih promenljivih. Metodi meduzavisnosti nisu predik-
tivni, njima pokuSavamo da pojednostavimo kompleksnu strukturu podata i to redukcijom
podataka.

Metode zavisnosti su: regresija, kanonicka korelaciona analiza, diskriminaciona analiza,
analiza varijanse, logit analiza. Metode meduzavisnosti su: analiza glavnih komponenti,
faktorska analiza, viSedimenzionalno proporcionalno prikazivanje, loglinearni modeli.

Analiza glavnih komponenti (eng.principal component analysis - PCA) je jedna od naj-
jednostavnijih multivarijantnih tehnika.

Ovu tehniku je prvi put opisao Karl Pearson 1901.godine po analogiji sa glavnim osama u
mehanici[21], ali je opis izraCunavanja i naziv pod kojim je metod danas poznat dao Harold
Hotteling 1933.godine. Izracunavanja su bila previSe komplikovana kad je trebalo napraviti
analizu sa viSe promenljivih. Siroka primena ove metode je pocela sa pojavom racunara koji
su omogucdili da ostvari svoj potencijal za reSavanje problema sa velikim brojem promenljivih.

Analiza glavnih komponenti predstavlja statisticku analizu redukcije dimenzionalnosti skupa
podataka na nacin da bude obuhvadena $to veca koli¢ina varijanse podataka. Primenjuje
se kad je veliki broj promenljivih u skupu redundantan odnosno kada se viSe promenljivih
odnosi na istu dimenziju a da ne pruZaju neke dodatne informacije koje nisu ve¢ sadrZzane u
nekoj drugoj promenljivoj.

Zadatak metode glavnih komponenti je odredivanje linearnih kombinacija originalnih pro-
menljivih koje ¢e imati maksimalnu varijansu i biti medusobno nekorelisane, pri tom gubeci
u najmanjoj mogucéoj meri informacije sadrZane u originalnom skupu podataka.

Originalne promenljive transformiSemo u nove promenljive odnosno linearne kombinacije,
koje nazivamo glavne komponente (eng.principal component).

Prva glavna komponenta je konstruisana da obuhvata najveci deo varijanse originalnog skupa
podataka, a naredne komponente obuhvataju onaj deo varijanse koji nije obuhvaéen prethodno
izdvojenim komponentama.
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Postupkom se originalni korelisani skup podataka transformise u skup nekorelisanih pro-
menljivih sa opadajuéim vrednostima varijanse. Zelimo da varijansa vedeg broja glavnih
komponenti bude zanemarljivo mala i da se kovarijansna struktura originalnog skupa poda-
taka moze aproksimirati sa svega nekoliko komponenti.

Ovim postiZemo izvestan stepen uStede jer se broj promenljivih u daljoj analizi znac¢ajno
smanjuje, a samim tim lakSe generiSemo hipoteze o nekom prou¢avanom fenomenu, te bolje
razumemo i lakSe interpretiramo njegovu strukturu.

Analiza glavnih komponenti ne postize uvek smanjenje velikog broja originalnih promenlji-
vih na mali broj komponenti. Ako originalne promenljive nisu u korelaciji analiza nece dati
dobar rezultat, a najbolji rezultat je moguce postici kada su originalne promenljive u visokoj
korelaciji bilo pozitivnoj ili negativnoj. Ukoliko su promenljive u visokoj korelaciji moze
se ocekivati da ¢e skup od na primer 20 originalnih promenljivih biti redukovan na svega
dve ili tri komponente odnosno linearne kombinacije, samim tim je otkriven visok stepen
redundantnosti kod originalnih promenljivih.

Sledecim primerom se pokazuje osnovna ideja metode kao i nacin konstruisanja glavnih
komponenti. Na slici 2.1 prikazan je dijagram rasturanja promenjljivih X; i X,. Linearna
kombinacija ove dve promenljive je Y1 = a11X] + 12X, gde je sa aj; oznacen koeficijent
linearne kombinacije uz i-tu promenljivu u prvoj linearnoj kombinaciji. Ako izaberemo da
suaq; = 1iapp =0odnosno a1 = 01 ajp = 1 dobijamo da je prva linearna kombinacija
jednaka prvoj promenljivoj odnosno drugoj promenljivoj, respektivno. Ovakvim izborom,
geometrijski gledano, dobijamo promenljivu Y ¢ija je raspodela formirana na osnovu pro-
jekcije skupa tacaka na X; i X, osu. Raspodela promenljive Y; za prvi izbor koeficijenata
predstavlja marginalnu raspodelu promenljive X, a za drugi izbor marginalnu raspodelu pro-
menljive X>. Ako je potrebno dvodimenzionalni skup reprezentovati jednom promenljivom
biramo onu koja ima vecu varijansu, jer tad moZemo u vecoj meri razlikovati pojedinacne
opservacije dvodimenzionalog skupa.

M

X

Y, = X,

Slika 2.1: Projekcija skupa tacaka [17]

Na slici 2.1 vidimo da je promenljiva X, bolji kandidat za reprezentovanje dvodimen-
zionalnog skupa podataka, jer ima vecu varijansu od promenljive X;. Prirodno se namece
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pitanje postoji li takav izbor koeficijenata linearne kombinacije koji ¢e dati vecu varijansu
promenljive Y. Izbor koeficijenata predstavlja maksimiziranje varijanse linearne kombinacije
uz uslov da je zbir kvadrata koeficijenata linearne kombinacije jednak jedinici. Geometrijski
ovaj uslov znaci da je vektor koeficijenata linearne kombinacije jedini¢ne duZine. Uslov uvo-
dimo da bismo postigli jednozna¢nu definisanost linearne kombinacije. Geometrijski gledano
izborom koeficijenata menjamo ugao pod kojim projektujemo tacke iz skupa tacaka na pravu
liniju. Biramo koeficijente koji ¢e nam dati projekciju tacaka sa najve¢om varijansom. Na
slici 2.1 najvecu varijansu, od svih linearnih kombinacija koje se mogu dobiti promenom ugla
projekcije, ima linearna kombinacija ¥; = a1 X + @12 X>. Tu linearnu kombinaciju nazivamo
prva glavna komponenta.

Ukoliko je za naSu analizu potrebno, moZemo da formiramo narednu linearnu kombinaciju
Y, = an1 X1 + a2 X>. Njene koeficijente odredujemo isto kao koeficijente prve komponente
uz dodatni uslov da su Y; i ¥> medusobno nekorelisane. Ovaj uslov, geometrijski posmatrano,
znaci da prave na koje se projektuje skup tacaka kod prve i druge linearne kombinacije treba
da budu normalne?. Linearna kombinacija Y> = a1 X] + @22 X> je druga glavna komponenta.
Na slici vidimo da su prva i druga komponenta paralelne sa glavnom i sporednom osom elipse
koja se moZe nacrtati oko skupa tataka odnosno elipse konstantne gustine verovatnoce.[17]

2.2 Definicija glavnih komponenti

U ovom delu se bavimo teorijskim modelom glavnih komponenti. U literaturi se jo$
naziva populacioni model glavnih komponenti.

Neka je x vektor koji sadrzi p slucajnih promenljivih i posmatramo strukturu varijanse
ovih promenljivih te njihovu kovarijansu ili korelaciju. Komplikovano je posmatrati svih p
varijansi i ’# kovarijansi , osim u slu¢aju kad je p mali broj. Laksi pristup je naéi nekoliko
izvedenih promenljivih koje ocuvavaju najveci deo informacija sadrZzan u tim varijansama i
kovarijansama.

U nastavku je prikazan postupak kako se dobijaju glavne komponente uz pomo¢ kovari-
jansne matrice X.

Neka je y1 = ajix1 + @ppxz + --- + @1px, = a1’x linearna kombinacija elemenata slu-
Cajnog vektora x, gde su a1, a12,. . . ,1, koeficijenti linearne kombinacije. Na§ zadatak je
da odredimo vektor koeficijenata @ tako da se maksimizira varijansa od y;. Iz prethodnog

ela znamo da vazi Var(y;) = Var(ai'x) = ai’Xay. Kako se Var(y;) = ai’Xa1 moZe
del d Var(y Vv ! > Kak Var(y 'z
proizvoljno poveéati mnoZenjem vektora @ proizvoljnim skalarom, uvodi se ograni¢enje da
je vektor koeficijenata jedini¢ne duZine odnosno da vazi ay’a; = 1.

Problem maksimizacije @y’Xa; uz ograni¢enje ai’a; = 1 reSavamo koriSéenjem metoda
Lagranzovih mnoZitelja. Prvo formiramo Lagranzovu funkciju

L(a;A) = a1'Zaq - a1 - 1) 2.1

gde A predstavlja Lagranzov mnoZitelj. Zatim diferenciramo Lagranzovu funkciju po
koeficijentu a1 i dobijeni izraz izjedna¢imo sa nulom, pa dobijamo

20’1 - /10’1 =0 (2.2)

2Kad odredimo prvu glavnu komponentu, druga treba da bude pod uglom od 90°.
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odnosno

(Z - Aay =0 (2.3)

gde I predstavlja jedini¢nu matricu. Da bismo dobili netrivijalno reSenje za a1 determinanta
|X — AI| mora biti jednaka nuli, a to dalje znaci da A mora biti jedan od karakteristicnih
korena kovarijansne matrice X. Ako izraz 2.2 pomnoZimo sa leve strane sa @’ dobijamo

01,20’1 - /7.0’1’0’1 =0 (2.4)

odnosno

(11’2(21 = /10’1’0’1 =A

jer vazi ay’ay = 1, pa zbog ovog biramo jedan karakteristi¢ni koren. PoSto Zelimo da
maksimiziramo varijansu za A, biramo najveci karakteristi¢ni koren, recimo A;. Na osnovu
uslova 2.3 sledi da je @y odgovarajuci karakteristicni vektor pridruzen karakteristicnom ko-
renu A;. Njegovim normiranjem tj. uslovom da je @1’@; = 1 dobijamo traZeni vektor a.

Ako treba da odredimo viSe od jedne linearne kombinacije, postupamo kao u sluc¢aju odre-
divanja prve glave komponente, uz dodatni uslov da kovarijansa izmedu prve i druge glavne
komponente bude jednaka nuli. Neka je y» = a21x1 + anx2 + -+ - + azpXx, = @2'x linearna
kombinacija gde su as1, a2, ..., ay, koeficijenti koje treba odrediti uz normirajuci uslov
a3’ a3 = 1 iuz uslov nekorelisanosti prve i druge komponente odnosno uz uslov a’ay = 0.
Dodatni uslov dobijamo na sledeci nacin

Cov(yz, y1) = Cov(ay'x, a1’x) = ay’Xay = a1'2ay = @y’ a1d; = a1’ azd; (2.5)
jerje Xay = a1y, paje a2’ @A) = 0 samo kad je ay’'a = 0.
Svaka od jednacina
0’2/20'1 =0
0’1/20’2 =0
0’2’0’1 =0
a'l’a/z =0

mozZe se koristi da se opiSe nekorelisanost glavnih komponenti y; i y,, a dalje u radu proi-
zvoljno biramo poslednju.
Sada formiramo LagranZovu funkciju sa dva mnoZitelja

L(a, a5 4, 9) = @2'Zas — Aa @z — 1) - par’ ay (2.6)

gde su 1 i ¢ LagranZovi mnoZitelji. Diferenciramo po @3, a zatim dobijeni izraz izjednacimo
sa nulom i dobijemo

Yay — Adaz — pap =0 2.7)

Dobijeni izraz pomnozimo sa leve strane sa @1’ i dobijamo sledece

ar’Xa; — lary'ay — pay’ay = 0. (2.8)
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Poznato nam je da su prva dva ¢lana u ovom izrazu jednaka nuli, a da je @y’a@y = 1, pa
zbog toga sledi da je ¢ = 0. Dalje, dobijamo da je Xa; — Aaz = 0, tj. Za, = da;, a to znadi
da je A karakteristi¢ni koren matrice X, dok je @, odgovarajudi karakteristi¢ni vektor. Za
A biramo §to je moguce vecu vrednost. Drugi po veli€ini karakteristi¢ni koren oznacavamo
sa Ay, njemu odgovarajudi karakteristi¢ni vektor je @3, a linearna kombinacija y, = a3'x se
naziva druga glavna komponenta.

Pod pretpostavkom da su svi karakteristi¢ni koreni matrice X medusobno razliciti, A ne moze
biti jednaka A, jer bi u tom slucaju vazilo da su @1 = @3, a to je kontradiktorno sa uslovom
a’1/a'2 =0.

Glavnih komponenti ima onoliko koliko ima karakteristi¢nih korena i do njih se dolazi
ponavljanjem ve¢ opisanog postupka. Ako su svi karakteristicni koreni kovarijansne matrice
X, koje smo poredali u opadajuem nizu tj. 41 > A > --- > A, > 0, medusobno razliciti,
tada postoji p glavnih komponenti yi, y», ..., y, takvih da je y; = @;'x, i = 1,2,...,p.
Vektori koeficijenata ay, a2, ..., @p predstavljaju karakteristicne vektore matrice X koji su
pridruzeni karakteristicnim korenima A;.

Treba napomenuti da su neki autori za vektore @; koristili naziv glavne komponente, $to
moZe biti konfuzno. Termin glavne komponente je rezervisan za promenljive @;’x, a vektori
«; predstavljaju vektore koeficijenata.

2.3 Osobine glavnih komponenti

2.3.1 Algebarska i statisticka svojstva

DefiniSuéi glavne komponente ukazali smo na njihove sledec¢e osobine koje slede di-
rektno na osnovu definicije:

* E(yi)=0
s Var(yi) = 4;

* Cov(yiyj)=0,i #]

Var(yi) > Var(yz) > --- > Var(y,) > 0

Neka je y vektor koji se sastoji od p glavnih komponenti y; tj. y" = [y, y2,...,yp]. U
matri¢noj notaciji vektor y je

y = Ax 2.9)
gde je A matrica dimenzija p X p Cije su vrste karakteristi¢ni vektori kovarijansne matrice X
odnosno @y, @3, . . ., @p, a x vektor originalnih slucajnih promenljivih.

Matrica A ima osobinu da je A’ = A~! 3, pase y = Ax naziva ortogonalna transformacija ili
rotacija, a matrica A ortogonalna matrica. Jedna od osobina matrice A je |[A| = +1.
Transformacija se naziva ortogonalna jer se vrSi rotacija koordinatnih osa za izvestan ugao,
pri ¢emu ose ostaju normalne jedna u odnosu na drugu, a ugao izmedu ma koja dva vektora
ostaje isti.

Jednakost Xa; = A;@;, i = 1,2,..., p u matriCcnom zapisu glasi

YA = AA (2.10)

3Na osnovu osobina karakteristicnih vektora, jer vazi a;'a; = 1i@;’a; = 0,i # j
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gde je A matrica na ¢ijoj dijagonali se nalazi p karakteristi¢nih korena A;,i = 1,2,.. ., p.
Ve¢ smo rekli da je matrica A ortogonalna matrica, pa za nju vaZzi jednakost

A'A=AA"=1
Zbog ove osobine lako moZemo izraziti matrice A i X na sledeci nacin
A'TA=A (2.11)

X =AXA’ (2.12)

U nastavku su navedena neka od svojstava ortonormirane linearne transformacije definisane
sa2.9.

Teorema 2.1. Neka je data ortonormirana linearna transformacija
y=Bx
gde je y vektor koji sadrZi g elemenata i B’ matrica dimenzija g X p, za bilo koji ceo broj g,

1 < g < p. Neka je £, = B'EB kovarijansna matrica vektora y. Tada vaZi:

e 1r(Xy) ima maksimalnu vrednost ukoliko je B = A,, gde matrica A, sadrZi prvih q
kolona matrice A

e tr(Xy) ima minimalnu vrednost ukoliko je B = AZ, gde matrica AZ sadrZi poslednjih
q kolona matrice A

Dokaz. Neka je By k-ta kolona matrice B jednaka linearnoj kombinaciji kolona matrice A u
p-dimenzionalnom prostoru, tj.

gdejeciy,i=12....,p, k =12,...,q, konstanta. Zbog toga vazZi B = AC, gde je C
matrica dimenzija p X q sa elementom c;iy u i-toj vrsti i k-toj koloni. Tada vaZi:

14
B'EB = C'A’SAC = C'AC = Z leici

i=1
gde je c¢;’ i-ta kolona matrice C i gde smo koristili jednakost 2.11. Dalje, vazi
p p p p
IF(B’ZB) = Z A tr(c,-ci’) = Z A tr(ci’c,-) = Z /L'C,"Ci = Z Z/licizk (2.13)
i=1 i=1 i=1 i=1

= i k=1

Posto je C = A’B onda vaZi sledece

C'C=B'AAB=B'B=1,
Jer znamo da je matrica A ortogonalna i da su kolone matrice B ortonormirane. Zbog toga
vazi

P 49
D ch=q (2.14)
i=1 k=1

1
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kao i da su kolone matrice C ortonormirane.
Matricu C moZemo posmatrati kao prvih q kolona ortogonalne matrice D cije su dimenzije

p X p. Vrste matrice D su ortonormirane, pavaZi d;'d; = 1i = 1,2,..., p. Kako matrica C
sadrZi prvih g elemenata vrste matrice D sledi da je ¢;’c; < 1, i =1,2,...,p pa je
q
Z 2 <1 (2.15)
k=1

U jednakosti 2.13 koeficijenti uz A; su ZZZI cl.zk. Suma ovih koeficijenata jednaka je q i ni

jedan od koeficijenata ne moze prekoraciti 1, sto zakljucujemo iz jednakosti 2.14 i 2.15,
respektivno. Zbog toga Sto smo A;, i = 1,..., p poredali u opadajuci niz, jasno je da cemo
Zf: I(Zq c2)A; maksimizovati ako nademo c;y, za koje vaZi

k=1 "ik
q _
Zc-zk: I, i=1,...,q (2.16)
k=ll 0, i=qg+1,...,p

Ukoliko je B’ = A’q, tada

I, 1<i=k<gq
Cik =
0, ostalo

zadovoljava jednakost 2.16. Zbog toga tr(X,) dostiZe maksimalnu vrednost kad je B’ = A;.
Drugi deo tvrdenja se pokazuje na slican nacin.

O

Ova teorema govori da je prvih q (¢ < p) glavnih komponenti znac¢ajno jer one opisuju
najvecu varijansu, dok poslednjih nekoliko glavnih komponenti ima veoma malu varijansu i
donekle nisu korisne za ukljucenje u model i opis problema. Ali, mogu da budu korisne za
otkrivanje linearne povezanosti izmedu elemenata vektora x.

Teorema 2.2 (Spektralna dekompozicija matrice X). Razlaganje matrice X dato na sledeci
nacin
X=iar + baray + -+ Lapa) (2.17)

se naziva spektralna dekompozicija.

Dokaz. Iz jednacine 2.12 imamo
Y = AXA’

Raspisujuci matricni proizvod sa desne strane jednacine dobijamo da je X jednaka

p
Z Aiaia;’
i=1

Sto je trebalo pokazati.
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Teorema 2.3. Neka je data ortonormirana linearna transformacija 'y = B’x gde je y vektor
koji sadrii q elemenata i B' matrica dimenzija q X p, za bilo koji ceo broj g, 1 < q < p.
Ako je det(X,) determinanta kovarijansne matrice onda det(X,) ima maksimalnu vrednost
ukoliko je B = Ay, gde matrica A, sadrZi prvih q kolona matrice A.

Ovu teoremu navodimo bez dokaza.4

Trag i determinanta kovarijansne matrice se nazivaju generalizovane varijanse. U nastavku
¢emo pokazati da su generalizovane varijanse glavnih komponenti jednake generalizovanim
varijansama originalnih promenljivih.

Kako je vektor glavnih komponenti y = Ax, njegova kovarijansna matrica je Var(y) = AXA’.
Ako sada zamenimo X dobijamo Var(y) = A(A’AA)A’ = A jer je A ortogonalna matrica.
Dobili smo da je kovarijansna matrica glavnih komponenti A.

Njena determinanta je |A| i jednaka je proizvodu karakteristi¢nih korena ;. Na osnovu jedna-
kosti 2.11 vaZzi sledeée |A| = |[A’ZA| = |A’||Z]|A| = |X]| 3, jer je |A| = 1. Dobili smo da su
generalizovane varijanse (determinante kovarijansnih matrica) originalnog i transformisanog
skupa medusobno jednake.

Trag kovarijansne matrice glavnih komponenti jednak je zbiru karakteristi¢nih korena 4;.
Na osnovu jednakosti 2.11 vazi sledece tr(A) = tr(A’2A) = tr(A’AX) = tr(X) °, jer je A or-
togonalna matrica. Odnosno dobili smo da su generalizovane varijanse (tragovi kovarijansnih
matrica) originalnog i transformisanog skupa medusobno jednake.

p
Posmatrajuéi dijagonalne elemente kovarijansne matrice vidimo daje Var(x;) = Y, Arag;’.
k=1
Relativan udeo i-te glavne komponente u objasnjenju ukupne varijanse odredujemo stavlja-

juci u medusobni odnos karakteristi¢ni koren A; i generalizovanu varijansu (trag matrice),
odnosno odredujemo na osnovu sledeceg izraza

/l.
——i=1...p
k=1 Ak

Ukoliko u analizi glavnih komponenti dobijemo relativno visok doprinos jedne ili viSe glavnih
komponenti ukupnoj varijansi, moguce je dalju analizu zasnovati na njima umesto na svim
glavnim komponentama. Dalje, zakljuujemo da moZemo razloziti celu kovarijansnu matricu
na doprinose Ayaray’ svake glavne komponente. Iako se ne smanjuju striktno, elementi
Arapay’ teze smanjenju kako se k poveéava, jer €e se A smanjivati kako se povecava k, dok
elementi @y, teZe da ostanu isti zbog uslova normalnosti odnosno a’ax =1, k=1,...,p.
Izraz za kovarijansnu matricu ¥ = A’AA moZemo raspisati

/11 0o ... 0 a'l’
0 /12 0 (1'2/
E:[al a ... ap] : — : :
0 0 ... A||a)

P
= Lharay + baray + -+ Lapa,’ = Z L
i=1

4Dokaz se nalazi u [15, str.15].
SDeterminanta proizvoda dve matrice jednaka je proizvodu njihovih determinanti.
6Koristena osobina traga matrice tr(AB) = tr(BA).

30



Tanja Stani¢ Analiza glavnih komponenti sa primerima u statistickim softverima

Znaci da je doprinos i-te glavne komponente kovarijansnoj matrici X dat sa A;@;;’ .
Zadrzavajudi broj glavnih komponenti manji od p, kovarijansnu matricu aproksimiramo zbi-
rom doprinosa zadrZanih glavnih komponenti. Ukoliko doprinos ukupnoj varijansi nasih
zadrzanih glavnih komponenti prelazi neku unapred fiksiranu vrednost, za ocekivati je da
aproksimacija kovarijansne matrice X dobro reprezentuje kovarijansnu strukturu originalnog
skupa podataka. Ovo nije glavni rezultat analize, nego tek prateéi. Glavne komponente su
skoncentrisane na aproksimaciju varijanse, a ne kovarijanse promenljivih.

Prvi deo tvrdenja 2.1 nam kaZe da glavne komponente objasnjavaju sto je moguce bolje dija-
gonalne elemente kovarijansne matrice, ali i da dobro objasnjavaju vandijagonalne elemente
kovarijansne matrice.

1z jednakosti 2.17 je jasno da kovarijansnu matricu moZemo konstruisati koristeci koeficijente
i varijansu prvih r glavnih komponenti, gde je r rang kovarijansne matrice.

2.3.2 Geometrijska svojstva

U ovom delu ¢emo pokazati dva geometrijska svojstva.

Teorema 2.4. Neka je data familija p-dimenzionalnih elipsoida
x'X7'x = const. (2.18)
Tada glavne komponente definisu ose ovog elipsoida.

Dokaz. Glavne komponente su definisane transformacijom odnosno 'y = A’x 7, a kako je A
ortogonalna matrica vazi da je x = Ay. Zamenjujuci dobijeno u jednakosti 2.18, dobijamo

(Ay)YZ Y (Ay) = const = y’A’Z Ay

Poznato je da su karakteristicni vektori matrice £~ reciprocni u odnosu na karakteristicne
vektore matrice X, uz pretpostavku da su elementi vektora striktno pozitivni. Kad u od-
govarajucu jednakost 2.11 ubacimo poznato, vazi da je A’S™'A = A™Y, pa dalje vazi da
je

y'A~'y = const.

Poslednju jednakost moZemo zapisati na sledeci nacin

M=
oY

= const (2.19)
k=1

Jednacina 2.19 predstavlja jednacinu elipsoida u odnosu na njegove ose.
O

Ovaj rezultat je statisticki znacajan ako slucajan vektor x ima viSedimenzionalnu nor-
malnu raspodelu. U to slucaju, elipsoid dat jednacinom 2.18 definiSe konture funkcije
konstantne gustine verovatnocée za raspodelu od x. Prva (i najveca) osa tj.glavna osa tog
elipsoida definiSe pravac u kom je varijacija najveca, Sto se slaZe sa ranije datom definicijom
prve glavne komponente. Druga osa maksimizuje varijaciju,i to tako da je ortogonalna prvoj
osi, Sto se, takode, slaze sa definicijom datom ranije. Ovu geometrijsku interpretaciju glavnih
komponenti pomocu osa elipsoida konstantne gustine verovatnoc¢e dao je Hotteling.

7Matrica A’ je ortogonalna matrica dimenzija p X p ¢ije su kolone karakteristi¢ni vektori kovarijansne matrice
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Teorema 2.5. Pretpostavimo da su x1 i x2 nezavisni slucajni vektori sa istom raspodelom i
pretpostavimo da im odgovara ista linearna transformacija

yi=B'x;,i=12

Ako je matrica B matrica dimenzija p X q sa ortonormiranim kolonama takva da maksimizira
E[(y1 = y2)'(y1 — y2)], tada je B = Ay, gde matrica A4 sadrZi prvih q kolona matrice A.

Dokaz. Vidimo da x1 i x5 imaju isto ocekivanje p i kovarijansnu matricu X.
Stoga, y1 i y1 imaju istu sredinu B’ u i kovarijansnu matricu B'XB. Dalje,

E[y1-y2)1-y2)] = E{{01-B'p)-y2-BwW[y1-B'p) - (y2- B}
= E[1-B'w)(y1—-B'w]+E[(y2-B'p)(y2— B'p)]

Unakrsni proizvod je jednak nuli, jer su y1 i yp nezavisni.

Dalje, za i=1,2 vaZi

E[(yi = B'n)(yi = B'p)] = E{tr[(yi—B'w)(yi —B'p)} = E{tr[(yi — B'u)(y: — B'pw)'[}
= tr{E[(yi — B'p)(yi — B'p)']} = tr(B'’LB)

Dobijamo da je E[(y; — B'u) (y; — B’u)| = 2tr(B’LB).
Iz teoreme 2.1 znamo da je tr(B"EB) maksimizovan kad je B = Ay, pa je teorema dokazana.

O

Ova teorema moZe da se posmatra kao algebarsko svojstvo glavnih komponenti, sam
dokaz je algebarski. Ali, ovo svojstvo ima geometrijsku interpretaciju. Ocekivano kvadratno
Euklidsko rastojanje, u g-dimenzionalnom potprostoru, izmedu dva vektora sa p slucajnih
promenljivih koje imaju istu raspodelu, je najvec¢e moguce ako je potprostor definisan prvom
glavnom komponentom.

2.4 Interpretacija glavnih komponenti na osnovu korelacione matrice

Iako su glavne komponente proizvod mehanickog postupka transformacije jednog skupa
podataka u drugi, pokusaj njihove smislene interpretacije vrlo ¢esto moZe biti bezuspeSan.
Pokusaj njihove interpretacije moZemo zasnovati na apsolutnoj veli¢ini i predznaku koefi-
cijenata linearne kombinacije. U toj interpretaciji koeficijenti bliski nuli nam sugeriSu da
odgovarajuca originalna promenljiva ne ucestvuje znacajno u formiranju te glavne kompo-
nente Cije koeficijente posmatramo.

Definisanje i osobine glavnih komponenti smo zasnovali na osnovu karakteristi¢nih korena
i vektora kovarijansne matrice X. Problem koji se javlja u interpretaciji glavnih komponenti
je posledica njihove osetljivosti na razli¢ite merne skale originalnih promenljivih. Problem
nastaje u praksi kada se dogodi da sve promenljive imaju razli¢ite jedinice mere, npr.jedna
promenljiva predstavlja temperaturu, druga teZinu, trea duzinu... Takode, ako jedna od ori-
ginalnih promenljivih ima znatno vecu varijansu od ostalih, tad e ta promenljiva dominirati
prvom glavnom komponentom bez obzira na korelacionu strukturu podataka.

Umesto da direktno koristimo koeficijente linearne kombinacije u cilju interpretacije glavnih
komponenti, analizu moZemo zasnovati na:
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* koeficijentima korelacije originalnih promenljivih i glavnih komponenti
* korelacionoj matrici

* kovarijansi od %, gde je x; i-ti elemenat vektora x, a teZine w; biramo u odnosu na
L
vaznost promenljivih

Prvi pristup je koriS¢enje koeficijenata korelacije originalnih promenljivih i glavnih
komponenti. Sada ¢emo da odredimo koeficijente korelacije izmedu originalnih promen-
ljivih i glavnih komponenti. Ranije smo odredili kovarijansnu matricu glavnih komponenti
i originalnih promenljivih, odnosno Var(y) = A i Var(x) = X, respektivno. Kovarijansa
izmedjux iy je

Cov(x,y) = Cov(x,Ax) =LA = (A'AA)A" = A'A = [a1d1, a2y, . .., @p )]

Koeficijent korelacije izmedu k-te originalne promenljive i i-te glavne komponente je dat
slede¢im izrazom

Cov(x, yi) ik VA
Py = = = Qi Lk=1,...,p
VVar(x\Var(y;) Vo VA VOkk

Iz prethodne jednakosti vidimo da se koeficijent uz k-tu promenljivu u i-toj glavnoj kom-
ponenti mnoZi koli¢nikom njihovih standardnih devijacija. U matri¢cnom zapisu korelaciona
matrica izmedu vektora originalnih promenljivih x i vektora glavnih komponenti y je data

1 1
Pxy =A2AD™2
gde smo sa D oznacili dijagonalnu matricu ¢iji su elementi varijanse originalnih promenljivih.

Drugi pristup je koriS¢enje korelacione matrice originalnih promenljivih umesto njihove
kovarijansne matrice. Glavne komponente moZemo da definiSemo na sledec¢i nacin

y:Alx*

gde je A matrica Cije kolone predstavljaju karakteristi¢ni vektori korelacione matrice, a x* je
Xi

standardizovani vektor, odnosno i-ti elemenat vektora x* je — 5 ,1=1,....,p, x; jei-ti element
ag..

12
vektora x i oj; je varijansa elementa x;. Zato korelacionu matricu mozemo posmatrati kao
kovarijansnu matricu standardizovanih promenljivih.

Sva svojstva koja su vazila kod kovarijansne matrice vaze i za korelacionu matricu. Do-
dajemo da je ukupna varijansa merena generalizovanom varijansom (tragom) jednaka p,
odnosno dimenziji korelacione matrice, a da je koeficijent korelacije izmedu k-te originalne
promenljive i i-te glavne 1komponente jednak a@;;VA;. U matri¢nom zapisu korelaciona ma-

trica je data izrazom AA?Z.

Izgleda kao da glavne komponente koje dobijemo pomocu korelacione matrice moZemo
vrlo lako dobiti na osnovu kovarijansne matrice, ali to nije tano. Karakteristi¢ni koreni i
vektori korelacione matrice nisu u jednostavnoj vezi sa odgovarajuci korenima i vektorima
kovarijansne matrice. Glavne komponente dobijene iz korelacione matrice putem transforma-
cije iz x* u x mogu da budu kao komponente dobijene iz kovarijansne matrice X, ali samo u
specifi¢nim slucajevima. To objaSnjavamo Cinjenicom da su glavne komponente invarijantne
u odnosu na ortogonalnu transformaciju vektora x, ali nisu invarijantne u odnosu na neke
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druge transformacije. NaSa transformacija iz x u x* nije ortogonalna.

Zakljucak je da se glavne komponente dobijene iz kovarijansne matrice razlikuju od glavnih
komponenti dobijenih iz korelacione matrice i da se ne mogu izraziti jedna preko druge, ali
postupak dobijanja komponenti je identi¢an u oba slucaja.

Jo§ jedan problem koji se javlja kad za dobijanje glavnih komponenti koristimo kovari-
jansnu matricu umesto korelacione je to Sto je mnogo teze uporedivati dobijene rezultate sa
rezultatima dobijenim nekim drugim analizama. Zatim, varijansa glavnih komponenti dobi-
jenih iz razlicitih korelacionih matrica istih dimenzija je ista, Sto nije slu¢aj sa kovarijansnom
matricom. Takode, uporedjivanje koeficijenata glavnih komponenti dobijenih razli¢itim ko-
relacionim matricama u cilju pronalaZenja dve korelacione matrice koje daju iste komponente
je mnogo lakSe nego S$to bi bio slucaj sa kovarijansnim matricama.

KoriSéenje kovarijansne matrice ima prednost u dva slu¢aja. Prva prednost je da je lakSe
izvoditi statisticke zakljucke o populacionim komponentama u odnosu na uzoracke kompo-
nente® pomocu kovarijansne matrice nego pomocu korelacione. Druga prednost za koriS¢enje
kovarijansne matrice naspram korelacione nam se ukazuje kada su svi elementi vektora x u is-
tim jedinicama. Ali, kad su elementi x u razlic¢itim jedinicama koristimo korelacionu matricu.

Naposletku, ukaZimo na iznos varijanse originalnih promenljivih koji je objaSnjen zadrZanim
skupom glavnih komponenti. On pokazuje u kom stepenu zadrZane glavne komponente do-
bro aproksimiraju varijansu svake originalne promenljive ponaosob. Na osnovu jednakosti
2.12 imamo da je varijansa k-te promenljive

p

2 _ 2 _

Oy = E Aiay, k=1,...,p
i=1

Doprinos svake glavne komponente varijansi k-te promenljive jednak je kvadratu koeficijenta
korelacije odnosne glavne komponente i te originalne promenljive. Doprinos svih glavnih
komponenti raCunamo na osnovu korelacione matrice AA? tako §to saberemo kvadrate ele-
menata u njenoj k-toj vrsti. Ukoliko smo zadrzali nekoliko prvih glavnih komponenti, tad
stavljanjem u odnos dobijene sume i odgovarajuce varijanse originalne promenljive dobijamo
proporciju varijanse te promenljive koja je objaSnjena zadrZanim glavnim komponentama.
Ta proporcija se naziva komunalitet promenljive i predstavlja procenat objasnjenja varijanse
originalnih promenljvih zadrZzanim komponentama. Kori$¢enjem korelacione umesto kova-
rijansne matrice originalnih promenljivih odmah dobijamo proporciju varijanse originalne
promenljive obja$njene zadrZanim glavnim komponentama, jer je standardizacijom promen-
ljivih vrednost varijanse jednaka jedinici.

Treéi pristup je korid¢enje kovarijansi od 2, gde je x; i-ti elemenat vektora x, a teZine
1
w; biramo u odnosu na vaZnost promenljivih za analizu.
1

U specijalnom slucaju kad je w; = 0'1.17. i kad je w; = 1 glavne komponente dobijamo pomocu
korelacione i kovarijansne matrice, respektivno.

Neki autori su miSljenja da je izbor razli¢itih vrednosti za w; bolji u primeni. Mada, u praksi
je relativno neobi¢no biranje vrednosti za w;.

8Definisane su u daljem radu.
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2.5 Osobine glavnih komponenti ¢ije su varijanse medusobno jednake
ili jednake nuli

U ovom delu ¢emo razmatrati dva problema koja se pojavljaju u teoriji, a relativno su
neuobicajeni u praksi. Do sad smo pretpostavljali da su karakteristicni koreni kovarijansne
ili korelacione matrice svi medusobno razliiti i da ni jedan od njih nije jednak nuli.

Jednakost karakteristinih korena i stoga jednakost varijanse glavnih promenljivih se javlja
kod nekih odredenih “patern matrica”®. Posledica ove pojave je da za q jednakih karakte-
risticnih korena odgovarajuci karakteristi¢ni vektori ¢ine jedinstven g-dimenzionalni prostor
koji nije ortogonalan nekom proizvoljnom prostoru. Geometrijski, za ¢ = 2 i za g = 3 elipsa
i sfera, respektivno, ne mogu biti jedinstveno definisane. Dodatni problem kod jednakosti
varijansi glavnih promenljivih je taj Sto statisti¢ki zaklju¢ci postaju mnogo komplikovaniji.

Drugi problem odnosno kad je varijansa jednaka nuli se ceSce pojavljuje, ali je i dalje
prili¢no neuobicajen. Ako je q karakteristicnih korena jednako nuli, onda je rang matrice X
jednak p — g umesto p, kao Sto smo ranije imali. Zbog ovog rezultata bismo morali izvrSiti
modifikacije dokaza koje smo izveli za svojstva glavnih komponenti.

Svaka glavna komponenta sa nula varijansom definiSe postojanje linearne veze izmedu eleme-
nata vektora x. Ako ova veza postoji, onda ona implicira da je jedna promenljiva redundantna,
odnosno njena vrednost moZe biti odredena iz vrednosti drugih promenljivih. Zbog toga mo-
Zemo da smanjimo broj promenljivih sa p na p — ¢ bez gubljenja informacija. Idealno bi bilo
da se linearna veza uoci pre odredivanja glavnih komponenti i da se, prema tome, redukuje
broj promenljivih.

Broj karakteristi¢nih korena kovarijansne matrice koji su jednaki nuli je isti kao i broj karakte-
risti¢nih korena korelacione matrice koji su jednaki nuli, jer postojanje linearne veze izmedu
elemenata vektora x implicira postojanje linearne veze izmedu standardizovanih promenlji-
vih i obrnuto. Jednakost nekih karakteristicnih korena kovarijansne (korelacione) matrice sa
odgovarajucim karakteristicnim korenima korelacione (kovarijansne) matrice ne implicira da
su svi koreni jedne matrice jednaki korenima druge matrice. Ako je p > 2, tada je poslednjih
p — 1 karakteristi¢nih korena kovarijansne matrice jednako. Ovo, u opStem slucaju, ne vazi
za korelacionu matricu.

9"Patern matrice" (eng.patterned matrices) su matrice koje imaju odredenu strukturu ili obrazac. Vise o
njima u [16].
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2.6 Uzoracke glavne komponente

Do sada smo analizu glavnih komponenti zasnivali na populacionoj kovarijansnoj ili
korelacionoj matrici. U ovom delu se bavimo analizom glavnih komponenti dobijenih iz
uzoracke kovarijansne ili korelacione matrice odnosno analizu zasnivamo na osnovu repre-
zentativnog uzorka.

2.6.1 Definicija i svojstva uzorackih glavnih komponenti

Analizu glavnih komponenti zasnivamo na uzorackoj kovarijansoj matrici § ili na uzo-
rackoj korelacionoj matrici R. Umesto uzoracke kovarijansne matrice S, koja predstavlja
nepristrasnu ocenu kovarijansne matrice X, moZemo koristiti £ = %S koja predstavlja
ocenu najvece verodostojnosti kovarijansne matrice X. Bez obzira koja od ocena se koristi,
glavne komponente su identiéne, kao i proporcija objasnjene varijanse. Matrice S i £ daju
istu uzoracku korelacionu matricu R.

Neka je uzet uzorak od n elemenata xi, xo, . . ., x, sluajnog vektora x iz p-dimenzionalne
populacije sa sredinom g i kovarijansnom matricom X.
Neka je yj1 = ay’x;, i = 1,2,...,n. Biramo vektor koeficijenata a;” tako da maksimiziramo

uzoracku varijansu
1 Zn: ’
(i — 1)
n-1 —

uz uslov normalnosti, odnosno da vazi a;’a; = 1.

Dalje, neka je yi» = a2’x;, i = 1,2,...,n i neka biramo vektor koeficijenata a, tako da
maksimiziramo uzoracku varijansu, uz uslov normalnosti ay’a; = 1 i uslov da su yj; i yi»
medusobno nekorelisane. Nastavljajuci dalje ovaj proces dobijamo uzoracke glavne kompo-
nente. Sa ap’x za k = 1,2,..., p definiSemo k-tu uzoracku komponentu, a yj; predstavlja
skor i-te opservacije za k-tu uzoracku komponentu. Skorove glavnih komponenti koristimo u
grafickom prikazu opservacija u dvodimenzionalnom prostoru generisanom parovima glav-
nih komponenti.

U izrazu a;’x smo sa aj oznalili ocenu vektora koeficijenata originalnih promenljivih
X1, X2, ..., X, za k-tu glavnu komponentu, i tu ocenu vektora raCunamo za svaki elemenat
uzorka.

Prateci izvodenje populacioni glavnih komponenti, ispostavlja se da je uzoracka varijansa k-te
uzoracke glavne komponente /; odnosno najveci karakteristicni koren uzoracke kovarijansne
matrice S za xi, x2, . . ., X, i a je odgovarajudi karakteristi¢ni vektor.

Defini§imo matricu X dimenzija n x p takvu da joj je u i-toj vrsti i k-toj koloni element
X1 tj.k-ti elemenat od x;. Zatim, defini§imo matricu ¥ dimenzija n X p takvu da joj je u i-toj
vrsti i k-toj koloni elemenat yj;. Tada vaZi da je ¥ = XA, gde je A ortogonalna matrica
dimenzija p X p u ¢ijoj k-toj koloni se nalazi vektor ay.

Ako je sredina svakog elementa vektora x jednaka nuli, onda je kovarijansna matrica jednaka
S = %f( ’X. Ceice se desava da sredina elemenata vektora x nepoznata i u tom slucaju
elemenat u j-toj vrsti i k-toj koloni matrice S je

1

n-—1

n
PNCTRENCTEE
i=1
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gde x; predstavlja uzoracku sredinu odnosno
1 n
5= r—lzl“x;j, j=L2....p
1=

Stoga, matrica S moZe da se zapiSe na sledeci nacin

|
S = X'X (2.20)
n—1

gde je X matrica dimenzija n X p sa elementom x;; — X; u i-toj vrsti i j-toj koloni.
Koristicemo oznaku x;; za element u i-toj vrsti i j-toj koloni matrice X. Zatim, definiSemo
matricu skorova kao ¥ = XA.
Vazno je napomenuti da su karakteristicni vektori matrica ﬁX ’X i X’'X identicni i da su
karakteristi¢ni koreni matrice ﬁX ’X jednaki ﬁ(karakteristiéni koreni matrice X’ X). Ne-
kad je zgodnije raditi sa karakteristi¢cnim korenima i vektorima matrice X’X nego direktno
sas.

Sada definiSemo algebarska i geometrijska svojstva uzorackih glavnih komponenti.
Osvrcudi se na algebarska svojstva populacionih glavnih komponenti, definiSimo

yi=B'x;, i=12,....n

gde B, kao u prethodno definisanim teoremama, predstavlja matricu dimenzija p X g Cije
kolone su ortonormirane. Teoreme nam i dalje vaze, ali uzoracka kovarijansna matrica
opservacija y; zamenjuje X, a matrica A je matrica Cija je k-ta kolona ay, dok A, i A"
sadrZze prvih i poslednjih q kolona, respektivno. Dokazi su sli¢ni kao kod populacionih
glavnih komponenti.

Spektralna dekompozicija nam sad izgleda ovako

S =haiat + hazay +--- + lL,apa,’ (2.21)

Statisticki zakljuci dobijeni za uzoracke komponente se ne razlikuju od zakljuc¢aka dobi-
jenih za populacione komponente, osim $to sve moramo da posmatramo u kontekstu uzorka,
a ne populacije.

Dalje, navodimo svojstvo koje nam kaZe kako mozZemo Kkoristiti uzoracke glavne kompo-
nente u regresijilo.

Teorema 2.6. Pretpostavimo da se X, koji smo prethodno definisali, sastoji od n opservacija
p prediktivnih promenljivih x merenih njihovom uzorackom sredinom i da je odgovarajuca
regresiona jednacina

y=Xp+e¢

gde je y vektor n opservacija zavisnih promenljivih merenih njihovom uzorackom sredinom 1.
Pretpostavimo da je X transformisana pomocu jednakosti Z = XB, gde je B ortogonalna
matrica dimenzija p X p. Regresijsku jednacinu moZemo zapisati na sledeci nacin

y=Zy+e

10Regresija je statisticka metoda koja analizira zavisnost jedne promenljive (zavisna promenljiva) u odnosu
na skup drugih promenljivih (nezavisne promenljive).

(Oznaka y za nezavisne promenljive, koja se standardno koristi u regresiji, nema veze sa oznakom y koju
smo do sad koristili u radu.
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gdey = B™'B. Ocenjivac zay je 9 = (Z’Z)'Z’y. Elementi ocenjivaca ¥ imaju najmanju
mogucu varijansu ako je B = A, matrica A je matrica Cija je k-ta kolona k-ti karakteristicni
vektor matrice X'X tj.uzoracke kovarijansne matrice S. Zbog toga Z sadrZi vrednosti
uzorackih glavnih komponenti vektora x.

Dokaz ovog svojstva izostavljamo!2.
Ovo svojstvo nam kaZe da je dobra ideja zameniti prediktivne promenljive u regresionoj
jednacini sa prvih nekoliko glavnih komponenti. Mana ovog tvrdenja $to ne iskljucuje vezu
izmedu zavisne promenljive y i elemenata od X, kao ni izmedu y i glavnih komponenti.

Geometrijska svojstva uzorackih komponenti, kao i algebarska, su relevantna geometrij-
skim svojstvima populacionih komponenti, uz male modifikacije.
Svojstvo iz teoreme 2.4 nam i dalje vaZi ako kovarijansnu matricu £ zamenimo uzorac-
kom kovarijansnom matricom S. Elipsoid dat jedna¢inom x’S~'x = const sada ne definise
konture funkcije konstantne gustine verovatnoce, nego ocenjuje konture od xi, x2, . . ., X, sa
viSedimenzionalnom normalnom raspodelom. Uvodenjem nenula uzoracke sredine, elipsoid
dat jednac¢inom

(x —%)YS~(x — %) = const.

definiSe konture fiksnog Mahalanobisovog rastojanja (eng.Mahalanobis distance) od uzoracke
sredine X. Neki autori su interpretirali glavne komponente kao trazenje ortogonalnih pravaca
za koje je Mahalanobijusovo rastojanje od originalnih podataka do hipersfere!> minimalno.

Svojstvo iz teoreme 2.5 populacionih komponenti ¢emo preneti na uzoracke glavne kom-
ponente.

Teorema 2.7. Neka su opservacije x1, x, . . ., X, transformisane pomocu
’ .
Yi :Bx,-, 1= 1,2,...,11

gde je matrica B matrica dimenzija p X q sa ortonormiranim kolonama, tako da vaZi su
Y1, - - -, Yn projekcije xi, xa, . . ., x, na q-dimenzionalni potprostor. Tada je

an Zn](yh = i)' (yn = yi)

h=1 i=1

maksimizovano za B = A4, a minimizovano za B = Aq*.

Ovo svojstvo znaci da ako je n opservacija projektovano na g-dimenzionalni potprostor,
onda je suma kvadrata Euklidskog rastojanja izmedu svakog para opservacija maksimalna ako
je potprostor definisan pomocu prvih g glavnih komponenti ili minimalna ako je potprostor
definisan pomocu poslednjih ¢ komponenti.

Dokaz je sli¢an dokazu odgovarajuéeg svojstva populacionih komponenti, pa ga ne¢emo
navoditi.

12Dokaz se nalazi u [15, str.32].
I3Hipersfera predstavlja generalizaciju pojma sfere u prostoru proizvoljne dimenzije. Kao i sfera, hipersfera
je povrs,