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Uvod

., Uspeh svakodnevnih aktivnosti u velikoj meri zavisi od toga koliko dobro neko utice na druge.
Sposobnost uticaja pomaze pri stvaranju njihove naklonosti i omogucava laksi dolazak do cilja.
(,, Influence functions, followers and command games*, Michael Grabisch i Agnieszka
Rusinowska)

Ovaj rad se bavi savremenom temom koja se nalazi u okvirima Teorije odlu¢ivanja, tacnije
problemom modeliranja procesa donosenja odluka uz prisustvo uticaja. Cilj rada je da da prikaz i
tumacenje veoma aktuelnih rezultata iz [11] i [12] koji se bave upravo ovom temom.

Uticaji na formiranje misljenja su Siroko rasprostranjeni, kako u svakodnevnom zivotu, tako i u
nauci: u psihologiji, sociologiji, ekonomiji, marketingu, matematici, fizici, itd. Do sada su
funkcije uticaja bile deterministicke, medutim, u ovom radu se razmatra novi pristup. Posmatra
se dinamic¢ki mehanizam uticaja za koga se smatra da je stohasticki 1 da prati stacionarni lanac
Markova. Ograni¢avanje analize na stacionaran markovski proces ¢ini da se fenomen uticaja
razlikje od procesa ucenja. Ovo se moZe posmatrati kao razumna aproksimacija stvarnosti kada
postoji skup osoba koje su u interakciji neko vreme. Clanovi skupa se dobro poznaju i mogu biti
osetljivi na tude rasprave, ali zapravo nisu striktno podlozni pokusajima uticaja drugih. Pod
opisanim uslovima moze se smatrati da je proces stacionaran, dok je uéenje vise aktivno u ranom
stadijumu. Uzimajuci u obzir pretpostavke procesa Markova, za ocekivati je da iz nekog razloga
predstavnici ne mogu ili ne zele da dugo pamte prethodna razmisljanja. Diskusije mogu postati
previse duge ili zamorne, previSe ljudi izrazava svoje misljenje, $to postaje tesko za pamcenje,
ili predmet diskusije nije dovoljno bitan za predstavnika da bi zapamtio sve o Cemu se
raspravljalo. Upravo iz navedenih razloga rasprostranjeno je shvatanje da je u mnogim
okruZenjima esencijalno poslednje misljenje, pa tako i u slucaju postojanja utcaja. Na primer, u
slu¢aju izbora za predsednika republike, narod moZe da menja misljenje i da pod uticajem drugih
bude u nedoumici, medutim, konacna odluka ¢e dati glas pojedincu, a najveci zbir takvih
konac¢nih odluka ¢e zapravo pomo¢i nekome da dodje do pomenute pozicije.

Razmatrae se zapravo dve Sire tematske celine. U prvoj je opisan fenomen uticaja koji je
opisan pomoc¢u funkcije uticaja, funkcije sledbenika i komandne igre ([11]). U drugoj celini je
prikazana detaljnija slika pomocu agregacionih funkcija ([12]). Ono S§to im je zajednicko jeste
sam pojam uticaja i proces formiranja misljenja koji se detaljno modelira. Zbog preglednosti su
navedeni i dokazi esencijalnih tvrdjenja, mada je u pitanju prikaz rezultata.

U prvom poglavlju prikazana je tacna veza izmedu funkcije uticaja i funkcije sledbenika- daje
se potreban 1 dovoljan uslov, koji mora da vazi, da bi funkcija bila funkcija sledbenika neke
uticajne funkcije. Za datu funkciju sledbenika moguce je odrediti najvecu i najmanju funkciju
uticaja poznatu kao gornja i donja inverzna funkcija, te opisati strukturu skupa svih funkcija
uticaja koje vode do funkcije sledbenika. Literatura koristena za izradu ovog poglavlja je [14, 11,
8, 5]



U drugom poglavlju je ilustrovana veza izmedu komandne igre i komandne funkcije- naveden
je potreban i dovoljan uslov da bi funkcija bila komandna funkcija neke komandne igre. Opisan
je I minimalan skup (pobedni¢ke koalicije) koji generiSe normalnu komandnu igru.
Proucavanjem ta¢ne veze izmedu komandne igre i funkcije uticaja u [11] dat je potreban i
dovoljan uslov za ekvivalenciju izmedu funkcije uticaja i normalne komandne igre. Pronadjeno
je i jezgro uticajne funkcije ekvivalentno sa normalnom komandnom igrom. Za izradu ovog
poglavlja je koristena literatura [13, 11, 8, 7].

U tre¢em poglavlju je dat prikaz dinamickog modela uticaja koji se prvi put pojavljuje u [12].
U njemu predstavnici donose da-ne odluke. Svaki predstavnik ima inicijalno misljenje, koje
moze da menja tokom razli¢itih faza interakcije zbog uzajamnog uticaja. Ispituje se model
uticaja zasnovan na agregacionim funkcijama, odnosno na operatorima agregacije. Svaki
predstavnik modifikuje svoje misljenje nezavisno od drugih, sabiraju¢i trenutno misljenje svih
agenata. S obzirom na to da su pri ovom postupku dozvoljeni proizvoljni operatori agregacije,
dati okvir pokriva brojne postoje¢e modele o formiranju misljenja. Literatura koristena za izradu
ovog poglavlja je [14, 13, 12].

U cetvrtom poglavlju su predstavljene uticajne koalicije i hipergrafovi uticaja, dok je u petom
poglavlju prikazana opsta analiza konvergencije u agregacionom modelu, te sve konacne klase i
stanja detektovana tom prilikom. Moze se pokazati da su mogucée konacne klase, ka kojima
proces uticaja moze konvergirati, upravo konacna stanja (netrivijalna i opSta stanja), cikli¢ne
konace klase i unije Boolean-ovih reSetki (zvanih regularne kona¢ne klase), te ¢e biti dat pregled
uslova za postojanje razlicitih vrsta kona¢nih klasa, baziranih na svojstvima hipergrafova uticaja.
Za ovo poglavlje je koriStena literatura [12].

U Sestom poglavlju, s ciljem dobijanja jedne pregledne celine, predstavljena je znacajna
familija operatora agregacije koji ¢ini familiju simetricnih dekompozabilnih modela. Dat je i
prikaz empirijskog primera koji ilustruje formiranje matrice koja odgovara savetodavnoj
mreZi (eng. advice network). Za izradu ovog poglavlja je koristena literatura [12, 11, 8].

**k*k

Ovom prilikom bih Zelela da se zahvalim svom mentoru dr Ivani Stajner-Papuga na
izdvojenom vremenu i korisnim sugestijama bez kojih ovaj rad ne bi poprimio sadasnji oblik.
Takode se zahvaljujem dr Arpad Takaciju i dr Natasi Spahié¢, clanovima komisije za odbranu
master rada.

Posebnu zahvalnost dugujem svojim roditeljima i sestri. Hvala im na ukazanom poverenju,
razumevanju, bezuslovnoj podrsci koju su mi pruzali tokom celokupnog skolovanja.
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1.Funkcije uticaja i funkcije sledbenika

U ovom poglavlju posmatran je skup igrac¢a- donosilaca odluke. Polazna pretpostavka je da u
mrezi donosilaca odluke postoje uzajamni uticaji, te da je prvobitna odluka podlozna promeni.
Prvi korak podrazumeva formiranje vektora sklonosti, a postojanje uticaja u grupi dovodi do
formiranja funkcija uticaja. Takode, postoje igraci koji uvek slede sklonost vecéine, pa se zbog
toga formira i funkcija sledbenika. Kroz primere je objasnjeno kako uticaj funkcionise.

Vise 0 ovoj temi se moze pronaci u [14, 11, 8, 5].

1.1. Uvodni pojmovi modela uticaja

U ovom delu je dat pregled uvodnih pojmova iz [11].

Neka je N = {1,...,n} pocetni skup koji odgovara skupu glasaca i koji se jo§ naziva socijalna
mreza (eng. social network). Igraci treba da donesu odluku kojom ¢e da prihvate ili odbiju nesto.
Igra¢ odluku donosi prema svojoj sklonosti i ima pravo da kaze DA (Sto ¢e se oznaciti sa +1) 1
NE (oznaka —1). Od tih odgovora se pravi n-dimenzionalni vektor i =(iy, . . . ,i,,), sastavljen od
jedinica i minus jedinica i on jasno pokazuje sklonost svih igrac¢a. U daljem tekstu vektori ovog
tipa se nazivaju vektori skolonosti.

Koalicija je skup glasaca koji imaju istu sklonost, a dogovor je da je ta sklonost pozitivna , tj.
da je odgovor da.

Neka je I ={-1, +1}" skup svih vektora sklonosti za koalicije S € N, |S| = 1, odnosno skup
svih uredjenih n-torki elemenata iz {-1,1}. Neka I; oznaCava skup svih vektora u kome svi
¢lanovi S imaju istu sklnonost, tj.,

I,={i€l|Vk, jJES, i, =1}
Sledi primer koji ilustruje prethodno uvedene pojmove.

Primer 1. U skoli je predlozeno da se ide na ekskurziju. Ucenici imaju pravo da se odluce da li
¢e i¢i ili ne. Skup glasaca u ovom slucaju je ¢itavo odeljenje. Ako se (zbog jednostavnosti)
pretpostavi da u razredu postoje Cetiri osobe, onda te osobe predstavljaju skup glasaca
N={Sanja, Marko, Nikola, Ana}. Neka je pozitivna odluka= ,,otici na ekskurziju“. Ako su se
Nikola i Ana izjasnili da ¢e najverovatnije i¢i, a Sanja i Marko da verovatno nece, onda je
vektor sklonosti i=(1,1,-1,-1), a potencijalna koalicija S={Nikola, Ana} je koalicija ucenika
koji idu na ekskurziju.



Zbog jednostavnosti, vektor (1,1,...,1) € I imace oznaku 1y, §to znaci da su svi ¢lanovi rekli
da, sli¢no i za situaciju gde su svi ¢lanovi rekli ne -1y, isto vazi i za meSovite slucajeve u kojima
su neki ¢lanovi rekli da, a neki ne, oznaka ¢e biti ( 1g , -1y\s ).

Primer 2. Ako se posmatra prethodni primer, onda je vektor sklonosti (1,, -1,) posto je to
mesoviti slucaj. Ako se dalje pretpostavi da su se svi ucenici odlucili da idu na ekskurziju, onda
bi taj vektor izgledao 1, ili u suprotnom, ako se niko nije opredelio za odlazak onda je vektor
sklonosti —1,.

S obzirom da igra¢i mogu medusobno uticati jedni na druge, onda zbog uticaja u mrezi
konac¢na odluka samog igraca moze biti drugacija od prvobitne sklonosti. Tada se svaki vektor
sklonosti i € I pretvara u vektor odluke Bi , gde B: I — I, i = Bi je funkcija uticaja. Vektor
odluke Bi =( ( Bi )1, . . ., ( Bi )n) je n-dimenzionalni vektor koji se sastoji od jedinica i minus
jedinica i pokazuje odluke koje su igrac¢i napravili. Skup svih funkcja uticaja je oznacen sa B.
Ako i odgovara S, onda se Bi obelezava sa B(S) i B(S) € N je skup svih glasaca c¢ija je kona¢na
odluka potvrdna (da). Zato se uticajna funkcija se moze posmatrati kao preslikavanje 2N u 2N.

Primer 3. Ako se ponovo posmatra primer sa ucenicima koji idu na ekskurziju i ako se
pretpostavi da su Nikola i Ana uplatili iznos koji je potreban, a Sanja i Marko nisu, jer
definitivno nece i¢i, onda je vektor odluke Bi =(1,1,-1,-1). Tu nije bilo dodatnog uticaja,
prvobitan vektor se nije promenio.

Jedan od glavnih pojmova modela uticaja je pojam sledbenika date koalicije, koga predstavlja
glasa¢ koji ,,uvek* sledi sklonost koalicje. ,,Uvek* znaci u svim sluc¢ajevima u kojim svi ¢lanovi
koalicije imaju istu sklonost vezanu za dato pitanje. Neka B € B, funkcija sledbenika pod
uticajem B je skupovno preslikavanje Fg: 2N — 2N definisano sa

Fg(S)= {keN|Vi€l,(B)x=is}, VSSN,S+0@

i Fg(@) = @. Fg(S) je skup sledbenika. U [14] je pokazano da je Fg monotono neopadajuce i da
vazi
Fg(S) N Fz(T)=0,T < N,T # Q.

Skup svih funkcija sledbenika je oznacen sa F. Definicija skupa funkcija sledbenika postaje:

Fe($)=[]B(s)n ) B(S). VSCN,S#p,
525 S'ChN\S (1)



Drugim re¢ima, vrednost funkcije sledbenika za koaliciju S je skup dobijen kao presek svih
B(S") (to su oni koji su dali finalane odgovore kao S' na pocetku, to je skup) nad koalicijama koje

sadrze pocetnu i svih komplemenata B(S") nad koalicijama koje ne sadrze pocetnu.

Neka Fg nije identicki jednako praznom skupu. Jezgro od B je slede¢a kolekcija skupova:

KB)={Se2N|Fg(S) #0iS' c S = Fg(S") = @}.

Ono je dobro definisano s obzirom da je Fg monotono neopadajuce. To je skup minimalnih
koalicija koje imaju sledbenike (podkoalicije nemaju sledbenike).

U netrivijalnom slucaju, tj. kad se skup vrednosti za Fg razlikuje od {@}, skup minimalnih
koalicija koje imaju sledbenike odgovara jezgru preslikavanje B datom sa

K B)={Se2N|Fg(S) # 0iS' c S = F(S") = 0}.

Primer 4. Posmatrajmo ponovo primer sa decom koja idu na ekskurziju. Ukoliko se Nikola i
Ana druZe intezivnije, a sa druge strane Sanja i Marko su najbolji drugari. Tada ako je Nikola
uticao na Anu da ide na ekskurziju, onda je Ana Nikolin sledbenik, a ako je npr. Sanja uticala na
Marka da ne ide, onda je Marko Sanjin sledbenik.

Pocetni vektor je tada i=(1,1,-1,-1) za Nikolu, Anu, Sanju i Marka i on pokazuje koji bi
ucenici zeleli da idu, a koji ne.

S={Nikola, Ana} je koalicija u¢enika koji najverovatnije idu na ekskurziju,
Is={(1,1,1,1), (1,1,-1,2), (1,1,1,-1), (1,1,-1,-1)} je skup svih mogucih vektora sklonosti.

Pretpostavimo da su Ana i Sanja pricale i da je Ana uticala na Sanju da promeni misljenje, pa
je sada:

Bi=(1,1,1,-1) vektor odluke i pokazuje da su se svi sem Marka odlucili da idu, B(S)={Nikola,
Ana, Sanja} je skup onih ucenika ¢ija je odluka potvrdna, a Fg={ Nikola, Ana, Sanja} je skup
sledbenika.

Moglo se desiti i da je Bi=(-1,1,1-1), tj. da je Nikola odustao u trenutku kada je Sanja odlucila
da ide, pa je tada B(S)={Ana, Sanja} skup onih ucenika ¢ija je odluka potvrdna, a skup
sledbenika je Fg={Ana,Sanja}.

Sledi primer u literaturi poznat kao Confucian-ov model drustva koji u potpunosti ilustruje sve
prethodno navedene pojmove.



Primer 5. [11, 8, 5] Neka je dato ¢etvoro¢lano drustvo N = {1, 2, 3, 4} sa kraljem (1), Covekom
(2), zenom (3) i detetom (4). Skup vektora sklonosti je I={-1,+1}*, odnosno na raspolaganju je
16 mogucih vektora sklonosti.

Pravila po kojima funkcijonise dato drustvo su sledeca:

i) Covek sledi kralja;
i) Zena i dete slede Goveka;
i) Kralj bi trebalo da postuje ljude;

(A)

Slika 1. [11] Socijalne mreZze po Confucian-ovom modelu. (A), (B) i (C) pokazuje kako kralj moze
interpretirati pravilo (iii)

Ocigledno, u pitanju je socijalna mreza 4 igraca u kojoj neki igraci uti¢u (slede) na druge.

Principi (i) 1 (ii) definisu uslove funkcije uticaja: odluka igraca 2 se uvek podudara sa
sklonos¢u igraca 1, dok igraci 3 i 4 uvek odlucuju prema sklonosti igra¢a 2. Medutim, pravilo
(iii) se moze interpretirati na razlicite nacine u zavisnosti od kulture, istorije, tradicije, politike i
sli¢no, te moZemo razlikovati tri interpretacije ( videti sliku 1):

e Kralj sledi samo sebe- u takvim drustvima kralj uvek donosi odluku koja je u skladu sa
njegovom sklonosti. Slika 1. (A) ilustruje ovaj slucaj: na kralja nikad ne uti¢u njegovi
ljudi (nema strelice koja ide ka igracu 1), ali kralj uti¢e na ¢oveka (strelica ide od igraca 1
do igraca 2) i Covek utiCe i na Zenu i na dete (strelice idu od igraca 2 do igraca 3 i 4).
Zakljucak je da takva mreza modelira situaciju u kojoj kralj ignorise pravilo (iii).

e Kralj prati samo jednoglasne ljude- pravilo (iii) zna¢i da kralj prati svoje ljude samo ako
su jednoglasni, u suprotnom kralj donosi odluku po svojoj sklonosti. Slika 1 (B) pokazuje
ove slucajeve: postoji odreden uticaj ljudi na kralja iako je on prilicno ogranicen (strelice
idu od igraca 2, 314 do igraca 1).



o Kralj sledi vec¢inu ljudi- u takvom drustvu kralj sledi veéinu svojih ljudi. On odlucuje
uzimaju¢i u obzir sklonost bar dva igraca iz skupa N\{1}. Slika 1 (C) ilustruje ovo
drustvo. Iako je mreza ista kao kod drustva u prethodnom slucaju (B), funkcija uticaja je
drugacija.

Sledi tabelarni prikaz svih mogucnosti.

Tabela1l [11]

i€l SCN Bi B(S) B'i B'(S) B"i B"(S)
1,111 N (1,1,1,1) N  (@,1,1,1) N 1,1,1,1) N
1,1,1,-1) 123 (1,1,1,1) N  (L1,11) N 1,1,1,1) N
1,1,-1,1) 124 (,1,1,1) N  (L1,11) N 1,1,1,1) N
1,-1,1,1) 134 (1,1,-1,-1) 12 (1,1,-1,-1) 12 (1,1,-1,-1) 12
(1,1,1,1) 234 (-1,-1,1,1) 34  (1,-1,1,1) 134  (1,-1,1,1) 134
@-1,1-1) 13 (1,1,-1,-1) 12 (1,1,-1,-1) 12 (1,1,-1,-1) 2
@1,-1-1) 12 (1111 N (1,111 N (-1,1,1,1) 234
(1,1,1,-1) 23  (1,-1,1,1) 34 (1,-1,1,1) 34  (1,-1,1,1) 134
@-1,-1,1 14 (@11,-,-1) 12 (1,1,-1,-1) 12  (1,1,-1,-1) 2
(1,-1,1,1) 34 (1,-1,-1,-1) ¢ (1,-1,-1,-1) ¢ (1,-1-,-1) 1
(1,1,-1,1) 24 (1,-1,1,1) 34 (1,-1,1,1) 34  (1,-1,1,1) 134

@-,-,-1) 1 @1,-1-1) 12 (11-,-1) 2  (1,1,-1,-1) 2
(1,1,-1,-1) 2  (L-,1,1) 34 (1,-1,1,1) 34  (1,-1,1,1) 34
(1,-1,1,-1) 3  (1,-1,-1,-1) ¢ (1,-1,-1,-1) ¢  (1,-1,-1,-1) ¢
(1,-1,-1,1) 4 (1,-1,-1,-1) ¢ (1,-1,-1,-1) ¢  (1,-1,-1,-1) ¢
(1,-1,-1,-) ¢ (1,-1,-1,-) ¢ (1-1,-1,-1) ¢ (1,-1,-1,-1) @



U cilju lakseg razumevanja prethodno izloZzenog, sledi tumacenje druge vrste tabele:

e i=(1,1,1,-1)jevektor sklonosti, tj. kralj, covek i zena kazu da, dok je dete za ne,

e S=123 predstavlja skup ¢lanova koji imaju istu sklonost,

e Bi=(1,1,1,1) je vektor odluke u slucaju (A), tj. kada kralj uti¢e na ostale ¢lanove i dete
je promenilo odluku,

e B(S)=N je skup svih glasaca ¢ija je odluka pozitivna u slucaju (A), tj. kada kralj sledi
samo sebe,

e B'i=(1, 1,1, 1) je vektor odluke u slucaju (B), tj. kada kralj prati samo jednoglasne ljude,
odnosno ostali nisu bili jednoglasni, pa je kralj sve preinacio u odluku po svojoj volji,

e B'(S)=N je skup svih glasaca ¢ija je odluka pozitivna u slucaju (B), tj. kada kralj prati
samo jednoglasne ljude,

e B"i=(1,1,1,1)je vektor odluke u slu¢aju (C), tj.kada kralj sledi veéinu ljudi,

e B"(S)=N je skup svih glasaca ¢ija je odluka pozitivna u slucaju (C), tj. kada kralj sledi
vecéinu ljudi.

Neka su funkcije uticaja slucajeva (A), (B) i (C) oznacene sa B, B' i B", respektivno. Moguce
je odrediti skupove sledbenika svake koalicije za sve tri funkcije uticaja.

Ako je vektor sklonosti i=(1, 1, 1, -1) tj. kralj, ¢ovek i zena kazu da, dok dete kaze ne, tada
koalicija onih koji kazu da je S=123. Nakon uticaja kralja je i dete promenilo odluku, pa je
vektor odluke Bi=(1, 1, 1, 1), a B(S) je skup svih koji su rekli da i to je bas N, 1s={(1,1,1,1),
(1,1,1,-1)} je skup svih ishoda. Tada za k=1, k-ta pozicija vektora Bi se poklapa sa misljenjem
koalicije, isto vazi i za k=2 i k=3, pa je funkcija sledbenika za sve tri funkcije uticaja Fg(S)=N
(4. Fs(S)=N, Fg'(S)=N, F&"(S)=N).

Funkcije sledbenika F , Fg i Fg su monotono neopadajuée i skupovi sledbenika pod uticajima
B, B'i B" su disjunktni. Jezgro svake funkcije uticaja je

K(By=K(BY=K(B" =1L {2}
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1.2. Veza izmedu funkcije uticaja i funkcije sledbenika

S obzirom na to da se i funkcija uticaja i funkcija sledbenika mogu posmatrati kao
preslikavanja iz 2N u 2N, postavlja se pitanje kakva je veza izmedu ova dva osnovna pojma.

Kardinalnost takvog preslikavanja je (2™)@" = 202" postoji toliko potencijalnih funkcija
uticaja koliko i funkcija sledbenika. Medutim, sve dok nema restrikcije na B, Fg bi trebalo da

zadovolji uslov monotonog neopadanja. Zato postoje funkcije iz (ZN)(ZN) koje ne mogu biti
funkcije sledbenika neke funkcije uticaja. 1z tog razloga postoje funkcije uticaja koje mogu imati
istu funkciju sledbenika. Zapravo, gube se neke informacije ako se razmatra samo Fg. Formalno,
ovo znaci da je veza izmedu funkcije uticaja i funkcije sledbenika data preslikavanjem

¢: B — (2M)@Y,
pri cemu je ¢ (B)= Fg, nije ni sirjekcija, niti injekcija.

U radu [11] su postavljena dva esencijalna pitanja ¢iji prikazi su ovom prilikom, zarad vece
preglednosti, dati u naredna dva podpoglavlja.

1.2.1. Potreban i dovoljan uslov za postojanje funkcije uticaja za datu funkciju sledbenika

Odgovor na ovo pitanje daje sledece tvrdenje.

Tvrdenje 1. [11] Funkcija F: 2N — 2N je funkcija sledbenika za B € B ( tj. Fg = F ili ¢(B)=F)
ako 1 samo ako su zadovoljena sledeca tri uslova:

1) F(@)=0
2) F je monotono neopadajuce
3yAkOSNT=@,ondaF(S)NF(T) =0
Najveéa i najmanja funkcija uticaja koja pripada ¢~'(F) su funkcije uticaja Bri Br date sa
Br(S)=F(S), Br(S)=F() , vSEN. @
Ove funkcije se zovu gornja i donja inverzna funkcija od F.

Sledi dokaz iz [11] koji je baziran na osobinama funkcije sledbenika.
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Dokaz. Ve¢ se zna da svaka funkcija sledbenika ispunjava prethodna tri uslova. Neka F:2N —
2N zadovoljava navedene uslove, proverava se da li je zaista ¢p(BF)=¢(F)= Fr=F. Treba dokazati
da je Fr (S)=F(S) za svako S € N. Za S =0 je tacno, po definiciji funkcije sledbenika i na
osnovu uslova F(@) = @. Ako se pretpostavi da je S # @, s obzirom da je F monotono
neopadajuca, sledi F (S)2 F (S) za sve S' 2 S, sto implicira da je Ng,5sF (S) = F (S). Na
osnovu (iii), F(S)NF(S)=0 za sve S'SN\S. Zato je Ns, cs F (S 2F(S).

Iz (1) se zakljucuje da je Fg(S) = F(S).

Ostaje da se pokaze da je F najmanja inverzna funkcija od F. Neka je F # @, za svako S € N,
takvo da je F(S) # @, ke F(S) implicira da za svako B € ¢~1(F), B (S) sadrzi k. Zato,
B(S)=2F(S) za svako S & N. Dokaz za gornju inverznu funkciju je analogan.

Drugim recima, monotonost (neopadanje) i odredeni vid disjunktnosti garantuju da se
vrednosti funkcije F nizu od manjih ka vec¢im.

U radu [11] su pokazene i sledece osobine:

e Zabilokoje Be B, p(B)<B.
e Skup fiksiranih tadaka ¢ (za koje je ¢(B) = B) je tacno F. Stoga, ¢p? = ¢p3 =... = ¢.

Sledi pregled karakteristi¢nih primera koji ilustruju kompleksnost prethodnog.

Primer 6. [11] Neka je F(S)=0 funkcija sledbenika za sve SEN. Inverzna funkcija od F preko ¢
je povratna funkcija — Id definisana sa (-1d)i = - i za svako i € I. Jasno, donja inverzna funkcija
je konstantna B = -1y, dok je gornjaB = 1y

Neka je F=Id funkcija sledbenika. Inverzna funkcija od F je funkcija identiteta 1d. U ovom
slu¢aju i gornja i donja inverzna funkcija postaju Id, pa ¢~*(1d) = { Id }.

Primer. 7. [11] Neka je n = 3 i neka je funkcija sledbenika definisana na slede¢i naéin:

S [0) 1 2 3 12 13 23 123

F(S) ] [} 2 1) 2 3 12 123

Moze se proverti da to zapravo i jeste funkcija sledbenika. Gornja i donja inverzna funkcija za
tako zadatu funkciju sledbenika su:
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I (0] 1 2 3 12 13 23 123

Bri (1) 3 12 13 123 13 123 123
Bri [0) [0) 2 [0} 2 3 12 123
Primer 8.

Ako bi se opet vratili na primer sa ekskurzijom i pretpostavili da sada imamo tri ucenika:
Nikolu (1), Anu (2) i Sanju (3). Tada, ukoliko je Nikola hteo da ide ali je odustao, jer ne zeli da
ide sam, onda je S={@}. Vektor sklonosti je i=(1,-1,-1) i pod uticajem B prelazi u vektor odluka
Bi=(-1,-1,-1), pa traZzimo sve k-ove iz Bi ¢ija se odluka poklapa s pocetnom odlukom koalicije,
§to je ovde prazan skup tj. funkcija uticaja je prazan skup.

Ako se dalje pretpostavi da su se odjednom Ana i Sanja predomislile i odlucile da idu, jer im je
Nikola rekao da ¢e posetiti zoo vrt, onda je potencijalna koalicija S={123}, $to znadi ¢e sve troje
najverovatnije i¢i, a funkcija uticaja F(S)={123}.

Tada prethodni primer moZzemo povezati sa ovim ako na isti nacin definiSemo funkciju
sledbenika za ucenike koji idu na ekskurziju.

Gornja i donja inverzna funkcija su, takode, iste kao u prethodnom primeru.

Zna se da je donja inverzna funkcija jednaka sa funkcijom uticaja, tako da je za vektor
sklonosti i = (123), koji kaze da ¢e sva tri uCenika najverovatnije ici na ekskurziju, donja

inverzna funkcija jednaka {123}, dok je B = F(S) pa je i to jednako {123}.

1.2.2. Struktura ¢~1(F)

Zna se da su sve inverzne funkcije od F izmedu Br i B sa uobiGajenim poretkom <, odnosno

(¢p~1(F), <) je parcijalno ureden skup i to podskup od ([ Bf, EF] , < ). Radi jednostavnosti
uvodi se nova oznaka

Ds= Be(S)\Br(S),SES N,

Odnosno, Ds predstavlja sve elemente koji se nalaze u B (S), a nema ih u B (S).

13



Element iz [Bf, EF] je lakse obeleziti 2"-dimenzionalnim vektorima (Typ ,..., Tn) gde je T's € Dg
zasvako S € N. Koriste¢i ovu notaciju B Bese obelezavaju sa (@,..., 8) i (Dg ,..., Dn) redom.

U [11] je pokazano da za proizvoljno F € F i za proizvoljnu koaliciju S © N sledi
Ds=Drs,

odnosno, nema razlike izmedu pocetne koalicije i njenog komplementa pri konstrukciji skupa
Ds.

Zaista, s obzirom da je F(S) n F(S) = @ po tvrdenju 1 (3),
Ds = B(S) \B(S) = F(5)\F(S) =F(5) \F(5) =B(5)\B(5) = Ds .
Zbog toga Ts i Ts nemaju presek sa F(S), niti sa F(S).
Tvrdenje 2. [11] Nekaje B =(Tp, ..., Tn) # Brelement ¢~ 1(F). Tada za svako S € N takvo da

Ds\Ts # @ isvako k € Ds\ Tg , B' = (Tp, ..., Ts U {k}, ..., Tn) je element ¢"1(F) ako i samo
ako jedan od sledecih uslova nije zadovoljen:

(i) Zasvako S'© S, k € B(S").
(i) Zasvako S" € N\S, k ¢ B(S").

Kompletan dokaz se moze pronaéi u [11], a baziran je na slede¢oj lemi koju, takode, navodimo
bez dokaza.

Lema 1. [11] Neka su B, B' identi¢ne funkcije uticaja osim za S S N, gde k ¢ B(S) i
B'(S)=B(S) U k. Ako se pretpostavi da k nije sledbenik ni za S niti sledbenik za S (tj. k € Fg,(S),
k & Fg(S)), onda je Fg (S') =Fg, (S, zasve S’ € N.

U nastavku se u potpunosti opisuje struktura ¢p~1(F).

Tvrdenje 3. [11] Neka je dato F € F i neka postoji B = (Ty, ... , Tn) Koje je element [B f, B¢l
Tada B € ¢~1(F) ako i samo ako su slede¢i uslovi zadovoljeni:

(1) Ng3;Ts\Ts = @, Vi € N (ili ekvivalentno Ng55Ts,\Ts, = @, VSEN, S # 0).
(i) Ngree F(SH)YN N o5 T¢\Ts=0, za sve antilance C u ]S, N].
S"2S1vSrec
Dokaz. Izrazava Fg(S) i pokazuje se koji uslovi treba da budu zadovoljeni da bi vazilo
Fg(S)=F(S) za sve S € N. Jednakost je uvek ispunjena za S = @. Koristi se (1), definicija za B, za
sve SC N, S # @. Detaljan dokaz se moze na¢iu [8]. 4
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Naredna teorema je data sa kompletnim dokazom iz [8] u cilju dobijanja potpune slike o
kompleksnosti ove tematike. Kako naredni rezultat povezuje prethodno sa pojmom mreze, prvo
je neophodno dati definiciju priduzeno-nesvodljivog elementa mreze. Visina mreze je duzina
najduzeg puta od najmanjeg do najveceg elementa, a za distributivnu mrezu njena visina je
upravo broj pridruzeno-nesvodljivih elemenata.

Definicija 1. [11] Pridruzeno— nesvodljivi element mreze obuhvata samo jedan element. x
,,obuhvata“ y zna¢i x > y i ne postoji ztakvo da x > z > y.

Teorema 1. [11] Zasve F € F, skup ¢~1(F), kod koga su funkcije u uobicajenom poretku, ima
slede¢e osobine:

(i) Najveéi i najmanii elementi su Be i Be=F.
(ii) To je mreza u kojoj postoje supremum i infimum zasve S € 2N :

(Bv B')(S) =B(S)UB'(S),
(B ~ B')(5) = B(S)NB'(S).

(iii) ¢~*(F) je autodualno, tj. (¢~*(F),<) i (¢ *(F),=) su izomorfni. Dualnost se
izrazava na slede¢i na¢in: svakom elementu B = (Ty, ..., Ts, ..., Tn) iz ¢ *(F) odgovara
element B'=(Dn\Tn, ..., Dg\Ts, ..., Dy \Tp).

(iv) Postoji suma Y.sc n|Ds| pridruzeno — nesvodljivih elemenata (po jedan za svako
k € Ds, S € N) koji imaju (kg @) formu ako elementi pripadaju ¢~(F), nasuprot formi
(ks ks @), gde je notacija (ks @) skracenica za (@, ... , @, k, @, ..., @), a k pozicija S i
slicno za (ks ks® ).

(V) Mreza je distributivna i njena visina je h = Y. sc | Ds] .

Dokaz. (i) je ve¢ poznato iz tvrdenja 1.

Pokazuje se prvo (iii). Neka je B=(Tgp, ... ,Ts, ..., Tn) iz ¢~*(F). Onda dva uslova iz tvrdenja
4 vaze za sve S € 2N. Treba dokazati da oni i dalje vaze za B, §to znaéi da treba Tg,\Tg, zameniti
sa (D§/\ T§/) \ (DS/\TS/)-

S obzirom da je Dg, = F(S") \ F(S") = Dg, i na osnovu slike 2, (Ds,\ Ts,) \ (Ds,\Ts,)= Ts,\Ts,
Sto dokazuje potrebno.

Pokazuje se (ii). S obzirom da je ¢~1(F) podskup proizvoda skupa mreZa, operacije A, V
definisane iznad, su jasno supremum i infimum. Samo treba pokazati da B VB’ i B A B'
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pripadaju ¢~1(F) kad god B, B' pripada ¢~1(F), da bi se dokazalo da je ¢~ mreza. Zbog (iii)
moze samo da se dokaze npr. infimum.

Neka je B=(Ty, ..., Tn) i B'=(T'g, ..., TN) U@~ X(F). TadaB AB' = (Ty N Ty, ... , TNNT'N).
Koriste¢i tvrdenje 3, treba dokazati da su dva uslova zadovoljena. Prvi se ¢ita kao

K =[(TsNTe)\(TsNTE) =8, VSCN, S£0
528

iz opste relacije
(ANAY\(BNB)=((A\BynA)U((A"\ B')nA)
dobija se

K= (Ts\TeNTg)U((Te \ Tg) NTy)]
528

primenjujuéi distributivnost, dobija se

K= U [ﬂ{T;r\T§]ﬁT§,ﬁ ﬂ [T"sf‘,l]"%]ﬁ]"?:lz U Ks

sc[s.N]Lses Se[S.N]\S SC[S.N]

Ako se uzme da je =[S, N] ili @, Ks=@, na osnovu tvrdenja 3 sledi da je Ng,esny Tsr \ Ts; = @
i isto to za B'. Dalje se razmatra Ks za @ # S c [S, N]. Neka je K5 # @, i uzevsi bilo koje x € K
dolazi se do zakljucka da:

(@ xeTs, ixeT'g zasve S €[S, NJ;
(b) x¢ Ts; zasve S'€ S ix & T'grzasve S'€ [S,N]\ S

1z (a) se lako zakljucuje da za sve S'2 S i S' S N\S, x & F(S'). Zaista, iz (a) se znada x € Dg, i
tako x & F(S') za sve S' € [S, N]. Dalje, za svako S’C N\S se znada S’ € [S,N].

Tada x € Dg;=Dyg, $to ponovo dokazuje da x & F(S').

Iz ovoga se zakljuCuje da zapravo x € F(N). Treba pokazati da je neophodno da x pripada
Fg(N) ili Fg,(N), iz Cega sledi da je F # Fg ili F # Fg, a to je u kontradikciji sa hipotezom. Sve
ovo dokazuje da je x sledbenik N za B ili B'. Na osnovu (a) se znada x € Ty , X € T'y, $to
dokazuje da x € B(N) i B'(N). Iz (b) se zakljuuje dax ¢ Ty (ko N € S ) ilix € T’y (ako € ). S
obzirom da je F(@) = @, zakljucuje se da x € B(®@) ili x € B'(@). Uzimajuc¢i u obzir drugi uslov
sledi,
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K =[)FE)n [ (TenTg)\ (T NTg) =8,
Sl $esa

Za sve antilance C € ]S,N], sve Sc N i 8= {S"2S, S"2 S', VS'€ C}. Nastavljavuci prethodno
se dobija

K= U [ﬂF{Sjﬁﬂ“T;f‘\Tg]ﬁT}]ﬂ ﬂ {[T;-'I"LT;FJHTS"}]Z U Ks.

8CSe L5l §'e8 Se5e\8

Treba dokazati da je Ks= @, VS € S¢. Kao §to je ranije radeno, ako se uzme da je § = Seili @
dolazi se do Ks=@ po tvrdenju 3. Nakon toga se razmatra @ # § < S¢ | pretpostavlja se da je
Ks #+ @ zax € K. Ovo implicira da X pripada svakom ¢lanu preseka u K, stoga

(c) x€eTs, iXx€eET'g zasve S' € Sg;
(d) x& Ts; zasve S'€ S i X & T'gr zasve S' € S¢\S;
(e) xeF(S),VSecC

uzimajuéi u obzir prethodno, zakljucuje se iz (c¢) da X € F(S') za sve S' € S¢ i za sve S' € N\S
tako da S’ € S,. Neka je S, bilo koji maksimalni element od Se, bitno je primetiti da za vS'> S,
3S"€ CtakodaS'2S"

Zaista, S' D S, implicira S' & S¢. S druge strane, SSSN i S' 5 S, 2 S implicira S' € [S,N].
Tako da po definiciji S¢, S'2 S" zaneko S"e C.

Treba jo$ dokazati da x € Fg(Sy) ili Fg,(Sp). S ozbirom da x & F(Sy), ovo je dosta za
kontradikciju, stoga Ks=@ za sve § §to dokazuje da je drugi uslov ispunjen. Zbog toga treba
dokazati:

- VS 2S,, B(S) 3 x (ili isto samo za B'). Ovo je ta¢no za S' =S, iz (¢). S'2 S", za neko
S"e C. S obzirom da x eF(S") po pretpostavci, X €F(S'), zbog toga $to je F monotono
neopadajuce. Zato x € B(S") i takode x €B'(S").

- VS'SN\Sy, B(S") # x (ili isti uslov za B"). 1z (8) se zna da x & F(N\S,), zato x & F(S")
za sve S'CN\S,), zbog monotonosti F. Ostaje da se pokaze da x¢& Tgr za sve S'CN\S, (ili
isto samo za T'gr). Na osnovu (d) se zna da x & Ts; ili X  T's; (u zavisnosti od toga da li
So € § ili ne). Ako se pretpostavi slucaj kada x € Ts;. Na osnovu (e), X€EF(S") za sve
S"e C i F=Fg=Fp . Ovo implicira da za sve S” €N \S", S"e C, x ¢ Tg~ . Ostaje da se
pokaze da je svako S'cN\S, obavezno podskup od N\S" za neko S"e C, ali ovo je
ekvivalentno dokazu da je svako S'> S, superskup nekog S"e C.

Dokaz da B A B' pripada ¢~1(F) je gotov. Sada, s obzirom da su infimum i supremum iz
sen 2°5, $~1(F) je podmreza toga.
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(iv) i (v) . Prvo, posto je funkcija ¢ 1(F) podmreza distributivne mreZe, onda je ona
distributivna. Stoga, rangirana je i duzina bilo kog maksimalnog lanca od dna do vrha je broj
pridruzeno-nesvodljivih elemenata. Drugo, visina mreze je najvise Y.scy |Ds| S obzirom da se
dodaje bar jedan novi element k nekom Dg u svakom koraku, zato je ovo maksimalan broj
pridruzeno-nesvodljivih elemenata.

Ispituje se $ta su pridruzeno-nesvodljivi elementi.

Neka je S < N tako da Dg # @ i svako k € Dg. (k@) obuhvata samo jedan element i to dno
mreze. Tako je omoguceno da pridruzeno-nesvodljivi element pripada ¢~1(F). Primenjujuéi
tvrdenje 2, sve ovo pokazuje da bar jedan od sledeca dva uslova nedostaje:

(i) VS’ S, k € F(S)
(ii) VS’ SN\S, k & F(S).

Ako jedan od uslova nije ispunjen, onda je (ks®@) pridruzeno-nesvodljiv element. Ako se
pretpostavi da oba uslova vaze, onda pridruzeno-nesvodljivi ks@ € ¢~1(F) zato $to k postaje
sledbenik za S. Dovoljno je dodati k na neko mesto S' za S'©N\S, da bi se sprecilo da postane
sledbenik za S. Primetiti da je S'=N\S uvek reSenje, zato $to Dg=Dy\s i tako k € Dy\s. TO je
jedino reSenje, s obzirom da za svako S'CN\S, k & Dg,. Zaista, ako k € Dg,, onda k € Dg,, §to
znadi da k € F(S"). Ali S’ je prikladan superskup za S, pa je ovo u kontradikciji sa pretostavkom
(i). Zato je (ksks®) element iz ¢ ~1(F) . Na kraju, treba da se pokaze da (ksks®) obuhvata samo
jedan element. Posto po pretpostavci (ks®) ne pripada ¢~1(F), onda moZe samo obuhvatiti ili
(ks®) ili ako ovaj element ne pripada ¢ ~(F) onda donji element. U oba slu¢aja je dokazano, ali
primetiti da se samo prvi slucaj moze desiti. Zaista, hipoteza (ii) je zadovoljena §to znaci da je (i)
neispunjeno, ako se radi za S umesto za S.

Za sve SC N i sve k € Dg pronadeno je svih Y.sc y |Ds| pridruZzeno-nesvodljivi elemenata i ne
moze ih biti viSe. [J

Napomena. Iz teorije mreza se zna da kada je mreza distributivna, dovoljno je poznavati
pridruzeno - nesvodljive elemente, koji imaju ulogu sli¢nu bazi vektorskog prostora. Bilo koji
element mreze moze biti zapisan na jedinstven nacin kao (nesvodljiv) supremum pridruzeno -
nesvodljivog elementa. Mogu se generisati svi elementi mreze na sledec¢i nacin: J je skup
pridruzeno - nesvodljivih elementa sa relacijom <. Neka je A antilanac iz J, bilo koja dva
elementa B, B' iz A su neuporedivi (tj. niti je B < B' niti B' < B). Tada B= Vg/c4 B’ je element
mreze ¢~ 1(F) i generiduéi celokupne mrezne sume, generise sve antilance iz J.

Uzimajuéi u obzir (iv), proveravanje da li je (ks ®) element ¢ ~1(F) je uradeno koristeéi
tvrdenje 2 sa (Ty, ... , Tn) = (@, ..., ©), tj. proverava se da li neki od ova dva uslova nije
ispunjen:

18



(i) VS' oS, keF(S);
(i) VS' € N\S, k & F (S").

Ako (kg @) nije element ¢ ~1(F), onda je neophodno da (k 5 ) bude.

Primer 9. [11] Ovaj primer se nadovezuje na primer 7 u kome je data funkcija F. Racunaju se
pridruzeno-nesvodljivi elemenati iz ¢ ~1(F).

Skupovi Dg su sledeci:

@ 1 2 3 12 13 23 123

Ds

Skup pridruzeno-nesvodljivih elemenata (J sadrzi 8 elemenata i oni su dati na sledeé¢i nacin:

Za S=1, k=3: (3:0) pripada ¢~1(F), tj. za S'= {1,3}, k & F(S)={@} sto znaci da prvi
uslov nije zadovoljen, dok za S'={2,3}, k ¢ F(S")={2} drugi uslov je zadovoljen, te sledi
da je to pridruzeno-nesvodljiv element.

Za S=2, k=1: (1,0) pripada ¢ ~1(F), tj. za S'= {1,2}, k & F(S)={2} sto znaci da prvi uslov
nije zadovoljen, dok za S'= {1,3}, k ¢ F(S)={@} drugi uslov je zadovoljen te sledi da je
to pridruzeno-nesvodljiv element.

Za S=3, k=1: (130) pripada ¢~1(F), tj. za S'= {1,3}, k ¢ F(S")={@} sto znaci da prvi
uslov nije zadovoljen, dok za S'= {1,2}, k & F(S")= {2} drugi uslov je zadovoljen te sledi
da je to pridruzeno-nesvodljiv element.

Za S=3, k=3: (330) pripada ¢~1(F), tj. za S'= {3}, k & F(S")={®} $to znaci da prvi uslov
nije zadovoljen, dok za S'= {1,2}, k ¢ F(S")= {2}, drugi uslov je zadovoljen te sledi da je
to pridruzeno-nesvodljiv element.

Za S=12, k=1: (11,0) ne pripada ¢~1(F), jer za S'= {1,12} k ¢ F(S")={2}, takode i za S'=
{3} k € F(S")={®@}, pa nijedan uslov nije ispunjen, zato je neophodno da (11,13 @) pripada
¢~ 1(F) i to je pridruzeno-nesvodljiv element.

Za S=12, k=3: (1120) ne pripada ¢~ 1(F), jer za S'= {3,12} k & F(S')={2}, takode i za S'=
{3} k € F(S")={®@}, pa nijedan uslov nije ispunjen, zato je neophodno da (31233 @) pripada
¢~1(F) i to je pridruzeno-nesvodljiv element.

Za S=13, k=1: (1120) ne pripada ¢~ 1(F), jer za S'= {1,13} k & F(S')={3}, takode i za S'=
{2} k ¢ F(S")={2}, pa nijedan uslov nije ispunjen, zato je neophodno da (1131, @) pripada
¢~1(F) i to je pridruzeno-nesvodljiv element.
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- Za S=23, k=3: (11.0) ne pripada ¢~1(F), jer za S'= {3,23} k & F(S')={12}, takode i za
S'= {1} k ¢ F(S)={0}, pa nijedan uslov nije ispunjen, zato je neophodno da (32331 @)
pripada ¢ ~1(F) i to je pridruzeno-nesvodljiv element.

Primer 10. Prethodni primer ¢emo povezati sa u¢enicima koji idu na eskurziju. Neka je dat skup
ucenika {Nikola (1), Marko (2), Sanja (3)} i ako se zna da je Nikola odlu¢io sam da ide na
ekskurziju, onda je koalicija uéenika koji idu S={1}, za k=3 to se moze zapisati kao (310).
Postavlja se pitanje da li (3:@) pripada ¢"1(F)? U tom slucaju je S'={1,3}, a funkcija sledbenika
u je F(S)= {9}, vidimo da k ¢ {@}, pa samim tim prvi uslov nije ispunjen i u tom slu¢aju mora
biti drugi uslov vazeéi. Za S'={2,3}, funkcija sledbenika je F(S)= {2} k & {2}, Sto znaci da drugi
uslov vazi, pa (3:0) pripada ¢ ~*(F).

2. Komandne funkcije i funkcije uticaja

Tema ovog poglavlja su specifi¢ne igre, zvane komandne igre. Osnovna karakteristika tih igara
je da su sada za svakog igraca dati glavni skup i skup dopustenja. Dok je glavni skup definisan
kao skup individualaca koje igra¢ mora slusati, bez obzra na svoje Zelje, kod skupa dopustenja je
dovoljna saglasnost da se dozvoli igracu da reaguje, ukoliko to zeli.

Treba primetiti da se pojam komandnih igara i funkcija uticaja odnosi na isti problem, te je u
ovom poglavlju pikazana i njihova veza.

Za ovaj deo koristimo literaturu [7,8,11].

2.1. Komandne igre

Nekaje N = {1, ..., n} skup igraca (ili glasa¢a). Zak e NiS S N\k:
- skup S je glavni skup (eng. boss set) za k ako S direktno uti¢e na izbore k
- skup S je skup dopustenja (eng. approval set) za k ako k moze delovati sa dopustenjem S

Neka nijedan podskup ne moze biti i glavni skup i skup dopustenja. Takode, treba primetiti da
prazan skup ne moze imati ulogu glavnog skupa, ali moze biti skup dopustenja (§to znaci da
igra¢ k moze sam da reaguje). U cilju izbegavanja trivijalnog slucaja, dalje pretpostavka je da
familije i glavnog skupa i skupa dopustenja ne mogu biti prazne.

U daljem radu se oslanjamo na pojam proste igre, te je neophodno navesti slede¢u definiciju.
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Definicija 2. [11] Koaliciona igra n igraca je par (N, v) gde je N = {1,...,n} skup igraca, a
funkcija v:2N — R je karakteristiéna funkcija koja zadovoljava uslov v(@)=0.

Cesto se trazi da je vrednost dve disjunkten koalicije manja (ili bar jednaka) kada te koalicije
ne saraduju nego kada saraduju, tj. trazi se superaditivnost za skupovnu funkciju v:

v(S)+v(T) <v(SUT)
ako su S i T disjunktni.

Prosta igra je koaliciona igra ¢ija karakteristi¢na funkcija uzima vrednosti iz skupa {0,1}.
Drugim rec¢ima pod prostom igrom mozemo spatrati uredeni par (N,W) gde je N skup igraca, a
W familija pobedujucih koalicija, tj. onih koje dobijaju vredost 1. Treba naglasiti da su proste
igre u tesnoj vezi sa hipergrafovima i Boolean-vim funkcijama.

Sada je moguce definisati komandnu igru.

Definicija 3. [11] Za proizvoljno k iz skupa igraca, komandna igra igraca k, u oznaci (N, Wy),
je prosta igra pri ¢emu je

W= {S|Sjeglavni skup zak} U {SU k | S je glavni skup ili skup dopustenjazak} (3)

skup pobednickih koalicija. Skup svih komandnih igara po igrac¢ima {(N, Wy), k € N} se naziva
komandna igra.

Treba primetiti da, zbog prethodno navedenog, familija Wy nije prazna. Glavni skup za k je
predstavljen na slede¢i nacin

Bossk={S € N\k|S € W,} =W, n 2N\k
a skup dopustenja za k

Takode, moguce je definisati minimalni glavni skup i minimalni skup dopustenja za k na
slede¢i nacin:

Bossk*= {S € Bossi|S' € S =S’ & Bossy},
Appc*={S € Appx| S' € S=S" & Appy}.

Sledi definicija komandne funkcije, pojma esencijanog za uspostavljanje veze sa prethodno
objaSnjenim funkcijama uticaja.
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Definicija 4. [11] Za datu komandnu igru {(N, W\), k € N}, komandna fukcija w: 2N — 2N je
definisana na sledec¢i nacin

w(S)={KkEN|ISEM}, VSEN 4)

Drugim recima, w(S) je skup svih igraca kojima S komanduje. U [5] je pokazano da je
w@)=0,w(N)=Niw(S) € w(S)kadgodjeSc §".

Napomena. Bossk i Appk su oznake za glavni skup i skup dopustenja za k, dok su Bossk * i
Appi* oznake za minimalni glavni skup i minimalni skup dopustenja za k.

2.2. Veza izmedu komandne funkcije i funkcije uticaja

Treba primetiti da je moguée komandnu igru {(N, Wy), K€ N} predstaviti pomocu
karakteristi¢ne funkcije Q : N x 2N —{0,1} date sa

1, akoS € Wk

(k,S) = Q (kS) :{ 0, inace

Skup takvih funkcija je kardinalnost 2"?2" sto odgovara kardinalnosti skupa svih funkcija
uticaja B. Komandne funkcije su preslikavanja iz 2N u 2N sa, takode, istom kardinalnoséu 2" 2".

Postoji o¢igledna bijekcija izmedu 2N 2" (ZN)(ZN), oznacena sa W i definisana na sledec¢i
nacin:

¥(Q) = w, saw(S) = {ke N| Q (k,S)=1}, VS N, (5)
Y Hw)=Q, sa w(k, S)=1 ako i samo ako k € w(S).

Moze se primetiti da su w i Q ekvivalentne reprezentacije komandne igre.

Veza izmedu funkcija uticaja i komandnih igara je data slede¢om definicijom.

Definicija 5. [11] Neka je B funkcija uticaja i Q0 je komandna igra. B i Q su ekvivalentni ako
vazi Fg=w.

Drugim rec¢ima, poklapanje odgovarajuc¢e funkcije sledbenika i komandne funkcije daju
trazenu ekvivalenciju.
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Slede primeri koji ilustruju prethodno. Prvi primer je trivijalan, ali je neophodan za postupnu
ilustraciju prethodno uvedenih pojmova.

Primer 11.

Neka je dat dvoclani skup igraca N = {1, 2} i neka su skupovi pobednic¢kih koalicija oblika
W, = {12} (Sto znaci da na igraca broj 1 uticu 1 1 2) i W,= {12} (Sto znaci da na igraca broj 2
uticu, takode, 11 2). Za ovako postavljen problem komandna funkcija je:

w(l)=w@) =0, 0(12)={1, 2}, (w(N)=N)
odnosno, igraci 1 i 2 sami ne komanduju nikome, ali njihova koalicija komanduje sama sebi.

Za glavni skup i skup dopustenja vazi sledece:

Bossy = Bossy = @, za k=1,2
Appi = App, = {2}, App; ={1}, App; = {1},
Primer 12. [8]
Neka je N = {1, 2, 3} skup igraca i neka su date slede¢e komandne igre:
w;={12, 13, 23, 123}, wW,={12, 23,123}, Ws={23, 123}.

Na igraca broj 1 uti¢u koalicije {12}, {13}, {23}, {123}, na igraca broj 2 {12}, {23}, {123} i
na igraca broj 3 uticu koalicije {23}, {123}. Komandna funkcija je:

o) =w@) =w@) =0, »(12)={1,2}, w(3)={1}, ©@3)=N, o()=N,

Sto znaci da igraci 1,2 i 3 samostalno ne komanduju nikome, ali njihove koalicije komanduju.
Koalicija prvog i drugog igrac¢a komanduje sama sebi, koalicija prvog i treCeg komanduje prvom
igracu, a koalicija drugog i tre¢eg igraca komanduje svima.

Za glavni skup 1 skup dopustenja vazi sledece:
Boss] = Boss; = {23}, Bossy = Bossy, =0, zak=2, 3
Appi = App, ={2, 3}, App; ={1,3}, App, ={1, 3,13}, App3 ={2}, App; ={2, 12}.

Moze se proveriti da familije pobednickih koalicija W;, W, | W5 daju isti rezultat. Ovo sledi
na osnovu veze izmedu funkcije sledbenika i komandne funkcije, tj. zbog ekvivalencije.

U ovom primeru, donja i gornja inverzna funkcija od w su:
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S ) 1 2 3 12 13 23 N

B, (S) ) ) 23 3 N N N N

B, (S) 1) 1) 1) 1) 12 1 N N

Naravno, Fg=wi Fgj = w.

Primer 13. [11] Posmatrajmo ponovo Confucian-ov model drustva (primer 1).
Sadaje N = {1, 2,3, 4}, a pobednicke koalicije su date sa
W, = {1234}, W,={1, 12, 13, 14, 123, 124, 134, 1234},
W,=W,= {2, 12, 23, 24, 123, 124, 234, 1234}.

Na igraca broj 1 utice koalicija sastavljena od celog drustva, na igraca broj 2 utiCu samo
navedene koalicije, a na igrace broj 3 i 4 mozZe samostalno uticati samo igra¢ broj dva i navedene
koalicije. Sledi:

w(1) = w(13) = w(14)=w(134) = {2}, ©(2) = w(23) = w(24) = w(234) = {3, 4},

w@B)=w@)=wB4)=0, w(12)=w(123)=w(124)={2,3,4}, »(N)=N,

Odgovarajuc¢i glavni skupovi i skupovi dopustenja su oblika:

Boss] = Boss; =@, App; = App: = {234}, Boss; = {1}, Boss;={1, 13, 14, 134},

Boss; = Boss, ={2}, Bossz={2,12, 24,124}, Boss,={2, 12, 23, 123},

Appx = Appyx =0, zak=2,3, 4.
Gornje i donje inverzne funkcije za w su
S 0) 1 2 3 4 12 13 14
B, (S) 1) 12 134 1 N 12 12
Bw(S) 1) 2 34 1) 1) 234 2 2
S 23 24 34 123 124 134 234 N
Ew(S) 234 134 1 N N 12 134 N
B, (S) 34 34 1) 234 234 2 34 N

24



Sledi, FE_:a)i ngw.

Moze se primetiti da nijedna od uticajnih funkcija B, B' i B", definisanih u primeru 5, nije
ekvivalentna sa komandnom igrom W; = {1234}, posto je Fg # w, Fg, # w, Fp» # w.

Na primer, F(134) = Fg,(134) = F-(134) = {1, 2} # {2} = w (134).

3. Modeliranje uticaja pomoéu operatora agregacije

Fokus ovog dela rada je na primeni operatora agregacije pri modelovanju razli¢itih uticaja na
donosioca odluke. Dat je prikaz rezultata iz [12] koji se bave upravo ovom tematikom.

Neka je skup N = {1, ..., n} skup igraca, odnosno, predstavnika (donosilaca odluke) koji treba
da donesu da/ne odluku da se odobri racun, projekat, kandidat i sli¢no. Pretpostavlja se da svaki
predstavnik ima inicijalno misljenje (sklonost, engl. inclination). Tokom razli¢itih faza rasprave,
predstavnici mogu promeniti misljenje zbog mnogobrojnih medusobnih uticaja. Sada, svaki
predstavnik modifikuje svoje misljenje tako Sto vrSi agregaciju sadaSnjeg miSljenja svih
predstavnika, ukljucujuci i samog sebe (videti [12,13]).

Pretpostavimo da je pocetni skup da-predstavnika oznacen sa S. Tada, postoji odredena
verovatnoc¢a da ¢e posle jedne faze rasprave, tj. vrSenja uticaja, skup da-predstavnika preci u T.
Ovakva promena mi$ljenja moze imati viSe iteracija, te matematicki model Kkoji opisuje ceo
postupak jeste stohasti¢ki proces, koji se dalje naziva proces uticaja. Proces uticaja je opst
model, te su daljem radu posmatra pojednostavljeni obilk uz markovske i stacionarne
pretpostavke. Problem je eksponencijalna kompleksnost modela: matrica prelaza ima dimenzije
2N x 2N §to je ¢ini upotrebljivom za mali broj predstavnika. Ovo motivise da se traga za
podfamilijom polinomne slozenosti, a koja je ipak dovoljno opsta da pokrije vecinu realnih
situacija. Pretpostavlja se da svaki predstavnik modifikuje svoje misljenje sakupljajuci i
obraduju¢i trenutno misljenje svih ostalih ukljucujuéi i svoje. Nacin sakupljanja i obrade
misljenja je karakteristiCan za svakog predstavnika, tako da svaki od njih moze imati potpuno
drugu proceduru prikupljanja. Postupak formiranja novog misljenja je agregacija i tom prilikom
se koriste operatori agregacije. S obzirom na to da operatori agregacij numeric¢ki operatori,
neophodno je izvrsiti kodiranje. U ovom slucaju kodira se ,,da” sa 1 i ,,ne” sa 0. Rezultat
agregacije je broj izmedu 0 i 1, koji predstavlja verovatnoc¢u da predstavnik kaze ,,da”. Rezultati i
pojmovi prezentovani u ovom delu rada su iz [12].

U cilju vece preglednosti rada, prvo su dati pregledi elementarnih pojmova vezanih za procese
Markova i operatore agregacije (videti [10], [15]).
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3.1. Lanci Markova

Neka se u svakom momentu t nekog vremenskog intervala I (t € I) posmatra karakteristika X
i neka je ona slucajnog karaktera. Tada je X(t) slucajna promenjiva za svako t € I i na skup svih
sluc¢ajnih promenjivih X (t) se moze gledati kao na slu¢ajnu veli¢inu koja se menja u vremenu t;.
moze Se smatrati da je to jedna slu¢ajna funkcija vremena i tada se kaze da je to jedan stohastic¢ki
ili slucajni proces.

Definicija 6. [15] Stohasti¢ki proces {X(t),t € I} je familija slu¢ajnih promenjivih definisanih
na istom prostoru verovatnoc¢a (Q, F, P). Skup I se zove indeksni ili parametarski skup.

Ako je I konacan skup, onda postoji kona¢no mnogo sluc¢ajnih promenjivih, a ako je prebrojiv
onda se govori o stohasti¢kom nizu ili stohastickom lancu.

Razmatra se stohasticki proces {X,, n =0,1,2...} sa kona¢nim ili prebrojivim skupom
mogucih vrednosti. Ako se ne naglasi drugacije, skup mogucih vrednosti tzv. skup stanja je
S={X,, X,,..}.

Definicija 7. [15] Niz slu¢ajnih promenjivih sa istim skupom stanja S={X;, X,, ...} se zove
lanac Markova ako za proizvoljnor € N,n >k, > k, > ... > k, vazi:

P{Xn = x| Xi, = Xi;s Xiy = Xiys ooy Xk, = Xi, 3= P {Xy = x| Xie, = x5, }- (*)

Svojstvo (*) se zove markovsko svojstvo i ono kaze da verovatnoca da se sistem u buduénosti
nade u nekom stanju zavisi samo 0d sada$njosti, a ne od proslosti.

Definicija 8. [15] Stohasticki proces je markovski ako zadovoljava markovsko svojstvo.
Verovatnoca prelaza iz stanja i u stanje j u jednom koraku je
bjj = P{Xn41 =jl X =1} n=0.
Analogno, verovatnoca prelaza iz stanja i u Stanje j u n koraka je
bii™ " = P{Xpin = j| Xon = 1}, myn,i,j 2 0.

Markovski proces je homogen ako verovatnoca prelaza ne zavisi od trenuka prelaza, te se u
tom slucaju verovatnoca prelaza iz stanja i u stanje j u n koraka obelezava sa bjj(n).

Matrica prelaza u n koraka homogenog lanca Markova je matrica [bij(n)];.

Vise o lancima Markova se moze naci u [15].
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3.2. Operatori agregacije

Problem agregacije se sastoji u sakupljanju n objekata u jedan. U slucaju matematicke
agregacije, koja i jeste posmatrana ovom prilikom, i ulazne vrednost i rezultat agregacije ¢ine
realni brojevi.

Drugim rec¢ima, operator agregacije je funkcija koja dodeljuje realan broj y svakoj n- torci
realnih brojeva:

y=A01,%X3,..., %)

Definicija 9. [12] Operator agregacije je funkcija A:Upen[0,1] ™ — [0,1] koje zadovoljava
sledece uslove:

() A(X) =x,

(i) A, ...,0)=0, A(1,...,1) =1, (grani¢ni uslovi)

(iii) Ako je (x1 , X2 5oy X)<(V1 s Y2 5---» Yn), ONda je A(xy , Xg ooy X0)<SAWY1 , V2 5-v0r Vi)
(monotonost)

Grani¢ni uslovi kazu da ako se posmatraju netac¢ne, nepotpune ili lose ulazne vrednosti, onda
¢e 1 rezultat agregacije biti takav. Takode, ako se posmatraju dovoljno dobre, potpune i tacne
ulazne vrednosti onda ¢e i rezultat agregacija biti dobra i zadovoljavajuca vrednost.

Treba primeti da je sama definicija operatora agregacije veoma opsta, odnosno da se namecu
samo grani¢ni uslovi 1 monotonost. U zavisnosti od tipa problema za koji se koristi odredeni
operator agregacije, moguce je zahtevati da budu ispunjene 1 neke druge osobine poput
komutativnosti, asocijativnosti, neprekidnosti, bisimetri¢nosti ...

U narednom primeru je dat pregled nekih od najcesc¢e koriS¢enih operatora agregacije (videti
[14,10]).

Primer 14.

e Najcesce koris¢eni operator agregacije je aritmeti¢ka sredina. Za prethodno opisan
problem Kkoji se oslanja na kodiranje pozitivhog odgovara sa 1, a negativhog sa O,
aritmeticka sredina se svodi na brojanje predstavnika koji su rekli ,,da” i deljenje tog
broja sa n. Odnosno, $to ih je vise reklo da, veca je verovatnoca da pojedinac, koji
sakuplja misljenja, kaze ,,da”. Ovaj operator je zanimljiv zato $to daje vrednost koja je
veca od najmanjeg argumenta, a manja od najveceg.

e Medijana je takode operator agregacije baziran na srednjoj vrednosti ali na sledeci nacin:
argumenti se poredaju od najmanjeg do najveceg i uzima se element koji je u sredini.
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Ako je kardinalnost argumenata skupa paran broj, onda se ne uzima broj koji je u sredini,

nego par koji stoji na tom mestu i trazi se njegova srednja vrednost.
Minimum i maksimum daje najmanju vrednost skupa, odnosno, najvecu
srednju vrednost, ali uprkos tome imaju zna¢ajnu ulogu u primenama.

1
Geometrijska sredina: Mgeom(X1, ---» Xn) = (ITiL xn
Harmonijska sredina: Miarmon(X1, -+ -y Xn) = T—1—

Kvazi-aritmeti¢kih sredina:

Mi(x1, .o Xn) = f T2 20 FOD] = f LA £(0)]

. Ne daju

gde je f striktno monotona, neprekidna funkcija. Moze se primetiti da generator f nije

jedinstven.
Tezinski minimum i tezinski maksimum:
mind , (X1,Xz, ..., Xp) =minfL; [ max (1- wj, x;)]
maxd (X1, Xg, ..., Xp) TmaxiL, [ min (w;, x;)],
gde su tezinski koefinicenti nenegativni i maxj., (w;) = 1.

Tezinska sredina:

Mwl,... ,wn(Xls ceey Xn) = Z?zl((l)i . Xl')

Gde su tezinski koeficienti nenegativni i };j-; w; =1.

3.3. Opis modela
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Neka je sa S obelezen trenutak u kome pocinje proces uticaja, tj. skup svih da-predstavnika, a
sa T trenutak u kome se zavrSava, 0dnosno skup da-predstavnika posle uticaja. Tada je

bg t je verovatnoca prelaza od skupa S do skupa T (od trenutka S do T) posle jednog koraka
uticaja.

Kao $to je ve¢ napomenuto, proces uticaja je moguce iterirati (nekoliko krugova tokom
diskusije). Drugim re¢ima u pitanju je stohasti¢ki proces, nazvan proces uticaja, koji opisuje
evoluciju koalicije ,,da”-predstavnika kroz vreme.



Pocetne pretpostavke su:

(i) proces je markovski tj. verovatnoCa zavisi od S (sadas$nji trenutak) i T (buduci
trenutak), a ne zavisi od proslosti;
(i) proces je homogen (stacionaran), tj. bst ne zavisi od vremena.

Jasno, stanja posmatranog markovskog procesa su svi podskupovi S € N, koji predstavljaju
skup ,,da”- predstavnika, a odgovarajuéa matrica prelaza B = [bgr]s ey je 2N x 2N matrica.

Za dalji rad od elementarnog znacaja je veza sa teorijom grafova koja se bazira na
redukovanim matricama, u oznaci B, gde je

B _{1, akojebrg >0
ST =1 o, inate

Redukovana matrica moze biti ekvivalentno predstavljena kao graf I'=(2N, E), zvani
tranzicioni graf ili graf prelaza. Treba naglasiti da je I" orijentisan graf tako da se parovi grana
suprotnih orijentacija ne zamenjuju neorijentisanim granama, tj. digraf (eng. directed graph,
digaph), pri ¢emu orijentisana grana koja odgovara prelazu iz stanja S u stanje T postoji, tj.
pripada E, ako i samo ako je BS_T = 1. Orijentisani put u grafu T iz stanja S u stanje T je niz stanja
S=S4,5.,S,, ..., Sk_1, Sy=Ttako da (S;, Si+1) EEzai =0, ..., k-1.

Napomena. Ako je N skup svih predstavnika, 2N je skup svih moguéih koalicija, odnosno skup
stanja. Sada, pod grafom I'=(2N, E) podrazumevamo uredeni par gde je prva komponenta skup
¢vorova (skup svih mogucih koalicija), a druga komponenta E je skup grana, tj. uredenih parova
elemenata skupa 2N koji su spojeni odredenom binarnom relacijom.

Definicija 10. [12] Neka je C je neprazana kolekcija stanja. C je jako povezana ako je C = {S}ili
zasvaki par S, T € C, postoji put u C iz Sdo T i obrnuto. C je klasa ako je jako povezana i ako je
maksimala (tj. svako dodavanje novog stanja u C naruSava povezanost).

Klasa € je ili prelazna ili terminalna. Prelazna je ako postoje stanjaS€ C i T ¢ C tako da je
(S, T) € E ((S,T) orijentisana izlazna grana). Terminalne klase nemaju izlaznih grana, te upravo
zbog toga proces uvek konvergira ka nekoj od terminalnih klasa. Ako klasa sadrzi samo jedno
stanje, onda je to terminalno stanje. Terminalna klasa C je periodi¢na ako postoji particija {P;, . .
. Pg} klase C pri ¢emu ako proces pripada stanju P. u vremenu t, onda ¢e biti u stanju P.,4 U

vremenu t+1 (uz dodatni uslov Py, ;= P;). U suprotnom C je neperiodi¢na (eng. aperiodical).

Definicija 11. [12] Za dva procesa uticaja se kaze da su kvalitativno ekvivalentni ako imaju isti
graf prelaza, tj. ako konvergiraju ka istim terminalnim klasama.

Slede¢i korak pri formiranju modela je uvodene operatora agregacije u proces uticaja.
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Svakom predstavniku i € N se dodeljuje operator agregacije Aj;, tj. precizira se na¢in na koji
predstavnik i modifikuje svoje misljenje u odnosu na tuda misljenja. Tada, A= (A4, ..., Ap) je
vektor operatora agregacije. Specijalno, ako se pretpostavi da je S skup predstavnika koji kazu
,da”, onda se posmatra A(1g) = (A;(1s), ..., A,(1s) ), gde je 15 karakteristi¢ni vektor za S tj.
(1s) =1 ako j€ S i (15) ;=0 u suprotnom. Sada, verovatnoca prelaska iz da-koalicije S u da-
koaliciju T je

bs = [lier Ai(1s) [Tier(1 — Ai(1s)),

Sto determiniSe B. Sledi da deterministicki model odgovara operatorima agregacije Koji
zadovoljavaju A;(1s) € {0,1} za sve i € N. Redukovana matrica B je neosetljiva na mogucu
korelaciju medu predstavnicima. Zaista, bg = 1 ako i samo ako A;(15) >0zasveie Ti<1za
sve i € T, bez obzira na korelaciju medu predstavnicima.

3.4. Primeri agregacionog misljenja pri procesu odlucdivanja

Pretpostavimo da se posmatra n menadzera kompanije koji raspravljaju da li treba uvesti novu
tehnologiju u kompaniju. Neka diskusija ima vise krugova, a prvobitna misljenja svih menadzera
zavise od njihovog zajednickog znanja. Pitanja koja se ovom prilikom namecu su:

e Kako menadzeri formiraju misljenje tokom diskusije?
e Da li tokom krugova rasprave menjaju misljenje?

e Dalli su pod uticajem drugih menadzera?

e Da li dostiZzu opStu saglasnost?

e Ka kojoj terminalnoj klasi uticajni proces konvergira?

U [12] su predstavljna slede¢a tri primera koja ilustruju moguca ponasanja pri procesu
donoSenja odluka.

Primer 15. (Guru). Neka je k € N odredeni menadZer zvani guru, koji ima osobinu da svaki
drugi menadzer uvek prati njegovo misljenje. Operator agregacije svih menadzera je identican i
dat sa A;(15) = 1 ako S 3 k, u suprotnom je 0. Konvergencija procesa je u ovom sludaju je
prili¢no prosta, tj. u jednom koraku konvergira ka ili N ili @ zavisnosno od toga da li je misljenje
gurua ,,da* ili ,,ne*.
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Primer 16. (Uticaj vecine). Prirodan na¢in donoSenja odluke u druStvu u kome postoji uticaj
jeste da se prihvati misljenje ve¢ine. Drugim recima, ako ve¢ina menadZera ima sklonost da kaze

. .. . . . n
da, onda svi menadzeri govore ,,da*, ako ne onda svi govore ,,ne“. Neka je ¢, n=>q> lEJ’

nivo odsecanja vecine, te tada svi menadzeri imaju isti operator agregacije:
A;(1s) =1 ako |S|= q, u suprotnom 0.
Ocigledno, @ i N su terminalna stanja i konvergencija se moze dosti¢i u jednom koraku.

Primer 17. (Masovna psihologija). Neka je sa € obelezeno ili ,,da*“ ili ,,ne, a sa & suprotno od
toga. Uticaj mase znaci da ako postoji dovoljan broj menadzera sa miSljenjem &, onda je moguce
da oni privuku neke menadzere sa sklonos$¢u € i uticu na njih da promene misljenje.

Nekajen>q> BJ onda funkcija za uticaj mase Mass!4 zadovoljava sledece (videti [11]):

ako je |S|>q, onda Massl4(S) 2 'S,
i ako [N\S|> g, onda Mass!4l(S) € S.

Primer stohastic¢ke verzije funkcije masovne psihologije (sa uniformnom distribucijom) (n = 3,
q = 2) je dat sledeCom matricom prelaza:

@ 1 2 12 3 13 23 123
- i}
0.5 0.5
0.5 0.5
Mass!?l = 12 0.5 0.5 |(2)

3 | 05 0.5

13 0.5 0.5
23 0.5 0.5
123 [ 1

bt = TR

gde ,,prazno* mesto znaci nula. Odgovarajuci tranzicioni graf je dat na slici 2. Ponovo su @ i 123
terminalna stanja. U opStem slucaju, za uticaj masovne psihologije, n >3 i q> EJ, sledi: ako

prvobitno stanje S, zadovoljava |Sy| = q, onda konvergira ka N sa verovatno¢om 1 (sa nekim
blagim uslovima za matricu prelaza). Ako |Sy|< n-g, onda konvergira ka @ sa verovatno¢om 1.
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Ako se pretpostavi da je za svaku situaciju (S S N, &= ,,da“ ili ,,ne%) pis'g verovatnoéa da
menadzer i € N\S nezavisno menja misljenje, onda je ovo ekvivalentno slede¢em agregacionom

modelu, za svako S< N:

|{1, akoi € Si|N\S|<q
a1 _4 pis'da, akoi € N\Si|S| > q
i(ls) =1 g akoi€ N\Si|S|<q

LpiN\S'ne, akoi€Si|N\S| = q

(8)

(@
&) (&

(=

Slika 2. [12] Tranzicioni graf za uticaj masovne psihologije Mass!?l za n=3
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Matrica prelaza (2) je tada ,,oporavljena‘“ na slede¢i nacin:

A;(100)=05 A,(100)=0,  A4(100)=0
A;(010)=0,  A,(010)=05  A4010)=0
A;(001)=0, A,(001)=0, A001)=05
A;(110)=1,  A,(110)=1,  A5(110)=05
A(101)=1,  A,(101)=05  A,101)=1

A(011)=05 A,(011)=1,  A4(011)=1.

4. Uticajne koalicije i hipergrafovi uticaja

U ovom poglavlju je dat pregled rezultata iz [12] koji su zasnovani na ideji da se problem uticaja
poveZze sa hipergrafovima.

4.1. Uticajni igra¢i, uticajne koalicije i hipergrafovi

Slede¢i pojmovi su fundamentalni za analizu konvergencije.
Definicija 12. [12] Neka je dat model uticaja baziran na operatoru agregacije A= (A, ..., Ap)-

(i) Predstavnik j € N je da-uticajan u A; ako je A;(1;) >0

(ii) Predstavnik j € N je ne-uticajan u A; ako je A;(1ny;) <1

(iii) Graf da-uticaja je orijentisani graf G%2= (N, E) &iji je skup &vorova u N i postoji
orijentisan grana (j, i) iz j u i ako je j da-uticajan u A;. Graf ne-uticaja G,° je definisan
analogno.

Predstavnik j je (da ili ne) uticajan na predstavnika i ako se misljenje j, takode, tice i. Zaista,
pod pretpostavkom da je i #j, ¢ak i ako svi sem predstavnika j kazu ,,ne“, postoji pozitivna
verovatnoca da ostali predstavnici promene misljenje pod uticajem njega ( i sli¢no ako se ,,da“
zameni sa ,,ne). Treba primetiti da upravo monotonost operatora agregacije zahteva da kada je j
da-uticajno u A; vazi A;(1s) >0zaS3jiako je A;j(1g) <1za$S 3 j,onda je j ne- uticajno.
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Graf uticaja daje jasnu predstavu ko na koga uti¢e. Slika 3 daje da-uticajni graf za data tri
primera (ne-uticajni graf je isti).

® O
o0 0 ©

e
o oG
®A® © 0 0 90

Slika 3. [12] Graf da-uticaja na guru uticajnu funkciju (levo, n=7, predstavnik 1 je guru), funkcija uticaja
vecine (srednja, n=6), proces uticaja masovne psihologije (desno, n=3, odgovara matrici prelaza(2))

Graf guru uticajne funkcije je zvezda, gde se jasno pokazuje uloga gurua. Druga dva grafa ne
pokazuju nista jasno vezano za uticaj, a to je zato Sto nijedan predstavnik nije uticajan u ovim
modelima. Uticaj se prikazuje samo srednjom vrednos¢u broja ljudi koji imaju isto misljenje.
Ovo pokazuje da graf uticaja intuitivno ne moZze objasniti fenomen uticaja i da je potreban jaci
pojam.

Definicija 13. [12] Neka je A; operator agregacije predstavnika i. Neprazna koalicija S € N je
da- uticajna za i ako

() Ai(1s) >0;
(ii) zasveS' S, A(lg) = 0.

Neprazna koalicija S je ne- uticajna za i ako

() Ai(Ins) <1
(i) zasve S' c S, Ai(lN\SI) =1

Neka su ¢32 i ¢ kolekcije da- i ne- uticajnih koalicija za i. Ove kolekcije nikada nisu prazne,
zato $to ako ne sadrze odgovarajuci podskup od N, onda moraju sadrzati N, po osobini A;(1y)=1
i A;(14)= 0. Te kolekcije su antilanci, tj. svaka dva skupa iz ¢3? i ¢ su neuporediva, uzimajuéi
u obzir inkluziju skupova.
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Uticajne koalicije jasno generalizuju uticajne predstavnike. Koalicija S je da-uticajna za
predstavnika i, ako kada predstavnik u S kaze ,,da“ i svi ostali predstavnici kazu ,,ne“, za
predstavnika i postoji verovatnoca da kaze ,,da“ (slicno i za ne-uticajne koalicije). Uslov (ii) u
prethodnoj definiciji govori da nijedna podkoalicija od S ne zadovoljava prvi uslov, §to znaci da
S nema viska predstavnika.

Deluje kao da ne postoji lak nacin da se grafic¢ki predstave uticajne koalicije. U daljem radu ¢e
se pokazati da je pojam hipergrafova najprirodniji za to, iako je tezak za vizualizaciju.

Generalno, pod hipergrafom podrazumevamo uopstenje klasicnog grafa dobijeno tako da jedna
grana povezuje vise ¢vorova. Ovu ideju lepo ilustreuje naredni jednostavni primer (videti [16]).

Primer 18. [16] Hipergraf predstavlja generalizaciju grafa, gde grane grafa mogu povezivati bilo
koji broj ¢vorova. Grane grafa su predstavljene parovima ¢vorova koje one spajaju, dok su
hipergrane proizvoljni skupovi ¢vorova, koji mogu da sadrze proizvoljan broj ¢vorova.

&m

Slika 4. [16] primer hipergrafa.

Neka je (X,E) hipergraf, gde je X skup elemenata, ¢vorova, a E je skup podskupova od X, koji
se nazivaju hipergrane, pa na osnovu slike 4 imamo:

X: {V11 VZ IV3 ,V4,,V5, V6 1V7}

E= {e11 €,,€3, e4}= {{V1’ vy, VS}! {VZ' V3}! {V3 » Vs, V6}’ {V4}}'
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Definicija 14. [12]

(i) Hipergraf H je par (N, €), gde je N skup ¢vorova i € skup hipergrana, gde je hipergrana
S € € je neprazan podskup od N. Ako je |S| = 2 za sve S € &, onda se hipergraf svodi na
klasi¢an graf.

(it) Orijentisani hipergraf iz N je hipergraf gde je svaka hipergrana S uredeni par (S', S")
(zvani hiperluk iz S'u S") i1 S', S" su neprazni i S'n S" = S. Ako je S' n S"= @, onda je
hiperluk normalan.

(iii) Orijentisani hiperput iz i u j je niz iS;i;S;i; ... ig—1Sqiq 9d€ j€ ig=1, i1, ... , ig—1,iq = J
su ¢vorovi, S;=(S', "), ..., Sq= (Sq; Sf]) su hiperlukovi takvi da Sj 3 i,_; i Sy 3 ik za
sve k=1, ..., q. Orijentisana hiperkontura je orijentisani hiperput uz pretpostavku iy= ig.

(iv) Hipergraf je jako povezan ako je svaki par ¢vorova i i j povezan orijentisanim
hiperputevima od i do j i od j do i.

(v) Za svaki hipergraf H se definise restrikcija H tako §to se uklone hiperlukovi koji nisu
normalni.

(vi) Neka je dat model uticaja zasnovan na operatoru agregacije A. Za hipergraf H{? za da-
uticaj, skup &vorova je N i postoji hipergrana (C, {i}) za svako C € ¢%2. Analogno se
definiSe hipergraf H3® za ne-uticaje.

S obzirom da su 32 i ¢ antilanci, ne postoji hiperluk koji je ukljuen u neki drugi i nije
neophodno da hiperlukovi budu normalni. Jasno, hipergrafovi uticaja generalizuju grafove
uticaja u tom smislu da ako se uticajna koalicija svede na jednu stvar (uticajnog predstavnika),
onda se hipergrafovi svode na graf uticaja.

Uzimajuci u obzir prethodne primere, lako se dolazi do sledec¢ih zakljucaka:

(i) Za guru funkciju je samo guru uticajan i nema druge uticajne koalicije. Zato se
hipergrafovi uticaja svode na grafove uticaja.
(i) Za funkciju uticaja vec¢ine svaka kolekcija G sadrzi sve koalicije od taéno g
predstavnika, dok C;"¢ sadrzi sve koalicije od ta¢no n-g+1 predstavnika.
(iii) Za proces uticaja masovne psihologije sa n = 3 i matricom prelaza (2) je
cfa=cpe={1,23}, €5 = ¢5° ={2,13}ics* = ¢3¢ = {3, 12}.
U ovom slucaju da- i ne- uticajni hipergrafovi su identi¢ni (videti sliku 5).
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Slika 5. [12] Hipergraf H42 za proces uticaja masovne psihologije sa tranzicionom matricom (2)

4.2. Ekvivalencija izmedu hipergrafa uticaja i matrice B

Moguce je uporediti veli¢ine modela baziranih na matricama prelaza i na hipergrafovima.

Tabela 2.
N 2 3 4 5 6 7 8
Velic¢ina matrice prelaza 16 64 256 1024 4096 16384 65536
Maksimalna veli¢ina hipergrafova 8 18 48 100 240 490 1120

Tabela 2 jasno prikazuje da hipergrafovi zauzimaju mnogo manje mesta, tako da se moze
pomisliti da hipergrafovi ne predstavljaju proces uticaja na najbolji nacin. Naredna teorema
pokazuje da su oni ipak ekvivalentni sa redukovanom matricom B i zbog toga sadrZe ceo
kvalitativan opis konvergencije.

Teorema 2. [12] Neka je B proces uticaja baziran na operatoru agregacije A. Tada B moZe biti
rekonstruisano iz hipergrafova H3? i H4® na sledeéi nadin: za svako S,T € 2N, bgp = 1 ako i
samo ako

(i) Zasvako i € T postoji neprazan skup S; € S takav da je S! da- uticajno na i, tj. S| € C93;
(i) Za svako i & T postoji neprazan skup S; takav daS; NS =@ i S; je ne- uticajno na i, tj.
S; € ¢cPe,
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Zapravo, byt =0zasve T # @, bgg=1i by =0zasve TN, byy = 1.

Dokaz. bgt > 0 ako i samo ako A;(1s) >0zasvei € TiA;j(1s) <lzasvei €T iovo ostaje
tacno Cak i ako nezavisnost nije pretpostavljena. Sada, iz monotonosti operatora agregacije sledi
daje Aj(1g) > 0 ekvivalent tome da se moze re¢i da postoji da—uticajna koalicija S za i koje je
uklju¢eno u S. S druge strane, Aj(1s) < 1 znaéi da postoji kolicija S{ #N koja sadrzi S tako da
N\S! je ne- uticajno na i. Konaéno, treba primetiti da (N\S!) N S=@ i ako se dopusti da S;=N\S!,
onda je dokaz gotov. -

Glavna posledica ove teoreme jeste da hipergrafovi (ili ekvivalentno, kolekcije ¢33, ¢P¢, i €
N) jesu efikasna reprezentacija procesa uticaja, kojom je moguce u potpunosti opisati
kvalitativnu konvergenciju. Opis je validan iako statistiCka nezavisnost izmedu igraca ne postoji.

Ako je A Boolean- ova ( tj. svi operatori agregacije imaju 0-1- vrednosti), onda kolekcije ¢22,
Vi € N, u potpunosti determinisu A (i marticu prelaza B, ako je korelacija medu igra¢ima
poznata). Zaista, A;(1g) =1 ako i samo ako S2C za neko C€ ¢® i 0 u suprotnom. Isti
zakljucak vazi za kolekcije C'° , Vi € N.

5. Konvergencija u agregacionom modelu

Kada se zna tacno kako svaki predstavnik formira trenutno misljenje na osnovu drugih i kako
su korelisani, onda se moze obezbediti kompletna analiza konvergencije. Medutim, u praksi se
Cesto ne zna kako predstavnici vrSe agregaciju. U ovom modelu, za analizu kvalitativene
konvergencije, nisu potrebne sve informacije vezane za operatore agregacije predstavnika. Ono
Sto je potrebno da se zna su uticajne koalicije, a ta informacija se obi¢no moze saznati
posmatranjem procesa uticaja.

U ovom poglavlju dat je prikaz analize konvergencije procesa uticaja baziranih na operatorima
agregacije iz [12].

5.1. Tipovi terminalnih klasa

U svim prethodnim primerima se moze videti da proces konvergira ka konsenzus stanjima N ili
@, tj. stanjima gde menadZeri imaju isto misljenje. Lako je videti da su ta dva konsenzus stanja
uvek terminalna stanja, ¢ak i ako druge terminalne klase postoje. Zapravo, za svaki operator
agregacije znamo da vazi A;(1y) = 11 A;(0, . . ., 0) = 0 (grani¢ni uslovi), tj. (1, ..., 1) i (0, ..., 0)
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su fiksne tacke za A. Zato se @ i N zovu trivijalna terminalna stanja. Postojanje netrivijalnih
terminalnih klasa je dokazano narednom teoremom.

Teorema 3. [12] Ako se razmatra proces uticaja B baziran na operatoru agregacije A, tada su
terminalne klase:

(i) ili singltoni {S}, S € 2N
(i) ili ciklicna familija nepraznih skupova {S;, . . ., S} bilo koje duzine 2< k < (ﬁ)

(periodi¢nost sa periodom k) za koju vazi da su svi skupovi po parovima neuporedivi (u
odnosu na inkluziju skupova);

(iii) ili kolekcije C nepraznih skupova sa osobinom da €= C; U ... UC, , gde je svaka
podkolekcija C; ustvari Boolean-ova mreza [S;,S;UK;] , S;# @ , S§UK; # N i bar
jedan K; je neprazan.

Cikliénim terminalnim klasama zovemo terminalne klase drugog tipa, a regularnim
terminalnim klasama one koje su treé¢eg tipa. Regularne terminalne klase mogu biti periodi¢ne
(videti primer ispod). Regularne terminalne klase formirane od jedne Boolean-ove resetke
[S,SUK] zovu se Boolean-ove terminalne klase.

Dokaz. Ideja dokaza je se bazira na skrac¢enom oblik
(15,x5) =(0...01...1X;X5...Xg)
N
S K
za vektore u [0,1]". Naredna lema je centralna za dokazivanje i navodi se bez dokaza.

Lema 2. [12] Za svaki skupa S € 2V, broj moguéih prelaza je oblika 2%, k € {0, 1,..., n},
gde je k broj komponenti u A(1g) razlicitih i od 1 i od 0. Preciznije, ako je A(15)=(17,xk)
i x; € (0,1) zasve i € K, onda S ima prelaz u svaki skup Boolean-ovih resetki

[T, TuK]={s"e2N|TcS'cTUK}.

Dalje, posmatra se terminalna klasa C tako da S € C. S ne moze biti prazan skup, 0sim ako je C
redukovano na jedno stanje, zato $to za prazan skup nema drugih prelaza jedino sam u sebe, a
tada C ne bi bilo klasa. Samo jedan od slede¢ih slucajeva se moze desiti:

(i) A(1g) =1g. Tada je S terminalno stanje, tj. C = {S}.

(i) A(1g) =11, T+#S. Tada sigurno postoji prelaz iz S u T. Ako su za sve skupove u C
prelazi sigurni, onda je C cikli¢na familija S— T — ... — S.

(iii) A(1g) = (11,%x), sa x; € (0,1) za svako i € K, |K| = k. Iz leme 2, sledi da postoji 2K
prelaza, koji formiraju Boolean-ovu resetku [T, TUK]. Tada je neophodno: [T, T U K] je
ukljuceno u C, za neki skup L € [T, T U K] koji ne pripada C, postoji prelaz iz S u L tj.
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odlazna orijentisana grana iz klase, $to je kontradikcija sa pretpostavkom da je u pitanju
terminalna klasa.

Detaljan dokaz se moze nac¢iu [12]. O

Tvrdenje 4. [12] Neka je A Boolean-ova (tj. ima vrednosti u {0,1}" ), onda su terminalne klase:
terminalna stanja ili ciklicne familije.

Dokaz. Neka je A Boolean-ova i razmatraju se terminalne klase {S;, . . ., Sy} sa k>1. S
obzirom da je svaka promena deterministicka, jedina moguénost jeste da postoji cikli¢nan put
kroz svaki skup klasa. O

Naredni primeri ilustruju prethodno uvedene pojmove.

Primer 19. Neka je N={1, 2, 3} i neka su dati slede¢i operatori agregacije:
A;(100)=1 A,(100)=05 A;(100)=0
A;(010)=0 A,(010)=05 A; (010)=0
A;(001)=0 A,(001)=05 A;(001)=05
A; (110)=1 A,(110)=05 Az;(110)=0
A; (101)=1 A,(101)=05 A3;(101)=05
A,(011)=1 A,(011)=05 A;(011)=1.

Odgovarajuci digraf je dat narednom slikom.
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Jasno, {1, 12} je regularna terminalna klasa.

©)
(E)
©

@vQ () (g ®

O—® O—6

@\i

Slika 6. [12] Primeri periodi¢nih terminalnih klasa
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Cikli¢ne klase nisu jedini slucajevi periodi¢nih terminalnih klasa, $to se i vidi iz sledecih
primera.

Primer 20. [12] Neka je N={1, 2, 3} i dati su slede¢i operatori agregacije:
A100)=A(110)=(0x1)
AO001)=A011)=(1x0)
A(010)=A(000)=(000)
A(101)=A(111)=(111)

za proizvoljno 0< x< 1. Tada je {1, 3, 12, 23} periodi¢na terminalna klasa perioda 2 (videti sliku
6, levo). Sada se razmatraju sledeci operatori agregacije:

A(100)=A(110)=(001)
A(001)=(1x0)
A(010)=A(000)=(000)
A(OL)=A(011)=A(111)=(111)

za proizvoljno 0< x <1. Tada {1, 3, 12} je periodi¢na terminalnih klasa perioda 2 sa 3 skupa
(videti sliku 6, desno).

Uopsteno govorecéi, da bi se konstruisala periodi¢na regularna terminalna klasa sa periodom k,
potrebno je k disjunktnih parova podkolekcija [S;, S; U K;], j=1,... K, sa uobicajenom restrikcijom
na S;, K;. DefiniSe se Aj(1s) =1 akoi € Sj.q, Aj(1s) =x € ]0,1] ako i € Kj,, i 0 u suprotnom,
za sve S € [S;,S; U K], obelezavaju¢i k+1 sa 1. Treba primetiti da nije neohodno da su Kj;-ovi
jednakih dimenzija (videti sliku 6, desno).

Teorema 4 pokazuje koje sve razli¢ite vrste terminalnih klasa postoje. Sledi pregled njihovih
glavnih karakteristika.
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5.1.1. Terminalna stanja

Terminalna stanja su fiksne tacake za A, tj. S je terminalno stanje ako i samo ako

Ai(15)=1 Vi€eS, A;(15)=0 u suprotnom.

Postavlja se pitanje da li su trivijalna terminalna stanja jedina terminalna stanje. Treba primetiti
da su trivijalna terminalna stanja jedina moguca stanja koja odgovaraju konsenzusu. Ako drugo
terminalno stanje S# @ postoji, onda to znaci da ¢e drustvo predstavnika na kraju biti podeljeno
na dva dela S i N\S za suprotno misljenje. Bitno je znati pod kojim uslovima se ova situacija
moze pojaviti.

Odgovor na postavljeno pitanje daje naredna teorema, ali je prvo neophodno uvesti pojam

dolaznog i odlaznog hiperluka:

e koalicija S ima dolazni hiperluk T = (T’,T") u nekom hipergrafu ako je T S N\S i
T" €S (i suprotno za odlazne).

Teorema 4. [12] Neka je dat proces uticaja B baziran na operatoru agregacije A. Neprazan
podskup S © N je (netrivijalno) terminalno stanje ako i samo ako nema dolaznih hiperlukova u
hipergrafu ( H§2)* u HYe, gde (H$3)* je hipergraf HJ® sa svim suprotno orijentisanim
hiperlukovima.

Dokaz. Dokaz teoreme se oslanja na slede¢u lemu koju navodimo bez dokaza, a on se moze
naciu [9].

Lema 3. [12] Neka je Sc N, S# @. Tada S ne moze biti terminalno stanje ako i samo
ako ili postoji S'S N\ S, i €S tako da je S' ne- uticajno za i ili postoji S' € S, i & S tako
da je S' da- uticajno za i.

Dalje, na osnovu leme 3 se zna da je S # @, N je eliminisano (iz skupa terminalnih stanja) ako
ili postoji S'SN\S, i €S tako da S'€CP® ili S'SS, i ¢ S tako da S'€C. Gledajuéi obrnuto,
ustanovljena su dva pravila R%%, R™€:

R4 Ce ¢ iskljucuje svaku koaliciju SE2N tako daS2CiS3 i
R™e: Ce ¢ iskljucuje svaku koaliciju SE2N tako da SEN\CiS 3 i

Treba primetiti da ako C3 i i C € €83, onda se ne izostavlja nijedna koalicija (isto i za CP®).
Ovo pokazuje da se moze uraditi restrikcija do normalnog hiperluka.
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Za bilo koje SEN, @, ako je S eliminisano iz R™¢, to znaci da postoji hiperluk H2® koji ide u S.
Sli¢no, ako je S eliminisano iz R, onda postoji hiperluk HJ? koji ide od S. Zato je S
eliminisano sa R4 ili R™¢ ako i samo ako S ima dolazne hiperlukove u hipergrafu H = (H$3)* u
H3e. Na osnovu leme 3, zakljucuje se da S nije terminalno stanje ako i samo ako S ima dolazni
hiperluk u hipergrafu H.

Tvrdenje 5. [12] Neka je B proces uticaja baziran na operatoru agregacije A. Tada:

(i) Ako hipergraf ( H{2)* u H}¢ nije jako povezan, onda postoje netrivijalna terminalna
stanja.

(i) Ako je graf ( G§2)* U Ge jako povezan, onda nema netrivijalnih terminalnih stanja.

(iii) Ako se pretpostavi da se hipergrafovi H3? i HR® redukuju do klasi¢nih grafova, onda je
(GS2y* U G jako povezano ako i samo ako ne postoje netrivijalna terminalna stanja.

Dokaz.

(i) Za datu tacku i € N, R(i) oznacava skup ¢vorova koji mogu da dosegnu do i pomocu
direktnog hiperputa. Pretpostavimo da H nije jako povezano. Tada postoje i,j € N tako
da R(i) 2 j. Ako R(i)= 0, to znaci da {i} nema dolazni hiperluk. U suprothom imamo
R(i) # @, N i po definiciji R(i) ima dolazni hiperluk. U oba slu¢aja postoji skup S # @, N
koji nema dolaznih hiperlukova. Suprotno nije ta¢no, jer odsustvo dolaznih hiperlukova
ne znaci i1 odsustvo puta.

(ii) Neka postoji skup S # @, N bez dolaznih hiperlukova. Zapravo, ne postoji dolazna
orijentisana grana u grafu G= (G3)* U G4®. Jasno, ¢vorovi u N\S# @ nisu povezani sa
onimiz S u G, te G nije jako povezano.

(i) Sledi iz () i (ii).

U nastavku se primenjuju ovi rezultati na prethodne primere.
Primer 21. [12]

(i) U primeru gde postoji guru, G2 i GX¢ imaju centar u zvezdi k sa lukovima koji idu iz
k u sve druge predstavnike. Stoga, (G§3)* U GR° jesu jako povezani i ne postoji
netrivijalno terminalno stanje.

(if) Na osnovu teoreme 4 se moze pokazati da za funkciju uticaja vecine ne postoji
netrivijalno terminalno stanje. Zbog simetrije, dovoljno je pokazati da svaki skup S
ima neki dolazni luk u H2® ili odlazni u H$?, $to je taéno ako |S| = q, jer sadrzi
uticajni skup veli¢ine q. Ako S| < g, onda |[N\S| > n-q, zato N\S sadrzi ne-uticajni
skup, koji zapravo utice na bilo koji element iz S.
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(iii) Teorema 4 primenjena na funkciju uticaja masovne psihologije jasno dovodi do
zakljuc¢ka da ne mogu postojati netrivijalna terminalna stanja.

(iv) U primeru 19 se vidi da je predstavnik 1 da-uticajan u A;, svi predstavnisi su da- i ne-
uticajni u A,, i predstavnik 3 je da-uticajan u A5, dok su predstavnici 2, 3 ne- uticajni
u A;. Odgovarajuéi graf je (G52)* U GR® (slika 7) je jako povezan, pa zato ne postoje
netrivijanla terminalna stanja.

O

Slika 7. [12]

5.1.2. Regularne terminalne klase

Kao i u slu¢aju netrivijalnih treminalnih stanja, vazno je znati kada regularne terminalne klase
postoje. Ako Boolean-ova terminalna klasa [S, S U K] postoji, to zna¢i da nema konsenzusa, ali
svi predstavnici u S bi trebalo da kazu ,,da“ dok bi svi predstavnici iz N\(SUK) trebalo da kazu
,»he*. Predstavnici iz K osciluju uzmedu ,,da“ i ,,ne* u svim mogucim pravcima, bez kraja.

Sledeca teorema daje odgovor na pitanje da li je jako povezan skup stanja Boolean-ova
terminalna klasa.

Teorema 5. [12] Neka je B proces uticaja baziran na operatoru agregacije A. Neka je [S, S U K]
jako povezana klasa u tranzicionom grafu I', gde je S+ @, K+ @, S U K+ N. Tada je [S, S U K]
Boolean-ova terminalna klasa ako i samo ako su zadovoljena sledeca dva uslova:

(i) Ne postoji dolazni hiperluk od A% u S.
(ii) Ne postoji odlazni hiperluk od 33 u'S U K.

Dokaz. Neka je [S, SUK] jako povezano u T'. Po definiciji dolaznog i odlaznog luka treba
pokazati da je [S, SUK] Boolean-ova terminalna klasa ako i samo ako za S’CN\Si i € S, S’ nije
ne- uticajno za i i za sve S' € SUK i i ¢ SUK, S' nije da- uticajno za sve i ( uslov (*) ). Proces
dokazivanja obuhvata posebno posmatranje potrebnog i dovoljnog dela, detaljan dokaz se moze
pronaci u [12]. 0
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Sledeci primer ilustruje da bez pretpostavke o jakoj povezanosti teorema 4 ne vazi.
Primer 22. [12] Neka je N={1, 2, 3, 4, 5} i neka je A dato na sledec¢i nacin:

A(1;)=(1, x,x,0,0), A(1:23)=(1,1,x,Xx,0)
A(1,)=(1,1,x%,0,0), A(1,4)=(11,1,0,0)
A((1,5)=(1,1,x,0,0), A(155)=(1,1,1,00)

A(14,4)=(1,1,1,0,0), A(1234)=(1,1,1,%0)

gde x > 0. Tada [1, 1234] zadovoljava uslov (i) i (ii) ali nije jako povezano u T $to se i vidi na
odgovaraju¢rm grafu prelaza I (slika 8).

A
&

(GE@ @

@\9

Slika 8. [12] Graf prelaza iz kontraprimera.

Teorema 5 pokazuje da je S izolovana grupa koja ne prima ne- uticaj i utice sa da- uticajem samo
na predstavnike u K. Stoga, S U K su na neki nacin forme (pod)drustava kojima vlada S.
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Za regularne klase koje nisu Boolean-ove, moguce je dobiti rezultate ako se posmatra ,,grafski
deo* hipergrafa. Ako se posmatra regularna terminalna klasa oblika ¢ = U%_,[Sk, Sk U Ki], sa
restrikcijama na Sy, Ky, moguce je uvesti gornju i donju granicu za C:

S.=NP_, S, S =UP_,(Sk UKy)

Jasno, [S,,S*] 2 C. Treba primetiti da je S*\S, # @ jer C nije singlton, ali i S,=@i S*=N je
moguce (slika 6, levo). Ako je S, # @i S* #N, onda se kaze da je klasa normalna.

Lema 4. [12] Ako postoji normalna regularna terminalna klasa sa gornjom i donjom granicom
S.,S*, onda podskup S, nema dolaznih orijentisanih grana u G4° i S* nema odlaznih orijentisanih
grana u G$2.

Prethodno daje jednostavan uslov za testiranje postojanja normalne regularne terminalne klase.
U cilju dobijanja precizne formulacije uslova, neophodno je definisati zatvaranje za predstavnika
i. Pod zatvaranjem u G,° za predstavnika i € N, koje se obelezava sa cl(i), podrazumeva se skup
predstavnika koje i moze dostignuti putem iz G4¢. Vazec¢i dogovor je da i €cl(i).

Sada je moguce formulisati teoremu koja daje egsistenciju normalne regularne klase.

Teorema 6. [12] Neka je B proces uticaja baziran na operatorima agregacije A. Tada ne postoji
normalna regularna terminalna klasa ako za svako i € N, svaki predstavnik izvan zatvaranja cl(i)
se moze dosti¢i pomoéu puta iz cl(i) u G§2.

Dokaz. Dokaz je baziran na Lemi 4 koja nam garantuje da se za svaki par S,,S*, gde S, # @,
S* #N, S, c S, moze se iskljuciti svaka normalna regularna terminalna klasa koja se ne
redukuje na trivijalnu terminalnu klasu. Odnosno, svaki par S,, S* mora biti isklju¢en po jednom
od sledecih pravila:

R j da- uticajno za i iskljucuje svaku regularnu klasu sa gornjom granicom S*, takvu da je
i € S*,j €S (orijentisana grana izlalzi iz S* u grafu da- uticaja).

R™: j ne- uticajno za i iskljucuje svaku regularnu klasu sa donjom granicom S, , takvu da je
i€S, , ] &S, (orijentisana grana ulazi u S, u grafu ne- uticaja).

Preostaje da se pokaZe da pravila R%%, R™ iskljuéuju sve normalne regularne klase ako i samo
ako za svakog predstavnika i, svaki predstavnik j van cl(i) moze biti dosegnuti pomocu da- puta.

Potreban uslov: pretpostavlja se da postoje i,j € N tako da se do i ne moze dosti¢i pomocu
da- puta iz cl(j). Neka je R(i) skup ¢vorova pomoc¢u do kojih se moze do¢i od i pomoc¢u da-
puta. Ocigledno je da R(i) n cl(j) = @. Tada je regularna terminalna klasa, sa donjom i gornjom
granicom cl(j) , N\R(i), moguca jer cl(j) nije odbaceno na osnovu pravila R™¢. Dalje, N\R(i)
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moze biti odbac¢eno samo pomocu da- luka koji ulazi u R(i), $to je kontradikcija sa definicijom
R(i).

Dovoljan uslov: posmatrajmo sada proizvoljnu regularna klasa sa granicama S, i S*. Ako S,
ima dolazni ne- luk, odbacuje se na osnovu pravila R™¢. Ako nema dolaznih ne- lukova, tada je
to ili zatvaranje nekog predstavnika ili unija zatvaranja (zaista, sa svako i € S,, S, mora sadrzati
cl(i)). Na osnovu polazne pretpostavke, svaki ¢vor izvan S, (S*) je povezan sa S, pomocu da-
puta. Posto je N\S* neprazno na osnovu pretpostavke o normalnosti, za bilo koji ¢vor i iz N\S*,
postoji da- put iz S, do i, pa zato je neophodno da da- luk izlazi iz S*, te S* biva odbaceno na
osnovu pravila R4,

Na osnovu prethodnog moze se zakljuciti da razlikujemo dva jednostavna slu¢aja sa uticajnim
predstavnicima kada ne postoje regularne terminalne:

e kadasuili G§2 ili G}¢ jako povezani (Teorema 6);
e kada postoji jedan predstavnik koji je ne-uticajan za sve predstavnike, ukljucujuci i
samog sebe.

Jaka povezanost za G$2 ili GR® znagi da su svi predstavnici da- ili ne- uticajni na sve druge
predstavnike. Takode, ako je jedan predstavnik uticajan na sve ostale, u nekom trenutku se
dostize konsenzus spram njegovog misljenja.

5.1.3. Cikli¢ne terminalne klase

Cikli¢ne terminalne klase nisu ono $to donosioci odluke Zele, jer ne dolazi do konvergencije
misljenja, te upravo zbog toga fokus je pronalazenju dovoljnog uslova da se izbegnu.

Tvrdenje 6. [12] Neka je B proces uticaja baziran na operatorima agregacije A. Tada, cikli¢ne
klase ne postoje, ako je jedan od sledecih uslova zadovoljen:

(i) Postoji j € N, takvo da A; prima vrednosti 0 i 1 samo za @ i N.
(i) Postoji j € N, takvo da su svi predstavnici da- i ne- uticajni za j.
(i) i je da- 1 ne- uticajno za i, zasvei € N.

Dokaz. Potrebna je sledeca lema da bi se dokazalo tvrdenje 6 (iii). Lemu navodimo bez dokaza,
a on se moze naci u [12].

Lema 5. [12] 4ko postoji ciklicna klasa sa uzastopnim Sy, S,. Tada A; ne moze imati ne-
uticajnog igraca j € N\S; ako i € S, ili da- uticajnog igraca j€S; ako i & S,.
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Sada je moguce dokazati sva tri dela tvtdenja.

(i) Zbog Ay, nijedan skup S # @, N, nema prelaz u skup T sa verovatnocom 1, Sto iskljucuje
postojanje cikli¢nosti.

(i) Ako su svi predstavnici da- i ne- uticajni u A;, tada je 0 < A; (1;) < 1 zasve i EN.
Zaista, 1 = Aj (1;) < Aj (1n\k) za sve kK # i, Sto je u kontradikciji sa Cinjenicom da je k
ne- uticajno u Aj.Sli¢no, 0 < Aj (1ny) < 1 vazi za sve i{ €N. Sledi na osnovu
monotonosti da je A; (1s) # @, 1 za sve S# @, N, $to na osnovu (i) dokazuje traZeno.

(iii) Na osnovu leme 5 se zna da i da- ili ne- uticajno u A; iskljucuje cikli¢nost u kome su S;,
S, uzastopni tako da S; 2 i ili S; 2 i 1S, >3 i. S obzirom da S;, S, nisu uporedivi,
odbacuje se S;={i}, kao i S;=N\i. Neka S; €N, S; # @. Tada je S,= LU T, gde L S
N\S;, L @i TS S;. Nekai € S;. Cinjenica da je i uticajno u A; zabranjuje T 2 i za sve
L. S obzirom da ovo vazi za sve i € Sq, sledi da nijedno T nije moguce, pa samim tim ni

Ss-

U daljem radu posmatraju se Boolean-ovi operatori agregacije.

Teorema 7. [12] Neka je A Boolean-ova i neka je {S;, S,, ... , Sk} cikli¢na klasa. Tada postoji
hiperkontura duzine rk, za neki prirodan broj r, medu predstavnicima iz S; U ... U Sy u da-

uticajnom hipergrafu H2.

Dokaz. Neka je C = {S4, . . ., Sk} cikli¢na klasa tako da je Sy,1=S; u grafu prelaza. S obzirom
na to da su skupovi neuporedivi, moguce je uociti neko j,; € Si\S;. Po uslovu teoreme,
posmatrani operatori agregacije imaju 0-1 vrednosti, a kako je A;,  (1s,_,) = 1, postoji Cx—y1,; S
Sk-1 Koje je uticajno na jy 1. Treba naglasiti da je nemoguce Cx_; 1 € Sk—; N S, jer bi postojanje
takvog skupa dovelo do 1 = A;  (1¢,_,,) < Aj,(1s,), §to je u kontradikeiji sa Cinjenicom da je
prelaz iz Sy u S; siguran. Sada, neka ji_1; € Cx—1,1\ Sk

Potpuno analogno zaklju¢ujemo da postoji Cx_,; S Sk_, Koje je uticajno na ji_; ;. | tako redom
do skupa S;, $to ozna¢avamo na sledeéi nacin:

Ci1—J21€C1 —j31€C31 — ... Ck1 = Jk-11 € Ck—1,1 — Jk1-

S obzirom na to da je prethodnik od S; u posmatranoj cikli¢noj klasi ba§ Sy, postoji i skup
Ck2 € Sk koji je uticajan na neko j, ; izabrano iz C;;\S,. Ako se pretpostavi da je ji 1€ Cg,,
dobija se

jk1€ Ck2 — 1,1 €Cy1 —j21€Cz1 ™31 €C31 — ... Ckon1 — Jk-1,1 € Ck—1,1 — Jk1
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sto je kontura hipergrafa H4? duzine k. Ako se pretpostavi suprotno, da jk1 € Cy ., tada se bira
neko jx,€ Cy, \S; i onda postoji skup Cy_1, S Sk Koji utice na ji, . AKO je jx—11€ Ck_12,
opet se dobija kontura duzine k. Ukoliko se pretpostavi da nije tako i nastavi procedura
pravljenjem skupova C;, € §; i biranjem elementa j; , iz C;,\S; koji je razli¢it od prethodnih
Jie—1, - » Ji,1- Zbog konacnosti skupova S;\Sj;; za sve i =1, ..., K, u nekom trenutku se mora
desiti Ci, 3 jj o za€' < ¥, te dobijamo kontura duzine (¢ - ') k. O

Prethodna teorema pokazuje da postojanje kontura u tranzicionom grafu osigurava postojanje
hiperkonturaa u da- uticajnom hipergrafu. Uslov nije neophodan, $to se i vidi na primeru funkcije
uticaja vecine. Zaista, tada postoji mnogo kontura u da- uticajnom hipergrafu, iako nema nijedan
kontura u prelaznom grafu.

6. Simetri¢ni dekompozabilni modeli

Ovo poglavlje se fokusira na jednu veoma specificnu klasu operatora agregacije.

Definicija 15. [9] Operator agregacije A; je dekompozabilni ako su sve da- i ne- uticajne
koalicije singltoni. Operator agregacije je simetri¢an ako ima iste da- i ne- uticajne koalicije.

Za model uticaja koji je baziran na dekompozabilnim operatorima agregacije se kaze da je
dekompozabilni model. Takode, simetri¢ni operatori agregacije daju simetri¢ni model.

Tvrdenje 7. [12] Familija uopstenih tezinskih sredina, definisana sa
M (Xla cees Xn) = f_l (211'1=1 wif(xi))’ (Xla cees XI‘I)E [Oll]n

gde je w; =0, i = 1,...,n, X, w;= 1 i f neprekidan automorfizam na [0,1], je familija
dekompozabilnih simetriénih operatora agregacije. Predstavnik i je da- uticajan ako i samo ako
je ne- uticajan ako i samo ako je w; >0.

Dokaz. Neka je f(1) =1 (za f(1) = 0 analogno) i neka je ScN, |S|>1 da- uticajno. Tada je
Mf(15) =f ~H(Xies wi) >0, to je ekvivalentno sa Y;es w; >0.

S druge strane, za svako i €S je M(1;) =f~'(w;)=0, sti je ekvivalentno sa w;=0, te se dobija
kontradikcija. Sli¢no se moze pokazati da nijedna koalicija veli¢ine vece od 1 nije ne- uticajna.
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Dakle, dobija se sledece:
i je da- uticano akko f~*(w;) >0 akko w; >0 akko Y;.; w; <1

akko f (X jx; w;) <1 akko je i ne- uticajno.

Kada je f=Id, dobija se ba$ aritmeticka sredina sa tezinama koja je kori§¢ena u modelu iz
1974. godine (videti [1]). Drugim recima, prethodno tvrdenje jeste uopStenje i unapredenje
poznatog rezultata.

Dalji rezultati se odnose na simetréne dekompozabilne operatore agregacije. Graf uticaja je
sada oznacen sa G, dok je se G° oznaden graf koji odgovara grafu G ali bez orijentacije grana.
Orijentisan grana iz j ui u G je oznacena sa ] — i. U ovom slucaju formulacija teoreme 3 postaje
znatno jednostavnija:

bst = 1 ako i samo ako

{Vi €T,3jeStakodaj — i uG; 6
Vi ¢T,3j¢€Stakodaj — iuG (6)

Iz (6) sledi da za svako S, T € 2N vazi sledeca ekvivalencija
ES,T =le BN\S,N\T =1 ()
Centralni rezultat za simetri¢éne dekompozabilne modele je dat narednom teoremom.

Teorema 8. [12] Svaki simetrican dekompozabilni model je kvalitativno ekvivalentan
jedinstvenom modelu baziranom na aritmetickim stredinama sa tezinama. Obrnuto, svaki model
baziran na aritmetickim sredinama sa tezinama je kvalitativno ekvivalentan nekom simetri¢nom
dekompozabinom modelu.

Dokaz. Neka je A simetrican dekompozicioni model i neka je I' njegov graf prelaza
(ekvivalentan njegovoj redukovanoj matrici B). Neka je sa sDB(N) oznacen skup redukovanih
matrica prelaza simetriénog dekompozabilnog modela na N. Dokaz teoreme je baziran na
sledeca dva tvrdenja koja impliciraju postojanje jedan-na-jedan preslikavanja izmedu sDB(N) i
skupa digrafova u N.

Tvrdenje 8. [12] Dve razlicite matrice B, B’ iz 8DB indukuju dva razlicita grafa
prelaza G, G'.
Tvrdenje 9. [12] Dva razlicita grafa prelaza G, G', odgovaraju dvema redukovanim

matricama B, B’ iz sDB.
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Dalje, veza izmedu simetri¢énih dekompozabilnih modela 1 familije 8DB(N) daje tvrdenje
teoreme. Detaljan dokaz se moze pronaci u [12]. 0

Iz prethodnog se moze zakljuciti da su terminalne klase za simetricne dekompozabilne modele
su direktnoj vezi sa modelima baziranim na aritmetickim sredinama sa tezinama. Postojanje
terminalnih stanja je lako proveriti koriste¢i: S# @, N je netrvijalno terminalno stanje ako i samo
ako je S povezana komponenta u G° i netrivijano terminalna stanja ne postoje ako i samo ako je
G° povezano.

Sledeca teorema daje uslove za postojanje Boolean-ove terminalne klase.

Teorema 9. [12] Neka je dat simetriCan dekompozabilni model. Neka su S,K# @, SUK#N.
Tada, [S, SUK] je Boolean-ova terminalna klasa ako G zadovoljava sledecih Sest uslova:

(i) Podgraf S nema dolaznih orijentisanih grana;

(if) Svako i € K ima orijentisanu granu j— i za neko J€ S;

(iii) Svako i € S ima orijentisanu granu j— i sa JE€ S;

(iv) Podgraf N\ (SUK) nema dolaznih orijentisanih grana;

(v) Svako i € K ima orijentisanu granu j— i za neko j€ N\ (SUK);
(vi)Svako i € S ima orijentisanu granu j— i sa j€ N\ (SUK).

Dodatno, ako je [S, SUK] Boolean-ova terminalna klasa, tada vazi (i), (iii), (iv) i (vi), i
(vii) zasvako i € K, postoji putizSuiiputiz N\ (SUK)ui.
Dokaz. Za dokaz je potrebna naredna lema koja se navodi bez dokaza.

Lema 6. [12] Neka je dat simetrican dekompozicioni model. Tada za svako @ # S c N,
svako @ # K < N\S, [S,S UK] je Boolean- ova terminalna klasa ako i samo ako je
[N(S U K), N\S] Boolean- ova terminalna klasa.

Prvo pokazujemo dovoljne uslove, tj neka je (i)-(vi) zadovoljeno. Dokazuje se da je [S,SUK]
jako povezano u grafu prelaza I'. Dovoljno je pokazati da je by, > 0zasvako T, T' € [S, SUK].
Na osnovu (6), treba pokazati da (a) svako i € T' ima dolaznu granu iz T i (b) svako i € N\T'
ima dolaznu granu iz N\T.

(@) T 1T sadrze S i mozda elemente iz K. Za i € S, na osnovu uslova (iii), i ima dolaznu granu iz
S,paiizT.Zaie€ K se koristi uslov (ii).

(b): N\T" i N\T sadrze N\ (S U K) i mozda elemente iz K. Za sve i € N\ (S U K), postoji dolazna
grana iz N\ (S U K), na osnovu (vi). Nakon toga se gleda i € K n (N\T"), koje takode ima granu
iz N\ (S U K) na osnovu (v).
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Odnosno, [S,SUK] je jako povezano. Ostaje da se dokaze da ne postoje dolazne grane u S i
nema odlazlih grana iz S U K. Ovi uslovi su zadovoljeni na osnovu (i) i (iv). Sad, na osnovu
teoreme 5 sledi tvrdenje.

Sada prelazimo na potrebne uslove. Na osnovu teoreme 5 i leme 6 se zna da su (i) i (iv)
potrebni uslovi.

Dalje, neka i € S ima dolaznu granu iz S. Tada je bsr= 0 za sve T € [S,SUK] jer iz bgt > 0
sledi da svako i € S ima dolaznu granu iz S (na osnovu (4)). Dakle, [S,SUK] nije klasa, jer nije
jako povezano. To pokazuje da je (iii) potreban uslov. Za uslov (vi) potrebnost se pokazuje
analogno.

Ostaje jos da se pokaze da je i uslov (vii) potreban. Definise se K, (moze biti prazan) skup
elemenaza iz K koji su povezani sa S nekim putem. Neka je K\K, # @, tj. postoje elementi u K
koji nisu povezani sa S. Sada se tvrdi se da ne postoji prelaz iz nekog T iz [S, SU K] u neko T’
iz [S, SUK] koje sadrzi element K\K,. Dovoljno je da se pokaze da [S, SUK] nije klasa. Zaista,
kada bi takav prelaz postojao, na osnovu (6), postojala bi orijentisana grana k — j sa j €K i
keK\K,. Takva grana ne moze postojati na osnovu definicije K. Zato je neophodno da K, = K,
te na osnovu leme 6, dobija se da je (vii) potreban uslov za N\(S U K).

Konfiguracija grafa uticaja koji zadovoljava Sest uslova je ilustrovana na slici 9.

a.""lr I"l,' {JSI I R’}

Slika 9. [12] Primer strukture grafa uticaja koji ima Boolean-ovu terminalnu klasu.
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Sledi skica empirijskog primera baziranog na savetodavnoj mrezi (eng. advice network)
Krackhardt [11].

Primer 23. [12]

Sakupljani su podaci menadzera male firme iz Britaniji (100 zaposlenih i 21 menadzer) o tome
ko je od koga trazio savete. Baziran na ovim podacima, Jackson [8] je razvio matricu socijalnog
uticaja. On je pokazao da menadzeri teze ka istom miSljenju u [0,1]. Problem se moze posmatrati
na drugi naéin ako se uzimaju informacije vezane za uticaj medu menadZerima Kkoje su
prikupljene u Krackhardt-ovoj savetodavnoj mrezi.

Sada se posmatraju grafovi konsenzusne strukture, $to znac¢i da postoji orijentisana grana od
menadzera i do menadzera j ako postoji veéina ljudi koji misle da i trazi savet od j. Pretpostavlja
se da postoje samo uticajni predstavnici i neuticajne koalicije, da predstavnik i trazi savet od
predstavnika j (Sto znaci da j utiCe na i ) i da ne postoji nacin za razlikovanje da- i ne- uticaja.
Sledi da postoji situacija koja je predstavljena u simetricnom dekompozabilnom modelu i da je
graf uticaja jednostavno graf konsenzusne strukture, sa svim lukovima. Moze se pretpostaviti da
svaki predstavnik ukljucuje i svoje misljenje u ozbir, $to znaci da svaki ¢vor grafa ima petlju.

Ako se analizira konvergencija modela Kkoriste¢i prethodne rezultate. Prvo, ne postoje
netrivijanla terminalna stanja zato $to je G° povezano. Takode, ne postoji cikli¢na klasa koja
nastaje zbog prisustva petlji na ¢vorovima.

Detaljnom analizom se moze zakljuciti da ne postoji nijedna normalna regularna terminalna
klasa. Detalja obrada ovog problema je data u [12].

54



Zakljucak

Ideja o agregacionom modelu, gde svaki predstavnik sakuplja misljenja drugih, nije nova.
Moze se naci i u DeGroot-ovom modelu [1].

U ovom modelu, misljenje predstavnika i u vremenu t je broj a;(t) € [0,1]. Svaki predstavnik i
sakuplja miSljenja ostalih predstavnika pomocu tezinske sume ;; a)} aj(t). Vektor misljenja

a(t+1) u vremenu t+1 dat sa a(t+1)=Wa(t), gde je W= [w]‘f] ijeny matrica tezinskih koeficijenata.

Posto je W po vrstama stohasticka matrica, proucavanje konvergencije misljenja se oslanja na
rezultate stohastickih matrica i pokazano je da pod blagim uslovima svi predstavnici teze ka
istom misljenju @ € [0,1]. U tom modelu proces nije stohasti¢ki s obzirom da je misljenje svakog
predstavnika cisto deterministicko. Suprotno tome, model predstavljen u ovom radu jeste
stohasti¢ki i svi predstavnici imaju samo dva mogu¢a misljenja (da ili ne). Verovatnoca da kaze
”da”, za datog predstavnika u narednom koraku, je dobijena pomocu agregacije misljenja svih
predstavnika (“da” je kodirano kao 1 i “ne” kao 0). Konvergencija procesa je vodena
stohasti¢kim procesom, tj. lancima Markova.

Model prikazan u radu pokriva mnogo postoje¢ih modela s obzirom da dozvoljava koriséenje
proizvoljne agregacione funkcije.

Treba primetiti da bi agregacioni model mogao biti prilicno koristan u prakti¢nim Situacijama,
posto se uticaj u grupi predstavnika moze modelirati samo na osnovu posmatranja.

Bilo bi nerazumno da se pretpostavi da su operatori agregacije koje u suStini i Koriste
predstavnici pozati: to bi znadilo da je za svakog predstavnika vrsta operatora agregacije poznata,
kao njegovi parametri. Predstavnici deluju nesvesno i nemaju osecaj da se na njih utice. Tesko je
imati neko saznanje o njihovoj korelaciji. Sa druge strane, odredivanje uticajnih koalicija deluje
moguce 1 mnogo jednostavnije od sakupljanja saznanja ko na koga utice i shodno tome mogu se
utvrditi uticajne koalicije, Sto je od krucijalne pomoci.

Jedino ograni¢enje kod agregacionog modela je to Sto su funkcije monotono rastuce, zato
reaktivno ponaSanje (Sto viSe ljudi kaze ,,da*, viSe postoji Zelja da se kaze ,,ne*) ne moze biti
modelirano na ovaj nacin.
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