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Glava 1

Pregled glavnih definicija i
teorema

U ovom Poglavlju date su osnovne definicije i osobine prostora Soboljeva, koji
imaju opstu ulogu u ovoj tezi. Ovi prostori su definisani preko L, tako da su i oni
opisani u prvom delu rada. Svi rezultati ovog poglavlja dati su u literaturi.

1.1 L? prostori

Oznacimo sa () otvoreni podskup od R”. Pod merljivom funkcijom podrazume-
vamo ekvivalentnu klasu merljivih funkcija na €2 koji se razlikuju samo na podskupu
mere nula.

Definicija 1.1.1
Neka je 1 < p < 00, p € R. LP(Q2) je prostor svih merljivih funkcija u : Q — R, za

koje vazi [q [ul’ds < oc.
1
P
il = o, = { [, 1aas)

je norma u LP(§2) za 1 < p < oc.

Definicija 1.1.2
L?(Q2) predstavlja prostor integrabilnih funkcija iz Q u R. U L? definiemo normu

2 2
lullf: = [ julds.

Napomena 1.1.3 Osim kada ne naznac¢imo drugacije, norma ||-|| predstavljace L?
normu.

Definicija 1.1.4
L>(Q) predstavlja prostor integrabilnih funkcija u : Q@ —— R takvih da postoji
konstanta C' takva da

u(z)] < C,

4
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skoro svuda na 2. U L* definiSemo normu
|lull ;0o = |lull =inf{C : |u(z)] < C, skorosvuda na Q}.

Teorema 1.1.5 (Osobine L? prostora, [6])

1. LP(Q) je vektorski prostor za 1 < p < oo.
2. LP(Q2) je Banahov prostor za 1 < p < o0
)

3.

)

P(Q2) je refleksivan za 1 < p < oc.
4. LP(Q) je separabilan za 1 < p < oo.

Teorema 1.1.6 ([6])
Prostor C§°(R™) je gust u LP(R") za 1 < p < 0.

Teorema 1.1.7 (Teorema o inkluziji L? prostora, [6])

Neka je [odr = pu(2) <ooil <p<qg< oo Ako je u € LU(Q) onda u € LP(Q) i

Jull, < p(2)7 4 ([ul,,
onda mozemo da kaZzemo da vazi sledece
LI(Q) — LP(Q).

Ako je u € L™(£2), onda

Jim [Jull, = [Jull.

Konacno, ako je u € LP(2) za 1 < p < 0o i ako postoji konstanta K takva da za sve
p vazi

Jull, < K,
onda je u € L™ i vazi

Jull o, < K.

1.2 Prostori Soboljeva

U ovom Poglavlju definisa¢emo prostore Soboleva u 2. Za vise detalja pogledajte
Robert A. Adams [6].

Neka je dat otvotvoren skup 2 C R", ogranicen ili neogranicen, i neka je p € R,
I <p<oo.
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Definicija 1.2.1
Neka je m € Ni1 < p < oo. Uodnosu na normu ||-[|,,  definisemo

1
P
||u||m,,,:< 5 ||Dau||§z), | <peoo

0<|al<m

= max [ D%,

ol = 1o

gde je D® parcijalni izvod u distributivnom smislu:

olely

D —
b -~ 0z(t...0xom

i a predstavlja multi-index a = (aq, ..., ), |a| =a; + ... + ap.
Definisa¢emo prostore Soboljeva na slede¢i nacin

(a) Hpp(Q) je kompletiranje prostora u € C™(Q) : ||ul|,, , < 0o u odnosu na normu

||'Hm,p'
(b) Wm™P(Q) ={u € LP(Q): D*u € LP(Q), za 0< |a] < m}.
(c) Wg"P(Q) je zatvaranje prostora C§°(£2) u prostor W™P(Q).

Za p = 2, definisemo prostor
H™(Q) = W™2(Q).

Jasno,vazi
Wo(Q) = LP(Q), 1< p<oo.

Moguce je pokazati da za svako 2 C R" vazi
H™P(Q) = W™P(Q).

Teorema 1.2.2 (Osobine prostora Soboljeva, [6])

1. H™P(Q) je separabilan za 1 < p < oc.

2. H™P(Q) je refleksivan za 1 < p < o0.

3. H™P(Q) je Banahov za 1 < p < 0o, m € Ny.

4. H™?2(Q) je Hilbertov prostor, sa skalarnim proizvodom (u, v) = Y o<laj<m (DU, D).

Teorema 1.2.3 (Teorema o tragu, [11])
Neka je © ograni¢ena i neka je rub 92 klase C'. Tada postoji jedinstveni linearan
operator

T : Wh(Q) — LP(09)

takav da

= Jou(z)v(zx)dz, je skalarni proizvod uL?(Q)
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(1) Tu = ulaq ako je u € WH(Q) N C(Q)
and
(i) [[Tull 1o a0y < Cllwllwingy,

za svako u € WP(Q), postoji konstanta C' > 0 koja zavisi samo od p i Q. Operator
T zove se operator traga i kazemo da je Tu trag funkcije u na 0.

1.3 Preliminarne leme

Lema 1.3.1 (Gréonwall-ova lema)

e Neka su f,g i h tri neprekidne funkcije sa pozitivhom funkcijom g, takve da:

£0) < [ o)y + hio)

Tada ove tri funkcije zadovoljavaju slede¢u nejednakost

F(t) < 60 /0 ' e=COV g () h(r)dr + h(L),

gde je funkcija G primitivna funkcija od g.

e Neka su f, g i h tri neprekidne funkcije sa diferencijabilnom funkcijom f, takve
da:
F1(t) < f(t)g(t) + h(t).

Tada ove tri funkcije zadovoljavaju slede¢u nejednakost

£t < COFO) + [ e n(ryar)
gde sa funkcijom G oznacavamo primitivnu funkciju od g koja nestaje u 0.

Lema 1.3.2 (Moser-ova nejednakost)

Neka su s1,ss dva broja takva da je s; + s2 > so, gde je so = [4] + 11 d je
dimenzija prostora. Ako su f € H*' i g € H*, onda je fg € H® gde je s3 =
min{s, 59,51 + So — So}. Stavise, tada postoji Cp,(s1,52,d) > 0 takvo da za sve f i
g date u definiciji vazi

1£glls, < Cnllflls N9l
Napomena 1.3.3 f,g € H* N H*:

179l < Cr(mazik, so}, k, )| flmawir,sop 191
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Lema 1.3.4 (Holder-ova nejednakost)
Neka je 1 < p < oo i sa ¢ oznaciti konjugovani eksponent definisan sa ¢ = £ tj.
;1) + % =1liue LP(Q)ive LIN), tada uv € L' () i moze se redi

[ @) dz <l ol

Za p = q = 2 gore navedena lema se svodi na Cauchy-Schwarz-ovu nejednakost

[ @)@ da < fully ol

Lema 1.3.5 (Young-ova nejednakost)
Neka su 1 < p, ¢ < o0, %—k%:l. Tada

B<=+5  (0,8>0) (1.1)

Lema 1.3.6 (Posledica Korn-ove nejednakosti)

Neka je © ograni¢en i povezan podskup od R2. Stavise, pretpostavi¢emo da vektor
brzine uw € H'(Q) nestaje na skupu I' C Q koji je striktno pozitivne mere. Tada
postoji jedinstvena konstanta Cx > 0 tako da slede¢a nejednakost vazi,

| D@ D@|= ID@)F ) > Cull Tuley

Lema 1.3.7 (Poincaré’s inequality)
Neka je € ogranicen otvoren podskup od R", tada za 1 < p < n postoji konstanta
C' (zavisi samo od p i ) takva da

lull, 0 < ClIVull, 0, Yu € Wo"().

Lema 1.3.8 (Lemma 2.4, [1])
Za k € N, a € N takvo da || = ki B3 € N? takvo da 8 < «, postoji konstanta
C(|al,|8],d) > 0 takva da za sve f € Hmaw{ksol § g € ¥

| D2 £ g|| < CUal, 181, D)1 a9

Teorema 1.3.9 (Thm. 5.36, [6])
Neka je €2 oblast u R™ takav da zadovoljava C™-uslov regularnost i pretpostavimo
da postoji prost (m,p)-operator ekstenzije E za . Takode pretpostavimo da je
mp<nip<q<p*:%. Tada

Wme(Q) — LI(OQ). (1.2)

Ako je mp = n, tada utapanje (|1.2)) vazi za p < g < oc.

EID(u) = L(Vu + Viu)
BIPogledaj u Geometric Properties of Domains 4.10, [6]
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Teorema 1.3.10 (Thm. 6.3, [6])
Neka je €2 oblast u R™. Neka su j > 01im > 1 brojevi, i neka je 1 < p < oc.
Ako Q2 zadovoljava jak lokalni Lipsicov uslo7 onda je slede¢e utapanje kompaktno:

WAITme(Q) — C7(Q), (1.3)
ako je mp > n.

Teorema 1.3.11 (Thm. 7.1, [5])
Neka je f € (C, Lip) u oblasti D za (n + 1)—dimenzionalni (¢, x)- prostor, i pret-
postavimo da je 1) resenje od

' = f(t,x) (1.4)
na I : a <7 <b. Tada postoji 6 > 0 takvo da za bilo koje (t,z) € U, gde je

Uifa<t<b | |z—v(t)|<d}

postoji jedinstveno resenje ¢ od (1.4) na I takvo da ¢(t,t,2) = z. Povrh svega,
¢ € C na (n + 2)—dimenzionalnom skupu

Vifa<tT<b ’ (t,x) e U}.

Teorema 1.3.12 (Thm. 7.2, [5])
Neka su zadovoljene pretpostavke teoreme T[1.3.11]i pretpostavimo da f, postojiida

je f € C' na D. Tada ¢ € C! na V, i dodatno vazi deto(7,t,z) = eJi trfa(sd(sta)ds

Teorema 1.3.13 (Teorema o Implicitnoj Funkciji)
Neka su X', ), Z Banach-ovi prostori, f : X x Y — Z. Neka je (a,b) € X x ) takvo
da je f(a,b) = 0. Neka je G otvoren skup u X x X koji sadrzi tacku (a,b). Neka
je f € CYG) i neka je parcijalni Fréchet-ov izvod f5(a,b) izomorfizam od Y na Z.
Tada postoji okolina ¢/ od a i V od b takva da za bilo koje x € U postoji y € V za
koje je

f(z,y) =0.
Oznaci¢emo y sa p(x). Tada p € C1(U). S druge strane, ako je f € C*(G),k € N,
onda ¢ € C*(U).

Teorema 1.3.14 (Lemma 2.6, [1])

Neka je G otvoren skup od R?, g je aplikacija na G i g je regularnosti C*(G,R%) i v
aplikacija od €2 u Gy otvorenom i ograni¢enom tako da je Gy C G. Pretpostavljamo
da je v € Hy(Q,RY) N L>(Q,RY). Tada postoji konstanta Ceepmy(k, d) takva da za
svako ¢ € N tako da je || =k < s

[D%9(0)], < Coom1 4 oo 0l i, {

0<ly|<k

a’yg . —
W(U)‘ NS GO}

[IPogledaj u Geometric Properties of Domains 4.9, [6]
Blf(z,y) € (X,Y) znacida fE X wrtzifeY wrty
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Model

Low Mach Nuclear Core (LMNC) model je dobijen pomoéu filtriranja akusti¢nih

talasa u dobro poznatom sistemu stisljivih Navier-Stokes-ovih jednacina. Uz pretpo-
stavku da je Mach-ov broj veoma mali, mozemo asimptotski razviti stisljive Navier
Stokes-ove jednacine u odnosu na Mach-ov broj slicno kao u [3]. Tada ¢e LMNC
odgovarati redu 0 u tom razvoju.
Sistem LMNC se sastoji od tri veoma povezane jednacine razlic¢itog tipa koje za-
jedno sa grani¢nim uslovima odgovaraju okviru naseg rada. Upravo tu se javljaju
matematicke poteskoce jer se uzimaju u obzir realni grani¢ni uslovi za opis jezgra
nuklearnog reaktora.

V-u= ﬁ(h:p*)q)*
Dx
p(h, p)[0ch +uw - Vh] = ,
p(h,p)Ou+ (u-V)u)]+ VP -V - [,u(Vu + VTu) +n(V - u)Id} = p(h,p.)g,

(2.1)
gde su h, P entlpija i dinamicki pritisak,respektivno. u je vektor brzine, sa p(h, p.)
oznac¢avamo gustinu fluida, g je gravitaciono polje, ¢ je brzina zvuka, g je koeficijent
stisljivosti povezan sa p preko konstitutivne jednacine, p i ) su koeficijenti viskozno-
sti.

Osnovna posledica ovog pristupa sa niskim Mach-ovim brojem je da model
dat sa dva polja pritiska.

Termodinamicki pritisak p, koji je deo konstitutivne jednacine predstavlja prosecan
pritisak (konstantan u vremenu i prostoru) unutar jezgra. Dinamican pritisak P
koji se pojavljuje u momentnoj jednacini se moze smatrati perturbacijom oko p,.
Do ove dekompozicija pritiska dolazi usled filtriranje akusti¢nih talasa koji vise nisu
ukljuceni u LMNC sistem.

Spomenuli smo da model vazi samo pod pretpostavkom da pritisak p, ne zavisi
od vremena.

Za zatvaranje sistema potrebna je dodatna jednacina, odnosno konstitutivna jedna-

10
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¢ina koja povezuje termodinamicke promenljive. Posmatramo konstitutivnu jedna-
¢inu datu slede¢im oblikom

D+ 1
a,h,p) = : 2.2
plevp.) Bla, p) h — q(a, p.) (2:2)
gde su
D Dx + 7?9 D« + 7?l
Ba,p* = , RCY,]?* =a————+ (1 — —,
( ) R(a,p*)Cp(a,p*) ( ) (7g - 1)Cvg ( )(’Yl - 1)Cvl
~ = =~ = CkR(Lp*)
x) — y Px v, 1- y Px vl yPx) =

Cpla, ps) = p(a, pi)VgCogt(1—p(a, ps))NiCul o, pi) Rio.p)
(2.3)

Model koristen u prethodnim studijama baziran je na pretpostavci o meha-
nickom i termodinamickom ekvilibrijumu izmedu faza. Ovo znaci da se za faze
pretpostavlja da se pomeraju istom brzinom i pretpostavlja se da su isparavanje,
kondenzacija i transfer toplote trenutni. Fluid moze biti u fazi tecnosti, mesavine
ili pare. Sa sistem od tri jednacine bismo mogli da opisemo dvo-fazni tok medjutim
bilo bi neophodno da koristimo mnogo konstitutivnih jednacina.

Pokusa¢emo da se fokusiramo na drugaciji fenomen time Sto ¢emo dozvoliti nee-
kvilibrijum. Jedna od prednosti takvog modela je ta Sto u model nema efekata
termalne provodljivosti i opravdan je za male varijacije pritiska. Neekvilibrijum
podrazumeva da u obzir moramo uzeti jos jednu jednacinu, kako bismo se suocili sa
novim stepenom slobode. U skladu sa tim, posmatrac¢emo jednacinu zapreminskog
udela «. Zapreminski udeo « € [0, 1] predstavlja nacin na koji se mesaju dva fluida.
U nastavku se bavimo slede¢im sistemom jednacina.

da+u-Va=1i(a—a)
Op+V-(pu)=0

V .y = 8%
Px

p(Ou+ (u-V)u)+ VP -V - o(u) = pg,

(2.4)

gldejeae[0,1],geR* &, >0,p, >0ie>0sudatiip>0in>0su viskozni
koeficijenti.

Mozemo primetiti da na desnoj strani jednacine o zapreminskom udelu imamo
relaksacioni ¢lan koji modelira transfer od jednog fluida do drugog. Ako je relaksa-
cioni ¢lan razli¢it od nule mozemo da zaklju¢imo da je moguce modelirati transfer
fluida do drugog ili transfer faze od tecnosti do pare. Zaista u protoku dva fluida
opisujemo dve faze istog fluida. U ovom slucaju, relaksacioni ¢lan & podrazumeva
fizicku promenu faze. S’ druge strane, ako je relaksacioni ¢lan jednak nuli, samo sa
promenom ubrizgavanja fluida promeni¢emo i prirodu fluida. Ovo znaci da oceku-
jemo da ¢emo se vratiti u polozaj ravnoteze.
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Ova master teza je predstavljena kroz nekoliko poglavlja na sledeé¢i nacin:

U Poglavlju[I] je dat kratak pregled svih definicija i teorema koje su koristene u ovoj
tezi.

U prvom delu Poglavlja uvodimo 4-LMNC model. Cilj ovog rada je pokazati da
je sistem 4-jednacine dobro-definisan, tj. da resenje postoji i da je ono jedinstveno
u kratkom vremenskom periodu. U Poglavlju 3 uvedena je nova dekompozicija si-
stema zvana Hodge-ova dekompozicija. Ovo je uradeno kako bi se lakse suocili sa
specificnim grani¢nim uslovima. Ova metoda se ¢esto upotrebljava u tretiranju di-
ferencijalnih jednacina. U Poglavlju 4 data je glavna ideja ove master teze. Ova
ideja se sastoji u konstruisanju resenja nelinearnog sistema PDJ . Zatim, line-
arizujemo model i posmatramo niz Picard-ovih iteracija koji zadovoljava sledece

Oyt k. Vaktt = %(d — okt
Op 1t + V- <pk+1uk> —0

V . uk+1 — ﬁ(ak)é*
D=

(2.5)

Dokaz se u velikoj meri oslanja na koristenje ocene energije razli¢itih jednacina,
uz konstantnu brigu da sto bolje odredimo regularnost proizvoda c¢lanova, kako bi
Sto preciiznije mogli primeniti funkcionalne nejednakosti. Sve ovo radimo da bismo
dokazali da je niz ograni¢en u odgovaraju¢em funkcionalnom prostoru i konvergen-
tan u vecem.

Ovde je neophodno voditi ra¢una ne samo da ispostujemo matematicka ogranicenja
(i.e regularnost), ve¢ i fizicke pretpostavke (pozitivnost termodinamickih promen-
ljivih, pripadanje zapreminskog udela intervalu [0,1], ...). O ovome ¢e biti rec¢i u
Poglavlju [5

2.1 4-LMNC Model

U ovom radu ¢emo primeniti nekoliko razli¢itih teorijskih pristupa u cilju tretira-
nja razli¢itih jednacina sistema (2.5). (transportna jednacina, jednacina elipticnog
ogranicenja (brzine) i linearizovana nestisljiva Navier-Stokes-ova jednac¢ina. Resenja
su predstavljena u 2D slucaju.

Model 4-LMNC je definisan na pravougaoniku. Da bi problem bio dobro-definisan
moramo nametnuti odredene hipoteze na date grani¢ne uslove

Domen.
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e =0, Ls] x {0}
Q=1[0,Ls] x [0, Ly] sa { T = ({0} x [0, Ly]) U ({Lz} < [0, Ly])
Fs = [07 LIE] X {Ly}

Granicni uslovi.

e OnI'.:
u:ue:((),ve), P = Pe;
za neko v, > 01 p. > 0.

e On I')y;:
u-n =0, o(un-T=0,

gde su v i 7 jedini¢ni normalni vektor i neki jedini¢ni tangentni vektor na
granici.

e Na l',:
o(un —Pn =0.

Uvodimo jos jedan grani¢ni uslov na I'y:

z— ||

1
o(un —Pn— —p(u-n)” =0, where 2~ = 5

2
Napomena 2.1.1 Zbog lakseg citanja master teze uvodimo notaciju: Granic¢ni
uslovi zajedno sa poslednjim grani¢nim uslovom postavljenim na izlazu bice od saa
nazivani 'movim', a prve uvedene grani¢ne uslove ¢emo nazivati stari'.

Kasnije ¢e biti pojasnjeno uvodenje "novog'grani¢nog uslova.

Napomena 2.1.2 (Divergencija Kosijevog naponskog tenzora) Oznaci¢emo
sa o linearizovani Kosijev naponski tenzor koji je pod pretpostavkom linearne ela-
sticnosti dat kao:

o(u) = p(Vu+ Vu') +n(V - u)Zy,

gde su p i n Lamé-ovi koeficijenti, respektivno. Primenom operatora divergencije i
koriste¢i 2uu 4+ 3n = 0 lako se dobije

V.o(u) =V (u(Vu+Vu')) + V-0V - u)y)
= puAu + ;MV(V cu) + Vu(Vu + Vu' — ?}(V -u))

Mozemo primetiti da se jednacina moze pojednostaviti biranjem p = const.

1
V.o(u) =plu+ guV(V -u)
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Y Y y

iy

=g
w,ov,0w)=(0, De,0)

(a) Domain 0 (b) Domain €? (¢) Domain €2°

Slika 2.1: Domen Q% d € {1,2} i grani¢ni uslovi primenjeni na Lmnc model

Pretpostavke modela.
S’ obzirom da posmatramo jezgro nuklearnog reaktora, moramo osigurati da je pro-
blem dobro postavljen i da ima fizicko znacenje, pa ¢emo nametnuti nekoliko pret-
postavki:

e &(t,x) je nenegativna za sve (t,x) € [0,7] %[0, L] x [0, L,]. Ova pretpostavka
podrazumeva da se proucava nuklearno jezgro gde se ohladena te¢nost zagreva;

o u-n(t,r) >0zasve (t,z) € [0,T] x [0, L,] x {L,}. Ova pretpostavka karak-
terise da polje brzine ima izlazni tok; Ne postoji Dirichet-ov grani¢ni uslov na
izlazu ['y nuklearnog jezgra. Ovo ukazuje na ¢injenicu da ne postoji silazni tok

na izlazu (fizicki, ovo je zaista slucaj, ako posmatramo da je domen dovoljno
dug);

e v, > 0, ova pretpostavka odgovara nuklearnom reaktoru sa vodom pod pritiskom(PWR-

Power Water Reactor) ili nuklearnom reaktoru sa kljucalom vodom (BWR-

Boiling Water Reactor): gde je tok uzlazni. Tok takode moze biti i silazni

kada posmatramo reaktor koji sluzi za testiranja materijala nuklearnog reak-

tora;

Fluid se ubrizgava na dnu jezgra pri datoj entlpiji h. = h(t,0). p. > 0 pod-
razumeva da je konstitutivna jednacina p(h,p) takva da p(he,p.) moze biti
izvedeno. Stavise, iz fizickog ugla pretpostavljamo da je p(he, i) > 0.

e [ definisana pomocu racionalne funkcije u dole navedenoj teoremi T je
dovoljno glatka funkcija.
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2.2 Konzervacija mase

Tako je konzervativni oblik (2.2.2a),(2.2.2b) vise koristen od ne-konzervativnog,
sistem (2.2.1a), (2.2.1b) je interesantan jer naglasava ¢injenicu da filtriranje aku-
sti¢nih talasa iz sistema pretvara hiperbolicku prirodu stisljivog Navier-Stokes-ovog
sistema (povezanog sa akusti¢nim talasima) u elipti¢no ogranicenje ( brzine) slicnom

u nestisljivom slucaju.

U sledecoj teoremi pokazac¢emo ekvivalenciju ove dve forme.

Teorema 2.2.1

Pod pretpostavkama da su funkcije dovoljno glatke, slede¢e forme su ekvivalentne:

V-u= '8(27’*”*)@* (2.2.1.a) [ Op+V-(pu)=0
pla, b, p)[Och +w - Vh] = @, (2.2.1.b)

Dokaz. Primetimo da je

D«
Q,py) = , sa ([2.3)).
)= Ria )Gyl py B

(=) Prema definicijama (2.2.1.b) i (2.2.1.a) dobija se

)
Dip+ 'V + (pu) = a—Z(Gth+u-Vh)+p(V-u)
:& Zﬁ‘b*

Na osnovu definicije konsttitutivne jednacine ({2.2)) i (2.3)), dobija se sledece

Lop p
“Lpoh R, p.)Cyla, p.)

*

Op+V-(pu)=2e

. . . ‘. . . dp : . fe v .
Na osnovu konstitutivne jednacine (2.2)), izvodenjem 3, 1 koristeci cinjenicu da je x

jednako nuli, dobija se

Op+V-(pu)=0, §tonam daje (2.2.2.a).

Da bismo dobili (2.2.2.b) koristi¢emo definiciju (2.2.1.b) na isti nacin i rezultat koji

je dobijen u (2.2.2.a). Tada imamo
Oy(ph) + 'V - (phu) = 9y(ph) + pdh + ¥V (pu)h + V(hu)p

d
= h(%p + V- (pu)) + p(0sh +u - Vh)

_ 2
=0 P

=,

diph + V - (phu) = @,

(2.2.2.a)
(2.2.2.b)
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Konacno, dobija se
O(ph) + V « (phu) = O,..

(<) Da bismo pokazali drugi deo, potrebno je samo koristiti (2.2.2.b)

how + poth + V(pu)h + (u - Vh)p = O,

Uz pomo¢ (2.2.2.a), dobija se sledece

h(Owp + V - (pu)) + p(Oth +u - Vh) = &,
—_———
=0

Tada dobijamo (2.2.1.b),
o

p
Na osnovu (2.2.1.0) i (2.2.2.a) pokazac¢emo da vazi (2.2.1.a)
0 2.2.a
Op+V - (pu) = LAk +u-Vh) + p(V -u) “E 0
Iz prethodnih proracuna moguce je videti
1 0p
cu) = -, — -
p(V - u) 2 oh

Na osnovu konstitutivne jednacine ([2.3)), moze se videti

Lo _ B
p2oh  p.
Konacno, dobija se (2.2.1.a)
V U = ®*7B(C¥’p*) .
Ds

1 ovim zavrsavamo dokaz.

16

]

Jednacina momenta je jako povezana sa ostale dve jednacine u dve i tri dimenzije,
suprotno sluc¢aju u 1D. Stoga je ovde moramo uzeti u obzir bilo u konzervativnoj ili

nekonzervativnoj formi.

Teorema 2.2.2

plou+ (u-V)u|+ VP -V .0 =pg je ekvivalentna sa

O(pu) + V- (pu@u)+ VP -V .o(u) = pg.
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Dokaz. Primetimo da je dovoljno pokazati da je
plou + (u - V)u] = 0(pu) + V - (pu @ u)

Ispisivanjem desne strane prethodne jednakosti u drugacijem obliku i koristec¢i osnovne
diferencijalne identitete date u Apendix-u dobijamo

ud;p + poyu + V - (p’u,ut) = ud;p + poyu + u'V(pu) + puV(u')
=p(Ou+u-Vu) +u(0p+ V- (pu))
N—_—— —————
=0

Mozemo koristiti jednacinu (2.2.1.a) iz prethodne teoreme kako bismo dobii

uop + poyu + V - (p’u,ut> =p(Ou+ (u-V)u).
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Hodge-ova dekompozicija

Helmholtz-Hodge-ova dekompozicija(takode poznata kao Leray-ova dekompozi-
cija) vektorskog polja je jedna od fundamentalnih teorema za tretiranje sistema di-
ferencijalnih jednacina. Ona opisuje metod koji je ¢esto koris¢en u mehanici fluida
kako bi se uradila dekompozicija bilo kog vektora brzine na nestisljivu komponentu
i vektorsko polje. Teorijska podloga se moze pronaci u [boyer].

Ovde, u cilju suocavanja sa specijalnim grani¢nim uslovima, uvodimo navedeno
dekompoziciju.

Lema 3.0.1
Neka je 2 povezana oblast. Tada imamo slede¢u dekompoziciju, zvanu Helmholtz-
Hodge-ova dekompozicija

(LA(Q)* =W a W, (3.1)

gde je

1/\/:{11,6([/2(9))2 ’ Veu=0u-n=0 on FEUFM}

Wt = {u € (L*(Q))? \ 3¢ € HX(Q)9]: u = w}.

Dokaz. Neka je uy = V. Ovo znali uy pripada prostoru W+. Primetimo da je
u = u; + uy. Tada je
U n=Vo-n=u-n.

Zatim imamo

V"Uq:O,

nestisljivo na 2 i tangentno na 0f2. Posmatramo

(uy,us) :/ulugda::/ulv¢dx
Q Q

BIHN(Q) = {¢p € H(Q),t.d. ¢ =0naT,}

18
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Koristedi diferencijalne identitete dobija se

(w1, uz) = /QV  (bwr)dz — /Q OV - u,
Kako je V - u; jednako 0, dobija se

/Qulugdx:/QV-(gbul)dx:/mgzﬁul-n:&

Ovim smo dokazali da su W i W+ ortogonalni.

Dokaz u nastavku vazi za u € H'. Za dokaz u L? pogledati u Boyer.[2]

Identiteti.
Neka je dato w € H'(2), i neka je u = w + V¢ dobijeno iz (3.1)), gde je w € W i
¢ € HX Q). ¢ je reSenje od
Ao =V -u, in €,
Vo-n=u-n, on I' Ul
¢ =0, on [.
Tada w = u — V¢. Lako je pokazati da
o(w) = pu(Vw + Vw?), o (Vo) =2uHesso + nA¢Zy.
Mozemo reformulisati nas sistem jednacina.
da+u-Va=1(a-a)
Op+ V- (pu)=0
N = 22
V.-w=0
p(Ow + (u- V)w) + VP =V - o(w) = pg — [p(0;Vd + (u- V)V¢) + (2u + 1) AV ¢,
(3.2)

gde je u = w 4+ V¢ dato sa slede¢im grani¢nim uslovima

e Na I',:
w-n =0, w-T=-Vo¢-T, Vo -n = —u,, P = Pes o = Q;
e Na I'y,;:
w-n =0, Vo -n=0, o(w)n -t = —-2u(Hessp)n - t;

e Na I',:
0.

o(w)n = (P —nlA¢)n —2u(Hessp)n, 0

Ovde ¢emo takode zapisati "novi'granic¢ni uslov

o(w)n +o(Vo)n — Pn — ;p((w + Vo) -n)” =0.
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3.1 Lax-Milgram-ova teorema

Lax-Milgram-ova teorema je rezultat do kojeg su dosli Peter Lax i Arthur Mil-
gram, 1954. godine. Ona predstavlja prosirenje Riesz-ove teoreme na bilinearne
forme i obezbeduje egzistenciju i jedinstvenost slabih resenja odredenih parcijalnih
diferencijalnih jednacina. Za dodatnu literaturu pogledati [9].

Teorema 3.1.1 (Lax-Milgram)
Neka je V Hilbert-ov prostor sa normom ||-||;, i neka je skalarni proizvod (-,-)y i
pretpostavimo da je a bilinearna forma i da je L linearna funkcionela tako da je

e a je ogranicena, tako da 3K > 0 takvo da je |a(u,v)| < K||ul|||v||, Vz,y € H
e a je koercivna, tako da v > 0 takvo da je a(v,v) > v||z||>, Vv e H, i

e L je neprekidna, tako da 3\ € R takvo da je |L(v)| < Aljvl|y,, Vv € V.

Tada postoji jedinstvena funkcija v € V' takva da je a(u,v) = L(v), Yov e V.

U nastavku ¢e biti pokazano da su svi uslovi Lax-Milgram-ove teoreme za Poa-
sonovu jednacinu sa navedenim grani¢nim uslovima zadovoljeni.

Ap=V.u in

Vo-n=u-n in I',Uy (3.3)

=0 in I}

V,={veH ,v=g on Ty}
Moramo naglasiti da je Vi Banach-ov prostor na kome se definise norma na sledeci
nacin ||V f||2q-
Uzmimo funkciju v € V5. Mnozenjen prve jednacine u (3.3 sa v i integracijom nad
() dobija se
Jo V- (Vo)vdr = [V «u - vdz,for all v € V()
fFequat u-n-vds — [oVeo-Vudr = fFequat u-n-vds — [qu-Vuodr

Varijaciona formulacija za (3.3)) je pronaéi ¢ € V; takvo da:
Joa V¢ -Vudr = [qu- Vudz

Stoga ¢e Lax-Milgram teorema biti primenjena na slede¢u bilinearnu formu i linearnu
funkcionelu

a(op,v) = [ Vo - Vode, a(-,-): Vo(2) x H(2) - R
L(v) = [qu- Vvdz.



GLAVA 3. HODGE-OVA DEKOMPOZICIJA 21

Koristi se Cauchy-Schwarz-ova nejednakost (1.1]) i Poincaré-ova nejednakost ((1.3.7)
da bi se dokazala ogranicenost i koercivnost.

a9, )| = | [ Vo Voda| < ([ IV6H([ IVoP)} = V6] x| V00

(ogranicenost)
a(v,0) = [ (Vo) dw > vz v > 0
(koercivnost)
Konac¢no, funkcionela L je neprekidna, s obzirom da
(L) < lull 2Vl 2,
Sto znac¢i da mozemo da uzmemo A = ||u||;» pod uslovom da pretpostavimo da je

u € L*(Q).
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Glavna teorema i struktura dokaza

4.1 Opsti pristup

Za dati problem PDJ kazemo da je dobro definisan ako su zadovoljena sledeca
tri uslova:

e problem ima resenje;
e resenje je jedinstveno;

e reSenje neprekidno zavisi od podataka datih u problemu tj. pocetnih i granic-
nih uslova.

Ponekad je tesko zadovoljiti neke od ovih uslova, s’ obzirom na specificne uslove
za dati problem i takode postoje mnogi sistemi PDJ od kojih se ne moze ocekivati
jedinstvenost ili postojanje resenja.

Dokazivanje dobre-definisanosti 4-LMNC sistema glavna je tema ovog rada. U
ovom poglavlju ¢emo dati ideju za postizanje dobre-definisanosti. Ispitiva¢emo po-
stojanje u kratkom vremenskom intervalu [0, 7]. Teorema bi trebalo da nam obez-
bedi postojanje i jedinstvenost na gore pomenutom intervalu. Neka je s takav da
je s = so+ 1, gde je sg = LgJ + 1 i d je dimenzija prostora. Kako ¢emo se mi
usredsrediti na dimenziju 2, od sada vazi so = 2 1 s > 3. Metod koristen u dokazu
sastoji se iz 3 koraka:

o Nulti korak je linearizacija 4-LMNC sistema . Koristi se standardna teh-
nika : konstruisemo niz Picard-ovih iteracija kao Sto je navedeno u uvodu.
Iteracije bi trebalo da konvergiraju ka resenju nelinearnog problema. Mo-
zemo videti da je nas sistem veoma povezan. Prema tome, posmatra¢emo
svaku jednacinu zasebno, tj. difuzno-advekcionu, elipti¢nu, nestisljivu Na-
vier Stokes-ovu. Pokazac¢emo dobru-definisanost svake jednacine pojedinacno.
Dati su sledeéi koraci:

22
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e Pruvi korak podrazumeva kombinaciju sredstava za dobijanje odgovarajucih
ocena energije. Sa odgovaraju¢im ocenama pokazujemo postojanje reSenja
svake jednacine pojedinac¢no u odgovaraju¢em prostoru.

e Drugi korak se sastoji od tri koraka:

— Prvi korak podrazumeva da je niz Picard-ovih iteracija uniformno ogra-
ni¢en u nizem prostoru;

— Drugi korak je pokazivanje kontrakcije Picard-ovih iteracija u slaboj normi
koristeci rezultate iz prvog koraka.
Kako se ovi rezultati oslanjaju na primenu Gronwall-ove leme stoga do-
bijamo postojanje u kona¢nom vremenu za regularne podatke;

— Tredi korak je pokazivanje konvergencije niza u nekom smislu ka resenju
sistema LMNC system.

e Konacno, treci korak je pokazivanje jedinstvenosti. Gde jedinstvenost poka-
zujemo kontradikcijom. Pretpostavimo da postoje dva resenja i pokazujemo
da je njihova razlika jednaka nuli.

4.2 Iterativni sistem

Kao sto smo rekli u prethodnom poglavlju ovde konstruiSemo resenje sistema
. Kroz sledecu iterativnu Semu posmatra¢emo svaku od ovih jednacina pojedi-
nacno.

Zaista, podrazumevajuéi ocene energije izvedene iz jednacina sistema, moramo uve-
sti sledece prostore:

o Wor(Q) = C%([0,T], L(2)) N L=([0, T], Hy());
o X7 (Q) =Wer ()N L([0, T], Hesa ()

Za svako k obezbedi¢emo da Picard-ova procedura radi:

Prvo, pretpostavimo da u* € X3 7(Q). Iz

Racdunanje o', ot +uk - Vot = L@ — oF ),

1

Racunanje pF*!. Ot + V. (pk+1uk) =0,
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imamo

"t e Wy (), aF e X ().
or

pPeWsT(Q), P e X7 ().
Then 6(0/“) S W57T(Q) ili ﬁ(Oék) S X27T(Q).

Racunanje potencijala V¢**!.

B(a")d,
D+ ‘

A¢k’+1 —

Tada ¢" € X, 7(Q).
Racunanje nestisljivog vektora brzine i pritiska.

V - wbtl =0,
pk(atwk+1 4 (ukz . V),wk—i-l) 4 VPk—H -V o.(wk—H) —
prg — [pH OV + (uf - V)V + (2u+ n) AV,
(4.2)
Tada w'le Xy 7(Q) i Pl e X 7(Q)
Stoga smo ovim obezbedili postojanje svakog ¢lana Picard-ove iteracije.

Zatim, je potrebno obezbediti uniformnu ogranicenost niza (u*,ak, p*, P*) u od-
nosu na k-tu iteraciju. Iz ovoga dobijamo slabu- x konvergenciju podniza.

Potom, je potrebno videti kontrakciju niza u nekoj normi koja ¢e nam obezbediti
jaku konvergenciju.

Konacno, pokaza¢emo da granica zadovoljava 4-LMNC model.

4.3 Glavna teorema

U narednom poglavlju dajemo delimi¢ne odgovore za dobru-definisanost svake
pojedinacne jednacine sistema. Medutim, pre toga u ovom poglavlju dajemo glavnu
teoremu ovog rada koja se zasniva na dobroj-definisanosti 4-LMNC modela za speci-
ficne grani¢ne uslove.

Teorema 4.3.1

Neka je s takav da s > so + 2, gde je so = [4] 4+ 1 i d je dimenzija prostora. Ako
pretpostavimo da su pg € L°(H2), ag € L (H2)NLA(H2), wy € L (H2)NLZ(HY).
Tada postoji vreme T > 0 za koje postoji jedinstveno klasi¢no resenje (p, o, u, VP)
4-LMNC modela takvo da vazi
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o p € L¥(H}),
o € L*(H7) N Li(Hy),
o uc L¥(H})N L(H,),

o VP c L¥(H)).

25
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Rad i proracuni jednacina sistema

5.1 Postojanje i jedinstvenost jakog resenja trans-
portne jednacine sa promenljivom funkcijom

f

Model.
Jednacine (2.4a) i (2.4b) date su
AY +u-VY +cY =f xe
Y(t,z,0) =Y.(t,x), x€][0,L,] (5.1)
Y(0,2) =Yy(x), ze€Q,
za neki vektor brzine w koji zadovoljava grani¢ne uslove date u Poglavlju 4-LMNC]

[Model|i pozitivne funkcije c i f.

Primetimo da su tada jednacine date sa:

a(t,r)

° Y:Oé:>C(t,a}):%7f<taw): c

oV =p=ct,x) =% f(t,@) = 0.

U nastavku rada bice koristena dobro poznata Metoda karakteristika. Ova metoda
podrazumeva konstrukciju karakteristicne krive duz koje se PDJ moze svesti na

Obi¢nu diferencijalnu jednacinu (ODJ).
Neka je x(7;t, ) pozicija u vremenu 7 Cestice koja se nalazi na poziciji  u vremenu
t, koja deluje brzinom w i definisa¢emo karakteristicni tok y kao resenje Obicne

diferencijalne jednacine:

T

dx t.x) =u 7,1,
{ (71t ) (t, x(7;t, ), (5.2)
x(tt,x) =

26
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Pod pretpostavkom da je funkcija w dovoljno glatka, (7,¢,x) — x(7;t, @) je ne-
prekidna funkcija u odnosu na svaku promenljivu.

Neka je data funkcija 1, i neka je ¢, = ¥(7, x(7;t,x)), tako da je jednacina ([5.1))
data sa:

+Ctm}/tm ftm (53)

Uvodi se particija Q = Qq(t) U Qe(t) na slededi nacin
Qo(t) ={x € Q| V7 €[0,4], x(7:t, ) € Q},
Qu(t) ={x € Q| 3t*(t,x) : Vr € [t*(t,x),t], x(7;t,x) € Q@ and x(t*(¢t,x);t, x) €
r.}.
U opstem slucaju, dokle god x(7;t,x) € Q, integracijom jednacine ([5.2)) dobija se

~ t_ t . .
Y(t’ Qj) = }/;7;1;67 f-r Ct,z(S)dS + / ftﬂ;(s)ei fs Ct@(s )dS dS.

Sledi
Yt @) = Yo(x(0; ¢, x)e” Jo ste)ds JE fra(s)e” A Crals)ds g if & € Qy(t)
Yot x(t55t, @)e S feslds gt B (ye [Las i g it g e (1)
(5.4)
Lema 5.1.1

Posledice resavanja ODJ ((5.4)) su:

e ako a(t,x) € [0,1], ap(x

) €10,1] i ae(t,z) € [0,1], onda « zadovoljava princip
maksimuma, i.e a(t,x) € [0,

[0, 1];
e ako po(x) > 01 pe(t, ) € [0,1] > 0, onda p(t,x) > 0. Stavise, p je opadajuca

duz karakteristi¢ne krive.

S obzirom na izvedeni eksplicitni izraz (5.4) dalje je od interesa provera regular-
nosti resenja.

Teorema 5.1.2
Dato je w € C7, N L*(C}). Karakteristicna kriva x je C' funkcija u odnosu na sve
tri promenljive( 7, ¢, x). Stavise, funkcija t* je takode C' funkcija i

VI = =(Fux2(t"5 1, 7))/ (Osx2(t; 1, 7))

Dokaz Poznato je da je karakteristicna kriva x resenje ODJ (5.2)). Iz T.[1.3.11]i T.
2| sledi da x € C},, it* € C'. S druge strane, iz ¢injenice da je xo(t*;t, ) = 0
i pomoc¢u Teoreme o Implicitnoj Funkeiji [1.3.13] postoji ODJ cije je t* resenje:

Vt* = _(axXQ(t*; t? x))/(asx2<t*7 t? .I'))

[MParticija je napravljena usled grani¢nih uslova datih u Poglavlju
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Primetimo da je Osx2(t*;t, 2) = ve(t*, x1(t*;t,x)). Tada se v, moze smatrati kon-
stantnim zarad jednostavnosti. Stoga je 0,t* iste regularnosti kao i desna strana
jednacine 0, x2(t*;t, x). O

Vazno je naznaciti da se na osnovu prethodnog rezultata moze re¢i da na oba
domena Qq i Q. postoji eksplicitno reSenje koje je klase C'. 1z [10] :

Teorema 5.1.3

Neka se ograniceni skup 2 sastoji od dva otvorena skupa €2y i 2y takva da je I' =
9 N IQ,. Moguce je pokazati da za svaki deo Qy i Qs postoji slab izvod u L*(Q)
vektorse funkcije klase C! ako i samo ako je normalna komponenta neprekidna duz
povrsi I

U nastavku pretpostavimo neprekidnost Y i pretpostavimo da su 0,Y i 0,Y
takode neprekidne funkcije. Ovo obezbeduje da rezultat takode bude C* funkcija
na granici. Ali prvo se mora proveriti pod kojim sve uslovima.

Particija €2; ¢e biti posmatrana kao prosto-povezana oblast. Iz teorije Metode
karakteristika [10], t* je vreme za koje karakteristi¢na kriva doseZe granicu z = 0.

Tada
[(t) = 0Q(t) N ON(t) = {z € Q: t*(t,z) = 0}.

U Apendix-u|Detalji za transportnu jednacinulfje objasnjen isti problem na granici
uz dodatne pretpostavke na funkcije i vektor brzine. Kao i uslovi neophodni za
neprekidnost i diferencijabilnost (klasa C*).

U perspektivi dokazivanja postojanja jakog resenja preko konstruisanja Picard-
ovih iteracija, neophodno je dokazati slede¢u teoremu.
Pre toga, potrebne su nam naredne tri leme. Primetimo da se ovde susre¢emo sa
dodatnim potesko¢ama usled c¢injenice da karakteristicna kriva ne moze uéi niti
napustiti domen. Stoga ¢e naredne leme biti date bez dokaza.

Lema 5.1.4
Ako je x € L°(H2), onda je t* € L(H3).

Lema 5.1.5
Ako x € L°(H}), onda ae(t*; x(t*;t,2)) € LFP(H3) 1 pe(t's x(t5t, 7)) € L°(Hy).

Lema 5.1.6
Ako x € LY°(H2), onda B(a) € L°(H2).

Teorema 5.1.7
Neke je w € L°(H2)NLI(HY), c € L°(H?) i neka je funkcija f dovoljno glatka, tada
postoji jedinstveno jako reSenje jednacine (5.1 tako da je Y € L°(H?).

Dokaz. Neka je w € L*(H2) N L(HY) i L € Li°(H?) i neka je 2% jste regular-

nosti kao i funkcija p. Kako bismo odredili regularnost funkcije a.(t*; x(t*;¢, x)),

neophodno je prvo odrediti regularnost funkcije Vt*. Ovo je moguce uraditi pomoéu
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slede¢ih lema: LE.I.4i LEIA
Koristedi rezultat dobijen Metodom karakteristika (5.4)) i lemu L imamo

t t Ay -t t ,
ot 2) = au(t (st a))e J ts . [P AEXELD) e
t* €
To implicira
a(t,z) € L (H3)

Ponavljanjem postupka za izvod drugog i treéeg reda dobijamo D%a(t,z) €
L(H}) i D3a(t,x) € L(L2).

Istim postupkom dobija se i regularnost funkcije p koristenjem prethodnih rezul-

tata i leme LJ5.1.6|

t B(a(s,x(s;t,x)))
pt, ) = po(t, xa (t55 1, x))e Jor TR Rl

To implicira
p(t,x) € L*(H})

Za izvode drugog i treceg reda slicno dobijamo D?*p(t,z) € L¥°(H}) i D3p(t,z) €
L*(L2). Ovim je zavrSen dokaz teoreme. O

Napomena 5.1.8 Primetimo da su svi rezultati dati uz pretpostavku da je funkcija
x dovoljno glatka. Kako je pokazano samo da je y € C! jedina stvar koju je dalje
moguce pokazati pomocu teoreme TJ1.3.14|je da su funkcije p, o, ae, pe, B(a) klase
Cl.

5.1.1 Ocena energije nizeg reda za p i «

Posmatramo jednacinu (5.1

1
da+u-Va=—-(a—a)

@)

Mnozenjem ove jednacine sa « i integracijom nad {2 dobija se:

1 1
2;7;”@”2 — —/Qa(u-Va)d$~l—/QaE(54—a) -

o? 1

a; 2 L
— ue~n?ds— u'n—ds—i/goz V-udm—i—/ﬂag(a—a)dx (5.5)

T s 2
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Na osnovu nejednakosti Cauchy- Schwarz-a ((1.1)), Young-ove nejednakosti ([1.3.5)) i
pretpostavke date u [ 4-LMNC Modell dobija se

2 1 1
Lol <~ [ e n%ds + Sl gl + ol —
o? 1 o 1, o
< —/ ue - n—-ds + S |ulllal|” + =[le]” + —llaf/[a]
e 2 2 €
o IVeull 1 10 1
< [uenSas e Ve L Doy Liage s

Zatim imamo:

2
1d 2 Qe IV - ull, 1 1 o 1,19
dirllol? < = [ wenSrds 4 (50 4 g O ol + 5 lal
fa géx(t) fOé

Koristicemo Gronwall-ovu lemu ([1.3.1]) kako bismo dobili odgovarajuéu ocenu za «.
t
lol* < e (o] +/0 e 9O full)-

Na isti nac¢in posmatra¢emo jednacinu ([5.1))
Op+V-(pu)=0
op+u-Vp=—pV -u

Mnozeéi prethodnu jednaéinu sa p 1 integraljenjem nad €2, dobija se:

S ol + G Vo, p) = (¥ - p)

Na osnovu nejednakosti Cauchz- Schwartz-a

2 2 1
2dt||'0” = / puV pdx— / p°Veu dr = —/eue-np;ds— N u-n% ds—§/§2p2V-u dx

na osnovu pretpostavki datih u Poglavlju 4-LMNC Model| dobija se

2
P L2
e n—ds+ - V. 5.7
2dt|| ” /Feu n 2 S+ 2||p|| || u”oo ( )

Imamo:

H 17 < / pzd +1HV o 1ol
R — U
2dt p, e My A5y oo P10
——

fp 9;; (t)

Na osnovu Gronwall-ove leme dobijamo odgovaraju¢u ocenu za p.

1ol2 < O (lpol2 + [ e @@ 0)
0
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Kako je eksplicitno resenje (5.4) dobijeno Metodom karakteristika izvodi se ocena
energije H? za o i p. Za a se dobija:

ol < llowe(t*, x5, @) e< || + [[F(2) = F )l

gde funkcija F zadovoljava F(t) — F(t*) = [& w —<(t=5) ds. Tada za p na
slican nac¢in dobijamo:

loll < llpe(t, x(t5 £, )| [[4¢~6O

Y

gde funckija G zadovoljava G(t*) — G(t) = — [~ %wq)*ds.

5.1.2 Kontrakcija za p i «

Posmatra¢emo jaku konvergenciju niza o u slaboj normi. Ovo éemo uraditi
pomocu nejednakosti kontrakcije.

(™ — o) + uFV (T — o) + (uF —uFTHVF = S (o — o)

Ponavljamo isti metod. Mnozeéi prethodnu jednacinu sa o' — o i integracijom
nad €2 dobijamo sledece

k+1 k\2
-« 1
E+1 / u e) —i-*HO/H_I—Oé

I
€

thHO‘

HW H

g e - H + [Vt —u ot o] 5.9
Na osnovu Gronwall-ove leme dobija se

t
e—g(t)ij-‘rl k:H < /
0

t
<l [ 0w
0

Vuk
gde je ¢'(t) = + + % Na isti na¢in pokazujemo konvergenciju niza p*. Imamo

Fub — u” HdT

uk_lHdT,

at(pk+l_pk)+uk(v k+1 Vp )+Vp (u uk 1) _ (pk“—pk)V°uk—pk(V-uk—V-uk—

Mnozeéi prethodnu jednacinu sa pF*! — p* i integracijom nad © dobija se:

o [ T o )

—HW u —uk Y]l - o H+Hp’““—ﬂ (9 -t = v -t (59)

2dt

Y

2
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Preuredivanjem jednacine i deljenjem iste sa H Pt — pkH dobija se

S B AT N A B N B A AT S|

Na osnovu Gronwall-ove leme dobija se sledeée
R e A (e [ A |
< CMHpkH/Ot =90
e

gde je g'(t) = ———5—==

uk’lHdT,

5.2 Resavanje elipticne jednacine

Lema 5.2.1

Kao $to smo ranije videli u se dekompozicijom rastavlja na nestisljivu komponentu i
vektorsko polje, u = w+ V¢. Stoga, ako nam je poznato da jeu € L°(H2)NLZ(HY),
moze se pokazati da je ¢ € L°(Hz) N LZ(H?).

Napomena 5.2.2 Primetimo da ako imamo potencijalno vektorsko polje, tj. u =
V¢, znamo da resenje sigurno postoji.

Neka je data funkcija ® € C*°([0, +o0]) i § € C*(0,1), tada za elipti¢nu jedna-
¢inu
Ap = &7
Vo -n=-v, on I,
ng -n=0 on Flah
p=0 on T,

postoji jedinstveno reSenje. Mnozeéi jednac¢inu (5.10) sa ¢ i integracijom nad
dobijamo sledece:

(5.10)

| 266 dr=

Parcijalna integracija, nejednakost Cauchy-Schwarz-a i grani¢ni uslovi nam daju :

/F6¢V¢.nd5—/ﬂv¢2dx_/ﬂ¢.5](§)q)
B(@)

2
IVl < - o s+ inllol|

Na osnovu nejednakosti Poincaré-Writinger-a ||¢|| < C(s, Q) ||V dobija se
————

Cpw

V6l <~ [ 6 v ds + Co 1500 22
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Koriste¢i Young-ovu nejednakost i preuredivanjem ¢lanova u jednacini dobija se

|<1>| ||V<25||2 B(a)
2 D«

Vol <7~ [ 6w ds + o )

Cpw @
< - eds+ ——C
c, /r ¢ ve ds+ 5-Cs)
Primenom teoreme o tragu TJ1.2.3| dobijamo

2/

IVol* < =5 (=vellélly + —-C)
Cs

Kako bismo pokazali da ¢ € L°(HZ}) N LZ(H?2) bi¢e nam potrebne ocene viseg reda.
Lema 5.2.3

DF(A@) = A(DFg). (5.11)
Na osnovu leme L[5.2.3l
A(DH) = DR

Ponovo, mnoZenjem jednacine (5.11)) sa D*¢ i integracijom nad € dobija se

[voro], < Dol o252

I

koristenjem parcijalne integracije i nejednakosti Cauchy-Schwarz-a (1.1)). Primenom
granic¢nih uslova viseg reda iz (5.10]) u nastavku izvodenja dokaza nemamo problema
sa parcijalnom integracijom na granici.

Sumiranjem nejednakosti po multi indexu k, gde je duzina |k| = n dobijamo

pla)®.

*

Vo] <

n

Kako nam je regularnost funckije S(a) poznata samo iz leme LJ5.1.6 jedino Sto
mozemo zakljuciti iz ovog dela je da je i regularnost funkcije ¢ takode ¢ € L¥°(H2).

Napomena 5.2.4 Kako smo ve¢ napomenuli da kada je a € L°(H?) tada znamo
da je funkcija ¢ u istom funkcionalnom prostoru. Stoga moramo pretpostaviti da je
funkcija o dovoljno glatka kako bismo dobili ¢ € L{°(H2) N L?(H?).

5.3 Resavanje linearizovane nestisljive Navier-Stokes-
ove jednacine

Primetimo da jednacinu (3.2)) moZemo preformulisati na slede¢i nacin

p(Ow + (u- V)w) + VP — pAw = pg — [p(O,V + (u - V)V¢) — (2u + 1) AV



GLAVA 5. RAD I PRORACUNI JEDNACINA SISTEMA 34

V.w=0.
Takode jednac¢inu momenta mozemo zapisati

0+ (1w V) +2 7 =V () = 9= OV 9+ (u-V)Va) 5 V-0(T) (5.12)

Neka su (-,-) and x :: * skalarni proizvodi vektora na R?* i My(R), respektivno.
Mnozeéi jednacinu momenta ([5.12)) sa w i integracijom nad €2 dobijamo sledeée

1d, . lw|? P P 1 ysl, 1
I N YA SO R e O]

—/Q [(g,w) —(0,Vo,w) — ((Hessp)u, w) — ;U(qu)) o Vw+ ;(U(ng)Vp, w)] dx

1 1
(o(w)n, w) + ;(a(ngS)n, w)] ds

S
2
|
S
|
g
€
s
+
|

2
|w]

2
1 1
= / —M(ue,n>+f(0'(w)n,w)—i——(a'(VqS)n,w} ds—/ w—(u,n)ds
e 2 Pe Pe r, 2
(5.13)
gd¢| smo koristili dekompoziciju na sledeéi na¢in w = (w,n)n + (w,7)7 i gde su

koristeni grani¢ni uslovi iz Poglavlja|Hodge-ova dekompozicijal . Tokom proracuna
susreli smo se sa poteskoc¢om da kontroliSemo ¢lan na granici I',

(o(w)n,w) = pud1pdrw,.

Problem proizilazi iz ¢injenice da ovaj c¢lan nije dat kao ulazni parametar niti je
nula. Stoga, bi jedini nacin kontrole bio primena teoreme o tragu TJ[1.2.3] sto bi
dalje vodilo do sledece ocene ||w]| ;2. Ovo nije dovoljno da zatvorimo ocenu i imamo
potpunu kontrolu.

Vrati¢emo se na pocetak i pokusacemo da pristupimo ovom problemu iz drugog
ugla. Umesto posmatranja jednacine po funkciji w koju smo dobili pomocéu gore
pomenute Hodge-ove dekompozicije, posmatra se sledec¢e

1 1
Ou+ (u-V)u+ ;VP - ;V co(u) =g. (5.14)

Mnozenjem ([5.14]) sa w i integracijom nad 2 zaklju¢ujemo da sa Starim"grani¢nim

[8] Ovde koristimo ¢injenicu da je Vw ~ o(w)
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uslovima i dalje postoji problem kontrolisanja pojedinih ¢lanova na granici I'y:

il s fruntgas - [ 159w
+/un77ds—/PV (1 )d:c
—/ua nds—i—/ Vuda::/ﬂugd:c (5.15)

Tada koristec¢i osobinu simetri¢nosti vektora Vu moze se pokazati da je o(u) :: V(u)
jednako sa o (u) :: D(u)2l,

Sto je dalje jednako u|D(w)|* +n(V - u)?, gde je n < 0. Primetimo da su sada oba
clana pod kontrolom gde je kontrola prvog c¢lan Posledica Korn-ove nejednakosti
11.5.0l

Na granici I';,i € {e, lat, s} dobijamo sledece ¢lanove

31 2 2 1 1 3
e +*’Ue73]d5—/ Ug 4 +usg L +ug—P——[u1012+us (90— = (O1us +02us)] | ds
p , 2 2 P p 2

re[ 2
(5.16)
Sve ¢lanove na granici ['. moguce je kontolisati pomocu teoreme o tragu T|1.2.3]
Kao sto smo ve¢ napomenuli problem je zapravo kontrola ¢lanova na granici I'.
Jednacinu na granici I'y ¢emo napisati u vektorskom obliku. Ovo smo uradili
kako bismo pomogli ¢itaocu da lakse uoci primenu "novog'uslova.

ul> 1 1
_ )=l L P z ‘nld
s l(u n) 5 + puP n + pua(u) n|ds

Sada primenjujemo "novi'grani¢ni uslov dat na I'y slede¢im izrazom

o(uyn —Pn — ;p(ﬁ -n)” = 0.

Na osnovu novog uslova i ¢injenice da je (u-nt4+u-n~) = (un)iz"™ = Z_2|Z| <0,
Cauchy-Schwarz-ovu nejednakost (1.1) i Young-ovu nejednakost ([1.3.5) uspevamo
da kontroliSemo svaki ¢lan

gl + @ < £ + el (5.17)

gde je funcklja f data sa [p_ 26 + UeHP“l
Vol 1

SIP+ %||g||2 icje data sa
U cilju dobijanja ocena energije viseg reda posmata se slucaj 0 < |a| = k, i pri-
menjuje se operator D na jednacinu (5.14). Tada se dobija jednacina istog oblika

1 1
8D + (- V)Du + VDR -V o(D%u) = D°G, (5.18)
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gde je
1 1
DG = D%g + [D*,u - V]u — [DY, ;V-]O’(U) + [D, ;V]P.
Primenjujuéi prethodno dobijenu nejednakost ((5.17)) na jednac¢inu ([5.18)) sa slede¢im
grani¢nim uslovima.
Primetimo da se ovde javljaju dve vrste grani¢nih uslova. Oni koji se prirodno
postavljaju iz grani¢nih uslova u redu 0 i one koje moramo sami nametnuti kako

bismo nasli ocenu.

e Na I', imamo

D%u = D%u,,, gde nam je D%u,, poznato.

e Na I',; imamo
D%u-n =0, o(Du)n -1 =0,

gde su n i 7 dati jedini¢ni vektor normale i isti tangentni vektor na granici.

e Na I'; imamo .
o(Du)n —Pn — ip('& -n)” =0.

Dalje vidimo
1d

§%IIDO‘UII2 + o (D u)|* < Cil| D"+

1
o+ IDPYID(V - ul) + (DG D), (5.19)

de ie C; d V-l o
gde je C; dato sa ——=.
Dalje smo zainteresovani za ocenu poslednjeg ¢lana u desnoj strani jednacine ((5.19)).

Prvo koristi¢emo izvod slozene funkcije kako bismo prosirili drugi ¢lan sledeceg izraza

[D*, - Viu=(D*((&- V)u) — @- V(D))
=>" > Dfu;0;D* Pu; — (u-V)D"u,

7 IBI<]al
(0%
= DP(Oyti;) D* P~ (0u;
P PN ECE RO
BLa—eg

Mnozenjem prethodno dobijenog izraza sa D“u i na osnovu Cauchy-Schwarz-ove

nejednakosti ((1.3.4]) i leme LJ1.3.8sa |3] = k — 1 dobija se
(D, @ V)u, D°u) < [ Do Coll Dl sy IDully (5:20)

Za drugi ¢lan D*G koristimo iste osobine kako bismo dobili

1 1
([DQ,EV]P, D%u) < [|D%ul|Cs|| D~ 1DPIl),s- (5.21)

max{k—1,s0}
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Ponavljamo isti postupak i za poslednji ¢lan

1
(0%, ;V']U(U),D“w < [[D%u|[Cy

pl IV-o@l, .. (522

max{k—1,s0}

Ubacujemo nejednakosti ((5.20)), (5.21) i (5.22) u jednacinu (5.19) i time dobijamo
sledece

1d 1 1
51Dl + EIIU(D“'UJ)II2 <UD u|® + foe + S ID PPV - w
N _ 1
+ [ D%ul| CQHDuHmax{k—Lso}||Du||k—1+C3 D= [DPl1-
max{k—1,s0}
1
+ C4||D— IV - o(u)l;_,
maz{k—1,s0}
Sumira¢emo sada nejednakost za sve multi-index-e o € N¢, |a| = k
1d s 1 2 9 1
3 gl + Sl @l < Gillull + fre + 2PV - wllo
_ 1
+ [ull CQHDuHmax{kfl,SO}HDu”kfl + Cs|| D~ IDPl;,—,
maxz{k—1,s0}
1
+ Cy| D- ||V'U(u)||k—1]
p maz{k—1,s0}

Tada mozemo primeniti Young-ovu nejednakost (|1.3.5)) na svaki ¢lan pojedinacno.
Tada dobijamo

1d. o, 1 , 1
5 gl + EHU(U’)”k < fpo + EH’PHkHV “ull,
1 1 1
2 _
+ ||U’Hk Cl + CQHDuHmax{k—l,so} + (703? + 76&) D- +
261 262 P maz{k—1,50}

€1 €2
5II7’IIi +5lV- o(u)li,

Biramo sada ¢, = € = 2;* tako da € + e = p%. Pojednostavi¢emo prethodnu

jednac¢inu mnozenjem sa %

1 d. , 1
L < Pl
Ll + o @)l?) < s+ LIPS -ull,
1 1 )
Ul |+ Col Dy 1.y +97(CF 4 D) D |+ 11
P max{k—1,s0} P

I sada konacno primenom Groénwall-ove leme dobija se

T T
Jul; + e [* e Olor(w)fdr < egm(nuon% / e-9<f>||F||dr)
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2

1
maz{k—1,50}

gde je g(t) = C1 + Col| DUl pppp 1oy + £ (C5 + CE)HDH
PllV -l + 5P

F = fpc +

1
p*

Kao $to je moguce videti u Poglavlju [[terativni sistem|s obzirom da je sistem
veoma povezan moramo istovremeno posmatrati i jednacinu za solenoidno vektorsko
polje i jednacinu za pritisak. Stoga je potrebno i za jednacéinu za pritisak pronadi
ocenu i pokazati kontrakciju.

Sledeca teorema pokazuje jedinstvenost resenja, ali je u navedenoj literaturi doka-
zana samo na torusu. Ovde ¢emo dati teoremu bez dokaza s obzirom na slozenost
grani¢nih uslova.

Lema 5.3.1 (Pretpostavka 2.3, [1])

Neka suwy € H®, f € H" % ue H"',pe H" ' p, € [0,1] i p > 0. Pretpostavka
$s250+2,V-wy=01ip. <plt,z) < p%. Tada postoji klasiéno resenje (w,m) €
H*® x H57? za

p(Ow+ (u-V)w) —pAw+Vr+ f=0
V-w=0 (5.23)

w(0,-) = wy

Slede¢a lema ée biti korisna u nalaZenju gornje granice za P*+1.

Lema 5.3.2 (Lema 2.16, [1])
Neka je p € H*(p. < p(z) < pilipe € [0,1]) 1 f € H ([ f(z)de = 0). Tada
postoji jedinstveno resenje za V - (%VP =fe H ' izas>1vazi

H%VPHS < Cana(s, D fll,,

IVPl, < Cena(s, d, p, p)llof -

Ocena za VP!
Koristimo jednacinu 0,u* ! —(ub- V)ur ! — L pAuhtt = —p%VPkH—l—g—p%uV(Z%CI))
i primeni¢emo divergenciju. Koristimo pomo¢ iz dokaza koju smo pronasli u litera-
turi [1].(Lemma 2.17)

V- (- V)APhw) = Viu: VPw + u- V - (VPw) ;tvtuvngw +u-V(V - Pw)
= u: w

V- (LusPw) = pV () APw + £V - (APw) = pV (1) APw

(5.24)
I] dobijamo slede¢u jednacinu
| t, k k1 Lkt ) 1 s
P P pr P P "
fp
(5.25)

[9] Uz Hodge-ovu dekompoziciju uw = w+V¢ definiSemo i ortogonalne projekcije P i Q na sledeéi naéin
Pu=wiQu=V¢
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Znamo da je VPF*1 regenje jednacine (5.25)).

Zelimo da pronademo gornju granicu za resenje jednacine (5.25). Na osvnovu
leme L5.3.2| dobija se

2

1
| Evpkﬂ < Cannll frll2_s
s—2
1 k41 ’ t, k k41 1 k+1 1 fB 1 B ?
TVIP + < Cell,l —V'u" :: Vu + MV*]CA’U, — MV*]CV(**(I)) + TMA(?(I))
g 52 P P p p p s—3
2 2 9 6 2 ) 6 9
< CeuiCur (HV“k [vurt "+ B v o]+ Efvet |ale )
o 2o sSSP lemy P s=H P,
) ) | B 2 o 8 2
< Cell,ch<Huk HukH + L pk’ —®| + ﬂ* K —& )
o swb e lsflpr ol eI st
) ) o B 2 o 8 2
< Cansua ([t o+ o2 o] )+ | 2] )
s—1 s—1 p sl|p i P s||p .
(5.26)

k+1

U nastavku ¢e nam biti potrebna ocena Hu E
s
Pretpostavka je da je s > sy + 3. Postoji Ry > 0 dovoljno veliko tako da za sve
k € N imamo slede¢u ocenu

<R
s—1,T e

o |ut

Pokaza¢emo ovo pomocu rekurzije. Biramo R; tako da
[woll,—y < B

Stroga ¢e nejednakost biti kljuéna u dokazivanju. Pretpostavimo da je ocena tacna
za k-tu iteraciju na intervalu [0, 7], gde reSenje postoji.
Znamo da je u**! resenje sledeée jednacine

k
P,
PO 4 (uh - V)uht) — pAukt = PR 4 phg MV(M)

*

Tada u**! zadovoljava sledeéu ocenu energije

w1+ est0 /Tegm

2 T
i o(uth)| dr < eg<t><||uo||z +/0 eg(T)HFHdT)

Zatim biramo 7 dovoljno malo tako da je HukHH < R;. Kombinovanjem rezultata

dobijenih za pritisak (5.26)) i primenom Gronwall-ove leme dobijamo zeljenu

ocenu za HukHHk
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Primenom leme L na slede¢u jednacinu
V- (LV(PH = Ph)) = —Viuk : VP(wk — wh 1) + uV - (%) AP(w* — wh?)

Dobija se

[ =P, < Curs

< Canel|—

pF(Viu® : VP(w" —wh™1)) + p" ,up V(lnp YAP(w* — w1

s—3

< Cona( ] [7], VPt =]+ Con T AP~
< Caa( Gl o], Pt =] o ] Pt~ )
et (N N Y Y e

< Canen(s, pyd, ) [wh — |

Kako bi se dobila ocena kontrakcije za pritisak, potrebno je primeniti trik koji je dat
u doktorskoj tezi Penel Y.,[1]. Glavna ideja je konstrukcija funkcije koja se sastoji
od svih prethodnih ocena kontrakcija funkcija o, p i w.
Dalje je potrebno dobiti rekurzivni niz sledeéeg oblika

NF = g N1 L 0, N*72 gde je vy + vy < 1.

( Viuk VP(w — wk )-l—,uV (;)Ap(wk_wk—l))

s—3

)



Glava 6

Zakljucak

Ova teza nastala je u saradnji Prirodno-matematickog fakulteta, Univerziteta u
Novom Sadu i Laboratorije MAP5, Univerziteta Paris Descartes, u Parizu.

Model LMNC je predlozen u [3]. Tamo je predstavljen model 3-LMNC za jedno-
fazni protok. U [15] je u obzir uzeta i promena faza. Osim toga, mnogo stvari je
odradeno i u numerickom pogledu ovog modela.

Cilj ovog rada bio je pokazati da je ovaj veoma povezan sistem koji opisuje protok
fluida dobro postavljen, tj. da ima resenje i da je resenje jedinstveno. Ovaj rad se
sastoji od pet poglavlja. U prvom poglavlju dali smo kratak pregled nekih dobro
poznatih rezultata iz funkcionalne analize, kao sto su prostori LP, prostori Soboljeva
i pomo¢ne leme koje se koriste u ovoj tezi.

Drugo poglavlje je posvec¢eno malom uvodu o izvodenju modela, gde smo objasnili
izvodenje sistema i dali specificne grani¢ne uslove koji su prikladni za ovaj model.

U tre¢em poglavlju dali smo osnovno sredstvo za bavljenje diferencijalnim siste-
mima zvano Hodge-ova dekompozicija. I pokazali smo da su uslovi Lax-Milgram-ove
teoreme zadovoljeni.

Poceli smo cetvrto poglavlje sa objasnjenjem i poznatim koracima koji su neop-
hodni za pokazivanje postojanja i jedinstvenosti. Uspostavili smo glavnu teoremu
ovog rada.

Peto poglavlje se sastoji od izracunavanja svake od jednacina sistema. Ovo
poglavlje nam je dalo vazne karakteristike i procene i samim tim predstavlja dokaz
ove teze.

Mnogi problemi javili su se u ovom radu usled slozenosti domena na kome radimo,
i.e.nuklearni reaktor. Za resavanje problema dali smo razli¢ite pristupe: uvodili smo
novu dekompoziciju sistema koji se zove Hodge dekompozicija, uvodili smo nove
granicne uslove itd. Zbog toga je ovaj rad postao interesantniji, dao mi je iskustvo
i jacu matematicku pozadinu. Kako je pet meseci bilo kratko vreme za dublje
istrazivanje o ovoj temi, nadam se da ¢emo nastaviti saradnju.
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Dodatak A

Detalji za transportnu jednacinu

U Poglavlju [Postojanje i jedinstvenost jakog resenja transportne jednacine sal
[promenljivom funkcijom f| uveli smo particiju oblasti 2. Cilj ovog dodatka je pro-
nalazak uslova koji ¢e biti dovoljni za neprekidnost i diferencijabilnost povezanih
oblasti Qy(t) i Q.(t) sa granicom I'(t). Posmatra¢emo dva sluc¢aja u zavisnosti od
brzine

e

1.Vektorsko polje u dato je sa u = (0 . Primetimo da tada jednacina ([5.2))

moze lako biti reSena. ReSavanjem se dobija linearna funkcija y takva da
x(rit,x) = Cu(r — 1) +z,
gde je C, konstanta koja karakterise vrednosti vektora brzine. Posebno,

X1 (7-7 ta .Z') =T

X2(T;t,x) = 29 — v (t — 7).

Posmatramo particiju €2; kao prosto-povezanu oblast. Kao $to smo i ranije napo-
menuli t* je vreme za koje karakteristi¢éna kriva doseze granicu x = 0. Za dodatno
objasnjenje pogladati u [13].

Tada znamo da vazi

T(t) = 80 (t) N ON(t) = {z € Q: *(t. ) = 0}

Stavise .
Yot t,2) =0 = 2y — ve(t — ) = t*(t,x) = t — =2,
Ve

mozemo eksplicitno definisati I'(¢), Q.(¢), Qo(t), cf. Fig. na slededi nacin
[(t) ={x € Q: xo = vet},
Qc(t) ={x e Q:t"(t,x) >0} = {2 < vt}
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Qo(t)

T(t) = {z € Q:x22 = vet}

Slika A.1: Slika domena Q(t) sastavljenog od dva subdomena .(t) i Qo(¢). Ovi
subdomeni razdvojeni su granicom I'(t).

and
Qo(t) ={z € Q:t"(t,z) <0} = {xg > vt}

U nastavku ¢emo traziti uslove potrebne za neprekidnost i diferencijabilnost.
1) U slucaju kada su Yy, Ye, ¢, f konstantne dobija se

1

¢ 1
Y — Ybefct +/ fefc(tfs)ds — ¢t |:YE) o _f} + _f7
s) 0 c c

Qo (

Y

9 t 9 1 1
o —c2 —c(t—s) — o - -
) = Y.e + /t—f—Q fe ds=e [Ye Cf} + Cf.

Dobija se sledec¢i uslov neprekidnosti

I dalje posmatramo slucaj kada su sve funkcije konstantne

Y

= O7
Qo

r2

1
82Y‘Q = v—[—cYe + fle .

U ovom slucaju uslov C* dat je sa

Yo=1f |

C

2) Za drugi slucaj kada imamo da su Yj, Y. konstantne i da ¢, f nisu konstantne
dobija se

t t t ., ,
Y _ Yvoe— fo c(s,x2—tve)ds +/ f(S, Ty — tve)e_ fs c(s’ ,wo—tve)ds dS,
0

Qo(s)
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t t t ., ,
Y o _ Yvee— ft* c(s,x2—tve)ds _'_/ f(S, Ty — tve)e_ fs c(s’ ,wa—tve)ds ds.
els #*

Uslov neprekidnosti u ovom slucaju dat je sa

&

Dakle, imamo
¢ t
82Y‘ = Yoe c(s’mtve)d‘s< - / Dac(s, z9 — tve)ds>
Q ;
t . |
+/ [82f(3,$2 — tve)e” [ els’ w2 —tve)ds ds
0

t o, , t
+ f(s, 29 — tve)e” Jo els wa—tve)ds ( — / [ G tve))],

Y

_ It = , d t 1
o = Yee Ji-z el s( - / ,, Oec(s, 1) + —c(t — x2,$1)>
e tfi

£2 Ve Ve

— [t c(s’,x1)ds’ t L ’
+(‘f<t—””2,x1>e L [@f(s,xl)efs“”l)ds
tfi

Ve

Ve

Uslov C! dat je sa

[—Ye 3 Oac(s,m1)ds + =Yy f§ Oac(s,0)ds = if(O, xl)efot dem) _ L0, 2,)Y, |

Ve

3) Za tredi slucaj kada Yj, Y. nisu konstantni i kada su ¢, f konstantni dobija se

¢ 1 1
= Yy(w1, w3y — tve)e™ + f/ e~ =) ds = Yy (1, 20 — tv)e ™ — — fe ' + = f,
0 c c

Qo(s)

_ x _ ez 1
= Vo= ) ] /ﬂ Vds = Y (=2 e ”e—ffe ot

e

Qe(s)

Tada je uslov neprekidnosti dat sa

)

‘ %(1:1,0) = lfe(ov‘xl)

Dalje, imamo

82Y Q = €7Ct(92Yz](fEl, To — t?)e)

0
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@ 1
_eE[ - Lo - 2y - Svie - 2y + L)

€ Ue ,U(i ,UE €

Y

Qe

A uslov diferencijabilnosti sa

<
Ve

\ aYe(21,0) = —5-0,Ye(0,21) — 2Ye(0,0) + £ |

2. Sada ¢emo posmatrati slucaj kada vektor brzine w nije konstantan. Primetimo
da u tom slucaju ne znamo eksplicitno particiju oblasti Q(t), Qo(t) i I'(t), cf. Fig.
(A2

Qo(t)

Slika A.2: Slika domena €Q(t) sastavljenog od dva subdomena Q.(t) i Q(t). Ovi
subdomeni razdvojeni su granicom I'(t).

Pod pretpostavkom da su Yy, Y., ¢, f konstantne, mozemo primetiti da se dobija
isti rezultat kao i u prvom slucaju za uslov neprekidnosti

YCZ%f-I-e’Ct*(Yo—% )}

Primenjujuci dobijene rezultate na nas slucaj dobijamo sledece.
Kada je vektor brzine konstantan i Y = p dobija se

Po = pe za prva dva slucaja,
po(x(0;t, ) = pe(t, x(t*;t,x)) u trecem slucaju.

i Y = a dobija se
Qg = a, za prvi slucaj,
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t*
e = e (qpe et + / a(s,z) e ("9 ds) za drugi slucaj
0 €

u treéem slucaju ap(x(0;t, x)) = ac(t, x(t*;t, x)).
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Dodatak B

Diferencijalni identiteti

U ovom delu da¢emo pregled korisnih formula i diferencijalnih identiteta.

Gradijent, Divergencija, Rotor, Laplasijan.
Neka je dato glatko vektorsko polje F i neka je f glatka realna funkcija, u R3.

1. Gradijent:
o 0f . of
oz - 8y‘7 * 8zk

2. Divergencija:(F = Fyi + Fyj + Fsk):
0 3} 0

v.r-2r+%p+%F
0, T, T

Vf=

3. Laplasijan:

*f  Pf  O°f
Af= N I
4. Rotor:
i gk
curlFF =10, 0, O,
F, Fy, Fj3

Gauss-ove formule.
U R™ n > 2, neka je:

e () ogranicen glatak domen i v jedini¢ni spoljasnji vektor normale na 0S2;

e u,v su dva vektorska polja klase C*(92);

e .1 su dve realne funkcije klase C*(€2);
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e ds je element povrsine na 0f).

1.JoVudr = [4ou-vds; (Teorema o divergenciji)

2.[oVpdx = [4q v ds
3. folpdr = [,oVe-vds= [5,0,pds

4. oV « F dx =€y YF -vds — [V - F dx (Parcijalna integracija)
S5.JqAp dr = [3q¢0mp ds — [V - Vi dx (Green-ov identitet I)
6.[o(VAY — oY) dx = [50(¢0,¢ — @0, ) ds (Green-ov identitet II)
T.Jqcurlu dr = — [4qou X v ds

8.Jqu - curlvdx = [qv - curlu de — [yo(u X v) - v ds.

Identiteti.

1.V -o(u) = 7A“+VQ(V'”)

20 (uyu- f=1Lu Vu-f)+ f- V(L)

3V - [(u-V]=VIiu:Vo+u-V(V-0v)
4Vuxu=(u-V)u

5.V - (fA) = A(V) + f(V - A), obitno V- (fI;)=Vf
6.V - (Au) = AT : Vu+ (V- AT) -y

7.V -Hess(f) =VAf

8VA(VAuU) =—=-Au+V(V -u)
IVA[(u-Vul = (u-V)(VAu) —[(VAu)-V]u
10.(VAu) Au= (u-V)u— 34

2 2

(u-
11.V - (uowv) = [(Vu) ov]T :: Vo
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in a well-known system of Compatible Navier-Stokes equations. The asymptotic
development of order 0 leads to the LMNC model assuming that the Mach number
is small (M«1). The system consists of three very related equations of different types
of elliptic, transitive and equilibrium momenta (pulses). The LMNC model used
in previous studies is based on the assumption of mechanical and thermodynamic
equilibrium between the phases. This means that it is assumed that the phases move
at the same speed and it is assumed that the vaporization, condensation and heat
transfer are instantaneous. The three equation systems provide a description of the
flow of two fluids, but we must note that it is necessary to have many constituent
equations here. By trying to improve our model we will allow non-evolution. One
of the advantages will be that our model will be without pressure variation and
thermal conductivity. Dealing with non-violet involves confronting a new degree
of freedom, which means that we have to add a transport equation. The volume-
volume equation «, where o € [0, 1] is characterized by the method of mixing two



fluids.

In this Master thesis, the theoretical study of the 4-LMNC model (Low Mach
Nuclear Core) will be presented, whereby another one of the above transport equ-
ation (volume equation) is added to the thermohydraulic system (on the flow rate,
pressure and enthalpy velocity). The aim of this paper is to show that the 4-equation

system is well-defined, i.e. that the solution exists and that it is unique.
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