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Predgovor
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Glava 1

Pregled glavnih definicija i
teorema

U ovom Poglavlju date su osnovne definicije i osobine prostora Soboljeva, koji
imaju opštu ulogu u ovoj tezi. Ovi prostori su definisani preko Lp, tako da su i oni
opisani u prvom delu rada. Svi rezultati ovog poglavlja dati su u literaturi.

1.1 Lp prostori

Označimo sa Ω otvoreni podskup od Rn. Pod merljivom funkcijom podrazume-
vamo ekvivalentnu klasu merljivih funkcija na Ω koji se razlikuju samo na podskupu
mere nula.

Definicija 1.1.1
Neka je 1 < p <∞, p ∈ R. Lp(Ω) je prostor svih merljivih funkcija u : Ω 7−→ R, za
koje važi

∫
Ω |u|

pds <∞.

‖u‖Lp = ‖u‖p =
(∫

Ω
|u|pds

) 1
p

je norma u Lp(Ω) za 1 6 p <∞.

Definicija 1.1.2
L2(Ω) predstavlja prostor integrabilnih funkcija iz Ω u R. U L2 definišemo normu

‖u‖2
L2 =

∫
Ω
|u|2ds.

Napomena 1.1.3 Osim kada ne naznačimo drugačije, norma ‖·‖ predstavljaće L2

normu.

Definicija 1.1.4
L∞(Ω) predstavlja prostor integrabilnih funkcija u : Ω 7−→ R takvih da postoji
konstanta C takva da

|u(x)| 6 C,
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skoro svuda na Ω. U L∞ definišemo normu

‖u‖L∞ = ‖u‖∞ = inf{C : |u(x)| 6 C, skoro svuda na Ω}.

Teorema 1.1.5 (Osobine Lp prostora, [6])

1. Lp(Ω) je vektorski prostor za 1 6 p 6∞.

2. Lp(Ω) je Banahov prostor za 1 6 p 6∞.

3. Lp(Ω) je refleksivan za 1 < p <∞.

4. Lp(Ω) je separabilan za 1 6 p <∞.

Teorema 1.1.6 ([6])
Prostor C∞0 (Rn) je gust u Lp(Rn) za 1 6 p <∞.

Teorema 1.1.7 (Teorema o inkluziji Lp prostora, [6])
Neka je

∫
Ω dx = µ(Ω) <∞ i 1 6 p 6 q 6∞. Ako je u ∈ Lq(Ω) onda u ∈ Lp(Ω) i

‖u‖p 6 µ(Ω)
1
p
− 1
q ‖u‖q,

onda možemo da kažemo da važi sledeće

Lq(Ω) ↪→ Lp(Ω).

Ako je u ∈ L∞(Ω), onda
lim
p→∞
‖u‖p = ‖u‖∞.

Konačno, ako je u ∈ Lp(Ω) za 1 6 p <∞ i ako postoji konstanta K takva da za sve
p važi

‖u‖p 6 K,

onda je u ∈ L∞ i važi
‖u‖∞ 6 K.

1.2 Prostori Soboljeva

U ovom Poglavlju definisaćemo prostore Soboleva u Ω. Za više detalja pogledajte
Robert A. Adams [6].

Neka je dat otvotvoren skup Ω ⊂ Rn, ograničen ili neograničen, i neka je p ∈ R,
1 6 p 6∞.
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Definicija 1.2.1
Neka je m ∈ N i 1 6 p 6∞. U odnosu na normu ‖·‖m,p definišemo

‖u‖m,p =
( ∑

06|α|6m
‖Dαu‖pp

) 1
p

, 1 6 p <∞

‖u‖m,∞ = max
06|α|6m

‖Dαu‖∞,

gde je Dα parcijalni izvod u distributivnom smislu:

Dαu := ∂|α|u

∂xα1
1 ...∂x

αn
n

i α predstavlja multi-index α = (α1, ..., αn), |α| = α1 + ...+ αn.
Definisaćemo prostore Soboljeva na sledeći način

(a) Hm,p(Ω) je kompletiranje prostora u ∈ Cm(Ω) : ‖u‖m,p <∞ u odnosu na normu
‖·‖m,p.

(b) Wm,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω) : Dαu ∈ Lp(Ω), za 0 6 |α| 6 m}.

(c) Wm,p
0 (Ω) je zatvaranje prostora C∞0 (Ω) u prostor Wm,p(Ω).

Za p = 2, definišemo prostor

Hm(Ω) = Wm,2(Ω).

Jasno,važi
W 0,p(Ω) = Lp(Ω), 1 6 p 6∞.

Moguće je pokazati da za svako Ω ⊂ Rn važi

Hm,p(Ω) = Wm,p(Ω).

Teorema 1.2.2 (Osobine prostora Soboljeva, [6])

1. Hm,p(Ω) je separabilan za 1 6 p <∞.

2. Hm,p(Ω) je refleksivan za 1 < p <∞.

3. Hm,p(Ω) je Banahov za 1 6 p 6∞, m ∈ N0.

4. Hm,2(Ω) je Hilbertov prostor, sa skalarnim proizvodom (u, v)m[1] = ∑
06|α|6m(Dαu,Dαv).

Teorema 1.2.3 (Teorema o tragu, [11])
Neka je Ω ograničena i neka je rub ∂Ω klase C1. Tada postoji jedinstveni linearan
operator

T : W 1,p(Ω) 7→ Lp(∂Ω)
takav da

[1](u, v) =
∫

Ω u(x)v(x)dx, je skalarni proizvod uL2(Ω)
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(i) Tu = u|∂Ω ako je u ∈ W 1,p(Ω) ∩ C(Ω̄)
and

(ii) ‖Tu‖Lp(∂Ω) 6 C‖u‖W 1,p(Ω),

za svako u ∈ W 1,p(Ω), postoji konstanta C > 0 koja zavisi samo od p i Ω. Operator
T zove se operator traga i kažemo da je Tu trag funkcije u na ∂Ω.

1.3 Preliminarne leme

Lema 1.3.1 (Grönwall-ova lema)
.

• Neka su f ,g i h tri neprekidne funkcije sa pozitivnom funkcijom g, takve da:

f(t) 6
∫ t

0
g(τ)f(τ)dτ + h(t).

Tada ove tri funkcije zadovoljavaju sledeću nejednakost

f(t) 6 eG(t)
∫ t

0
e−G(τ)g(τ)h(τ)dτ + h(t),

gde je funkcija G primitivna funkcija od g.

• Neka su f , g i h tri neprekidne funkcije sa diferencijabilnom funkcijom f , takve
da:

f ′(t) 6 f(t)g(t) + h(t).
Tada ove tri funkcije zadovoljavaju sledeću nejednakost

f(t) 6 eG(t)(f(0) +
∫ t

0
e−G(τ)h(τ)dτ),

gde sa funkcijom G označavamo primitivnu funkciju od g koja nestaje u 0.

Lema 1.3.2 (Moser-ova nejednakost)
Neka su s1, s2 dva broja takva da je s1 + s2 > s0, gde je s0 = bd2c + 1 i d je
dimenzija prostora. Ako su f ∈ Hs1 i g ∈ Hs2 , onda je fg ∈ Hs3 gde je s3 =
min{s1, s2, s1 + s2 − s0}. Štaviše, tada postoji Cm(s1, s2, d) > 0 takvo da za sve f i
g date u definiciji važi

‖fg‖s3 6 Cm‖f‖s1‖g‖s2
Napomena 1.3.3 f, g ∈ Hk ∩Hs0 :

‖fg‖k 6 CM(max{k, s0}, k, d)‖f‖max{k,s0}‖g‖k.
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Lema 1.3.4 (Hölder-ova nejednakost)
Neka je 1 6 p 6 ∞ i sa q označiti konjugovani eksponent definisan sa q = p

p−1 tj.
1
p

+ 1
q

= 1 i u ∈ Lp(Ω) i v ∈ Lq(Ω), tada uv ∈ L1(Ω) i može se reći
∫

Ω
|u(x)v(x)| dx 6 ‖u‖p‖v‖q.

Za p = q = 2 gore navedena lema se svodi na Cauchy-Schwarz-ovu nejednakost∫
Ω
|u(x)v(x)| dx 6 ‖u‖2‖v‖2.

Lema 1.3.5 (Young-ova nejednakost)
Neka su 1 < p, q <∞, 1

p
+ 1

q
= 1. Tada

αβ 6
αp

p
+ βq

q
(α, β > 0) (1.1)

Lema 1.3.6 (Posledica Korn-ove nejednakosti)
Neka je Ω ograničen i povezan podskup od R2. Štaviše, pretpostavićemo da vektor
brzine u ∈ H1(Ω) nestaje na skupu Γ ⊂ Ω koji je striktno pozitivne mere. Tada
postoji jedinstvena konstanta CK > 0 tako da sledeća nejednakost važi,∫

Ω
D(u)D(u)[2] = ‖D(u)‖2

L2(Ω) > CK‖∇u‖2
L2(Ω).

Lema 1.3.7 (Poincaré’s inequality)
Neka je Ω ograničen otvoren podskup od Rn, tada za 1 6 p < n postoji konstanta
C (zavisi samo od p i Ω) takva da

‖u‖p,Ω 6 C‖∇u‖p,Ω,∀u ∈ W
1,p
0 (Ω).

Lema 1.3.8 (Lemma 2.4, [1])
Za k ∈ N, α ∈ Nd takvo da |α| = k i β ∈ Nd takvo da β 6 α, postoji konstanta
C(|α|, |β|, d) > 0 takva da za sve f ∈ Hmax{k,s0} i g ∈ Hk:∥∥∥DβfDα−βg

∥∥∥ 6 C(|α|, |β|, d)‖f‖max{k,s0}‖g‖k.

Teorema 1.3.9 (Thm. 5.36, [6])
Neka je Ω oblast u Rn takav da zadovoljava Cm-uslov regularnosti[3], i pretpostavimo
da postoji prost (m, p)-operator ekstenzije E za Ω. Takođe pretpostavimo da je
mp < n i p 6 q 6 p∗ = (n−1)p

(n−mp) . Tada

Wm,p(Ω)→ Lq(∂Ω). (1.2)

Ako je mp = n, tada utapanje (1.2) važi za p 6 q <∞.
[2]D(u) = 1

2 (∇u+∇tu)
[3]Pogledaj u Geometric Properties of Domains 4.10, [6]
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Teorema 1.3.10 (Thm. 6.3, [6])
Neka je Ω oblast u Rn. Neka su j > 0 i m > 1 brojevi, i neka je 1 6 p <∞.
Ako Ω zadovoljava jak lokalni Lipšicov uslov[4], onda je sledeće utapanje kompaktno:

W j+m,p(Ω)→ Cj(Ω), (1.3)

ako je mp > n.

Teorema 1.3.11 (Thm. 7.1, [5])
Neka je f ∈ (C,Lip)[5] u oblasti D za (n + 1)−dimenzionalni (t, x)- prostor, i pret-
postavimo da je ψ rešenje od

x′ = f(t, x) (1.4)

na I : a < τ < b. Tada postoji δ > 0 takvo da za bilo koje (t, x) ∈ U , gde je

U : {a < t < b
∣∣∣ |x− ψ(t)| < δ}

postoji jedinstveno rešenje ϕ od (1.4) na I takvo da ϕ(t, t, x) = x. Povrh svega,
ϕ ∈ C na (n+ 2)−dimenzionalnom skupu

V : {a < τ < b
∣∣∣ (t, x) ∈ U}.

Teorema 1.3.12 (Thm. 7.2, [5])
Neka su zadovoljene pretpostavke teoreme T.1.3.11 i pretpostavimo da fx postoji i da
je fx ∈ C na D. Tada ϕ ∈ C1 na V, i dodatno važi detϕ(τ, t, x) = e

∫ τ
t
trfx(s,φ(s,t,x))ds.

Teorema 1.3.13 (Teorema o Implicitnoj Funkciji)
Neka su X ,Y ,Z Banach-ovi prostori, f : X ×Y → Z. Neka je (a, b) ∈ X ×Y takvo
da je f(a, b) = 0. Neka je G otvoren skup u X × X koji sadrži tačku (a, b). Neka
je f ∈ C1(G) i neka je parcijalni Fréchet-ov izvod f ′2(a, b) izomorfizam od Y na Z.
Tada postoji okolina U od a i V od b takva da za bilo koje x ∈ U postoji y ∈ V za
koje je

f(x, y) = 0.

Označićemo y sa ϕ(x). Tada ϕ ∈ C1(U). S druge strane, ako je f ∈ Ck(G), k ∈ N,
onda ϕ ∈ Ck(U).

Teorema 1.3.14 (Lemma 2.6, [1])
Neka je G otvoren skup od Rd, g je aplikacija na G i g je regularnosti Cs(G,Rd) i v
aplikacija od Ω u G0 otvorenom i ograničenom tako da je G0 ⊂ G. Pretpostavljamo
da je v ∈ Hs(Ω,Rd) ∩ L∞(Ω,Rd). Tada postoji konstanta Ccomp(k, d) takva da za
svako ζ ∈ Nd tako da je |ζ| = k 6 s :

∥∥∥Dζg(v)
∥∥∥

0
6 Ccomp(1 + |v|∞)k−1‖∇v‖k−1 max

0<|γ|6k

{∣∣∣∣∣∂γg∂vγ
(v)
∣∣∣∣∣ : v ∈ Ḡ0

}
.

[4]Pogledaj u Geometric Properties of Domains 4.9, [6]
[5]f(x, y) ∈ (X,Y ) znači da f ∈ X w.r.t x i f ∈ Y w.r.t y



Glava 2

Model

Low Mach Nuclear Core (LMNC) model je dobijen pomoću filtriranja akustičnih
talasa u dobro poznatom sistemu stišljivih Navier-Stokes-ovih jednačina. Uz pretpo-
stavku da je Mach-ov broj veoma mali, možemo asimptotski razviti stišljive Navier
Stokes-ove jednačine u odnosu na Mach-ov broj slično kao u [3]. Tada će LMNC
odgovarati redu 0 u tom razvoju.
Sistem LMNC se sastoji od tri veoma povezane jednačine različitog tipa koje za-
jedno sa graničnim uslovima odgovaraju okviru našeg rada. Upravo tu se javljaju
matematičke poteškoće jer se uzimaju u obzir realni granični uslovi za opis jezgra
nuklearnog reaktora.


∇ · u = β(h,p∗)

p∗
Φ∗

ρ(h, p∗)[∂th+ u · ∇h] = Φ∗
ρ(h, p∗)[∂tu+ (u · ∇)u)] +∇P −∇ ·

[
µ(∇u+∇Tu) + η(∇ · u)Id

]
= ρ(h, p∗)g,

(2.1)
gde su h, P entlpija i dinamički pritisak,respektivno. u je vektor brzine, sa ρ(h, p∗)
označavamo gustinu fluida, g je gravitaciono polje, c je brzina zvuka, β je koeficijent
stišljivosti povezan sa ρ preko konstitutivne jednačine, µ i η su koeficijenti viskozno-
sti.

Osnovna posledica ovog pristupa sa niskim Mach-ovim brojem je da model (2.1)
dat sa dva polja pritiska.
Termodinamički pritisak p∗ koji je deo konstitutivne jednačine predstavlja prosečan
pritisak (konstantan u vremenu i prostoru) unutar jezgra. Dinamičan pritisak P
koji se pojavljuje u momentnoj jednačini se može smatrati perturbacijom oko p∗.
Do ove dekompozicija pritiska dolazi usled filtriranje akustičnih talasa koji više nisu
uključeni u LMNC sistem.
Spomenuli smo da model (2.1) važi samo pod pretpostavkom da pritisak p∗ ne zavisi
od vremena.

Za zatvaranje sistema potrebna je dodatna jednačina, odnosno konstitutivna jedna-

10
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čina koja povezuje termodinamičke promenljive. Posmatramo konstitutivnu jedna-
činu datu sledećim oblikom

ρ(α, h, p∗) = p∗
β(α, p∗)

1
h− q(α, p∗)

, (2.2)

gde su

β(α, p∗) = p∗
R(α, p∗)Cp(α, p∗)

, R(α, p∗) = α
p∗ + π̄g

(γ̄g − 1)c̄vg
+ (1− α) p∗ + π̄l

(γ̄l − 1)c̄vl
,

Cp(α, p∗) = ϕ(α, p∗)γ̄g c̄vg+(1−ϕ(α, p∗))γ̄lc̄vl, ϕ(α, p∗) = αR(1, p∗)
R(α, p∗)

.

(2.3)

Model (2.1) korišten u prethodnim studijama baziran je na pretpostavci o meha-
ničkom i termodinamičkom ekvilibrijumu između faza. Ovo znači da se za faze
pretpostavlja da se pomeraju istom brzinom i pretpostavlja se da su isparavanje,
kondenzacija i transfer toplote trenutni. Fluid može biti u fazi tečnosti, mešavine
ili pare. Sa sistem od tri jednačine bismo mogli da opišemo dvo-fazni tok medjutim
bilo bi neophodno da koristimo mnogo konstitutivnih jednačina.

Pokušaćemo da se fokusiramo na drugačiji fenomen time što ćemo dozvoliti nee-
kvilibrijum. Jedna od prednosti takvog modela je ta što u model nema efekata
termalne provodljivosti i opravdan je za male varijacije pritiska. Neekvilibrijum
podrazumeva da u obzir moramo uzeti još jednu jednačinu, kako bismo se suočili sa
novim stepenom slobode. U skladu sa tim, posmatraćemo jednačinu zapreminskog
udela α. Zapreminski udeo α ∈ [0, 1] predstavlja način na koji se mešaju dva fluida.
U nastavku se bavimo sledećim sistemom jednačina.

∂tα + u · ∇α = 1
ε
(ᾱ− α)

∂tρ+∇ · (ρu) = 0
∇ · u = β(α)Φ∗

p∗

ρ(∂tu+ (u · ∇)u) +∇P −∇ · σ(u) = ρg,

(2.4)

gde je ᾱ ∈ [0, 1], g ∈ R2, Φ∗ > 0, p∗ > 0 i ε > 0 su dati i µ > 0 i η > 0 su viskozni
koeficijenti.

Možemo primetiti da na desnoj strani jednačine o zapreminskom udelu imamo
relaksacioni član koji modelira transfer od jednog fluida do drugog. Ako je relaksa-
cioni član različit od nule možemo da zaključimo da je moguće modelirati transfer
fluida do drugog ili transfer faze od tečnosti do pare. Zaista u protoku dva fluida
opisujemo dve faze istog fluida. U ovom slučaju, relaksacioni član ᾱ podrazumeva
fizičku promenu faze. S’ druge strane, ako je relaksacioni član jednak nuli, samo sa
promenom ubrizgavanja fluida promenićemo i prirodu fluida. Ovo znači da očeku-
jemo da ćemo se vratiti u položaj ravnoteže.
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Ova master teza je predstavljena kroz nekoliko poglavlja na sledeći način:
U Poglavlju 1 je dat kratak pregled svih definicija i teorema koje su korištene u ovoj
tezi.
U prvom delu Poglavlja 2.1 uvodimo 4-LMNC model. Cilj ovog rada je pokazati da
je sistem 4-jednačine dobro-definisan, tj. da rešenje postoji i da je ono jedinstveno
u kratkom vremenskom periodu. U Poglavlju 3 uvedena je nova dekompozicija si-
stema zvana Hodge-ova dekompozicija. Ovo je urađeno kako bi se lakše suočili sa
specifičnim graničnim uslovima. Ova metoda se često upotrebljava u tretiranju di-
ferencijalnih jednačina. U Poglavlju 4 data je glavna ideja ove master teze. Ova
ideja se sastoji u konstruisanju rešenja nelinearnog sistema PDJ (2.4). Zatim, line-
arizujemo model i posmatramo niz Picard-ovih iteracija koji zadovoljava sledeće



∂tα
k+1 + uk · ∇αk+1 = 1

ε
(ᾱ− αk+1)

∂tρ
k+1 +∇ ·

(
ρk+1uk

)
= 0

∇ · uk+1 = β(αk)Φ∗
p∗

ρk(∂tuk+1 + (uk · ∇)uk+1) +∇Pk+1 −∇ · σ(uk+1) = ρkg

(2.5)

Dokaz se u velikoj meri oslanja na korištenje ocene energije različitih jednačina,
uz konstantnu brigu da što bolje odredimo regularnost proizvoda članova, kako bi
što preciiznije mogli primeniti funkcionalne nejednakosti. Sve ovo radimo da bismo
dokazali da je niz ograničen u odgovarajućem funkcionalnom prostoru i konvergen-
tan u većem.

Ovde je neophodno voditi računa ne samo da ispoštujemo matematička ograničenja
(i.e regularnost), već i fizičke pretpostavke (pozitivnost termodinamičkih promen-
ljivih, pripadanje zapreminskog udela intervalu [0,1], ...). O ovome će biti reči u
Poglavlju 5.

2.1 4-LMNC Model

U ovom radu ćemo primeniti nekoliko različitih teorijskih pristupa u cilju tretira-
nja različitih jednačina sistema (2.5). (transportna jednačina, jednačina eliptičnog
ograničenja (brzine) i linearizovana nestišljiva Navier-Stokes-ova jednačina. Rešenja
su predstavljena u 2D slučaju.

Model 4-LMNC je definisan na pravougaoniku. Da bi problem bio dobro-definisan
moramo nametnuti određene hipoteze na date granične uslove

Domen.
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Ω = [0, Lx]× [0, Ly] sa


Γe = [0, Lx]× {0}
Γlat = ({0} × [0, Ly]) ∪ ({Lx} × [0, Ly])
Γs = [0, Lx]× {Ly}

Granični uslovi.

• On Γe:
u = ue = (0, ve), ρ = ρe,

za neko ve > 0 i ρe > 0.

• On Γlat:
u · n = 0, σ(u)n · τ = 0,

gde su u i τ jedinični normalni vektor i neki jedinični tangentni vektor na
granici.

• Na Γs:
σ(u)n− Pn = 0.

Uvodimo još jedan granični uslov na Γs:

σ(u)n− Pn− 1
2ρ(u · n)− = 0, where z− = z − |z|

2
Napomena 2.1.1 Zbog lakšeg čitanja master teze uvodimo notaciju: Granični
uslovi zajedno sa poslednjim graničnim uslovom postavljenim na izlazu biće od saa
nazivani "novim", a prve uvedene granične uslove ćemo nazivati štari".

Kasnije će biti pojašnjeno uvođenje "novog"graničnog uslova.

Napomena 2.1.2 (Divergencija Košijevog naponskog tenzora) Označićemo
sa σ linearizovani Košijev naponski tenzor koji je pod pretpostavkom linearne ela-
stičnosti dat kao:

σ(u) = µ(∇u+∇uT ) + η(∇ · u)Id,
gde su µ i η Lamé-ovi koeficijenti, respektivno. Primenom operatora divergencije i
koristeći 2µ+ 3η = 0 lako se dobije

∇ · σ(u) =∇ ·
(
µ(∇u+∇uT )

)
+∇ · (η(∇ · u)Id)

= µ4u+ 1
3µ∇(∇ · u) +∇µ(∇u+∇uT − 2

3(∇ · u))

Možemo primetiti da se jednačina može pojednostaviti biranjem µ = const.

∇ · σ(u) = µ4u+ 1
3µ∇(∇ · u)



GLAVA 2. MODEL 14

Slika 2.1: Domen Ωd, d ∈ {1, 2} i granični uslovi primenjeni na Lmnc model

Pretpostavke modela.
S’ obzirom da posmatramo jezgro nuklearnog reaktora, moramo osigurati da je pro-
blem dobro postavljen i da ima fizičko značenje, pa ćemo nametnuti nekoliko pret-
postavki:

• Φ(t, x) je nenegativna za sve (t,x) ∈ [0, T ]× [0, Lx]× [0, Ly]. Ova pretpostavka
podrazumeva da se proučava nuklearno jezgro gde se ohlađena tečnost zagreva;

• u ·n(t, x) > 0 za sve (t, x) ∈ [0, T ]× [0, Lx]× {Ly}. Ova pretpostavka karak-
teriše da polje brzine ima izlazni tok; Ne postoji Dirichet-ov granični uslov na
izlazu Γs nuklearnog jezgra. Ovo ukazuje na činjenicu da ne postoji silazni tok
na izlazu (fizički, ovo je zaista slučaj, ako posmatramo da je domen dovoljno
dug);

• ve > 0, ova pretpostavka odgovara nuklearnom reaktoru sa vodom pod pritiskom(PWR-
Power Water Reactor) ili nuklearnom reaktoru sa ključalom vodom (BWR-
Boiling Water Reactor): gde je tok uzlazni. Tok takođe može biti i silazni
kada posmatramo reaktor koji služi za testiranja materijala nuklearnog reak-
tora;
Fluid se ubrizgava na dnu jezgra pri datoj entlpiji he = h(t, 0). ρe > 0 pod-
razumeva da je konstitutivna jednačina ρ(h, p) takva da ρ(he, p∗) može biti
izvedeno. Štaviše, iz fizičkog ugla pretpostavljamo da je ρ(he, p∗) > 0.

• β definisana pomoću racionalne funkcije u dole navedenoj teoremi T.2.2.1 je
dovoljno glatka funkcija.
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2.2 Konzervacija mase

Iako je konzervativni oblik (2.2.2a),(2.2.2b) više korišten od ne-konzervativnog,
sistem (2.2.1a), (2.2.1b) je interesantan jer naglašava činjenicu da filtriranje aku-
stičnih talasa iz sistema pretvara hiperboličku prirodu stišljivog Navier-Stokes-ovog
sistema (povezanog sa akustičnim talasima) u eliptično ograničenje ( brzine) sličnom
u nestišljivom slučaju.

U sledećoj teoremi pokazaćemo ekvivalenciju ove dve forme.

Teorema 2.2.1
Pod pretpostavkama da su funkcije dovoljno glatke, sledeće forme su ekvivalentne: ∇ · u = β(α,p∗)

p∗
Φ∗ (2.2.1.a)

ρ(α, h, p∗)[∂th+ u · ∇h] = Φ∗ (2.2.1.b) i
{
∂tρ+∇ · (ρu) = 0 (2.2.2.a)
∂tρh+∇ · (ρhu) = Φ∗ (2.2.2.b)

Dokaz. Primetimo da je

β(α, p∗) = p∗
R(α, p∗)Cp(α, p∗)

, sa (2.3).

(⇒) Prema definicijama (2.2.1.b) i (2.2.1.a) dobija se

∂tρ+∇ · (ρu) = ∂ρ

∂h
(∂th+ u · ∇h)︸ ︷︷ ︸

= Φ∗
ρ

+ ρ(∇ · u)︸ ︷︷ ︸
= β

p∗
Φ∗

Na osnovu definicije konsttitutivne jednačine (2.2) i (2.3), dobija se sledeće

∂tρ+∇ · (ρu) = Φ∗
[

1
ρ

∂ρ

∂h
+ ρ

R(α, p∗)Cp(α, p∗)︸ ︷︷ ︸
?

]

Na osnovu konstitutivne jednačine (2.2), izvođenjem ∂ρ
∂h

i koristeći činjenicu da je ?
jednako nuli, dobija se

∂tρ+∇ · (ρu) = 0, što nam daje (2.2.2.a).

Da bismo dobili (2.2.2.b) koristićemo definiciju (2.2.1.b) na isti način i rezultat koji
je dobijen u (2.2.2.a). Tada imamo

∂t(ρh) +∇ · (ρhu) = ∂t(ρh) + ρ∂th+∇(ρu)h+∇(hu)ρ

= h( d
dt
ρ+∇ · (ρu)︸ ︷︷ ︸

=0

) + ρ(∂th+ u · ∇h︸ ︷︷ ︸
= Φ∗

ρ

)

= Φ∗
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Konačno, dobija se
∂t(ρh) +∇ · (ρhu) = Φ∗.

(⇐) Da bismo pokazali drugi deo, potrebno je samo koristiti (2.2.2.b)

h∂tρ+ ρ∂th+∇(ρu)h+ (u · ∇h)ρ = Φ∗

Uz pomoć (2.2.2.a), dobija se sledeće

h(∂tρ+∇ · (ρu)︸ ︷︷ ︸
=0

) + ρ(∂th+ u · ∇h) = Φ∗,

Tada dobijamo (2.2.1.b),

∂th+ u · ∇h = Φ∗
ρ
.

Na osnovu (2.2.1.b) i (2.2.2.a) pokazaćemo da važi (2.2.1.a)

∂tρ+∇ · (ρu) = ∂ρ

∂h
(∂th+ u · ∇h︸ ︷︷ ︸

= Φ∗
ρ

) + ρ(∇ · u) (2.2.2.a)= 0

Iz prethodnih proračuna moguće je videti

ρ(∇ · u) = −Φ∗
1
ρ2
∂ρ

∂h

Na osnovu konstitutivne jednačine (2.3), može se videti

− 1
ρ2
∂ρ

∂h
= β

p∗
.

Konačno, dobija se (2.2.1.a)

∇ · u = Φ∗
β(α, p∗)
p∗

.

i ovim završavamo dokaz.

Jednačina momenta je jako povezana sa ostale dve jednačine u dve i tri dimenzije,
suprotno slučaju u 1D. Stoga je ovde moramo uzeti u obzir bilo u konzervativnoj ili
nekonzervativnoj formi.

Teorema 2.2.2

ρ[∂tu+ (u · ∇)u] +∇P −∇ · σ = ρg je ekvivalentna sa
∂t(ρu) +∇ · (ρu⊗ u) +∇P −∇ · σ(u) = ρg.
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Dokaz. Primetimo da je dovoljno pokazati da je

ρ[∂tu+ (u · ∇)u] = ∂t(ρu) +∇ · (ρu⊗ u)

Ispisivanjem desne strane prethodne jednakosti u drugačijem obliku i koristeći osnovne
diferencijalne identitete date u Apendix-u dobijamo

u∂tρ+ ρ∂tu+∇ ·
(
ρuut

)
= u∂tρ+ ρ∂tu+ ut∇(ρu) + ρu∇(ut)
= ρ(∂tu+ u · ∇u) + u(∂tρ+∇ · (ρu)︸ ︷︷ ︸

=0

)

Možemo koristiti jednačinu (2.2.1.a) iz prethodne teoreme kako bismo dobii

u∂tρ+ ρ∂tu+∇ ·
(
ρuut

)
= ρ(∂tu+ (u · ∇)u).



Glava 3

Hodge-ova dekompozicija

Helmholtz-Hodge-ova dekompozicija(takođe poznata kao Leray-ova dekompozi-
cija) vektorskog polja je jedna od fundamentalnih teorema za tretiranje sistema di-
ferencijalnih jednačina. Ona opisuje metod koji je često korišćen u mehanici fluida
kako bi se uradila dekompozicija bilo kog vektora brzine na nestišljivu komponentu
i vektorsko polje. Teorijska podloga se može pronaći u [boyer].

Ovde, u cilju suočavanja sa specijalnim graničnim uslovima, uvodimo navedeno
dekompoziciju.

Lema 3.0.1
Neka je Ω povezana oblast. Tada imamo sledeću dekompoziciju, zvanu Helmholtz-
Hodge-ova dekompozicija

(L2(Ω))2 =W ⊕W⊥, (3.1)
gde je

W =
{
u ∈ (L2(Ω))2

∣∣∣ ∇ · u = 0,u · n = 0 on Γe ∪ Γlat
}

i
W⊥ =

{
u ∈ (L2(Ω))2

∣∣∣ ∃φ ∈ H1
s (Ω)[6] : u = ∇φ

}
.

Dokaz. Neka je u2 = ∇φ. Ovo znači u2 pripada prostoru W⊥. Primetimo da je
u = u1 + u2. Tada je

u2 · n = ∇φ · n = u · n.
Zatim imamo

∇ · u1 = 0,
nestišljivo na Ω i tangentno na ∂Ω. Posmatramo

(u1,u2) =
∫

Ω
u1u2dx =

∫
Ω
u1∇φdx

[6]H1
s (Ω) = {φ ∈ H1(Ω),t.d. φ = 0 na Γs}

18
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Koristeći diferencijalne identitete dobija se

(u1,u2) =
∫

Ω
∇ · (φu1)dx−

∫
Ω
φ∇ · u1

Kako je ∇ · u1 jednako 0, dobija se∫
Ω
u1u2dx =

∫
Ω
∇ · (φu1)dx =

∫
∂Ω
φu1 · n = 0.

Ovim smo dokazali da su W i W⊥ ortogonalni.

Dokaz u nastavku važi za u ∈ H1. Za dokaz u L2 pogledati u Boyer.[2]
Identiteti.

Neka je dato u ∈ H1(Ω), i neka je u = w +∇φ dobijeno iz (3.1), gde je w ∈ W i
φ ∈ H1

s (Ω). φ je rešenje od
4φ =∇ · u, in Ω,
∇φ · n = u · n, on Γe ∪ Γlat
φ = 0, on Γs.

Tada w = u−∇φ. Lako je pokazati da

σ(w) = µ(∇w +∇wT ), σ(∇φ) = 2µHessφ+ η4φId.

Možemo reformulisati naš sistem jednačina.

∂tα + u · ∇α = 1
ε
(ᾱ− α)

∂tρ+∇ · (ρu) = 0
4φ = β(α)Φ∗

p∗

∇ ·w = 0
ρ(∂tw + (u · ∇)w) +∇P −∇ · σ(w) = ρg− [ρ(∂t∇φ+ (u · ∇)∇φ) + (2µ+ η)4∇φ],

(3.2)
gde je u = w +∇φ dato sa sledećim graničnim uslovima

• Na Γe:

w · n = 0, w · τ = −∇φ · τ , ∇φ · n = −ve, ρ = ρe, α = αe;

• Na Γlat:

w · n = 0, ∇φ · n = 0, σ(w)n · τ = −2µ(Hessφ)n · τ ;

• Na Γs:
σ(w)n = (P − η4φ)n− 2µ(Hessφ)n, φ = 0.

Ovde ćemo takođe zapisati "novi"granični uslov

σ(w)n+ σ(∇φ)n− Pn− 1
2ρ((w +∇φ) · n)− = 0.
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3.1 Lax-Milgram-ova teorema

Lax-Milgram-ova teorema je rezultat do kojeg su došli Peter Lax i Arthur Mil-
gram, 1954. godine. Ona predstavlja proširenje Riesz-ove teoreme na bilinearne
forme i obezbeđuje egzistenciju i jedinstvenost slabih rešenja određenih parcijalnih
diferencijalnih jednačina. Za dodatnu literaturu pogledati [9].

Teorema 3.1.1 (Lax-Milgram)
Neka je V Hilbert-ov prostor sa normom ‖·‖V i neka je skalarni proizvod (·, ·)V i
pretpostavimo da je a bilinearna forma i da je L linearna funkcionela tako da je

• a je ograničena, tako da ∃K > 0 takvo da je |a(u, v)| 6 K‖u‖‖v‖, ∀x, y ∈ H

• a je koercivna, tako da ∃ν > 0 takvo da je a(v, v) > ν‖x‖2, ∀v ∈ H, i

• L je neprekidna, tako da ∃λ ∈ R takvo da je |L(v)| 6 λ‖v‖V , ∀v ∈ V.

Tada postoji jedinstvena funkcija u ∈ V takva da je a(u, v) = L(v), ∀v ∈ V.

U nastavku će biti pokazano da su svi uslovi Lax-Milgram-ove teoreme za Poa-
sonovu jednačinu sa navedenim graničnim uslovima zadovoljeni.

4φ =∇ · u in Ω
∇φ · n = u · n in Γe ∪ Γlat
φ = 0 in Γs

(3.3)

Vg = {v ∈ H1, v = g on Γs}
Moramo naglasiti da je V0 Banach-ov prostor na kome se definiše norma na sledeći
način ‖∇f‖L2Ω.
Uzmimo funkciju v ∈ V0. Množenjen prve jednačine u (3.3) sa v i integracijom nad
Ω dobija se

∫
Ω∇ · (∇φ)vdx =

∫
Ω∇ · u · vdx,for all v ∈ V0(Ω)∫

Γe∪Γlat u · n · vds−
∫
Ω∇φ · ∇vdx =

∫
Γe∪Γlat u · n · vds−

∫
Ω u · ∇vdx

Varijaciona formulacija za (3.3) je pronaći φ ∈ Vg takvo da:
∫
Ω∇φ · ∇vdx =

∫
Ω u · ∇vdx

Stoga će Lax-Milgram teorema biti primenjena na sledeću bilinearnu formu i linearnu
funkcionelu

a(φ, v) :=
∫
Ω∇φ · ∇vdx, a(·, ·) : V0(Ω)× V0(Ω)→ R

L(v) =
∫

Ω u · ∇vdx.
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Koristi se Cauchy-Schwarz-ova nejednakost (1.1) i Poincaré-ova nejednakost (1.3.7)
da bi se dokazala ograničenost i koercivnost.

|a(φ, v)| = |
∫

Ω
∇φ · ∇vdx| 6 (

∫
|∇φ|2) 1

2 (
∫
|∇v|2) 1

2 = ‖∇φ‖L2(Ω)‖∇v‖L2(Ω)

(ograničenost)

a(v, v) =
∫

Ω
(∇v)2dx > γ‖v‖2

L2(Ω), γ > 0

(koercivnost)

Konačno, funkcionela L je neprekidna, s obzirom da

|L(v)| 6 ‖u‖L2‖∇v‖L2 ,

što znači da možemo da uzmemo λ = ‖u‖L2 pod uslovom da pretpostavimo da je
u ∈ L2(Ω).
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Glavna teorema i struktura dokaza

4.1 Opšti pristup

Za dati problem PDJ kažemo da je dobro definisan ako su zadovoljena sledeća
tri uslova:

• problem ima rešenje;

• rešenje je jedinstveno;

• rešenje neprekidno zavisi od podataka datih u problemu tj. početnih i granič-
nih uslova.

Ponekad je teško zadovoljiti neke od ovih uslova, s’ obzirom na specifične uslove
za dati problem i takođe postoje mnogi sistemi PDJ od kojih se ne može očekivati
jedinstvenost ili postojanje rešenja.

Dokazivanje dobre-definisanosti 4-LMNC sistema glavna je tema ovog rada. U
ovom poglavlju ćemo dati ideju za postizanje dobre-definisanosti. Ispitivaćemo po-
stojanje u kratkom vremenskom intervalu [0, T ]. Teorema bi trebalo da nam obez-
bedi postojanje i jedinstvenost na gore pomenutom intervalu. Neka je s takav da
je s > s0 + 1, gde je s0 = bd2c + 1 i d je dimenzija prostora. Kako ćemo se mi
usredsrediti na dimenziju 2, od sada važi s0 = 2 i s > 3. Metod korišten u dokazu
sastoji se iz 3 koraka:

• Nulti korak je linearizacija 4-LMNC sistema (2.4). Koristi se standardna teh-
nika : konstruišemo niz Picard-ovih iteracija kao što je navedeno u uvodu.
Iteracije bi trebalo da konvergiraju ka rešenju nelinearnog problema. Mo-
žemo videti da je naš sistem veoma povezan. Prema tome, posmatraćemo
svaku jednačinu zasebno, tj. difuzno-advekcionu, eliptičnu, nestišljivu Na-
vier Stokes-ovu. Pokazaćemo dobru-definisanost svake jednačine pojedinačno.
Dati su sledeći koraci:

22
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• Prvi korak podrazumeva kombinaciju sredstava za dobijanje odgovarajućih
ocena energije. Sa odgovarajućim ocenama pokazujemo postojanje rešenja
svake jednačine pojedinačno u odgovarajućem prostoru.

• Drugi korak se sastoji od tri koraka:

– Prvi korak podrazumeva da je niz Picard-ovih iteracija uniformno ogra-
ničen u nižem prostoru;

– Drugi korak je pokazivanje kontrakcije Picard-ovih iteracija u slaboj normi
koristeći rezultate iz prvog koraka.
Kako se ovi rezultati oslanjaju na primenu Grönwall-ove leme stoga do-
bijamo postojanje u konačnom vremenu za regularne podatke;

– Treći korak je pokazivanje konvergencije niza u nekom smislu ka rešenju
sistema LMNC system.

• Konačno, treći korak je pokazivanje jedinstvenosti. Gde jedinstvenost poka-
zujemo kontradikcijom. Pretpostavimo da postoje dva rešenja i pokazujemo
da je njihova razlika jednaka nuli.

4.2 Iterativni sistem

Kao što smo rekli u prethodnom poglavlju ovde konstruišemo rešenje sistema
(2.4). Kroz sledeću iterativnu šemu posmatraćemo svaku od ovih jednačina pojedi-
načno.
Zaista, podrazumevajući ocene energije izvedene iz jednačina sistema, moramo uve-
sti sledeće prostore:

• Ws,T (Ω) = C0([0, T ], L2(Ω)) ∩ L∞([0, T ], Hs(Ω));

• Xs,T (Ω) =Ws,T (Ω) ∩ L2([0, T ], Hs+1(Ω))

Za svako k obezbedićemo da Picard-ova procedura radi:

Prvo, pretpostavimo da uk ∈ X3,T (Ω). Iz

Računanje αk+1. ∂tα
k+1 + uk · ∇αk+1 = 1

ε
(ᾱ− αk+1),

i

Računanje ρk+1. ∂tρ
k+1 +∇ ·

(
ρk+1uk

)
= 0,
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imamo

αk+1 ∈ W3,T (Ω), αk+1 ∈ X2,T (Ω).
or

ρk+1 ∈ W3,T (Ω), ρk+1 ∈ X2,T (Ω).

Then β(αk) ∈ W3,T (Ω) ili β(αk) ∈ X2,T (Ω).

Računanje potencijala ∇φk+1.

4φk+1 = β(αk)Φ∗
p∗

. (4.1)

Tada φk+1 ∈ X4,T (Ω).

Računanje nestišljivog vektora brzine i pritiska.


∇ · wk+1 = 0,
ρk(∂twk+1 + (uk · ∇)wk+1) +∇Pk+1 −∇ · σ(wk+1) =

ρkg− [ρk(∂t∇φk+1 + (uk · ∇)∇φk+1) + (2µ+ η)4∇φk+1],
(4.2)

Tada wk+1 ∈ X3,T (Ω) i Pk+1 ∈ X2,T (Ω).
Stoga smo ovim obezbedili postojanje svakog člana Picard-ove iteracije.

Zatim, je potrebno obezbediti uniformnu ograničenost niza (uk, αk, ρk,Pk) u od-
nosu na k-tu iteraciju. Iz ovoga dobijamo slabu- ? konvergenciju podniza.

Potom, je potrebno videti kontrakciju niza u nekoj normi koja će nam obezbediti
jaku konvergenciju.

Konačno, pokazaćemo da granica zadovoljava 4-LMNC model.

4.3 Glavna teorema

U narednom poglavlju dajemo delimične odgovore za dobru-definisanost svake
pojedinačne jednačine sistema. Međutim, pre toga u ovom poglavlju dajemo glavnu
teoremu ovog rada koja se zasniva na dobroj-definisanosti 4-LMNC modela za speci-
fične granične uslove.

Teorema 4.3.1
Neka je s takav da s > s0 + 2, gde je s0 = bd2c + 1 i d je dimenzija prostora. Ako
pretpostavimo da su ρ0 ∈ L∞t (H3

x), α0 ∈ L∞t (H3
x)∩L2

t (H4
x), u0 ∈ L∞t (H3

x)∩L2
t (H4

x).
Tada postoji vreme T > 0 za koje postoji jedinstveno klasično rešenje (ρ, α,u,∇P)
4-LMNC modela takvo da važi
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• ρ ∈ L∞t (H3
x),

• α ∈ L∞t (H3
x) ∩ L2

t (H4
x),

• u ∈ L∞t (H3
x) ∩ L2

t (H4
x),

• ∇P ∈ L∞t (H1
x).



Glava 5

Rad i proračuni jednačina sistema

5.1 Postojanje i jedinstvenost jakog rešenja trans-
portne jednačine sa promenljivom funkcijom
f

Model.
Jednačine (2.4a) i (2.4b) date su

∂tY + u · ∇Y + cY = f, x ∈ Ω
Y (t, x, 0) = Ye(t, x), x ∈ [0, Lx],
Y (0,x) = Y0(x), x ∈ Ω,

(5.1)

za neki vektor brzine u koji zadovoljava granične uslove date u Poglavlju 4-LMNC
Model i pozitivne funkcije c i f.
Primetimo da su tada jednačine date sa:

• Y = α⇒ c(t,x) = 1
ε
, f(t,x) = ᾱ(t,x)

ε

• Y = ρ⇒ c(t,x) = β(α)Φ∗
p∗

, f(t,x) = 0.

U nastavku rada biće korištena dobro poznata Metoda karakteristika. Ova metoda
podrazumeva konstrukciju karakteristične krive duž koje se PDJ može svesti na
Običnu diferencijalnu jednačinu (ODJ).
Neka je χ(τ ; t,x) pozicija u vremenu τ čestice koja se nalazi na poziciji x u vremenu
t, koja deluje brzinom u i definisaćemo karakteristični tok χ kao rešenje Obične
diferencijalne jednačine: 

dχ
dτ

(τ ; t,x) = u(t, χ(τ ; t,x)),
χ(t; t,x) = x.

(5.2)

26



GLAVA 5. RAD I PRORAČUNI JEDNAČINA SISTEMA 27

Pod pretpostavkom da je funkcija u dovoljno glatka, (τ, t,x) 7−→ χ(τ ; t,x) je ne-
prekidna funkcija u odnosu na svaku promenljivu.
Neka je data funkcija ψ, i neka je ψ̃t,x = ψ(τ, χ(τ ; t,x)), tako da je jednačina (5.1)
data sa:

dỸt,x
dτ

+ c̃t,xỸt,x = f̃t,x. (5.3)

Uvodi se particija Ω = Ω0(t) ∪ Ωe(t)[7] na sledeći način

Ω0(t) = {x ∈ Ω | ∀τ ∈ [0, t], χ(τ ; t,x) ∈ Ω},
Ωe(t) = {x ∈ Ω | ∃t∗(t,x) : ∀τ ∈ [t∗(t,x), t], χ(τ ; t,x) ∈ Ω and χ(t∗(t,x); t,x) ∈

Γe}.

U opštem slučaju, dokle god χ(τ ; t,x) ∈ Ω, integracijom jednačine (5.2) dobija se

Y (t,x) = Ỹt,xe
−
∫ t
τ
c̃t,x(s)ds +

∫ t

τ
f̃t,x(s)e−

∫ t
s
c̃t,x(s′)ds′ds.

Sledi

Y (t,x) =


Y0(χ(0; t,x)e−

∫ t
0 c̃t,x(s)ds +

∫ t
0 f̃t,x(s)e−

∫ t
s
c̃t,x(s′)ds′ds, if x ∈ Ω0(t)

Ye(t∗, χ(t∗; t,x)e−
∫ t
t∗ c̃t,x(s)ds +

∫ t
t∗ f̃t,x(s)e−

∫ t
s
c̃t,x(s′)ds′ds, if x ∈ Ωe(t)

(5.4)

Lema 5.1.1
Posledice rešavanja ODJ (5.4) su:

• ako ᾱ(t,x) ∈ [0, 1], α0(x) ∈ [0, 1] i αe(t, x) ∈ [0, 1], onda α zadovoljava princip
maksimuma, i.e α(t,x) ∈ [0, 1];

• ako ρ0(x) > 0 i ρe(t, x) ∈ [0, 1] > 0, onda ρ(t,x) > 0. Štaviše, ρ je opadajuća
duž karakteristične krive.

S obzirom na izvedeni eksplicitni izraz (5.4) dalje je od interesa provera regular-
nosti rešenja.

Teorema 5.1.2
Dato je u ∈ C0

t,x ∩ L∞t (C1
x). Karakteristična kriva χ je C1 funkcija u odnosu na sve

tri promenljive( τ, t, x). Štaviše, funkcija t∗ je takođe C1 funkcija i

∇t∗ = −(∂xχ2(t∗; t, x))/(∂sχ2(t∗; t, x)).

Dokaz. Poznato je da je karakteristična kriva χ rešenje ODJ (5.2). Iz T. 1.3.11 i T.
1.3.12 sledi da χ ∈ C1

τ,t,x i t∗ ∈ C1. S druge strane, iz činjenice da je χ2(t∗; t, x) = 0
i pomoću Teoreme o Implicitnoj Funkciji 1.3.13 postoji ODJ čije je t∗ rešenje:

∇t∗ = −(∂xχ2(t∗; t, x))/(∂sχ2(t∗; t, x)).
[7]Particija je napravljena usled graničnih uslova datih u Poglavlju 2.1
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Primetimo da je ∂sχ2(t∗; t, x) = ve(t∗, χ1(t∗; t, x)). Tada se ve može smatrati kon-
stantnim zarad jednostavnosti. Stoga je ∂xt∗ iste regularnosti kao i desna strana
jednačine ∂xχ2(t∗; t, x).

Važno je naznačiti da se na osnovu prethodnog rezultata može reći da na oba
domena Ω0 i Ωe postoji eksplicitno rešenje koje je klase C1. Iz [10] :

Teorema 5.1.3
Neka se ograničeni skup Ω sastoji od dva otvorena skupa Ω1 i Ω2 takva da je Γ =
∂Ω1 ∩ ∂Ω2. Moguće je pokazati da za svaki deo Ω1 i Ω2 postoji slab izvod u L2(Ω)
vektorse funkcije klase C1 ako i samo ako je normalna komponenta neprekidna duž
površi Γ.

U nastavku pretpostavimo neprekidnost Y i pretpostavimo da su ∂xY i ∂yY
takođe neprekidne funkcije. Ovo obezbeđuje da rezultat takođe bude C1 funkcija
na granici. Ali prvo se mora proveriti pod kojim sve uslovima.

Particija Ωi će biti posmatrana kao prosto-povezana oblast. Iz teorije Metode
karakteristika [10], t∗ je vreme za koje karakteristična kriva doseže granicu x = 0.

Tada
Γ(t) = ∂Ω0(t) ∩ ∂Ωe(t) = {x ∈ Ω : t∗(t, x) = 0}.

UApendix-u Detalji za transportnu jednačinu je objašnjen isti problem na granici
uz dodatne pretpostavke na funkcije i vektor brzine. Kao i uslovi neophodni za
neprekidnost i diferencijabilnost (klasa C1).

U perspektivi dokazivanja postojanja jakog rešenja preko konstruisanja Picard-
ovih iteracija, neophodno je dokazati sledeću teoremu.
Pre toga, potrebne su nam naredne tri leme. Primetimo da se ovde susrećemo sa
dodatnim poteškoćama usled činjenice da karakteristična kriva ne može ući niti
napustiti domen. Stoga će naredne leme biti date bez dokaza.

Lema 5.1.4
Ako je χ ∈ L∞t (H3

x), onda je t∗ ∈ L∞t (H3
x).

Lema 5.1.5
Ako χ ∈ L∞t (H3

x), onda αe(t∗;χ(t∗; t, x)) ∈ L∞t (H3
x) i ρe(t∗;χ(t∗; t, x)) ∈ L∞t (H3

x).

Lema 5.1.6
Ako χ ∈ L∞t (H3

x), onda β(α) ∈ L∞t (H3
x).

Teorema 5.1.7
Neke je u ∈ L∞t (H3

x)∩L2
t (H4

x), c ∈ L∞t (H3
x) i neka je funkcija f dovoljno glatka, tada

postoji jedinstveno jako rešenje jednačine (5.1) tako da je Y ∈ L∞t (H3
x).

Dokaz. Neka je u ∈ L∞t (H3
x) ∩ L∞t (H4

x) i 1
ε
∈ L∞t (H3

x) i neka je ᾱ(t,x)
ε

iste regular-
nosti kao i funkcija ρ. Kako bismo odredili regularnost funkcije αe(t∗;χ(t∗; t, x)),
neophodno je prvo odrediti regularnost funkcije ∇t∗. Ovo je moguće uraditi pomoću
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sledećih lema: L.5.1.4 i L.5.1.5.
Koristeći rezultat dobijen Metodom karakteristika (5.4) i lemu L.5.1.5 imamo

α(t, x) = αe(t∗, χ(t∗; t, x))e−
∫ t
t∗

1
ε
ds +

∫ t

t∗

ᾱ(s, χ(s; t, x))
ε

e−
∫ t
s

1
ε
ds′ ds

To implicira

α(t, x) ∈ L∞t (H3
x)

Ponavljanjem postupka za izvod drugog i trećeg reda dobijamo D2α(t, x) ∈
L∞t (H1

x) i D3α(t, x) ∈ L∞t (L2
x).

Istim postupkom dobija se i regularnost funkcije ρ korištenjem prethodnih rezul-
tata i leme L.5.1.6,

ρ(t, x) = ρe(t∗, χ1(t∗; t, x))e−
∫ t
t∗

β(α(s,χ(s;t,x)))
p∗

Φ∗ds

To implicira

ρ(t, x) ∈ L∞t (H3
x)

Za izvode drugog i trećeg reda slično dobijamo D2ρ(t, x) ∈ L∞t (H1
x) i D3ρ(t, x) ∈

L∞t (L2
x). Ovim je završen dokaz teoreme.

Napomena 5.1.8 Primetimo da su svi rezultati dati uz pretpostavku da je funkcija
χ dovoljno glatka. Kako je pokazano samo da je χ ∈ C1 jedina stvar koju je dalje
moguće pokazati pomoću teoreme T.1.3.14 je da su funkcije ρ, α, αe, ρe, β(α) klase
C1.

5.1.1 Ocena energije nižeg reda za ρ i α

Posmatramo jednačinu (5.1)

∂tα + u · ∇α = 1
ε
(ᾱ− α)

Množenjem ove jednačine sa α i integracijom nad Ω dobija se:

1
2
d

dt
‖α‖2 = −

∫
Ω
α(u · ∇α)dx+

∫
Ω
α

1
ε
(ᾱ− α) =

−
∫

Γe
ue · n

α2
e

2 ds−
∫

Γs
u · nα

2

2 ds−
1
2

∫
Ω
α2∇ · udx+

∫
Ω
α

1
ε
(ᾱ− α)dx (5.5)
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Na osnovu nejednakosti Cauchy- Schwarz-a (1.1), Young-ove nejednakosti (1.3.5) i
pretpostavke date u 4-LMNC Model dobija se

1
2
d

dt
‖α‖2 6 −

∫
Γe
ue · n

α2
e

2 ds+ 1
2‖u‖∞‖α‖

2 + 1
ε
‖α‖‖ᾱ− α‖

6 −
∫

Γe
ue · n

α2
e

2 ds+ 1
2‖u‖∞‖α‖

2 + 1
ε
‖α‖2 + 1

ε
‖α‖‖ᾱ‖

6 −
∫

Γe
ue · n

α2
e

2 ds+ (‖∇ · u‖∞2 + 1
2ε2 + 1

ε
)‖α‖2

0 + 1
2‖ᾱ‖

2 (5.6)

Zatim imamo:

1
2
d
dt
‖α‖2 6 −

∫
Γe
ue · n

α2
e

2 ds︸ ︷︷ ︸
fα

+ (‖∇ · u‖∞2 + 1
2ε2 + 1

ε
)︸ ︷︷ ︸

g′α(t)

‖α‖2
0 + 1

2‖ᾱ‖
2

︸ ︷︷ ︸
fα

Koristićemo Grönwall-ovu lemu (1.3.1) kako bismo dobili odgovarajuću ocenu za α.

‖α‖2 6 egα(t)(‖α0‖2 +
∫ t

0
e−gα(t)‖fα‖).

Na isti način posmatraćemo jednačinu (5.1)

∂tρ+∇ · (ρu) = 0

∂tρ+ u · ∇ρ = −ρ∇ · u

Množeći prethodnu jednačinu sa ρ i integraljenjem nad Ω, dobija se:
1
2
d

dt
‖ρ‖2 + 〈u · ∇ρ, ρ〉 = 〈−ρ∇ · u, ρ〉

Na osnovu nejednakosti Cauchz- Schwartz-a

1
2
d

dt
‖ρ‖2 = −

∫
Ω
ρu∇ρdx−

∫
Ω
ρ2∇·u dx = −

∫
Γe
ue·n

ρ2
e

2 ds−
∫

Γs
u·nρ

2

2 ds−1
2

∫
Ω
ρ2∇·u dx

na osnovu pretpostavki datih u Poglavlju 4-LMNC Model dobija se

1
2
d

dt
‖ρ‖2 6 −

∫
Γe
ue · n

ρ2
e

2 ds+ 1
2‖ρ‖

2‖∇ · u‖∞ (5.7)

Imamo:

1
2
d

dt
‖ρ‖2 6 −

∫
Γe
ue · n

ρ2
e

2 ds︸ ︷︷ ︸
fρ

+ 1
2‖∇ · u‖∞︸ ︷︷ ︸

g′ρ(t)

‖ρ‖2
0

Na osnovu Grönwall-ove leme dobijamo odgovarajuću ocenu za ρ.

‖ρ‖2
0 6 egρ(t)(‖ρ0‖2 +

∫ t

0
e−gρ(τ)‖fρ‖)
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Kako je eksplicitno rešenje (5.4) dobijeno Metodom karakteristika izvodi se ocena
energije H3 za α i ρ. Za α se dobija:

‖α‖ 6 ‖αe(t∗, χ(t∗; t, x))‖
∥∥∥e 1

ε
(t−t∗)

∥∥∥+ ‖F (t)− F (t∗)‖,

gde funkcija F zadovoljava F (t) − F (t∗) =
∫ t
t∗
ᾱ(s,χ(s;t,x))

ε
e−

1
ε
(t−s) ds. Tada za ρ na

sličan način dobijamo:

‖ρ‖ 6 ‖ρe(t∗, χ(t∗; t, x))‖
∥∥∥eG(t∗)−G(t)

∥∥∥,
gde funckija G zadovoljava G(t∗)−G(t) = −

∫ t
t∗
β(α(s,χ(s;t,x)))

p∗
Φ∗ds.

5.1.2 Kontrakcija za ρ i α

Posmatraćemo jaku konvergenciju niza αk u slaboj normi. Ovo ćemo uraditi
pomoću nejednakosti kontrakcije.

∂t(αk+1 − αk) + uk∇(αk+1 − αk) + (uk − uk−1)∇αk = 1
ε
(αk+1 − αk)

Ponavljamo isti metod. Množeći prethodnu jednačinu sa αk+1 − αk i integracijom
nad Ω dobijamo sledeće

1
2
d

dt

∥∥∥αk+1 − αk
∥∥∥2

6 −
∫

Γe
uke · n

(αk+1
e − αke)2

2 + 1
ε

∥∥∥αk+1 − αk
∥∥∥2

+

∥∥∥∇uk∥∥∥
∞

2
∥∥∥αk+1 − αk

∥∥∥2
+
∥∥∥∇αk(uk − uk−1)

∥∥∥∥∥∥αk+1 − αk
∥∥∥ (5.8)

Na osnovu Grönwall-ove leme dobija se

e−g(t)
∥∥∥αk+1 − αk

∥∥∥ 6 ∫ t

0
e−g(τ)

∥∥∥∇αk(uk − uk−1)
∥∥∥dτ

6 CM
∥∥∥αk∥∥∥ ∫ t

0
e−g(τ)

∥∥∥uk − uk−1
∥∥∥dτ,

gde je g′(t) = 1
ε

+ ‖∇u
k‖∞
2 . Na isti način pokazujemo konvergenciju niza ρk. Imamo

∂t(ρk+1−ρk)+uk(∇ρk+1−∇ρk)+∇ρk(uk−uk−1) = (ρk+1−ρk)∇·uk−ρk(∇·uk−∇·uk−1)

Množeći prethodnu jednačinu sa ρk+1 − ρk i integracijom nad Ω dobija se:

1
2
d

dt

∥∥∥ρk+1 − ρk
∥∥∥2

6 −
∫

Γe
uke ·n

(ρk+1
e − ρke)2

2 +

∥∥∥∇ · uk∥∥∥
∞

2
∥∥∥ρk+1 − ρk

∥∥∥2
+
∥∥∥∇ · uk∥∥∥

∞

∥∥∥ρk+1 − ρk
∥∥∥2

−
∥∥∥∇ρk(uk − uk−1)

∥∥∥∥∥∥ρk+1 − ρk
∥∥∥+

∥∥∥ρk+1 − ρk
∥∥∥∥∥∥ρk(∇ · uk −∇ · uk−1)

∥∥∥ (5.9)
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Preuređivanjem jednačine i deljenjem iste sa
∥∥∥ρk+1 − ρk

∥∥∥ dobija se

1
2
d

dt

∥∥∥ρk+1 − ρk
∥∥∥ 6 3

2
∥∥∥∇ · uk∥∥∥

∞

∥∥∥ρk+1 − ρk
∥∥∥−∥∥∥∇ρk(uk − uk−1)

∥∥∥+∥∥∥ρk(∇ · uk −∇ · uk−1)
∥∥∥

Na osnovu Grönwall-ove leme (1.3.1) dobija se sledeće

e−g(t)
∥∥∥ρk+1 − ρk

∥∥∥ 6 ∫ t

0
e−g(τ)

(∥∥∥ρk(uk − uk−1)
∥∥∥− ∥∥∥∇ρk(uk − uk−1)

∥∥∥)dτ
6 CM

∥∥∥ρk∥∥∥ ∫ t

0
e−g(τ)

∥∥∥uk − uk−1
∥∥∥dτ,

gde je g′(t) = 3‖∇·uk‖∞
2

5.2 Rešavanje eliptične jednačine

Lema 5.2.1
Kao što smo ranije videli u se dekompozicijom rastavlja na nestišljivu komponentu i
vektorsko polje, u = w+∇φ. Stoga, ako nam je poznato da jeu ∈ L∞t (H3

x)∩L2
t (H4

x),
može se pokazati da je φ ∈ L∞t (H4

x) ∩ L2
t (H5

x).

Napomena 5.2.2 Primetimo da ako imamo potencijalno vektorsko polje, tj. u =
∇φ, znamo da rešenje sigurno postoji.

Neka je data funkcija Φ ∈ C∞([0,+∞]) i β ∈ C∞(0, 1), tada za eliptičnu jedna-
činu 

4φ = β(α)Φ∗
p∗

,

∇φ · n = −ve on Γe,
∇φ · n = 0 on Γlat,
φ = 0 on Γs.

(5.10)

postoji jedinstveno rešenje. Množeći jednačinu (5.10) sa φ i integracijom nad Ω
dobijamo sledeće: ∫

Ω
4φ · φ dx =

∫
Ω
φ · β(α)

p∗
Φ∗ dx

Parcijalna integracija, nejednakost Cauchy-Schwarz-a i granični uslovi nam daju :∫
Γe
φ∇φ · n ds−

∫
Ω
∇φ2 dx =

∫
Ω
φ · β(α)

p∗
Φ dx

‖∇φ‖2 6 −
∫

Γe
φ ve ds+ |Φ|‖φ‖

∥∥∥∥∥β(α)
p∗

∥∥∥∥∥
Na osnovu nejednakosti Poincaré-Writinger-a ‖φ‖ 6 C(s,Ω)︸ ︷︷ ︸

CPW

‖∇φ‖ dobija se

‖∇φ‖2 6 −
∫

Γe
φ ve ds+ CPW |Φ∗|‖∇φ‖

∥∥∥∥∥β(α)
p∗

∥∥∥∥∥
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Koristeći Young-ovu nejednakost i preuređivanjem članova u jednačini dobija se

‖∇φ‖2 (1.3.5)
6 −

∫
Γe
φ ve ds+ CPW ( |Φ|

2

2 + ‖∇φ‖
2

2 )
∥∥∥∥∥β(α)
p∗

∥∥∥∥∥
6
CPW
Cβ

(−
∫

Γe
φ ve ds+ |Φ|

2

2 Cβ)

Primenom teoreme o tragu T.1.2.3 dobijamo

‖∇φ‖2 6
CPW
Cβ

(−ve‖φ‖H1 + |Φ|
2

2 Cβ)

Kako bismo pokazali da φ ∈ L∞t (H4
x)∩L2

t (H5
x) biće nam potrebne ocene višeg reda.

Lema 5.2.3

Dk(4φ) = 4(Dkφ). (5.11)

Na osnovu leme L.5.2.3

4(Dkφ) = Dk(β(α)Φ∗
p∗

)

Ponovo, množenjem jednačine (5.11) sa Dkφ i integracijom nad Ω dobija se∥∥∥∇Dkφ
∥∥∥2

0
6
∥∥∥Dkφ

∥∥∥∥∥∥Dk(β(α)Φ∗
p∗

)
∥∥∥,

korištenjem parcijalne integracije i nejednakosti Cauchy-Schwarz-a (1.1). Primenom
graničnih uslova višeg reda iz (5.10) u nastavku izvođenja dokaza nemamo problema
sa parcijalnom integracijom na granici.
Sumiranjem nejednakosti po multi indexu k, gde je dužina |k| = n dobijamo

‖∇φ‖2
n 6 ‖φ‖n

∥∥∥∥∥β(α)Φ∗
p∗

∥∥∥∥∥
n

Kako nam je regularnost funckije β(α) poznata samo iz leme L.5.1.6 jedino što
možemo zaključiti iz ovog dela je da je i regularnost funkcije φ takođe φ ∈ L∞t (H4

x).

Napomena 5.2.4 Kako smo već napomenuli da kada je α ∈ L∞t (H4
x) tada znamo

da je funkcija φ u istom funkcionalnom prostoru. Stoga moramo pretpostaviti da je
funkcija α dovoljno glatka kako bismo dobili φ ∈ L∞t (H4

x) ∩ L2
t (H5

x).

5.3 Rešavanje linearizovane nestišljive Navier-Stokes-
ove jednačine

Primetimo da jednačinu (3.2) možemo preformulisati na sledeći način

ρ(∂tw + (u · ∇)w) +∇P − µ4w = ρg − [ρ(∂t∇φ+ (u · ∇)∇φ)− (2µ+ η)4∇φ]
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i

∇ ·w = 0.

Takođe jednačinu momenta možemo zapisati

∂tw+(u ·∇)w)+∇P
ρ
− 1
ρ
∇·σ(w) = g− (∂t∇φ+(u ·∇)∇φ)+ 1

ρ
∇·σ(∇φ) (5.12)

Neka su 〈·, ·〉 and ∗ :: ∗ skalarni proizvodi vektora na R2 i M2(R), respektivno.
Množeći jednačinu momenta (5.12) sa w i integracijom nad Ω dobijamo sledeće

1
2
d

dt
‖w‖2−

∫
Ω

[
|w|2

2 ∇·u−
P
ρ
〈∇·w, ρ〉−P

ρ2 〈w,∇ρ〉−
1
ρ
|σ(w)|2[8]+ 1

ρ2 〈σ(w)∇ρ,w〉
]
dx

−
∫

Ω

[
〈g,w〉−〈∂t∇φ,w〉−〈(Hessφ)u,w〉− 1

ρ
σ(∇φ) :: ∇w+ 1

ρ2 〈σ(∇φ)∇ρ,w〉
]
dx

=
∫
∂Ω

[
− |w|

2

2 〈u,n〉 −
P
ρ
〈w,n〉+ 1

ρ
〈σ(w)n,w〉+ 1

ρ
〈σ(∇φ)n,w〉

]
ds

=
∫

Γe

[
−|〈∇φ, τ 〉|

2

2 〈ue,n〉+
1
ρe
〈σ(w)n,w〉+ 1

ρe
〈σ(∇φ)n,w〉

]
ds−

∫
Γs

|w|2

2 〈u,n〉ds

(5.13)

gde smo koristili dekompoziciju na sledeći način w = 〈w,n〉n + 〈w, τ 〉τ i gde su
korišteni granični uslovi iz Poglavlja Hodge-ova dekompozicija [3]. Tokom proračuna
susreli smo se sa poteškoćom da kontrolišemo član na granici Γe

〈σ(w)n,w〉 = µ∂1φ∂2w1.

Problem proizilazi iz činjenice da ovaj član nije dat kao ulazni parametar niti je
nula. Stoga, bi jedini način kontrole bio primena teoreme o tragu T.1.2.3, što bi
dalje vodilo do sledeće ocene ‖w‖H2 . Ovo nije dovoljno da zatvorimo ocenu i imamo
potpunu kontrolu.

Vratićemo se na početak i pokušaćemo da pristupimo ovom problemu iz drugog
ugla. Umesto posmatranja jednačine po funkciji w koju smo dobili pomoću gore
pomenute Hodge-ove dekompozicije, posmatra se sledeće

∂tu+ (u · ∇)u+ 1
ρ
∇P − 1

ρ
∇ · σ(u) = g. (5.14)

Množenjem (5.14) sa u i integracijom nad Ω zaključujemo da sa štarim"graničnim

[8] Ovde koristimo činjenicu da je ∇w ∼ σ(w)
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uslovima i dalje postoji problem kontrolisanja pojedinih članova na granici Γs:

1
2
d

dt
‖u‖2 +

∫
Γ
u · n |u|

2

2 ds−
∫

Ω

|u|2

2 ∇ · udx

+
∫

Γ
u · n1

ρ
Pds−

∫
Ω
P∇ ·

(
1
ρ
u

)
dx

−
∫

Γ
uσ(u) · nds+

∫
Ω
σ(u) :: ∇udx =

∫
Ω
ugdx (5.15)

Tada koristeći osobinu simetričnosti vektora∇umože se pokazati da je σ(u) :: ∇(u)
jednako sa σ(u) :: D(u)[2].
Što je dalje jednako µ|D(u)|2 + η(∇ ·u)2, gde je η < 0. Primetimo da su sada oba
člana pod kontrolom gde je kontrola prvog član Posledica Korn-ove nejednakosti
1.3.6.

Na granici Γi, i ∈ {e, lat, s} dobijamo sledeće članove

= −
∫

Γe
[v

3
e

2 +1
ρ
veP ]ds−

∫
Γs

[
u2
u2

1
2 +u2

u2
2

2 +u2
1
ρ
P−1

ρ
[u1σ12+u2(σ22−

3
2(∂1u1+∂2u2)]

]
ds

(5.16)
Sve članove na granici Γe moguće je kontolisati pomoću teoreme o tragu T.1.2.3.
Kao što smo već napomenuli problem je zapravo kontrola članova na granici Γs.
Jednačinu (5.16) na granici Γs ćemo napisati u vektorskom obliku. Ovo smo uradili
kako bismo pomogli čitaocu da lakše uoči primenu "novog"uslova.

−
∫

Γs

[
(u · n) |u|

2

2 + 1
ρ
uP · n+ 1

ρ
uσ(u) · n

]
ds

Sada primenjujemo "novi"granični uslov dat na Γs sledećim izrazom

σ(u)n− Pn− 1
2ρ(ū · n)− = 0.

Na osnovu novog uslova i činjenice da je (u·n++u·n−) = (u·n) i z− = z−|z|
2 6 0,

Cauchy-Schwarz-ovu nejednakost (1.1) i Young-ovu nejednakost (1.3.5) uspevamo
da kontrolišemo svaki član

1
2
d

dt
‖u‖2 + 1

ρ∗
‖σ(u)‖2 6 f + c‖u‖2, (5.17)

gde je funckija f data sa
∫
Γe

v3
e

2 + 1
ρe
ve‖P‖2

1 + 1
ρ∗
‖∇ · u‖∞‖P‖+ 1

2‖g‖
2 i c je data sa

‖∇·u‖∞
2 + 1

2 .

U cilju dobijanja ocena energije višeg reda posmata se slučaj 0 < |α| = k, i pri-
menjuje se operator Dα na jednačinu (5.14). Tada se dobija jednačina istog oblika

∂tD
αu+ (ū · ∇)Dαu+ 1

ρ
∇DαP − 1

ρ
∇ · σ(Dαu) = DαG, (5.18)
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gde je
DαG = Dαg + [Dα, ū · ∇]u− [Dα,

1
ρ
∇·]σ(u) + [Dα,

1
ρ
∇]P .

Primenjujući prethodno dobijenu nejednakost (5.17) na jednačinu (5.18) sa sledećim
graničnim uslovima.
Primetimo da se ovde javljaju dve vrste graničnih uslova. Oni koji se prirodno
postavljaju iz graničnih uslova u redu 0 i one koje moramo sami nametnuti kako
bismo našli ocenu.

• Na Γe imamo

Dαu = Dαuαe , gde nam je Dαuαe poznato.

• Na Γlat imamo
Dαu · n = 0, σ(Dαu)n · τ = 0,

gde su n i τ dati jedinični vektor normale i isti tangentni vektor na granici.

• Na Γs imamo
σ(Dαu)n− Pn− 1

2ρ(ū · n)− = 0.

Dalje vidimo

1
2
d

dt
‖Dαu‖2 + ‖σ(Dαu)‖2 6 C1‖Dαu‖2+

fBC + 1
ρ∗
‖DαP‖‖Dα(∇ · u‖) + |〈DαG,Dαu〉|, (5.19)

gde je C1 dato sa ‖∇·ū‖∞2 .
Dalje smo zainteresovani za ocenu poslednjeg člana u desnoj strani jednačine (5.19).
Prvo koristićemo izvod složene funkcije kako bismo proširili drugi član sledećeg izraza

[Dα, ū · ∇]u = (Dα((ū · ∇)u)− ū · ∇(Dαu))i
=
∑
j

∑
|β|6|α|

Dβūj∂jD
α−βui − (ū · ∇)Dαui

=
∑
k,j

β6α−ek

(
α

β + ek

)
Dβ(∂kūj)Dα−β−ek(∂jui)

Množenjem prethodno dobijenog izraza sa Dαu i na osnovu Cauchy-Schwarz-ove
nejednakosti (1.3.4) i leme L.1.3.8 sa |β| = k − 1 dobija se

〈[Dα, ū · ∇]u, Dαu〉 6 ‖Dαu‖C2‖Dū‖max{k−1,s0}‖Du‖k−1. (5.20)

Za drugi član DαG koristimo iste osobine kako bismo dobili

〈[Dα,
1
ρ
∇]P , Dαu〉 6 ‖Dαu‖C3

∥∥∥∥∥D1
ρ

∥∥∥∥∥
max{k−1,s0}

‖DP‖k−1. (5.21)
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Ponavljamo isti postupak i za poslednji član

〈[Dα,
1
ρ
∇·]σ(u), Dαu〉 6 ‖Dαu‖C4

∥∥∥∥∥D1
ρ

∥∥∥∥∥
max{k−1,s0}

‖∇ · σ(u)‖k−1. (5.22)

Ubacujemo nejednakosti (5.20), (5.21) i (5.22) u jednačinu (5.19) i time dobijamo
sledeće

1
2
d

dt
‖Dαu‖2 + 1

ρ∗
‖σ(Dαu)‖2 6 C1‖Dαu‖2 + fBC + 1

ρ∗
‖DαP‖‖Dα(∇ · u)‖

+ ‖Dαu‖
[
C2‖Dū‖max{k−1,s0}‖Du‖k−1 + C3

∥∥∥∥∥D1
ρ

∥∥∥∥∥
max{k−1,s0}

‖DP‖k−1

+ C4

∥∥∥∥∥D1
ρ

∥∥∥∥∥
max{k−1,s0}

‖∇ · σ(u)‖k−1

]

Sumiraćemo sada nejednakost za sve multi-index-e α ∈ Nd, |α| = k

1
2
d

dt
‖u‖2

k + 1
ρ∗
‖σ(u)‖2

k 6 C1‖u‖2
k + fBC + 1

ρ∗
‖P‖k‖∇ · u‖∞

+ ‖u‖k

[
C2‖Dū‖max{k−1,s0}‖Du‖k−1 + C3

∥∥∥∥∥D1
ρ

∥∥∥∥∥
max{k−1,s0}

‖DP‖k−1

+ C4

∥∥∥∥∥D1
ρ

∥∥∥∥∥
max{k−1,s0}

‖∇ · σ(u)‖k−1

]

Tada možemo primeniti Young-ovu nejednakost (1.3.5) na svaki član pojedinačno.
Tada dobijamo

1
2
d

dt
‖u‖2

k + 1
ρ∗
‖σ(u)‖2

k 6 fBC + 1
ρ∗
‖P‖k‖∇ · u‖∞

+ ‖u‖2
k

[
C1 + C2‖Dū‖max{k−1,s0} + ( 1

2ε1
C2

3 + 1
2ε2

C2
4)
∥∥∥∥∥D1

ρ

∥∥∥∥∥
2

max{k−1,s0}

]
+

ε1
2 ‖P‖

2
k + ε2

2 ‖∇ · σ(u)‖2
k−1

Biramo sada ε1 = ε2 = 1
2ρ∗ tako da ε1 + ε2 = 1

ρ∗
. Pojednostavićemo prethodnu

jednačinu množenjem sa 1
2 .

1
ρ∗

( d
dt
‖u‖2

k + ‖σ(u)‖2
k) 6 fBC + 1

ρ∗
‖P‖k‖∇ · u‖∞

+ ‖u‖2
k

[
C1 + C2‖Dū‖max{k−1,s0} + ρ∗(C2

3 + C2
4)
∥∥∥∥∥D1

ρ

∥∥∥∥∥
2

max{k−1,s0}

]
+ 1

4ρ∗‖P‖
2
k

I sada konačno primenom Grönwall-ove leme 1.3.1 dobija se

‖u‖2
k + eg(t)

∫ T
0
e−g(τ)‖σ(u)‖2

kdτ 6 eg(t)
(
‖u0‖2

k +
∫ T

0
e−g(τ)‖F‖dτ

)
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gde je g(t) = C1 + C2‖Dū‖max{k−1,s0} + ρ∗(C2
3 + C2

4)
∥∥∥D 1

ρ

∥∥∥2

max{k−1,s0}
i F = fBC +

1
ρ∗
‖P‖k‖∇ · u‖∞ + 1

4ρ∗‖P‖
2
k.

Kao što je moguće videti u Poglavlju Iterativni sistem s obzirom da je sistem
veoma povezan moramo istovremeno posmatrati i jednačinu za solenoidno vektorsko
polje i jednačinu za pritisak. Stoga je potrebno i za jednačinu za pritisak pronaći
ocenu i pokazati kontrakciju.
Sledeća teorema pokazuje jedinstvenost rešenja, ali je u navedenoj literaturi doka-
zana samo na torusu. Ovde ćemo dati teoremu bez dokaza s obzirom na složenost
graničnih uslova.
Lema 5.3.1 (Pretpostavka 2.3, [1])
Neka su w0 ∈ Hs, f ∈ Hs−2, u ∈ Hs−1, ρ ∈ Hs−1, ρ∗ ∈ [0, 1] i µ > 0. Pretpostavka
s > s0 + 2,∇ · w0 = 0 i ρ∗ 6 ρ(t, x) 6 1

ρ∗
. Tada postoji klasično rešenje (w, π) ∈

Hs ×Hs−2 za 
ρ(∂tw + (u · ∇)w)− µ4w +∇π + f = 0
∇ ·w = 0
w(0, ·) = w0

(5.23)

Sledeća lema će biti korisna u nalaženju gornje granice za Pk+1.
Lema 5.3.2 (Lema 2.16, [1])
Neka je ρ ∈ Hs(ρ∗ 6 ρ(x) 6 ρ−1

∗ , ρ∗ ∈ [0, 1]) i f ∈ Hs−1(
∫
f(x)dx = 0). Tada

postoji jedinstveno rešenje za ∇ ·
(

1
ρ
∇P

)
= f ∈ Hs+1 i za s > 1 važi∥∥∥1

ρ
∇P

∥∥∥
s
6 Cell,1(s, d)‖f‖s−1

‖∇P‖s 6 Cell,2(s, d, ρ, ρ1)‖ρf‖s−1

Ocena za ∇Pk+1:
Koristimo jednačinu ∂tuk+1−(uk·∇)uk+1− 1

ρk
µ4uk+1 = − 1

ρk
∇Pk+1+g− 1

ρk
µ∇( β

p∗
Φ)

i primenićemo divergenciju. Koristimo pomoć iz dokaza koju smo pronašli u litera-
turi [1].(Lemma 2.17)
∇ ·

(
(u · ∇)P [9]w

)
= ∇tu : ∇Pw + u ·∇ · (∇Pw) = ∇tu : ∇Pw + u · ∇(∇ · Pw)

= ∇tu : ∇Pw

∇ ·
(

1
ρ
µ4Pw

)
= µ∇(1

ρ
)4Pw + µ

ρ
∇ · (4Pw) = µ∇(1

ρ
)4Pw

(5.24)
I dobijamo sledeću jednačinu

∇( 1
ρk
∇Pk+1) = −∇tuk :: ∇uk+1 + µ∇ 1

ρk
4uk+1 − µ∇ 1

ρk
∇( β

p∗
Φ) + 1

ρk
µ4( β

p∗
Φ)︸ ︷︷ ︸

fP

(5.25)
[9] Uz Hodge-ovu dekompoziciju u = w+∇φ definišemo i ortogonalne projekcije P i Q na sledeći način

Pu = w i Qu = ∇φ
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Znamo da je ∇Pk+1 rešenje jednačine (5.25).

Želimo da pronađemo gornju granicu za rešenje jednačine (5.25). Na osvnovu
leme L.5.3.2 dobija se ∥∥∥∥∥ 1

ρk
∇Pk+1

∥∥∥∥∥
2

s−2
6 Cell,1‖fP‖2

s−3

∥∥∥∥∥ 1
ρk
∇Pk+1

∥∥∥∥∥
2

s−2
6 Cell,1

∥∥∥∥∥−∇tuk :: ∇uk+1 + µ∇ 1
ρk
4uk+1 − µ∇ 1

ρk
∇( β

p∗
Φ) + 1

ρk
µ4( β

p∗
Φ)
∥∥∥∥∥

2

s−3

6 Cell,1CM

(∥∥∥∇uk∥∥∥2

s−2

∥∥∥∇uk+1
∥∥∥2

s−2
+ µ

ρ∗

∥∥∥∇ρk∥∥∥2

s−1

∥∥∥∥∥∇ β

p∗
Φ
∥∥∥∥∥

2

s−1
+ µ

ρ∗

∥∥∥∇ρk∥∥∥2

s−1

∥∥∥∥∥4 β

p∗
Φ
∥∥∥∥∥

2

s−2

)

6 Cell,1CM

(∥∥∥uk∥∥∥2

s−1

∥∥∥uk+1
∥∥∥2

s−1
+ µ

ρ∗

∥∥∥ρk∥∥∥2

s

∥∥∥∥∥ βp∗Φ
∥∥∥∥∥

2

s

+ µ

ρ∗

∥∥∥ρk∥∥∥2

s

∥∥∥∥∥ βp∗Φ
∥∥∥∥∥

2

s

)

6 Cell,1CM

(∥∥∥uk+1
∥∥∥2

s−1
(
∥∥∥uk∥∥∥2

s−1
+ µ

ρ∗

∥∥∥ρk∥∥∥2

s

∥∥∥∥∥ βp∗Φ
∥∥∥∥∥

2

s

) + µ

ρ∗

∥∥∥ρk∥∥∥2

s

∥∥∥∥∥ βp∗Φ
∥∥∥∥∥

2

s

)
(5.26)

U nastavku će nam biti potrebna ocena
∥∥∥uk+1

∥∥∥
s−1

.

Pretpostavka je da je s > s0 + 3. Postoji R1 > 0 dovoljno veliko tako da za sve
k ∈ N imamo sledeću ocenu

•
∥∥∥uk∥∥∥

s−1,T
6 R1

Pokazaćemo ovo pomoću rekurzije. Biramo R1 tako da

‖u0‖s−1 < R1

Stroga će nejednakost biti ključna u dokazivanju. Pretpostavimo da je ocena tačna
za k-tu iteraciju na intervalu [0, T ], gde rešenje postoji.
Znamo da je uk+1 rešenje sledeće jednačine

ρk(∂tuk+1 + (uk · ∇)uk+1)− µ4uk+1 = −∇Pk+1 + ρkg + µ∇(β(αk)Φ∗
p∗

)

Tada uk+1 zadovoljava sledeću ocenu energije

∥∥∥uk+1
∥∥∥2

k
+ eg(t)

∫ T
0
e−g(τ)

∥∥∥σ(uk+1)
∥∥∥2

k
dτ 6 eg(t)

(
‖u0‖2

k +
∫ T

0
e−g(τ)‖F‖dτ

)

Zatim biramo T dovoljno malo tako da je
∥∥∥uk+1

∥∥∥ < R1. Kombinovanjem rezultata
dobijenih za pritisak (5.26) i primenom Grönwall-ove leme 1.3.1 dobijamo željenu
ocenu za

∥∥∥uk+1
∥∥∥
k
.
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Primenom leme L.5.3.2 na sledeću jednačinu

∇ ·
(

1
ρk
∇(Pk+1 − Pk)

)
= −∇tuk :: ∇P (wk −wk−1) + µ∇ ·

(
1
ρk

)
4P (wk −wk−1)

Dobija se

∥∥∥∇(Pk+1 − Pk)
∥∥∥
s−2

6 Cell,2

∥∥∥∥∥ρk(−∇tuk :: ∇P (wk −wk−1) + µ∇ ·
(

1
ρk

)
4P (wk −wk−1))

∥∥∥∥∥
s−3

6 Cell,2

∥∥∥∥∥−ρk(∇tuk :: ∇P (wk −wk−1)) + ρkµ
1
ρk
∇(ln ρk)4P (wk −wk−1)

∥∥∥∥∥
s−3

6 Cell,2

(
C2
M

∥∥∥ρk∥∥∥
s−1

∥∥∥∇uk∥∥∥
s−2

∥∥∥∇P (wk − wk−1)
∥∥∥
s−2

+ CMµ
∥∥∥∇(ln ρk)

∥∥∥
s−2

∥∥∥4P (wk −wk−1)
∥∥∥
s−2

)

6 Cell,2

(
C2
M

∥∥∥ρk∥∥∥
s−1

∥∥∥uk∥∥∥
s−1

∥∥∥P (wk −wk−1)
∥∥∥
s−1

+ CMµ
∥∥∥ln ρk∥∥∥

s−1

∥∥∥P (wk −wk−1)
∥∥∥
s−1

)

6 Cell,∗

(∥∥∥ρk∥∥∥
s−1

∥∥∥uk∥∥∥
s−1

+ µ
∥∥∥ln ρk∥∥∥

s−1

)∥∥∥wk −wk−1
∥∥∥
s−1

6 Cell,∗∗(s, ρ, d, µ, u)
∥∥∥wk −wk−1

∥∥∥
s−1

Kako bi se dobila ocena kontrakcije za pritisak, potrebno je primeniti trik koji je dat
u doktorskoj tezi Penel Y.,[1]. Glavna ideja je konstrukcija funkcije koja se sastoji
od svih prethodnih ocena kontrakcija funkcija α, ρ i u.
Dalje je potrebno dobiti rekurzivni niz sledećeg oblika

N k = v1N k−1 + v2N k−2, gde je v1 + v2 < 1.



Glava 6

Zaključak

Ova teza nastala je u saradnji Prirodno-matematičkog fakulteta, Univerziteta u
Novom Sadu i Laboratorije MAP5, Univerziteta Paris Descartes, u Parizu.

Model LMNC je predložen u [3]. Tamo je predstavljen model 3-LMNC za jedno-
fazni protok. U [15] je u obzir uzeta i promena faza. Osim toga, mnogo stvari je
odrađeno i u numeričkom pogledu ovog modela.

Cilj ovog rada bio je pokazati da je ovaj veoma povezan sistem koji opisuje protok
fluida dobro postavljen, tj. da ima rešenje i da je rešenje jedinstveno. Ovaj rad se
sastoji od pet poglavlja. U prvom poglavlju dali smo kratak pregled nekih dobro
poznatih rezultata iz funkcionalne analize, kao što su prostori Lp, prostori Soboljeva
i pomoćne leme koje se koriste u ovoj tezi.

Drugo poglavlje je posvećeno malom uvodu o izvođenju modela, gde smo objasnili
izvođenje sistema i dali specifične granične uslove koji su prikladni za ovaj model.

U trećem poglavlju dali smo osnovno sredstvo za bavljenje diferencijalnim siste-
mima zvano Hodge-ova dekompozicija. I pokazali smo da su uslovi Lax-Milgram-ove
teoreme zadovoljeni.

Počeli smo četvrto poglavlje sa objašnjenjem i poznatim koracima koji su neop-
hodni za pokazivanje postojanja i jedinstvenosti. Uspostavili smo glavnu teoremu
ovog rada.

Peto poglavlje se sastoji od izračunavanja svake od jednačina sistema. Ovo
poglavlje nam je dalo važne karakteristike i procene i samim tim predstavlja dokaz
ove teze.

Mnogi problemi javili su se u ovom radu usled složenosti domena na kome radimo,
i.e.nuklearni reaktor. Za rešavanje problema dali smo različite pristupe: uvodili smo
novu dekompoziciju sistema koji se zove Hodge dekompozicija, uvodili smo nove
granične uslove itd. Zbog toga je ovaj rad postao interesantniji, dao mi je iskustvo
i jaču matematičku pozadinu. Kako je pet meseci bilo kratko vreme za dublje
istraživanje o ovoj temi, nadam se da ćemo nastaviti saradnju.
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Dodatak A

Detalji za transportnu jednačinu

U Poglavlju Postojanje i jedinstvenost jakog rešenja transportne jednačine sa
promenljivom funkcijom f uveli smo particiju oblasti Ω. Cilj ovog dodatka je pro-
nalazak uslova koji će biti dovoljni za neprekidnost i diferencijabilnost povezanih
oblasti Ω0(t) i Ωe(t) sa granicom Γ(t). Posmatraćemo dva slučaja u zavisnosti od
brzine

1.Vektorsko polje u dato je sa u =
(

0
ve

)
. Primetimo da tada jednačina (5.2)

može lako biti rešena. Rešavanjem se dobija linearna funkcija χ takva da

χ(τ ; t,x) = Cu(τ − t) + x,

gde je Cu konstanta koja karakteriše vrednosti vektora brzine. Posebno,

χ1(τ ; t, x) = x1

i
χ2(τ ; t, x) = x2 − ve(t− τ).

Posmatramo particiju Ωi kao prosto-povezanu oblast. Kao što smo i ranije napo-
menuli t∗ je vreme za koje karakteristična kriva doseže granicu x = 0. Za dodatno
objašnjenje pogladati u [13].

Tada znamo da važi

Γ(t) = ∂Ω0(t) ∩ ∂Ωe(t) = {x ∈ Ω : t∗(t, x) = 0}.

Štaviše
χ2(t∗; t, x) = 0 = x2 − ve(t− t∗)⇒ t∗(t, x) = t− x2

ve
,

možemo eksplicitno definisati Γ(t), Ωe(t), Ω0(t), cf. Fig. A.1 na sledeći način

Γ(t) = {x ∈ Ω : x2 = vet},

Ωe(t) = {x ∈ Ω : t∗(t, x) > 0} = {x2 < vet}
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Slika A.1: Slika domena Ω(t) sastavljenog od dva subdomena Ωe(t) i Ω0(t). Ovi
subdomeni razdvojeni su granicom Γ(t).

and
Ω0(t) = {x ∈ Ω : t∗(t, x) < 0} = {x2 > vet}.

U nastavku ćemo tražiti uslove potrebne za neprekidnost i diferencijabilnost.
1) U slučaju kada su Y0, Ye, c, f konstantne dobija se

Y
∣∣∣
Ω0(s)

= Y0e
−ct +

∫ t

0
fe−c(t−s)ds = e−ct

[
Y0 −

1
c
f
]

+ 1
c
f,

Y
∣∣∣
Ωe(s)

= Yee
−cx2

ve +
∫ t

t−x2
ve

fe−c(t−s)ds = e−c
x2
ve

[
Ye −

1
c
f
]

+ 1
c
f.

Dobija se sledeći uslov neprekidnosti

Ye = Y0 .

I dalje posmatramo slučaj kada su sve funkcije konstantne

∂2Y
∣∣∣
Ω0

= 0,

i
∂2Y

∣∣∣
Ωe

= 1
ve

[−cYe + f ]e−c
x2
ve .

U ovom slučaju uslov C1 dat je sa

Ye = 1
c
f .

2) Za drugi slučaj kada imamo da su Y0, Ye konstantne i da c, f nisu konstantne
dobija se

Y
∣∣∣
Ω0(s)

= Y0e
−
∫ t

0 c(s,x2−tve)ds +
∫ t

0
f(s, x2 − tve)e−

∫ t
s
c(s′,x2−tve)ds′ds,
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Y
∣∣∣
Ωe(s)

= Yee
−
∫ t
t∗ c(s,x2−tve)ds +

∫ t

t∗
f(s, x2 − tve)e−

∫ t
s
c(s′,x2−tve)ds′ds.

Uslov neprekidnosti u ovom slučaju dat je sa

Ye = Y0 .

Dakle, imamo

∂2Y
∣∣∣
Ω0

= Y0e
−
∫ t

0 c(s,x2−tve)ds
(
−
∫ t

0
∂2c(s, x2 − tve)ds

)

+
∫ t

0

[
∂2f(s, x2 − tve)e−

∫ t
s
c(s′,x2−tve)ds′ds

+ f(s, x2 − tve)e−
∫ t
s
c(s′,x2−tve)ds′

(
−
∫ t

s
∂2c(s′, x2 − tve)

)]
,

i

∂2Y
∣∣∣
Ωe

= Yee
−
∫ t
t−x2

ve

c(s,x1)ds
(
−
∫ t

t−x2
ve

∂2c(s, x1) + 1
ve
c(t− x2

ve
, x1)

)

+
− f(t− x2

ve
, x1)e

−
∫ t
t−x2

ve

c(s′,x1)ds′
+
∫ t

t−x2
ve

[
∂2f(s, x1)e−

∫ t
s
c(s′,x1)ds′

+ fe−
∫ t
s
c(s′,x1)ds′

(
−
∫
∂2c(s′, x1)

)].
Uslov C1 dat je sa

−Ye
∫ t
0 ∂2c(s, x1)ds+−Y0

∫ t
0 ∂2c(s, 0)ds = 1

ve
f(0, x1)e

∫ t
0 c(s,x1) − 1

ve
c(0, x1)Ye .

3) Za treći slučaj kada Y0, Ye nisu konstantni i kada su c, f konstantni dobija se

Y
∣∣∣
Ω0(s)

= Y0(x1, x2− tve)e−ct + f
∫ t

0
e−c(t−s)ds = Y0(x1, x2− tve)e−ct−

1
c
fe−ct + 1

c
f,

Y
∣∣∣
Ωe(s)

= Ye(t−
x2

ve
, x1)e−c

x2
ve +f

∫ t

t−x2
ve

e−c(t−s)ds = Ye(t−
x2

ve
, x1)e−c

x2
ve−1

c
fe−c

x2
ve +1

c
f.

Tada je uslov neprekidnosti dat sa

Y0(x1, 0) = Ye(0, x1) ,

Dalje, imamo
∂2Y

∣∣∣
Ω0

= e−ct∂2Y0(x1, x2 − tve)
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i

∂2Y
∣∣∣
Ωe

= e−c
x2
ve

[
− 1

ve
∂sYe(t −

x2

ve
, x1) − c

ve
Ye(t −

x2

ve
, x1) + f

ve

]

A uslov diferencijabilnosti sa

∂2Ye(x1, 0) = − 1
ve
∂tYe(0, x1)− c

ve
Ye(0, x1) + f

ve
.

2. Sada ćemo posmatrati slučaj kada vektor brzine u nije konstantan. Primetimo
da u tom slučaju ne znamo eksplicitno particiju oblasti Ωe(t), Ω0(t) i Γ(t), cf. Fig.
A.2.

Slika A.2: Slika domena Ω(t) sastavljenog od dva subdomena Ωe(t) i Ω0(t). Ovi
subdomeni razdvojeni su granicom Γ(t).

Pod pretpostavkom da su Y0, Ye, c, f konstantne, možemo primetiti da se dobija
isti rezultat kao i u prvom slučaju za uslov neprekidnosti

Ye = 1
c
f + e−ct

∗
(
Y0 − 1

c
f
)
.

Primenjujući dobijene rezultate na naš slučaj dobijamo sledeće.
Kada je vektor brzine konstantan i Y = ρ dobija se

ρ0 = ρe za prva dva slučaja,

i
ρ0(χ(0; t,x)) = ρe(t, χ(t∗; t,x)) u trećem slučaju.

i Y = α dobija se
α0 = αe za prvi slučaj,
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αe = e
1
ε
(t−t∗)(α0e

− 1
ε
t +

∫ t∗

0

ᾱ(s, x)
ε

e−
1
ε
(t−s)ds) za drugi slučaj

i
u trećem slučaju α0(χ(0; t,x)) = αe(t, χ(t∗; t,x)).



Dodatak B

Diferencijalni identiteti

U ovom delu daćemo pregled korisnih formula i diferencijalnih identiteta.

Gradijent, Divergencija, Rotor, Laplasijan.

Neka je dato glatko vektorsko polje F i neka je f glatka realna funkcija, u R3.

1. Gradijent:
∇f = ∂f

∂x
i+ ∂f

∂y
j + ∂f

∂z
k

2. Divergencija:(F = F1i+ F2j + F3k):

∇ · F = ∂

∂x
F1 + ∂

∂y
F2 + ∂

∂z
F3

3. Laplasijan:
4f = ∂2f

∂2
x

+ ∂2f

∂2
y

+ ∂2f

∂2
z

4. Rotor:

curlF =

∣∣∣∣∣∣∣
i j k
∂x ∂y ∂z
F1 F2 F3

∣∣∣∣∣∣∣
Gauss-ove formule.

U Rn, n > 2, neka je:

• Ω ograničen glatak domen i ν jedinični spoljašnji vektor normale na ∂Ω;

• u,v su dva vektorska polja klase C1(Ω̄);

• ϕ,ψ su dve realne funkcije klase C1(Ω̄);
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• ds je element površine na ∂Ω.

1.
∫

Ω∇ · u dx =
∫
∂Ω u · νds; (Teorema o divergenciji)

2.
∫

Ω∇ϕ dx =
∫
∂Ω ϕν ds

3.
∫

Ω4ϕ dx =
∫
∂Ω∇ϕ · ν ds =

∫
∂Ω ∂νϕ ds

4.
∫

Ω ψ∇ · F dx =∈∂Ω ψF · νds−
∫

Ω∇ψ · F dx (Parcijalna integracija)
5.
∫

Ω ψ4ϕ dx =
∫
∂Ω ψ∂nuϕ ds−

∫
Ω∇ϕ · ∇ψ dx (Green-ov identitet I)

6.
∫

Ω(ψ4ϕ− ϕ4ψ) dx =
∫
∂Ω(ψ∂νϕ− ϕ∂νψ) ds (Green-ov identitet II)

7.
∫

Ω curlu dx = −
∫
∂Ω u× ν ds

8.
∫

Ω u · curlv dx =
∫
Ω v · curlu dx−

∫
∂Ω(u× v) · ν ds.

Identiteti.

1.∇ · σ(u) = 4u+∇(∇·u)
2

2.σ(u)u · f = 1
2

[
u · ∇(u · f) + f · ∇( |u|

2

2 )
]

3.∇ · [(u · ∇)v] = ∇Tu :: ∇v + u · ∇(∇ · v)
4.∇u× u = (u · ∇)u
5.∇ · (fA) = A(∇f) + f(∇ · A), obično ∇ · (fId) = ∇f
6.∇ · (Au) = AT :: ∇u+ (∇ · AT ) · u
7.∇ ·Hess(f) = ∇4f
8.∇∧ (∇∧ u) = −4u+∇(∇ · u)
9.∇∧ [(u · ∇)u] = (u · ∇)(∇∧ u)− [(∇∧ u) · ∇]u
10.(∇∧ u) ∧ u = (u · ∇)u− 1

2
∇|u|

2

11.∇ · (u ◦ v) = [(∇u) ◦ v]T :: ∇v
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Novi Sad, august 2018. Tanja Dukić
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