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Predgovor

Polisa Zivotnog osiguranja je, pravno gledano, ugovor izmedu
osiguravajuce kuce 1 osiguranika, kojim se osiguravajuca kuca oba-
vezuje da Ce preuzeti rizik finansijskog gubitka, nastalog usled osi-
guranog dogadaja. S druge strane, osiguranik se obavezuje da Ce
plaéati ugovorom definisane premije. Osigurani dogadaj kod Zivo-
tnog osiguranja je vezan za zdravlje osiguranika. Odnosno, odnosi
st se na dogadaje dozivljenja, preuranjenje smrti, invaliditeta osigu-
ranog lica.

Placene premije osiguravajuca kuca dalje ulaze na finansijskom
trziStu. Time osiguravac, pored rizika o nastanku osiguranog do-
gadaja, snosi 1 odredeni rizik od investiranja. Sam osiguranik ni-
je upoznat sa daljim investiranjem osiguravajuce kuce. Unit-linked
proizvodi Zivotnog osiguranja omogucavaju osiguranom licu da od-
luci u koji fond ¢e njegova premija biti uloZena. Ali, tada upravo on
1 snosi rizik od investiranja, ali 1 nagradu. U zavisnosti od odnosa ka
riziku, osiguravajuca lica su u mogucnosti da investiraju u manje ili
viSe riziCne fondove. Rizik, koji se u slucaju unit-linked osiguranja
prebacuje sa osiguravajuce kuce na osiguranika, oslikava se u tome
Sto isplatu u slucaju osiguranog dogadaja Cine jedinice fonda u koji
je uloZeno, a ne unapred definisana beneficija.

Prednost ovih proizvoda je §to su oni potpuno transparentni. Osi-
guranom licu je taéno poznato kako je njegova premija rasporedena
izmedu investiranje 1 pokrica od osiguranog dogadaja, kao 1 koliki



deo odlazi na administrativne troskove.

Tema ovog master rada je aparat za vrednovanje unit-linked polisa
u zivotnom osiguranju. U uvodnom delu predstavljeni su osnovni
pojmovi Zivotnog osiguranja, kao i teorija opcija, potrebna za dalje
vrednovanje unit-linked polisa. Zatim je u drugom poglavlju predsta-
vljena stohasti¢ka teorija potrebna za postavku Blek-Solcovog mo-
dela za odredivanje cene opcije, koji je detaljnije obraden u treCem
poglavlju.

Formula za odredivanje cene polise zahteva raCunanje verovatno-
¢e prezivljavanja osiguranog lica. Ovim verovatno¢ama pristupa-
mo na dva nacina, na deterministcki 1 stohasticki nacin. Stohasticki
modeli mortaliteta su detaljno opisani u Cetvrtom poglavlju, kao
primeri uopstenih linearnih 1 nelinearnih modela. Na kraju, uz po-
mo¢ programskog jezika R, izraCunate su cene unit-linked osigura-
nja na osnovu ova dva pristupa i rezultati su uporedeni.

Ovom prilikom bih Zelela da se zahvalim svim profesorima 1 asi-
stentima na saradnji i ukazanom znanju tokom studiranja. Posebno
se zahvaljujem svom mentoru, dr Dori SeleSi, na celokupnom str-
pljenju koje je pokazala prema meni tokom izrade ovog rada, na
savetima i uputstvima koje mi je davala. Zahvaljujem se i dr Na-
ta$i Kreji¢ i dr Danijeli Rajter-Ciri¢, ¢lanovima komisije za odbranu
ovog rada.
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Poglavlje 1

Tradicionalno 1 unit-linked
osiguranje

1.1 Zivotno osiguranje

Zivotno osiguranje je ono osiguranje kod koga je osigurani do-
gadaj u uskoj vezi sa zdravljem osiguranika. Shodno tome, razliku-
jemo:

e osiguranje za slucaj prezivljavanja ili smrti,
e osiguranje od trajnog invaliditeta 1
e zdravstveno osiguranje.

Gledano sa pravne strane, Zivotno osiguranje predstavlja ugovor
izmedu vlasnika polise 1 osiguravajuce kuce. Kao 1 svaki ugovor, u
polisi Zivotnog osiguranja se definiSu svi parametri, kao na primer,
beneficija koju osigurava mora da isplati osiguraniku za slucaj da
dode do osiguranog dogadaja. Za uzvrat, vlasnik polise je duzan da
plati premiju, za to Sto osiguravajuca kuca preuzima rizik na sebe.
Visina premije je takode odredena u ugovoru. Rok dospeca 1" je vre-
menski period, na koji je zakljueno Zivotno osiguranje.

TrziSte zivotnog osiguranja nudi veliki izbor, ali tip osiguranja
koji ¢emo posmatrati u naSem radu je osiguranje za slucaj prezivlja-

7



vanja (eng. pure endowment). U ovom slucaju je osigurani dogada;j
prezivljavanje osigurane osobe do isteka polise, kada on prima ispla-
tu. U suprotnom, nece doci do novCane nadoknade.

Uvedimo sledece oznake

e p, — stopa preZivljavanja osobe starosti z godina narednih go-
dinu dana, odnosno jednogodiSnja verovatnoca prezZivljavanja,

e p(x,t)ili p,— stopa prezivljavanja narednih godinu dana, 0so-
be koja u godini ¢ ima x godina,

e ;p, — stopa prezivljavanja osobe starosti = godina narednih ¢
godina.

e ¢, = 1 — p, — stopa mortaliteta da osoba starosti x premine u
narednih godinu dana,

e ¢, — stopa mortaliteta, koja predstavlja verovatnoCu da osoba
starosti taCno z u godini ¢, premine u narednoj godini, odnosno
u periodu [t,t + 1],

e ,q, — verovatnoCa da osoba sada starosti x godina premine u
naradnih ¢ godina,

e 11, — neprekidna stopa mortaliteta (eng. force of mortality),
predstavlja trenutacnu stopu mortaliteta u vremenskom trenutku
t za osobu starosti tacno x. VerovatnoCa da osoba sa nepreki-
dnom stopom mortaliteta u(x, ) premine u intervalu (¢, ¢ 4 dt)
je priblizno jednaka p(x, t)dt, gde je dt malo.

Za odredivanje visine premije potrebno je odrediti verovatnocu
da dode do osiguranog dogadaja. Obzirom na tip osiguranja koji
posmatramo, potrebno je odrediti verovatnoCu prezivljavanja vla-
snika polise do isteka polise. Za osiguranika, starosti x u trenutku
kupovine, to je 7p,. U radu ¢emo detaljno prikazati dva pristupa za
odredivanje ovih stopa, deterministicki i stohasticki pristup.
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Deterministicki pristup verovatno¢ama smrtnosti

U deterministiCkom pristupu, za odredivanje verovatnoca prezi-
vljavanja se koriste tablice mortaliteta (eng. life tables). Ove tablice
prikazuju verovatnocu da ¢e osoba odredene starosti x preminuti u
narednih godinu dana, odnosno pre svog sledeCeg rodendana, kada
bi napunila (z + 1)-u godinu, ¢,. Tablice mortaliteta se baziraju na
istorijskim podacima o mortalitetu jedne populacije tokom relativno
kratkog vremenskog perioda. Dalje, uz pomo¢ statistickih metoda,
dolazi se do trazenih verovatno¢a mortaliteta.

Posto muskarci 1 Zene imaju razli¢ite stope mortaliteta, tablice se
za svaki pol posebno izraduju.

Osiguravajuce kuce koriste ove tablice pri vrednovanju proizvo-
da Zivotnog osiguranja, kao 1 za predvidanje buducih osiguranih do-
gadaja.

Stohasticki pristup verovatno¢ama smrtnosti

U proslosti je zabeleZen stalni pad mortaliteta. Takode, buduca
dinamika mortaliteta je veoma neizvesna, 1 da bi mogle bolje da
predvide to ponaSanje, osiguravajuce kuce se sve ¢eSce okreCu od
tablica mortaliteta ka stohastickim modelima mortaliteta.

Dodatno, osoba starosti z u 2017. godini nema istu stopu morta-
liteta, kao 1 osoba takode starosti z, ali u, na primer, 1990. godini.
Jasno, javlja se motivacija da posmatramo g, ;, stope mortaliteta ko-
je zavise 1 od starosti osiguranika z 1 od kalendarske godine .

Prednost stohastickih modela mortaliteta je Sto prikazuju ne samo
efekat starosti osiguranika na njegov mortalitet, ve¢ i1 efekat ka-
lendarske godine, a nekad cak 1 godine rodenja osiguranika.



U poslednjih 25-30 godina se razvio veliki broj ovakvih mod-
ela. Medutim, u radu ¢emo posmatrati sedam modela, u literaturi
poznatih kao M1-M3 1 M5-M8 modeli, koji su dati u radu [5]. Bi-
tno je napomenuti da su ovi modeli primeri uopstenih linearnih 1
nelinearnih modela, pa ih kao takve moZemo veoma lako uz po-
mo¢ statistickog softvera R, fitovati stvarnim podacima. Ocenjeni
parametri modela se dalje tretiraju kao vremenske serije, koje se uz
pomoc tehnika za analizu 1 predikciju vremenskih serija projektuju
u buduénost. Kada te buduce vrednosti vratimo u model mortaliteta,
dobijamo buduce stope mortaliteta za odredenu starost z 1 odredenu
kalendarsku godinu .

1.1.1 Osnovni pojmovi unit-linked Zivotnog osiguranja

Do sada smo predstavili klasi¢ne ugovore Zivotnog osiguranja,
koji podrazumevaju deterministicke isplate beneficija osiguraniku,
unapred definisanih u ugovoru. U ovom master radu ¢emo, pak,
razmatrati proizvode osiguranja, Cija je isplata unapred nepoznata,
odnosno slucajna je vrednost, zato Sto zavisi od, na primer, pri-
nosa neke investicije, trziSnih kamatnih stopa ili od nekih finansi-
jskih indeksa.

Proizvodi osiguranja, poput unit-linked polisa, predstavljaju gru-
pu kompleksnijih proizvoda Zivotnog osiguranja, koji ne sadrze u
sebi samo komponentu zasStite, ve¢ 1 investiranja. Samim tim su
ovi proizvodi smatrani za dobru priliku sigurnog investiranja novca.
Nastali su 1960-tih godina u Velikoj Britaniji. Unit-linked polise su
prvo pocele da sticu popularnost u zapadnoj Evropi, gde su finansi-
jska trziSta, kao 1 mogucnosti investiranja, dobro razvijeni.

Karakteristika za unit-linked osiguranje je Sto se deo premije ulaze

u pokrivanje osiguranog dogadaja, a ostatak premije se koristi za
kupovinu jedinica fonda. Unit-linked fondovi su izdeljeni u jedinice
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(eng. units) jednake vrednosti koja zavisi od podloge, odnosno od
aktiva koje sacinjavaju fond, [13].

Fond u koji e se investirati, bira sam vlasnik polise. Izbor se
vrsi iz korpe, koju osiguravajuéa kuca dizajnira. U zavisnosti od
udela akcija 1 obveznica u fondovima, oni se mogu okarakterisati
kao manje ili viSe riziCni. Samim tim, ovaj tip proizvoda je privlacan
Sirokom spektru investitora, od konzervativnih, do onih koji su spre-
mni da prihvate vedi rizik, zarad veeg ocekivanog prinosa. Isplata
unit-linked osiguranja se sastoji od jedinica fonda u koji je uloZeno,
1 zavisi od performansi fonda.

Fond polise (eng. policy fund), ili ra¢un polise (eng. policy ac-
count) je akumulirani fond u koji je investirana premija. Za Zivotno
osiguranje za sluCaj prezivljavanja, beneficija prezivljavanja jednaka
je vrednosti fonda polise u trenutku isteka polise.

Kako mozemo videti, na iznos beneficije direktno utice vrednost
fonda u koji je uloZeno. To znaci da visina isplate nije poznata un-
apred. Samim tim, finansijski rizik koji se javlja, je u potpunosti na
strani osiguranika, Sto je glavna karakteristika unit-linked osiguran-
ja.

Kod unit-linked modelu postoje dva izvora rizika, koji su neza-
visni jedan od drugog. Jedan rizik se odnosi na finansijsko trziste,
a drugi je povezan sa mortalitetom, odnosno zdravstvenim stanjem
osiguranika.

Rizik koji snosi osiguranik se moze delimi¢no prebaciti na osi-
guravajuc¢u kompaniju, time Sto ¢e unit-linked ugovori sadrzati i fi-
nansijsku garanciju u sebi. U nekim zemljama je ¢ak i zakonom
propisanao da je postojanje najmanje zagarantovane beneficije oba-
vezno. Najmanja zagarantovana beneficija garantuje osiguraniku da
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¢e mu se barem uplacena premija refundirati.

Iznos te grancije, G(t), se moZe odrediti na razli¢ite nacine. U
nasem radu, radi jednostavnosti, minimalna zagarantovana benefici-
ja ée biti G = const.

Za unit-linked osiguranje sa minimalnom zagarantovanom bene-
ficijom, funkcija isplate polise je data sa

C(t) = max{S(t), G(t)},
gde je S(t) vrednost fonda u trenutku ¢.

Pretpostavimo dalje da je vrednost fonda data stohastickim pro-
cesom u raspodeli . Dobijamo da je tada oCekivana isplata

m(C(t)) = E¥ [max(S(t), G(t))].

Medutim, pokazalo se, da sa ovakvom vrednoS¢u beneficije moze
do¢i do arbitraze, odnosno postoji pozitivna verovatnoca da se moze
ostvariti profit bez rizika. Da bi se to izbeglo, osloni¢emo se na
finansijsku matematiku, koja je dokazala da postoji ekvivalentna
martingalna mera (), kojom moZemo zameniti meru P, pri cemu
onemogucavamo postojanje arbitraze. Tako, na ,fer” trziStu imamo:

m(C(t)) = Emax(S(t), G(t))].

gde je () ekvivalentna mera meri P, takva da je diskontovana vre-
dnost polise u njoj martingal.

Primetimo jo§, da ukoliko izvu¢mo S(t) ispred funkcije maksi-
muma C'(t)

O(t) = S(t) + maz{G(t) — S(t),0},

drugi sabirak se ponaSa kao novcani tok evropske prodajne opcije sa
strajk cenom K = G(t).
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Dalje, da bismo izraCunali premiju, interesuje nas diskontovana
vrednost buduce isplate, pomnoZena sa verovatno¢om da ¢e doci do
isplate.

1.2 Teorija opcija

Koriste¢i teoriju finansijske matematike, primeni¢emo modele za
vrednovanje evropske prodajne opcije da bismo dosli do formule
za premiju unit-linked osiguranja sa zagarantovanom minimalnom
beneficijom. Uvescemo sada potrebnu teoriju opcija.

Opcije su izvedene hartije od vrednosti, odnosno finansijski de-
rivati, Cije cene se utvrduju na osnovu (izvode se iz) cena drugih
finansijskih instrumenata. Opcijski ugovori se ispisuju na obicne
akcije, indekse akcija, stranu valutu, poljoprivredne robe itd. Vla-
snik opcije ima pravo, ali ne 1 obavezu, da kupi, odnosno proda neku
podlogu po unapred odredenoj ceni izvrSenja - strajk ceni K, na
utvrdeni datum dospeca ili pre tog datuma. Kupovna cena opcije se
naziva opciona premija. Premija predstavlja nadoknadu koju kupac
opcije mora da isplati da bi stekao gore navedeno pravo da realizuje
opciju.

Evropska prodajna opcija, put-opcija, daje pravo njenom vlasni-
ku da proda podlogu po unapred ugovorenoj ceni A, samo na datum
dospeca opcije. Put-opcija €e biti izvrSena ukoliko je cena izvrSenja
viSa od trziSne cene osnovne aktive. To znaci da profit od ulaganja
u put-opcije raste kada vrednost aktive pada. Tada je zarada vlasni-
ka, odnosno vrednost opcije zapravo razlika izmedu cene izvrSenja
1 trziSne cene. Neto profit na put-opciju jednak je vrednosti opcije
umanjenoj za cenu po kojoj je opcija na pocetku kupljena F.

Vrednost put-opcije na datum dospe¢a moZemo prikazati na sle-
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deci nacin:

0, akoje Sp > K
Isplata vlasniku put-opcije = { axojeor = i,

K — Sp,akoje St < K.

U prvom slucaju, kada je cena akcije na datum dospeca opci-
je viSa od cene izvrSenja, St > K, put-opcija je bezvredna, poSto
pravo na prodaju akcije po ceni /K nece biti iskoriS€eno. Prihod vla-
snika opcije je 0. Ali, kako je on ve¢ platio opciju, a nece je izvrSiti,
bice u gubitku za cenu opcije, odnosno za Fj, dok ¢e eminent (eng.
writer) opcije zaraditi bas tih F.

Medutim, kada je cena akcije manja od strajk cene, Sy < K,
vlasnik ¢e izvrSiti opciju i ostvari¢e prihod od K — Sp, odnosno
profit od K — Sy — Fy. U ovom slucaju ¢e eminent opcije ostvariti
gubitak od Py — K + S7.

Profit vlasnika prodajne opcije moZzemo predstaviti na sledeci
nacin:
(K, St) = max{0, K — Sy} — P.
Za vrednovanje opcija mozemo koristiti diskretne ili neprekidne
modele. Ukratko ¢emo 1h predstaviti u naredna dva odeljka.

1.2.1 Binomni model vrednovanja opcija

Predstavicemo jednostavan kvantitativan model za vrednovanje
opcija sa ,dva stanja” (dva ishoda). Po tome je model i dobio ime
binomni model. Tako jednostavan, model moze biti veoma koristan i
precizan alat za vrednovanje. Izmedu ostalog, transakcije u finansi-
jskom svetu se deSavaju u diskretnim vremenskim trenucima, pa i
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nije toliko neobicno Sto kreCemo upravo od ovog modela.

Pretpostavka binomnog modela je da cena akcije moze imati samo
dve vrednosti u narednom vremenskom periodu:

1) akcija se moze prodavati po visSoj ceni, sa faktorom rasta u, ili

2) se moze prodavati po odredenoj niZoj ceni, sa faktorom pada d.

Moze se jos 1 reci da se cena akcije kre€e po binomnom stablu.

Posmatrajmo prvo binomni model za jedan vremenski interval.
Obelezimo sa Sy pocetnu vrednost akcije. Tada cena akcije u trenu-
tku t = 1 moze uzeti samo dve vrednosti:

1. sa verovatno¢om p, S; = S, = .5y - u, odnosno cena je porasla,

2. sa verovatnoéom 1 — p, S; = S; = Sy - d, odnosno cena je
opala.

Cena prodajne opcije, Fy, zavisi od cene podloge u trenutku ¢t =
1. Vrednost opcije se krece po sledeCem binomnom stablu:

P,=max{K-S , 0}

1-
P NP =max{K-S, 0}

t=0 b=

Kako nama Fj nije poznato, za njeno odredivanje ¢emo koristi
metod vrednovanja koji se zasniva na konceptu repliciranja (kopi-
ranja). Prvo je potrebno pronaci replikantni portfolio. To je portfolio
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koji ima isti novc€ani tok kao 1 finansijski instrument koga replicira.
U naSem slucaju, taj instrument je evropska prodajna opcija. Kako
replikantni portfolio tacno replicira vrednost opcije, pronalazenjem
njegove vrednosti u pocetnom trenutku doc¢i ¢emo do cene prodajne
opcije.

Sada ¢emo da napravimo navedeni portfolio. Neka se on sastoji
od dve aktive. Jedna je akcija, koja Cini podlogu, a druga je obve-
znica koja predstavlja nerizi¢nu aktivu, pri ¢emu je r konstantna ne-
rizi¢na kamatna stopa.

Uredeni par (z, y) ¢ine jedan takav portfolio, gde je = iznos uloZen
u akciju, a y iznos uloZen u obveznicu. Ukoliko uloZimo jednu
novcanu jedinicu u nerizi¢nu aktivu, y = 1, binomno stablo obve-
znice Ce izgledati ovako:

1+r

1-p
1+r

Obelezimosa R =1+ .
U trenutku ¢ = 0, vrednost portfolija je

z-So+y=P (1.1)

Mi zelimo da repliciramo opciju 1 u krajnjem trenutku, kada cCe
vrednost portfolija takode biti jednaka vrednosti opcije, pazat = 1
dobijamo sistem:

r-Sy+R-y = P,:=max{K —u- S0}, (1.2)
r-Sqg+R-y = Pi:=maz{K —d- S0}

Resavanjem sistema dobijamo koeficijente (z,y) koje, kada vra-
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timo u formulu (1.1), dobijamo cenu prodajne opcije:

1 R—d u— R
P=—.|P,- P, .
R u—d+ d u—d

(1.3)

Obelezimo sa q faktor uz P,, odnosno g = %Z . Odatle sledi da
je faktor koji stoji uz F; zapravo 1 — ¢, pa formulu (1.1) zapisujemo

1
P:E'[Pu'Q+Pd'(1_Q)]' (1.4)

Dobijena vrednost ¢ se naziva joS 1 rizik-neutralna verovatnoca.
Pojam rizik-neutralne verovatnoce Ce detaljnije biti objasSnjen u ode-
ljku 2.1, ali mozemo je razumeti kao verovatnoCu da cena akcije po-
raste na S, pri ¢emu su svi ucesnici na trzistu rizik-neutralni.

Veoma bitna pretpostavka u teoriji odredivanja cena je odsustvo
arbitraZe, odnosno, odsustvo moguénosti ostvarivanja profita bez
pocetnog bogatstva. U praksi to oznacava da dva portfolija koja
imaju istu krajnju vrednost, moraju imati i istu pocetnu.

Teorema 1.2.1 Ako na trfistu ne postoji mogucnost arbitraZe, onda
je zadovoljena sledeca nejednakost

d < R < u,

odnosno postoji rizik neutralna verovatnoca q = % :

Iz teoreme sledi da je cena naSe prodajne opcije dobijena pod
pretpostavkom da ne postoji arbitraza. Takode, posledica teoreme je
da se cena Py, moze posmatrati i kao diskontovana oCekivana vre-
dnost opcije u odnosu na vesStacku verovatnocu g, odnosno:

1
Py=5  EY(Py). (1.5)

Bezarbitrazno trziSte ima viSe ekvivalentnih mera verovatnoce.
Da bismo postigli jedinstvenost rizik-neutralne mere, uvodimo po-
jam kompletnosti trzista.
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Definicija 1.2.2 TrZiste na kome za svaki finansijski derivat postoji
replikantni portfolio (x,y), salinjen od jedne rizi¢ne i jedne nerizi-
Cne aktive, naziva se kompletno trziste.

Sledeca teorema navodi uslove za jedinstvenost veStacke verova-
tnoce q.

Teorema 1.2.3 Pretpostavimo da nema arbitraZe na trZistu. Ako za
svaki derivat na trzistu postoji replikantni portfolio (x,vy), odnosno
ako je trZiste kompletno, onda postoji jedinstvena rizik-neutralna
mera verovatnoce (). VaZi i obrnuto, ako postoji jedinstvena rizik-
neutralna mera verovatnoce (), onda je trziste kompletno.

Konkretno, u naSem binomnom modelu, teorema zahteva da je
sistem (1.2) jedinstveno resiv. Odatle sledi da je d # u, inaCe bismo
dobili neodreden sistem koji ima beskona¢no mnogo resenja.

Zakljuujemo, uslov koji treba da vazi da bismo zadovoljili po-
stojanje kompletnog, bezarbitraznog trzisSta je da postoji barem jedan
znak stroge nejednakosti u sledecoj nejednakosti d < (1 +7) < u.

Uopstavanje modela sa dva ishoda

Binomni model za jedan vremenski period se veoma lako moze
uopsStiti na viSe perioda, ponavljajuci isti algoritam, gde cena po-
dloge u narednom periodu ili poraste sa faktorom w ili se smanji sa
faktorom d.
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ud

S

dd
t=0 t=1 t=9
Kako postoje tri moguce vrednosti akcije na kraju drugog inter-
vala, odnosno u trenutku ¢ = 2, postoje i tri moguce vrednosti pro-
dajne opcije:
P, ,=max{K-S ,0}

P,,=max{K-5_, 0}

P,,=max{K-S_, 0}
t=0 =il t=2

Resavanjem sistema kao 1 kod modela za jedan vremenski peri-
od, Ciji metod nalazenja replikantog portfolija 1 reSavanja sistema
jednacina, sada primenjujemo na segmente navedenog stabla. Po-
navljanjem metoda dolazimo do formule za cenu prodajne evropske
opcije za n vremenskih perioda:

B 1 . - ny\ . _ \n—k ok n—k
PO_—(1+T)n %(k)qu Q)" "mar{K —u"d"""Sy}. (1.6)

Pretpostavke o kompletnosti trziSta i nepostojanje arbitraze moraju
1 ovde biti zadovoljeni, kako bismo osigurali postojanje jedinstvene
rizik-neutralne verovatnoce q.
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1.2.2 Blek-Solcov model vrednovanja opcija

Ukoliko bismo nastavili da delimo intervale tokom kojih cene
akcija mogu i¢1 gore ili dole, na kraju bi svaki ¢vor na stablu odgo-
varao beskona¢no malom vremenskom intervalu, At — 0. Da-
kle, model sa dva ishoda se moze uopstiti tako Sto Ce se svaki pe-
riod podeliti na veliki broj intervala, n — oo. Ovim postupkom
dolazimo do neprekidne formule vrednovanja opcija, poznatije kao
Blek-Solcova formula. Za izvodenje Blek-Solcove formule moraju
se uvesti dodatne dve pretpostavke. NeriziCna kamatna stopa, 7,
1 volatilnost cene akcije, o, moraju biti konstantne tokom Zivotnog
veka opcije.

Kako se rok dospeca deli na sve veci broj intervala, raspodela ce-
na akcije prilikom dospeca sve vise se blizi log-normalnoj raspodeli.
Kada je raspodela cena akcije zaista log-normalna, mozemo izvesti
taCnu formulu za vrednovanje opcija.

KaZemo da cena akcije (podloge), .S;, prati geometrijsko Brauno-
vo kretenje sa driftom p 1 volatilnoSCu o, ukoliko je za sve nene-
gativne vrednosti z i t, koli¢nik % slu¢ajna promenljiva, koja
je nezavisna od cena podloge do trenutka 7 i ako sledeca slu¢ajna

promenljiva ima normalnu raspodelu:

In ng N (ut, o?t) .

U naSoj postavci modela, parametri geometrijskog Braunovog
kretanja imaju sledeca znacenja, i je oCekivani prinos akcije 1 zavisi
od rizi¢nosti akcije 1 visine kamatne stope, dok je parametar o mera
investitorove nesigurnosti u prinosima koje akcija donosi i obi¢no je
izmedu 20% i 50%.

Predstavimo sada Blek-Solcovu formulu. To je formula koja za
vrednovanje opcija upotrebljava cenu akcije, nerizicnu kamatnu sto-
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pu, rok dospeca i standardnu devijaciju prinosa na akciju. Izaberimo
sada za fakore rasta i pada cene akcije sledece:

1
VA i d VAL

= — =€
Uu

u =
Dalje, neka je 1 + r = ¢!, Kada ove vrednosti zamenimo u
formuli za odredivanje cene prodajne opcije u binomnom modelu
(1.3), i pustimo da vremenski intervali At idu u nulu, dolazimo do
cuvene Blek-Solcove formule za put-opcije:

P(S,t) = Ke "I Dd(—dy) — S, ®(—dy), (1.7)
gde su:

i = In% +(r+i-02)(T -1
ovT —t ’

i, - In% +(r—1.02)(T -1t
oVT —1t ’

a ® funkcija raspodele normalne (0,1) raspodele.
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Poglavlje 2

Pojmovi stohasticke analize

Pre nego Sto proSirimo pricu iz uvodnog dela, moramo se podseti-
ti relevantnih definicija i teorema iz teorije mere 1 stohastiCke analize
koje ¢emo predstaviti u ovom poglavlju. Zatim ¢emo matematicki
objasniti 1 pojam rizik-neutralne verovatnoce, kao 1 Girsanovu teore-
mu, centralnu teoremu za transformaciju mere verovatnoce u ekvi-
valentnu martingalnu meru.

Definicija 2.0.1 o-algebra na X # 0 je familija skupova M C
P(X) sa osobinama:

1. X eM,
2 AeM= X\AeM,

3 A,eM,neN—= (JA, M
neN

Skup X sa o-algebrom M nazivamo prostor sa o-algebrom, u
oznaci (X, M). Elemente o-algebre nazivamo merljivim skupovi-
ma.

Definicija 2.0.2 Funkcija [ : (X,M) — (Y, N), gde je (Y,N)
prostor sa o-algebrom N je merljiva ako f~1(0O) € M za svako
O eN.
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Definicija 2.0.3 Neka je (X, M) prostor sa o-algebrom. Mera . na
M je funkcija jn : M — [0, 00| za koju vazi:
Ako je A; € M, 1 € N, disjunktna familija skupova, tada je

Prostor (X, M, 1) se naziva prostor sa merom.

U terminologiji teorije verovatnoce, osnovni neprazni skup X
obelezavamo sa 2, i nazivamo ga skupom svih mogucih ishoda. o-
algebru M oznacavamo sa F. Elemente o-algebre, merljive skupove,
u teoriji verovatno¢e nazivamo dogadajima, 1 oni predstavljaju skup
ishoda nekog eksperimenta.

Definicija 2.0.4 Merljive funkcije f : (2, F) — (R, B), gde je B
Borelova o-algebra generisana uobicajenom topologijom, nazivaju
se slucajne promenljive.

Teorema 2.0.5 Neka je X slucajna promenljiva nad (2, F). Tada
je familija skupova

Fx ={F € F|F = X Y(B) zaneko B € B}

o-algebra, koja se naziva o-algebra generisana sluc¢ajnom promen-
liivom X i pri tome je Fx C F.

Tako generisana o-algebra Fx u praksi predstavlja koli¢inu infor-
macija koju nam daje sluc¢ajna promenljiva X.

Definicija 2.0.6 Mera pna (2, F) koja ima osobinu da je 11()) = 1
se naziva mera verovatnoce.

Mera verovatnoce se najcesée obelezava sa P i tada prostor (2, F, P)
nazivamo prostor verovatnoce.
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Definisatemo sada jedan od najvaznijih pojmova u teoriji sto-
hasticke analize, stohasticki (sluCajni) proces. Posmatrajmo para-
metarski skup 7', koji ¢emo interpretirati kao vreme. Stoga je 1" =
[0,T7], gde je moguée i da je T* = cc.

Definicija 2.0.7 Realan stohasti¢ki proces, {S;(w)}icr, je famili-
Jja sluc¢ajnih promenljivih na istom prostoru verovatnocéa (), F, P),
gde w € ().

Intuitivno, w mozemo shvatiti kao individualni eksperiment. Pre-
ma tome, S;(w) bi bio rezultat eksperimenta w u trenutku ¢. Vidimo
da proces moZemo da posmatramo kao funkciju dve promenljive,
(t,w) — S(t,w).

- Za svako fiksirano ¢y € 1" dobijamo merljivo preslikavanje,
odnosno jednu slu¢ajnu promenljivu

StOIQ%R.

- Za svako fiksirano w € 2, S; je realna funkcija na T, koja se joS
naziva i trajektorija (putanja) stohasti¢kog procesa. Stohasticki
procesi Cija trajektorija je neprekidna funkcija su neprekidni
stohasticki procesi.

U nasem radu, vreme koje posmatramo je Zivotni vek prodajne
opcije, odnosno, vreme od njenog izdavanja do datuma dospeca.
Stoga je logi¢no Sto ¢emo ograniCiti parametarski skup na 7' =
[0,7%], gde je T™ < oc.

Dalje, oznacimo sa F; o-algebru generisanu familijom slucajnih
promenljivih { X : s < t}. Tada je Fs C F;.

Definicija 2.0.8 Filtracija stohastickog procesa je familija o-algebri
nad ), {Fi }ieo.r+), takva da za sve s < t vaZi F; C Fy.
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F zaneko t, interpretiramo kao koli¢inu informacija sadrzanih u
o-algebri do trenutka ¢, odnosno, moZemo je posmatrati i kao istori-
ju stohasti¢kog procesa do trenutka t, ukljucujuci 1 taj trenutak.

Definicija 2.0.9 Za slucajan proces {S; }ic1r kaZemo da je adaptiran
filtraciji { F,}icr, ako i samo ako je za svako fiksirano t € [0,T"]
sluc¢ajna promenljiva S;, F;-merljiva, odnosno, o-algebra generisa-
na tom slucajnom promenljivom je podskup o-algebre F;,

U(St) Q Ft.

Definicija 2.0.10 Neka je (2, F,{G:}+, P) prostor verovatnoce sa
filtracijom {G.}:. Za stohasticki proces, X;,t € T, kaZemo da je
martingal ako vaZe sledeci uslovi:

(1) X; je adaptiran filtraciji {G,}4,
(2) Xy € LY(Q) zasvakot € T,
(3) E(X¢|Gs) = Xs 8.5, zasve 0 < s <t < o0,

Drugim re¢ima, uslov (1) iz definicije 2.0.10 kaze da, ukoliko
imamo informacije o G;, onda nam je i vrednost X; poznata, a (2)
daje X; integrabilna funkcija za svako ¢. Osobina (3) martingala tvr-
di da je ocekivana buduca vrednost procesa uvek jednaka sadaSnjoj
vrednosti. U finansijskom kontekstu to bi znacilo da, ukoliko je pro-
ces cena nekog instrumenta {S;};cr martingal, tada je oCekivana
buduca cena jednaka trenutnoj ceni.

Veoma vazan primer stohastickog procesa je Braunovo kretanje,
jer se on nalazi u osnovi mnogih finansijskih modela. Sledi njegova
definicija.

Definicija 2.0.11 Stohasticki proces {W,}c(o 1+ se naziva Brauno-
vo kretanje ili Vinerov proces ako vaZi:
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1. Wy =0, zas.s. w € €,

2. proces ima nezavisne prirastaje, odnosno za svakon > 2i
0<ty <t <..<t, sledeCe slucajne promenljive

th - Wt th—l - Wt *9 th - Wtoa WO

n—1"? n—29%"°"°

Su nezavisne.

3. za s < t, Wy — Wy ima normalnu raspodelu,
Wy — Wy : N(0,t — s),

MozZe se pokazati da za skoro svako fiksirano wy € (2, trajektorije
Braunovog kretanja W;(wy) su realne neprekidne funkcije 2 — R,
svuda nediferencijabilne i neograni¢ene varijacije.

Teorema 2.0.12 Ako je {W,}ier Fi-Braunovo kretanje, tada vaZi:
1. W, je Fy-martingal,
2. Wi* — t je Fi-martingal i
3. M) = eAWt_% t je takode martingal, za svako N € R, t € T.

Dokaz:
Primetimo da za s > t, W, — W, je nezavisno od o-algebre F;,
pa vazi:
EWs— Wi F) = E(Ws — W),

Kako je W,, t € T' Braunovo kretanje, sledi i

E(Ws—Wt) - 0,
DW,—W,) = s—t.
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1. Vs > t vazi

E(W4|F)

2. Vs > tvazi

E(W; - s|F) =

3. Vs > t vazi

— E(W, — W, + Wi|F)
— E(W, = WiF) + E(W\|F)
— B(W.— W) +W,

0
= oy - mowyY 1w,
— Wt7

E
E

(Wy = Wy + Wh)?|F) — s

(Wy = W) F) + BEQW{(W,s — W) Fr) +
(W F) — s

E(W, — W) + 2W,E(W, — Wy) + W2 — s
D(W, — W) + (E(W, — W) +0+W2—s
s—t+0+W2—s

W2 —t,

=

E(MAMNF) = E@" % 5| F)

2
= e ¥ SE(eM|F,)
_ e—% 3E<6/\(W5—Wt+Wt)|f-t)
= ¢ T MBI

AW, -4 s BNy

= €
2 2
e)\Wt——)‘Q 86/\7 (s—t)

2
e/\Wt_AT t
= €

= M.
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Teorema 2.0.13 Neka je W; neprekidan stohasticki proces na pro-
storu verovatnocéa (S, F, P). Tada su sledeca dva tvrdenja ekviva-
lentna:

1. W, je Braunovo kretanje u meri verovatnoce P,

2. Wy i W? — t sumartingali u meri verovatnoée P.

Definicija 2.0.14 Stohasticki proces {Wt}te[o,T] je Braunovo kreta-
nje sa driftom v i volatilnoscéu o ako vazi:

1. W, je neprekidan proces s.s.,
2. WO =0s.s.,

3. proces ima nezavisne prirastaje, odnosno za svako n > 2 i
0<ty<t; <---<t,sledece slucajne promenljive:
Wi, =W, W =Wy s Wiy — W, WYy

Su nezavisne.

4. zas <t Wt — WS ima normalnu raspodelu:
Wy — Wy N(u(t — s),0%(t — s)).

Iz osobina normalnosti lako moZemo pokazati da Braunovo kre-
tanje sa driftom g 1 volatilno§S€u o mozemo predstaviti preko obi-
¢nog” Braunovog kretanja:

W, = ut + oW,. 2.1)

Uvodimo sada novi pojam, Itov integral, integral po trajektorija-
ma Braunovog kretanja koji se joS naziva 1 stohasticki integral.

Definicija 2.0.15 Neka je (0, F,{Fi}ier, P) prostor verovatnoce
sa filtracijom, i neka je {W;}er Fi-Braunovo kretanje. {X;}ier
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je realan Itov proces (stohasticki integral) ako moZe biti zapisan u
obliku skoro sigurno za svako t € T kao:

t t
X, = X, + / Kyds + / HdW,,
0 0

gde je:
- Xo Fo-merljivo,
- {Kiter i {Hi}ier su Fi- adaptirani procesi,
- fOT | K|ds < 00 s.5.,
T 2
- o |Hs|?ds < 00 s.s.
Itov proces Cesto piSemo i u kraem, diferencijalnom obliku:

dXt - tht+thWt, (22)
X() = X.

Jedan od najvaznijih rezultata stohasti¢eke integracije je pravi-
lo za smenu promenljivih, poznatije 1 kao Itova formula. Bez nje,
izraCunavanje stohastickih integrala bio bi nemoguc posao.

Teorema 2.0.16 Itova formula

Neka je u = u(t,x1, 9, . .., x,) neprekidna funkcija definisana na
[0,T] x R™ i neka su svi njeni parcijalni izvodi:
ou ou 0%u
Ut =

ot T 896, T 8:1::18%

zai,j =1,2,... nneprekidnina [0, T|xR". Nekaje n stohastickih
procesa {S;(t) }+er zadato svojim diferencijalima:
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u odnosu na isto Braunovo kretanje W,. Tada stohastic¢ki Itov proces
Y: = u(t, S1(t), S2(t), ..., S.(t)) ima sledeci stohasticki diferenci-
jal:

1=1 1=1 j=1 1=1
(2.3)

Specijalno, za n = 1, dobijamo jednodimenzionalnu Itovu for-
mulu:

1
dY, = <ut + u, K + 3 umHQ) dt + u, HdW,. (2.4)

U uvodnom delu smo rekli da proces cena akcije prati geometri-
jsko Braunovo kretanje sa driftom g 1 volatilnoS¢u o. Da bismo to
pokazali matematicki, koristicemo Itovu formulu. Pre toga ¢emo
navesti potrebne definicije.

Definicija 2.0.17 Geometrijsko Braunovo kretanje sa driftom i i
volatilnos¢éu o je stohasticki proces, {Si}ico.r+, koji zadovoljava
stohasticku diferencijalnu jednacinu:
dSt = /LStdt + O'Stth, (25)
gde je W, Braunovo kretanje.
DefiniSimo stohastic¢ki proces sa
1 0.2

S, = Spelr—2 )it (2.6)

gde je Sy neka poznata pocetna vrednost. Dokazimo da ovako de-
finisan stohastiCki proces prati geometrijsko Braunovo kretanje sa
driftom g 1 volatilnos¢u o.

Dokaz: Obelezimo Y; = (i — % o?)t + oW;. To je jedan proces za
t € T =0, T"]. Posto su 1 i o konstante, sledi da je

1
d}/t = (,LL — 5 UZ)dt + O'th.
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Iskoristicemo dalje jednodimenzionalnu Itovu formulu (2.4) za
funkciju u(t, x) = Spe”:

1
ut:O,ux:um:Soex,K:u—5021']{:0.

Dalje sledi:

du(t,Y;) = d(Spe™) =
— (0 + Spe’t(u — % o%) + % soeYta?> dt + Spe"r o dW;
= Spe¥tudt + SpeYiodW;.

Jasno je da je S; = Sye'?, pa iz gornje jednakosti sledi

dS; = d(Spe™)
= Spe¥tudt 4+ SpeYrodW,
,uStdt + O'Stth.

O

Na osnovu definicije 2.0.17, proces cena akcije (2.6) zaista prati
geometrijsko Braunovo kretanje sa driftom g 1 volatilonoséu o. U
literaturi se taj proces Cesto navodi i u obliku stohasticke diferenci-
jalne jednacine (2.5).

2.1 Rizik-neutralna mera

U uvodnom poglavlju smo uveli prvi put pojam rizik-neutralne
mere. To je mera koju treba da koristimo prilikom vrednovanja
finansijskih derivata. Jedna od njenih glavnih karakteristika je da
su svi diskontovani procesi cena u ovoj meri martingali. Finansi-
jskim reCnikom, to znaci da je trenutna vrednost svih aktiva jednaka
ocekivanoj buducoj vrednosti tih aktiva diskontovanih nerizicnom
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kamatnom stopom, a to ne vaZzi u pravoj, fizickoj meri verovatnoce
P. Stoga, da bismo izvrSili vrednovanje prodajne opcije, moramo
zameniti meru P sa rizik-neutralnom merom (), koja se joS naziva i
ekvivalentna martingalna mera i ()-mera.

Teorijska mera verovatnoée () se izvodi na osnovu pretpostavke
da je sadasnja vrednost nekog finansijskog instrumenta jednaka nje-
govom ocekivanom nov€anom toku u buducnosti, diskontovanim za
nerizi¢nu kamatnu stopu. Druga pretpostavka je da nema arbitraZe.
Pod rizik-neutralnom merom, sve aktive imaju istu ocekivanu stopu
prinosa, odnosno nerizi¢nu kamatnu stopu. Samim tim su investitori
neutralni pri odabiru aktiva.

Ukoliko vazi uslov odsustva arbitraze, moguce je izvrSiti trans-
formaciju iz mere verovatnoce P u njenu ekvivalentnu rizik-neutra-
Inu meru Q).

Sponu izmedu dve mere ¢ini Radon-Nikodimov izvod Z.

Definicija 2.1.1 Neka je (X, M) o-algebra i neka su )\ i y mere
na M. Mera ) je apsolutno neprekidna u odnosu na meru . ako
E e Miu(E) =0 implicira \(E) = 0. To zapisujemo:

A << p.

Teorema 2.1.2 Teorema Radon-Nikodima

Neka su \ i |1 o-konacne mere na (X, M) i neka je A << u. Tada
postoji nenegativna merljiva funkcija (slucajna promenljiva) f takva
da vaZi:

ME) = [, fdu, E € M.

Funkcija f je jedinstveno odredena do na skup mere nula u odnosu
na .
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Definicija 2.1.3 Nenegativna funkcija f definisana u prethodnoj teo-
remi se naziva Radon-Nikodimov izvod mere \ u odnosu na meru |
: < d\

i oznacava se . .

Definicija 2.1.4 Za dve mere verovatnoce P i () definisane na pros-
toru (), F) kaZemo da su ekvivalentne i zapisujemo P ~ @, ako
vaii P << Qi@ << P.

Prethodnu definiciju moZemo zapisati i na slede¢i nacin:

Definicija 2.1.5 Dve mere verovatnoce P i () su ekvivalentne ako
vaZi: P(E) =0 < Q(F) =0, za svako E € F.

Za ekvivalentne mere verovatnoe P i (), na osnovu teoreme
2.1.2, moZzemo definisati Radon-Nikodimov izvod od () u odnosu

na P sa:
7=
©dP
Oznacimo sa E'p 1 E/g matematicko oCekivanje racunato u odnosu
na meru verovatnoc¢e P ili ). Dalje, na osnovu teoreme 2.1.2, sledi
sledeci, jaci uslov:

(E),E € F. 2.7)

Eo(X) = Ep(ZX) = Ep (Z—g X) .

Zamenu mera verovatno¢a mozemo izvrsiti promenom koefici-
jenta drifta u Braunovom kretanju, Sto nam govori slede€a teorema.

Teorema 2.1.6 Girsanova teorema

Neka je W; € [0,T], Braunovo kretanje na prostoru verovatnoca
(Q, F, P) i neka je F;, filtracija generisana ovim procesom. Neka je
0(t) proces adaptiran ovoj filtraciji takav da je zadovoljen uslov:

E {emp (% /OT 92(u)du>} < o0. (2.8)

33



Zat € |0,T], definisimo procese:

4
Wt = / 9(u)du+Wt,
0

Z, = exp{—/otﬁ(u)qu—% /OtQQ(u)du},

i definisimo novu meru verovatnoce () sa:
Q(A) = / ZrdP, zaA € F. (2.9)
A

Tada je Q ~ P, proces W; je martingal u odnosu na meru Q, i W,
Jje standardno Braunovo kretanje u odnosu na Q).

Uslov (2.8), je poznat i kao Novikovov uslov. On garantuje da je
{Z;}1<7 martingal u odnosu na meru P i filtraciju F;.

Naveséemo teoremu, koja nam je potrebna za dokaz teoreme
2.1.6.

Teorema 2.1.7 Neka su P i () ekvivalentne mere verovatnoce na
prostoru (2, F) i neka je sa Z oznacen Radon-Nikodimov izvod ()

u odnosu na P. Neka je, dalje, X slucajna promenljiva iz prostora
(2, F) takva da je

Eo(|X|) = / X |ZdP < oo.
9]

Neka je H o-algebra takva da je H C F. Tada vaZi:
Eo(X|H)Ep(Z|H) = Ep(ZX|H).

Sledi dokaz Girsanove teoreme 2.1.6.
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Dokaz:
PokaZimo prvo, na osnovu definicije 2.1.5, da su P i () ekviva-
lentne mere.

P(A) = OZT:>>OQ(A):/ZTdP:O,
A
Q(A) = 0:/ZTdP:oZT:>OP(A):o.
A

Dalje, pretpostavimo zbog jednostavnosti, da je 6(t) ograni¢en
procesnat € [0, 7).

Da bismo pokazali da je W, Braunovo kretanje u odnosu na meru
(2, na osnovu teoreme 2.0.13, sledi da je dovoljno pokazati da su
procesi

1. Wyi
2. W2 — t martingali u meri Q.

Pokazimo 1: 3
DefiniSimo M; = Z;W, 1 iskoristimo Itovu formulu (2.3). Tada do-
bijamo:
dM; = Z,dW,; + WydZ; + dZdW; =
= Z/(0(t)dt + dW,) + W, Z,(—0(t)dW,) + dWi(—Z,0(t)dW;)

= Z,(0)dt + dW; — 0(t)W,dW; — WO
— (L))

= Z,(dW, — ()W, dW})

= Z,(1—0(t)Wy) dW,

~"

v(t)

Podsetimo se da vaze jednakosti~(th)2 =dt1dW; - dt = 0. Kako

smo dobili da je dM; = d(ZW;) = Zyy(t)dW,, sledi da je M,
martingal u meri verovatnoe P. Dalje, prema teoremi 2.1.7, za
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t < s dobijamo:

Ep(ZW|F,)  Ep(My|F) M,

Eo(W,|F) = — _
a(Wl72) Ep(Z|F) 7 Z,

&ime smo dokazali da je TV, martingal u meri Q).

Da bismo dokazali 2., definisaéemo N, = Z,(W? —t) i ovog puta
i1skoristiti Itove formule (2.3) 1 (2.4) da bismo dobili:

~ - 1 B

AN, = Zyd(W2 —t) + dZ, (W2 — t) + dZ,d(W? — t)
= Z,2W,0(t)dt + 2W,dW,) + (— Z,0()dW,) (W2 — ¢)
+(=Z,0(t)dW,) (2W,0(t)dt + 2W,dW;)
= 20(t) ZWidt + 22, W W — 0(t) ZedW, (W2 — 1) —
—20(t) Z,W,dt
= Z:(2W; — 0(t) (W2 — 1)) dW,

-~

ot

Sledi da je N; martingal u meri verovatno¢e P. Prema teoremi 2.1.7,
zat < s dobijamo:

Ep(Zy(W?2 — 5)|F,)

Eo(W?2 —s|F) = > =
a Z oz, it

Sto dokazuje da je Wf — t martingal u meri verovatnoce ().
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Dakle, na osnovu teoreme 2.0.13 sledi da je W, Braunovo kretanje
u meri Q).

O

Iz teoreme sledi da je P(A) = [, Zit dQ, A € F,kaoidaje za
proizvoljnu F;-merljivu slucajnu promenljivu X 10 < s <t < T

1
Eq(X|F.) = o Ep(XZ|F.). (2.10)

Zamena mera verovatnoce datau (2.9) se naziva Girsanova trans-
formacija mera. Ona se u primeni Cesto koristi, jer tada, pod novom
merom (), neki stohasti¢ki proces dobija lepe osobine, pa se da-
lje lako racunaju njegove karakteristike. U naSem primeru, proces
diskontovanih cena postaje martingal u meri ().

Sada ¢emo to 1 pokazati.

Definicija 2.1.8 Rizik-neutralna mera je ona mera (), za koju su
diskontovane cene aktive martingalli.

Mi sada Zelimo da odredimo tu meru ), pri ¢emu je proces di-
skontovanih cena dat sa:
Q —rt
St =€ St,

a r je konstantna kamatna stopa.

Kako proces cena akcije prati geometrijsko Braunovo kretanje sa
driftom g 1 volatilno$¢u o:

dSt = /LStdt + O'Stth,
raspisivanjem ove stohasticke diferencijalne jednacine dobijamo:

dS;

? = rdt + (/L — T)dt + O'th
t

:rﬁ+a<“_ﬂﬁ+ﬂm>.
o
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Oznac¢imo proces 6(t) = “="'. Mozemo ga primeniti u Girsa-
novoj teoremi, jer je proces J;-merljiv, a i zadovoljava Novikovov
uslov (2.8), jer su paramentri y, 7 1 0 kontanstni u odnosu na vreme ¢.
Tada, na osnovu Girsanove teoreme, sledi da se Braunovo kretanje u
prostoru P, W;, moze transformisati u Braunovo kretanje u prostoru

Q: .
W, ="t + W,
o)

Diferenciranjem dobijamo:
AW, = =Lt + aw,.
o

Dokazimo sada da je proces diskontovanih cena akcije zaista mar-
tingal u meri Q):

dS, = d(e™Sy) = —re "Sdt + e "dS;
= e "(—rSdt + dS;)
= e "(—rSdt + puS,dt + oS, dWy)
= e "((u —r)Sidt + oS, dW;)

= B_TtO'St <Iu _ Tdt + th>

o
= eirtO'St (Q(t)dt + th)
Braunovo he}gnje u Q-meri

= e_rtGStth,

O

@ je, dakle, rizik-neutralna mera koju smo traZili, i ¢ije postojanje
nam garantuje Girsanova teorema.

"Proces 0(t) = £=" se jos naziva i trziSna cena rizika.

g
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Poglavlje 3

Ekonomski model

U ovom poglavlju ¢emo predstaviti ekonomski model u Cijim
okvirima ¢emo odrediti cenu opcije. Iako postoji viSe ekonomskih
modela, mi ¢emo posmatrati Blek-Solcov model trzista.

Pretpostavke Blek—§olcovog modela su sledece:

e posmatramo konacni vremenski interval [0, 77,
e prostor verovatnoca (€2, F, P),

e T’ je sluCajna promenljiva koja predstavlja preostali Zivotni vek
osobe starosti z,

o H;=0c({T > s},0 < s <t),o-algebre generisane sa 7.

e Pretpostavljamo da trziSnu vrednost akcije mozemo modelovati
uz pomoc¢ standardnog Braunovog kretanja, W,

e G, predstavlja o-algebre, generisane Braunovim kretanjem i
kompletirane u osnosu na P-nula skupove.

e Dalje, pretpostavljamo da su G, i H; stohastic¢ki nezavisne. Ovaj
uslov nam zapravo oznaCava da vrednost akcije ne zavisi od
zdravstvenog stanja osiguranika, niti zdravstveno stanje zavisi
od vrednosti akcije.
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o F; = 0(G;, H;) predstavlja o-algebru generisanu sa G; i H;.
e Ne ispladuju se dividende na akciju koja je podloga opcije,
e nema troSkova transakcija,

e trziSte je kompletno i1 nearbitrazno,

e nerizi¢na kamatna stopa, r, je konstantna.

o-algebru F; mozemo interpretirati kao sve informacije dostu-
pne u ekonomiji do trenutka ¢. To su informacije koje su dobijene
belezenjem vrednosti portfolija 1 zdravstvenog stanja osiguranika u
vremenskom intervalu [0, ¢, [1].

Blek-Solcov model trZi$ta je primer binarnog trzista, jer se sa-
stoji od jedne obveznice 1 jedne akcije. OznaCimo sa B; vrednost
nerizi¢ne obveznice i sa S; vrednost akcije u trenutku ¢ € [0, 7.

Biramo sledeéi cenovni sistem. Cena obveznice u trenutku ¢ je
B, = ¢, (3.1)

gde je r konstantna nerizicna kamatna stopa. Stoga obveznicu By
mozemo posmatrati kao nerizi€nu investiciju.

Proces cena akcije je dat sa:

S, = S()G(M_% 02)t+th’ (3.2)
gde su p 1 o, drift 1 volatilnost procesa cena akcije. Dalje, pretpo-
stavljamo da je Sy konstantna vrednost i ona predstavlja cenu jedne
jedinice (eng. unit) referentnog portfolija (fonda) u vremenskom
trenutku ¢ = 0. PoSto ¢emo, radi jednostavnosti, pretpostaviti da
se jedna jedinica fonda sastoji od jedne akcije, Sy je cena akcije u
t = 0. Proces S} je joS poznat kao geometrijsko Braunovo kretanje.
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Procesi cena zadovoljavaju sledeCe diferencijalne jednacine:

1. Proces obveznice B;:

dBt = TBtdt, (33)
By = 1.
2. Proces akcije S;:
dSt = ,LLStdt + O'Stth, (34)
Sy > 0.

Primetimo da je proces S; jedinstveno odreden Braunovim kre-
tanjem IV;. Prema Itovoj formuli, proces cena akcije 3.2 je reSenje
stohasticke diferencijalne jednacine 3.4.

Diskontovane procese cena dobijamo kada B; i S; podelimo sa
e, odnosno dobijamo sledeée procese:

B, = e "B, =1 (3.5)
S, = e S, = Speln—r—z o)toWr (3.6)

Ovim smo odredili moguc¢nosti za investiranje. Naime, mozZe se
napraviti portfolio koji se sastoji od odredenog broja nerizi¢nih ob-
veznica 1 od odredenog broja akcija fonda.

Posmatrajmo sada portfolio koji se u trenutku ¢ € [0, 7] sastoji
od a; obveznica B; i 3 akcija S;.

Definicija 3.0.1 TrZisna strategija je par («, 5) adaptiranih, merlji-
vih procesa za koje vaZi:

o fOT | |dt < oo skoro sigurno,
° E[fOT ﬁ?dt] < 00,
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. fOT B2SEdt < oo skoro sigurno.

TrziSnu strategiju moZemo takode da shvatimo kao jedno dina-
micko pravilo investiranja koje opisuje koliko akcija fonda, a ko-
liko obveznica, treba da sacinjavaju portfolio u svakom vremenskom
trenutku.

Ukoliko je, na primer, («, ) jedna strategija, tada je vrednost
portfolija saCinjenog od o obveznica i [ akcija

Vt(a’ﬁ) = By + BiSt.

Definicija 3.0.2 Samofinansirajuca trZisna strategija («, 3) je ona
triisna strategija za koju vazi:

av*?) = a,dB; + BdS;.

Samofinansirajuce strategije su zapravo one strategije koje ni-
ti stvaraju kapital, niti zahtevaju dodatni priliv kapitala u portfolio
tokom perioda investiranja. To znaci da, do promene vrednosti po-
rtfolija mozZe doc¢i samo promenom cene aktiva koje on sadrzi.

Definicija 3.0.3 Na trZistu postoji mogucénost arbitraZe, ako postoji
samofinansirajuca strategija (o, B), takva da je:

LV =0
2. VT(a’ﬁ) > 0 skoro sigurno i E[VT(O"B)] > 0.

Definicija 3.0.4 Za trZisnu strategiju («, 3), kaZemo da je dopusti-
va, ako je samofinansirajuca i ako je njena diskontovana vrednost:

V(aaﬁ))

ven =B ok 5
t

zadovoljava sledece uslove:
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1 V% >0, zasvet €[0,T)]i
o (a,8))
2. F ((V; ’ ) ) < 00, zasvet € [0,T].
Oznacimo sa ®, skup dopustivih trZiSnih strategija.

Ideja dopustivih trziSnih strategija proistice iz toga Sto Zelimo da
posmatramo samo portfolije koji nece dovesti do bankrota, ali uje-
dno ni ne dozvoljavaju dodatni priliv ili odliv novca. 1z toga sledi da
vrednost trziSne strategije ostaje konstantna i kada se udeo akcija 1
obveznica u portfoliju preraspodeli. Stoga se trziSna strategija koja
ostvaruje isti novcani tok kao i opcija, moze koristiti za odredivanje
vrednosti opcije, [6].

Definicija 3.0.5 Uslovno potraZivanje (eng. contingent claim) je
pozitivna slucajna promenljiva X. Skup svih uslovnih potraZivanja
se oznacava sa .

Definicija 3.0.6 Slucajna promenljiv X se moZe hedZirati, ako po-
stoji dopustiva trZisna strategija (o, ) = ¢ € ®, koja je replicira,
odnosno:

Vr(¢) = X.

Definicija 3.0.7 Cena uslovnog potraZivanja, koji se moZe hedZirati,
a koji je repliciran trZisnom strategijom ¢ je:

T =V(9). (3.7)

Pojam uslovnog potrazivanja je drugi izraz za finansijske derivate,
uglavnom su to opcije Cija isplata zavisi od realizacije nekog bu-
duceg nesigurnog dogadaja. Na osnovu definicije 3.0.7, cenu op-
cije moZemo odrediti uz pomoc¢ vrednosti replikantnog portfolija u
trenutku ¢ = 0.
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Oznacimo sada isplatu osiguranja sa C'(T™*), gde je T € [0,T].
U Zivotnom osiguranju, interpretiramo 7™ kao vreme isteka polise,
Sto je zapravo bas 7' kada je osiguranje koje posmatramo za slucaj
prezivljavanja. Ukoliko je osiguranje za slucaj smrti 1 ukoliko vazi i
T* <TondajebaS§ T" =T,.

U daljem radu ¢emo posmatrati osiguranje u slucaju prezivljava-
nja. Neka je tada C'(T") pozitivna ili nenegativna slu¢ajna promenlji-
va konacne varijanse koja predstavlja ispladenu beneficiju u trenutku
T. U nasem radu, C'(T") je merljiva funkcija od S;, a kako je S; ada-
ptiran proces, njenu vrednost mozemo odrediti na osnovu F;.

Teorema 3.0.8 U Biek-Solcovom modelu, datim sa (0, F, P), filtra-
cijom Fy, aktivama By i Sy i skupom dopustivih trZisnih strategija P,
trzisSna cena beneficije koja se isplacuje u trenutku 'T', u viemenskom
trenutku t je data sa:

m(T) = E9[e " T=DC(T)|F], s.5. (3.8)

Glavna razlika izmedu ovog modela i modela klasi¢nog Zivotnog
osiguranja je Sto u ovom modelu raCunamo ocekivanje u odnosu na
(), a ne u odnosu na P. Postojanje ekvivalentne martingalne mere
() se moze ekonomski interpretirati kao postojanje barem jednog,
konzistentnog cenovnog sistema, [6].

Do sada nismo posmatrali osiguranje sa garancijom, pa su samim
tim formule bile dosta jednostavne. Pretpostavimo da je zagara-
ntovana beneficija, G4, ukljucena u ugovor unit-linked model. Uko-
liko se realizuje trajektorija S; takva da je u momentu dospeca cena
St < Gr, onda Ce se prodajna opcija izvrSiti. Funkcija prihoda u
trenutku ¢ za evropsku prodajnu opciju je:

P(S,t) = max{0, Gy — Si}.
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Sledi da je vrednost opcije u trenutku ¢ definisana sa:
m(T) = E9le "™ T Dmaz{Gr — Sr,0}| F]. (3.9)

Definicija 3.0.9 Ukoliko pretpostavimo da je zagarantovana benefi-
cija konstantna, G, cena prodajne opcije u Blek-Solcovom modelu je
data sledec¢im izrazom:

P(S),t) = Ge "I 00(=dy(T)) + S,@(d)(T)),  (3.10)

gde su:

t _
. B ln(%)—i—(r—%-ﬁ)(T—t)
dy(T) = T , (3.12)

a ® funkcija raspodele normalne (0,1) raspodele i T > t.

Do isplate za unit-linked osiguranje u slucaju prezivljavanja cCe
do¢i ukoliko osiguranik, koji je kupio polisu, prezivi do datuma iste-
ka polise. Verovatnoca prezivljavanja od barem 7' godina se ozna-
Cava sa 7p,. To implicira da je cena polise jednaka ceni prodajne
opcije pomnozene sa verovatnocom prezivljavanja.

Teorema 3.0.10 Neka je dat Blek-Solcov model. Tada je neto je-
dnokratna premija za osiguranje za slucaj preZivljavanja, cija je
isplata:

P(T) = maz{Sr,Gr},

data sa:
Gy =1 p|G(T)e " d(=dy(T)) + S(0)@(d)(T))],  (3.13)

gde su d3(T) i d)(T) dati jednacinama (3.11) i (3.12).
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Vidimo da neto premija zavisi od verovatnoce preZivljavanja. U
radu ¢emo razmatrati dva pristupa za dobijanje ovih vrednosti, de-
terministicki 1 stohastiCki. U narednom poglavlju ¢emo predstavi-
ti stohastiCe modele mortaliteta koji se koriste za odredivanje ovih
verovatnoca.
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Poglavlje 4

Stohasticki modeli mortaliteta

4.1 Motivacija

Ljudska ocekivana Zivotna dob (eng. life expectancy) pokazu-
je trend stalnog rasta. Ova Cinjenica je jedno veliko dostignuce za
covecanstvo, jer ukazuje na to da je sam zZivotni standard porastao,
kao i1 da je ostvaren napredak u medicini i farmaciji. Ali, kako
je buduce ponaSanje mortaliteta neizvesno, to izlaze osiguravajuce
kuce, penzione fondove, vlade drzava, riziku dugovecnosti (eng.
longevity risk). To je rizik da su stvarne stope prezivljavanja vece
od oCekivanih, 1 on je sistematski rizik.

Da bi se objasnio ovaj pad stope mortaliteta, u upotrebi su sve
cesce stohastici modeli mortaliteta. Razlog za to je Cinjenica da je
ovaj pad mortaliteta voden procesom koji je stohasticki, [3]. Dalje,
aktuari ih, takode, koriste 1 za bolje upravljanje rizicima, odredivanje
rezervi, kao 1 za vrednovanje proizvoda osiguranja povezanih sa
mortalitetom.

Pocetkom 1990. godine, ovi modeli pocinju da se razvijaju, kako
bi preciznije mogla da se analizira i predvidi buduca dinamika mor-
taliteta. Od tada, nastao je veliki broj njih. Medutim, mi ¢emo se u
nasem radu ipak ograniciti na neke od najpoznatijih modela u litera-
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turi. To je sedam modela, koji su predstavljeni u radu [5], 1 poznati
su po svojim skra¢enicama M1-M3 i1 M5-M8. Osmi model, M4,
necemo posmatrati zato Sto on nije primer ni uopstenog lineranog ni
uopStenog nelinearnog modela.

Bitno je napomenuti i nedostatke stohastickih modela mortalite-
ta. Posledica postojanja velikog broja modela je Sto je odabir odgo-
varaju¢eg modela za odredene podatke veoma tezak. To dovodi do
rizika izbora modela. Osim toga, pouzdani istorijski demografski
podaci koji su dostupni su ogranicenti, Sto dalje dovodi do rizika od
loSe ocene parametara.

4.2 Oznake

Pre nego Sto navedemo stohasticke modele mortaliteta, upozna-
¢emo se sa oznakama koje su potrebne za njihovo bolje razumeva-
nje:

e kalendarska godina ¢ - vremenski period [¢,t + 1],

e d,; — broj preminulih osoba starosti z, u kalendarskoj godini
t. Podaci o broju preminulih osoba su objedinjeni u matrici
D - [d.’b,t]’

e ¢, — centralna izloZenost riziku, odnosno mera prosecne ve-
licine populacije starosti x, u kalendarskoj godini ¢. Podaci o
izloZenosti su takode objedinjeni u matrici, E° = [e, 4]

Pretpostavimo da podaci koje posmatramo pokrivaju starosne go-
dine x1, 29, ...,y,, 1 kalendarske godine t1,%,...,t, , gde je n,
broj starosnih godina, a n, broj kalendarskih godina. Sledi da su
matrice D i E° dimenzija n, X n,, a ukupan broj obzervacija iznosi
n = ngny.
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Ukoliko osoba premine u x-0j godini Zivota tokom godine ¢, ko-
ristimo oznaku ¢ = ¢ — x za godinu rodenja te osobe. U statistici se
grupa osoba koji dele iste definiSuce karakteristike naziva kohort. U
naSem slucaju, sve osobe rodene iste godine Cine jedan kohort. Neka
je dalje sa n, = n, +n, — 1 oznacen broj kohorta u naSim podacima.

Neprekidna stopa mortaliteta y(x, t) za ljudsku populaciju se me-
nja veoma sporo 1 pretpostavlja se da je glatka i po z 1 po t. Na
osnovu [5] uvodimo 1 jednu tehni¢ku pretpostavku, a to je da je
p(x,t) kontstantna vrednost tokom svake starosne godine, odno-
sno od (z,z + 1), i tokom svake kalendarske godine, odnosno od
(¢,t+ 1). Sledi,

ple +u,t+v) ~ p(z,t),0 <wuv < 1. 4.1)

Stoga, u(x,t) zapravo aproksimira neprekidnu stopu mortaliteta
za talnu starost = + £ i vremenski trenutak ¢ + 5. Pretpostavka (4.1)
ima dve vazne posledice:

e veoma jednostavno je izraziti vezu izmedu neprekidne stope
mortaliteta 1 stope mortaliteta:

gz, t) =~ 1 — e H@l), (4.2)
e Broj preminulih osoba mozZze da se posmatra kao realizacija

sluCajne promeljive na dva nacina:

1. Za svako z 1 t, broj d,; je realizacija Poasonove sluCajne
promenljive D, ;, tako da je:

D,y Plesy - pu(x,t)) (4.3)

2. Aproksimirajmo inicijalnu izloZenostriziku sa £, ; ~ e, ;+
%dm, i ozna¢imo sa E = [E,,] matricu inicijalnih iz-
lozenosti. Inicijalna izloZenost je, niSta drugo do broj oso-
ba starosti x koji su Zivi na pocetku kalendarske godine ¢.
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Tada je d,; realizacija binomne slu¢ajne promenljive D, ;,
tako da je:
D:L’,t . B<E:L',t7 C[(Z’, t)) (44)

Na osnovu ovih pretpostavki, odnosno jednacina (4.3) 1 (4.4),
dolazimo do slede¢ih ocena maksimalne verodostojnosti za u(x,t) i
q(x,t), na osnovu pocetnih podataka D i E*:

N dy

flog = == (4.5)
eaz,t

A _ d:c,t

qIZTJf Ex,t

Napomena: Primenom Tejlorove teoreme, dobijamo

1

—log(1 — Gut) — flat =~ 19 ﬂi,t?

gde je 1—12 . ,[Lit veoma mala veliCina. Zbog veoma dobre aproksi-
macije sledi da ocene maksimalne verodostojnosti, fi, ¢+ 1 ¢, pod
(4.5), zadovoljavaju relaciju (4.2), koja je veoma Cesta u upotrebi.
Ta formula za konverziju je veoma korisna pri analizi parametarskih
modela mortaliteta, koji su formulisani u odnosu na g(z, t).

Sada, kada smo naveli osnovne oznake i definisali osnovne relacije,
mozemo da predemo na uvodenje modela mortaliteta.

4.3 Modeli mortaliteta

Vecina stohastickih modela mortaliteta se mogu zapisati na jedan
od sledeca dva nacina:

logu(z,t) = BWKMAM 4o g NN g 6
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ili
logitq(z,t) = ﬂé%i”ﬁ’x + -+ 5:(UN)/£§N)7£]_Q, 4.7)
pricemusuzai=1,2,..., N:

o Bg(f) funkcije koje prikazuju uticaj starosti z,

° K;f) funkcije koje prikazuju uticaj perioda, odnosno kalendar-

ske godine ¢ 1

° v(i)x funkcije koje prikazuju uticaj kohorta, godine rodenja

na mortalitet.

Jedan od prvih radova u ovoj oblasti je rad Lija 1 Kartera (eng.
Lee & Carter) [12] 1z 1992. godine. Oni su predlozili slede¢i model:

logp(z,t) = BN 4+ Bk, (4.8)

On je dobra pocetna tacka za analizu i razumevanje stohasti¢kih
modela mortaliteta, zato Sto je dosta jednostavan, a postupak koji se
primenjuje za odredivanje buducih vrednosti mortaliteta se koristi 1
kod ostalih, komplikovanijih modela.

Li 1 Karter su koristili podatke koje su klasifikovali prema starosti
1 godini kada je doSlo do smrti. Zatim su modelovali neprekidnu
stopu mortaliteta u odnosu na ove dve promenljive. Parametar peri-
oda, odnosno parametar koji se odnosi na godinu umiranja, /@52’ su
posmatrali kao vremensku seriju duzine n,. Ocene ovog parametra
su zatim projektovali u buduénost, Sto im je omogucilo da dobiju

buduce vrednosti za yu(x, t).

Strukture modela koje ¢emo posmatrati u radu su date u sledecoj
tabeli, odakle mozemo primetiti da svi modeli zadovoljavaju jed-
nacine (4.6) ili (4.7).
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Model Strukura

M1: Lee-Carter(LC) B 4 gD @

M2: RenSo-Haberman (RH) [JTI) + 5 2) + /5 a?

M3: Age-period-cohort (APC) Y + k3 448

MS5: Cairns-Blake-Dowd (CBD) | «!" + kP (z — z)

M6: M5 + C (CBD(C)) i)+ (@ —3) + 47

M7: M5 + Q + C (CBD(QC)) i+ w3 (@ = 2) + D[ - 1)? = 62 + 1Y,
MS8: M5 + Cj PP @ —2) 20 - a)

Tabela 4.1: Modeli M1-M3 i M5-M8 i njihova struktura. = je srednja vrednost
starosnih godina ukljucenih u analizu, a 62 je srednja vrednost od (z — 7).

Modeli M1-M3 1 M5-MS8 koriste isti pristup za odredivanje bu-
duéih vrednosti p(z, t) ili ¢(x, t), kao i Li-Karterov model. Vazno je
primetiti da neki modeli sadrze proSirenje u vidu kohort parametra.
Pokazalo se da se uvodenjem kohort komponente u modele znatno
poboljsao fit podataka modelima, [3]. Kohort parametar, odnosno
parametar koji se odnosi na godinu rodenja, takode se posmatra kao
vremenska serija, duzine n.. Na isti nain kao 1 za period kompo-
nentu, dolazimo do projekcija ocene parametara, i samim tim, do
projekcija za p(x,t) ili g(x, t).

Napomena: PoboljSani fit podataka ne mora da znaci 1 bolje projek-
cije mortaliteta [3].

4.3.1 Kriterijumi za poredenje fitovanih modela mortaliteta

Bejzov informacioni kriterijum

Ukoliko bismo koristili maksimalnu verodostojnost za poredenje
modela, prirodno je da modeli sa viSe parametara imaju bolji “fit”.
To posebno vazi za ugnjezdene modele. Kako bismo izbegli da do-
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datni parametar nuzno znaci 1 bolji ’fit”, koristicemo Bejzov infor-
macioni kriterijum (BIC), zato Sto on umanjuje rizik od prevelikog
broja parametara u modelu (eng. overparametrization). To se postize
time Sto ovaj kriterijum prilagodava logaritam maksimalne verodo-
stojnosti za broj parametara N,,.

Definicija 4.3.1 Bejzov informacioni kriterijum (BIC) je alat koji se
koristi pri odabiru modela. BIC je dat sledecom formulom:

BIC = —2L(6) + N, - In(n), (4.9)

gde je L(é) maksimum logaritma funkcije verodostojnosti, 0 je vek-
tor ocenjenih parametara, N, broj parametara u modelu, a n velicina
uzorka (broj observacija).

Prednost BIC-a je §to nam omogucava poredenje modela koji ne
moraju biti ugnjezdeni. JoS jedna bitna karakteristika BIC-a je Sto
nema pretpostavke o rangu modela, svi modeli su na startu istog sta-
tusa, dok, na primer, kod testiranja hipoteza, nulta hipoteza stavlja
odredeni model u bolju poziciju u odnosu na model iz alternativne
hipoteze.

Reziduali fitovanih modela

Prisetimo se, pretpostavili smo da je broj preminulih osoba neza-
visna Poasonova sluajna promenljiva za svako x 1 ¢t. Odatle sledi
da su standardizovani reziduali fitovanih modela priblizno nezavisne
1 identicki rasporedene standardne normalne slu¢ajne promenljive.
Jednostavan nacin da to proverimo je da posmatramo mustru pozi-
tivnih 1 negativnih reziduala, kada se oni predstave na grafiku. Ta
mustra, tada, mora biti slucajna, bez ikakvih primetnih grupisanja.
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Poredenje ugnjezdenih modela

Ukoliko je model specijalan slucaj nekog drugog modela, tada za
njih kazemo da su ugnjezdeni. Da bismo testirali koji od ta dva mo-
dela je ispravan za odredeni skup podataka, koristi se test koli¢nika
verodostojnosti. On testira hipoteze:

Hy: ugnjezdeni model je dovoljno dobar kao i uopSteni model,
H,: uopsSteni model je znacajno bolji.

Robusnost ocena parametara

Vazna osobina modela je robusnost ocena parametara u odnosu
na promene perioda koji je uklju¢en u podatke. Ocene parametara
nekog modela su robustne ukoliko imaju priblizne vrednosti kada su
fitovane sa podacima koji sadrze razliCite opsege godina ukljucenih
u analizu.

4.3.2 Ocene parametara

Ocene za parametre modela mortaliteta dobijaju se putem metode
maksimalne verodostojnosti.

Pretpostavimo da imamo podatke koji pokrivaju starosne godine
x1, T2, ...,Ty, 1 kalendarske godine ¢, 1o, . .. . Za svaku staro-
snu godlnu x 1 kalendarsku godinu ¢ imamo 1z10zenost riziku e,
i broj preminulih osoba d, ;. Ukoliko sa ¢ predstavimo skup svih
parametara modela, tada je logaritam funkcije maksimalne verodo-
stojnosti za modele mortaliteta dat sa

l(p;d,e) de toglesiji(w,t;9)] — exppi(z,t; ¢) — log[d ']
(4.10)
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4.4 UopsSteni linearni i nelinearni modeli

Spomenuli smo da se vecina stohastickih modela mortaliteta mo-
7Ze prikazati na jedan od dva nacina datih jednacinama (4.6) ili (4.7).
Date jednacine su primeri uopstenih linearnih modela (eng. Gener-
alized Linear Models) ili uopstenih nelinearnih modela (eng. Gener-
alized Nonlinear Models). Zbog toga ¢emo sada ukratko predstaviti
te modele 1 njihove karakteristike.

Pod pojmom uopstenih linearnih modela - ULM, podrazumeva-
mo Siroku klasu modela koji u statistici predstavljaju fleksibilnu gen-
eralizaciju obiCne linearne regresije. Model linearne regresije, uz
pomo¢ linearnosti, opisuje vezu izmedu ocekivane vrednosti zavisne
promenljive 1 skupa nezavisnih promenljivih, 1 joS zahteva da zav-
isna promenljiva ima normalnu raspodelu. Dok uopStenje linearne
regresije lezi u tome Sto je dozvoljeno da je linearni model povezan
sa zavisnom promenljivom preko funkcije veze (eng. link function)
1 Sto zavisna promenljiva sada moZe da ima raspodelu iz familije
eksponencijalnih raspodela.

Definicija 4.4.1 Za svaku raspodelu verovatnoca slucajne prome-
nljive koja se moZe napisati u obliku:

fly) = cly, p)exp {W_Tf‘w)} , (4.11)

kaZemo da pripada eksponencijalnoj familiji. ' Parametar ¢ se nazi-
va disperzioni, a 0 kanonicki parametar.

Svaki uopsteni linearni model se sastoji od tri komponente:

1) Komponenta sluc¢ajnosti (eng. random component) se odnosi
na zavisnu promenljivu Y 1 na njenu raspodelu koja spada u

Familija eksponencijalnih raspodela obuhvata veliki broj raspodela verovatnoée, medu koji-
ma su normalna, binomna, Poasonova, gama i druge raspodele.
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familiju eksponencijalnih raspodela. Ova komponenta se joS
naziva i model Suma (eng. noise model) ili model greske (eng.
error model). Na primer, za Y u linearnoj regresiji, to je no-
rmalna raspodela.

2) Komponenta sistematic¢nosti (eng. systematic component) odre-
duje linearnu kombinaciju nezavisnih promenljivih u modelu
(X1, Xo, -+ X,,). Ona se naziva linearno predvidanje (eng. lin-
ear predictor). U primeru linearne regresije, to je

50"_61371 + +6nxn

3) Funkcija veze (eng. link function) povezuje linerno predvida-
nje sa funkcijom g = E(Y'), odnosno povezuje komponentu
slucajnosti sa komponentom sistematic¢nosti. Funkcija veze je
funkcija 7 = ¢(+), koja je monotona, diferencijabilna, i takva
da vazi:

Za svaku raspodelu iz familije eksponencijalnih raspodela, po-
stoji parametar za koji je gustina verovatnoce za datu raspodelu,
konacna. Taj parametar se naziva prirodan parametar.

Za normalnu raspodelu to je ocekivanje, za binomnu raspodelu
to je logaritam verovatnoca, dok je za Poasonovu to logaritam
oCekivanja. Funkcija veze 1 koja transformise = E(Y) u
prirodni parametar, odnosno izjednacava prirodni parametar sa
linearnim predvidanjem, naziva se kanonicka veza.

Najcesce koriS¢eni uopSteni linearni modeli su oni koji koriste
svoju kanonicku funkciju veze, jer tada dolazi do odredenih poje-
dnostavljenja. Na primer, logaritam funkcije verodostojnosti za mo-
del je konkavna funkcija, a i funkcija verodostojnosti je jednostavni-

ja, [2].
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Neki od veoma poznatih modela u statistici, a koji imaju stru-
kturu uopstenih linearnih modela su, kao Sto je ve¢ spomenuta li-
nearna regresija, ANOVA, Poasonova regresija, logistika regresija,
log-linearni modeli 1 dr. U slede€oj tabeli ¢emo predstaviti tri naj-
vaznija ULM 1 njihove komponente:

Model Komponenta slucajnosti | Funkcija veze | Komponenta sistemati¢nosti
linearna regresija normalna identicka neprekidna

logisticka regresija binomna logit mesovita

Poasonova regresija | Poason log mesovita

Tabela 4.2: Najvazniji uopsteni linearni modeli i njihove komponente

Mnoge zavisne promenljive su binarne, odnosno imaju dva isho-
da koje mozemo joS da predstavimo 1 kao ,uspeh” 1 ,neuspeh”.
U naSem primeru stohastickih modela mortaliteta, ,,uspeh” bismo
mogli da oznacimo sa ,,osiguranik starosti x je preziveo godinu dana
od danasnjeg dana”, dok bi ,neuspeh” bio da je ,,osiguranih starosti
2 preminuo u narednih godinu dana”. Verovatnoce ovih ishoda su:

P(Osiguranik je preminuo) = ¢, 4,

P(Osiguranik je preziveo) = 1 — ¢, ¢,

1*Qz,t
[2], a naziva se joS 1 logit od ¢, ;. Logit je kanonicka funkcija veze

za binarnu ili binomnu komponentu slucajnosti. Sledi da je uopsteni
linearni model tada zadat na sledeci nacin:

p

Azt .

log | ——— | =logitq,; = Bix;, (4.12)
g<1_qg37t) g ! jz:; 7

Prirodni parametar za binomnu raspodelu je onda log (—q“ >,

1 naziva se jos 1 logisticka regresija.
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Neke zavisne promenljive, pak, modeliraju broj dogadaja od inte-
resa u odredenom vremenskom intervalu. To bi u nasem primeru
mogao da bude broj preminulih osoba starosti x, u toku jedne go-
dine, d, ;. Najjednostavnija raspodela za takve zavisne promenljive
je Poasonova. Njen prirodni parametar je logu, odakle sledi da je
kanonicka funkcija veze logaritam. ULM koji koristi ovu funkciju
veze se zapisuje u formi:

p
log (1te4) = Y _ Bj;. (4.13)
j=1

Ovaj model se jos zove i Poasonov regresioni model.

Sumiracemo sada pretpostavke i1 karakteristike uopStenih linearnih
modela:

e Realizacije zavisne promenljive Y, (y1, 42, ..., yn) SU nezavi-
sno rasporedene.

e Zavisna promenljiva ima raspodelu iz familije eksponencijalnih
raspodela.

e Transformacija oCekivane vrednosti zavisne promenljive line-
arno je povezana sa nezavisnim promenljivim.

e Kod Poasonove 1 binomne raspodele, varijansa je funkcija oce-
kivane vrednosti, a ne kao kod normalne raspodele, gde imamo
poseban parametar, koji opisuje disperziju. Zbog toga je mo-
guéa pojava prevelike disperzije (eng. overdispersion)?, [2].

e Pretpostavlja se da su greske nezavisne, ali ne moraju biti nor-
malno rasporedene.

e Za ocenjivanje parametara modela koriste se ocene maksimalne
verodostojnosti, a ne ocene najmanjih kvadrata.

ZQverdisperzion oznadava pojavu da je stvarna disperzija uzorka veéa od one koju model
pretpostavlja.
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e Mere za adekvatnost fitovanja (goodness-of-fit) zavise od do-
voljno velikog uzorka.

4.5 Gompercov zakon za i, ; i g, 4

Posto smo definisali osnovne pojmove uopStenih linearnih mode-
la, vraticemo se na modele mortaliteta za neprekidnu stopu mortali-
teta 11, ¢ 1 stopu mortaliteta g, ;. Na primeru jednog jednostavnijeg
modela, prikazacemo kako se ULM mogu fitovati podacima, 1 kako
taj isti princip mi moZemo primeniti i na stohasti¢ke modele morta-
liteta date u tabeli 4.1.

Gomperc (1825) je primetio da je neprekidna stopa mortaliteta
priblizno linearna u odnosu na starost, ako se prikaZe na logaritam-
skoj skali, grafik 4.5. Tako dolazimo do jednog veoma elegantanog
modela koji je u aktuarstvu poznat kao Gompercov zakon:

[y = elothe, (4.14)

Neprekidna stopa mortaliteta za 1975. godinu

-14 -1.2 -1.0 -0.8
o
[+
o

Logaritam neprekidne stope mortaliteta

-16
o

95 60 65 70 75 80 85 90

Starosne godine x
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Pojednostavili smo zapis 1 izbacili smo oznaku za vreme, ¢.

Linearna priroda modela (4.14) se lako uocava ukoliko ga za-
piSemo na sledeci nacin

logp, = 0y + 01x.

Ukoliko dalje pretpostavimo da sluCajna promenljiva D, ; prati
Poasonovu raspodelu, odnosno vazi (4.3), dolazimo do sledece je-
dnakosti:

Ne = logE(D,) = log(ey - 1) = loge, +logu, = loge, + 0y + 0:1x.

(4.15)

Ovim smo definisali uopSteni linearni model, gde zavisna pro-

menljiva D, ima Poasonovu raspodelu (komponenta slucajnosti).
Funkcija veze je logaritam, a linearno predvidanje je

n: = loge, + 0y + 01x.

Sabirak [oge, je poznat kao pomak (eng. offset) modela.

Razlozi zaSto je [og dobro reSenje za funkciju veze su slededi,

[5]:

1. Najvazniji razlog je to Sto podaci podrzavaju logaritamsku funkci-
Ju, Sto se mozZe 1 videti na grafiku 4.5.

2. Logaritamska funkcija preslikava p € (0, 00) ulogu € (—o0, 00),
Sto je prirodna skala za regresiju.

3. Logaritamska funkcija je poznata kao kanonicka veza za ULM
sa Poasonovom greskom, $to pojednostavljuje reSenje funkcije
maksimalne verodostojnosti za takve modele.

Nekasusadam = [n1,...,m.., e =[e1,...,en s =[21,.. . 2,
i@ = [0y, 0. Tada jednacinu (4.15) moZemo zapisati u matricnom
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obliku kao
n=loge+ X0, X =11, : x|, (4.16)

gde je sa 1, oznaCen vektor jedinica duZine n,. Matricu X naziva-
mo matrica modela, i u njoj se oslikava linearnost modela.

Za aktuare je Cesto interesantnija stopa mortaliteta ¢, ; od nepre-
kidne stope mortaliteta y, ;. Zbog toga je veoma zgodno Sto Go-
mpercov zakon mozemo izraziti 1 preko g, ;. Pokazimo to.

Na osnovu jednakosti (4.2) 1 (4.14) imamo:

qw ~ 1 . e_ﬂ('rat)
1 . 690+91x

= log(—log(1 —q.)) =~ 6+ 0,z

Funkcija cloglogq, = log(—log(1 — ¢,)), 0 < ¢, < 1 se naziva
komplementarna [og — [og funkcija.

Neka je D, : B(E.,q.), kao u jednakosti (4.4) i neka @), =
D, /E, slucajna promenljiva, Cije realizacije su vrednosti ¢,. Dalje
sledi da je

D,
n. = cloglogE(Q,) = cloglogE (E_) = cloglogq, = 0y + 1.

4.17)

Ovim smo definisali ULM c¢ija zavisna promenljiva prati binom-

nu raspodelu, funkcija veze je komplementarna log — log, dok je

linerno predvidanje 7, = 6y + 01x. Zapisano u matri¢cnom obliku,
model mozemo predstaviti kao:

n=X0,X=1[1,, : x| (4.18)

Ali cloglog nije kanonicka funkcija za binomnu raspodelu u uo-
pStenim linearnim modelima, ve¢ logit funkcija data putem jednac-
ine (4.7). Kako su za ULM razliCite funkcije veze moguce, jednaci-
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na Gompertzovog modela sa logit vezom je:
690+91I

Gz (4.19)

= 1 + 600+91:L"

Primetimo da su matrice modela, X, iste za obe reprezentacije
Gompercovog modela, (4.16) i (4.18). Na osnovu primera Gompe-
rcovog zakona, zakljuCujemo da se svaki ulm, pa samim tim i mod-
eli mortaliteta iz tabele 4.1, mogu definisati uz pomoc¢ svojih matrica
modela X, funkcije veze 1 i1 raspodele Suma. Ove tri komponente
se definiSu nezavisno jedna od druge, [5].

Stohasticki modeli mortaliteta, M1-M3 1 M5-MS, na sli¢an nacin
se mogu zapisati u matricnom obliku, kao 1 Gompercov model.

Fitovanje modela mortaliteta

Struktura uopStenih linearnih modela se moze veoma lako predsta-
viti u programskom jeziku R. Ukoliko unesemo sledece podatke u R:

e vektor broja preminulih osoba, d,
e vektor logaritama centralnih izloZenosti, loge 1

e matricu modela, X

veoma jednostavno, u jednoj liniji koda, moZzemo da fitujemo po-
datke Gompercovom modelu sa Poasonovom greskom, (4.16), ko-
riste¢i R-ovu funkciju gim. Ova funkcija zahteva od korisnika da
definiSe i raspodelu verovatnoce 1 funkciju veze, kao ulazne parame-
tre. Vidimo da je R jezik koji pruza opis uopStenih linearnih modela
koji odgovara njegovoj algebarskoj definiciji.

Isti princip se primenjuje na stohasticke modele mortaliteta, za

Cije fitovanje nam je potrebno samo poznavanje matrice modela,
funkcije veze i raspodele verovatnoce.
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UopSteni nelinearni modeli

Li-Karterov model M1 1 RenSo-Habermanov model M2, Cije struk-
ture su date u tabeli 4.1, zapravo su primeri uopStenih nelinearnih
modela (UNM), zato Sto sadrZe nelinearne elemente, kao na primer,
5:(52)/€§2). Ali R opet pruza jedno veoma elegantno reSenje. R-va
funkcija gnm nam omogucava direktno fitovanje uopstenih nelin-
earnith modela, pri cemu je specifikacija modela veoma sli¢na kao 1
u slucaju uopstenih linearnih modela, pa ne¢emo ulaziti u detaljnije
objasSnjenje.

U Poglavlju 6 ¢emo predstaviti navedenu teoriju na prakticnom
primeru, sa podacima populacije iz Engleske 1 Velsa.
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Poglavlje 5

Vrednovanje unit-linked polisa

5.1 Pretpostavke modela

Kako bismo odredili cenu unit-linked ugovora, u prethodnim po-
glavljima smo objasnili i1 definisali sve Cinioce potrebne za vredno-
vanje ovih polisa. Sumira¢emo ih u ovom poglavlju.

Posmatrajmo osiguranje za slucaj prezivljavanja kada dolazi do
isplate osiguraniku, samo ukoliko on prezivi do isteka polise. Ne-
ka ovi ugovori imaju jos i zagarantovanu beneficiju G koja je kon-
stantna tokom trajanja ugovora. To znaci da isplatu sacinjavaju ili
jedinice fonda u koji je uloZeno ili zagarantovana beneficija, Sta god
je veCe. Neka je dalje, trajanje ugovora I’ godina i polisa se finansira
jednokratnom neto premijom osiguranja. Tada je osigurana suma
na datum isteka polise, odnosno nakon 7' godina od zakljucivanja
polise jednaka:

maz{G, St} = St + max{G — Sr,0},

pri ¢emu je drugi sabirak zapravo riziko suma osiguranja, koja se
ponaSa kao novcani tok evropske prodajne opcije sa strajk cenom
G = K idospecem T.

Samim tim, za odredivanje cene ovih ugovora mozemo Kkoristi-
ti poznatu Blek-Solcovu formulu za odredivanje cene opcija. Da
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bismo mogli da upotrebimo model, moraju da vaze sledece pret-
postavke:

1) Trziste na kojem se trguje

— je kompletno,

— nema mogucnosti arbitraZze,
— nema troSkova transakcije,
— dozvoljava kratku prodaju,

— omogucava neprekidno trgovanje aktivama,

sastoji se od dve aktive, nerizicne obveznice sa procesom
cena B, 1 akcije, Ciji je proces cena S;.

2) Bezrizi¢na aktiva

— je obveznica Cija cena zavisi od nerizicne kamatne stope,
rr, koja je konstantna i poznata tokom celog trajanja polise.

3) Akcija na koju se odnosi opcija

— ne placa dividende,

— njen proces cena S; prati geometrijsko Braunovo kretanje
sa drift parametrom g 1 volatilnoscu o,

— paramteri i 1 o su konstantni.

Videli smo da Girsanova teorema 2.1.6 garantuje postojanje rizik-
neutralne mere () koja je ekvivalentna prvobitnoj meri P, i diskon-
tovani proces cena akcije, Se, je martingal u odnosu na novu meru
(). Kako vaZe pretpostavke da je trziSte kompletno i nearbitrazno,
ekvivalentna mera () je i jedinstvena.

Diferencijalni oblik procesa cena akcije u odnosu na meru P:

dSt = ,LLStdt + O'Stth
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se u rizik-neutralnoj meri (), transformise u proces
dS; = rSydt + oS, dW,

gde je W, Braunovo kretanje u meri verovatnoée P, a W; je Brauno-
vo kretanje u meri ().

5.2 Neto jednokratna premija

Pretpostavimo dakle da osiguranik starosti & kupuje polisu unit-
linked Zivotnog osiguranja sa zagarantovanom beneficijom G na T’
godina.

Jednokratnu neto premiju (eng. Single Pure Premium) dobijamo
na osnovu sledece formule:

Gy =1 pa[G(T)e™™ @(~dy(T)) + S(O)N(T)®(dy(T))],

gde su d)(T") i d)(T) dati jednadinama (3.11) i (3.12), a ® funkcija
raspodele normalne (0,1) raspodele 17" > t.

5.3 Odredivanje 7p,

U deterministickom pristupu koriste se tablice mortaliteta za odre-
denu populaciju. Tada se verovatnoCa prezivljavanja od barem 7T’
godina, rauna kao:

T-1
TPz = Pz " Pa+1 - - - Pat+T-1 = H P(a+4)> (5.1)
i=0
gde je p, verovatnoca da Ce osoba starosti x doZiveti barem starost
x + 1. Ove jednogodiSnje verovatnoCe prezivljavanja se mogu do-
biti preko jednogodiSnjih stopa mortaliteta g,, koje ¢itamo iz tablica
mortaliteta:

pmzl_QI-
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S druge strane, pri stohastickom pristupu, jednogodiSnje stope
mortaliteta dobijamo uz pomoc¢ stohastickih modela mortaliteta M 1-
M3 1 M5-M8 iz tabele 4.1 i tada je

Pzt = 1— qz.t-

Na osnovu toga, verovatno€a prezivljavanja barem 7' godina, osobe
stare = godina je:

T—1
pr = p(x, t)-ple+1,t+1) - - - pla+T—1,t+T—-1) = H p(x+i, t+1).
= 52
U slede¢em poglavlju ¢emo odrediti odgovarajuci stohasticki mo-
del za podatke populacije iz Engleske 1 Velsa. Uz pomoc¢ tog modela
¢emo, zatim, odrediti projekcije stopa mortaliteta. Krajnje rezultate
oba pristupa ¢emo uporediti kroz jednokratnu neto premiju.
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Poglavlje 6

Vrednosti polise

U ovom poglavlju ¢emo izraCunati vrednost unit-linked ugovo-
ra koji sadrzi osiguranje za slucaj prezivljavanja sa zagarantovanom
minimalnom beneficijom, GG. Osiguranik kojeg posmatramo, ima 55
godina, u trenutku kupovine polise, poCetkom 2017, i to je osoba
muskog pola iz Engleske 1 Velsa. Dalje pretpostavke su da je polisa
zakljucena na 20 godina, GG je konstantno i iznosi 10.000$. Fond u
koji se investira se sastoji od akcija kompanije Apple, i jedna jedini-
ca fonda se sastoji od jedne akcije. Nerizicna kamatna stopa iznosi
ry = 5%.

Tada je jednokratna neto premija koju nas osiguranik placa, na
osnovu jednacine (3.13), jednaka:

20Gs5 =20 P55[10.000 - e "D (—d5(20)) + S(0)@(d}(20))],

pri ¢emu je S(0) cena akcije u trenutku kupovine polise, ¢ = 0. Da
bismo izracunali premiju, treba pre toga da odredimo verovatnocu
prezivljavanja od barem 20 godina i volatilnost, o, procesa cene ak-
cije S;.
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6.1 Odredivanje verovatnoce 5)ps;

6.1.1 Deterministicki pristup za odredivanje 5ps;

Deterministicki pristup odredivanja verovatnoce podrazumeva upo-
trebu tablice mortaliteta, relacije p, = 1 — ¢, 1 jednacine (5.1). Za
potrebe naSeg rada, koristimo nacionalnu tablicu mortaliteta, muske
populacije za Englesku 1 Vels.

Tablica je preuzeta sa sajta zavoda za nacionalnu statistiku Ve-
like Britanije (eng. Office for National Statistics - ONS) !. Sva-
ka nacionalna tabela mortaliteta se bazira na ocenama populacije,
broju rodenih i preminulih osoba za period od tri uzastopne godine,
2013 — 2015, u naSem slucaju. JednogodisSnje stope mortaliteta, q,,
date su za razliCite starosne godine = € {0, 1,...,100}, i dele se jo$
1 na musku, Zensku i celokupnu populaciju.

Iz tablice ¢emo uzeti jednogodiSnje stope mortaliteta, ¢, za x €
{55, 56, ...,74}, koje su date u tabeli 6.1. Dalje, dobijamo verova-
tnocu da osoba starosti 55 godina prezivi narednih 20 godina:

19
20D55 = D55 Ps6 - - P1a = | | Piss+s) = 0,763 =76,3%.  (6.1)
1=0

6.1.2 Stohasticki pristup za odredivanje s

Kod ovog pristupa ¢emo koristiti programski jezik R koji nam
omogucava prili¢no jednostavnu analizu demografskih podataka i
dalje odredivanje buducih stopa prezivljavanja. NajvisSe se oslanja-
mo na R paket StMoMo, koji implementira uopStene stohasticke

......

sakupljanje, analiza i objavljivanje statistika o ekonomiji, drustvu i populaciji Velike Britanije.
Takode, ONS je nacionalno priznat statisticki institut u Velikoj Britaniji.
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X Gz Pzzl—%

55 | 0.004748 0.995252

56 | 0.005207 0.994793

57 | 0.005844 0.994156

58 | 0.006409 0.993591

59 | 0.007105 0.992895

60 | 0.007899 0.992101

61 | 0.008528 0.991472

62 | 0.009431 0.990569

63 | 0.010271 0.989729

64 | 0.011262 0.988738

65 | 0.012012 0.987988

66 | 0.012765 0.987235

67 | 0.014047 0.985953

68 | 0.015423 0.984577

69 | 0.017314 0.982686

70 | 0.019042 0.980958

71 | 0.021014 0.978986

72 | 0.024072 0.975928

73 | 0.026300 0.973700

74 | 0.029694 0.970306

Tabela 6.1: JednogodiS$nje stope mortaliteta i preZivljavanja za starost x.
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modele mortaliteta koji sadrze efekte starosne godine, kalendarske
godine 1 godine rodenja osiguranika. Paket sadrzi funkcije za fito-
vanje modela, analizu mere adekvatnosti fitovanja, zatim za proje-
ktovanje stopa mortaliteta u buducnost, kao 1 odredivanje njihovih
simulacija.

Podaci koje ¢emo koristiti za fitovanje stohastickih modela mor-
taliteta su matrica broja preminulih osoba starosti = u kalendarskoj
godini ¢, D(x, t), kao i matrica centralnih izloZenosti riziku, F(x,t).
Njih moZemo preuzeti sa sajta baze podataka o ljudskom mortalitetu
(eng. Human Mortality Database - HMDB)?.

Napomena Sto se ti¢e podataka koje koristimo, [3]:

e Broj preminulih osoba se uzima kao prili¢no ta¢an, mada je
zabeleZena starost pri smrti manje tac¢na kod veoma starih oso-
ba.

e Izlozenosti, F(x,t) predstavljaju prosecan broj osoba starosti
x, zivih u godini £. Ove vrednosti nisu velike preciznosti 1 zbog
toga moraju da budu ocenjene od strane zavoda za nacionalnu
statistiku Velike Britanije (ONS), pri ¢emu se uzimaju u obzir
broj zabelezenih rodenih 1 umrlih osoba, kao i neto migracija
ljudi.

e Iz analize ¢emo iskljuciti podatke (x, t) koji nisu pouzdani:

- t — x = 1886 kohort,

- kalendarske godine pre 1960., da bismo i1zbegli efekte Dru-
gog svetskog rata na rezultate.

HMDB (www.mortality.org) je kreirana kako bi pruzala detaljne podatke o odredenoj popu-
laciji, kao i o njenom mortalitetu. Ova baza podataka je zajednicki projekat istrazivackih timova
sa Departmana za demografiju na Berkli univerzitetu u SAD (University of California, Berkley) i
timova sa Maks Plank instituta za demografski razvoj (MPIDR) u Nemackoj. Francuski institut za
demografske studije (INED) je takode podrZao dalji razvoj ove baze podataka.
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e U analizu ukljuCujemo starosne godine = € {55,56,...,89},
jer zapravo ni nismo zainteresovani za modelovanje mortaliteta
za mlade osobe, i kalendarske godine ¢ € {1961, ...,2011}.

StMoMo paket je dovoljno fleksibilan, tako da pri fitovanju mod-
ela, kao argumente funkcije, moZemo da izabereno model mortali-
teta, zatim, komponentu sistemati¢nosti, Poasonova ili binomna ra-
spodela, i funkciju veze "log” ili "’logit”. Za modele M1-M3, broj
preminulih osoba ima Poasonovu raspodelu i ”log” funkciju veze,
dok za modele M5-M8 biramo binomnu raspodelu 1 "logit” vezu.

Da bismo dalje odredili koji od fitovanih modela najbolje obja-
Snjava dinamiku mortaliteta za musku populaciju Engleske i Velsa,
primeni¢emo kriterijume za poredenje modela koji su navedeni u
odeljku 4.3.1 na stranici 52.

Bejzov informacioni kriterijum

Model sa manjom BIC vrednoS¢u se smatra boljim modelom. U
narednoj tabeli su dati rezultati za nase modele mortaliteta:

Model L(0) N, BIC
M1 -15163.78 119 | 31218.53
M2 -10490.08 | 229 | 22691.24
M3 -12335.18 | 161 | 25873.34
M5 -17458.62 102 | 35680.93
M6 -11007.7 178 | 2334541
M7 -10381.69 | 228 | 22466.97
M8 -11174.59 179 | 23686.66

Tabela 6.2: U tabeli su dati logaritam maksimalne verodostojnosti, broj param-
etara 1 Bejzov informacioni kriterijum za modele M1-M3 i M5-M8.

Na osnovu Bejzovog informacionog kriterijuma zakljucujemo da
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su najbolji modeli su redom M7, M2, M6 i1 zatim M8.

Reziduali fitovanih modela

Ocekivano je da su reziduali fitovanih modela pribliZzno nezavi-
sne 1 identiCki rasporedene normalne slu¢ajne promenljive. Radi
vizuelnog utvrdivanja ove karakteristike predstavicemo sada grafike
reziduala za fitovane M1-M3, M5-M8 modele.
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Na osnovu grafika, za modele M1, M3 1 M5 je primetno grupi-
sanje pozitivnih i negativnih reziduala. Stavie, kod modela M1 i
MS je to grupisanje po dijagonali, Sto na grafiku gde je x-osa ka-
lendarska godina, a y-osa starost, predstavlja kohort. Kako M1 1 M5
nemaju u sebi ukljuenu komponentu koja odgovara kohortu, v;_ .,
to je dovoljan pokazatelj da je u populaciji Engleske 1 Velsa zaista
izrazen efekat kohorta i modeli za modelovanje mortaliteta mora-
ju da sadrze tu komponentu. Model M6 takode prikazuje odredenu
dozu grupisanja, ali znatno manje. Na osnovu vizuelne ocene, rezi-
duali modela M2, M7 1 M8 deluju prili¢no sluc¢ajno.

Poredenje ugnjezdenih modela

Posmatrajuci nasSe modele mortaliteta, uvidamo 7 parova ugn-
jezdenih modela. Na primer, M1 je specijalan sluc¢aj modela M2,
kada je 53(33) =0 zasvakoxi 723) zasvakoc =1 — x.

Na osnovu analize date u [3], kod svih 7 parova ugnjezdenih mo-
dela, nulta hipoteza je odbacCena, odnosno pokazano je da je uvek
bolji uopsteniji model za musku populaciju Engleske i Velsa. Rezul-
tati se poklapaju 1 sa rezultatima koje dobijamo raCunanjem BIC
vrednosti za modele.

Robusnost ocena parametara

Za Cetiri modela sa najveCom BIC vrednostima M2, M6, M7 i
MS, prikazali smo na graficima ocene maksimalne verodostojnosti
za parametre modela za period od 1961 — 2011. godine, prikazano
taCkicama, 1 za period od 1981 — 2011. godine, prikazano linijom.
Model je dobar, ukoliko su ocene parametara sli¢ne, bez obzira na
promenu opsega godina. Prikazimo sada grafike.
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Ocene parametara za model M8
Kappa_1(t) Kappa_2(t)
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Analiziranjem grafika primecujemo da model M2 ima najmanje
robustne ocene parametara. Naime, ukoliko posmatramo grafik za
Gamma_3(t-x), kohort komponenta ima znacajno drugacije resenje
kada koristimo manje podataka. Za, na primer ¢ = 1900, kada ko-
ristimo podatke za 1961 — 2011. godine, v, > 0, dok je za podatke
od 1981 — 2011. godine, 7. < 0. Samim tim se dovodi u pitanje
upotreba modela M2 za predikcije stopa mortaliteta.

S druge strane, grafici modela M7 1 M8 prikazuju visok nivo
robusnosti ocena parametara. Zbog toga ¢emo za dalju analizu uzi-
mati u obzir samo njih.

Sada, kada smo suzili odabir modela na samo dva, da bismo dosli
do projekcija za pu(z,t) ili ¢(x,t), moramo prvo da odredimo pro-
jekcije ocena period i1 kohort parametara. Kako smo objasnili, njih
¢emo posmatrati kao vremenske serije, 1 kao takve ¢emo ih analizi-
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rati 1 fitovati odgovaraju¢im modelima iz teorije vremenskih serija.

6.1.3 Odabir modela za kohort parametar

Kohort komponenta modela mortaliteta, ~y. je nezavisna od pe-
riod komponenti /@EZ), pa ¢emo je samim tim i odvojeno analizirati.
Za modelovanje vremenskih serija se najcesée koriste ARIM A(p, d, q)

modeli, pri cemu:
e "AR” predstavlja autoregresivni proces reda p,

e “’I” predstavlja integrisan proces reda d, ako se moZze biti transfor-
misan u stacionaran stohasticki proces diferenciranjem d puta,
a

e "MA” predstavlja proces pokretnih sredina reda q.

Definicija 6.1.1 Neka je { X };cp0r) autoregresivni proces reda p, i
proces pokretnih sredina reda q, odnosno prati model ARMA(p, q),
tada se on moZe predstaviti u obliku:

p q
Xe=p+ Z i X + Z € j, (6.2)
i—1 =1

gde su:
- konstanta,
- {€t}tejo,1) proces belog Suma, a

-t €{1,2,...,p}tib;, j € {1,2,...,q} nepoznati parametri
koji treba da se ocene.

Diferenciranje je nista drugo do AX; = X; — X; 1, dok se ne
postigne stacionaran proces.

Najtezi deo je odrediti ARIMA parametre p, d 1 q za odredenu
vremensku seriju. Ali, u literaturi se preporucuju slede¢i modeli za
modelovanje kohort komponente stohasti¢kih modela mortaliteta:
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1. ARIMA(1, 0, 0) - predlozen u [4],
2. ARIMA(1, 1, 0) - predloZen u [10],
3. ARIMA(2, 0, 0) - predlozen u [11].

Za fitovanje vremenskih serija ovim modelima koristili smo R
paket forecast 1 njegovu funkciju Arima(). Nakon Sto smo fitovali
ova tri modela, na osnovu sledecih kriterijuma mozemo odluciti koji
je odgovarajuci za kohort parametar za modele M7 i M8.

Pozeljne osobine modela:

e Korigovani Akaike informacioni kriterijum (AICc)? treba da je
Sto manja vrednost,

e ocenjena o> modela da je $to manja,

e reziduali treba da se ponaSaju kao beli Sum, odnosno da su
nezavisno 1 identicki rasporedeni, sa oCekivanom vrednoS¢u
nula. Da bismo to proverili, predstavi¢emo reziduale na grafiku,
kao 1 Sto ¢emo odrediti njihovu srednju vrednost.

e Za nas je veoma bitno i kako ¢e projekcije vremenske serije
izgledati, zbog daljih projekcija M7 1 M8 modela.
Kohort vremenska serija modela M7

Nakon fitovanja vremenske serije predlozenim ARIMA modeli-
ma, dobijamo sledece vrednosti:

3AICc (eng. corrected Akaike Information Criterion) je AIC prilagoden za uzorak sa malim
brojem obzervacija. To je statistika koja se koristi za meru adekvatnosti fitovanja, i koristi se za
poredenje i selekciju fitovanih modela.
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Arima model AICc Ocenjena o Srednja vrednost reziduala

ARIMA(1,0,0) | -328.5176 | 0.00076883 -0.004080258

ARIMA(1,1,0) | -336.2106 | 0.0006800495 | -9.372147e-05

ARIMA(2,0,0) | -333.0759 | 0.0007024931 -0.005178512

Tabela 6.3: Analiza kohort vremenske serije za M7

Reziduali su dati na slede¢im graficima:

Arima(1, 0, 0) reziduali Arimal(1, 1, 0) reziduali
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Zarad predvidanja buducih vrednosti modela M7 1 M8, posmatramo
pre toga ponasanje buducih vrednosti kohort komponente.
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Zakljucak:

Na osnovu tabele 6.3, ARIMA(1, 1, 0) se namece kao izbor za mo-
delovanje kohort vremenske serije za M7, kao model sa najniZzom
AICc vrednoSCu. Medutim, na osnovu projekcija vremenske seri-
je Y. u buducnost za sva tri ARIMA modela, primecujemo da za
model ARIMA(1, 1, 0), projekcije imaju trend, Sto se ne uklapa sa
oCekivanim ponasanjem kohort komponente, a to je da oscilira oko
nule. Zbog toga zanemarujemo ovaj model. Naime, taj trend se naj-
verovatnije javlja zbog diferenciranja reda d = 1, koje je ukljuceno
u ARIMAC(1, 1, 0). Dalje, svi reziduali deluju prili¢no slucajno, zbog
toga ne mozemo da otpiSemo ni jedan model kao neodgovarajuci na
osnovu ovog kriterijuma. Na kraju, biramo ARIMA(2, 0, 0), koji
sledeci po redu, na osnovu AICc vrednosti.
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Kohort vremenska serija modela M8

Istu analizu ¢emo ponoviti 1 za kohort vremensku seriju M8 mo-

dela.
Arima model AICc Ocenjena o Srednja vrednost reziduala
ARIMA(1,0,0) | -751.9189 | 3.363982e-06 | 0.0002884378
ARIMA(1, 1,0) | -752.3046 | 3.060159e-06 | -1.411064¢-05
ARIMA(2,0,0) | -754.3373 | 3.15998%e-06 | 0.0003465408

Tabela 6.4: Analiza kohort vremenske serije za M8

Reziduali su dati na slede¢im graficima:

Arima(1, 0, 0) reziduali

Arima(1, 1, 0) reziduali

A A ﬂ A
[

(1]
w s 4
5 - o
= _
[ o
g - S
= ndge b o
1 o v‘v (Y| IHII
= ] o
S 8 -
L 1 1 1 1 =
1880 1900 1920 1940
Godine rodjenja t-x
Arima(2, 0, 0} reziduali
[1e]
a9
C,l —_
i -
S
=] leﬁlm AMM
vayw ™
-
]
o —
= 1 1 1 1
1880 1900 1920 1940

Godine rodjenja t-x

85

1880 1900 1920 1940

Godine rodjenja t-x




Zarad predvidanja buducih vrednosti modela M7 1 M8, posmatramo
pre toga ponasanje buducih vrednosti kohort komponente.

M8 kohort; Arima(1, 0, 0) M8 kohort; Arima(1, 1, 0)

0.010

:

-0.020

Kohort
0.005
| I T O |
Kohart
0.02 000 002 004
|

Kalendarske godine t Kalendarske godine t

M8 kohort; Arima(2, 0, 0)
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Kohort
0.005
T T T T O |

-0.020 0.

1872 1892 1912 1932 1952 1972 1992 2012

Kalendarske godine t

Zakljucak:

Na osnovu svih napomenutih kriterijjuma koji nam pomazu u izboru
ARIMA modela, biramo ARIMA(2, 0, 0) i za M8. Taj model ima
najnizu AICc vrednost, reziduali deluju slu¢ajno sa srednjom vre-
dnosti oko nule, i1 grafik projekcija deluje ocekivano.

6.1.4 Odabir modela za period parametre

Sto se ti¢e modeliranja period komponente, u oba modela, M7
1 M8, imamo viSe od jedne vremenske serije, /@1@. Kako one nisu
nezavisne jedna od druge, moramo ih modelovati kao viSedimenzio-
nalnu vremensku seriju. R paket StMoMo predlaze visSedimenziona-
lan sluCajan hod sa driftom (eng. Multivariate Random Walk with

Drift) u te svrhe, Sto ¢emo 1 mi primeniti u nasoj analizi.
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6.2 Buduce vrednosti stopa mortaliteta

Posto smo odredili modele za projekciju vremenskih serija, sa-
drZzanih u modelima mortaliteta M7 1 M8, u mogucnosti smo da
odredimo projekcije stopa mortaliteta. Kako nas zanima stohasticka
priroda mortaliteta, interesantnije su nam razliCite simulacije buducih
trajektorija stopa mortaliteta, ¢(x, t), od odredivanja srednje vredno-
sti.

Koriste¢i StMoMo-ovu funkciju simulate(), odredi¢emo 10.000
razlicitih buducih trajektorija, za period od 40 godina, odnosno za
kalendarske godine 2012 — 2051. Kao rezultat funkcije dobija se
trodimenzionalni niz sa budu¢im simuliranim stopama mortaliteta.
Jedna dimenzija predstavlja starost z, druga predstavlja godinu ¢, a
tre¢a simulaciju nsim € {1,2,...10.000}. Na slede¢im graficima
su predstavljene fitovane i1 simulirane vrednosti za M7 1 M8.

M7: Simulacije stope mortaliteta za starost 55

Stopa

0002 0004 0006 0008 0010 0012

| | | | |
1960 1980 2000 2020 2040

Kalendarske godine t
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M8: Simulacije stope mortaliteta za starost 55

Stopa
0.002 0004 0.006 0008 0010 0012

T T T T T
1960 1980 2000 2020 2040

Kalendarske godine t

Od svih simulacija, aktuar ima zadatak da odabere koje buduce
vrednosti ¢e da koristi za vrednovanje polisa osiguranja. NasSa ide-
ja je da za svaki par (z,t) izvu¢emo niz od 10.000 vrednosti iz
izraCunatih simulacija. Za svaki takav niz ¢emo da odredimo odre-
deni kvantil. U radu ¢emo predstaviti 50%-ni kvantil. Mada, aktuar
na osnovu svojih ekspertiza, poznavanja trziSta 1 konkurencije, moze
odluciti da koristi bilo koji drugi kvantil.

Za odredivanje 50% tablice stopa mortaliteta ¢(z,t), gde su z €
{55,56,...,89} it € {2012,2013,...,2051} napisali smo funkci-
ju u R-u. Funkcija uzima trodimenzionalni niz simulacija, i kao
rezultat daje tablicu Zeljenog kvantila stopa mortaliteta za (z, t).

Sada, kada smo dobili tablicu, izvuci ¢emo one vrednosti, ¢(z, t),

koje su nam potrebne za raCunanje stope prezivljavanja od barem 20
godina.
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swpss = p(55,2017) - p(56,2018) - - - p(74, 2036) =
T-1
= [[p(55+i,2017 + i),
1=0

gdeJep(xat) =1- Q(xat)

Racunicom u R-u dolazimo do sledec¢ih verovatnoca prezivljavanja:

M7: 20055 — 83, 63%,
MBS: 20055 = 80,41%

6.3 Odredivanje volatilnosti procesa cene akcije 5;

Osiguranik ulaze deo svoje premije u fond sastavljen od Apple
akcija. Da bi smo odredili premiju za ovaj tip unit-linked osiguranja
potrebni su nam parametar volatilnosti, o, za proces cena koji prati
Apple akcija, kao 1 cena akcije u trenutku kupovine polise, odnosno

So.

Cena akcije u trenutku ¢t = 0

Pretpostavimo da naS osiguranik kupuje polisu unit-linked osigu-
ranja na pocetku 2017. godine. Prvi radni dan je 3.1.2017, i cena
jedne akcije Apple kompanije na otvaranju tog dana je iznosila Sy =
115,80$ *.

Parametar volatilnosti

Da bismo odredili dJ(20) i d5(20), a samim tim i premiju osigura-
nja datu jednacinom (3.13), moramo odrediti volatilnost cene akcije.

“Podatak preuzet sa sajta www.finance.yahoo.com
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o-u ¢emo aproksimirati uz pomoc istorijske volatilnosti Apple akci-
je.

Istorijska volatilnost je realizovana volatilnost odredenog finansi-
jskog instrumenta tokom nekog odredenog vremenskog perioda. Naj-
¢esci pristup za raCunanje ove vrednosti je odredivanje standardne
devijacije dnevnih prinosa akcije, dobijenih na osnovu cena pri zat-
varanju. Zatim se dnevna standardna devijacija transformise u go-
diSnju time Sto se ona pomnoZi sa korenom broja poslovnih dana u
godini, Sto je 252.

Cene koje smo koristili za aproksimaciju odgovaraju periodu od
jedne godine, od 31.12.2015. do 30.12.2016., i preuzete su sa veb
sajta www.finance.yahoo.com. Dnevni prinosi akcije se dobijaju na
sledeci nacin

Cy
Cn—l
gde je (), cena akcije pri zatvaranju na dan n. Dalje, dnevnu standar-
dnu devijacu ovih prinosa moZemo veoma lako odrediti uz pomoc¢
EXCEL funkcije STDEV.S(). Rezultat koji dobijamo je:

Tn: _17

Dnevna volatilnost : o4, = 1,474%
Godisnja volatilnost : o, = V252 - 04 = 23, 404%.

6.4 Jednokratna neto premija

Podsetimo se da raCunamo premiju za unit-linked osiguranje za
slu¢aj prezivljavanja sa zagarantovanom minimalnom beneficijom.
Osoba koja kupuje polisu je muSkarac iz Engleske 1 Velsa, starosti
55 godina u trenutku kupovine polise, Sto je pocCetak 2017. godine.
Potrebne vrednosti za izraCunjavanje jednokratne neto premije:

- Cena Apple akcije na datum kupovine polise: Sy = 115, 8%,
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minimalna zagarantovana beneficija: G = 10.0008,

nerizi¢na kamatna stopa: ry = 5%,

volatilnost: o = 23, 404%,

rok dospeca polise: T' = 20 godina i

verovatnoca preZivljavanja osobe starosti 55 godina, od 20 go-
dina je
— deterministi¢ki odredena oops5 = 76, 3%,

— na osnovu M7 modela: o0ps5 = 83,63% 1

— na osnovu modela M8: ops5 = 80, 41%.

Jednokratna neto premija

20G55(d€t) = 2806,98$, (63)
20Gss(MT) = 3076,643, (6.4)
20Gs5(M8) = 2958, 18$. (6.5)

Iznos koji bi osiguranik trebalo da oroc¢i na 20 godina po ner-
izi¢noj kamatnoj stopi, pa da na kraju ima G' = 10.0008$ je

PV =G - (1+r,) % = 3768, 898.

S obzirom da je taj iznos veci od svih izraCunatih premija, sledi da
je osiguraniku isplativije da kupi polisu osiguranja i to za determini-
sticki izraCunatu premiju, nego da oroci svoj novac.

Osiguravajuce kuce, s druge strane, oCigledno preferiraju da na-
plate premiju izraCunatu na osnovu modela M7, jer je najviSa. Da-
lje, kako stohastiCki modeli objasnjavaju efekat starosti, kalendarske
godine 1 godine rodenja na mortalitet osiguranika, 1 samim tim bolje
predvidaju njegovu dinamiku, osiguravaju¢im kucama je u interesu
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da se okrenu ovim modelima za vrednovanje polisa. Zato Sto, Sto
bolje modelovano ponaSanje mortaliteta vodi ka smanjenju rizika
dugovecnosti kojem su osiguravaci izlozZeni.

Koju premiju ¢e na kraju da naplati za unit-linked osiguranje

odlucuje sam aktuar na osnovu svoje ekspertize, poznavanja konku-
rencije i u skladu sa pravilima kompanije u kojoj radi.
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Zakljucak

Ovaj master rad je posvecen izraCunavanju premije unit-linked
Zivotnog osiguranja, koje sadrzi u sebi minimalnu zagarantovanu
beneficiju. Tome pristupamo na dva nacina, u zavisnosti od to-
ga kako izraCunavamo verovatnocCe osiguranog dogadaja, 1 na kraju
uporedujemo dobijene rezultate. Tip Zivotnog osiguranja koje pos-
matramo je osiguranje za slucaj prezivljavanja.

Primetili smo da se unit-linked model ponasa kao novCani tok
evropske prodajne opcije, pa smo zarad njegovog vrednovanja obja-
snili modele za vrednovanje opcija. Prvo smo predstavili diskretan,
binomni model, a zatim smo ga uopstili na neprekidan, Cuveni, Blek-
Solcov model.

Da bi Blek-Solcov model vazio, mora da vazi uslov odsustva
arbitraze sa trziSta. To ostvarajuemo prelaskom na rizik-neutralnu
meru () sa fizicke mere P. Girsanova teorema garantuje, pod odre-
denim uslovima, postojanje te ekvivalentne, martingalne mere Q).
Zarad lakSeg razumevanja transformacije sa jedne mere na drugu,
podsetili smo se nekih pojmova stohasticke analize i teorije mere,
koji ¢ine njenu pozadinu.

Verovatnoca osiguranog dogadaja je u nasem radu verovatnoca
prezivljavanja osiguranika do isteka polise. Nju odredujemo na de-
teministi¢ki nacin upotrebom tablica mortaliteta populacije Engleske
1 Velsa. Na stohasticki nacin, do ove verovanoce dolazimo upotre-
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bom stohastickih modela mortaliteta. Ovi modeli su primeri uopste-
nih linearnih 1 nelinearnih modela, pa smo iz tog razloga predstavili
1 njihovu teoriju.

Uporedivanje ova dva pristupa smo izvrSili uporedivanjem izra-
Cunatih premija ovog tipa osiguranja. Premija dobijena koriS¢enjem
stohastickih modela je veca nego premija dobijena na osnovu deter-
ministickog pristupa, ali je 1 dalje niza od diskontovane minimalne
zagarantovane beneficije za nerizi¢nu kamatnu stopu.

Na kraju zakljuCujemo da je osiguraniku isplativije da kupi polisu
ovog osiguranja, nego da orociti svoj novac. S druge strane, osigu-
ravajuca kompanija Ce pre koristiti stohasticke modele, jer oni bolje
objasnjavaju mortalitet odredene populacije 1 njegovo buduce kre-
tanje. Samim tim se kompanija bolje Stiti od rizika dugovecnosti koji
se javlja kod proizvoda osiguranja povezanih sa preZivljavanjem.
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