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Predgovor

Poslovanje osiguravaju¢ih kompanija se zasniva na aktuarskoj matematici,
Ciji je zadatak da na osnovu matematickih metoda koje se oslanjaju na teoriju
verovatnoce i statistike odredi premiju i nivo garantnih rezervi.

Tema ovog rada je teorija kredibiliteta koja sluzi za unapredivanje po-
stupka odredivanja premije polise osiguranja. Ona predstavlja skup alata
koji omogucava osiguravajucoj kuci da izvrsi procenu buduceg rizika ili grupe
rizika. U praksi ¢esto u okviru jedne grane osiguranja postoji vise rizika,
zato aktuari prilikom odredivanja premije formiraju tarifne grupe, i za svaku
grupu treba posebno odrediti premiju. Premija za odredenu grupu koja se
dobija na osnovu podataka iz te grupe naziva se individualna premija, dok
se premija dobijena na osnovu podataka iz cele grane naziva manuelna pre-
mija. Osiguravajuca kompanija ¢esto ima na rapolaganju prili¢no veliki broj
statistickih podataka koji se odnose na kolektivni rizik. Medutim, ove infor-
macije su manje ili vise ogranicene za odredivanje pojedinacnih rizika, zbog
postojanja velikog broja tarifnih grupa. Osiguravac¢ obi¢no ima malo poda-
taka o pojedinac¢nim rizicima i zato treba koristiti oba izvora podataka. To
je osnovna ideja teorije kredibiliteta, a njen cilj je odredivanje faktora kredi-
biliteta koji govori u kojoj meri premija kredibiliteta zavisi od individualne,
a u kojoj od manuelne premije.

U uvodnom delu rada dati su osnovni pojmovi iz teorije verovatnoce,
statistike i matrica, neopohodni za pracenje glavnih delova rada. U trecoj
glavi izlozen je postupak odredivanja Bejzove premije kredibiliteta. Kako se
Bejzova premija tesko racuna u praksi jer zahteva podatke o raspodelama,
dati su modeli koje je aproksimiraju. Prvi i najjednostavniji model koji
aproksimira Bejzovu premiju je Bilmanov model iz 1967. godine. Prakti¢no
poboljsanje ovog modela je Bilman-Straubov model. Njegova glavna uloga
je da odredi premiju kredibiliteta, a takode se moze koristiti i za odredivanje
frekvencije §teta. Pored toga, Bilman-Straubov model predstavlja osnovu za
formiranje visedimenzionalnih modela teorije kredibiliteta.

Cilj ovog rada je da se upoznamo sa visedimenzionalnim kredibilitetom
visoke preciznosti. Prednost visedimenzionalnog kredibiliteta je Sto uzima u



obzir vise faktora koji uti¢u na frekvenciju i iznose steta, zahvaljujuci kojima
se pojavljuju homogne tarifne ocene koje omogucavaju pravednije odredivanje
premije.

U cetvrtoj glavi izlozen je visedimenzionalni Bilmanov model, kao i aprok-
simacija tog modela, visSedimenzionalni neparametarski Bilmanov model. Na
primeru predikcija stopa mortaliteta data je prakti¢na primena visedimenzi-
onalnog neparametarskog Bilmanovog modela. Sli¢no, u petoj glavi izlozeni
su visedimenzionalni Bilman-Straubov i visedimenzionalni neparametarski
Bilman-Straubov model. Primena pomenutog modela prikazana je na pri-
meru predvidanja iznosa Steta (neto premija) kasko osiguranja vozila, kao i
na primeru predvidanja koli¢nika Steta na osnovu sopstvenih podataka kom-
panije, ali i zajednic¢kih podataka drugih kompanija.

Veliku zahvalnost dugujem svojoj mentorki, prof.dr Dori Selesi, na ideji
za ovaj master rad, kao i na trudu i zalaganju prilikom realizacije rada.
Takode, zahvaljujem se profesorici Sanji Rapaji¢ i profesorici Natasi Krklec
Jerinki¢ na svim korisnim savetima © sugestijama tokom pisanja rada.

Veliko hvala © svim dragim osobama koji su bili uz mene tokom studiranja

i koje su ucestvovali u stvaranju svih lepth uspomena koje su obelezile ovaj
deo mog Zivota.

Na kraju, najvecu zahvalnost dugujem svojoj porodici, roditeljima, bratu ¢
sestri koji su uvek verovali u mene i bili najveca podrska u svim mojim izbo-
rima 1 odlukama.

Nowvi Sad, april 2019. Svetlana Vidakovié



Sadrzaj

|  Predgovor| 2
I_Uvaod 6
(1.1 ~Osnovni pojmovi iz verovatnoce| . . . . . . . . . . . . . . ... 6
(1.2 Uslovne raspodele] . . . . . . . . ... ... ... ... ..., 8
(1.3 Uslovno ocekivanje| . . . . . . . . ... ... ... ... .... 9
(1.4  Neparametarske nepristrasne ocene| . . . . . . . . . ... ... 11
2 Matricel 13
2.1 Definicija 1 operacije sa matricamal . . . . .. ... ... ... 13
[2.2  Kronekerov proizvod matrica. . . . . . .. ... L. 16
[2.3  Hadamardov proizvod matrical . . . . . . . . . ... ... ... 18

[3  Kredibilitet visoke preciznosti 19
Bl Uvodl. . . .. .o 19
[3.2  Bejzova metodologijal . . . . . . ... 0oL 21
[3.3  Kredibilitetna premijal . . . . . ... ... 26
3.4 Bilmanovmodel . . . . ... ... o000 30
3.5 Bilman-Straubov modell . . . ... ... ... 33
[3.6  Statisticke ocene parametara u modelimal . . . . . . . . . . .. 37
[3.6.1  Statisticke ocene parametara u Bilmanovom |

[ modelul. . . . ... 38
13.6.2 Statisticke ocene parametara u Bilman-Straubovom mo- |

[ delul . . ... 42
I Visedi - i Bil el 47
A1 UOvodl. . . . oo 47
4.2 Procena kredibilitetal . . . . . . .. ... .. oL 48
4.3 Visedimenzionalni Bilmanov modell . . . . . ... .. ... .. 49
[4.4  Neparametarski visedimenzionalni |
[ Bilmanovmodell. . . ... ... ... oo 53




[4.5 Primena visedimenzionalnog

[ Bilmanovog modela u aktuarstva | . . . . . ... ... ... .. Y
|5 EI.V ]l . ] . Bo] -SV ] ] ]| 65
BI _Uvodl. . . .. .o 65
.2 Procena kredibilitetal . . . . . . . ... 0000000 66
5.3 Visedimenzionalni Bilman-Straubov modell . . . . . . . .. .. 67
[>.4 Neparametarski visedimenzionalni [
L Bilman-Stranbovmodell . . . ... ... ... ... ... ... 70
[5.5 Primena visedimenzionalnog |
| Bilman-Straubovog modela u aktuarstvul . . . . .. ... ... 75
[ Zakljucakl 87
L__Literatural 89
|  Biografijal 91




Glava 1
Uvod

1.1 Osnovni pojmovi iz verovatnoce
Definicija 1.1.1. (Prostor verovatnoca) Prostor verovatnoca koji zadovo-
ljava aksiome Kolmogorova oznacavaéemo sa (2, F, P) .

Definicija 1.1.2. (Slucajna promeljiva) Preslikavanje X : Q@ — R je slu-
cajna promenljiva nad prostorom verovatnoda (2, F, P) ako X 1(S) € F za
svako S € B, gde je B Borelovo o—polje nad R.

Definicija 1.1.3. Za svako S € B, funkcija:
Px(S) = P{X € S} = P{w| X(w) € S} = P(X(5)),
zove se raspodela verovatnoca slucajne promenljive X .
Dve najpoznatije vrste slu¢ajnih promenljivih su:

e diskretne slucajne promenljive,

e apsolutno neprekidne slucajne promenljive.

Definicija 1.1.4. Slucajna promenljiva X je diskretna ako postoji prebrojiv
skup brojeva Rx takav da je P{X € Rx} =1, odnosno ako je skup slika od
X najvise prebrojiv skup.

Zakon raspodele diskretne slucajne promenljive X zapisujemo u slede¢em

obliku:
T i) Ce
X ,
< p(z1) plxs) ... )

gde su 1, xq, ... moguce vrednosti slucajne promenljive X, a p(z;) verovat-
noca da slucajna promenljiva X primi vrednost z;, odnosno

p(r;)) = Plwe Q| X(w)=uo;} =P{X =z}, 1=12,...

6
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Definicija 1.1.5. Funkcija raspodele slucajne promenljive X je funkcija
Fx(z):R — [0,1] definisana sa

Fx(z) = Px((—o0,2)) = P{w € Q| X (w) < z} = P{X < z}.

Definicija 1.1.6. Slucajna promenljiva X je apsolutno neprekidnog tipa ako
postoji nenegativna integrabilna funkcija px (), —0o < x < oo, takva da za
svaki skup S € B(R) vaZi:

P{X eS} = /Sgox(:v) dz.

Funkcija ¢ x(x) zove se funkcija gustine slu¢ajne promenljive X.
Lako se moze pokazati da vazi:

/

Fy(z) = ox(z).
Koristi¢emo slede¢e oznake za numericke karakteristike slu¢ajne promen-
ljive X:
E(X) - ocekivanje sluc¢ajne promenljive X
D(X) = Var(X) - disperzija (varijansa) slu¢ajne promenljive X.

Podsetimo se numerickih karakteristika koje opisuju zavisnost izmedju
slu¢ajnih promenljivih X i Y.

Definicija 1.1.7. Kovarijansa slucajne promenljive (X,Y) je
cov(X,Y) = E[(X — E(X)((Y — B(Y))] = B(XY) — E(X)E(Y).

Definicija 1.1.8. Koeficijent korelacije slucajne promenljive (X,Y") je:

pxy = cov(X*, Y*) = cov (X - BE(X) Y- E(Y))

VDX) /DY)
gde su X* 1 Y™ standardizovane slucajne promenljive.

Napomenimo da vazi sledece:

E(XY)-E(X)E(Y)  Cov(XY)

P D(X)D(Y)  /DX)D(Y) ()
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1.2 Uslovne raspodele

Posmatrajmo dvodimenzionalnu slucajnu promenljivu (X, Y"). Ako pret-
postavimo da nam je poznata neka informacija o Y, pitamo se da li to utice
na raspodelu sluc¢ajne promenljive X.

Definicija 1.2.1. Uslovna raspodela za X pri uslovu {Y € S} je funkcija:

PH{X <z}n{Y e S})
P{Y € S}

Fx(z|{Y € S}) = , T€ER

gde dogadaj {Y € S}, S € B ima pozitivnu verovatnocu realizacije.

Neka je (X, Y") diskretna slucajna promenljiva sa raspodelom verovatnoca
p(xi,yj), 1,7 = 1,2,... ineka je P{Y = y;} = ¢(y;) > 0. Tada je uslovna
raspodela za X pri uslovu {Y = y;}:

PUX =2} N {Y =y}) _ plewy)
P{Y =y;} q(y;)
Neka je (X,Y) apsolutno neprekidna slucajna promenljiva sa funkcijom

gustine ¢(x.y)(z,y), (z,y) € R*ineka je gy (y) > 0. Tada je uslovna funkcija
gustine za X pri uslovu {Y =y} :

(i |y;) = i=1,2,...

PXY) (‘ra y)

o) r € R. (1.2)

e (zly) =
Napomena 1.2.1. Ako su X i Y nezavisne slucajne promenljive tada vazi:

oxy) (T, y) = ox () oy (y).

Jednakost ([1.2)) mozemo zapisati i na slede¢i nacin:

ey (T, y) = e (]y) ey (y). (1.3)

Napomena 1.2.2. Neka je (X,Y) dvodimenzionalna apsolutno neprekidna
slucajna promenljiva. Tada je marginalna gustina za X, px(x) data sa:

ox(@) = [ poxn (@) dy. (14)
Iz (1.3]) i (1.4) dobijamo da vazi:

px(a) = [ poan (aly) oy () dy. (1.5)
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1.3 Uslovno ocekivanje
Neka je (X, Y") diskretna slucajna promenljiva sa raspodelom verovatnoca
p(x’wyj>7 Zu] = 17 2a o

Uslovno ocekivanje slucajne promenljive X pri uslovu {Y = y;} je:

E(X|Y =y;) sz- (z;|y;) = Z%' (i, 95),

gde je q(y;) = P{Y =y;} > 0.

Sada nas zanima Sta je uslovno ocekivanje slu¢ajne promenljive X u od-
nosu na slucajnu promenljivu Y.

Neka je Rx = {v1,¥2,...} skup razli¢itih vrednosti diskretne slucajne
promenljive Y. Dalje, neka je:

Definicija 1.3.1. Uslovno ocekivanje slucajne promenljive X u odnosu na
slucajnu promenljivu Y je:

E(X|A,) E(X|As) ...
E<X|Y):< gﬂ(x’h)) EP(J@)) )

Iz definicije vidimo da je uslovno ocekivanje slucajne promenljive X u
odnosu na slucajnu promenljivu Y diskretna slu¢ajna promenljiva.

Posmatrajmo sada slucaj kada je (X,Y") dvodimenzionalna apsolutno ne-
prekidna slucajna promenljiva sa funkcijom gustine ¢xy)(z,y) gde
—00 < &,y < 00.

Uslovno oc¢ekivanje slucajne promenljive X pri uslovu {Y = y} je:

1
oy (y)

E<X|Y = y) = /_OOI'QO(X|Y)(x|y) dr = /_0013 : ¢(X,Y)($7y) dz.

Napomena 1.3.1. Ocekivanje slucajne promenljive X u odnosu na slucajnu
promenljivu Y, E(X |Y) je slucajna promenljiva koja ima realizovane vred-
nosti E(X |Y =vy), odnosno za f: R — R vazi:

BE(X1Y) = f(Y).
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Sada pokazujemo dve teoreme koje ¢emo kasnije koristiti.
Teorema 1.3.1. Neka su X,Y dve proizvoljne slucajne promenljive. Tada
vazi:

E(X) = E(E(X |Y)).

Dokaz. Za apsolutno neprekidnu slu¢ajnu promenljivu pokazujemo da je de-
sna strana jednaka levoj. Za diskretnu sluc¢ajnu promenljivu se radi sli¢no.

E(EX[Y)) = 2 EX Y =y) -¢v(y)dy

—00

[e.9]

=% (ffooo T OX|y=y) (z|y) dx) oy (y)dy
=[x (ffooo ox|v=y(T|Y) - oy (y) dy) dx

=% (%% e (n,y) dy) da
=E(X).
O
Teorema 1.3.2. Neka su X,Y dve proizvoljne slucajne promenljive. Tada
vazi:
DX)=D(EX|Y))+E(DX|Y)).
Dokaz. 1z definicije varijanse znamo da vazi:
D(X|Y)=E(X*|Y) — (E(X |Y))™
Primenom ocekivanja na obe strane dobija se sledeca jednakost:
E(D(X]Y)) =E(EX?[Y)) - E((E(X |Y))?)

(1.6)
=E(X?) —E((E(X|Y))?),

D(E(X |Y)) = E((E(X [Y))?) — (E(E(X]Y)))*

(1.7)
=E(EX|Y))?) — (E(X))*.

Sabiranjem jednakosti i dobijamo sledece:
E(D(XY)) + D(E(X |Y)) =E(X?) - E(E(X |Y))?) + E(E(X |Y))?) — (E(X))?
= D(X).
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1.4 Neparametarske nepristrasne ocene

Definicija 1.4.1. Neka je (X1, Xo,...,X,) prost slucajan uzorak obima n
slucajne promenljive X i neka je 0 nepoznati parametar raspodele za X . Sta-
tistika 0 = f(Xy, Xo, ..., X,) je nepristrasna (centrirana) ocena parametra 0
ako je:

E(0) = 6.

Sada ¢emo pokazati lemu koju ¢emo kasnije koristiti.

Lema 1.4.1. Ako je (X1, Xs,...,X,) prost slucajan uzorak, tada za pro-
tzvoljnu konstantu p vazi:

n n

;E(Xi—X)Q:Z(E(Xi—u)Q—E(X—M)Q). (1.8)

i=1
Dokaz. Trivijalno primenom sledece jednakosti:

n n

>o(X = XP =3 (X~ = X

=1 1=

—_

i(Xi — ) +2p—X)n(X — p) +n(p—X)?

- i((xi W= (- X)),

]

U teoriji kredibiliteta nepristrasne ocene ¢esto imaju znacajnu ulogu. Sle-
deca teorema daje nepristrasne ocene za ocekivanje i varijansu.

Teorema 1.4.1. Neka su (X1, Xo, ..., X,,) nezavisne slucajne promenljive,
koje ne moraju imati istu raspodelu, sa istim ocekivanjem p = E(X;) i istom
varijansom v = D(X;),i=1,2,...,n. Tada su:
x-1yx
- n — (2
N I 2
n — N

nepristrasne ocene za ocekivanje p it varijansu v, redom.
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Dokaz. Prvo pokazujemo da je X nepristrasna ocena za j
— 1 & 1 &
E(X)=E —ZXZ- :—ZE(Xi):u.
Nz iz
Primetimo da zbog nezavisnosti X1, ..., X,, vazi:
- 12 v
D(X)=D[|-) X;|=-—.
)=r(L5%) =

Primenom Leme 1.4.1 dobija se da je © nepristrasna ocena za varijansu

E (an (X —X)2> =E (Zn: (Xi = u)Q) —nk ((X_ “)2)

i=1 =1

I
NE

E((Xi—p)?) —nD(X)

1

.
Il

Il
M=
-

(X;)—n

v
1 n

:@U)_U

=(n—1)v.

<.
I

Deljenjem obe strane sa n — 1 dobijamo:

E(nilgj(xi—)(f) —E(0) = v.

1




Glava 2

Matrice

2.1 Definicija i operacije sa matricama

Definicija 2.1.1. Za prirodne brojeve m,n € N, matrica formata m x n nad
poljem F' je svako preslikavanje {1,...,m} x {1,...,n} — F.

Slike a;; parova (i,7), ¢ = 1,...,m, 7 = 1,...,n nazivaju se elemen-
tima matrice. Matricu A formata m x n uglavnom prikazujemo u obliku
pravougaone tablice sa m vrsta i n kolona:

aiq a12 e A1y
A — a921 a9 ce Qon
Am1 Am2 ... (Omn

Matrica A se skrac¢eno oznacava sa [a;j]mxn ili samo sa [a;;].
Niz (ai,...,an) je i—ta vrsta matrice A, dok je niz (aij,...,an;) j—ta
kolona matrice A.

Matrica formata n x n naziva se kvadratna matrica reda n.
Kvadratna matrica A reda n je dijagonalna matrica ako je a;; = 0 za svako
1# g, t,)=1,...,n.
Dijagonalna matrica reda n ¢iji su svi dijagonalni elementi jednaki 1 naziva
se jedinicna matrica reda n i oznacava se sa E, ili E.
Matrica formata m x n ¢iji su svi elementi jednaki 0 naziva se nula matrica
i oznacava se sa O,,y,, ili samo O.

Sa ™™ oznacava¢emo skup svih matrica formata m x n nad poljem F.

Definicija 2.1.2. Neka su A i B matrice takve da vazi: A, B € F™",
A = [a;], B = [b;;]. Zbir matrica A i B, u oznaci A + B je matrica C takva
da vazi:

cl-j:aij—i—bij, izl,...,m, jzl,,n

13
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Za A B, C € F™" ocigledno vaze komutativnost i asocijativnost sabira-
nja matrica, odnosno vazi:

e A+B=B+A
e A+(B+C)=(A+B)+C

Definicija 2.1.3. Neka je A = [a;;] € F™", a0 € F. Proizvod skalara o i
matrice A, u oznaci oA je matrica B takva da vazi:

bij:aaij, Z:L...,m, jzl,...,n.

Definicija 2.1.4. Neka su A ¢ B matrice takve da vazi: A € F™", B €
F™P A = [a;], B = [b;;|. Proizvod matrica A i B, u oznaci AB je matrica
C takva da vazi:

n
cz-j:Zaikbkj, izl,...,m, jzl,,n
k=1

Za ovako definisano mnozenje matrica vaze sledeé¢e osobine.

Teorema 2.1.1. Neka za matrice A, B, C vaZi sledece: A € F™" B € F™P,
C € FP4. Tada vaZi:
A(BC) = (AB)C.

Dokaz. Prvo pokazimo da su A(BC) i (AB)C istih dimenzija.

AkO A = [aij]mxn, B = [bnp]nX[n C = [Cz’j]pxqa tada: AB = [dij}mxpa
BC = [fij]an i A(BC) = [gij]qua (AB)C = [hij]qu'

Sada pokazujemo da je g;; = hij, gdei=1,...m, j=1,...q.

n n p n P
9ij = Z aik frj = Z Ak (Z bklclj> = Z Zaikbklclj7
k=1 k=1 =1 k=11=1
p p n n p
hig =Y duciy =Y | Y awbu | ciy =YY awbcy.
=1 =1 \k=1 k=11=1

Teorema 2.1.2. Za svako A € F™", B,C € F™P vazi:
AB+C)=AB+ AC.
Analogno, za svako A,B € F™" C & F™P vazi:

(A+B)C=AC+BC.
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Dokaz. Prvo pokazimo da su matrice A(B+ C) i AB + AC istih dimenzija.

Ako A = [Gijlmxn, B = [bijlnxp, C = [Cijlnxp, tada: AB = [dij]mxp,
Sada pokazujemo da je h;; = s;5, gdei=1,...m, j=1,...p.

hij = angrj = Y air(bj + i) = > (awbi; + amcr;),
) P =1

n

8y = dij + fij = Z airbr; + Z Qi Clj = Z(aikbkj + QigCrj)-
k=1 k=1 k=1
Drugi deo se dokazuje analogno. O

Teorema 2.1.3. Neka A € F™" i neka je E jedinicna matrica redan. Tada:
AE =EA = A.

Definicija 2.1.5. Matrica A € F™" je regularna ako i samo ako postoji
matrica B € F™" takva da je AB = BA = E.

Ako postoji, matrica B je jedinstvena, naziva se inverzna matrica matrice
A i oznacava se sa A1,

Teorema 2.1.4. Za regularne matrice A i B reda n vazi:
(AB)'=BtAL
Teorema 2.1.5. Za regularne matrice A i B reda n vazi:
(A+B)'=A"-A"'B(A+B" (2.1)
Dokaz.

(A+B)'=ATA(A+B)"!
=A"'(A+B-B)(A+B)!
=A'((A+B)(A+B)'-B(A+B)™!)
—A'-AT'B(A+B).
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Teorema 2.1.6. Za regularne matrice A i B reda n vazi:

(A+B)'B=A"(B7+A") . (2.2)
Dokaz. Neka je C = (A + B)™!, tada primenom prethodne teoreme sledi:

A/ C=(A+B)!
AC=A(A+B)'=(A+B)A") =(E+BA™) /BB
AC=[(E+BA™') 'B|B'=[B'(E+BA)] B'=(B'+A!) B
Dobili smo:
A"/ AC=A(A+B)'=(B'+A7) B! /B
(A+B)'B=A"'(B+A") .
O]

Teorema 2.1.7. Neka za matrice A,B,C,D wvazi: A € F"" B € F™P,
C € PP D € FP". Ako su A i C regularne matrice, tada vazi matricni
inverzni identitet:

(A+BCD) !'=A"!'—A'B(C!'+DA'B)"'DA . (2.3)

2.2 Kronekerov proizvod matrica

Definicija 2.2.1. Neka su A i B matrice takve da vaZi: A = [a;;] € F™",
B = [b;;] € FP?. Kronekerov proizvod matrica A i B, u oznaci A®B je blok
matrica C € FmP*n:

allB algB e alnB
C=A®B= anB aypB ... ay,B

Primer 2.2.1. Neka je m =p=q =2, n =3 1ineka je:

2 4 3 3 5
A_[l 3 2]’ B_[E) 2]
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Tada je: )
2 4 3 3 5
NN

3 5] ([35] .[35

iR FR
35 .[35 .[35

B el b

6 10 12 20 9 15

10 4 20 8 15 6

3 5 9 15 6 10
5 2 15 6 10 4

Sledecée teoreme govore o osobinama Kronekerovog proizvoda matrica.

Teorema 2.2.1. Za svako A € F™" B,C € FP? vaZi:
AB+C)=A®B+A®C.
Analogno, za svako A,B € F™" C € FP9 vazi:
(A+B)eC=A®C+B&C.
Teorema 2.2.2. Za proizvoljne matrice A,B,C i a € R vazi:
e (ARB)eC=A® (BxC),
o (’A)®B=A® (aB) =a(A®B).

Napomena 2.2.1. Kronekerov proizvod matrica nije komutativna operacija,
odnosno

ot
(\]

ARB#B®A.

Teorema 2.2.3. (Mesoviti proizvod) Ako su date matrice A, B, C,D takve
da se moze formirati proizvod AC ¢ BD, tada vazi:

(A ®B)(C®D) = AC ® BD.

Teorema 2.2.4. Kronekerov proizvod matrica A ® B je reqularna matrica
ako i samo ako su A i B reqularne matrice, i vazi:

(AB)'=A"1'2B™"

Zaista,
(AB)(A®B)'=(A®B)(A'®@B™)

=AA'®BB™!
=E.
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2.3 Hadamardov proizvod matrica

Definicija 2.3.1. Neka su A ¢ B matrice takve da vaZi: A = [a;j] € F™",
B = [b;;| € F'™". Hadamardov proizvod matrica A i B, u oznaci A o B je
matrica C takva da vazi:

Cij =aiby, i=1....m, j=1,...,n

Primer 2.3.1. Neka je m = 2, n = 3 i neka je:

iy wef ey

4 3 2 5 2 2
Tada je: )
543 [35 6
AOB:_4 3 210[5 2 2]
[5-3 4.5 3-6
45 3.2 22
~[15 20 18
20 6 4

Sledec¢a teorema govori da je Hadamardov proizvod matrica komutativan,
asocijativan i distributivan.

Teorema 2.3.1. Za proizvoljne matrice A, B, C istih dimenzija vaZi:
e AocB=BoA,
¢ (AocB)oC=A0(BoC),
e Ao(B+C)=AocB+AoC.

Navedimo dve osobine po kojima se Hadamardov proizvod razlikuje od
obi¢nog proizvoda matrica:

e Jedini¢na matrica u okviru Hadamardovog proizvoda je matrica ¢iji su
svi elementi jednaki 1,

e Matrica ima inverznu matricu u okviru Hadamardovog proizvoda ako
i samo ako su joj svi elementi razli¢iti od nule.



Glava 3

Kredibilitet visoke preciznosti

3.1 Uvod

Osnove ovom pristupu dao je Bilman 1967. godine u svom radu “Ezpi-
rience Rating And Credibility”. Prakticno poboljsanje ovog modela dali su
Bilman i Straub u svom modelu 1970. koje je najvazniji model teorije kredi-
biliteta.

Teorija kredibiliteta sluzi za unapredivanje postupka odredivanja premije
polise osiguranja. Ona predstavlja skup alata koji omogucava osiguravajucoj
kuci da izvrsi procenu buduceg rizika ili grupe rizika.

Problem se moze predstaviti na sledec¢i nacin: Posmatramo individualnog

osiguranika i imamo podatke o njegovim zahtevima, odnosno iznosima Steta
u prethodnih n godina (X7, Xs,...,X,,) i Zelimo da izratunamo premiju za
narednu (n + 1)-vu godinu, odnosno Zelimo da izra¢unamo neto premiju
E(X,+1) = €. Na osnovu podataka i iskustva sli¢nih, ali ne i istih osiguranika
dobijena je manuelna (kolektivna) premija p.
Mozemo zanemariti prethodne podatke i jednostavno re¢i da je neto premija
jednaka manuelnoj premiji, to jeste & = p. Medutim, ako je posmatrani
osiguranik konstantno bolji (ima manje istorijske Stete) od pretpostavljene
manuelne premije, onda osiguranik moze da trazi umanjenje svoje premije.
Druga moguénost je da se zanemari p i naplati individualna premija X.
Cesto osiguravajuée kompanije nemaju dovoljno podataka o individualnim
osiguranicima, pa u vecini sluc¢ajeva ovo nije prihvatljivo resenje. Tre¢a mo-
guénost je da & ocenimo linearnom kombinacijom p i X, odnosno da za neki
faktor kredibiliteta Z € (0, 1) stavimo:

E=7ZX+(1-2)p.
Sada je cilj odrediti faktor kredibiliteta Z. Odnosno, osiguravajuca kuca

19
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treba da odgovori na pitanje: Koliko je varijacija u iskustvu datog osiguranika
objasnjena slucajnom varijacijom zahteva za sStetama, a koliko ¢injenicom
da je osiguranik zaista bolji ili losiji od proseka? Drugim rec¢ima, koliki je
kredibilitet osiguranikovog iskustva? Dok trazimo odgovor na ovo pitanje
moramo obratiti paznju na sledece ¢injenice:

e Ako se koli¢ina individualnih podataka koje poseduje osiguravajuca
kompanija poveca, oni su verodostojniji, pa je veci kredibilitet osigura-
nikovog iskustva, odnosno raste faktor kredibiliteta 7,

e Ako varijacija u individualnim Stetama raste, smanjuje se nivo povere-
nja u njih, odnosno smanjuje se faktor kredibiliteta Z,

e Ako se poveca nesigurnost u manuelnu premiju, povecava se kredibilitet
osiguranikovog iskustva, odnosno raste faktor kredibiliteta Z.

Osiguravajuca kompanija bi trebala svakog osiguranika da svrsta u ri-
ziko klasu kojoj on pripada. Jedna klasa treba da sadrzi rizike sa slicnim
karakteristikama, odnosno rizici bi trebali biti homogeni. Ipak, koliko god
procedura bila detaljna uvek ¢e postojati odredeni nivo heterogenosti medu
karakteristikama rizika unutar riziko klase.

Iz gore navedenog razloga moze se desiti da se posmatrani osiguranik razli-
kuje od onoga $to se pretpostavlja i to nas dovodi do pitanja kako odrediti
odgovarajucu premiju za osiguranika.

Kako bismo odgovorili na ovo pitanje, uvodimo slede¢e pretpostavke:

e Nivo rizika za svakog osiguranika u riziko klasi se moze okarakterisati
pomocu parametra rizika O,

e Za svakog osiguranika vrednost © varira,

e O postoji, ali ne znamo i ne mozemo opaziti njegovu pravu vrednost.

Napomenimo da vrednost © mozemo posmatrati kao predstavnika rezi-
duala, nezapazenih faktora koji uticu na nivo rizika. Kao sto je navedeno
© varira po osiguranicima, to znac¢i da © predstavlja slucajnu promenljivu
i da postoji raspodela verovatnoca (zakon raposedele za diskretnu, odnosno
funkcija gustine za apsolutno neprekidnu slué¢ajnu promeljivu) 7(6). Za dati
skalar 6, funkcija raspodele II(0) = P{© < 0} predstavlja verovatnoéu da
slucajno izabrani osiguranik iz klase ima parametar rizika manji ili jednak
od 6.
lako je nivo rizika, to jeste vrednost parametra © nepoznata za svakog osigu-
ranika u klasi, pretpostavi¢emo da je () poznato, odnosno da je struktura
karakteristika rizika unutar populacije poznata.
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Raspodela za ©, odnosno raspodela karakteristika rizika u populaciji na-
ziva se priorna raspodela i mozZe se predstaviti sa w(#). Iskustvo, odnosno
iznos stete X pojedinacnog osiguranika potic¢e iz uslovne raspodele za X,
Ixje(z]8), za dato 6.

3.2 Bejzova metodologija

Podsetimo se, za individualnog osiguranika sa nepoznatim parametrom
rizika 6 posmatramo istorijske gubitke X = x, gde su X = (X1,..., X,,)T i
X = (1,...,2,)". Zelimo da odredimo premiju koja ée pokriti narednu $tetu
Xn11. Pretpostavimo da su istorijski podaci osiguranika Xy, ..., X,, X,,11,
koji odgovaraju razli¢itim periodima izlozZenosti riziku, uslovno po ©, medu-
sobno nezavisni i da ne moraju imati istu raspodelu.

Neka steta X; ima uslovnu funkciju gustine:

Ix;je(xi|0), i=1,...,n,n+1

Primetimo da funkcija gustine fx,|e(x;|6) ne zavisi od i pod uslovom da su
svi X; | © = 6 jednako raspodeljeni.
Ako bismo znali parametar rizika 6 mogli bismo koristiti fx,,,|e(Zn+1|0)
za procenu X, ;. Kao sto smo ve¢ napomenuli ne mozemo odrediti vred-
nost 6, ali zato mozemo iskoristiti x datog osiguranika. Mozemo izracunati
raspodelu slucajne promenljive X, ;1 |X = x koja se naziva prediktivna
raspodela.

Sada izvodimo izraz za racunanje prediktivne raspodele koriste¢i jedna-
kosti i sa[g strane, kao i nezavisnost X; |© =0,i=1,...,n+1,

redom.

an+1 | (Xl,...,Xn)(l"nJrl \ T1y... 733n) =
o f(Xl,...,Xn,XnH)(xla <oy Ty $n+1)
f(Xl,...,Xn)(xh e ,fn)
_ ffooo f(Xl,...,Xn,Xn+1)|®(x1» coos Ty Tt | 9) 7T(9)d9

ffooo f(X1 ----- Xn)|®<x17 <o dn ‘ ‘9) W(@)d@

125 [T fixgon (il )] =(6)a0
= =t : (3.1)
125 [ 1 foco(@:10)] m(0)a0

Posteriorna raspodela je raspodela slu¢ajne promenljive © | (X, ..., X,,).




3.2 - Bejzova metodologija 22

Izvedimo izraz za racunanje posteriorne raspodele koriste¢i jednakosti

([L2), (1.3) i (L.5) sa[g] strane, kao i nezavisnost X;|© =6, i=1,...,n+1.

2,0
’%)):f(xl,...7xn,e)($1, , T, 0)

7T@|(X1,...,Xn)(9|(x17"' f(X X )(1’1 Tn)
1yeeeshmy [ e [

_ f(Xl,...,Xn)|®(33'1, x| 0) T(0)
f(Xl,...7Xn)(ffla e ,lEn)

(3.2)

szll foxire (@i 9)} m(0)

foxaxn(@1, ., 2n)

_ Lli Jixie (il 6))} 7(6)
I [Ii foxie) (@i 0)] (6)do

Primetimo da jednakost (3.1)) mozemo zapisati i na sledeéi nacin:

% fxe(x|0) fx,je(Tnga | 0) m(0) dO
X | X (Tng1 | X) = .
fx(x)

Primenom prethodnog izraza i jednakosti (3.2]) dobijamo da se prediktivna
raspodela moze zapisati i na slede¢i nacin:

IXoi1 1 X (Tng1 [ X) = /_O:O Ixpje(@ni1]0) T x (0 x) dO. (3.3)

Na osnovu formule zakljucujemo da uslovnu raspodelu za X,,.; kada je
X = x mozemo posmatrati kao mesovitu raspodelu.

Intuitivno, na osnovu istorijskih podataka X dobijamo informacije o O, a
zatim na osnovu informacija o © zakljuéujemo nesto o X, 1.

Primer 3.2.1. Iznos zahteva za odstetu ima eksponencijalnu raspodelu sa
ocekivanjem 1/©. Parametar © varira u klasi osiguranika i potencijalnih
osiguranika saglasno Gama raspodeli sa parametrima o = 4 7 = 0.001.
Pretposatvimo da je osiguranik imao stete u iznosima 100,950 7 450 nov-
canth jedinica. Odrediti prediktivnu raspodelu za cetvrtu Stetu i posteriornu
raspodelu za ©.
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Resenje: Iznosi zahteva imaju uslovnu raspodelu, sledi da vazi:
fX|@(x\9):9679‘”, g>0
dok iz ¢injenice da © ima Gama raspodelu vazi sledece:

_ 93 6—10009 10004

Marginalna gustina za posmatrane vrednosti je:

o (0)

I 1000*
£(100,950, 450) = / g ¢~ 1000 ¢ =9500 g o=4500 0600 03 =450 4
0

o0

_ 1000 / g6 o—25009 49
0

6

~1000* 720

6 25007
Sli¢no:

r 1000*
£(100,950,450, 1) = / 0100 § =900 1507 g =il g e g
0
_ 10204 / g7 o—(2500+24)6 Jg
0

~1000* 5040
6 (2500 4 24)8

Dobijamo da je prediktivna gustina:

£(100,950,450,2,) 725007
100, 950, 450) = - .
S (4 [100,950,450) = = 706-950 450) (2500 + 24 )F

Primetimo da je prediktivna raspodela Paretova raspodela sa parametrima
71 2500.
Razmotrimo sada posteriornu raspodelu:

£(100, 950, 450, 6)

(61100, 950, 450) = #(100, 950, 450)

Vidimo da se u imeniocu nalazi integral, koji kada se resi daje broj i u
ovom momentu ¢emo ga zanemariti. Takode ¢emo zanemariti konstante iz
brojioca. Dobijamo:
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1000*
m(6]100,950,450) = 1 g &= 0 g et o

~ 96 6_25009. (34)

Da bi ovaj izraz predstavljao funkciju gustine, potrebno je integraliti izraz
i odrediti normirajuc¢u konstantu (izjednacavanjem integrala sa 1).
Medutim, prepoznajemo da ovo predstavlja Gama raspodelu sa parametrima
71 1/2500. Zakljuéujemo da vazi:

96 6725009 25007

0|1 450) =
(6100, 950, 450) NG

Primetimo da je posteriorna raspodela istog tipa (Gama) kao i priorna
raspoela.

Sada mozemo i na drugi nacin odrediti prediktivnu raspodelu i videti da
se dobijeni rezultat poklapa sa prethodnim:

7 6 ,—25000 7
f(24]100,950,450) = / go—vto 00025007
0 ()
25007
6l

25007 7!
6! (2500 4 24)8°

o0

/97 o~ (25004246 49
0

OJ

Vratimo se na pocetni problem i pitanje kako odrediti premiju za individu-
alnog osiguranika. Posmatramo istorijske gubitke posmatranog osiguranika
X = x i zelimo da predvidimo vrednost X, ;1. Ako bismo znali 6, ocigledan
izbor bi bila individualna premija (hipoteticka premija unutar fiksne
riziko klase 0):

pni1(0) = E(Xpi1|© =0) = /xnﬂ Txnii10(@ng1 | 0) dp g (3.5)

Ako u izrazu zamenimo 6 sa © i primenimo oc¢ekivanje dobijamo
kolektivnu (Cistu) premiju koja predstavlja ocekivanje hipotetickih sre-
dina:

fint1 = E(Xpi1) = E[E(Xp41[0)] = E [1241(0)] .
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Prethodna premija se koristi ako je nepoznat parametar 6 i ako nemamo
istorijske podatke x o posmatranom osiguraniku. Medutim, mi imamo pret-
hodno iskustvo x i zato je najbolje koristiti Bejzovu premiju koja pred-
stavlja ocekivanje prediktivne raspodele:

E(Xon | X =%) = [ oot o x(@an %) dopa. (3.6)

Primetimo da jednakost (3.6) mozemo zapisati na drugi naéin koristeci

izraze i :

(X | X = %) = [ @1 fr x(r |%) dinss

= / Tn41

:/ /xnﬂ an+1|@(37n+1|9) AT

_ / fins1 (0) o x (6 x) d6. (3.7)

/an+1| @<xn+1 | 0) 7T®|X(0 | X) d9:| dx, 1

7T@|X(¢9|X) d@

Primer 3.2.2. (Nastvak Primera 3.2.1) Odrediti Bejzovu premiju.
Resenje: Iz prethodnog primera vazi: py(6) = E(X, |0 =60) =671

Sada, koristec¢i prethodno i izraz (3.7) dobijamo Bejzovu premiju:

o0

65 ¢=25000 95007 95007 120
E(X, [ 100, 950, 450 :/9*1 40 — 120
(Xl ) / 720 6! 25006

= 416, 67.

Iz ¢injenice da © ima priornu Gama raspodelu mozemo izracunati kolektivnu
(¢istu) premiju:

p=EX,1)=E[EX,,1]|0)]=E0O")= 10;0 = 333,33.

Primetimo da je ocena Bejzove premije izmedu priorne ocene i one za-
snovane samo na istorijskim podacima (uzoracka sredina je 500).

Podsetimo se da smo u prethodnom primeru dobili da je prediktivna
raspodela jednaka Paretovoj raspodeli sa parametrima o = 7 i § = 2500,
zato Bejzovu premiju mozemo izracunati i na drugi nacin:

g 2500

B(X4]100,950,450) = ——— = == = 416,67.
a J—
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3.3 Kredibilitetna premija

U prethodnom delu videli smo da je za individulanog osiguranika za
koga imamo istorijske podatke x najbolje da rac¢unamo Bejzovu premiju
E(X,1| X =x).

Medutim, problem kod ovog pristupa moze izazvati racunanje Bejzove
premije. Kod jednostavnijih primera Bejzova premija se moze oceniti nu-
mericki, ali u praksi ovakvi primeri tesko mogu da prikazu glavne osobine

.....

da zahtevaju numericku integraciju.

Sada ¢emo predstaviti alternativni pristup koji je Bilman predlozio 1967.
godine. Kako bismo ocenili zahteve za odstetu za narednu godinu, potrebna
nam je uslovna raspodela fx, ., o(@n41 | 0) ili hipoteticko ocekivanje fi,,41(0).
Jedna od opcija je da fi,,11(0) aproksimiramo pomo¢u linearne funkcije isto-

n
rijskih podataka x. Dakle, posmatracemo ocene oblika g+ >~ «; X, a nas

J=1
cilj ¢e biti da odredimo vrednosti «ag, aq, ..., a,., odnosno:

n
E(Xn+1|X:l’)%X,,H_l:()éo—i-ZOéij, ap, A1y ..., Oy =7

=1

Bira¢emo « tako da minimiziramo srednju kvadratnu gresku gubitka:

2
Q =FE (Oé() + Z % Xj — un+1(®)> s (38)
j=1
gde posmatramo ocekivanje nad zajednickom raspodelom za X;,..., X, i ©.

Lokalni minimum funkcije @) trazimo diferenciranjem:

8@2

— =E
aOég

2 (OKQ + i Qy Xj - /Ln+1(@))] .

Napomenimo da izvod sme da ude pod ocekivanje na osnovu Lebegove
teoreme o dominantnoj konvergenciji, odnosno prvo izracunamo izvod ispod
ocekivanja, pa ako je to ogranic¢eno i ima konac¢no oc¢ekivanje, onda je razmena
izvoda i oc¢ekivanja dozvoljena.

Oznacimo vrednosti ag, a1, . . ., oy, , koje minimiziraju (3.8) sa do, @1, . . ., Gy.
Sada, izjednacavamo 0Q) / oy = 0 i dobijamo:

B[ (0)] = o + 3 4 E(X,)
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Znamo, E,:1(0)] = B[E(X,11]0)] = E(X,11) . pa iz 0Q /dag = 0
sledi:

Jednacina ({3.9) naziva se jednacina centriranosti, jer zahteva da ocena
n

&o + >, @; X; bude centrirana (nepristrasna) za E(X,,41). Medutim, ocena
j=1

kredibiliteta moze biti pristrasna za p,.1(0) = E(X,41|© = 0), gde prihva-

tajuci pristrasnost mozemo smanjiti ukupnu srednjekvadratnu gresku.

Diferenciranjem ) po «;, dobijamo:

Q
Doy (ao + Z a; X Mn+1(@)) 'Xi] )
gde i =1,...,n. Izjednacavanjem sa nulom dobijamo sledece:

B () - Xi] = G0 B(X) + 3 43 B(X; - X;).

Zanima nas ¢emu je jednako E [p,11(0) - X;] ako pretpostavimo da su X;
i X,,41 nezavisne, uslovno po O.

E[pn41(0) - Xi] = E[E (X1 | 0) X
=E [E (Xz' - Xnt1 | @)]
=E (X,- . Xn+1) .

Dakle, 0Q) / da; = 0 implicira da je:

E(X;- Xoi1) = a0 B(X;) + znj &, B(X; - X;). (3.10)

Ako pomnozimo izraz (3.9)) sa E(X;) i dobijenu vrednost oduzmemo od
izraza (3.10) dobijamo:

Cov(X;, Xpi1) = Z ov(X;, X;), i=1,...,n. (3.11)

Primetimo da jedan sabirak sa desne strane jednacine (3.11)) predstavlja
varijansu jer je Cov(X;, X;) = D(Xj;), dok preostalih n — 1 sabiraka predsta-
vlja kovarijanse.
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Jednacinu (3.9) i n jednacina iz formule (3.11]) zajedno nazivamo sistem
normalnih jednacina i njihovim resavanjem po &g, aq,..., &, dobijamo
premiju kredibiliteta:

ao+ Y a; Xj. (3.12)
j=1

Napomenimo da vrednosti &y, &, . .., &, takode minimiziraju:

Q2 =E (040 + Z a; X X1 | X)) , (3.13)

2
Q3 =F (Oéo + Z Q; Xj — XnJrl) s (314)

Jj=1

sto se moze pokazati diferenciranjem izraza i PO Qp, Q1. ..y Q.
Takode mozemo pokazati da resenja zadovoljavaju sistem normalnih jed-
nacina i , pa zakljucujemo da je kredibilitetna premija najbo-
lji linearni ocenjiva¢ za individualnu premiju E(X,,1|©), Bejzovu premiju
E(Xn—H | X) i Xn+1-

Primer 3.3.1. Neka je B(X;) = u, D(X;) = 0% i neka je za i # j
Cov(X;, X;) = po?, gde za koeficijent korelacije p Uaéi -1 <p<1i

1,7 =1,...,n. Odrediti kredibilitetnu premiju &g + Z a; X
Resenje: Ako ubacimo podatke u jednacinu (3.9 dobljamo

[L=¢do+pYy &; odnosno Zdjzl—@. (3.15)
i=1 : u

Jednacine date sa (3.11]) postaju:

:Z ajp+a; =y ajp+a(l—p), za i=1,...,n
- =
J#l

Nakon malo sredivanja prethodnog izraza dobije se:

p(l—z&]) -

o _]:1 pao

o; = = .
1—p n(l—p)

(3.16)
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Ako saberemo jednacine (3.16)), za i = 1,...,n dobije se:

Narednu jednakost dobijamo kombinujué¢i prethodni izraz i jednakost

(13.15):
do npdg
l——=—.
po p(l=p)

Resavanjem prethodnog izraza po &y dobijamo:

(1-p)p

Oéo:l—l—(n—l)p'

Iz (3.16]) i prethodne jednakosti dobijamo izraz za &;, i = 1,...,n:

. P P

Tou(l=p) 1+(n-1)p

Dakle, kredibilitetna premija je:

n 1-— n X,
@04_2&].)(].:%4_2#

i l+(n—-1)p ZH1+m-1)p
np np 1&
( 1—|—(n—1)p>'u I+(n—1)p n; ’
1-7 z
=(1-2)p+7X.

Ako p € (0,1), onda Z € (0, 1) i kredibilitetna premija predstavlja tezin-
sku sredinu od p = E(X;) i X . )
Ako je p =0, onda je Z = 0, odnosno X, ;1 = p.
Ako je p=1, onda je Z = 1, odnosno X1 = X.
Ako p € [-1,0), onda vestacki stavljamo da je Z = 0.
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3.4 Bilmanov model

Prvi i najjednostavniji model koji aproksimira Bejzovu premiju je Bil-
manov model, gde se pretpostavlja da za svakog osiguranika prosli gubici
Xi, ..., X, (uslovno po © = ) imaju isto ocekivanje i varijansu, medusobno
su nezavisni i imaju istu raspodelu.

Za 7 =1,...,n definiSemo sledece veli¢ine:

e /1(0) = E(X,|© = 0) - hipoteticka sredina,

e v(f) = D(X;|© = 0) - varijansa procesa,

e 1 =E[u(0O)] - oéekivana vrednost hipotetickih sredina,
e a = D [u(O)] - varijansa hipotetickih sredina,

e v =E[v(0)] - ocekivana vrednost varijanse procesa.

Napomenimo da y(0) predstavlja hipoteticku (individualnu) premija unu-
tar riziko klase 0, v(0) predstavlja varijansu (rizik) unutar riziko klase 6, dok
se p,a,v odnose redom na kolektivnu premiju (premiju za sve riziko klase
zajedno), varijansa (rizik) izmedu razli¢itih riziko klasa, ocekivani (srednji)
rizik. Primetimo i da se p koristi kada nemamo informacije o 6.

Odredimo sada ocekivanje, varijansu i kovarijansu za X;.
Prvo odredujemo ocekivanje:

E(X;) = E[E(X;|0)] = E[u(©)] = p. (3.17)
Zatim varijansu:
D(X;) = E[D(X;]©)] + D [E(X;]©O)]
= E[v(0)] + D [1(©)]
= v+ a. (3.18)
Na kraju odredujemo kovarijansu, za i # j vazi:
E(X; X;|©)] - u?
X,|0)E(X, | 0)] - 42

—

=

= a. (3.19)
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Primetimo da ovaj rezultat ima isti oblik kao Primer sa strane
gde za parametre vazi: =y, 0 =v+a, p=a/(v+a). Dakle, dobijamo da
je kredibilitetna premija:

o+ > aj=2ZX+(1-2Z)p, (3.20)
j=1
gde je:
n
Z = R (3.21)
i

a  DI[EX;|0)]

Faktor kredibiliteta Z iz formule (3.21)) sa k& datim u (3.22) naziva se
Bilmanov faktor kredibiliteta.

Primetimo nekoliko ¢injenica vezanih za model:

e Kredibilitetna premija definisana kao u (3.20) je tezinska sredina uzo-
racke sredine X i kolektivne premije p.

en /S = Z ' - ako obim istorijskih podataka raste, raste i nivo
poverenja u njih, odnosno Z se priblizava jedinici.

° ILm Z =1 - ako obim istorijskih podataka ide u beskonac¢nost, premija
n [o.¢]

kredibiliteta je jednaka individualnoj premiji.

e a>v — k~ 0= Z = 1 - odnosno ako je populacija heterogena
u odnosu na parametar rizika © hipoteticke sredine E(X; | © = 0) vise
variraju, tj. a je veliko, a £ malo, pa je Z blizu 1. Zaklju¢ujemo da
manuelna premija nije merodavna, tj. u heterogenoj populaciji iskustvo
drugih osiguranika je manje znacajno.

e Uv>a — k — 0o = Z =0 - odnosno ako je populacija homogena
hipoteticke sredine E(X; | © = 6) ne variraju znac¢ajno u odnosu na ©,
tj. a je mnogo manje u odnosu na v, k je veliko, pa je Z blizu 0. U
homogenoj populaciji manuelna premija je znacajnija za predvidanje
buducih steta za odredenog osiguranika.

Primer 3.4.1. Posmatraju se dve grupe osiguranika: grupa A i grupa B.
Od ukupnog broja osiguranika 2/3 osiguranika pripada grupi A, a 1/3 osigu-
rantka grupi B. Za svaku grupu, podaci o broju i iznosu Steta na godisnjem
niwou dati su u tabeli 3.1.
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Ukupan iznos steta za poslednje cetiri godine posmatranog osiguranika je 500.
Odrediti faktor kredibiliteta Z, kao i kredibilitetnu premiju posmatranog osi-
gquranika za sledecu godinu.

Broj steta Iznos steta
Tip | Ocekivanje Varijansa | Ocekivanje Varijansa
A 0.2 0.2 200 4000
B 0.7 0.3 100 1500

Tabela 3.1: Broj i iznos steta
Resenje:

Prvo, primetimo da je priorna raspodela za © data sa:

@:<2?3 1?3)‘

Uvedimo oznake:

X, - iznos i-te Stete,

N - broj steta,

S =X, + ... Xy - ukupan iznos Steta.

Sada nas zanimaju ocekivane vrednosti ukupnih iznosa Steta S|© = A i
SO = B i te vrednosti ¢e predstavljati hipoteticke sredine za grupu A i za
grupu B:

w(A) =E(S|© =A)=E(N |0 =A)E(X |0 = A) =0.2-200 = 40,
u(B)=E(S|©=B)=E(N|6=B)E(X|0=B)=0.7-100 = 70.

Sledi:
40 70 )

o) < 2/3 1/3
v(A)=D(S|© =A) =E(N |0 = A)D(X |0 = A)+D(N |© = A) [E(X |© = A)’]
= 0,2-4000 + 0.2 - 400
— 8800,

v(B) = D(S|© = B) =0.7-1500 + 0.3 - 100*
= 4050.
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Sledi:
8800 4050 )

“(@)‘< 2/3  1/3

Sada mozemo izracunati p,a i v:

2 1
p=FE[u®o)= §40 + 570 = 50,

2 1
a=D[u(®) = §-4OQ+§-702—502 = 200,

2 1
v =E[u(6)] = 38800 + 4050 = 7216, 67.

Dalje,
k=< = 36,083.
a
Kako je n = 4, Bilmanov faktor kredibiliteta je:
4
J=———=01.
4 4 36,083 ’
— 500
X =—=125.
4

Kredibilitetna premija posmatranog osiguranika za slede¢u godinu je:

ZX+(1—2Z)pu=0,1-125+0,9 50 = 57, 5.

3.5 Bilman-Straubov model

Bilmanov model je najjednostavniji model kredibiliteta, zato sto zahteva
da istorijske stete osiguranika, odnosno slucajne promenljive X;i,..., X,
uslovno po © budu medusobno nezavisne i jednako raspodeljene. Medutim,
ovakva pretpostavka ne dozvoljava promene u izlozenosti riziku ili veli¢ini,
sto se lako moze narusiti u praksi. Na primer, cesto se broj vozila u vla-
snistvu velikih klijenata sa automobilskim osiguranjem moze menjati tokom
vremena.

Da bismo resili problem, posmatramo uopstenje Bilmanovog modela. Pret-
postavimo da za slucajne promenljive X1, ..., X,,, uslovno po O vazi:

e nezavisne su,



3.5 - Bilman-Straubov model 34

e raspodela moze biti razlicita, ali takva da vazi:
— E(X; 10 =0) = u9), j=1,...,n,

—D(Xj]@:e):@, j=1,...,n

m;

gde je m; poznata konstanta koja predstavlja meru izloZenosti riziku za X;.
Primetimo da m; treba da bude proporcionalno velicini rizika, kao i da va-
rijansa procesa opada sa porastom izlozenosti rizika. Mera izloZenosti riziku
m;, na primer, moze da predstavlja broj meseci u j-toj godini u kojima je
polisa bila aktivna ili broj osiguranika u grupi u j-toj godini.

Kao i u Bilmanovom modelu, neka su:
p=E[u@®O)], a=D[u®O)], v=E[®O).

Sada odredujemo ocekivanje, varijansu i kovarijansu za X;.

Na isti nacin kao u izrazima (3.17) i (3.19) sa strane [30] vazi:
E(X;) = p, Cov(X;, X;) = a, dok je:

D(X;) = E[D(X;|©)] + D[E(X; [©)]
[U(@)

m;

|+ P

v
= — +a.
mj

Sada, definisimo ukupnu izloZenost riziku:
m=mi;+msg+...My.

Da bismo odredili kredibilitetnu premiju datu sa (3.12) i odredili &g, ay, . . ., Gy,
resi¢emo sistem normalnih jednacina (3.9) i (3.11)).

Sada, koristeci jednakost (3.17)), jednacina (3.9)) postaje:
p=ao+p >, a.
j=1

Odnosno,

Sa;=1-22 (3.23)
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Za i=1,...,n formula (3.11)) postaje:

G = (1—Z&j) L U ) (3.24)

Qo oo LA a dy & adgm
1——226@220@2——277@—
Ko 5= j=1 U S v
Dobijamo:
- o v/a
0= = H,

Dakle, kredibilitetna premija je:

o+ Y @ X;=ZX+(1—2)p, (3.25)
j=1
gde su:
m —  &mj
Z=—— X=) X
m+k’ jz:lm 77

dok je k = Y Yao u formuli 3.22)).
a

Primetimo da vazi:

m a
m+k  a-+

m (3.26)
Z je Bilman-Straubov faktor kredibiliteta koji zavisi od m, gde m pred-

stavlja ukupnu izloZenost riziku koja je pridruZena osiguraniku. Dalje, X je
tezinska aritmeticka sredina za Xi,..., X, sa tezinskim koeficijentima koji
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su proporcionalni sa my, ..., m,.

Ako posmatramo grupu, X, je prosecan gubitak m; c¢lanova grupe u j-toj
godini, sledi da m; X; predstavlja ukupan gubitak grupe u j-toj godini. U
ovom sluéaju, X je ukupan prosecan gubitak po ¢lanu grupe tokom n godina.
Premija data formulom (3.25)) predstavlja kredibilitetnu premiju za jednog
¢lana grupe u (n + 1). - oj godini, a kredibilitetna premija za m,; ¢lanova
grupe u (n + 1). - oj godini je my, 1 - [ZY—i— (1-— Z)u]

Primer 3.5.1. Pretpostavimo da v godini j imamo N; zahteva za odstetu od
m; polisa, za j =1,...,n . Takode pretpostavimo da individualna polisa ima
Poasonovu raspodelu sa parametrom ©, gde parametar © ima Gama raspo-
delu sa parametrima o © B. Ako ée u godini (n+ 1) biti m,1 polisa, odrediti
Bilman — Straubovu ocenu za broj zahteva u godini (n + 1).

Resenje:

Neka je S; ; sluajna promenljiva koja predstavlja broj zahteva i - te polise
u j - toj godini, gde ¢ = 1,...m;. Znamo S;; : P(©), kao i da vazi:
Nj = SL]' + SZ,j + e + Smj7j7
iz Cega zakljuCujemo da N; : P(m; - ©).

Kako bismo zadovoljili uslove modela, neka je X; = N;/m;, j=1,...,n
prosecan broj zahteva od m; polisa tokom j- te godine.

Tada:
N 1
=FE(X. =E( = . =
1(®) = E(X; | 0) (mj @) il =0,
N 1
U<9):D(Xj|@):p<f @):2-mj o=
m; m; m; m;

Sada racunamo u,a i v:

Dobijamo:
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_ 1 2
Za X = — > m; Xj, ocena za broj zahteva tokom (n+1) - ve godine za
m =
j=1

jednog osiguranika iznosi:

mp — 1
:7m5+1X+7m5+1a6'

Konacno, ocena za ukupan broj zahteva u (n+1) - oj godini je m,41 - P.

3.6 Statisticke ocene parametara u modelima

U prethodnim razmatranjima bili smo u prilici da odredimo numericke
vrednosti posmatranih veli¢ina, jer smo pretpostavljali da su nam poznate
raspodele fx, o(x;|0)in(#). Oviprimeri su pogodni za ilustraciju metodolo-
gije, ali u praksi ¢esto nemamo informacije o tim raspodelama. Zato, modeli
u praksi zahtevaju da se nepoznati parametri ocene na osnovu podataka,
tako da se obezbedi dobro slaganje modela i realnosti.

U ovom delu se objasnjava neparametarsko ocenjivanje parametara, od-
nosno slucaj kada su fx,|e(z;|6) i 7(6) nepoznate raspodele.

Podsetimo se, da bismo odredili kredibilitetnu premiju u Bilmanovom i
Bilman - Straubovom modelu potrebno je da odredimo veli¢ine:

n=E(u®)). a=Du®), v=Euv©)).

Tada je kredibilitetna premija:
ZX+(1-2)p,

gde je:
Z = " , odnosno Z = _m i k= E.
n+k m+ k a

Kako su fx,|e(z;]6) i m(f) nepoznate raspodele, ovo nije moguce. Pa
je cilj da se na osnovu uzorka pronadu nepristrasne ocene fi,a,0 za pu,a,v,
redom.

Nazalost, k = — nece biti nepristrasna ocena za k.

Q| S

Takode,
7=-" ~, odnosno 7="1 =
n+k m+ k
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nece biti centrirana ocena za faktor kredibiliteta Z, ali to ne predstavlja ve-
liki problem.

Razmotrimo sada sledeé¢i problem, imamo r osiguranika i za svakog osi-
guranika ¢ posmatramo istorijske podatke o Stetama u prethodnih n; go-
dina. Neka X;; predstavlja gubitak i - tog osiguranika u j - toj godini, za

t1=1,...,r i 57=1,...,n; Pretpostavimo da su iskustva razli¢itih osigu-
ranika nezavisna, odnosno da su sluc¢ajni vektori {X;, i = 1,...,r} nezavisni,
za Xz = (Xily e ,Xz‘ni)T.

Neka su O, ..., 0, nezavisne i identi¢no raspodeljene slucajne promenljive
sa gustinom 7(0;), gde 6; predstavlja nepoznati parametar rizika za i - tog
osiguranika, ¢ = 1,...,r. Za fiksirano ¢, neka su slucajne promeljive X;; | ©
nezavisne sa funkcijama gustine fx, jo(7y|0), za j = 1,...n;. Moguce je da
znamo vektor izloZenosti riziku i - tog osiguranika m; = (my, ... ,mmi)T, za
1=1,...,7.

Definisimo sledeée oznake:
ng

e m; = Z m;; - ukupna izloZenost riziku ¢ - tog osiguranika tokom svih

i=1
n; godina posmatranja za ¢ =1,...,r,
e X; =) —2Xj; - prosean iznos gubitaka i - tog osiguranika tokom
j=1 M
svih n; godina posmatranja za i =1,...,r,
T TN
o m= Z m; = Z Z m;; - ukupna izloZenost riziku za sve osiguranike,
i=1 i=1 j=1

_ 1 _
e X = — Z m; - X; - ukupan prosecan gubitak svih osiguranika.
m =1

Kao $to smo rekli, fx,|e(z;|0) i m(d) su nepoznate raspodele, pa za Bil-
manov i Bilman - Straubov model treba oceniti parametre u, a, v.

3.6.1 Statisticke ocene parametara u Bilmanovom
modelu
U ovom delu ¢e biti izlozene nepristrasne ocene parametara pu,a,v iz
Bilmanovog modela.

Posmatrajmo prethodni problem pod sledeé¢im pretpostavkama:
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en,=n>1za 1=1,...r1,
e my=1za 1=1,...n, 7=1,...,n,,

i odredimo nepristrasne ocene iz Bilmanovog modela.

Nepristrasna ocena za p je:

_ 1 _
X = —ZX
r
gde je X; = — ZXZJ,zew:l
Dokaz. Lo
E(la) = ZZE(XU)
rno =

oo
1 T n
i=1j=1
o=
Nepristrasna ocena za v je:
=13
/r. :
gdeje@i: 1Z(Xij—yi)2,zai:1,...r.
n — X
7j=1

Dokaz. Podsetimo se, za fiksirano i slucajne promenljive X1, . ..
n

1

(3.27)

Xin, uslovno

po ©; = 0; su nezavisne, sledi da je 0; = —7 Z (Xij — X;)?, centrirana
n—1:

ocena za U(QZ) = D(XZJ | @z = 91)
Iz

E(0;) = E[E(0; | 6;)] = E[E(v(0;)] = v
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zakljuéujemo da je 0; nepristrasna ocena i za v.

Iz L
E(0)=-) E(;)=v
(%)=, Y B
sledi da 0 jeste nepristrasna ocena za v. O

Odredimo sada nepristrasnu ocenu za a.

Primetimo da vazi:

v
-
) nezavisne sluéajne promenljive koje imaju

Sledi da su (X1, Xo,..., X,

. v 1. . . .. v .. . .y . .
isto ocekivanje p i varijansu a + —. Njihova aritmeticka sredina je
T

n
_ 17 1 _ _
X == E X;. Iz jednakosti 1| sa strane sledi da je 1 E (X; — X)?
r r—

i=1 =1

nepristrasna ocena za varijansu a + —, odnosno da vazi:
n

E<a—|—v> =a + E.
n n

Iz formule (3.27)) i prethodnog zakljucujemo da je nepristrasna ocena za a:

|

S|

a=a-+

3lc

B 1 T 7_72_¥ T n
- Y- X)

r—1:3

rn(n—1) 4

Primer 3.6.1. Pretpostavimo da osiguravajuca kompanija ima 3 vrste polisa.
Podaci o iznosu Steta u prethodne tri godine za sve grupe dati su u tabeli 3.2.
Koristeci Bilmanov model odrediti ukupne gubitke za sledecu godinu za sve tri

grupe.



3.6 - Statisticke ocene parametara u modelima 41

2015. | 2016. | 2017.
1. grupa| 260 300 250
2. grupa | 330 310 350
3. grupa | 180 230 220

Tabela 3.2: Iznosi steta

Resenje:

Primetimo da imamo 3 osiguranika i tri godine posmatranja, pa sledi da je
r=3in=3. Imamo:

1
X1 = (260 + 300 + 250) = 270,
1
X = 5(330 + 310 + 350) = 330,
1
X = 5(180 + 230 + 220) = 210.

- 1
Sledi da je ocena ukupnog ocekivanja fi = X = 5(270 + 330 4 210) = 270.

Rac¢unamo dalje:
1
01 = 5((260 - 270)% + (300 — 270)* 4 (250 — 270)*) = 700,
1
0y = 5((330 — 330)% + (310 — 330)* + (350 — 330)*) = 400,

1
O3 = 5((180 —210)2 + (230 — 210)? + (220 — 210)?) = 700.

Sledi: .
U= 5(700 + 400 + 700) = 600,

1
a= 1 ((270 — 270)? + (330 — 270)2 + (210 — 270)?) = 3400.
Sada su: 600
n
3400 0.176, n+k

Primetimo da je ovo slucaj kada je a > v, odnosno kada je populacija
heterogena i kada manuelna premija nije merodavna.

= 0.94.

k=

| S

Dakle, ocena zahteva za prvu grupu polisa je:

ZX1+ (1= 2)p=0.94-270 4 0.06 - 270 = 270.
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Dok je za drugu:
ZXo+ (1—2)p=0.94-330+ 0.06 - 270 = 326, 4.
Konac¢no, za tre¢u grupu polisa ocena zahteva je:

ZX34(1—2Z)j=0.94-210+ 0.06 - 270 = 213, 6.

3.6.2 Statisti¢ke ocene parametara u Bilman-Straubovom
modelu

U ovom delu ¢e biti izloZzene nepristrasne ocene parametara p, a, v
u Bilman - Straubovom modelu.

Nepristrasna ocena za p je:

_ 1 Z _
=X =— iXi7
i - ;m
gde je X; = —Zml]XU, zat=1,...r
i g=1
Dokaz
I —
- 1 Uz Uz P n;
E(X;)=E|— > mi X%J] — > my; B(X) = ' > my = p
mz le (2 j_l 7 j:l
K /—:nH
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Dokaz. Za fiksirano i vazi:

px10) =3 (1) ix, oy = 3o (2 1O

j=1 " j=1 M Mg
_v(©) ¢ _v(©)
= ; My ==

Primenom prethodne jednakosti dobijamo:

D(X;) = E[D(X;|0:)] + D [E(X;|0))]

m;
- Y 4. (3.29)
my;
Dakle, X1,..., X, su nezavisne sa istim o¢ekivanjem p i varijansom a + l,
my;
sledi da primenom jednakosti (L.8) sa strane [11] i izraza (3.29) vazi:
1o -
E(0;) = > mi B(X;; — X5)?
n; — 1 j=1
o1 2 < 2
=1 ]2::1 mi; (B[(Xy; — n)?| = B[(X; — n)?])
1 i —
-— ; my; (D(X;;) — D(X.))
1 & v v
= My (a + —a— )
n, —1 My m;
J
1 Vo
_nl_l[vnl—mjzzjlm”:l
v
— =1
ol )
=w.
Zakljucujemo da je U; nepristrasna ocena za v, ¢ = 1,...,r. Primenom pret-

hodnog rezultat dobijamo da je O nepristrasna ocena za v.

" n@—l r nl_l ,_L
E(o) =E o | T ey Blo) =
) ; Yioi(ni—1) ; S (n;—1) (0:)
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Nepristrasna ocena za a je:
1 T -1 T
a= (m -— > m§> [Z mi(X; — X)2—0(r — 1)] : (3.30)
m = i=1
gde je © dato sa ([3.28).

Dokaz. Prvo racunamo:

v ., /v
=> mi (—+a)-m—> m (—+a
i=1 i=1 m;

T U T
=v-rHta-m——-y m;i——-Y m
: m

=(r—-1)-v+a- (m—li”ﬁ)-

m;3

Primenom prethodne jednakosti pokazujemo da je a nepristrasna ocena za

:(m—;imf>_ [(r—l)-era- (m—lémz> —(r—1) U]
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O
Kada se primenjuje ovaj model, mora se obratiti paznja na dve stavke:
e Ako se desi a < 0, onda uzimamo a = 0 i 7 = 0,

e Svakog osiguranika moramo posmatrati bar dve godine, odnosno za
svako ¢ mora vaziti n; > 1.

Primer 3.6.2. Odrediti vrednosti ukupnih Steta tokom cetvrte godine za dve
grupe osiguranika, ako su podaci za prethodne tri godine dati u tabeli 3.5.

grupa 2015. | 2016. | 2017. | 2018.
Broj osiguranika | 1. grupa — 100 115 125
Ukupne stete — 20.000 | 24.000 ?
Broj osiguranika | 2. grupa | 140 160 175 190
Ukupne stete 25.000 | 28.000 | 33.000 ?

Tabela 3.3: Broj osiguranika i ukupni iznosi sSteta
Resenje:

Imamo dve grupe osiguranika, sledi » = 2. Za prvu grupu posmatramo
prethodne dve godine, dok za drugu grupu imamo podatke od poslednje tri
godine, pa je n; = 2, no = 3. Tada je:

20000
=100 i Xy ="=2
mi1 00 1 11 100 00,
24000
=11 i Xpp=——=2 .
mi2 5 i 12 115 08, 69
Sada je:
mip = My + Mg = 100 + 115 = 215,
— 20000 + 24000
! 215 04,65
Za 2. grupu:
25000
=140 i Xg9=—-—=1
mo1 0 i 21 140 78, 57,
28000
=1 i Xopp=—7—=1
Mmoo 60 i 22 160 757
33000
maos 75 i 23 175 88, 57
Tada je:

Mo = Mol + Moy + M3o = 140 + 160 + 175 = 475,
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- 2 2
X, = 5000 + i(;gOvLSBOOO _ 181,05,

Ukupna izlozenost riziku za obe grupe je:

m:m1+m2:690,
dok je ocena ukupnog ocekivanja:
- mq Yl + Mo YQ

m

Sada rac¢unamo ocenu za 0:

1
01 = 5~ (100 (200 — 204.65)° + 115 (208.69 — 204.65)) = 4039, 234,

1
Oy = —— (140 (178.57—181.05)%4160 (175—181.05)*4175 (188.57—181.05)?)

T 3-1
= 8306, 888.
Konacno: ! 5
D = 501 + 5@2 = 6884, 335.

Primenom formule (3.30) imamo da je:
-1
1 r L L
a= <m ——> m§> [Z mi(X; — X)? —0(r—1)| = 255,2233.
m = i=1

Zatim rac¢unamo k:

k= — = 26,974.

| S

Ocenjeni faktori kredibiliteta za ove dve grupe su:

N ml 215

5 __ — 0, 8885,
Y o+ k 215+ 26,974

) A75

Fy = 12 — 0,9463.

T ma+ k AT5 426,974

Kredibilitetne premije po jedinici izloZenosti riziku su:
Po=7 X1+ (1= Z)) = 202,8385,
Py =7y Xo+ (1 — Zy) u = 181,445.

Konac¢no, ocene ukupnih vrednosti Steta tokom cetvrte godine prema
Bilman-Straubovom modelu su:
prkurne — 0 Pp= 125 - 202, 8385 = 25354, 81,

prkuene — oy Py = 190 - 181, 445 = 34474, 55.



Glava 4

Visedimenzionalni Bilmanov
model

4.1 Uvod

U prethodnim delovima rada upoznali smo se sa teorijom kredibiliteta
visoke preciznosti u jednoj dimenziji. Videli smo kako se racuna Bejzova
premija, kao i njene aproksimacije dobijene primenom Bilmanovog i Bilman
- Straubovog modela. Napomenimo da se navedeni modeli uz odredene mo-
difikacije mogu koristiti za odredivanje procene frekvencija potrazivanja, kao
i za procene prosecnog iznosa potrazivanja.

Novi trendovi u obezbedivanju finansijske stabilnosti, kao i nove vrste
rizika, zahtevaju razvoj aktuarske nauke i njenu primenu u osiguranju. U
cilju poboljsanja kvaliteta procene solventnosti osiguravaju¢ih kompanija,
projekat Solvency 2 stavlja akcenat na modeliranje rizika i interne modele za
upravljanje rizikom osiguranja. Poboljsanje kvaliteta metoda izracunavanja
premije je efikasan faktor u smanjenju rizika osiguranja. Tu do izrazaja dolazi
visedimenzionalni kredibilitet visoke preciznosti jer uzima u obzir vise faktora
koji uti¢u na frekvenciju i iznose Steta, zahvaljujuc¢i kojima se pojavljuju
homogene tarifne ocene koje omogucavaju pravednije odredivanje premije.
Odnosno, sustinska razlika visedimenzionalnog kredibiliteta je istovremeno
posmatranje razlic¢itih kategorija i primena ovih informacija na metodoloski
konzistentan nacin.

U ovom delu rada upozna¢emo se sa visedimenzionalnim Bilmanovim
modelom. Radi lakseg razumevanja model ¢e biti objasnjen na primeru mo-
delovanja stopa mortaliteta za vise populacija. To znaci da stope mortaliteta
jedne populacije projektujemo na osnovu istorijskih podataka o toj popula-
ciji, ali i na osnovu podataka o drugim populacijama.

47
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4.2 Procena kredibiliteta

Posmatrajmo slede¢i problem. Neka je Y,.; verovatnoca da je osoba
starosti x iz 7 - te populacije umrla tokom godine t. Pretpostavimo da imamo
podatke o stopama smrtnosti osoba starosti z u prethodnih n godina, za
svaku od r posmatranih populacija, odnosno da su nam poznate vrednosti n
vektora Yo, ..., Yaus, 28 T € [Tp, g, gde je:

Yx,t - (}/Qﬁ,t,la e 7)/:E,t,'r) .

Sada je nas cilj je da odredimo ocenu kredibilteta YmGH, ZaX =2Xp,. ., TG
i slede¢u godinu ti + 1. Sliécno kao u jednodimenzionalnom slucaju pretpo-
stavlja se da za svakog osiguranika starosti = iz ¢ - te populacije nivo rizika

moze okarakterisati pomoc¢u parametra rizika ©,,;, za * = xp,...,vq¢ i
1 =1,...,r. Odnosno, kako bismo uveli Bilmanov pristup, pretpostavi¢emo
da za svako Y., , gde t =tp,...,te postoji nivo rizika @, koji ga karakte-
rise.

Kao Sto je receno cilj je da se proceni Y, .11, pa je jedna od opcija
da Y, ;,+1 aproksimiramo pomocu linearne funkcije istorijskih podataka
Y.(1),...,Y.(r), gde je Y.(i) = (Y,

ocene oblika ¢, o+ >i_; CL. Y. (i), gde je cz0 = [cz01---,Cr0r] vektor sa

tpis- s Yoigi). Dakle, posmatramo

elementima iz skupa R, dok je C,; € R™" matrica dimenzija n x 7.
Sada je nas zadatak da odredimo c;g,C,1,...C,, tako da minimiziramo
srednju kvadratnu gresku gubitka:

Q=FE

r 2
(Ym,thrl — Cz0 — Z C;,zYac@)) ] . (41)
=1

Moze se pokazati da je linearna ocena kredibiliteta koja minimizira sred-

nju kvadratnu gresku (4.1)) data sa:

Yﬂmtc-ﬁ-l = E(Y:r:,tc;—I—l) + COV(YJ:,tG—I—lv Y, )(Cov(Y,, Y;))_1<Yx - E(Y.)),
(4.2)

gdeje: Yo = (Yatp,--- aY:c,tc)l'

Napomenimo da su matrice kovarijansi regularne. Za dokaz prethodnog po-
gledati [6].
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4.3 Visedimenzionalni Bilmanov model

Kako bismo konstruisali viSedimenzionalni Bilmanov model prvo navo-
dimo pretpostavke o uslovnoj raspodeli Y,;|®,, kao i o raspodeli nivoa
rizika ©,.

Pretpostavka 4.3.1 Slucajne promenljive Y, ;| @®, gde t = tp,... tg su
medusobno nezavisne sa istom raspodelom sa ocekivanjem i matricom kova-
rijanst, redom:

* E[Y,:|0.] = u(®x) = (1(Ou1), -, 11(Osr))',
o Cov Y., Y, |0, =%(0y) = [07(0,,0.;)] ,

i,0=1,...,r

gde je YLU,t = (Yz,t,h s axfx,t,r)lu 933 = (@z,h BRI @ac,r) .

Pretpostavka 4.3.2 Slucajne promenljive nivoa rizika ©, = (O41,...,0,,)
20T =Tp,...,Tg Su nezavisne sa istom raspodelom kao i © = (01,...,0,)
sa ocekivanjem i matricom kovarijansi,

o E(0,) = u(0x) = u(®) = (1(61), ..., u(6,)),
o Cov[0,,0]] = %(0y) = %(0) = [0*(6;,0,)]

i=1,er
Pretpostavka 4.3.3 Raspodela slucajne promenljive © je takva da vaZi:
o 1=E[u®)] = (u1),....ur),
o V=E[X(O)] = [v(i,/)]; ;1,0
e A =Cov[u®)] = [a(@j)]m‘:l ..... o

Sada, sli¢no kao u jednodimenzionalnom slucaju uvodimo sledeé¢e oznake:

o 1(0,) =E[Y,:|®,] - hipoteticka sredina;

3(@,) = Cov [Yx,t, Y., | @x} - matrica kovarijansi procesa;
p=E[u(Ox)] =E[uO)
hipotetickih sredina;

A = Cov [1(Ox), w(Ox)'] = Cov [(®), u(©)] = [ali, j)]; ;o1 -

1111

(u(1),...,pu(r)) - oéekivana vrednost

matrica kovarijansi hipotetickih sredina;

V =E[%(0,)] = E[X(0)] = [v(i, )],

4,j=1,...,

matrice kovarijansi procesa.
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Kako bismo resili zadatak, odnosno procenili Y, ;1 dokazac¢emo sledece
leme pod uslovom da vaze gore navedene oznake i pretpostavke.

Lema 4.3.1. Ocekivane vrednosti slucajnih promenljivih Y, @ Y1541 SU
date sa:

My = E(YI) = U ® ]—n { WY zitc+1 = E(Y:c,tc—l-l) = K,

gde je ® Kronekerov proizvod matrica, a 1,, = (1,...,1)" vektor kolona duzine
n.

Dokaz. 1z uslova da vaze Pretpostavka 4.3.1, Pretpostavka 4.3.2 i Pretpo-
stavka 4.3.3 dobijamo:

Sada, iz i Y,=(Yot,,--- Y oi,) sledi:
Ky = E(Yx) =u® 1, 1 HYzta+1l = E(Ym,tg—l-l) = HU.
]

Lema 4.3.2. Matrica kovarijansi slucajne promenljive Y, je matrica dimen-
zija rn X rn data sa:

EYI,YI =VQE,+ UAU/, (44)

gde je E,, jedinicna matrica reda n i

L, 0 ... ... O
0o 1, ... ... 0
U=|. . . . .
o 0 ... ... 1,

rnxr

Dokaz. 1z uslova da vaze Pretpostavka 4.3.1, Pretpostavka 4.3.2 i Pretpo-
stavka 4.3.3 sledi:

E[X(0,)] =V, t=t,

" o (4.5)

E|Cov (Y., Y, [0,)] = {

Cov [E(Yar, |©.) E(Y7,,10,)] = Cov [11(©,), 1 (8,)] = A, (4.6)
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Sada, primenom (4.5) i (4.6), kao i dekomporzicije matrice kovarijansi
dobijamo:

Sv,v, = Cov[Y,, Y]
=E[Cov (Y., Y/, [©,)] + Cov [E(Yar, |©,),E (Y, 1©,)]
—VOE,+A®(1,1,)
~VOE,+UAU"
O

Lema 4.3.3. Matrica kovarijansi slucajnih promenljivih Y, .11 © Y, je
matrica dimenzija r X rn data sa:

Sy, — AU’

Yo, tg+1
Dokaz. Ova lema se dokazuje analogno prethodnoj:

EYw,zc-H,Yz = Cov [Ya:,t(;+17 Yz]
=E[Cov (Yiict1, Yz |O)] +CovE (Yitet1]0©2),E(Y.]0O.)]
=0+AU
=AU.
]

Lema 4.3.4. Inverzna matrica matrice kovarijansi slucajne promenljive Y,
je matrica dimenzija rn X rn data sa:

(Sv.x.) ' = (V'@ E)- (Ve L) A7 +n V] (Ve
Dokaz. Podsetimo se jednakosti ([2.3)) sa strane [16]:
(G+BCD)'=G' -G 'B(C™"+ DG 'B)"'DG.

Primenom prethodne jednakosti za: G=V®E,, B=U, C=AiD=U
dobijamo:

(Eyhyz)il - (V ® En + UAU/)_l
~(V®E,) ' - (V&E,) 'UA?+U (VeE,) U U(VeE,) "

—_——
? ? ?

Iz (VR E,) ' '=(V'eE!')=V'!gE, imamo:
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¢« (VR®E,) 'U=(V'®E,)U= [y E, U=Vv'el,

e U (VO E,) ' =U(V'@E,)=U[vE| =V'iel,
9 /L,‘]
¢« U (V@ E,) ' U=U(VI®E,)U=(V'®1,)U=[v1,] U=
K2 17‘]
nV1i
gde je vi_?jl element matrice V=1 koji se nalazi u i-toj vrsti i j-toj koloni.

Konacno, na osnovu prethodnih jednakosti sledi:
(By.v.) ' = (V'@E,) - (V'eL) A" +av] (Viel).
m

Teorema 4.3.1. Neka vaZe Pretpostavka 4.3.1, Pretpostavka 4.3.2 ¢ Pretpo-
stavka 4.53.3 . Tada je Bilmanova ocena kredibiliteta za Y111, Yaio41 =

(Yetgi11y-- s Yargirr), koja minimizira srednju kvadratnu gresku gubitka

data sa:

A,

Yx,tg+1 - Z?z,o + (Er - Z) H,
gde su:

t=tp t=tp

_ 1 [ te ta !
i Y:v,o = (Y:v,o,17‘ . 'Yx,o,’r‘), = E Z Yx,t,lu sy Z Yx,t,r .

Dokaz. Prvo navodimo 3 jednakosti koje ¢emo koristiti u samom dokazu:

LU (VI®E,)=U|yE| =Vieg1,

%,J

2. U (V1@ 1,) =U |} 1| =nV}

]
3. U (V'@ 1) (Ya—py,) = |v;} 1;]” (Yo—piy,) = n V7 (Yy o—p).
Iz Lema i prethodnih jednakosti sledi:
(EY.T7Y.IL‘,tG+1) (EYszI)il (Yx - ILLY1> =
_ AU [(Vl © E)—(V'e 1) (A +n V] (Ve 1;)} (Ya—piv.)

ol [A(V‘l ©1)-AU (Ve 1) (A +a V] (V' 1;)] (Ya—piv.)
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2 {A(V‘l © 1) - AnV ' [A 4V (Ve 1) (Y, - ay,)

- [A —An VAT 4 nV‘l}_l] (V'@ 17) (Y. — py,)

» [A ~An VAT 4 nV_l]_l} nV(Yae—p).

Primenom jednakosti (2.1)) sa strane L5 za matrice A~! i n V! dobijamo:

_ _ T S
(CveYerg) Cyvov) (Yo —py,) = (A 40 V) 0V (Y. - p).

Sada, koristeéi jednakosti ([2.2) sa strane[16] za matrice A=!in V1! sledi:

_ 1 -1 _ _
(5v, Yorgr) (Bvay,) " (Yo—py,) = A (n V+ A) (Yo,o—p) = Z (Yo, e—p).

Ako ubacimo gornju jednacinu u izraz ([£.2) sa strane 48] dobijamo kre-
dibilitetnu ocenu za Y 4, 41:

Yx’tc+1 = /'L + (EYI:Y:c,tG+1) (EYszz)_l (YI - /"LYI)

:N+Z(Yx,o_ﬂ)
:Z?m,-+ (E, —Z) p.

4.4 Neparametarski viSedimenzionalni
Bilmanov model

U Bilmanovom modelu, kao i u jednodimenzionalnom sluc¢aju bili smo u
prilici da odredimo numericke vrednosti posmatranih veli¢ina, jer smo pretpo-
stavljali da su nam poznate raspodele slucajnih promenljivih Y, |0, i ©,.
U praksi ¢esto nemamo informacije o tim raspodelama i zato modeli za-
htevaju da se nepoznati parametri ocene na osnovu podataka, tako da se
obezbedi dobro slaganje modela i realnosti.

Podsetimo se, pretpostavljamo da su nam poznate vrednosti n vektora
Yoip:--- Yar,, @ nas cilj je da odredimo ocenu kredibilteta \A(xﬂfcﬂ, za
T =2p,...,Tq 1sledeéu godinu tg + 1, gde je Yo = (Yara,--- ,Yx,m)/ vek-
tor kolona duzine r. Kako bismo odredili ocenu kredibiliteta za Y, 4,41, mo-
ramo pronaci nepristrasne ocene za ocekivanu vrednost hipotetickih sredina
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1, matricu kovarijansi hipotetickih sredina A i ocekivanu vrednost matrice
kovarijansi procesa V.

Da bismo odredili nepristrasne ocene za u, V i A uvodimo slede¢u pret-
postavku:
Pretpostavka 4.4.1 Slucajne promenljive {(Y,,0.), x = zp,...,xg} gde
je Yo =Youp, -, Yuu,) su nezavisne.

Nepristrasne ocene za (i), v(i,7) i a(i, j) su:

_ 1 e __
A.:Yooz_i Yzoza _17 y 1y
(i) =Y., mgﬂ;}) o r
1 .
U(Zvj)_g L U.T(@aj)a Zajzla T
T=xp
o 1 & > 1 - (i, j)
CL(Z,]) = 7 [Y:L",o i Yn,o,i] [Yac,o,j - Yc,o,j] - 3
m—1,= n
redom, gdeza 1,7 =1,...,r i x=zp,...xq Vvaz

_ 1 &
L4 //lac(z) - Ym,o,i - - Z Yx,t,ia

=
1 e

L4 690(27]): D/:’r:,t,i_?:c,o,i] [Y:’t:,t,j_?x,o,j]a

n—1.57

e m=xg—xp+ 1.

Nepristrasne ocene za u, Vi A su:

, 1 &
(D) g _ 1
fo=(a(1),...,4(r)) mmD“
~ 1 Ze
V= [U(Zvj)]%J—L T - Z Vm (4 7)
r=xp
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Kao §to znamo A = [a(i,7) )i, j=1...r je ocenjiva¢ matrice kovarijansi hipo-
tetickih sredina, odnosno dijagonalni elementi a(i,7) su ocene varijansi hi-
potetickih sredina, dok su vandijagonalni elementi a(i,j), za i # j ocene
kovarijansi svih parova hipotetickih sredina. Primetimo da se moze desiti da
je a(i,i) < 0ili a(i,j) > y/a(i,q)-a(y,7). Zato je uobi¢ajeno da se prate
sledeéi koraci (pogledati [7]):

e Staviti a(i,i) = 0 ako je a(i,i) < 0zai=1,.

e Staviti a(i, j) = sign [a(s, j)] - mm{]azgh/ a(i,q) j]}
ij=1,....rii%#j.

Dakle, neparametarski Bilmanov ocenjiva¢ Y, 1o+1 = (Yarg+1.1,- - s Yatgrir)

gde z predstavlja broj godina u godini £+ 1, dobijen minimiziranjem srednje
kvadratne greske u jednacini (4.1)) sa strane [48] dat je sa:

A, A — A

Yasoi = 2Y0u+ (B, - 2) i (48)

gde je:

t=tp t=tp

— _ o 1 ta ta !
L4 Yx,o:(Yx,o,la'-'Yx,o,r)/:n ZYxtla ceey Zyx,t,r 5

o fi=(a(1), ... f(r) = YVeor, - Yeur) = You.

Primetimo, da za razliku od jednodimenzionalnog modela, elementi matrice
Z mogu biti negativni.

Napomena 4.4.1. Neparametarski Bilmanov ocenjivac Yxﬁtcﬂ je tezinska
sredinag Y, o 1 Yoo, gde je:

1tG

- Z Z (n,t,lv LR 7Y:B,t,r>/)
=, L.
_ 1 e __ 1 e _
° Y.7. = — Z Y‘,t = — Z (Yo,t,b . 7Yo,t,'r') gde j@
= n =

otz Z Y;ttz

xxD
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Sada se pitamo kako da predvidimo sta ¢e biti za k godina, gde k& > 2.
Neparametarski Bilmanov ocenjivac Y, ;,+r za godinu tg + £ dat je sa:

Yoiork =L(ta + k)Y, ot + k) + (B — Z(tg + k) Yeolta + k),

gde je (tg+k) pridruzeno svakoj od veli¢ina Z, Y, o i Yoo kako bi ukazalo da
se ove veli¢ine odnose na godinu (t¢ + k). U nastavku se navode dva nacina,
odnosno dve strategije da se odrede Z(tg+k), Yz, o(tc+k) 1 Yeo(tc+k). To
su “prosireni prozor” (expanding window) EW i “pokretni prozor” (moving
window) MW. Za vise informacija pogledati [13] i [14].

Prosireni prozor, EW

Da bismo dobili Bilmanovu ocenu za Y, ;,1%, & > 0 u okviru strategije
prosirenog prozora pratimo sledece korake:

e Prvo, ocene kredibiliteta {Yx,tGH, . ,Yx,tGJrk_l} dodamo nizu
{Ysip,---» Yur ). Na taj na¢in povetavamo posmatrani broj godina
na osnovu kojih ocenjujemo Y, ;. 4+% za k — 1, odnosno tada je posma-
trani raspon godina [tp, tgir_1]-

e Dalje, koriste¢i podatke iz vremenskog raspona [tp, tg1,_1] dobijamo:

L 1 ta ta+k—1 R
Y, (tc+k)= ——— Y., Yoil,
o (ta + k) P t;t[, ,t+t§+l P

1 & —
M(tG+k>:Yo,o (tG"i_k):E Z Yaz,o<tG+k)

r=xp
N ~ 1 N W\ L
7 (to+ k) = A (V+A) , (4.9)

gde su A i V u izrazu za Z (t¢ + k) isti kao i za Z (tg + 1).

e Konacno, Bilmanova ocena kredibiliteta za Y, .4, data je sa:

A,

Yoioin = L(ta + k) Y, o(ta + k) + (BEr — Z(tg + k) Yeo(ta + k).

Primetimo da je Z (t¢ + k) u jednakosti (4.9) rastuée po k u okviru stra-
tegije “prosirenog prozora’.
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Pokretni prozor, MW

Da bismo dobili Bilmanovu ocenu za Y, ;,1%, k > 0 u okviru strategije
pokretnog prozora pratimo sledece korake:

e Prvo, Bilmanove ocene kredibiliteta {Y%tcﬂ, . ,YzﬁtGJrk_l} dodamo
nizu {Yu4,, .., Yau. b, dok kolone {Yx,tm . ,?xytDJrk,l} brisemo iz
istog niza, tako da posmatrani raspon pomeramo u svakoj iteraciji za
po jednu godinu. Prethodni proces se zavrsava kada posmatrani raspon
godina postane [tpir—1,tGrr—1]-

e Dalje, koristeéi podatke iz vremenskog raspona [tpix_1,tgir_1] dobi-

jamo:
ta+k—1
Ymo(tG+k [ Z Yxt+ Z Ya:t

t=tp+k—1 t=tg+1

9

plte+k)=Yeoltc+k) = * Z Y..(tc+k)

~ ~ 1 - W\ L
7 (te+ k) = A (V+A> , (4.10)
n

gde su A i V uizrazu za Z (t¢ + k) isti kao i za Z (tg + 1).

e Konacno, Bilmanova ocena kredibiliteta za Y, .4, data je sa:

A

Yoiorn = L(ta + k)Y, o(ta + k) + (BEr — Z(tg + k) Yeo(ta + k).

Primetimo da je Z (tg + k) u jednacini 1) u okviru strategije “pokret-
nog prozora” konstantno, odnosno da vazi: Z (tq + k) = Z (tg + 1).

4.5 Primena visedimenzionalnog
Bilmanovog modela u aktuarstvu

Trziste zivotnog osiguranja kod nas sve vise raste, odnosno ljudi postaju
svesni znacajnosti zivotnog osiguranja. Napomenimo da je trziste zivotnog
osiguranja u svetu veoma rasprostranjeno, kao i da postoje razne vrste osi-
guranja zivota kao sto su riziko osiguranje, mesovito osiguranje, osiguranje
za dozivljenje, penzijsko osiguranje i druga.



4.5 - Primena viSsedimenzionalnog Bilmanovg modela 58

Jedan od glavnih zadataka aktuara je da za ova osiguranja odrede premiju
polise, ako se zna vrednost osigurane sume i pristupna starost osiguranika.
Prilikom odredivanja premije aktuari se vode slede¢im principom: vrednost
ukupno naplacenih premija od polise i vrednost ukupno ispla¢enih naknada
koje garantuje polisa moraju biti jednake u trenutku izdavanja polise. Kako
aktuari ne znaju sta ¢e se desavati u buducénosti, njihov cilj je da procene ve-
rovatnoce prezivljavanja, odnosno smrti osiguranika za svaku godinu trajanja
osiguranja. Zato se u ovom odeljku bavimo procenom verovatnoca smrtnosti
za osobe odredene starosne dobi i pola na osnovu realnih istorijskih podataka.

Sa sajtova [16] i [I7] preuzeti su podaci o procenjenom broju stanovnika
i broju umrlih osoba prema polu i starosnoj dobi za svaku godinu u periodu
od 2011. do 2016. godine. Prostom metodom:

broj umrlih osoba u godini ¢ iz starosne grupe x i populacije ¢ - 100
x,ti —

broj stanovnika u godini ¢ iz starosne grupe x i populacije ¢

dobijene su stope mortaliteta osoba iz starosne grupe z i populacije 7 u godini
t, gde:

e t =2011,...,2016,

e rx=1,...,12.

Pretpostavimo da se mogu osigurati osobe ¢ija je pristupna starost veca
od 14, a manja od 75 godina. U tabeli 4.1 nalazi se opis svake populacije,
dok su u tabeli 4.2 date starosne granice za starosne grupe.

‘ i ‘ Opis populacije

‘ 1 ‘ Musko stanovnistvo Republike Srbije

‘ 3 ‘ Musko stanovnistvo Republike Hrvatske

|
|
‘ 2 ‘ Zensko stanovnistvo Republike Srbije ‘
|
|

‘ 4 ‘ Zensko stanovnistvo Republike Hrvatske

Tabela 4.1: Populacije u modelu
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Starosna grupa x ‘ Starost osiguranika

| |
| 1 | 15 - 19 |
| 2 | 20 - 24 |
| 3 | 25 - 29 |
| 4 | 30 - 34 |
| 5 | 35 - 39 |
| 6 | 40 - 44 |
| 7 | 45 - 49 |
| 8 | 50 - 54 |
| 9 | 55 - 59 |
| 10 | 60 - 64 |
| 11 | 65 - 69 |
| 12 | 70 - 74 |

Tabela 4.2: Starosne grupe u modelu

Sada je nas cilj da odredimo stope mortaliteta u 2017. godini za osobe iz
starosne grupe x i populacije 7, za sve starosne grupe i populacije, odnosno
da predvidimo vrednosti vektora Y, 9017, za = =1,...,12.

U tabeli 4.3 izlozene su individualne stope mortaliteta za svaku staro-
snu grupu x, kao i kolektivne stope mortaliteta dobijene primenom sledec¢ih
jednakosti:

e =Y, 0e=-> Y, zaz=1,...,12

Ocena ocekivane vrednosti matrice kovarijansi procesa V racuna se pri-

menom formule (4.7)) sa strane [54] i ima sledeéi oblik:

0,0029 0,0023 0,0017 0,0013
0,0023 0,0025 0,0018 0,0014
0,0017 0,0018 0,0026 0,0013|
0,0013 0,0014 0,0013 0,0013

V =
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Yio. |211211,0138 1,8085 | 0,7018 |
Y. |3,0426 | 1,6204 | 2,6383 | 1,1386 |
Yoo | 46921 | 2,9480 | 3,9928 | 2,0244 |

u | 1,1054 | 0,6055 | 0,9417 | 0,4210 |

| Populacija | 1 | 2 | 3 | 4 |
| Y. | 0,0443 | 0,0202 | 0,0466 | 0,0155 |
| Y.. | 0,0701 | 0,0255 | 0,0707 | 0,0198 |
| Ys. | 0,0844 | 0,0371 | 0,0734 | 0,0272 |
| Y4. | 0,1158 | 0,0530 | 0,0932 | 0,0367 |
| Ys. | 0,1583 | 0,0818 | 0,1343 | 0,0583 |
| Yg.o ] 0,2538]0,1404 | 0,2063 | 0,0979 |
| Yr. 04713 ]0,2523 | 0,3909 | 0,1769 |
| Ys. o | 0,8349 | 0,4178 | 0,6941 | 0,2883 |
| Yoo [ 1,38530,6559 | 1,1514 | 0,4668 |
|

|

|

|

Tabela 4.3: Individualne i kolektivne stope mortaliteta

Ocena matrice kovarijansi hipotetickih sredina A je sledeceg oblika:

2,1837 1,3004 1,8676 0,8974
1,3004 0,7855 1,1116 0,5415
1,8676 1,1116 1,5972 0,7671|
0,8974 0,5415 0,7671 0,3732

A:

Element matrice A koji se nalazi u ¢-toj vrsti i j-toj koloni dobijen je prime-

nom sledec¢e formule:

&(27]) = m [?11,077; - Y.,o,i] [Yx,o,j - Yo7o,j] -

T=xp

Primenom formule:

n

~ ~ 1 - A\ L
72— A <V+A> ,

odredena je ocena matrice kredibiliteta:

1 & — — B(i, §)
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0,6873 —0,2897 0,3428  0,4668
—0,0210 0,4967  0,0059  0,7677

0,5809 —0,0224 0,3486 —0,0259]|

0,0504 0,6290 —0,0137 —0,0057

7 =

Ocene kredibilitetnih stopa mortaliteta predstavljene vektorima stopa mor-
taliteta za svaku starosnu grupu dobijene su kao kombinacija individualne i
kolektivne stope mortaliteta, odnosno primenom formule . Ove ocene
prikazane su u tabeli 4.4.

‘ Populacija ‘ 1 ‘ 2 ‘ 3 ‘ 4 ‘
| Yiooir | 0,0496 | 0,0204 | 0,0369 | 0,0140 |
| Yooz | 0,0760 | 0,0260 | 0,0600 | 0,0183 |
| Yao0ir | 0,0869 | 0,0372 | 0,0688 | 0,0262 |
| Yiporr | 0,1150 | 0,0518 | 0,0934 | 0,0375 |
| Yso0ir | 0,1601 | 0,0820 | 0,1311 | 0,0570 |
| Yeooir | 0,2519 | 0,1400 | 0,2094 | 0,0975 |
|
|
|
|
|
|

Yoooir | 04691 | 0,2527 | 0,3955 | 0,1759 |
Ysoorr | 0,8270 | 0,4146 | 0,7059 | 0,2935 |
Yooorr | 1,3764 | 0,6610 | 1,1751 | 0,4636 |
Yioporr | 2,1073 | 1,0078 | 1,8123 | 0,7150 |
Yioorr | 3,0594 | 1,6299 | 2,6171 | 1,1295 |
Yiooor | 4,6863 | 2,9427 | 3,9949 | 2,0240 |
Tabela 4.4: Kredibilitetne stope mortaliteta

Podsetimo se, nas cilj je bio da procenimo stope mortaliteta za svaku
starosnu grupu u okviru svake posmatrane populacije. Ako osiguravajuca
kompanija posluje na teritoriji Republike Srbije, aktuari za obra¢un premije
osobe muskog pola koja pripada starosnoj grupi ¢ koriste prvu komponentu
vektora 3?@2017, dok drugu komponentu navedenog vektora koriste za obra-
cun premije zenske osobe iz iste starosne grupe. Analogno, ako osigurava-
juca kompanija posluje na teritoriji Republike Hrvatske, aktuari za obracun
premije osobe muskog pola koja pripada starosnoj grupi ¢ koriste tre¢u kom-
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ponentu vektora Y 9017, dok ¢etvrtu komponentu navedenog vektora koriste
za obracun premije Zenske osobe iz iste starosne grupe.

Na slici 4.1 graficki su predstavljene ocene stopa mortaliteta za svaku
populaciju, za 2017. godinu.

5,0000
4,5000 /
4,0000
3,5000 j
3,0000 / T
2,5000 —4—M - Srhija
/ / =7 - Srbija
2,0000

M - Hrvatska

1,5000 // j/ —+é=7 - Hrvatska
1,0000 /, j
0,5000 ,/_ﬁ’/

Stope mortaliteta
izrafene u procentima

|

15-19
20-24 |
25-29 |
30-34
35-39
40-44
45-49
50-54
55-59
60-64
65-69
70-74

0,0000

Starosne grupe

Slika 4.1: Kredibilitetne stope mortaliteta

Posmatrajuéi sliku 4.1 primec¢ujemo da su stope mortaliteta ve¢e za mu-
sku nego za zensku populaciju. To nam govori da osiguravajuc¢e kompanije
veéi rizik prihvataju za muskarce nego za Zene, pa ¢e zbog toga muskarci
placati veéu premiju od Zena. Takode vidimo da su stope mortaliteta sta-
novnistva Republike Srbije vece od stopa mortaliteta stanovnistva Republike
Hrvatske. Analogno zaklju¢ujemo da osiguravajuc¢e kompanije Srbije pri-
hvataju veéi rizik od kompanija koje posluju na teritoriji Hrvatske, odnosno
da ¢e stanovnistvo Republike Srbije placati ve¢u premiju nego stanovnistvo
Republike Hrvatske. Sa slike 4.1 mozemo da primetimo i jedno logi¢no zapa-
zanje. Stope mortaliteta osoba ¢ija je starost izmedu 15 i 50 godina su jako
male, dok za osobe starosti ve¢e od 50 godina stope mortaliteta polako ra-
stu. Zaklju¢ujemo da osiguravajuce kuce veci rizik prihvataju za starije nego
za mladje osobe, odnosno mlade osobe ¢e pla¢ati manju premiju od starijih
osoba.
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Predikcije za 2018. godinu

Kao sto smo rekli, cilj aktuara je da procene verovatnoce prezivljavanja,
odnosno smrti osiguranika za svaku godinu trajanja osiguranja, zbog toga
nam nisu potrebne samo predikcije za 2017. godinu, ve¢ i za naredne godine.

Predikcije za stope mortaliteta za 2018. godinu izracunac¢emo primenom me-
toda “prosirenog prozora” i “pokretnog prozora” sa kojima smo se upoznali
u prethodnom delu rada.

Prosireni prozor

Stope mortaliteta za 2018. godinu ocenjene primenom metode “prosire-
nog prozora” nalaze se u tabeli 4.5. Navedene ocene racunaju se na osnovu
realnih podataka za svaku godinu u periodu od 2011. do 2016. godine, kao
i na osnovu predvidenih podataka za 2017. godinu.

‘ Populacija ‘ 1 ‘ 2 ‘ 3 ‘ 4 ‘
| Yioms | 0,0496 | 0,0205 | 0,0369 | 0,0140 |
| Yaoois | 0,0760 | 0,0261 | 0,0601 | 0,0183 |
| Yaoos | 0,0869 | 0,0372 | 0,0689 | 0,0263 |
| Yioos | 0,1150 | 0,0517 | 0,0934 | 0,0376 |
| Ysoos | 0,1601 | 0,0821 | 0,1311 | 0,0570 |
| Yeoois | 0,2520 | 0,1401 | 0,2094 | 0,0976 |
|
|
|
|
|
|

Yooois | 0,4692 | 0,2529 | 0,3955 | 0,1757 |
Ysoos | 0,8268 | 0,4142 | 0,7059 | 0,2938 |
Yooos | 1,3768 | 0,6614 | 1,1747 | 0,4627 |
Yiooos | 2,1063 | 1,0065 | 1,8124 | 0,7159 |
Yiioos | 3,0597 | 1,6303 | 2,6169 | 1,1284 |
Yiooos | 4,6866 | 2,9430 | 3,9952 | 2,0246 |

Tabela 4.5: Kredibilitetne stope mortaliteta za
2018. godinu dobijene metodom prosirenog prozora
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Pokretni prozor

Prilikom ocena stopa mortaliteta za 2017. godinu koristili smo realne
podatke iz prethodnih 6 godina. Za ocene stopa mortaliteta za 2018. godinu
primenom metode “pokretnog prozora” posmatrani opseg godina ostaje 6,
ali stope mortaliteta iz 2011. godine zamenjujemo predvidenim stopama
mortaliteta za 2017. godinu. Navedene stope mortaliteta nalaze se u tabeli
4.6.

‘ Populacija ‘ 1 ‘ 2 ‘ 3 ‘ 4 ‘
| Yioos | 0,0453 | 0,0162 | 0,0335 | 0,0102 |
| Yooois | 0,0713 ] 0,0214 | 0,0557 | 0,0139 |
| Yaoos | 0,0833 ] 0,0349 | 0,0656 | 0,0238 |
| Yuoos | 0,1133 ] 0,0517 | 0,0918 | 0,0365 |
| Ysoos | 0,1584 | 0,0805 | 0,1296 | 0,0551 |
| Yeoos | 0,2510 | 0,1423 | 0,2087 | 0,088 |
|
|
|
|
|
|

Yooos | 0,4587 | 0,2505 | 0,3890 | 0,1749 |
Ysoos | 08172 | 0,4163 | 0,6963 | 0,2931 |
Yooos | 13773 | 0,6670 | 1,1718 | 0,4695 |
Yiooos | 2,1113 | 1,0116 | 1,8055 | 0,7118 |
Yioos | 3,0273 | 1,5933 | 2,5018 | 1,1074 |
Yiooos | 4,6507 | 2,9057 | 3,9839 | 2,0048 |

Tabela 4.6: Kredibilitetne stope mortaliteta za
2018. godinu dobijene metodom pokretnog prozora



Glava 5

Visedimenzionalni
Bilman-Straubov model

5.1 Uvod

U prethodnom delu upoznali smo se sa visedimenzionalnim Bilmanovim
modelom. Videli smo kako se na osnovu gore navedenog modela racunaju
stope mortaliteta za vise populacija. Sada ¢emo se upoznati sa visedimenzi-
onalnim Bilman-Straubovim modelom.

U osiguranju automobila, kao i u drugim granama osiguranja uspostavljen
je tarifni sistem. To znaci da se prilikom odredivanja premije u obzir uzima
vise faktora koji uticu na iznos i frekvenciju steta. Za izracunavanje takvih
tarifa standardno je koristiti multivarijantne statisticke tehnike kao sto je ge-
neralizovano linerarno modeliranje. Ove metode dobro funkcionisu, odnosno
dobro su se pokazale za 'normalne’, prosecne stete. Medutim, pitamo se sSta
je sa retkim, ali izuzetno bitnim 'velikim’ Stetama, koje ¢ine vise od polovine
ukupnih potrazivanja. Savremeni autori smatraju da je visedimenzionalni
kredibilitet prikladno resenje u takvoj situaciji jer posmatra podatke iz razli-
¢itih kategorija istovremeno, a zatim nam govori Sta mozemo da zakljuc¢imo
o jednoj kategoriji uzimajuci u obzir i podatke o drugim kategorijama.

Pored osiguranja automobila, visedimenzionalni Bilman-Straubov model
se moze primeniti i za osiguranje zaposlenih u nekoj kompaniji. U takvoj situ-
aciji razlikujemo dve kategorije, a to su povrede nastale na poslu i van njega,
a u okviru ovih kategorije razlikujemo kratkoroc¢ne i dugoroc¢ne povrede.

65
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5.2 Procena kredibiliteta

Podsetimo se, u jednodimenzionalnom Bilman-Straubovom modelu po-
smatrali smo velicinu X;; koja je predstavljala prosecan iznos steta za rizik
i (i-tu grupu) u godini j sa tezinama m,; (broj osiguranika u i-toj grupi to-
kom j-te godine). Sada, u visedimenzionalnom Bilman-Straubovom modelu
posmatramo vektor prosec¢nih iznosa steta za i-tu grupu u godini j:

Xij = (Xija: Xigay - Xijp)'
i vektor izloZenosti riziku i-te grupe u godini j:
/
m; ;= (Mij1, Mij2, - Mijp)

gdei=1....1 ij=1,...n.

Takode, pretpostavimo da za svaku grupu ¢ postoji nivo rizika koje je ka-

rakterise: ©; = (0;1,0;2,...,0;,)". Odnosno, pretpostavljamo da se za
svaku grupu osiguranika i iz k - te kategorije nivo rizika moze okarakterisati
pomocu parametra rizika ©;,zat=1,...,1 1 k=1,...,p.

U jednodimenzionalnom Bilman-Straubovom modelu cilj je bio odrediti pre-
miju za narednu godinu )A(WH za svaku grupu (nivo rizika) i, dok je cilj u
visedimenzionalnom Bilman-Straubovom modelu odrediti vektor premija za
narednu godinu za svaku grupu :

£ ~ ~ N ’
Xi,n+1 = (Xi,n—i-l,h Xi,n+1,2> cee 7Xi,n+1,p> .

Kao sto smo rekli cilj je da se proceni X;, 11, pa je jedna od opcija da
X n+1 aproksimiramo pomocu linearne funkcije istorijskih podataka
Xi(1),...,Xi(p), gde je Xi(k) = (Xi1gs---,Xink). Dakle, posmatramo
ocene oblika a; o + Yp_; A, Xi(k), gde je a0 = [aio1...,a:0,]) vektor sa
elementima iz skupa R, dok je A;; € R™P matrica dimenzija n X p.

Sada je nas zadatak da odredimo a;o,A;1,...A;, tako da minimiziramo
srednju kvadratnu gresku gubitka:

QO=FE

k=1

<Xm+1 — o — fj A;’kXi(k)> ] . (5.1)
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Moze se pokazati da je linearna ocena kredibiliteta koja minimizira sred-
nju kvadratnu gresku [.1] data sa:

Xi,n-l—l = E(Xi,n-f—l) + COV(XZ‘JL_H, XZ)(COV(X“ X;))_I(Xz - E(XZ)), (52)

gde je: Xz = (Xi,la . 7Xi,n),-

Napomenimo da su matrice kovarijansi regularne, kao i da se dokaz prethod-
nog izraza moze pronaci u [6].

5.3 Visedimenzionalni Bilman-Straubov model

U ovom delu koristi¢emo sledeée oznake:

1(0;) = E[X; ;| 0;] - hipoteticka sredina;

3(®;) = Cov [XZ-J, X @l} - matrica kovarijansi procesa;

p = Eu(®;,)] = E[u®)] = (u(1),...,u(p)) - ocekivana vrednost
hipotetickih sredina (kolektivna premija);

T = Cov [u(0;), u(0;)'] = Cov [1(©), u(®)'] - matrica kovarijansi hi-
potetickih sredina;
e S = E[X(0;)] = E[X(0O)] - ocekivana vrednost matrice kovarijansi

procesa.

U viSedimenzionalnom Bilman-Straubovom modelu vaze sledeée pretpo-
stavke o uslovnoj raspodeli X; ; | ©;, kao i o raspodeli nivoa rizika ©;.

Pretpostavka 5.3.1 Slucajne promenljive X, ;| ©; gde j =1,...,n su me-
dusobno nezavisne sa istom raspodelom sa ocekivanjem i matricom kovari-
janst, redom.:

E[X;; 0] = u(©;) = (1(Oi1), ..., 1(Oip)),

@) g . ]
TGO R
Cov [Xi;, X}, 0] = £(6;) = I (5.3)
: L
0 0o ... )
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Pretpostavka 5.3.2 Parovi {(©;,X;) : i =1,2,...,1} su nezavisni, gde je
X = (X}, Xg,...,X},). Takode, slucajne promenljive nivoa rizika ©; =
(©i1,...,0;,) su nezasvisne sa istom raspodelom kao i © = (©4,...,0,) sa
ocekivanjem i matricom kovarijansi:

E(6;) = w(©;) = u(©) = (1(61),...,1(6,)),

Cov[©;,8]] = £(8;) = £(8) = |o*(6;, @j)}ijzl g
Primetimo da je matrica kovarijansi dijagonalna, pa pretpostavljamo
da su komponente vektora X; ; | ©; nezavisne. Medutim, u nekim situacijama
ne mozemo tvrditi nezavisnost. Na primer, ako zelimo da procenimo frekven-
cije 'velikih’ Steta i frekvencije 'normalnih’ Steta na osnovu visedimenzional-
nog Bilman-Straubovog modela, pretpostavka o nezavisnosti nije ispunjena.
Kada ocenjujemo frekvencije ’velikih’ i 'normalnih’ Steta mere izlozenosti ri-
ziku m; ;1 1 m; ;2 se odnose na isti broj ugovora, odnosno vazi m; ;1 = m; ;.
U slucaju kada su mere izloZenosti riziku jednake: m; ;1 = ... = m; , = m;
mozemo standardnu pretpostavku zameniti alternativnom pretpostavkom.

Alternativna pretpostavka se razlikuje od standardne pretpostavke na
mestu matrice kovarijansi u Pretpostavci 5.3.1., gde matricu kovarijansi
(5.3) mozemo zameniti slede¢om matricom kovarijansi:

COV(XZ‘J‘, X;j | @1) = h (@Z), (54)

mi,j

gde su tezine svih komponenti vektora X, ; jednake, odnosno vazi:
Mg = -« = Migjp = M.

Ako su ispunjene Pretpostavka 5.3.1 i Pretpostavka 5.3.2, tada je
Bilman-Straubova ocena kredibiliteta za vektor premija i-te grupe za na-

A A

A A /
rednu godinu X 41 = (Xi7n+171, Xint1,2,--- ,Xi,n_i'_l’p) koja minimizira sred-
nju kvadratnu gresku gubitka (5.1)) data sa:

Xz‘,n+1 =Z,-B,+(E—-1Z,) - p, (5.5)
gde su:
e B, individualna ocena premije za i-tu grupu (vektora X, ,+1),

e 1 kolektivna ocena vektora X, 41,
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e 7, matrica kredibiliteta koja se dobija uopstenjem jednakosti (3.26)) sa
strane B3l 1 ima sledeéi oblik:

Z.=T (T+M S M) (5.6)

Primetimo da je ocena kredibiliteta Xiynﬂ linearna kombinacija indivi-
dualne i kolektivne ocene vektora X, 1.

Individualna ocena B; predstavlja vektor prosecnih godisnjih Steta za i-tu
grupu (i-ti rizik), odnosno imamo:

/
Bi - (Bi,la Bi,?a s 7Bi,p) )
. L Ve
gdeza k=1,...,pim;er = Y My, Vazi
Jj=1

n m .k
27‘77
Bip =Y —= Xijp.

j=1 M ek

Ako je ispunjena standardna pretpostavka, tj. ako vazi jednakost ({5.3). i
ako je matrica izloZenosti riziku M, ; oblika:

mi i 0 .. 0
M 0 msizo ... 0
CV : : : : )
0 0 Mijp
_1 _1
tada matrica M, ;2 - S - M, ima sledece elemente:
(o 0 0 1
mMi e,1 )
_1 1 0 = 0
2 2 __ i,0,2
M,2-S-M,? =
2
0 0 I
L T Miep]

Napomenimo da Bilman-Straubova premija kredibiliteta Xi,nﬂ data formu-
lom predstavlja vektor kredibilitetnih premija za i-tu grupu ako pret-
postavimo da se u svakoj kategoriji k, k =1, ..., p nalazi po jedan osiguranik
i-te grupe. Ako je vektor izlozenosti i-te grupe za narednu godinu my; ,1,
tada je premija kredibiliteta data sa:

m; n4+1 © Xz‘,m-l.
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Razmotrimo sada sta se desava sa ocenom kredibiliteta Xi,nﬂ kada ume-
sto standardne pretpostavke vazi alternativna pretpostavka.

Kao sto smo rekli, alternativna pretpostavka vazi ako su mere izlozenosti
riziku jednake, odnosno ako vazi: m; 1 = ... =m;;, = m; ;.

Teorema 5.3.1. Neka vaze alternativne pretpostavke, tada je Bilman-Straubova
ocena kredibiliteta za vektor premija i-te grupe za narednu godinu X; 11 koja

minimizira srednju kvadratnu gresku gubitka data sa:
Xi,n—i—l =Z,-B;+(E—-1Z,) - p,
gde su:

e B, vektor individualne ocene premije za i-tu grupu dimenzije p sa Ssle-
decim elementima:

n

M
B’k:Z zJ'Xi’j)k za kz]‘?"'7p7

j=1 Mli,e

o 1 kolektivna ocena vektora X, 41,

o 7, matrica kredibiliteta sledeceg oblika:

-1

m,;,

)

Dokaz prethodne teoreme se moze na¢i u [4]. Primetimo, da za razliku
od jednodimenzionalnog modela, elementi matrica Z; mogu biti negativni.

5.4 Neparametarski visedimenzionalni
Bilman-Straubov model

U prethodnom delu smo pretpostavili da su poznate raspodele slucaj-
nih promenljivih X; ; | ©; 1 ©;, pa smo bili u prilici da odredimo numericke
vrednosti posmatranih parametara p, T i S. Kao $to smo napomenuli u pret-
hodnim modelima, u praksi ¢esto nemamo informacije o tim raspodelama i
zato modeli zahtevaju da se nepoznati parametri ocene na osnovu podataka,
tako da se obezbedi dobro slaganje modela i realnosti.

Prisetimo se, pretpostavili smo da za svaku grupu ¢ gde ¢ = 1,...,r
imamo istoriju podataka o Stetama i vektore izlozenosti u prethodnih n go-
dina: X;1,X59,...,X;, 1 m;;,m;s,...,m,,, a cilj je da odredimo ocenu
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kredibiliteta za slede¢u godinu XWH. Kako bismo odredili ocenu kredibi-
liteta za X 11, moramo pronaci nepristrasne ocene za ocekivanu vrednost
hipotetickih sredina p, matricu kovarijansi hipotetickih sredina T i ocekivanu
vrednost matrice kovarijansi procesa S.

Definisimo sledece oznake:
em,;, = zn: m;; - vektor ukupne izloZenosti riziku 7 - te grupe osiguranika
=1
tokom ;vih n; godina posmatranja za ¢ =1,...,r,
e X,o.=B,=(Bi1,Bis,... 7B'i,p)/ - vektor prosecnih gubitaka i - te grupe
osiguranika tokom svih n; godina posmatranja za ¢ = 1,...,r, gde je:

27]7
Big =Y —"= Xk,
j=1 Mok

T T n
em,, = > m;,=» » m,; - vektor ukupne izloZenosti riziku za sve
i=1 i=1 j=1
grupe osiguranika tokom svih godina posmatranja,
P N — — J— !/
e X,.=B= (Bl, B, ... ,Bp) - vektor prosecnih gubitaka osiguranika

iz svih grupa tokom svih godina posmatranja, gde je:

U nastavku navodimo nepristrasne ocene za u, S1i T.

Nepristrasna ocena za p je:

//j’ = (ﬁ’(l)7 ﬁ(2>7 cee 7/7(]9)), - K.7. = E,
odnosno nepristrasna ocena k-te komponente vektora u je:

I
~ ) m;.e
(k) =By =3 "% By,

i=1 Me,e.k

gde je:
o By =Y —%.X,;,- prosena Steta i-te grupe u kategoriji k.
1T ek
7j=1 2,0,
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Sada nas zanima nepristrasna ocena za S = E [3(0©;)]. Iz Pretpostavka
5.3.1 znamo da je 3(0;) dijagonalna matrica jer su komponente vektora
X, ; | ©; nezavisne, pa je potrebno oceniti samo dijagonalne elemente matrice

S.

Nepristrasna ocena k-tog dijagonalnog elementa matrice S je:

gde je:

Z mijx - (Xijx — Bix)® - nepristrasna ocena varijanse

slucajne promenlJ ive X, 1, koja predstavlja iznos Stete i-te grupe u okviru
kategorije k, sa tezinskim koeficijentima m; j .

Za razliku od matrice S, matrica kovarijansi hipotetickih sredina
T = Cov [u(©;), u(0;)’] ima vandijagonalne elemente razli¢ite od nule, zato
je potrebno oceniti i dijagonalne i vandijagonalne elemente matrice T.

Dijagonalne elemente matrice T mozemo oceniti na slican nac¢in kao para-
metar a u jednodimenzionalnom Bilman-Straubovom modelu, odnosno k-ti
dijagonalni element matrice T ocenjujemo sa:

- I I-o} ¢ -
2 2 E| k 2 2
T = Ck Me ok Bkami,ok_m X _I'm B ( Bmm“k_gk’)’ (5 7)
.7.7 .7.7 .7.7
gde je:

. S2Bk m; ., hepristrasna ocena varijanse slucajne promenljive By koja
predstavlja iznos Stete u okviru kategorije k, sa tezinskim koeficijen-
tima m; o data sa:

1 ! _
Ssz,m@.,k =T Z M ek " (Bi,k - Bk>2, (5.8)
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Vandijagonalni element matrice T koji se nalazi u k-toj vrsti i [-toj koloni
oznacimo sa 7. Element 75,; matrice 7" moZemo oceniti na dva nacina.
U prvom nacinu koristimo tezinske koeficijente m; q x:

— Ck
Tk,l* =1-

. COVmi’.JC (Bk, Bl) s (59)

Me ek
gde je:

® COVp,, . (B, B) kovarijansa slucajnih promenljivih By, B; sa tezinskim
koeficijentima m; o, data sa:

COVmi,c,k<Bk7 Bl) - Iil : i M ek ° (Bz‘,k - Ek) : (Bi,l — El) (5.10)
=1

Ocenu za 73;; mozemo dobiti koristedi i tezinske koeficijente m; q;:

. i
TkJ** =1-

- coVin. . (Bi, By, 5.11
m.’.J cov z,o,l( k l) ( )

gde je:

® COVy,, (B, Br) kovarijansa slucajnih promenljivih By, B sa tezinskim

koeficijentima m, .; data sa:

COVin, o, (Br, Br) = Iil ' EI: Moy - (Bi,k - Ek:) ' (Bi,l - §l>~

=1

Podsetimo se da je matrica T matrica kovarijansi hipotetickih sredina, to
znadi da dijagonalni elementi predstavljaju varijanse 772, dok vandijagonalni
elementi predstavljaju kovarijanse 7 ;. Znamo da varijansa bilo koje slucajne
promenljive nikad nije negativna, zato u situacijama u kojima se dobije da
je 78 < 0 uzimamo 77 = 0. Iz formule za koeficijent korelacije date izrazom
sa strane (7} i teoreme date u [§] koja govori da za koeficijent korelacije
vazi: |pxy| < 1 zakljucujemo da mora biti ispunjen uslov: |7, < 7% - 7.
Ako je prethodni uslov ispunjen 7;; ocenjujemo aritmetickom sredinom ocena
datih izrazima i (5.8).

U opstem slucaju, ocena za vandijagonalni element matrice T u Bilman-
Straubovom modelu je data sa (pogledati [7]):

—— sk — sk — —
_ Tkl + Tkl ) 1Ter™ + 7o 5 3
Tkl = Sgn — | min f; TG - T (5.12)
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Posmatrajmo sada matricu kovarijansi slucajnih promenljivih By, Bs, ..., Bp,
gde By, predstavlja iznos stete u kategoriji k. Primetimo da se k-ti dijagonalni
element te matrice (varijansa) racuna iz formule (5.8)), dok se vandijagonalni
elementi (kovarijanse) k-te vrste racunaju primenom formule sa tezin-
skim koeficijentima m; 4%, za K = 1,...,p. Na osnovu prethodnog zapazanja
formiramo matricu kovarijansi Sg sluc¢ajnih promenljivih By, By, ..., B, sa
tezinskim koeficijentima m; o  na sledeé¢i nacin:

5By mi e €OV, oy (B1,B2) ... coVi,, (B1,Bp)
COVin, o, (B2, By) 5B, mi s . COVpy,,,(Ba, By)

Sp =
_covmi’_yp(Bp, B1) cov,,, (Bp, B2) ... s%p’mi,.’p ]

Iz formule (5.7) moZemo primetiti da se ocena za k-ti dijagonalni element
matrice T dobija kao proizvod konstante I - —%— i razlike k-tog dijagonal-

0.0k

nog elementa matrice Sp i k-tog dijagonalnog elementa matrice S. Sli¢no, iz
formula i vidimo da se ocene vandijagonalnih elemenata koji se
nalaze u k-toj vrsti matrice T dobijaju mnozenjem vandijagonalnih eleme-
nata k-te vrste matrice S konstantom I - mc’“

o, 0k :

Dakle, mozemo definisati matricu R sledeéeg oblika:
R=(Sp-8)oC,
gde je:
e S dijagonalna matrica sa elementima ;,%, k=1,2...,p,
e o oznaka za Hadamardov proizvod matrica [pogledati 18. stranu],

e C kvadratna matrica reda p:

C1 &1 (&]
mo,o,l mo,o,l o mo,o,l
C=1- : A, 1) =T Co (5.13)
Cp Cp Cp

Mee,p Me.ep Me.e,p
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Konac¢no, ocena matrice kovarijansi hipotetickih sredina T je matrica

sledeceg oblika:
|
Kao sto smo rekli, ako za dijagonalni element matrice T dobijemo nega-
tivnu vrednost, onda koristimo pravilo po kome taj element uzima vrednost
0. Takode smo spomenuli da u slu¢aju u kome za vandijagonalne elemente

matrice T nije ispunjen uslov |7,| < 74 - 7; koristimo sledeéu formulu:

s
_ Til + Tk, = 3
Tk, = SgN -5 ) VT

Dakle, neparametarski Bilman-Straubov ocenjiva¢ X, 41 =

(Ximt11s--- ,)A(i,nJer)’, koja minimizira srednju kvadratnu gresku gubitka
sa strane [60] dat je sa:

Xi,n—i—l =7,-B, + (E, — Zz) - [, (5.14)
gde je:

5.5 Primena visedimenzionalnog
Bilman-Straubovog modela u aktuarstvu

U ovom delu videéemo kako se visedimenzionalni Bilman-Straubov model
moze primeniti u praksi.

Posmatrajmo kasko osiguranje vozila na realnim podacima osiguravajuce
kompanije koja svoju delatnost vrsi na teritoriji Republike Srbije. Pretpo-
stavimo da u portfoliju postoji pet tarifnih grupa. Kojoj tarifnoj grupi ¢ée
pripadati odredeni automobil zavisi od njegove vrednosti, odnosno od visine
osigurane sume. U prvoj tarifnoj grupi nalaze se vozila ¢ija je vrednost naj-
manja (manja od 10 000 evra), dok se u petoj tarifnoj grupi nalaze vozila
najvece vrednosti (vozila ¢ija je vrednost veca od 50 000 evra).
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Takode pretpostavimo da je portfolio podeljen u tri kategorije, u zavisno-
sti od regije kojoj automobil pripada. Posmatrane kategorije su Vojvodina,
Beograd i istoCna i zapadna Srbija.

Za svaku tarifnu grupu u okviru svake kategorije dati su podaci o izlo-
zenosti i prosecnom iznosu Steta u evrima tokom 2014., 2015., 2016. i 2017.
godine, odnosno dati su vektori m; ; i X; ; ( u radu nisu navedeni zbog obim-
nosti podataka), gde ¢ = 1,...,5, j = 1,...,4. Nas cilj je da odredimo
neto premiju (prosecan iznos Stete) za 2018. godinu za svaku tarifnu grupu
u okviru svake kategorije.

U okviru svake regije za svaku tarifnu grupu u tabeli 5.1. navedene su
sledece veli¢ine:

e prosecan gubitak ¢ - te grupe osiguranika u regiji £ tokom svih godina
posmatranja B, i,

e ukupna izlozenost riziku ¢ - te grupe osiguranika u regiji k tokom svih
godina posmatranja m; e i,

e standardna devijacija ¢ - te grupe osiguranika u regiji k tokom svih
godina posmatranja:

_ 1 &
Oik = Z m; k- (Xi7j7k - Bi,k)z-
n—1:3

‘ Tarifna ‘ Vojvodina ‘ Beograd ‘ Ist. i zap. Srbija ‘
‘ grupa i ‘ B, ‘ 01 ‘ M e,1 ‘ Bia ‘ 0i2 ‘ Mje2 ‘ Bis ‘ 0i3 ‘ Mie3 ‘
|1 | 81,99 | 1.117 | 33.899 | 147,16 | 833 | 23.350 | 129,33 | 448 | 5.968 |

| 163,13 | 951 | 14.508 | 265,66 | 1.487 | 13.367 | 242,04 | 1.543 | 3.709 |

249,94 | 1.671 | 7.091 | 401,30 | 706 | 3.312 | 273 | 1.746 | 1.842 |

| 422,10 | 1.310 | 3.722 | 574,82 | 3.889 | 1.769 | 483,14 | 1.027 | 945 |

QU= WwW | N

| 518,51 | 5.786 | 3.820 | 873,10 | 5.369 | 2.128 | 928,55 | 5.042 | 899 |

Tabela 5.1: Prosecan gubitak, izlozenost i standardna devijacija

Podsetimo se, prosecan iznos Steta za i-tu grupu osiguranika se racuna
primenom izraza (5.14]), odnosno nas zadatak je da procenimo vektore B; i
i, kao i matrice Z;, gde i =1,...,5.
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Vrednosti vektora By, Bo, B3, B4 i B5 mozemo procitati iz tabele 5.1, dok

se k-ta komponente vektora fi = B rac¢una na slede¢i nacin:

I
) m; ek
Bk = Z : B”’vk

i=1 Me e,k

U tabeli 5.2 nalaze se vrednosti vektora j1 i B; zai = 1,...5, odnosno date
su individualne premije za svaku tarifnu grupu, kao i kolektivna premija.

‘ Reglja k ‘ B1 ‘ B2 ‘ B3 ‘ B4 ‘ B5 ‘ ﬂ ‘
| Vojvodina | 81,99 | 163,13 | 249,94 | 422,10 | 518,51 | 166,09 |
| Beograd | 147,16 | 265,66 | 401,30 | 574,82 | 873,10 | 254,77 |

| Ist. i zap. Srbija | 129,33 | 242,04 | 273,00 | 483,14 | 928,55 | 259,21 |

Tabela 5.2: Individualne i kolektivna neto premija

Da bismo odredili ocene matrica kredibiliteta Z; moramo najpre oceniti
ocekivanu vrednost matrice kovarijansi procesa S i matricu kovarijansi hipo-
tetickih sredina T.

Primenom formule za racunanje ocene k-tog dijagonalnog elemenata ma-
trice S:

dobijamo da je matrica S sledeceg oblika:

8.027.424 0 0
S = 0 9.470.907 0
0 0 6.421.039

Ocenu matrice T rac¢unamo na nacin opisan u prethodnom poglavlju,
odnosno primenom formule:

T=--(R+R).

DO | —

Dijagonalni i vandijagonalni elementi matrice kovarijansi Sg slucajnih pro-
menljivih By, By, ..., B, sa tezinskim koeficijentima m; ) se racunaju pri-

menom jednakosti (5.8]) i (5.10)), redom.
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Primenom prethodnog dobija se matrica Sg:

252.034.260 382.707.317 373.417.209
Sp = [215.059.605 334.469.275 334.507.763 .
83.436.073 131.558.559 138.065.816

Vektor ukupne izlozenosti, odnosno ukupan broj osiguranih automobila u
svakoj regiji je:

m,. = [63.040 43.926 13.363| .

Primenom formule (5.13)) dobija se matrica konstanti C:

0,000099 0,000099 0,000099
C = (0,000148 0,000148 0,000148].
0,000431 0,000431 0,000431

Sada mozemo da odredimo matricu R primenom formule:
R =(Sp-S)oC.
Dobija se matrica R sledeé¢eg oblika:

24.265 38.058 37.134
R = [31.835 48.109 49.516].
35.937 56.664 56.701

Za ocenu matrice kovarijansi hipotetickih sredina T dobijamo slede¢u ma-

tricu:
24.265 34.946 36.536

T = [34.946 48.109 53.090].
36.536 53.090 56.701

Primetimo da za neke vandijagonalne elemente matrice T nije ispunjen
uslov |7x,| < 7% - 7, stoga koristimo formulu:

Thl Tkl 5 3
ﬁﬁzsgn(’ ’ >-\/7’,§-7’f, za k#1.

2
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Konacno, ocena matrice kovarijansi hipotetickih sredina T je:

24.265 34.167 36.536
T = [34.167 48.109 52.228].
36.536 52.228 56.701

Sada koristimo matrice S i T kako bismo odredili ocene matrica kredibili-
teta. U tabeli 5.3 date su ocene matrica kredibiliteta za svaku tarifnu grupu
dobijene primenom formule:

2= (Temdos o)
i Matrice krAZedibiliteta Individua\lf: tOIlzorll(;Eltfifri‘:mljaPremija
! premija B; premija ji | kred. X, 11
10,4085 0,5180 —0,094 (81,99 166, 097 88,23
1 0,8872 —0,088 0,423 147,16 254,77 134,76
|—0,428 11,1221 0,2377 1129, 33 1259, 21 1143, 58
10,3888 0,4325 —0,0044 163, 13] 166, 097 169, 727
21 10,5538 0,276  0,3008 265, 66 254,77 250,97
—0,014 0,735 0,3221 1242, 04 1259, 21| 1261, 72]
[0,4722 0,2302 0,1206] 249, 947 166, 097 241,07
31 10,5814 0,2400 0,3066 401, 30 254,77 342,92
10,3715 0,3738 0,3922] 1273, 00 1259, 21 1350, 54
[0,4305 0,2231 0, 1442] (422,10 166, 097 (379, 99]
41 10,5538 0,2732 0,2791 574,82 254,77 546, 51
10,4542 0,3543 0, 3403} 1483, 14 1259, 21 1565, 06
[0,4158 0,2542 0,1264] 518, 517 166, 097 554, 38
51 10,5383 0,3132 0,2538 873,10 254,77 808,02
10,4296 0,4073 0,3091] 1928, 55 1259, 21 1869, 33

Tabela 5.3: Matrice kredibiliteta i vektori neto premija

Matrica kredibiliteta koja se odnosi na i-tu tarifnu grupu predstavlja
tezinu vektora individualne premije B;, dok matrica E—Z; predstavlja tezinu
vektora kolektivne premije pu.
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Ocene kredibiliteta neto premija predstavljene vektorima neto premija za
svaku tarifnu grupu dobijene su kao kombinacija individualne i kolektivne
premije sa navedenim ponderima, odnosno primenom formule . Ove
ocene prikazane su u poslednjoj koloni tabele 5.3.

Podsetimo se, nas cilj je bio da odredimo neto premiju za 2018. godinu
za svaku tarifnu grupu u okviru svake kategorije. Neto premije kredibiliteta
za vozila koja pripadaju kategoriji Vojvodine su prve komponente vektora
XWH, dok druge komponente navedenih vektora predstavljaju neto premije
kredibiliteta za vozila koja su registrovana na teritoriji Beograda. Analogno,
neto premije kredibiliteta za vozila koja su registrovana na teritoriji istocne i
zapadne Srbije su tre¢e komponente vektora XMH. Napomenimo da matrice
kredibiliteta ne mozemo interpretirati na jednostavan nacin kao u jednodi-
menzionalnom slucaju. Prethodno vazi jer za proracun neto premije za odre-
denu tarifnu grupu u okviru odredene kategorije koriste se ne samo istorijski
podaci o datoj tarifnoj grupi u okviru navedene kategorije, nego i podaci o
drugim tarifnim grupama u okviru date kategorije, kao i podaci o slicnim
tarifnim grupama koje pripadaju drugim kategorijama.

Poredenje individualne, kolektivne i premije kredibiliteta za svaku regiju
graficki je predstavljeno na slici 5.1, slici 5.2 i slici 5.3. Plavi stubi¢i pred-
stavljaju izlozenost (ukupan broj vozila) posmatrane regije, dok sivi stubici
predstavljaju izlozenost preostale dve kategorije.

Posmatrajmo sliku 5.1. Primetimo da je za regiju Vojvodine premija
kredibiliteta veoma sliéna individualnoj premiji za prve tri tarifne grupe.
To objasnjavamo velikom izloZzenoséu Vojvodine za te tarifne grupe. Malo
odstupanje kod cetvrte tarifne grupe se desilo zbog uticaja drugih tarifnih
grupa. Primetimo da za petu tarifnu grupu dobijamo “¢udan” rezultat, od-
nosno da je neto premija kredibiliteta vec¢a i od individualne i od kolektivne
neto premije. To objasnjavamo ¢injenicom da na premiju kredibiliteta uticu
i podaci iz slicnih tarifnih grupa drugih regija. U tabeli 5.3 mozemo videti da
su individualne premije za drugu i tre¢u regiju znatno veée od individualne
premije prve regije.

Na slici 5.2 primetimo da za vozila registrovana na teritoriji Beograda
premija kredibiliteta ne odstupa znacajno od individualne premije, ali da je
konstantno manja. Ako pogledamo individualne premije u tabeli 5.3. prime-
timo da je premija za vorzila iz Beograda skoro uvek veca od premije za vozila
iz preostale dve regije. Zbog kombinacije prethodnog i ¢injenice da preostale
dve regije zajedno imaju vecu izlozenost od posmatrane regije se dobija da
je premija kredibiliteta konstantno manja od individualne premije.
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Slika 5.1: Individualna, kolektivna i premija kredibiliteta za
vozila registrovana na teritoriji Vojvodine
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Slika 5.2: Individualna, kolektivna i premija kredibiliteta za
vozila registrovana na teritoriji Beograda
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Slika 5.3: Individualna, kolektivna i premija kredibiliteta za

vozila registrovana na teritoriji istocne i zapadne Srbije

Posmatrajmo sada sliku 5.3. Primetimo da za drugu, treéu i Cetvrtu
tarifnu grupu opet dobijamo “Cudan” rezultat, odnosno da je neto premija
kredibiliteta veca i od individualne i od kolektivne neto premije. Sa slike
vidimo da je izloZzenost posmatrane regije znatno manja od izlozenosti druge
dve regije zajedno. Mala izlozenost i ¢injenica da se za proracun neto pre-
mije za odredenu tarifnu grupu u okviru odredene kategorije koriste ne samo
istorijski podaci o datoj tarifnoj grupi u okviru navedene kategorije, nego
i podaci o slicnim tarifnim grupama koje pripadaju drugim kategorijama
objasnjavaju “cudan” rezultat.

Razmotrimo jos jednu situaciju u kojoj se koristi visedimenzionalni Bilman-
Straubov model. Osiguravajué¢a kompanija zeli da izrac¢una ocekivanu vred-
nost koli¢nika Steta za razlicite tarifne grupe u okviru odredene grane osigu-
ranja. Posmatrani kolicnik (racio) Steta predstavlja odnos ukupnog iznosa
Steta i ukupne premije osiguranja. Kompanija poseduje vlastite podatke, ali
i sumirane podatke drugih kompanija za prethodnih n godina.

Na osnovu liénih podataka i podataka drugih kompanija za svaku tarifnu
grupu u tabeli 5.4. navedene su sledece velicine:
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e prosecan racio Steta i - te grupe osiguranika B, j,
e ukupna izloZenost riziku ¢ - te grupe osiguranika m; o ,

e standardna devijacija ¢ - te grupe osiguranika:

_ 1
Oik =
n p—

Xijk — Bik)?.

Sopstvena kompanija Druge kompanije

Tarifna ‘ ‘ ‘
‘grupaz‘ B ‘ zl ‘mz.l‘ B;s ‘ ;Z\Q ‘ M2 ‘
|1 | 081 | 4230 | 3.847 | 0,75 | 43,60 | 14.608 |
|2 | 094 | 31,60 | 1.150 | 0,86 | 27,10 | 3.081 |
|3 | 093 | 2720 | 2.843 | 1,06 | 49,30 | 4.644 |
|4 | 114 | 4925 | 1.123 | 089 | 17,30 | 3.487 |
5 | 073 | 1640 | 532 | 1,01 | 23,90 | 9.004 |
|6 | 1,04 | 3765 | 1.309 | 086 | 2745 | 4.467 |
|7 | 148 | 3960 | 1.332 | 1,19 | 46,60 | 4.536 |
| 8 | 110 | 2160 | 923 | 0,79 | 2335 | 2718 |

Tabela 5.4: ProseCan racio Steta, izlozenost i standardna devijacija

Ocene kolektivne premije u, o¢ekivane vrednosti matrice kovarijansi pro-
cesa S 1 matrice kovarijansi hipotetickih sredina T su:

. 0, 9846 & 33,2 0 P 0,0279 0,0203
"“loooas]” T T 0 823 T 10,0203 0,0198)
U tabeli 5.5 za svaku tarifnu grupu date su ocene matrica kredibiliteta,

vektora individualnih i kolektivnih koli¢nika Steta, kao i ocene kredibilitetnih
koli¢nika steta.
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- Matrice _ Vekjcori koliér.likz.i Steta .
i kredibiliteta 2 Ind1v3dualn1 Kolel.<t1\:n1 RacAlo
racio B; racio [ kred. X, 11
(0,516 0,447] [0, 810] [0, 985] [0, 825]
! 10,115 0,794] 10, 750 10,905 ] 10, 762]
10,332 0,449] [0, 940] [0, 985] [0, 950]
2 10,163 0, 544] 10, 860 | 10,905 10, 873]
(0,517 0,367] [0,930] [0,985] [1,013]
; 10,219 0,574] 10,060 10,905 10,982
(0,317 0,477] (1, 140] [0, 985] [1,027]
! 10,150 0,576] 10,890 10,905 10,920
(0,142 0, 746] [0, 730] [0, 985] [1,027]
’ 10,043 0, 809] 11,010 10,905 10,979
(0,333 0,501] [1,040] [0, 985] [0, 981]
6 10,143 0,625] 10, 860 | 10,905 10, 885]
(0,336 0,501] [1,480] [0, 985] [1,294]
! 10,143 0,627] 11,190 10,905 11,155]
(0,293 0,453] [1,100] [0, 985] [0, 966]
; 10,150 0, 528] 10, 790 10,905 10, 861

Tabela 5.5: Matrice kredibiliteta i vektori koli¢nika Steta

Podsetimo se, nas cilj je bio da predvidimo racio Steta za n 4+ 1-vu go-
dinu na osnovu podataka nase kompanije, ali i podataka drugih kompanija iz
prethodnih n godina. Nas zanimaju koli¢nici steta kredibiliteta za nasu kom-
paniju. Navedeni koli¢nici predstavljaju prve komponente vektora XMH.
Ako zelimo da uporedimo nase koli¢nike sa koli¢nicima drugih kompanija
pogledac¢emo druge komponente vektora }A(i,nﬂ.

Poredenje izlozenosti, individualnih koli¢nika Steta i koli¢nika Steta kre-
dibiliteta u okviru nase kompanije, ali i drugih kompanija graficki je pred-
stavljeno na slici 5.4. Plavi stubiéi predstavljaju izlozenost nase kompanije,
dok sivi stubici predstavljaju izlozenost ostalih kompanija zajedno.
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A
Y -
Nadalida

Tarifna grupa

Slika 5.4: Izlozenosti, individualna racija Steta i racija Steta kredibiliteta

Prvo sto primetimo na slici 5.4 je da individualni koli¢nici Steta nase
kompanije variraju u zavisnosti od tarifne grupe, dok individualni koli¢nici
steta drugih kompanija ne variraju u tolikoj meri. Takode primec¢ujemo da za
nasu kompaniju individualni koli¢nici Steta znacajno odstupaju od koli¢nika
Steta kredibiliteta, dok su individualni koli¢nici i koli¢nici kredibiliteta drugih
kompanija veoma sli¢ni. Prethodna zapazanja objasnjavamo ¢injenicom da
je izlozenost nase kompanije mnogo manja od izlozenosti drugih kompanija
zajedno, sto takode mozemo videti sa slike 5.4. Zbog razlike u izlozenosti
dolazimo do zakljucka da podaci drugih kompanija imaju veéi uticaj na nase
koli¢nike, nego nasi podaci na koli¢nike drugih kompanija zbirno.

Analizirajmo sada koli¢nike steta odredenih tarifnih grupa. Primetimo
da je individualni racio Steta nase kompanije za petu tarifnu grupu zna-
cajno manji od drugih koli¢nika Steta. Takode primecéujemo da je izlozenost
nase kompanije za petu tarifnu grupu jako mala u odnosu na izlozenost dru-
gih kompanija za istu tarifnu grupu. Zbog toga je uticaj podataka drugih
kompanija na nas racio steta kredibiliteta pete tarifne grupe mnogo veéi od
uticaja podataka nase kompanije. Prethodno objasnjava ¢injenicu da je nas
racio Steta kredibiliteta pete tarifne grupe priblizniji individualnom poka-
zatelju steta drugih kompanija nego individualnom pokazatelju Steta nase
kompanije. Takode mozemo da primetimo da je racio steta najveci za sedmu
tarifnu grupu. Zbog uticaja drugih tarifnih grupa nase kompanije, ali i ta-
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rifnih grupa drugih kompanija nas racio steta kredibiliteta za sedmu tarifnu
grupu je manji od naseg individualnog koli¢nika sSteta sedme tarifne grupe.



Zakljucak

Teorija kredibiliteta je metoda koji se koristi u aktuarskoj matematici,
sluzi za unapredivanje postupka odredivanja premije polise osiguranja. Ona
predstavlja skup alata koji omogucava osiguravajuc¢oj kué¢i da izvrsi procenu
buduceg rizika ili grupe rizika. Prilikom odredivanja neto premije za odre-
denu tarifnu grupu, teorija kredibiliteta posmatra istorijske podatke o toj
tarifnoj grupi, ali i podatke o slicnim tarifnim grupama, odnosno premija
kredibiliteta predstavlja linearnu kombinaciju individualne i kolektivne pre-
mije. To je osnovna ideja teorije kredibiliteta, a njen cilj je odredivanje
faktora kredibiliteta koji govori u kojoj meri premija kredibiliteta zavisi od
individualne, a u kojoj od kolektivne premije.

Visedimenzionalna teorija kredibiliteta posmatra vise faktora koji uticu
na frekvenciju i iznose steta, zahvaljujuci kojima se pojavljuju homogene ta-
rifne ocene koje omogucavaju pravednije odredivanje premije, odnosno za
proracun neto premije za odredenu tarifnu grupu u okviru odredene kate-
gorije koriste se ne samo istorijski podaci o datoj tarifnoj grupi u okviru
navedene kategorije, nego i podaci o drugim tarifnim grupama u okviru date
kategorije, kao i podaci o slicnim tarifnim grupama koje pripadaju drugim
kategorijama.

U ovom radu bavili smo se jednodimenzionalom i viSedimenzionalnom te-
orijom kredibiliteta visoke preciznosti. Najpre smo se upoznali sa Bejzovom
metodologijom u jednodimenzionalnom slucaju. Kako se Bejzova premija
tesko racuna u praksi jer zahteva podatke o raspodelama, dati su modeli
koje je aproksimiraju: Bilmanov model iz 1967. godine i njegovo uopste-
nje Bilman-Straubov model iz 1970. godine. Bilman-Straubov model se
koristi za izracunavanje premije kredibiliteta i frekvencije Steta, a takode
predstavlja osnovu za formiranje visedimenzionalnih modela teorije kredi-
biliteta. U okviru visedimenzionalne teorije kredibiliteta predstavljeni su
visedimenzionalni Bilmanov i Bilman-Straubov model. Za navedene modele,
u jednodimenzionalnom i visedimenzionalnom slucaju, izlozene su njihove
aproksimacije neparametarskim modelima u kojima su date statisticke ocene
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parametara u modelima.

Cilj ovog rada pored upoznavanja visedimenzionalne teorije kredibiliteta
visoke preciznosti je i primena navedene teorije u aktuarstvu. U radu je data
primena visedimenzionalnog Bilmanovog modela u Zivotnom osiguranju u
okviru koje su izracunate ocene stopa mortaliteta za musku i zensku popu-
laciju Republike Srbije i Republike Hrvatske. Primena visedimenzionalnog
Bilman-Straubovog modela u neZivotnom osiguranju prikazana je na primeru
predvidanja iznosa Steta (neto premija) kasko osiguranja vozila, kao i na pri-
meru predvidanja koli¢nika steta na osnovu sopstvenih podataka kompanije,
ali i podataka drugih kompanija. Na osnovu datih primera dosli smo do
zakljucka da zaista na predvidenu neto premiju za odredenu tarifnu grupu
u okviru odredene kategorije uti¢u ne samo istorijski podaci o datoj tarif-
noj grupi u okviru navedene kategorije, nego i podaci o drugim tarifnim
grupama u okviru date kategorije, kao i podaci o slicnim tarifnim grupama
koje pripadaju drugim kategorijama. To je upravo glavna razlika izmedu
jednodimenzionalnog i visedimenzionalnog kredibiliteta.
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