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Predgovor

Matematika, kad je covek dobro shvati,
sadrzi ne samo istinu vec i najvisu lepotu

Bertrand Russell

Resavanje nelinearnih jednacina je jedan od najstarijih i najvaznijih matematickih problema
jer se osim u primenjenoj matematici javlja u matematickim modelima inzinjerskih disciplina,
fizici, astronomiji, ekonomiji pa ¢ak i u drustveno-humanistickim naukama. Trazenje tacnog
reSenja nelinearne jednacine pomocu formule koja se sastoji od elementarnih algebarskih
operacija i elementarnih funkcija je moguce samo kod malog broja nelinearnih jednacina
(npr.kvadratne). Zato se primenjuju odredeni numericki (iterativni) postupci pomocu kojih se uz
pocetne uslove dobija priblizno reSenje nelinearne jednaCine sa zadatom tolerancijom.
Konstruisanje numeri¢kih postupaka je posebno zanimljiva i neiscrpna tema u numerickoj
matematici koja privla¢i paznju mnogih autora viSe od Cetiri veka. Knjige Ostrovskog, [9],
Trauba, [10], Ortege i Rajnbolta, [8], Sezdesetih i sedamdesetih godina dvadesetog veka su u
dobroj meri sistematizovale znanja iz ove oblasti. Uprkos velikom broju knjiga i velikom broju
radova na ovu temu, poslednjih deset godina dolazi do ekspanzije iterativnih postupaka za
reSavanje nelinearnih jednaCina. Za to postoji viSe rezloga. Jedan je pojava modernih racunara
velike preciznosti koji su omogucili razvoj novih, brzih i efikasnijih postupaka. Svaki od
razvijenih postupaka ima svoje prednosti ali i mane pa je to dodatna motivacija za pronalazenje
novih postupaka koji prevazilaze te mane.

Cilj svakog postupka za reSavanje nelinearnih jednacina je visok red konvergencije i visoka
stopa racunske efikasnosti. Na ovu temu postoji objavljeno viSe desetina hiljada radova. Kao
dodatni problem se javlja i originalnost tih radova. Cesto se desi da je objavljeni rad efikasan ali
ne originalan i obrnuto.

Najpoznatiji iterativni postupak za reSavanje nelinearnih jednacina je Njutn-Rafsonov
postupak

f ()

xk+1 = xk _f,(xk)

Mozemo primetiti da ovaj postupak u svom izracunavanju koristi izvod funkcije f.

Rad ¢e se baviti isklju¢ivo analizom iterativnih postupaka koji ne koriste izvode funkcije f.
Motivacija za ovu temu je mogucnost da funkcija nije zadata eksplicitno. Moze se desiti da



funkcija nije diferencijabilna ili da su njeni izvodi komplikovani za ra¢unanje. Najpoznatiji
postupci ovog tipa su postupak polovljenja, postupak secice i1 postupak regula-falsi. Postupak
secice je generalno brz ali moze biti i ekstremno spor za odredene klase funkcija. DeSava se da
ne konvergira ako pocetna aproksimacija nije dovoljno blizu nule funkcije. Postupak polovljenja
je siguran Sto se ti¢e konvergencije ali je veoma spor. Potrebno je dobiti postupak koji ima visok
red konvergencije a garantuje konvergenciju u malom broju racunanja vrednosti funkcije. Neki
autori su koristili kombinaciju metoda superlinearne konvergencije sa postupkom polovljenja
koji zadrzava dobre osobine postupka. Uspesne algoritme razvili su Deker, Brent 1 Bus, [1].

Rad se bavi analizom nekih osnovnih postupaka bez izvoda za reSavanje nelinearnih
jednacina kao $to su postupak polovljenja 1 se€ice 1 analizira publikovane i prihva¢ene radove u
kojima se postupci za reSavanje nelinearnih jednac¢ina unapreduju tako $to nastaju kombinacijom
nekih poznatih iterativnih postupaka. U radu ¢e biti predstavljen i moj originalan doprinos ovoj
temi sa numerickim eksperimentalnim primerima.

Master rad se sastoji od slede¢ih poglavlja:

Predgovor

1. Uvodni deo

2. Iterativni postupci bez izvoda

3. Modifikacija nekih iterativnih postupaka
4. Numericki rezultati

5. Zakljucak

6. Literatura

7. Biografija

Numerisanje svih definicija, teorema, primera, algoritama i tabela izvrSeno je prema
redosledu javljanja u radu.

Prvo poglavlje se sastoji od pet odeljaka i u njemu je dat opsti pristup reSavanju nelinearnih
jednacina iterativnim putem. Data je definicija i klasifikacija iterativne funkcije, definicije 1
teoreme vezane za opSti iterativni postupak i red konvergencije. U poslednjem odeljku ovog
poglavlja data je definicija efikasnosti iterativnog postupka.

Drugo poglavlje se sastoji od analize publikovanih radova vezanih za postupke bez izvoda za
reSavanje nelinearnih jednacdina. Sastoji se od Sest odeljaka a u svakom od njih dat je opis
odredenog postupka, algoritam i analiza konvergencije. U prva dva odeljka opisani su dobro



poznati postupci koji se Cesto javljaju u udzbenicima. To su postupak polovljenja i postupak
seCice za koje je pored gore navedenih stavki data i1 graficka interpretacija. U tre¢em odeljku
predstavljen je postupak od autora Le-a nazvan LZ4, [6]. On kombinuje postupak polovljenja sa
postupcima drugog i tre¢eg reda dobijenih aproksimacijom Tejlorovog reda. U Cetvrtom i petom
odeljku su predstavljeni originalni postupci nastali kombinovanjem ve¢ poznatih postupaka.
Nazvala sam ih po postupcima koje kombinuju: Falsi-Stefensonov postupak, [12] i postupak
Muller-polovljenje, [11]. Za oba je dat opis postupka i rezultat analize konvergencije. Na kraju
ovog poglavlja predstavljen je neiterativni Signum postupak 1 njegova kombinacija sa
postupkom secice koju sam nazvala postupak Signum-secice, [13],[14]. Postupak je zasnovan na
sigmoidnoj transformaciji koja ¢e biti opisana u radu.

Trece poglavlje se sastoji od Cetiri odeljka i predstavlja originalni deo ovog rada. Ideja je da
odredene iterativne postupke mozemo napisati kao jednu familiju iterativnih postupaka. U toj
familiji se javlja prvi izvod pa ¢e on biti zamenjen centralnim diferencnim koli¢nikom i na taj
nacin je dobijena nova familija iterativnih postupaka bez izvoda. Data je teorema sa dokazom o
konvergenciji ove familije. Naveden je i deo iz publikovanog rada da bi u cetvrtom delu
napravili 1 uo€ili razliku izmedu njega 1 nase familije modifikovanih postupaka.

Cetvrto poglavlje predstavlja eksperimentalni deo gde su testirane odredene funkcije pomoéu
modifikovanih postupaka koji se jaljaju u treem delu rada. Uocena je razlika direktne
modifikacije postupka Ostrovskog sa modifikacijom pomocu naSe familije postupaka.

Na kraju rada naveden je spisak koriS¢ene literature i kratka biografija autora rada.

%k

Ovom prilikom zelim da se zahvalim svom mentoru, profesoru dr Dragoslavu Hercegu, na
neprocenjivoj pomoci i posvecenosti u izradi master rada. Zahvalila bih se svim profesorima i
asistentima sa kojima sam saradivala u toku osnovnih i master studija.

Svoju veliku zahvalnost na razumevanju i ljubavi dugujem svojoj porodici a posebno svojim
roditeljima RuZici i Milenku Trifunovi¢u na neiscrpnoj podrsci.

U Sremskoj Mitrovici, septembra 2012. Svetlana Trifunovié



1. Uvodni deo

1.1 Uvod

Numericko reSavanje jednacina je deo numericke analize koji se bavi pronalazenjem S$to
efikasnijih algoritama za reSavanje jednacina i ispitivnjem njihove konvergencije. U ovom radu,
ograni¢i¢emo se na reSavanje nelinearnih jednacina sa jednom nepoznatom oblika

fx)=0
gde je f funkcija realne promenljive.

Definicija 1. Svaki realan broj a za koji vazi da je f(a) =0 nazivamo resenje ili koren
jednacine f(x) = 0.

Koren jednacine f(x) = 0 nazivamo i nula funkcije f.

Definicija 2. Nula a je visestrukosti m ako f(x) = (x — a)™g(x) gde g(x) ograniceno u a i
g(a) 0.

Za m se uvek uzima pozitivan ceo broj. Ako je m = 1, onda kazemo da je koren prost. Ako je
m > 1 onda je koren viSestruk.

Jednac¢ine moZemo podeliti na algebarske i transcedentne. Algebarske jednacine su one kod
kojih je funkcija f algebarski polinom oblika

fxX)=B,(x) =aux"+ap_1x" 1+ +ax+ag

pri ¢emu je n € N,a; E R(j = 0,1,2,...,n),a, # 0. Prirodni broj n se naziva stepen ili red
polinoma P, (x) ili red algebarske jednacine P,(x) = 0.

Svaka jednacina koja nije algebarska je transcedentna. Na primer: 3x +e* —2 =0, x +
cosx =0,x2+ 2+ Inx =0.

Postoji jedan mali broj jednacina kod kojih reSenje mozemo pronaci analiticki, odnosno
reSenje se moze zapisati eksplicitno u obliku formule koja se sastoji od elementarnih algebarskih
operacija 1 elementarnih funkcija. To su linearne (algebarske jednaline prvog reda) zatim
kvadratne (algebarske jednacine drugog reda) ili jednacine koje se mogu svesti na linearne i



kvadratne. Postoje 1 formule za reSavanje algebarskih jednacina reda 3 i 4 ali su suvise
komplikovane.

Za ostale jednacine oblika f(x) = 0 reSenja se traze priblizno pomocu nekog numeri¢kog
postupka. Numericki postupak sadrzi iterativno pravilo pomocu kog se, polaze¢i od pocetne
aproksimacije x,, generiSe niz aproksimacija {x;} koji konvergira ka reSenju a jednaline
f(x) = 0, odnosno:

lim x, =«

k—oo

Pretpostavlja se da se sva racunanja izvode bez greSaka tj.da nema greSaka zaokruZzivanja i
greSaka aproksimacija funkcija koje koje ucestvuju u racunanju. Numericki postupci su najcesce
univezalni §to znaci da se mogu primeniti na bilo koju transcedentnu ili algebarsku jednacinu.

Za odredivanje pocetne aproksimacije x, potrebno je lokalizovati reSenja jednacine, odnosno
odrediti skup koji sadrzi jedno ili viSe reSenja posmatrane jednacine. Izbor iterativnog pravila se
vr$i na osnovu brzine konvergencije koja se meri redom konvergencije. Kako se u praksi
izraCunava samo konacan broj aproksimacija reSenja, potrebno je odrediti 1 gresku
aproksimacije.

1.2 Oznake

e N - skup prirodnih brojeva

e R - skup realnih brojeva

e C*(D) — skup k-puta neprekidno diferencijabilnih funkcija na D

o {xi}, {x;}ili {x,,}- niz brojeva xy, X1, x5, ...

e v - LipSicova konstanta

e Lip,(D) — skup funkcija u skupu D koje zadovoljavaju LipSicov uslov sa konstantom y
e ( - asimptotska konstanta postupka

e p -red konvergencije iterativnog postupka

e EFF —racunska efikasnost (Traub)



e EFF” - racunska efikasnost (Ostrovski)

o {(b, —ay)}p=1 - niz dijametralnih razlika

e tanh (fx) - hiperboli¢na tangens funkcija

e ¢ —tolerancija

o fIBl(x) - sigmoidna transformacija od x

e n, - broj racunanja vrednosti funkcije u postupku polovljenja
o fW(x) - I-ti izvod funkcije fu tadki x

e [P -iterativni postupak

e« reSenje jednacine f(x) = 0 odnosno njoj ekvivalentne jednaéine x = ¢ (x)

1.2 Definicija i klasifikacija iterativnih funkcija
Definicija 3. Funkciju ¢ nazivamo iterativna funkcija ako x;,1 mozemo jedinstveno odrediti iz
informacija dobijenih iz x;, X;_1, ..., Xi_n primenjujuci funkciju ¢ na sledeci nacin:
Xiv1 = @ (X, Xi—1, o) Xi—)
gdeje xi,Xxi_1, ..., Xi_n n+1 aproksimacija do nule a.
Kako iterativna funkcija odreduje iterativno pravilo, ova dva termina ¢e se Cesto preklapati.

U razli¢itim iterativnim postupcima vrednosti x;, X;_1, ..., X;_, S€ mogu pojaviti kao
argumenti funkcije fili njenih izvoda, pa mozemo pisati:

l l Ly
o = o, fi ...,fl.( "),xi_l,fi_l, - i(_i), wir Xicq fims oo i(_n)

Najpogodnije je iterativno pravilo zapisivati ¢ = ¢@(x).

Sve iterativne funkcije mozemo klasifikovati na osnovu informacija koje one zahtevaju.



Definicija 4. Ako x;,, odredujemo jedino na osnovu nove vrednosti funkcije f u tacki x; i ne
koristimo ponovo ranije izracunate vrednosti funkcije, na nacin

Xiv1 = @(x;)

takvu funkciju nazivamo jednotackasta iterativna funkcija, a postupak jednotackasti iterativni
postupak.

Najpoznatiji primer je Njutnov iterativni postupak.

Definicija 5. Ako x;.1 odredujemo na osnovu nove vrednosti funkcije u tacki x; a koristimo
ponovo ranije izracunate vrednosti funkcije f u tackama x;_q,..,Xi_n, dobijamo
Jjednotackasti iterativni postupak sa memorijom:

Xiv1 = @ (X5 Xi—1, oe) Xiop)
Najpoznatiji primer je postupak secice.

Definicija 6. Ako x;,1 odredujemo na osnovu novih vrednosti funkcije f u tackama
Xi, Xi_1, - Xi—» k = 1 i ne koristimo ponovo ranije izracunate vrednosti funkcije, na nacin

Xiv1 = Q(Xp Xim1, oes Xi—f)
takav postupak nazivamo visetackasti.

Definicija 7. Ako x;,1 odredujemo na osnovu novih vrednosti funkcije f u tackama
Xi, Xi_1, > Xi—» k = 1 1 koristimo ponovo ranije izracunate informacije X;_j_1, .-, Xi_n, Nd
nacin

Xiy1 = (p(xil Xiets woes X3 Xif—1s ++) xi—n)l n>k
takav postupak nazivamo visetackasti sa memorijom.

Za viSetackasti iterativni postupak ne postoji poznati primer.

1.3 Opsti iterativni postupak

Posmatra¢emo jednacine oblika

x = @(x) (1)



u svetlu teorije o nepokretnoj tacki i vezu sa reSavanjem jednacine f(x) = 0 pomocu iterativnog
postupka x;41 = @(x;).

Definicija 8. Neka je ¢:D[a,b] = R. Tacka a € D je nepokretna (fiksna) tacka funkcije ¢ ako
je

a = ¢(a)
Neka je x, proizvoljan broj iz intervala [a, b]. Formirajmo niz brojeva x, X1, X, ... prema
X1 = @ (x1), k=01.2,..

Ovaj niz je moguce formirati samo ako ¢@(xi) € [a,b], k = 0,1,2,... zbog definisanosti
funkcije ¢ na intravalu [a, b]. Ako funkcija ¢ preslikava interval [a, b] u samog sebe, vazi
@(x;) € [a,b], k =0,1,2, .... Ako je niz x;, X1, X5, ... dobro definisan i ima grani¢nu vrednost, tj.
za neko a € [a, b] vazi

fimx. = .
onda je a reSenje jednaCine @(x) = x, ako je funkcija ¢ neprekidna na intervalu [a, b]. 1z
@(x) € [a, b], za svako x € [a, b] sledi, zbog zatvorenosti intervala [a, b], da tatka a € [a, b], a
zbog neprekidnosti funkcije ¢ sledi

@ = lim %y = lim @(n) = ¢ (lim x) = 9(@).

Dakle, ako niz xg, x4, X5, ... konvergira ka «, tada je njegova grani¢na vrednost, a, resenje
jednacine @(x) = x, a ¢lanovi tog niza aproksimiraju to reSenje.

Ovaj postupak, u kome racunamo vrednosti Xy, X1, X5, ... prema Xy,; = @(x;), je primer
iterativnog postupka (postupak sukcesivnih aproksimacija), gde je xj.; = @(x;) iterativno
pravilo, funkcija ¢ funkcija koraka, a niz xy, x4, X5, ... je iterativni niz. Prvi ¢lan tog niza x, je
pocetna aproksimacija (startna vrednost). Kada iterativni niz konvergira za proizvoljnu pocetnu
vrednost iz nekog skupa, kazemo da iterativni postupak konvergira.

Problem nalazenja nepokretne tacke funkcije javlja se u mnogim granama matematike. Da
bismo pronasli njenu vezu sa reSavanjem f(x) = 0 uvodimo bilo koju funkciju g za koju
g(a) # 0. DefiniSimo

p(x) =x - f)g(x)



Tada je a resenje jednacine f(x) = 0 ako i samo ako je @ nepokretna tacka funkcije ¢.

Potrebno je pokazati da pod odredenim pretpostavkama problem nepokretne tacke ima
jedinstveno reSenje a da iterativni postupak

Xiv1 = @(x;) (@)

konvergira ka tom reSenju. Pretpostavimo da je ¢ definisano na nekom zatvorenom i
ograni¢enom intervalu D = [a, b] i da se njegove vrednosti nalaze u D. Pa ako je x, u D onda je
svako x; iz D. Da bismo garantovali (1) moramo pretpostaviti da je ¢ neprekidna funkcija.

Teorema 1. [3]. Neka je ¢: D[a, b] - Dla, b] neprekidna funkcija. Tada postoji @, a < a < b
tako da je p(a) = a.

Dokaz. Kako funkcija ¢ preslikava D u samog sebe sledi da je ¢(a) = a i ¢(b) < b. Neka je
h(x) = ¢(x) —x. Tada h(a) = 0i h(b) < 0 pa na osnovu Bolcano-Kosijeve teoreme postoji a
takvo da je h(a) = 0. ]

Da bismo izvukli odredene zakljucke, potrebno je nametnuti dodatne uslove za ¢.
Definicija 9. Neka za svaku proizvoljnu tacku s i t iz D vazi
lo(s) =] s vls -t

Tada je funkcija ¢ LipSic neprekidna sa konstantom y na intervalu D, Sto zapisujemo
¢ € Lip, (D).

Definicija 10. Ako je 0 <y < 1 funkcija ¢ je kontrakcija na D.
Lipsic neprekidna funkcija na intervalu D je neprekidna na tom intervalu. Obrnuto ne vazi.
Sada mozemo pokazati da je reSenje od (1) jedinstveno.

Teorema 2. [3]. Neka je @ kontrakcija na D. Tada jednacina @(x) = x ima najvise jedno
resenje u D.

Dokaz. Pretpostavimo da postoje dva razliita reSenja, aq i a,. Tada je a; = @(ay) i1
a, = @(ay).Paje

la; — az| = |op(ay) —p(a)| S vlay — ay| < |a; — ay]

Sto je kontradikcija. ]



U Teoremi 1. i Teoremi 2. je potvrdena egzistencija i jedinstvenost reSenja a jednacine
@(x) = x. Sada ¢emo pokazati da niz definisan sa x;,; = @(x;) konvergira ka tom reSenju.

Teorema 3. [3]. Neka je @:D — D kontrakcija na zatvorenom i ogranicenom intervalu D.
Neka je x, proizvoljna tacka iz D a neka x;41 = @(x;). Tada iterativni niz {x;} konvergira
ka jedinsvenom resenju od @(x) = x na D.

Dokaz. Na osnovu Teoreme 1. i Teoreme 2. postoji jedinstveno reSenje @ jednacine ¢(x) =
x. Kako je ¢ kontrakcija i preslikava D u samog sebe vazi:

[Xir1 —al = lp(x) — @) <yl —al S y?xig —al < <y™x —a
pa
lim|x;4; — @] < |xo — a|limy™** =0
i—0o F
tj. lim; e x; =0 ]

Prethodna teorema je poznata i pod imenom Banahov princip kontrakcije.
1.4 Red konvergencije

Kada nam je zadat iterativni postupak x;,1 = @(x;) koji generiSe iterativni niz x, X,, X3, ...
sa pocetnom aproksimacijom x,, potrebno je utvrditi da li taj postupak konvergira ka resenju «
jednacine @(x) = x i ako konvergira, koliko brzo. Brzina konvergencije iterativnog postupka
meri se redom konvergencije. Sada ¢emo dati dve definicije koje se javljaju i koje su
ekvivalentne.

Definicija 11. Za niz {x;} definisan iterativnom formulom (2) koji konvergira ka a, kaze se da
ima red konvergencije p € [1, ) ako je

|xip1 —al < Clx;—al?, i=ng
gde je konstanta C + 0, a ny prirodan broj. Ako je p=1I onda se pretpostavlja da je C<I.

Definicija 12. Za niz {x;} definisan iterativnom formulom (2) koji konvergiraka @, kaze se da
ima red konvergencije p € [1, ) ako je
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|xi41 — al _

lim =C, i =2nyg

i | xX; — a'P
gde je konstanta C + 0, a ny prirodan broj. Ako je p=1 onda se pretpostavlja da je C<I.
Konstantu C nazivamo jo$ i asimptotska konstanta postupka(greske).

Ukoliko red konvergencije postoji, on je jedinstven. Red konvergencije iterativnog postupka
jednak je redu konvergencije iterativnog niza dobijenog posmatranim iterativnim postupkom. Za
iterativni postupak koji ima veci red konvergencije kazemo da je brzi.

Definicija 13. Ako postoji konstanta C € [0,1) i ceo broj ny = 0 takav da za svako i = ny vazi
%41 — al < Clx; — a
kaze se da j niz {x;} g-linearno konvergentan.
Definicija 14. Ako za neki niz {C;} koji konvergira ka nuli vazi
%41 — al < Cilx; — af
tada je niz {x;} g-superlinearno konvergentan.

Definicija 15. Ako postoje konstante p > 1,C = 0 in > 0 takve da niz {x;} konvergira ka a i za
svako i = n vazi

%11 —al < Clx; — al?
tada se kaze da niz {x;} konvergira ka a sa g-redom bar p.
Tako za p = 2 konvergencija je q-kvadratna a za p = 3, konvergencija je q-kubna.

Definicija 16. Neka je « € R, x; € R,i = 0,1,2 ... i neka niz {x;} konvergira ka a. Ako postoji
ceo brojn = 0 takav da za svako i = n vazi

|xi+j - al < Cilxi - al

za neki niz {C;} koji konvergira ka nuli i za neki fiksni ceo broj j, tada je niz {x;} j-koracno
g-superlinearno konvergentan.

Definicija 17. Ako postoje konstante C € [0,1),p > 1i ceo broj n = 0 takav da za i = n i neki
fiksni ceo broj j vazi
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|xirj —a| < Clx; — al?
tada se kaze da niz{x;} konvergira ka a sa j-koracno g-tim redom konvergencije bar p.
Red konvergencije opsteg iterativnog pistupka moze se odrediti na osnovu sledece teoreme.

Teorema 4. [3] Neka je ¢ p puta neprekidno diferencijabilna funkcija na intervalu D. Ako je
iterativni niz x;4.1 = @(x;), i = 0, 1, 2,... sa xq € D konvergentan i zadovoljava sledece
uslove:

p@=a @@=¢"@==9p"(@)=0, o™ =0
tada je iterativni niz (postupak) p-tog reda konvergencije.

Asimptotska konstanta postupka je data sa

C = lim =
i—oo |xi - 0(|p

, L=mng

X1 —al _ |o®P(a)
p!

1.5 Efikasnost iterativnog postupka

Iterativni postupak je efikasniji ukoliko se postavljeni zadatak izvr$i za Sto krace vreme.
Efikasnost nekog iterativnog metoda definiSe se uvodenjem koeficijenta efikasnosti. Efikasnost
se moze uvesti na viSe nacina, ali tako da je proporcionalna redu konvergencije iterativnog
metoda (brzini izvrSavanja algoritma do ispunjavanja nekog kriterijuma ili zadate tacnosti) i
obrnuto proporcionalna obavljenom radu, recimo broju izracunavanja funkcija ili numerickih
operacija po iteraciji.

Traub je uveo svoj koeficijent efikasnosti:
p
EFF =—
d

gde je d broj novih informacija (novih racunanja vrednosti funkcije) zahtevanih po iteraciji a p
red konvergencije iterativnog postupka. Ostrovski, koristeci iste podatke, uvodi svoj koeficijent
efikasnosti

EFF* = p'/d
Primer 1. Za Njutnov iterativni postupak dobijeni su slede¢i rezultati
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p=2 d=2, EFF=1 EFF =2

dok za postupak secice imamo sledece rezultate

1 1
p = 5(1 ++V5)~1.62, d=1, EFF =EFF*= 5(1 ++v5)
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2 Iterativni postupci bez izvoda

2.1 Postupak polovljenja

2.1.1 Opis postupka

Postupak polovljenja je jedan od najjednostavnijih postupaka za reSavanje nelinearnih
jednacina sa jednom nepoznatom. Posupak polovljenja je relativno spor i zato se Cesto koristi
samo za dobijanje pribliznih reSenja koja ¢e se u nekim efikasnijim postupcima koristiti kao
pocetna aproksimacija. Postupak koristi jedno od globalnih svojstava neprekidnih funkcija dato u
Bolcano-Kosijevoj teoremi koja glasi:

Teorema 5. [3]. Neka je f : [a,b] = R neprekidna funkcija i na krajevima intervala ima
vrednosti razlicite po znaku (tj. f (a) - f(b) < 0). Tada postoji c € (a, b) takvo da f(c) = 0.

Ova teorema nam garantuje postojanje (bar jednog) reSenja jednacine f(x)=0 ; (teorema ne
garantuje jedinstvenost tog reSenja). Ako je

<a + b) —0
fl5—)=
ondaje a = “ZL” reSenje jednacine, a ako
a+b
(=) =0

onda ¢e se reSenje nalaziti u jednom od intervala

(a522). (<21

Prvu tac¢ku u novom intervalu obelezi¢emo sa a; a drugu sa b;.Koji od ova dva intervala u (3)
¢e biti novi interval biramo tako $to moramo postovati uslov Teoreme 5. Neka je pocetni interval
D = [a, b]. Svaki slede¢i interval [aq, b1], [az, b,], [as3, b3],... se dobija na opisani nacin i tada
¢e bar jedna nula funkcije f pripadati svim intervalima. Ako se jo§ dokaze da za proizvoljno
€ > 0 moguce dobiti by, — a; < 2¢ za neko k € N moze se kao aproksimacija nule a funkcije f
uzeti x,, = 0.5(ay + by) itada vazi
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a—x,| <e¢
2.1.2 Grafic¢ka interpretacija

Na slici 1. je prikazan primer funkcije i kako biramo interval u kom se nalazi reSenje.

Vrednosti funkcije f na krajevima intervala [a,b] su f(a) <0 i f(b) > 0 pa vazi da je
f(a)f(b) < 0. Vrednost funkcije fu srediSnjoj tacki intervala [a, b] je f (azi) > (0 pa ¢e prva
tacka drugog intervala postati a (a; = a) a druga tacka ¢e biti %b (by = “ZL”)_ Ovaj postupak se
nastavlja sve dok zadata tolerancija &; ne bude vec¢a (ili jednaka) od duzine intervala [a;, b;]
(i=0,12,..n) (4. |b; — a;] < &). Kao izlazni kriterijum moze se postaviti i vrednost funkcije

f u sredi$njij tacki c; intervala [a;, b;]. Postupak zavrSavamo kada za zadato &,, f(c;) < &,.
Izlazni kriterijum mogu biti oba gore navedena u isto vreme.

i ———
S
[S—
S
L I
|
I
1
1
1
1
I
[}
|
I
I
|
1
I
1
I
|
|
I
1
1
I
I
|
|
I
1
1
I
|
I
T

S
N
S
+
Sy
Sy

s e |

Slika 1.

Svakom novom iteracijom mi smanjujemo pocetni interval [a, b] (mozemo ga obeleziti sa
[ag, by]) do intervala [a,, b,,]. Kako se svakom narednom iteracijom interval polovi vazi

1
by, —a, = z_n(bo_ao)
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Iz ove jednakosti mozemo dobiti (maksimalan) broj iteracija, a time i1 broj racunanja funkcija,
kao najmanji prirodan broj za koji vazi

- I by — ay
n= log2 Ogbn—an

2.1.3 Iterativni postupak i konvergencija

Postupak polovljenja mozemo zapisati u obliku sledeéeg iterativnog pravila:
Xo=a, X;=Db,

Xk f(xk) =0
1
E(xk + x5), fQxx) #0

Xe+1 =
gdejes =s(k) =max{ i €{0,1,....,k—1}: f(x)f(x;) <O0}.

Sledeca teorema tvrdi da postupak konvergira i daje ocenu greske.

Teorema 6. [3]. Neka je f € C(D), D =[a,b]if(a)f(b) <O0. Tada postupak polovijenja
konvergira ka jednom resenju a € D jednacine f(x) = 0 i vazi

Xk —al < |b — al

2k-1
Dokaz. Koriste¢i gore navedeno iterativno pravilo vidimo da postoje dva slucaja:

l. f(xx) = 0zaneckokitada je @ = x;, pa teorema vazi.
2. f(x)#0zak =0,1,2,..

U drugom slucaju delimo pocetni interval [ay, bg]. Neka ay, = xo, by = x; 1 bez umanjenja
opstosti pretpostavimo da je f(x, < 0) 1 f(x;) > 0. Tada je

1
X2 = E(xo + x1).
Koje dve tacke ¢e od x, X1, X, biti granice novog intervala [a4, b,] zavisi od znaka f(x;).

Akoje f(x;) <Oondajea; = x, i by = x;.
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Akoje f(x;) >0ondajea; = xqg i by = x,.
U oba slucaja vazi
ap < a; <b; <b,
Trazimo x3 kao sredi$nju tacku intervala [aq, b;] tj. x3 = %(al + by).
Ako je f(x;) > 0 onda je x5 = %(xo + x,).
Ako je f(x;) < 0 onda je x3 =  (x; + x3).
Postupak se nastavlja analogno pa se dobijaju dva niza {a;} i {b,} i za njih vazi

aosa:lS"'Sak<ka"'Sb1Sb0

1
Xk = E(ak—z + bi-2)
Oba niza su monotona. Niz {a,} je monotono neopadajuci i ograni¢en sa gornje strane a niz

{b;} je monotono nerastuci i ogranic¢en sa donje strane pa su oba niza konvergentna. Oznaci¢emo
njihove grani¢ne vrednosti sa

0=111_r)£10ak i T=I11j£10bk
Vazidaje f(6) <01 f(r) = 0 jerje f neprekidna funkcijai f(a,) < 01 f(bg) > 0.
Zbog by, — a;, = zik(b — a) vazi
Illm (bk - ak) =0
pa vazi jo§
0= limby ~a) = lim b - lima, =7-6=0
odakle vazi

0=t pajei f(O)=f(t)=0
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Kako je x, = bk_zzﬂ sledi da je

limx, =0=rt

k—oo

Sada joS$ pokazati ocenu.

X € [Ag_1,br—1] 1 a € (ag_1, bx—1) pasledi da je

1
|xk — al <bg-1—ax-1 = 5= 1b—a n

Postupak polovljenja je linearno konvergentan S$to ima za posledicu veliki broj iteracija u
trazenju korena. Takode za jednacine koje imaju viSe reSenja, postupak polovljenja nalazi samo

jedno od njih.
2.2 Postupak secice

2.2.1 Opis postupka

Jedan od najzastupljenijih postupaka u reSavanju nelinearnih jednacuna sa jednom
nepoznatom je Njutnov postupak. Postupak secice u svojoj osnovi koristi Njutnov iterativni
postupak za izraCunavanje aproksimacija, s tim da se prvi izvod funkcije f aproksimira izvodom
nekog (linearnog) interpolacionog polinoma. Na taj nacin se izbegava racunanje prvog izvoda u
svakoj iteraciji.

U postupcima ovog tipa za funkciju f se formira interpolacioni polinom p sa ¢vorovima u ve¢
izraCunatim aproksimacijama Xy_y, Xx—z, ..., Xx—; @ f se aproksimira sa p’ pa se dobija j-korac¢ni
iterativni postupak

fCxx)
X = Q(Xp) Xpe—1) eoer Xp—j ) = X — = , k=j,j+1,.
k+1 fﬂ( kr Xk-1 k 1) k ' () 1]

Postupak secice za p uzima linearni interpolacioni polinom koji ima oblik

p(x) = f(xo) + flxg, x1]1(x — x0)

gde x, i x; predstavljaju prve dve aproksimacije reSenja f(x) =0 a f[xy, x1] je podeljena
razlika prvog reda. Dalje,
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_ fG) = f(x)

p'(x) = flxo,x1] = X1 — %o

pa kada p'(x;) zamenimo u Njutnovom postupku umesto f'(x;) dobijamo sledecu
aproksimaciju

f(x1) _ X1~ Xo

2=l T Fa) = Fgy) Y

Ako su (xk, f (xk)) i (xg_1, f(xx_1)) Cvorne tacke interpolacionog polinoma i vazi x; #
X1 i f(x,) # f(xr—1) dobija se iterativni postupak:

Xk — Xk—1

Bt = e T ) — F Cter)

f(xk), k= 1,2,

2.2.2 Graficka interpretacija postupka secice

Slika 2.

Na slici 2 je prikazana proizvoljna nelinearna funkcija f i nekoliko aproksimacija reSenja
jednacine f(x) = 0 dobijenih metodom secice. Imamo zadate prve dve aproksimacije x, i x; pa
interpolacioni polinom p(x;) koji prolazi kroz tacke (x,, f(xg)) 1 (x4, f(x1)) predstavlja secicu
funkcije f u tim tackama. Slede¢a aproksimacija se dobija u preseku secice sa x-osom.
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Analiticki, jednacina prave kroz te dve tacke je

Y1 — Yo

Yy—M =x1 —xo(x_xl)
gde je
y=f), Yo = f(x0), y1 = f(x1)
a
Y1~ Yo
X1 — Xo

koeficijent pravca secice.

Sledecu aproksimaciju dobijamo kada u jednacini zamenimo y = 0 i dobijamo

X1 — Xo

FaD —fGo)

xzle_

(x1)

2.2.3 Primitivni postupak secice

Postoji jos jedan oblik postupka seCice koji je jednostavniji. Njega nazivamo primitivni
postupak secice. Razlika je u tome Sto on za izracunavanje sledece iteracije ne koristi prethodne
dve iteracije, ve¢ samo prethodnu, a drugu odredujemo vode¢i racuna da proizvod vrednosti
funkcije u te dve iteracije bude negativan

Postupak se sprovodi po slede¢oj formuli

Xk — Xs

et = 2k T ) — F ()

gde je s = s(k) = max{0,1,2, ...,k — 1|f(x;) f(xs < 0)}.

f(xk), k= 1,2,
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Slika 3.

2.2.4 Postupak secice-konvergencija i ocena

Teorema 7. [3]. Neka je f € C*(D) takva da je
If'(x)|=m >0, x€D.

Ako jednacina f(x) = 0 ima reSenje a € D, onda postoji 1 > 0 takvo da za sve xy,x, €
Dy (@), xo # x1, gde je

D,(a) = {x € D:|x — a| <7}

postupak secice konvergira ka a i vaze ocene

| 1< 2R k=23
Xk a_MZq, =23,..

M,
x, —al < %ka_l — Xl xp—2 — x|, k=23, ..

gde je
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" MZ
M, = |f"(x)|, x€D, q=%n<1

a Fy, su Fibonacijevi brojevi,
F():Fl:l, Fk+1:Fk+Fk_1, k:2,3,...
ili se postupak prekida zbog f (x;) = 0.

Dokaz. Pretpostavimo da postoji reSenje a jednacine f(x) =0 i zbog |f'(x)|=m >0
funkcija f je monotona pa je reSenje a jedinstveno. Neka je 7 najveci broj za koji je [a@ — 7, & +
filcDi
Zm}

n < min {n, i,

Na osnovu definicije skupa D, (a) za xo, x; € D, gde xo # x; vazi
o —al <n, |x;—a|l<n

Treba pokazati da za

X1 —

o

Xy = X1 —

vazi x, € Dy(a) ix; # x;.

W= n —a s s )
X1

=X —a— m(f(xﬂ f(a))

. _a_f(xl)_f(a) X —a

! fx) —fxe) x—a

X1 — Xg
_ f[a, xl]
= —a)(1- f—[xo,xl])

flxo, x1] = fla, x4] Ko~ @
flx0, x1] Xo — &

= —a)
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flxo, x1, ]

flxo, x1]

= (g —a)(xp — @)

Kako je flxo, 0y, 0] =18 g € In(xo,x1,0) i flxo, 1] = f'(7), T € Inx,xy), sledi

M,
|f[x0rx1r a]l < 7! |f[x01 xl]l = m,
paje
I, — ] < [y — al [xo — @l 22 < [y — @l N < I, — ] <
Xo—a|l<|x;—allxg—al =—<|x; —a|n=—<|x; —a|] <
2 1 0 om 1 an 1 n
Odavde se vidi da x, # x;.
Analogno se pokazuje da ako xy, xx—1 € Dp(@), Xy # Xyx_q, Xk # Q, Xy # @ vazi
e — @l < Ix = al Ity —al o=,
2Zm

odnosno xy 41 € Dy (@) i X # Xp4q -

Ukoliko je f(xy4+1) = 0 postupak se prekida, a ako je f(x,;,) # 0 postupak se nastavlja na
opisan nacin.

Neka je
| | M2 k=01
Pr = 1X — & om’ T
Tada je
2 M,
= — L <p—2=
po = |xo — al T =5 =
2 M,
= — L <pn—==
p1 = |x; —al T =5 =4

Prsr = 1% — @] == |xx_1 — @ M PePr-1, k=12,..
2m 2m
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paje

P2 < pop1 <qq = q**Y,  ps < prpy < q%q = q*HY, .

odnosno
Pr < Pr—1Pr-2 < qFk1qFk2 = q"%, k=0,1, ...
pa vazi
| < 2m Fi
X, —al < i, q k.
Kako je
’lim F, =, q €[0,1),
to je
. Fp —
gt =0
paje
Ill_g)lo X = Q.

Za dokaz aposteriorne ocene koristi se interpolcioni polinom funkcije f u ¢vorovima

Xk—10 Xpe—2, Xk
p(x) = f(xp-1) + flxp—1, %2106 = x—1) + 01, Xpe—2, x5 ] 6 — 251) (X — X3 —2).
Kako je p(x;) = f(x) a na osnovu definicije niza {x; } je
(e = Xpe—1)f [Xpe—1, Xpe—2] = —f (xx—1),
1 vazi ocena

M,

flXk—1, Xpe—2, X ] < -

pa sledi
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M,
If ()| < > |2, — X1 | |2 — X2 1.

Koristeéi ocenu

xk—a|S

direktno se dobija tvrdenje.

Teorema 8. [3]. NekajeD = [a,b], f:D - R, f € C*(D). Ako su zadovoljeni uslovi

) fl@)f(b) <0

ii) f'(x)#0, xe€D

iii) f"(x) <0, x€D ili f"(x)=0
iv) zaneko x, €D f(xo)f" (xg) > 0

v) zanekox; €D f(x)f"(x1) <0

|f (i)

m

, XED

onda postupak secice konvergira ka jedinstvenom resenju a € D jednacine f(x)=0. Ukoliko

se postupak ne prekine zbog f (x;) = 0 onda vazi
X€D f'(x)>0 f'(x) <0
f'x)=0 X < Xp+1 X > Xp+1
ffx) <0 Xk > Xk+1 X < Xk+1
Tabela 1.

zak=1,2,...,1 f(xr41) # 0.
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2.3 Postupak LZ4

2.3.1 Opis postupka

Brojni autori su dali razliCite algoritme za traZenje aproksimativnih reSenja nelinearnih
jednacina sa jednom nepoznatom oblika f(x) = 0. Moze se desiti da funkcija f nije data u
eksplicitnom obliku, da nije diferencijabilna, ili su mozda njeni izvodi veoma komplikovani
izrazi koje je teSko izraCunati. Zato su postupci koji koriste samo vrednosti funkcije f mnogo
pozeljniji. U ovom delu bi¢e opisan postupak LZ4 koji predstavlja kombinaciju postupka
polovljenja i postupaka drugog i treceg reda. Postupak ima visoku stopu konvergencije a zahteva
4n, puta izraCunavanja funkcije f, gde je n, broj racunanja vrednosti funkcije u postupku
polovljenja.

Algoritam LZ4 koristi postupak visokog reda kao osnovni proces, ali povremeno pribegava
postupku polovljenja da bi se zadrzala pojacana svojstva ili da bi se ubrzala konvergencija kada
je koren viSestruki.

2.3.2 Aproksimacija pomo¢u Tejlorovog reda

Jedan od nacina za dobijanje iterativnog postupka visokog reda za reSavanje f(x) =0 je
aproksimacijom zasnovanom na Tejlorovom redu. Pretpostavimo da u okolini od a funkcija
y = f(x) ima jedinstvenu inverznu funkciju x = ¢(y). Ako je ¢ dovoljno diferencijabilno,
razvijamo Tejlorov red u tacki y,,:

( - n)j 1 ( - n)m+2
x = ¢() = x, + ZI 20D () + 22— I () @

gde je x,, n-ta iteracija, n € [y, y,] i P (y,) je j-ti izvod funkcije ¢ u tacki y,. Odbacujudi
izraz za gresku, sledecu aproksimaciju dobijamo iz ¢(0) :

'
Xner = X+ LJE =2 00 () 5)

Iz dobijene formule, zamenjujuéi ¢ sa izvodom od f za m = 0 imamo Njutn-Rafsonovu
formulu

f(xn)
xn+1 = xTL - f,(xn) (6)

26



Zam = 1 dobija se iterativni metod

_ _ fxn) [ ) [f ()]
et T X T e T T 2 )P

(7
koji je najmanje treceg reda u koliko je f'(a) # 0.

Mozemo konstruisati Tejlorov polinom od funkcije f u tacki x,,,

— —x ) .
Py() = f ) + Ef ) + oo+ E22E f D (), ®

Sada neka je x4+, koren od p;(x) = 0. Za j = 1 se sli¢no dobija Njutn-Rafsonova formula a

za j = 2 se dobija sledeca aproksimativna formula:

—F o) £ )2 =2 Cen) ! )]

' (xn)

Xn41 = Xp + 9

gde znak + ili — zavisi od toga da li je f'(x,) pozitivno ili negativno. Ova formula je najmanje
treceg reda ako f'(a) # 01 f"(a) # 0.

Iterativne formule (7) i (9) su istog reda, treceg, ali (6) je mnogo teza za racunanje jer se u
njoj javlja kvadratni koren a i takode biranje pozitivnog ili negativnog znaka u svakoj iteraciji.
Numericke studije su pokazale da je postupak LZ4, koriste¢i formulu (9) za svoj osnovni proces,
losiji nego kada koristi formulu (7), (osim za kvadratne funkcije), pa formula (7) ima prvenstvo.
Takode u postupku LZ4, svi izrazi u kojima se javljaju izvodi funkcija su aproksimirani
podeljenim razlikama.

2.3.3 Kriterijum zaustavljanja

Neka je f realna neprekidna funkcija jedne realne promenljive, definisana na intervalu [a, b]
tako da je f(a)f(b) <0. Algoritam LZ4 ima zadatak pronalaZenje aproksimacije @& nule
funkcije f sa trazenom preciznosc¢u koriséenjem samo ra¢unanja vrednosti funkcije f.

Postoje dva moguca kriterijuma zaustavljanja.
1. Za zadati mali broj 4 = 0 prvi kriterijum je zadovoljen ako
If(@l<u
2. Drugi kriterijum zaustavljanja je definisan posebnom funkcijom tolerancije
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0(x) = pylx| + pp

gde je uy relativna tolerancija za veliko |x| a u, je apsolutna tolerancija. Algoritam LZ4
se zavrSava kada je za dva razliCita realna broja x4 i x, zadovoljeno:

flx)f(x) <0 i lxy —x2| <2-6(a)
gde je @ izabrano da bude bilo koje od x; ili x, odgovaraju¢i manjoj vrednosti funkcije 1.

U drugom uslovu, f(x;)f(x;) <0 nam obezbeduje postojanje nule funkcije na intervalu
[x1,x,] a |x; — x| < 2-8(&) nam daje & kao trenutnu najbolju aproksimaciju za a. Takode
treba pomenuti da je moguée 1 dovoljno da bude ispunjen jedan od dva gore navedena
kriterijuma za zaustavljanje iterativnog postupka. To znac¢i da mozemo postaviti 4 = 0 1 koristiti
samo drugi kriterijum.

U mnogim prakticnim problemima se pokazalo da je prvi uslov mnogo vazniji od drugog.
Drugi nam daje informaciju o poziciji nule, odnosno duZzini intervala koji sadrzi nulu. Obi¢no se
postupak trazenja aproksimacije & prekida kada je |f(&)| < u iako je interval u kome se nalazi
nula i dalje velik. Obrnuto, ako je duzina intervala koji sadrzi nulu mala, a vrednosti funkcije za
argumente iz tog intervala velike, a kao izlazni kriterijum se koristi duzina intervala, mogu se
dobiti loSe aproksimacije traZzene nule.

2.3.4 Izbor pocetne aproksimacije

Za pocetne tri tacke x4, x,, x3 ovog pravila potrebno je da bude zadovoljeno

fx)f(x2) <0, f(x)f (x3) =0, X, € [xq1, %3]

Ovi uslovi obezbeduju postojanje nule a funkcije f'na intervalu [x,, x,] i da tacke x, i x5 leze
sa iste strane u odnosu na nulu o.

Primer 2. Neka je dat interval [a, b]. Da bi gore navedeni uslovi bili zadovoljeni tacke
postavljamo na slede¢i nacin:

l. x;=a, x, = asz. Ako je f(x1)f(x3) > 0 onda postavljamo tacke tako da je x3 = x; i

2. xy=a, xp = asz. Ako je f(x1)f (x;) < 0 onda postavljamo tacke tako da je x; = b.
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Slika 4.

Jos postavljamo:

lnt=1,d=2|a—b|, d1=2dld2=2d1

2.3.5 Algoritam LZ4 postupka

Korak 1.

Xp—X1
2
vrednost od d; i1 d; poslednja vrednost od d. 1 jos

Neka je z = xq + id=|x; —x,|. Neka je d; poslednja Vrednoét od d, d, poslednja

u=1x, ako |f(x)| <|f(x2)l
U= Xy, inace
(Ovde je u trenutna aproksimacija za nulu funkcije f)

Korak 2. Testiranje konvergencije
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Ako |f(w)| < pili d < 26(u) onda se algoritam zavrSava i & = u. Kada je postavljen visok
red konvergencije, trenutna najbolja ocena u moze biti bolja nego tacka polovljenja preostalog
intervala [x4, x,], tako da je bolje da u bude aproksimacija za a.

Korak 3. Ocenjivanje izvoda

Neka je
C =Xy, ako int = 1 (interpolacija)
¢ = prethodna vrednost od x5, ako int = 0 (ekstrapolacija)

Kada je int =1 onda a € [xy,x3,¢c] i za posledicu ima zahtevanje interpolacije za
ocenjivanje a. Ekstrapolacija koristi x5, x3 i ¢ kao neophodne kada je int = 0. Ove tri tacke se
koriste da bi se ocenili prvi i drugi izvod funkcije f u tacki u.

Neka je
_ C— X
e=x,+ >
i
_ _fx2) = f(0)
ge_f[xZJC]_ X, —C

gde je f[x,, c] podeljena razlika funkcije f na intervalu [x,, c].
DefiniSimo

flx2,x3] — ge
X3—¢

h=2

koji predstavlja podeljenu razliku od f i aproksimira drugi izvod funkcije u tacki p =
Mi%. Ako za h pretpostavimo da je konstanta u okolini od p onda izvod u bilo kojoj tacki x u

oblasti moze biti ocenjen sa

g(x) = ge +h(x—e)

Napomenuéemo da mozemo dobiti podeljene razlike viSeg reda da bismo dobili i
aproksimativne formule viseg reda. To postizemo ukljucujuci vise od tri tacke u racunanje.
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Korak 4. Zadajemo novu tacku, w za procenu funkcije. Generalmo, u LZ4 metodu dobijamo
w iz formule (7) pa ako w € [z,u] onda Kkoristimo Njutn-Rafsonov metod za dobijanje nove
vrednosti w a ako ponovo w € [z, u] onda koristimo postupak polovljenja.

4.1 Ako d>0.595-d; ili g(x;)g(x3) <0iint=1 onda je koris¢en postupak
polovljenja tako $to je w = z. Prvi uslov odreduje gornju granicu broja izraCunavanja
funkcije dok drugi ubrzavanje konvergencije kod razlicitih problema u ponasanju.

) 0 u W)’ + h(f(w)?| = |d(g(w))?| onda idemo na sledeéi korak inace
42 Ako [2f ) (g(w) g

f@ _ ) Ga)?
g) 2(g(w))?
Ako (w —u) - sign(w — z) < 0 onda idemo na korak 4.4 inace izvrSimo 4.3.

nekajew =u — Sto je izracunato u formuli (7).

4.3 Akoje |f(w)| = |d @| onda koristimo postupak polovljenja; inace

w=u-— % $to je Njutn-Rafsonov korak (formula (6)) i prelazimo na korak 4.4.

4.4 Ako |w —u| < §(u) onda je w = u + §(u)sign(z — u). Kada se racuna nova tacka
w pomoc¢u formula 6 1 7 vodi se racuna da se izbegne deljenje nulom. Ve¢ prvi uslov
koraka 4.2 iskljucuje |w —u| < |z —u| gde nema garancije da w mora lezati u
intervalu [z, u]. Ako je |g(u)| malo, a |h| veliko, onda drugi izvod inverzne funkcije

0@ = |(g(:i>)3

zauzvrat izaziva da w padna izvan [z, u]. Ovo objasnjava potrebu da se ukljuéi test na

postaje veoma velik rezultujuéi izuzetno jak prevoj u tacki u Sto

kraju koraka 4.2. Problem ne postoji za formule 6 i 9 dok |w — u| < |z — u| takode
znati w € [z,u] u ovom slucaju.

Korak 5. Smanjiti interval pretragu. Neka je indikator interpolacije int = 1.

5.1 Ako f(w)sign(f(x;)) <0 onda idemo na 5.2. a ako d < |x3 — w| onda neka je
X3 =Xq, X1 =X, [ X, = w;inace x; = w 11demo na korak 4.1.

5.2 Ako d < |x3 — w| onda neka je x3 = X3, X, = w; inafe c = X3, X3 =Xy, X3 =@ 1
int = 0;i¢ina 4.1

2.4 Falsi-Stefensonov postupak

2.4.1 Kratak opis

Klasi¢ni regula-falsi postupak je postupak za pronalazenje korena jednacine
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fGx)=0

ponavljanjem linearnih interpolacija izmedu dve trenutne ograni¢ene ocene. Ovaj metod ima
odredene mane. Prva je: jedna krajnja tacka je uvek zadrzana nakon svakog koraka, kad god je
konkavna ili konveksna oblast funkcije f dostignuta. Druga mana je asimptotska konvergencija
iterativnog niza {(x, — a)} koja je veoma niska. Novi unapredeni regula-falsi metod ima za cilj
prevazilazenje ovih poteskoca. Ovaj postupak u osnovi koristi klasi¢an regula-falsi postupak ali
uvodi i Stefensonov postupak kojim ubrzavamo konvergenciju. Ovako izvrSen postupak
obezbeduje da oba niza; i niz dijametralnih razlika, {(b,, — a,)}n=; 1 iterativni niz {(x, —
@) }n=1; kvadratno konvergiraju ka nuli funkcije f.

2.4.2 Algoritam

Pretpostavimo da je f neprekidna funkcija na intervalu [a, b] i jo$, bez gubljenja opStosti,
pretpostavimo da f(a) < 0 a f(b) > 0. Iz drugog uslova sledi da je f(a)f(b) < 0 pa nam je
nula funkcije na intervalu [a, b] zagarantovana. Pretpostavimo jos da je tacka ¢ € [a, b] dobijena
postupkom regula-falsi. Slede¢i podinterval [C_l, 5] C [a, b] koji sadrzi bar jednu nulu funkcije f
za n-ti korak konstruiSemo na sledec¢i nacin:

Podprogram FALSI(a,,, b,,, ¢, Gy, by,): (10)

— anf(bp)—bnf(an)
n f(bn)~f(an)

Ako je f(c,) = 0 onda je ¢, reSenje.

Ako je f(a,)f(c,) < 0ondajea, =ay,, b, =c,

Ako je f(b,)f(c,) < 0 ondaje a, = c,, b, = b,

Klasi¢an postupak regula-falsi stalno poziva podprogram FALSI. Kada izvrSimo (10)
dobijamo novi interval koji sadrzi nulu funkcije f tj. vazi f(@,)f(b,) <0 i f(@,) <0 i
f (En) > 0. Ako su vrednosti f u tackama a,, i1 b,, poznate onda svako izvrSavanje (10) zahteva
jedno ocenjivanje funkcije. Pozivajuéi (10) ne dobijamo veliku preciznost a i posmatramo samo
stopu konvergencije od {(c, — @)}n=; gde je c, trenutna aproksimacija za a. Zato se, nakon
dobijanja ¢, i [C_l, E], Stefensonovim postupkom pokuSava dobiti bolje zatvranje intervala oko
tacke C,,. Imamo sledecu iterativnu formulu:
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f2(xn)
xn+1:xn—ﬂnm, n:1,2,3,... (1)

gde je

( _ by, — ay
| = F o) — f(an)

c. = anf(bn) - bnf(an)
" = T b) — f (@)

Podprogram FA-ST (a,,, by, Cp, G, bry X Xt 1r Qs 1s Prst)

. . by, —an fz(xn)
T T ) — F(@n) F ) — f ()

Ako ¢, € [@y, by ondaje x4, = ¢,

Ako f(@,)f(¢p) < 0ondaanyy = @y, bpyy = Cp ; InaACE Ayyq = Cpy bpgq = by,

Ako |f(xpe)| < & ili byyq — anyq < & onda je x,4q reSenje i tu je kraj.

Ako ¢, & [@y, by| ondaje x,41 = Gy ny1 = @n i bnys = bp.

Posle izvrSenja ove dve metode zamenjujuci n sa n + 1 dobijamo niz {x,} i {(b, — a,)}. Ovu
proceduru zovemo Falsi-Stefensonov postupak za trazenje korena nelinearnih jednacina.

2.4.3 Rezultati konvergencije

Teorema 9. [12]. Pretpostavimo da je a prosta nula od funkcije f na [a, b] a u(a) je dovoljno
mala okolina od a. Neka je f' neprekidno na u(a) i neka je f''(a) # 0. Tada je iterativna
formula (11) najmanje kvadratno konvergira za svako p,, > 0.

Dokaz. Neka je e,, = x, — a, gde x, € u(a), 1iz (11) imamo

e e — .unfz(xn) e — f ()
wr " f(xn) - f(xn - .unf(xn)) " f(xn) — f(xn — .unf(xn))
tnf (X2)
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_ 2| WS (@) — Df (@)
" 2f"(a)

+0(en)

Tako imamo

en+1 — (an,(a)_l)f”(a) —

lim,, o2 2 ) a (12)

Teorema 10. [12]. Neka je f € C*[a,b], a je prosta nula funkcije f na [a,b] i f(a) <O,
f(b) > 0. Tada je bilo koji koren jednacine f(x) = 0 na [a, b] pronaden u konacnom broju
koraka ili dijametralni niz {(b, — ap)}n=1 dobijen Falsi-Stefensonovim postupkom je q-
kvadratno konvergentan.

Za dokaz ove teoreme bi¢e nam potrebne slede¢e dve teoreme. Dajemo ih sa dokazom.

Teorema 11. [12]. Pretpostavimo da je f realna funkcija neprekidna na intervalu [a,b] i
f(a) <0, f(b) >0. {q,} je realni niz takav da 0 < q, < q < 1. Tada bilo koji koren
jednacine f(x) =0 na [a,b] je pronaden u konacnom broju koraka ili dijametralni niz
{(b,, — ay)}m=q dobijen algoritmom 1. (navedenim ispod) konvergira ka nuli i vazi

lim x, = lim a,, = lim b,, = «, fl@)=0
n—-oo

n—-oo n—-oo

Algoritam 1.
Neka je v, = qpa, + (1 — qn)by
Ako f(v,) = 0 onda je v, reSenje i tu je kraj.

Ako je f(a,)f(v,) < 0 onda je a, = a,, b, = v, ; inaée a, = v,, b, = b,

_ An(bn—an)|f (xn)l
Fln)—f(wn)

Neka je z,, = x,,

Ako je z, € [@y,, b,] ondax,,, = z,

Ako je f(@n)f(zn) < 0 ondaje anyy = Gn, bpy1 = 2y ; inaCe Anyy = Zp, bpyq = by,
Ako |f(zy)| < & ili byyq — anyq < & onda je z, reSenje i tu je kraj.

Ako z,, & [@n, by] ondaje X, 41 = Vp, Qniq = @y i bpyq = by
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Dokaz Teoreme 11. Iz algoritma 1 1

7 = x. — qn(bn - an)lf(xn)l
T fla) — f(v)

iy, = qnQyn + (1 - qn)bn (13)

vidimo da algoritam 1 obrazuje niz intervala {(b,, — a,)}n=4 1 iterativni niz {x,} tako da imamo
a € [an+1rbn+1] c [ani bn] c.C [a, b],

f(an)f(bn) <0, n=12,..

an < An+1 < bn+1 < bna

bry1 — anyr < qu(by — ay) < q(by —ay)
Sve dok 0 < g < 1 mi dobijamo b, — a,, < q"(b — a). Ovo znaci da

lim(b, —a,) =0
n—-0o

lima, =limb, =«a

n—-oo n—-oo

Tako da
limyox,=a, f(a) =0 (14)

Teorema 12. [12]. Pod hipotezama Teoreme 11 pretpostavimo da postoji pozitivan ceo broj N,
tako da |f(vp)| < qulf(xp)| kad god je n> Ny a algoritam 1 se ne zavrSava posle
konacnog broja koraka. Tada niz dijametralnih razlika {(b, — ay)}n=1 konvergira q-
kvadratno ka nuli. Naime, postoji konstanta K tako da

bpi1 — Qpe1 < K(by —ay)? n=1,23,..

Dokaz Teoreme 12. 1z (12) u Teoremi 9 imamo

en+1_ 1
en

=lim, L —6121_1 = —«a (15)
en—2ep—_1+ en

€n+1~€n

lim
n=e (en—en-1)?
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Odatle postoji pozitivan ceo broj N; tako da

€n+1 — €n

(en - en—l)2

<la|+1

kad god je n > Nj;. Iz pretpostavke da kad god je n > N, imamo da vazi

If ()] < anlf (xn)l

Iz ove nejednakosti 1 iz (12) u Teoremi 9 mozemo zakljuciti da z, € [C_ln, En] kad god

n > max{Ny, N,}, pa je x,.1 = z, i gornja jednakost znace da

f(xn)—f(wn)

>0
f(xn)
Dakle iz (13)
b —q = — (xn+1 - xn)(f(xn) - f(vn))
o qnlf Ccn)l

Sledi da je

bni1—An+1 - _ Chzl(xn+2_xn+1)(f(xn+1)_f(vn+1))|f(xn)|2

(bn—an)? Qn+1(xn+1_xn)2(f(xn)_f(vn))z|f(xn+1)|
Kako je

fCe)l = 1f )l _ 1f Cen) = F)l _ IF o) + 1f ()]

1-q<1-¢q,< 17 Gl = If)l T |f (xn)l

<l+¢g,<1+q
11z (16) dobijamo

fxn) = f(vy)
1—-¢g< ) <l+gq

pa je onda

(16)

an

36



f(xn+1) _ f(vn+1)
_ f(Xn41)

F Ctnen) = F W) (F (n))?
(f ) = F W) F Ctnrn)

|(f(xn) — f(v))?

|f Cen)1?
1+qn+1 1+q
< 18
(-0 = (-0 1o
Iz (15) imamo
Xn+2~Xn+1 en+2—€n+1
= < la|+1, n>N 19
(Xn+1—xn)? (en+1—€n)? | | 1 (15
Sada neka je N = max{N,, N;} i
1+gq q
K =max{— (la| + 1),—}
{(1 —q)? (b, — an,)
1z (17), (18), (19) imamo
bps1 — Aner < K(b, —ay)?, n=0,1,2.. m

Sada moZemo dati dokaz Teoreme 10.

fbn)—f(an)

11. za dovoljno veliko n imamo |f (x,)| = |f(a,)| = |f(b,)] i% ~ 1/2. Dalje postoji

7,0<qg<1, tako da 0<g, <qg<1ito vodi do naseg Falsi-Stefensonovog postupka koji
sadrzi podpostupak FA-ST. Pa tako iz Teoreme 11. i Teoreme 12. sledi dokaz. ]

Dokaz Teoreme 10. Neka je g, = u algoritmu 1, onda 0 < q,, < 1. Iz Teoreme

2.5 Postupak Muller-polovljenje

2.5.1 Opis postupka

Ovo je novi 1 unapredeni postupak za reSavanje nelinearnih jednacina f{x)=0 sa jednom
nepoznatom. Postupak kombinuje Muller-ov postupak i postupak polovljenja i1 istovremeno
generiSe dva niza. Prvi je {x,} koji konvergira ka nuli @ funkcije f i {[a,, b,]} koji zatvara a.
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Oba niza imaju globalnu i superlinearnu konvergenciju. Koeficijent asimptotske efikasnosti ( po
Ostrovskom) ovog postupka je aproksimativno 1.84 pod odredenim uslovima. Postupak je
konstruisan tako da zadrzava sve dobre karakteristike i svojstva a uklanja losa.

2.5.2 Muller-ov postupak

Muller-ov postupak je generalizacija postupka secice koji za pocetne aproksimacije uzima dve
tacke, x,ix; a sledeCu aproksimaciju dobija u preseku prave koja prolazi kroz tacke
(xo, f (xo)) i (xq,f(x1)) sa x-osom. Muller-ov postupak za pocetne aproksimacije uzima tri
tacke, xg,x1,x, a slede¢u aproksimaciju dobija u preseku parabole koja prolazi kroz tacke
(xl-,f(xi)),i =0,1,2 sax-osom.

Za izvodenje Muller-ovog postupka nam je potreban kvadratni polinom
P(x) =A(x—x)>+B(x—x,)+ C

Ovaj polinom prolazi kroz tacke (xl-, f (xi)),i =0,1,2 a konstante A, B i C su odredene iz
sledecih uslova

fxo) = A(xg — x2)* + B(xg — %) + C
flx) = A(x; — %) +B(x; —x) + C
flx)=C

pa se dobija

( A= (x1=x2)[f ()= f (x2)]—=(xg—2x2) [f (x1)—f (x2)]
(xo—2x2)(x1—x2)(xo—2x1)

B = (xo=x2)2[f (x1) = F (x2)] = (1 =x2) * [f (x1) = f (x2)] (20)
(xo—x2)(x1—x2)(Xo—x1)

l C=f(x2)

X3 odredujemo kao nulu polinoma P(x), dobija se formula

—2C
B +VB? — 4AC

Ova formula nam daje dve moguc¢nosti za x3. U Muller-ovom postupku, znak se bira tako da

X3 — Xy =

se slaze sa znakom od B. Na ovaj nacin postizemo da imenilac bude najvec¢i a x3 blize nuli
polinoma P (x).
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Tako imamo

2¢
— 21
2 B+sign(B)VBZ—4AC @

X3=x

gde je A, B i C odredeno sa (20). Kada se odredi x3, za novu aproksimaciju na isti nacin
koristimo tri tacke i to su x4, x5, x3. Procedura se nastavlja sve dok kriterijum zaustavljanja ne
bude zadovoljen.

Muller-ov postupak je lokalno konvergentan i ima red konvergencije 1.84 aproksimativno i ne
poseduje bilo kakve rezultate o konvergenciji intervala. Postupak polovljenja je globalno
konvergentan i ima asimptotsku konvergenciju niza dijametralnih razlika {(b, — a,)}n=; §to
znaci da postupak ima dobro svojstvo da ¢e uvek konvergirati ka realnom resenju, ali postupak je
veoma spor 1 konvergira samo linearno. Ovo je motivacija za konstruisanje novog unapredjenog
Muller-ovog postupka i1 postupka polovljenja.

2.5.3 Novi postupak Muller-polovljenje

Pretpostavimo da je f neprekidna funkcija na intervalu [a, b] 1 joS, bez gubljenja opStosti,
pretpostavimo da f(a) <0 a f(b) > 0 odnosno, f(a)f(b) < 0. Ovi uslovi nam garantuju
postojanje nule funkcije na intervalu [a, b]. Pretpostavimo jos da je tacka ¢ € (a, b) dobijena

numerickim postupkom. Slede¢i podinterval [C_l, E] C [a, b] koji sadrzZi bar jednu nulu funkcije f
konstruiSemo na slede¢i nacin:

Podprograml(a, b, c,a, b)

korak 1. Ako je f(c) = 0 onda je ¢ reSenje.

korak 2. Ako je f(a)f(c) <Oondajea=a,b=c
korak 3. Ako je f(b)f(c) <Oondajea=c,b=b

Ocigledno je da se klasi¢an postupak polovljenja sastoji u ponavljanju podprograma 1 sa

b—a
c=a+—.
2

Pretpostavimo da imamo podinterval [a,, b,] sa f(a,) <0 i f(b,) > 0 u n-tom koraku i
aproksimaciju ¢, dobijenu nekim numerickim postupkom. Sada ako pozovemo podprogram 1 sa
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a=a,, b=b,ic, dobice se novi interval [@,, b,| < [ay, b,] sa osobinom f(@,)f(b,) <0 i

(@) <0if(by) > 0itri tatke (an, £ (an)), (bn, £ (b)) i (cn, f(cn))-

Ovo znaci da mozemo koristiti Muller-ov postupak u ovom sluc¢aju. Da bismo koristili
Muller-ov postupak postavljamo na pocetku xy = a,, x; = b, 1x; = c, 1 menjamo u (21)
Xo, X1, X2 Sa Ay, by, ¢, respektivno i dobijamo novu aproksimaciju ¢,,.

Ako je ¢, € (@,b,), onda novi interval [C_ln+1, 5n+1] (- [dn, En] c la,, by,] sa

f(@ne1)f (bp1) <0 f(@ns1) < 0a f(bnyq) > 0 tri tacke (@ns, f(@ne1))s (b, f (b))
i1 (cps1, f (cpyt)) odredujemo pozivanjem podprograma 1 sa a,q = @y, bpy1 = by, Cnyq = Cp.

Bn_c_ln

Inace ako ¢, & (@y,,b,) onda to odbacujemo pa koristimo da je c,yq = @y + 1 onda

pozivamo podprograml sa a,+; = @y, by+1 = b,, da bismo dobili interval [C_Ln+1, En+1] Sto je u
stvari isti rezultat kao u postupku polovljenja.

Iz ovog vidimo da se obrazuju dva niza sa slede¢im osobinama

o ¢, € [an byl

b [an+1'5n+1] = [C_ln' En]

Izri¢ito, podprogram 1 zahteva izraCunavanje vrednosti funkcije f u svakom koraku bilo da
Cp € (@y, by) ili €, & (@y, by). Posle poziva podprograma 1 u viSe navrata zamenjujuéi n sa
n + 1 dobijamo nizove {¢,} i {(En — dn)}.

2.5.4 Procedura postupka Muller-polovljenje

Ulazne vrednosti u postupku su:

e krajnje vrednosti intervala, a i b
e tolerancija &, &,
e maksimalan broj iteracija N

Odgovor na ovako zadate vrednosti ¢e biti aproksimativno reSenje za « ili poruka o neuspehu.

korak 1. Postavimoa, =aib; =b

korak 2. c; = a, + % ; ako je f(c;) = 0 onda je c; reSenje; kraj
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korak 3. Uraditi korak 2 i korak 3 podprograma 1 saa = a;,b=b;,c=c;, a=a,, b =b,
da bi se odredio [y, b, |

korak 4. Za i = 2,... N uraditi od koraka 5 do koraka 7

korak 5. Koristiti Muller-ov postupak sa tatkama (aq, f(a1)) , (b, f(b1)) , (c1,f(cq1)) za
dobijanje nove aproksimacije c,

korak 6. Ako c, € (a;,b;) onda je novi interval [a,, b,] dobijen pozivom podprograma 1 i
ima¢emo tri tacke, (az, f(a2)), (b2, f (b2)), (c2, f(c2)), pa ako je f(c,) = 0 onda je ¢, resenje.

Inade, ako je ¢, & (ay, b;) onda nekaje c, = a; + bl;—al pa koristiti Muller-ov postupak da bi
se odredio interval [a,, b, ] pa takode imamo tri tacke (a,, f(a,)), (by, f(by)), (¢35, f(c3)).

korak 7. Ako |f(cy)| < & 1i/ili b, — a, < &, onda je reSenje c,. Inafe, menjemo ay, by, ¢; sa
a,, b,, c, respektivno.

korak 8. Postupak se zavrSava posle N koraka.
2.5.5 Analiza konvergencije postupka Muller-polovljenje

U daljem tekstu niz {c,} ¢emo obeleZavati sa {x,,}.

Teorema 13. [11]. Neka je f € Cla,b], a je prosta nula funkcije f na [a,b] i f(a) <O,
f(b) > 0. u(a) je dovoljno mala okolina od a. Pretpostavimo da f € C3(u(a)), tada je
svaki koren a jednacine f(x) = 0 na [a, b] pronaden u konacno mnogo koraka ili iterativni
niz {x,} dobijen postupkom Muller-polovijenje je konvergentan i njegov red konvergencije
blizu nule a od funkcije f na [a, b] je aproksimativno p = 1.84.

Dokaz. Rezultat da je svaki koren a jednacine f(x) = 0 na [a, b] pronaden u kona¢no mnogo
koraka ili iterativni niz {x,} dobijen postupkom Muller-polovljenje je konvergentan dokazujemo
na osnovu ¢injenice da imamo bar rezultat postupka polovljenja, koji je ve¢ dokazan. Izmedu
ostalog, kada je n dovoljno veliko, to je x,, € u(a) pa je Muller-ov iterativni postupak obavljen
dok se procedura postupka Muller-polovljenje nije zavrsila. Tako red konvergencije blizu nule «
funkcije f na [a,b] aproksimativno p=1.84 iz rezultata konvergencije Muller-ovog postupka:

lensal
lim 22 = g,
n—oo |en|ﬂ

41



gde je e, = x, — a, u = 1.84 a K, je konstanta. |

Teorema 14. [11]. Neka je f € Cla,b], a je prosta nula funkcije f na [a,b] i f(a) <O,
f(b) > 0. Dalje pretpostavimo da f € C3(u(a)), f"'(x) >0 (ili f""'(x) <0), x € u(a).
Tada je svaki koren a jednacine f(x) = 0 na [a, b] pronaden u konacno mnogo koraka ili
niz dijametralnih razlika intervala [ay, b,| generisan postupkom Muller-polovijenje
konvergira ka nuli i njegov red konvergencije je aproksimativno p=1.84 pod uslovom da
postoje uzastopno Xp I Xn41, dobijeni Muller-ovim postupkom, koji su smesteni sa suprotnih
strana od a kada je n dovoljno veliko.

Dokaz. Dovoljno je da razmatramo slu¢aj f'"'(x) > 0.

Ptretpostavimo da su u n-tom koraku dostupne tri tacke (x,_», f(%n-2)), (Xn—1, f (Xn-1)),
(x5, f (x)), pa parabola kroz te tri tacke izgleda

By (x) = f(xn) + flxn—1, x71(x — %) + flxn_2, Xn—1, %51 (x — ) (x — 1)

Ako je n dovoljno veliko da bi Muller-ova iteracija mogla biti dobro izvrSena, onda x,,,
zadovoljava

Py Cxni1) = f(n) + flxn-1, 0] (enar — xn)

+f[xn-2, Xn-1, Xn ] (Xn+1 — %n) (a1 = Xn-1) =0 (22)

Sa druge strane, mi imamo interpolacioni polinom sa ostatkom

O = fen) + flxn-1,x210x = xn) + flxn_2, Xpn—1, %] (x = %) (x = x_1)
0 (- ) (= s (= 202 o)
Zamenjujucéi (22) u (23) dobijamo

f(xni1) = @ (Xn+1 = %0) (1 — Xp—1) (n41 — Xn—2) (24)
Razumno je pretpostaviti da |x,.; — a| < |x, — a|, n = N, kad god je N, dovoljno veliko

tako da oba 1 postupak polovljenja i Muller-ov postupak konvergiraju. Sada dalju analizu delimo
na dva dela.

Prvi deo analize: Pretpostavimo da se x,, [ x,,,, nalazi sa iste strane od nule @ u n-tom
koraku, odnosno f(x,)f(xp+1) > 0 i slede¢i interval je [x;, xp4+q] (slicno ¢emo razmatrati
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interval [x,41,%;]) gde je i € {1,2,...,n — 1}. To znaéi da za Muller-ov postupak imamo tri

tacke x;, x, i x,41. Sa ove tri tacke, iz (24) imamo

(xn+2 - xn)(xn+2 - xn+1)(xn+2 - xi)

Fxnya) = L-Cr2)

Kad se x,, 1 x,,+1 nalazi sa iste strane nule a onda vazi

(xn+2 - xn)(xn+2 - xn+1)(xn+2 - xi) >0

[Xp12 —al <|xp4q — al

pa opet razmatramo dva slucja.

)

(ii)

Xn4o S€ nalazi sa iste strane od x,41. Ovo znaci da sledec¢i iterativni interval trebalo
da bude [x;, X;42] 1 Muller-ov metod je kori$¢en sa tri tacke, x;, Xp12 [ Xp41 P2

(xn+3 - xn)(xn+3 - xn+2)(xn+3 - xi)

) = Ll

pa
(xn+3 - xn+1)(xn+3 - xn+2)(xn+3 - xi) >0
Tako imamo f(x,45)f (X,4+3) > 0 pa bi slededi iterativni interval trebao da bude

[xi, Xp43]... Proces rezultuje nizom [x;, x,4il,j =1,2,.. Ali to je nemoguée iz
pretpostavke da postoje dve uzastopne tacke tacke x,,x,,; dobijene Muller-ovim
postupkom locirane sa iste strane nule o kada je n dovoljno veliko.

Xn4+2 L Xpe1 S€ nalazi sa suprotne strane od a. Onda bi sledeci iterativni interval
trebalo da bude [x;,42, X,,4+1] 1 Muller-ov metod koristimo na tri tacke X;, X, 42 § Xpt1
pa opet imamo

(xn+3 - xn)(xn+3 - xn+2)(xn+3 - xi)

Fltnag) = L Con2)

Al

(xn+3 - xn+1)(xn+3 - xn+2)(xn+3 - xi) <0

1 onda
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f(xns2)f (xn43) < 0.

Pa je sledeéi iterativni interval [x,4,,X,4+3]. Ponovo koris¢enjem Muller-ovog
postupka za tri tacke x4, Xy 43 [ Xp4q IMamo

£ Gnsa)
6

f(xn+4) = (xn+4 - xn+3)(xn+4 - xn+2)(xn+4 - xn+1)

i sledec¢i iterativni interval [X,44, X,4+3]. Ova procedura se ponavlja pa uopSteno
imamo [x; 41, %;] (ili [x;, x;41]) pa onda [x;4, %;41] (ili [x;44, Xi42]) itd. £ = Np.

Drugi deo analize

Pretpostavimo da se x,, i x,,;1 nalaze sa suprotne strane od nule ¢ u n-tom koraku, odnosno
f () f (xp41) < 0. Tada ¢emo dobiti sledece iterativne intervale [X,41, Xpt2] (i [Xpt2, Xnetl)
zatim [X,40, Xn43] (i [Xp43, Xne2]) itd... UopSteno imamo [x;,q,x;] (ili [x;, x;41]), zatim
[xit2, xiv1] (1 [x;41,%42]), 1 tako dalje, i = N,, koris¢enjem sli¢nog postupka kao pod (ii) u
prvom delu analize.

Iz prvog dela analize pod (i) i drugog dela analize imamo [a,, b, ]| = [Xp, Xp41] ili [ay,, by] =
[xn+1,xn] kad god je n dovoljno veliko. Pa sledi

lim (b, —a,) =0
n—-oo

1z
lim x, =«a
n—>00
iz Teoreme 13. Sta vise imamo
|an+1 B bn+1| _ |xn+2 B xn+1| _ |en+2 B en+1|
|an - bnl” Ixn+1 - xnlu Ien+1 - enlﬂ
€n+2 _ 1|

_ |en+1| |en+1

- K, n—- o

Ienl |en_+1_ 1|H
eTL
iz Teoreme 13. gde je e, = x, —a au = 1.84. ]
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2.6 Signum postupak

2.6.1 Kratak opis

Jo§ jedan od postupaka za reSavanje nelinearnih jednaina sa jednom nepoznatom je
neiterativni postupak koji koristi hiperboli¢nu tangens funkciju tanh(fx), [ > 0. Problem
pronalaZenja korena je sveden na izraGunavanje integrala transformisane funkcije, recimo, f od
f. Integral od f implicitno sadrzi informaciju o lokaciji korena a pa ne moramo voditi ra¢una o
izboru pocetne pretpostavke. Veca vrednost od [ znaci bolju aproksimaciju korena. Kao
alternativu mozemo koristiti signum funkciju sgn(x) umesto hiperboli¢ne tangens funkcije, Sto
ima za rezultat tatnu formulu za koren. Generalno, postupak ne zahteva izraCunavanje prvog
izvoda f', niti iterativni proces.

2.6.2 Aproksimativno resSenje bazirano na sigmoidnoj transformaciji

Hiperboli¢na tangens funkcija izgleda ovako:

e2Px_1
e2bxy1”’

tanh(Bx) = —oo<x<o, >0 (25)

Ova funkcija je strogo rastu¢a od -1 do +1 i postaje sve stmija oko njene nule kako f raste.

777777 =1
3=
“““““““““““““ 3 = 20

Slika 5.
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KoriS¢enjem hiperbolicne tangens funkcije mozemo wusavrSiti postupak za reSevanje
nelinearnih jednadina sa jednom nepoznatom f(x) = 0 po predpostavkom da je funkcija f
neprekidna na intervalu [a, b] ijo$ f(a)f(b) < 0.

Transformaciju funkcije f pomocu hiperboli¢ne tangens funkcije vr§imo na slede¢i nacin:
flBl(x):=tanh(B f(x)), a<x <h (26)
pa novu funkeiju f#1 zovemo sigmoidna transformacija od f.

Za dalje ¢e vaziti :

(i) Nula originalne funkcije f je invarijata pod sigmoidnom transformacijom f ¥
(ii) Grafik funkcije f'P1 konvergira ka funkciji sgn(x) kako B ide u beskonacno gde je
sgn(x) definisana
1, x>0
sgn(x) =40, x=0 (27)
-1, x<0

Sa slike 5. vidimo da se grafik funcije kre¢e u grancama intervala [—1,1] a njen nagib blizu
nule je veoma veliki.

Slika 6.

f(x) = (x —1)esinE) 4 035
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/
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B
N I N g=10
[ / | N 3= 40
Slika 7.

p2B((x-1)esn(6N 1035) _ 4

fIBl(x) =

e2B((x-1)esin(60) +0.35) 4 1

Na slikama 6 i 7 dati su grafici funkcije f 1 grafik njene sigmoidne transformacije
respektivno. Ovi grafici su dati radi lakSeg razumevanja sledece aproksimativne formule:

2 B (x)dx ~ sgn(f(@){(@ - a) — (b — a)} (28)

za dovoljno veliko . Postavljamo da je

b
1(F900) = [ F¥Godx

pa dobijamo iz (28)

a = %{a +b+ sgn(f(a)) -1 (f[m(x))} (29)
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Integral [ (f 4] (x)) u (29) implicitno sadrzi informaciju o korenu a koji je invarijanta pod
sigmoidnom transformacijom. Zamenjujuci [ (f LA] (x)) sa njegovom numerickom ocenom

I ( f1A] (x)) 1 oznaCavanjem srodnih aproksimacija od a sa q(f3), dobijamo formulu:

a(B) = 3{a+b+sgn(f@)-1(fP0)} (30)

Kako transformisana funkcija f!#! ima jednostavan oblik za veliko 8, moZzemo dobiti dobru
aproksimaciju od [ (f w(x)) bilo kojim standardnim numerickim postupkom. Prema tome

mozemo ocekivati odli¢nu aproksimaciju § za q(f) za bilo koju funkciju koja ima nepoZzeljno
ponasanje kao Sto je loSe oscilatorno svojstvo ili zaravljenost. Ocena ¢ je korisna ¢ak i1 kad
funkcija nije diferencijabilna.

Moze se upotrebiti i Njutnov postupak u slucaju da aproksimacija dobijena pomocu (30) nije
dovoljna. Za pocetnu aproksimaciju uzimamo q, = q(f), pa je

g, _Paw
n+1 = qn T (g’ n=20,12,.. (31)

sve dok je prvi izvod od funkcije f u blizini korena dostupan. Ako je ff(qy) dovoljno malo za
neko f iteracija (31) moze biti zamenjena sa

f(qn)
= — , n=0,1,2,..
qn+1 dn f’(qn)

jer

f¥q0) __ tamh(Bf(90)  _ f(q0)
FIBY (go)  Bf'(ao)sech?(Bfqo) — f'(4o)

2.6.3 Resavanje jednacina koriS¢enjem signum funkcije

Kako sigmoidna transformacija f!#l konvergira ka funkciji sgn(f),B — oo, imamo
jednacinu:

b

j sgn(F(0)dx = sgn(F (@)@ — a) — (b — a)}

a
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Dalje, imamo oznaku:
b
1(sgn() = | sgn(f ()
paje
a= %{a + b+ sgn(f(a)) - I(sgn(f))} (32)

Menjajuéi integral I(sgn(f)) sa nekom numeri¢kom ocenom I(sgn(f)) i obelezavanjem sa
p srodne aproksimacije od @, imamo:

p =2 latb+sgn((@) I(sgn())

Kako je funkcija sgn(x) prekidna funkcija, odredena kvadraturna pravila ne rezultuju
najboljim ocenama. Ipak, dobra ocena I(sgn(f)) za I(sgn(f)) daje moguénost za dobijanje
precizne aproksimacije za koren a.

Sa druge strane, pretpostavimo da je funkcija g neprekidna funkcija koja ima dve proste nule

. . . b.. . . . .
a;liazna(a,b)inekajea; < a,.Zac = % 1 bilo koji ceo broj m = 0, postavimo :

b
n(sgn(@) = | Gx= ™ sgn(gG)dx
a
Zam = 01m = 2 da bi odredili korene a; i @, imamo:

Ip(sgn(9)) = sgn(g(@){2(ay — az) — (a — b)}

sgn(g(a))

1
T el - o - (@ - o1 - (@ b)Y

Iz(sgn(g)) =

Odatle sledi da je:

V—A%*—4AB

A
a; =c+-
1 +2+ 2434’

az = a1 — A (33)
gde
1
A= E{a —b +sgn(g(a)) - Ih(sgn(g))},
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B =2{;(a— b)* +3sgn(g(a)) - L,(sgn(9))} (34)
Menjajuéi Iy (sgn(g)) i I,(sgn(g)) u (33) sa numerickim ocenama I,(sgn(g)) i ,(sgn(g))

respektivno, dobijamo priblizne korene &; 1 &,. Zato u (34) imamo da izra¢unamo samo dva
integrala, I,(sgn(g)) i I,(sgn(g)) za nalazenje korena a; i@, istovremeno.

2.6.4 Analiza greske

Teorema 15. [14]. Pretpostavimo da neprekidna funkcija f ima jedinstvenu nulu na intervalu
(a,b), f(a)f(b) <0 i da postoji njen prvi izvod na (a,b). Tada za neko § >0, q(B)
definisano u (30) zadovoljava

|CZ - Q(.B)l < %Z{Tmax(ﬁ) - Tmin(ﬁ)} + Ce—Zﬁe + |](f[3]) - i(f[ﬁ])l (35)
gde je C > 0 konstanta, € = infiy_q>5|f (X)| i

Tmax(ﬂ) = max F(B,n) , Tmin(ﬂ) = min_ F(B,n)

o<|n—-a|<é o<|n—-al|<é

za funkeiju F(B,0) = f8V () = Bf' (n)sech®(Bf (1))
Dokaz. 1z (30) 1 (32) imamo
la — q(B)| = |[I(sgn(f)) = I(f )| < |I(sgn(H)) — FIB] + |1(F18Y) — I(f1AD)]

Mozemo pretpostaviti da postoji neko § > 0 tako da prvi izvod zadovoljava f'(x) = 0 (ili
f'(x) < 0) za svako x na intervalu [x — a| < 4.

Kako je f#1(a) = 0, imamo
fB ) = F(B.m)(x — @)
za svako x za koje vazi |x — a| < § inekon = n(x) izmedu x i a.

Iz pretpostavke imamo da F(B,n) = Bf'(n)sech?(Bf(n)) =0 (ili <0) na intervalu
|x — a| < 6. Pasledi:

a+é
= |—f B (x)dx
a-§8

f| _Gon(709) = 1 oy
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<

a a+dé
Tmin(B) j (= @)dx + Tmax(B) f (x — @)dx

a—~6 a

a+é 52
= {Tmax(B) — Tmin(ﬁ)}f (x — a)dx :7{Tmax(ﬁ) — Tmin(B)}
S druge strane, x > a + 8, f(x) > €, pa tako imamo

2
|59"(f(x)) - f[ﬁ](x)l = |1 —tanh (Bf(x))| = S2B7) 1 < 2e2B¢

Sliéno, zax < a@ — 6, f(x) < —e imamo

2e2Bf(x)
[sgn(f () = FF100)| = 1-1 = tanh (Bf ()] = =5y < 2¢72¢

Dakle,

f (Sgn(f(x)) _ 1B (x))dx| < Ce2Pe
|x—a|>8

za neku konstantu C > 0.

Teorema podrazumeva da za dovoljno veliko f greska od q(f) zavisi od greske numericke

integracije [ (f [ﬁ]) sigmoidne transformacije f#1. U slu¢aju da B nije dovoljno veliko, gornja

granica gre$ke (35) zavisi uglavnom od odstupanja funkcije F(B8,1n) = f [m'(x) izvan intervala
0<|x—al <é.

2.6.5 Algoritam signum postupka

Da bi opisali algoritam signum postupka, naveS¢emo teoremu i deo iterativnog metoda koji
koristi trapezoidno pravilo, koje ¢emo koristiti u samom algoritmu.

Teorema 16. [13]. Neka je tacka & tacka iz intervala (a, b) tako da za neko § > 0 vazi

a<d—-90<a<d+d6<b

Tada koren a jednacine f (x) = 0 zadovoljava
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a=a+ Sgn(f(a))fatf sgn(f(x))dx m

Koriste¢i trapezoidno pravilo, pomocu kog aproksimiramo integral, dobija se sledeci rezultat.

b—a

. 26](_1
oNF-T 1za hk—l =

Za bilo koji ceo broj = 1, za 6,_; =

k — 1 iteraciji)

sgn(f(a)) ;(k-1)

ap = Ap—1 + > N (36)
gde je
N-1 28 N-1
k-1 k— 1 k-1 k-1
= S o) = S )
Jj=1 Jj=1
sa ¢vorovima trapezoidnog pravila
k- .
xj( Y= k-1 = O—1+j  hyg—q
=ap-1+(2j -
Greska aproksimacije a je ograni¢ena sa:
| P 1 b= b—a
Konvergencija je linearna sa stopom 1/N. |

ProgramSIGNUM

Korak 1. Definisanje transformacije pomoc¢u signum funkcije i postavljanje pocetnih
vrednosti:

F(x) = sgn(f(x), Fy = F(a)

_a+b ' b—a
2 )

Korak 2. Za ceo broj N > 2 1 za zadatu toleranciju > 0, izvrSava se:
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k=0

Dok (k:=k+1) <K =K.(N)

0 =—
N

a:= a+ (SE) Z Fa + (2] — N))
=1

Ako je |f(a)| < T kraj. (t > 0 je dovoljno malo)

Mozemo primetiti da za N = 1 prethodni postupak je ekvivalentan postupku polovljenja.
2.6.6 MeSoviti postupak signum-secice

Ovaj postupak kombinuje dva postupka, a to su signum postupak opisan napred i ve¢ dobro
poznati postupak secice. Cilj kombinacije je poboljSanje reda konvergencije signum postupka
bez obzira na napozeljna ponasanja funkcije f ili f'. Postupak secice nam sluZzi kao ,.korektor®,
odnosno popravlja¢ u svakom iterativnom koraku.

Neka je F(x) = sgn(f(x)) i za aproksimaciju a; dobijenu u k-toj iteraciji u (36) definiSemo
tacku ry, kao

" {ak — 0, kadajeF(a)F(ay) <0 P

~lay +6,, kadaje F(a)F(ay) > 0
gde je &), = By gramca greske aproksimacije ay.

Sve dok se tacka koren a nalazi izmedu 7y i @ mi predstavljamo jo§ jednu aproksimaciju gy
korig¢enjem postupka secice za tacke (ay, f(ar)) i (T, f (1)):
_ ATk
qk - ak f(ak) f(rk)f( k) (38)

Iz analize greske za postupak secice sledi:

la — qgl < M|(a — qi)(a — 1)l

53



maxy, |f" ()|

2ming, |f' (%)l

gde je M), = za interval I = [a, — 8k, ay + &x]. Sve dok |a — ai| < 6 iz (37)

1mamo sledecéu teoremu.

Teorema 17. [13]. Neka je f € C?*[a,b] i neka je f(a)f(h) <0 sa f(a)=0. Tada
aproksimacija u (38) zadovoljava

la — qrl < My[6;]? (39)

o b— y oy , .
Primetimo da |a — ai| < & = ﬁ Pa mozemo videti da (38) povecava stopu konvergencije

osnovne iteracije (36). Za toleranciju € > 0 iz (39) sledi da |a — q;| < € za svako

N

Odnoseci se na kriti¢nu vrednost K. (N) imamo da je

k > K.(N) = logy

. 1
KE(N) = KE(N) + E logy(eM,)
pa sledi da je K.(N) < K.(N) kada je M, <§ i §ta vise, razlika K.(N) — K.(N) kriti¢nih
brojeva postaje bolja kako se ¢ priblizava nuli.
ProgramSignumSecica

Korak 1. Definisanje transformacije pomocu signum funkcije i1 postavljanje pocetnih
vrednosti:

F(x) = sgn(f(x), Fy = F(a)

_a+b 6._b—a
=— -

a:

Korak 2. Za ceo broj N > 2 i za zadatu toleranciju > 0, izvrSava se:
k=20

Dok (k:=k+1) <K =K.(N)

0 =—
N

54



N-1

a:=a+ (8F) Y F(a+ (2j—N)5)
2

Akoje F, - F(a) <Oondar:=a—4, inaCe r:=a+4
a—r f
fla)—f(r)

Ako je |f(a)| < T kraj. (T > 0 je dovoljno malo)

a.=a

(@)

Napomena. U koraku 2 umesto K.(N) se koristi K.(N) zato §to je izraunavanje M,
nemoguce u praksi.
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3 Modifikacija nekih iterativnih postupaka
3.1 Opis

U ovom delu rada posmatra¢emo familiju iterativnih postupaka

VNP ACI) t,o e
F(x)=x 00 (1+r2+p2) (40)
_fx)
tzzf(" &)
f(x)

gde ¢emo prvi izvod funkcije aproksimirati centralnim diferencnim koli¢nikom

_flet F00) = F = )
21 ()

f'()

1 dobiti modifikacije nekih postupaka. Mozemo primetiti da za odredene vrednosti parametara r 1
p, ovoj familiji postupaka pripadaju Njutnov postupak, postupak Potra&Ptak i postupak
Ostrovskog.

Njutnov postupak: =0,p =0

f(x)
f')

F(x)=x—

Postupak Potra&Ptak: =1,p =0

Fe) +f (x - ]f((’;)))
'

F(x)=x—

Postupak Ostrovskog: =1,p =1

f(x)
f(x) f <x _f’(x)> _f(x)

2 (—fB) -1

F(x)=x—
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Zamenom prvog izvoda, izbegavamo definisanje nove funkcije 1 iteraciju racunamo
koris¢enjem jedino funkcije opisane u problemu, pokuSavaju¢i da o¢uvamo red konvergencije.
Uklanjanjem izvoda uvecavamo broj racunanja funkcija po iteraciji. Mera efikasnosti data je u
odeljku 1.5 mada se moze koristiti i kompjuterska mera efikasnosti data sa

1
CI = p(d+op)

gde je p red konvergencije postupka, d je broj racunanja funkcija po iteraciji a op je broj
mnozenja i deljenja po iteraciji.

Postoje brojne modifikacije Njutnovog postupka. Ako u Njutnovom postupku zamenimo prvi
izvod sa

flx+f0) = fx)
f()

flx) =

dobija se Stefensonov postupak. U ovom delu rada posvetiCemo se modifikaciji familije
iterativnih postupka (40) i na taj nacin dobiti modifikovani postupak Potra&Ptak 1 modifikovani
postupak Ostrovskog. Napravicemo poredenje modifikovanog postupka Ostrovskog sa
direktnom modifikacijom koja je data u radu [2] i1 dati teoremu sa dokazom o konvergenciji
modifikovane familije iterativnih postupaka.

3.2 Modifikovana familija iterativnih postupaka

Kada u familiju iterativnih postupaka (40) prvi izvod zamenimo centralnim diferencnim
koli¢nikom dobijamo slede¢u familiju:

. f(x) t t2
FO) =% = s —raro (1 TroT p;) (41)

2f(x)

f/ fx) \

\x T+ f@) - fx — f() /
s 2F )
Fx)
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U ovoj familiji za razli¢ite vrednosti parametara dobijaju se razli¢ite modifikacije. Zar =0 i
p = 0 imamo modifikovani Njutnov postupak. Za r=1 1 p = 0 dobijamo modifikovani
postupak Potra&Ptak. Zar = 11 p = 1 dobijamo modifikovani postupak Ostrovskog.

Modifikovani postupak Potra&Ptak

f(x)
f)+f| x Fe+f))—f(x—f(x))

o 2700
F(x) =x FOAf0)—f (- (%)) (“42)
2700

Modifikovani postupak Ostrovskog

F(x)
=x
2f (x)? 2f (x)? :
e e e
2f (0)2(1 + f(x+f(]f()3) fe—f)) f(x+f]ga(c£2 fe—fC))
- fFl+£(0)) = flx — f(x)
43)

3.3 Direktna modifikacija postupka Ostrovskog

U radu [2] grupa autora je u postupku Ostrovskog zamenila prvi izvod takode centralnim
diferencnim koli¢nikom ali direktno u formulu za postupak Ostrovskog. Na taj nacin se dobije

£() ~
f <x f(X+f(X))—f(x—f(X))> f(x)

o f) 20
F() = x — sorr@yraron o (44)
2 X _
1 2N\ i@y -ra—rtay | T
2700

Sto je formula za direktnu modifikaciju postupka Ostrovskog. Za ovaj postupak dokazali su
teoremu o njegovoj konvergenciji.
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Teorema 18. [2]. Neka je a € I prosta nula od dovoljno diferencijabilne funkcije f:1 € R - R
na otvorenom intervalu I. Ako je x, dovoljno blizu a onda direktna modifikacija postupka
Ostrovskog konvergira sa redom konvergencije 4 i zadovoljava jednacinu greske datu sa

2
— Cz C3 4 0 5
ens1 = —Cz —C—3+ 3 +C—2 en +0(ey)
1 1

. (@)
gdejee, =x,—aac, = =

Lako je videti da ovaj postupak ima cetiri puta raCunanje funkcije f po iteraciji a kako je
postupak Cetvrtog reda a ukupan broj mnozenja i deljenja je 4 njegova kompjuterska efikasnost

jeCl = 4ﬁ.
3.4 Analiza konvergencije modifikovane familije postupaka

Teorema 19. Neka je f € C*(D)takva da je
lf'(x)|=m >0, x €D
Ako jednacina f (x) = 0 ima resenje a € D, onda postojin > 0 takvo da za svako
Xo € Dy(a) = {x € D: |x — a| < n}
modifikovana familija postupaka (41) konvergira ka o
(i) sa treéim redom zar = 1, p = 0. Asimptotska konstanta greske je 2c,>

(ii) sa Cetvrtim redom zar = 1, p = 1. Asimptotska konstanta greske je c,(5¢5 — c5(1 +

f'(@)?)

Dokaz. 1z uslova Teoreme 19. sledi da jednac¢ina f(x) = 0 ima u intervalu D jedno i samo
jedno reSenje. Kako je f(x) = 0, postoji u takvo da D, (a) € D. Funkcija x + Af (x) (za bilo
koji fiksni realan broj 1) je neprekidna u a, pa za svako € > 0 postoji w > 0 takvo da

x +Af(x) —a—Af ()| =|x+Af (x) —a| < e
vazi za svako x € D, (). Neka je € = min{b — @, a — a}. Tada postoji p > 0 takvo da je za

svako x € D,(a).id € {—1,1}
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a<a—e<x+Af(x)<a+e<b

To znaci da je za svako € D,(a) ,x + Af (x) EDix — Af(x) €D.

Neka je q € (0,1). Ozna¢imo sa M konstantu za koju vazi |F"'(x)| < %, x €D. Zbog f €

C*(D) sledi da ovakva konstanta M postoji. Neka je n = min {,u, D, \/%}. Tada je za x €

D, (@) € D i funkcija koraka posmatranog iterativnog postupka dobro definisana. Na osnovu
Tejlorovog razvoja i osobina funkcije F sledi da postoji 7 € Dy (a) takvo da za x, € Dy, (@) vazi

F,”(T)

% — @ = Flx) = F(@) = —,

(xo — a)®

Odatle sledi

F”,(T) M3
3 lxg — al® S?UZVCO —a|<qlxg—a|l < |xg—a|l <n

lx; —al| =

Sto znac¢i da x; € Dy(a). Postupajuci na isti nacin dobijamo da sa x, € D,(a) vazi x; €
Dy (@), k = 0,1 ... Konvergencija niza sledi iz

|Xks1 — al S qlxg —al < g%l —al < - < g xg—a
jerjeq € (0,1).

Sada jo§ treba dokazati red konvergencije. U programskom paketu Mathematica izvrsili smo
razvijanje centralnog diferencnog koli¢nika u Tejlorov red i trazili vrednosti prvog, drugog ,
treceg i Cetvrtog izvoda funkcije F u tacki a. Ovu smo uradili prvo zar = 1 ip = 1, odnosno za
modifikovani postupak Ostrovskog. Dobijamo

F(x)=x—%<1+r%+p%>, t = 2w(x)

gde je

900 = 7 (6.4 6f() + 3G () + FOOF @) 32 P FO (., () + 75 (6

1
+6f'(x) = 3f(Of"(x) + FO)*f P (x) — AN @)
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249 (x)* — 24g(x)*f'(x) + 12f ()" (x) = 4f ()*g () f P (%) + f ()3 fF P (6(x))
24g(x)*

w(x) =

za neko

T, (x) € (min{x, x + f(x)}, max{x,x + f(x)}), T_(x) € (min{x,x — f(x)}, max{x,x — f(x)})

T(x) € (min{x — f(x),x + f(x)}, max{x — f(x),x + f(x)}).
Zbog f(a) = 0je o(a) = a, t(a) = a. Neposredno se proverava

Flll(a) _

= M@

24

F”((Z) _ 0

F'(a) =0, > c

0

pa na osnovu Teoreme 4 modifikovani postupak Ostrovskog je Cetvrtog reda. Analogno se
pokazuje da je modifikovani postupak Potra&Ptak tre¢eg reda.

. y . .. F®)
Asimptotske konstante greSke dobijene su u Matematici kao %, zap = 3, odnosno zap = 4

za postupke modifikovani Potra&Ptak i modifikovani postupak Ostrovskog. [ ]
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4 Numericki rezultati

U ovom delu prikazaémo numericke rezultate sa postupcima opisanim u trecem poglavlju.
Sva racunanja su uradena u programskom paketu Mathematica 8. Preciznost je povecana na
10000 cifara sa SetPrecision funkcijom. Koristili smo slede¢i izlazni kriterijum: |x, — a| < € i
|f (xx)| < € gde je a tacno reSenje posmatrane jednacine. U slu¢ajevima kada taéno reSenje nije
dostupno, koristili smo njegovu aproksimaciju koja je racunata sa 10000 cifara, ali smo prikazali
samo 20 cifara. Numericki red konveregencije ord je raCunat prema

In — —
_ (Ixp41 — al/Ixx 05|)'k =12, ..
In (|xx — al/lxx-1 — al)

ordy

1 predstavlja aproksimaciju reda konvergencije p, a aproksimacije Cj, asimptotske konstante
greske C racunate su prema

_ X 41 — al

C, = k=12, ..
T g —alP

Resavali smo jednaéine fi,(x) = 0,k = 1,...5 gde je:
fi(x) = x3 —10,[5],a; ~ 2.1544346900318837218,x, = 2,
fo(x) = x3 4+ 4x? — 10, [5], a3 ~ 1.365230013414096845, x, = 2,
fz(x) = (x —1)3 = 2,[5], a} =~ 2.259921049894873,x, = 2,
fa(x) = g— Sin(x),[5], a; = 0.5235987755982988731, x, = 0.7,
fs(x) = x — cos(x),[5],a: = 1.895494267,x, = 1.5.

U tabelama 2, 3 i 4 prikazujemo rezultate za prvu jednalinu dobijene modifikovanim
postupkom Potra&Ptak, modifikovanim postupkom Ostrovskog (nasa modifikovana familija
(41)) 1 direktnom modifikacijom postupka Ostrovskog (44).

U tabelama 5 i 6 dajemo rezultate koji sluze za uporedivanje dve modifikacije postupka
Ostrovskog za jednacinu f(x) = 0, gde je
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fx) = % —sinx, [4],a] = 0.5235987755982988731,x, = 0.7.

Razliku izmedu posmatranih postupaka posmatramo 1 graficki, Sto je prikazano na slici 8.

Rezultate koji se odnose na jednacine fi,(x) = 0,k = 2,3, ...5 prikazani su u tabelama 7, 8, 9
1 10. Poslednja, 11. tabela sadrzi podatke za drugu jednacinu sa

£,(x) = x3 + 4x% — 10, [5], @} ~ 1.365230013414096845, x, = 1.5

tj. sa novom pocetnom vrednoS¢ux, = 1.5. Time smo pokazali da modifikovani postupak

Ostrovskog konvergira sa ovom pocetnom vredno$c¢u, dok sa x, =2 ne konvergira.

4.1 Modifikovani postupak Potra&Ptak

fi(x)=x =10,  a*~2.1544346900318837218, x,=2, C =0.4308869380...

k X, |a - xk| ord, C,

0 | 2.0000000000000000000 1.5(-1) - -

1 |2.1502685546875000000 4.2(-3) - 1.131094244
2 1 2.1544346643064116256 2.6(-8) 3.3201605 0.3557650075
3 |2.1544346900318837218 7.3(-24) 2.9840289 0.4308864563
4 | 2.1544346900318837218 1.7(-70) 3.0000000 0.4308869380
5 | 2.1544346900318837218 2.1(-210) 3.0000000 0.4308869380
6 | 2.1544346900318837218 4.1(-630) 3.0000000 0.4308869380

Tabela 2. Modifikovani postupak Potra&Ptak

63




4.2 Na$ modifikovani postupak Ostrovskog

fi(x)=x"-10, o *~2.1544346900318837218, x,=2, C=-5.9966374034...
k X, o — x| ord, C,
o | 2-0000000000000000000 1.5(-1) | - -
1 | 2.1604845523834228516 6.0(-3) | - 10.63569931
5 | 2.1544346807802015186 9.3(-9) | 4.1332817 6.906193336
3 | 2.1544346900318837218 4.4(-32) | 4.0105461 5.996635959
4 | 2.1544346900318837218 2.2(-125) | 4.0000000 5.996637403
5 | 2.1544346900318837218 1.5(-498) | 4.0000000 5.996637403
6 | 2.1544346900318837218 3.0(-1991) | 4.0000000 5.996637403
Tabela 3. Nasa modifikacija postupka Ostrovskog
4.3 Modifikovani postupak Ostrovskog
fi(x)=x"-10, o*~2.1544346900318837218, x,=2, C=-6.3966374034...
k X, |a - xk| ord, C,
o | 2-0000000000000000000 1.5(-1) - -
1| 2.1674180327868852459 1.3(-2) - 22.82480519
5 | 2.1544344373716263275 2.5(-7) 4.3807254 8.891823724
3 | 2.1544346900318837218 2.6(-26) 4.0303645 6.396589153
4 | 2.1544346900318837218 3.0(-102) 3.9999998 6.396637403
5 | 2.1544346900318837218 4.9(-406) 4.0000000 6.396637403
6 | 2-1544346900318837218 3.6(-1621) 4.0000000 6.396637403

Tabela 4. Modifikovan postupak Ostrovskog, [2]
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4.4 Uporedenje dve modifikacije postupka Ostrovskog

Posmatra¢emo na$ modifikovani postupak Ostrovskog pomocu familije iterativnih postupaka
(41) dat u (43) i direktnu modifikaciju postupka Ostrovskog datu u (44). Navesc¢emo rezultate
reSavanja jednacine f(x) = 0, sa

1
flx) = 5~ sinx, [4],a] = 0.5235987755982988731,x, = 0.7.

Ovi rezultati su prikazani u tabelama 5 1 6. Zajedno sa rezultatima dobijenim istim
postupcima, a prikazanim u tabelama 3 1 4, rezultati iz tabela 5 1 6 pokazuju da se ne moze reci
da je nasa modifikacija bolja od modifikacije postupka Ostrovskog, iz rada [2]. Asimptotske
konstante greske nisu jednake za ova dva postupka, ali su u saglasnosti sa teorijskim rezultatima.
Apsolutna vrednost razlike ta¢nog i pribliznog reSenja u svim iteracijama kod ovih postupaka je
priblizno ista. Red konvergencije ovih postupaka je isti.

f(x)= l—sinx, [5], &, * = 0.5235987755982988731, x,=0.7 C=-0.1082531754...
2

k X, |a - xk| ord, C,

0| 0.69999999999999995559 1.8(-1) - -

1| 0.52344287624242133509 1.6(-4) - 0.1610044723
2 | 0.52359877559829880915 6.4(-17) 4.0565090 0.1082128517
3| 0.52359877559829887308 1.8(-66) 3.9999869 0.1082531755
4 | 0.52359877559829887308 1.2(-264) 4.0000000 0.1082531755
51 0.52359877559829887308 1.9(-1057) 4.0000000 0.1082531755
6 | 0.52359877559829887308 1.5(-4228) 4.0000000 0.1082531755

Tabela 5. Modifikovan postupak Ostrovskog, [2]
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f(x)= 1 sinx, [4], a,*~0.5235987755982988731, x,=0.7 C =-0.2044782203...
2

k X, o — x| ord, C,

0 | 0.69999999999999995559 1.8(-1) - -

1 | 0.52314096643254622756 4.6(-4) - 0.4728006908
2 | 0.52359877559828990970 9.0(-15) 4.1411331 0.2040487017
3| 0.52359877559829887308 1.3(-57) 3.9999147 0.2044782203
4 | 0.52359877559829887308 6.2(-229) 4.0000000 0.2044782203
5 0.52359877559829887308 3.0(-914) 4.0000000 0.2044782203
6 | 0.52359877559829887308 1.7(-3655) 4.0000000 0.2044782203

Tabela 6. Nasa modifikacija postupka Ostrovskog

Razliku izmedu postupaka mozemo u konkretnom slucaju posmatrati i grafi¢ki. Funkcija
razlike funkcija koraka ta dva postupka je

Zf(x)z )3
flx=f) = flx+ f(x)

— B 2/ ()2
(FGe = FG) = fGx o+ FEONG W) = 2f G+ pr—re s

8f(x+

px) =

)

i njen grafik na intervalu [0,0.6] , koji sadrzi nulu posmatrane funkcije, prikazan je na slici 8.

0.00005 -
0.00004 -
0.00003 -
0.00002 -

0.00001

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

Slika 8.
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Time smo 1 graficki potvrdili da se ova dva postupka, u opstem slucaju, razlikuju.

4.5 Ostali primeri

Naves¢emo rezultate reSavanja jednacinef (x) = 0, sa slede¢im funkcijama

fo(x) = x3 + 4x2 — 10, [5], &} ~ 1.365230013414096845, x, = 2,

fo(x) = (x = 1)3 = 2,[5], a} ~ 2.259921049894873, x, = 2,

fa(x) =5 = Sin(x), [5], @; ~ 0.5235987755982988731,x, = 0.7,

fs(x) = x — cos(x),[5],a: = 1.895494267,x, = 1.5.

Koristili smo izlazni kriterijum: |x, — a| < € i |f(x;)| < € gde je a; aproksimacija taénog

reSenja dobijena sa 20000 cifara i € = 1075990 Sa jr oznacavamo broj iteracija za koji je
zadovoljen izlazni kriterijum, x;; je odgovarajuca aproksimacija, |a@ — x;;| je odgovarajuca
greska, ord;; je odgovaraju¢i numericki red konvergencije i C;; odgovarajuca aproksimacija
asimptotske konstante greske. Sa 7" oznaCavamo vreme potrebno da se sa zadatom pocetnom
vrednos§céu x, zadovolji izlazni kriterijum, tj. da se izracuna approksimacija x;;.

fr(x)=x"+4x =10, [5], o, ~1.365230013414096845 x, =2

Modifikovani postupak Potra&Ptak Ostrovskog (nas) Ostrovskog (iz [2])
T 0.078 0.078
it 11 8
X, 1.3652300134140968458
o - x| 5.5 x 1072616 1.1x 1072574
ord, 3.000000000 4.000000000
C, 0.4806896670 —7.536233046

Tabela 7.
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f(x)=(x=1)" =2, [5], & ~2.259921049894873, x, =2.0

Modifikovani postupak Potra&Ptak Ostrovskog (nas) Ostrovskog (iz [3])
T 0.046 0.031 0.047
it 8 6 6
X, 2.2599210498948731647
o = x| 2.2 x 1075891 1.5 x 1072546 1.8 x 1072397
Ol’d” 3.000000000 4.000000000 4.000000000
G 1.259921049 1.446429816 —3.446429816

it

Tabela 8.

fi(x)= % —sinx, [5], &,*~0.5235987755982988731, x, =0.7

Modifikovani postupak Potra&Ptak Ostrovskog (nas) Ostrovskog (iz [3])
T 3.12 2.621 3.479
it 9 7 6
X, 1.8954942670339809471
o — x| 1.6 x 1074535 1.3 x 1072681 7.6 X 1072026
ord, 3.000000000 4.000000000 4.000000000
C, 0.6695195645 1.031191137 0.256444132

Tabela 9.

f5(x)=x—cosx, [5], a; ~1.895494267 , x, =1.5

Modifikovani postupak Potra&Ptak Ostrovskog (nas) Ostrovskog (iz [3])
T 2.824 2.98 4.134
it 8 8 7
X, 0.73908513321516064166
o — x| 5.7 x 1073678 7.9 x 1077733 1.3 x 1073980
Ol’dl.t 3.000000000 4.000000000 4.000000000
C, 0.09751004568 0.1101269059 0.06706541743

Tabela 10.
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4.6 Bolji izbor pocetne aproksimacije

U tabeli 7 smo u koloni za modifikovani postupak Ostrovskog ostavili prazna polja. To je
znacilo da taj postupak sa izabranom pocetnom vrednoscéu x, =2 ne konvergira. Rezultate za isti

primer, ali sa novom startnom vrednos¢u x, = 1.5, pokazuju da i taj postupak konvergira. U
sledecoj tabeli, kao i1 u prethodnim, prikazujemo rezultate sva tri modifikovana postupka.

fr(x)=x>+4x* =10, [5], a; ~1.365230013414096845 x,=1.5

Modifikovani postupak Potra&Ptak Ostrovskog (nas) Ostrovskog (iz [3])

T 0.046 0.047 0.078

it 6 6 6

X, 1.3652300134140968458

o — x| 2.6 x 107492 1.8 x 1072462 1.3 x 1071589
ord, 3.000000000 4.000000000 4.000000000
C, 0.480689667 —7.536233046 —8.00754904
Tabela 11.
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5 Zakljucak

U master radu se posmatraju neki iterativni postupci bez izvoda za reSavanje nelinearne
jednacine sa jednom nepoznatom. Prikazano je viSe postupaka: postupak secice, postupak LZ4,
Falsi-Stefensonov postupak, postupak Muller-polovljenje, signum postupak. Opisani su ovi
postupci 1 odgovarajuci algoritmi i date teoreme o njihovoj konvergenciji. U tre¢em delu je
posmatrana dvoparametarska familija postupaka, koja kao specijalne slucajeve sadrzi
modifikaciju postupka Potra&Ptak i1 modifikaciju postupka Ostrovskog. Za ovu familiju
dokazana je teorema o lokalnoj konvergenciji. Formiranje dvoparametarske familije i dokaz
njene lokalne konvergencije su originalni doprinosi ovom master radu. U cCetvrtom delu
prikazano je viSe rezultata izvedenih eksperimenata koji su uradeni u programskom paketu
Mathematica. Primeri su uzeti iz relevantnih radova, [3], [4], [5]. Numericki rezultati su u skladu
sa teorijskim razmatranjima.
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