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Predgovor

Tema ovog master rada je Rado graf. Sam graf je dobio naziv po cuvenom
nemackom matematic¢aru Richardu Rado koji je 1964. godine prvi opisao njegovu
konstrukciju preko binarnog zapisa brojeva. Takode, madarski matematicari Paul
Erdos i Alfréd Rényi su opisali konstrukciju datog grafa preko teorije verovatnoce.
Stoga u literaturi postoji joS nekoliko naziva za Rado graf (Erdos & Rényi graf ili
Random graf).

Rad se sastoji iz tri poglavlja. Na pocetku svakog od njih navedeni su os-
novni pojmovi i definicije, neophodni za dalje izlaganje i razumevanje. Za krajeve
dokaza osobina, lema i teorema korisc¢ena je oznaka O.

U prvom delu rada uvedena je definicija Rado grafa i opisane su njegove ra-
zlic¢ite konstrukcije: preko binarnog zapisa, kvadratnih ostataka, teorije skupova,
teorije verovatnoce, kao i rekurzivan nacin konstrukcije. Potom su opisane i doka-
zane mnoge njegove osobine. Neke od njih su: samokomplementarnost, stabilnost,
tranzitivnost, normalnost, Ny-kategoricnost, itd. Takode, pokazana je njegova
jedinstvenost do na izomorfizam, kao i da skup svih automorfizama Rado grafa
obrazuje grupu automorfizama.

U drugom delu rada govori se o homogenim prebrojivim bipartitnim grafovi-
ma. Uveden je pojam homogenosti i pokazano je da je i Rado graf homogen
graf. Zatim je razmatrana osobina homogenosti kod bipartitnih grafova, opisana
Jje konstrukcija jednog saS grafa i izvrsena je klasifikacija homogenih bipartitnih
grafova.

U trecem delu rada, prica o prostom Rado grafu proSirena je na orijentisane
grafove. Nakon upoznavanja sa terminologijom, analizirane su neke specijalne
vrste digrafova. Posebno je razmatrana najizucenija klasa digrafova-turniri, kao
i dve vrste Rado digrafa: Random orijentisani graf (RO) i Random acikli¢ni
orijentisani graf (ARQO).

Najvecu zahvalnost za izradu master rada i odabir ovako izazovne teme dugu-
Jjem svom mentoru- dr Borisu Sobotu. Hvala mu na izdvojenom vremenu, kao i na
korisnim sugestijama i primedbama bez kojih rad ne bi primio sadasnji oblik.



Takode, Zeleo bih da se zahvalim i prof. dr Milosu Kurilicu i dr Aleksandru
Pavlovicu, ¢lanovima komisije za odbranu ovog master rada.

Posebnu zahvalnost dugujem svojim roditeljima, sestri i prijateljima. Hvala
im na ukazanom poverenju, razumevanju i bezuslovnoj podrsci koju su mi pruzali
tokom celokupnog skolovanja.

Novi Sad, oktobar 2012. godine Srdan Milicevi¢






Glava 1

Rado graf

1.1 Grafovi-osnovni pojmovi i definicije

Definicija 1.1.1 Prost graf G je uredeni par G = (V, E), gde je V neprazan skup,
a E proizvoljan podskup skupa V'® = {{u,v} C V;u # v}.

Pri tome, skup V' nazivamo skup ¢vorova (vrhova, temena), a skup £ nazivamo
skup grana grafa GG. Cesto se skup ¢vorova obelezava i sa V' ((), a skup grana sa
E(G). Ubuduée ¢emo umesto termina prost graf koristiti samo graf.

Definicija 1.1.2 Neka su u i v elementi skupa V, tj. ¢vorovi grafa G. Tada je
e = {u, v} jedna grana grafa G koja spaja &vorove u i v.

Ona se skraceno moze zapisati 1 kao e = wv. Kazemo joS 1 da je grana e
incidentna sa ¢vorovima u 1 v, a ¢vorovi « 1 v su susedni.

Definicija 1.1.3 Stepen ¢vora predstavlja broj grana koje su sa njim incidentne.

Dakle, stepen ¢vora predstavlja broj njegovih suseda. Skup svih suseda ¢vora
u iz grafa G se oznacava sa G(u). Stepen ¢vora se obeleZava sa di(u). U slucaju
da se graf G podrazumeva, skracena oznaka je d(u). Ako je §(u) = 0, onda se u
naziva izolovan ¢vor.

Graf G mozZemo predstaviti geometrijski tako Sto ¢vorovima pridruzimo tacke
u ravni, a granama duzi ili lukove. Grafovi su upravo i dobili naziv zbog svoje
graficke reprezentacije. Koristeci njihov graficki prikaz, mozemo modelirati mno-
gobrojne sloZene pojave kod kojih je bitno da li su odredeni objekti u vezi ili ne.
To su na primer: predstavljanje raskrsnica i ulica, puteva i gradova u nekoj drzavi,
predstavljanje elektri¢nih mreza i raCunara itd. Na Slici 1.1 dat je primer jednog
grafa.



Vidimo da dati graf ima 10 ¢vorova i 10 grana. Npr. ¢vorovi A i B nisu povezani,
dok su &vorovi C'i D povezani i formiraju granu {C, D}.

A

B

Slika 1.1: Graf

U zavisnosti od osobina koje poseduju, moZemo izdvojiti neke specijalne vrste
grafova.

Definicija 1.1.4 Ako svi ¢vorovi u grafu imaju isti stepen, tada se on zove regu-
laran. Specijalno, graf G je k-regularan ukoliko vaZi da je 6(u) = k za sve
vorove u iz G.

Definicija 1.1.5 Graf ¢ija su svaka dva razli¢ita ¢vora susedna naziva se komple-
tan graf.

Oznaka za kompletan graf sa n ¢vorova je K,,. Nasuprot njemu, postoji prazan
graf u kojem nikoja dva ¢vora nisu susedna.

Definicija 1.1.6 Graf ¢iji su svi ¢vorovi izolovani (tj. 0-regularan graf) se naziva
prazan grayf.

Prazan graf sa n ¢vorova oznaéavamo sa K.
Definicija 1.1.7 Za graf H kaZemo da je podgraf grafa G (u oznaci H C G)

ukoliko vazida je V(H) CV(G)i E(H) C E(G).
Za graf G kaZemo da je nadgraf grafa H.

Definicija 1.1.8 Za graf H kazemo da je pokrivajuci podgraf od G ako je ispunje-
noV(H)=V(G)i E(H) C E(G).

Definicija 1.1.9 Za graf H kaZemo da je indukovani podgraf od G ako vaZi da je
V(H) CV(G)iE(H)=EG)NV(H)®.

Definicija 1.1.10 Setnja u grafu G se definise kao prizvoljan niz ¢vorova i grana
Vp€1V1€2V3...Vk_1€xVk, Pri Cemu ¢vorovi i grane mogu da se ponavljaju i vaZi da
je ei = {vi_1,v;}.



Definicija 1.1.11 Ako se grane u Setnji ne ponavljaju, onda se ona naziva staza.
Ukoliko je vy = vy, kazemo da je Setnja zatvorena.

Definicija 1.1.12 Setnja u kojoj nema ponavljanja cvorova i grana i vazi vy # vy
se naziva put.

Oznaka za put sa n ¢vorova je P,.

Definicija 1.1.13 Zatvorena Setnja u kojoj nema ponavljanja ¢vorova i grana
naziva se kontura.

Oznaka za konturu sa n ¢vorova je C,,. Ako graf ne sadrZi nijednu konturu,
onda se on naziva aciklican graf.

Definicija 1.1.14 Hamiltonov put u grafu G je put koji sadrZi sve ¢vorove toga
grafa.

Definicija 1.1.15 Hamiltonova kontura u grafu G je kontura koja sadrZi sve ¢voro-
ve grafa G. Graf je Hamiltonov ako sadrZi Hamiltonovu konturu.

Definicija 1.1.16 Za dva ¢vora kaZemo da su povezana ako postoji put izmedu
njih.

MozZe se pokazati da je povezanost ¢vorova relacija ekvivalencije. Klase ekvi-
valencije odredene njom nazivaju se komponente povezanosti.

Definicija 1.1.17 Za graf G kazemo da je povezan ako ima tacno jednu kompo-
nentu povezanosti. U suprotnom, graf nije povezan.

Definicija 1.1.18 Graf koji nije povezan i ne sadZi nijednu konturu kao svoj pod-
graf se naziva stablo.

Definicija 1.1.19 Neka je v ¢vor grafa G, a e njegova grana. Tada je G — v graf
koji se dobija od grafa G ako mu oduzmemo ¢vor v, a G — e je graf koji se dobija
ako mu oduzmemo granu e.

Definicija 1.1.20 Cvor v je artikulacioni &vor grafa G ako je broj komponenti
povezanosti od G — v veci nego od G.

Definicija 1.1.21 Grana e je most grafa G ako je broj komponenti povezanosti od
G — e vedinego od G.

Definicija 1.1.22 Za grafove G, i G5 kazemo da su izomorfni ako postoji bi-
jekcija f : V(Gy) — V(Gy) tako da vazi: {u,v} € E(G;) ako i samo ako
{f(u), f(v)} € E(G>).



Preslikavanje f se naziva izomorfizam. Da su grafovi (G; i G izomorfni piSemo
krace G; = (2. Njime se oCuvava relacija incidencije. Drugim re¢ima, izomor-
fizmom se dobijaju "isti” grafovi.

Definicija 1.1.23 Za graf G, kaZemo da se utapa u graf G5 ako se moZe uspo-
staviti izomorfizam izmedu grafa G i nekog indukovanog podgrafa od G .

Definicija 1.1.24 Ako vazi V(G1) NV (Gs) = 0, za grafove G i Gy kaZemo da
su disjunktni. Specijalno, ako je ispunjen samo uslov E(G1) N E(G3) = 0, tada
kaZemo da su G i G granski disjunktni.

Definicija 1.1.25 Unija grafova G i G, tj. G U G4 je graf Ciji je skup ¢vorova
V(G1) UV (G2), a skup grana E(G1) U E(Gs).

Ukoliko su (G; i G disjunktni grafovi njihova unija se obelezava sa G; + Go.
Analogno se definiSe i presek dva grafa.

Definicija 1.1.26 Presek grafova G i G, tj. Gy N G je graf ¢iji je skup cvorova
V(G1) NV(Gy), a skup grana E(G1) N E(Gs).

Definicija 1.1.27 Za graf G kazemo da je komplement grafa G ukoliko vaZi da je
V(G)=V(GR)iE(G)=V\E(G).

Na primer, komplement kompletnog grafa je prazan graf i obrnuto.

Definicija 1.1.28 Graf G je samokomplementaran ako je izomorfan sa svojim
komplementom.

U odnosu na broj ¢vorova, grafove mozemo podeliti na konac¢ne i beskonacne.
Kod beskonac¢nih grafova sa prebrojivo mnogo ¢vorova, sve ¢vorove mozemo nu-
merisati prirodnim brojevima. Ovakvi grafovi mogu imati i konacan broj grana
(npr. prebrojivi prazan graf nema nijednu granu). Naravno, njihov graficki prikaz
je dosta komplikovaniji nego kod konacnih grafova. U ovom radu biée re¢i o Rado
grafu koji spada u grupu grafova sa prebrojivo mnogo ¢vorova.



1.2 Definicija i konstrukcije Rado grafa

Postoji viSe ekvivalentnih nacina za definisanje Rado grafa. U ovom radu,
bice opisani razli¢iti nacini konstruisanja grafa: preko binarnog zapisa brojeva,
pomocu kvadratnih ostataka, preko teorije skupova, kao i definicija preko teorije
verovatnoce. Izvodenjem ovih konstrukcija, do¢i ¢emo do mnogih bitnih osobina
koje poseduje Rado graf.

Definicija 1.2.1 Rado graf je prebrojivi graf koji ima sledecu osobinu: ako su
dati njegovi razliciti ¢vorovi uy, Us, ..., U, V1, Vo, ..., U, tada postoji ¢vor z koji je
susedan sa svim ¢vorovima uy, Us, ..., U, a nije susedan ni sa jednim od ¢vorova
V1, U2, ...y Up.

Ovu osobinu ¢emo ubuduée oznaCavati sa (x). Ilustracija ove osobine je data
na Slici 1.2 na kojoj je predstavljen ¢vor z koji je susedan sa svim ¢vorovima iz
skupa U 1 nije susedan ni sa jednim ¢vorom iz skupa V.

Slika 1.2: Prikaz osobine (*)

1.2.1 Konstrukcija Rado grafa preko teorije verovatnoce

Prikazujemo prvo konstrukciju grafa preko teorije verovatnoce. Prebrojivi
graf R se bira na slucajan nacin tako Sto mu se grane selektuju nezavisno sa
verovatno¢om % izmedu bilo koja dva ¢vora. Pri tome, verovatnoca % se moze
zameniti bilo kojom fiksnom verovatno¢om p, pri cemu je 0 < p < 1.

Teorema 1.2.2 Prebrojivi graf R ima osobinu () sa verovatnoéom 1.

Dokaz: Pokazaéemo da dogadaj da graf R nema osobinu () ima verovatnocu 0.
Posmatrajmo neki graf koji nema osobinu (x). Neka su 21, 29, ..., 2, ¢vorovi raz-
liciti od uy, ug, ..., Up, V1, Va, ..., V. Verovatnocadaje z;, pricemui € {1,2,...,k},
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povezan sa uy, Us, ..., Uy, & Nije sa v, Vo, ..., Uy j€ zmﬁ jer su svi dogadaji povezi-
vanja nezavisni. To znaci da verovatnoca da ¢vor z; nije odgovarajue povezan
iznosi 1 — 2% . Stoga je verovatnoca da nijedan od ¢vorova z1, 2o, ..., 25, nije

odgovarajuée povezan (1 — ﬁ)k Ovaj izraz tezi 0 kada k — oo. Kako ima
prebrojivo mnogo vrednosti za m i n i za svaki par prebrojivo mnogo ¢vorova,
moZemo primeniti lemu da je prebrojiva unija skupova mere 0 takode mere 0.
Odatle sledi da dogadaj da graf nema osobinu () ima verovatnocu 0, tj. graf R
skoro sigurno ima osobinu (). O

Da je umesto verovatnoce % stajala proizvoljna verovatnoca p, dokaz bi bio

analogan jer izraz (1 — p™™)* — 0, kada k — co. Pokazaéemo sada da izmedu
bilo koja dva grafa koja poseduju datu osobinu mozZemo uspostaviti izomorfizam.

Teorema 1.2.3 Svi prebrojivi grafovi koji zadovoljavaju osobinu (x) su medusobno
izomorfni.

Dokaz: Neka su G; i G2 dva prebrojiva grafa koja imaju osobinu (x). Pret-
postavimo da je f preslikavanje skupa {zi,zs,...,x,} ¢vorova G; u G, koje
je izomorfizam izmedu indukovanih podgrafova i z,,, proizvoljan ¢vor iz Gj.
Hocéemo da f proSirimo i na ¢vor z,41. Neka je U skup svih suseda ¢vora x,, 1,
(posmatrajuci évorove iz skupa {x1, s, ..., z,}) inekaje V = {1, 2o, ..., x, }\U.
Potencijalna slika od x,,,; Ce biti ¢vor u GGy susedan svakom ¢voru u f(U) i ne-
susedan svakom ¢voru u f(V'). To mozemo da u¢inimo jer na osnovu prethodne
teoreme znamo da vazi osobina (). Sada primenjujemo back and forth metod.

Numerisimo ¢vorove iz G i G respektivno sa {x1, x2, T3, ...} i {y1, Y2, y3, ... }.
Konstruis§imo kona¢ne izomorfizme f,, na slede¢i nacin. Neka je fo = (). Pret-
postavimo da je f, konstruisano. Ako je n parno, neka je m najmanji indeks
¢vorova u (&7 koji nije u domenu od f,. Tada f,, proSirujemo do f,.1 sa x,, u
domenu tako $to na osnovu aksiome izbora izaberemo ¢vor sa najmanjim indek-
som iz G5 koji zadovoljava (x) da bude slika od z,,. Ako je n neparno, radimo
obrnuto. Neka je sada m najmanji indeks ¢vorova u (G5 koji nije u rangu od f,,.
Prosirujemo f, do f,.1 sa y,, u rangu koristeéi osobinu (x). Neka je f = Uf;.
Primenjujuéi back and forth metod, garantuje se da je svaki ¢vor iz G; u domenu
i svaki ¢vor iz G5 u rangu. Prema tome, f je trazeni izomorfizam. O

Dakle, Rado graf je jedinstveni do na izomorfizam prebrojivi graf koji ima
osobinu (x). Inace, izomorfizam medu grafovima koji imaju osobinu (*) se moze
formirati na viSe nacina.

1.2.2 Konstrukcija Rado grafa preko binarnog zapisa

Opisacemo sada konstrukciju grafa koju je predlozio Rado. Za skup ¢vorova
uzimamo skup prirodnih brojevima (ukljucuji¢ii 0): 0,1, 2, ... Uo¢imo dva proiz-
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voljna ¢vora x i y. Grana {z,y} postoji ako je z-ta cifra zdesna u binarnoj
reprezentaciji od y jednaka 1 u slucaju da je x < y 1 analogno, ako je y-ta cifra
zdesna u binarnoj reprezentaciji od x jednaka 1 u slucaju kada je x > y. Primer
ovakvog povezivanja dat je na Slici 1.3. Vidimo da su susedi ¢vora numerisanog
brojem 0 svi neparni brojevi, da su susedi ¢vora koji je numerisan brojem 1 osim
0-Cvora jos i svi ¢vorovi numerisani brojevima koji daju ostatke 2 ili 3 pri deljenju
sa 4, itd.

Pokaza¢emo sada da i ovako definisani graf ima osobinu (x). Odatle ¢e na
osnovu prethodne teoreme slediti da je konstruisani graf Rado graf. Neka su dati
proizvoljni razliciti ¢vorovi: uy, Us, ..., Uy, 1 V1, Vg, ..., Uy, Zbog jednostavnosti
zapisa uzmimo da je U = {uy, ug, ..., upn} iV = {v1,v9,...,v,}. Uolimo &vor
r = 2tmaz(UUV) 4 Y uer 2% On je spojen sa svim ¢vorovima iz skupa U jer
su sve cifre u njegovoj binarnoj reprezentaciji koje odgovaraju ¢vorovima iz U
jednake 1. S druge strane, cifre koje odgovaraju ¢vorovima iz V' su jednake O,
a kako je x veée od svakog ¢vora iz V/, to je x-ta cifra u binarnoj reprezentaciji
svakog ¢vora iz V' jednaka 0. Sledi da x nije povezan ni sa jednim ¢vorom iz V'
¢ime smo pokazali da vazi osobina (x).

| =]
ta |

| wa |
—
n
&

| =

| e |
.

Slika 1.3: Rado graf

1.2.3 Konstrukcija Rado grafa preko teorije skupova

Sledeci nacin konstruisanja Rado grafa jeste preko teorije skupova. Neka je
%:wa‘/l = {m}’%:{®7{®}}”vn+l :P(Vn)’
Uzmimo da je V' = U,enV,, skup nasledno konacnih skupova. DefiniSimo graf
V* pomocu pravila x ~ y ako i samo ako vazi x € yili y € x. Pokazademo da je
tada V* izomorfan sa R.
Neka su dati uy, us, ..., Uy, 1 vy, Vs, ..., v, razliciti elementi iz V. Uzmimo da je
x = {v1,v9, ..., 0} 1 2 = {uy,us, ..., Uy, v }. Pokazujemo da z zadovoljava uslov
(). Jasno, vazi z ~ u; zasve i € {1,2,...,m}. Pretpostavimo sadaida je z ~ v;.
Ako je v; € 2z, onda vaZi v; = u; Sto je u suprotnosti sa po¢etnom pretpostavkom
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ili je v; = @ odakle bi sledilo x € x Sto je kontradikcija. Ako je pak z € v;, onda
vaZi x € z € v; € x Sto nas takode (na osnovu aksiome regularnosti) dovodi do
kontradikcije. Sledi da V* ima osobinu () pa je samim tim izomorfan sa R.

1.2.4 Konstrukcija Rado grafa preko kvadratnih ostataka

Sledeca konstrukcija Rado grafa koju opisujemo je konstrukcija preko kvadrat-
nih ostataka. Prvo ¢emo navesti teoreme i oznake koje ¢emo Koristiti pri ovoj
konstrukciji.

Teorema 1.2.4 (Kineska teorema o ostacima) Neka su my, mo, ..., my po paro-
vima uzajamno prosti prirodni brojevi, a ay, as, ..., ay celi brojevi. Tada sistem:

x = ai(mod my), x = ag(mod my), ..., x = ax(mod my,)
ima jedinstveno reSenje do na moduo myms...my.

Teorema 1.2.5 (Dirihleova teorema) Ako su a i b uzajamno prosti prirodni bro-
jevi, onda aritmeticka progresija a,a + b,a + 2b,a + 3b, ... sadrZi beskonacno
mnogo prostih brojeva.

Definicija 1.2.6 KaZemo da je q € 7 kvadratni ostatak po modulu n € N ako
postoji x € 7 takav da je x* = q(mod n).

Definicija 1.2.7 LeZandrov simbol za a € 7. i prost broj p glasi:

4 0, akopla
(-) = 1, akop faia jekvadratni ostatak po modulu p
p —1, inace

Teorema 1.2.8 (Zakon kvadratnog reciprociteta) Ako su p i q razliciti neparni
prosti brojevi, onda vaZi:
vy p—lag-1
) ===
qa p

Uzmimo da je skup ¢vorova naseg grafa skup prostih brojeva koji daju osta-
tak 1 pri deljenju sa 4. Obelezimo taj skup slovom P. Ako p,q € P, koristeci
kvadratni reciprocitet vazi da je (%) = 1 ako i samo ako je () = 1. Uzmimo da
su &vorovi p i ¢ susedni Evorovi ako je (£) = 1.

Neka su dati proizvoljni razliciti elementi wuy, ug, ..., Uy, 1 V1, Vo, ..., Uy 1Z P.
Neka je a; fiksirani kvadratni ostatak po modulu u; i b; fiksirana vrednost koja
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nije kvadratni ostatak po modulu v;. Koriste¢i Kinesku teoremu o ostacima i
uslove:
zr = 1(mod 4), = a;(mod v;), x = bj(mod v;)

sledi da postoji reSenje x = xo(mod dujus. .. Up,...V1V3...0,,).
Na osnovu Dirihleove teoreme sledi da postoji prost broj z takav da zadovoljava
date kongruencije. Stoga je osobina (*) zadovoljena.

1.2.5 Konstrukcija Rado grafa preko univerzalnog skupa

Sada ¢emo pokazati joS jednu konstrukciju Rado grafa koriS¢enjem teorije
brojeva.

Definicija 1.2.9 Skup S poczitivnih celih brojeva se naziva univerzalan ako za dati
prirodan broj k i skup T, pri Cemu je T C {1,2, ..., k} postoji ceo broj N takav
da je ispunjeno N + 1 € S ako i samo ako i € T.

Neka je dat univerzalan skup S. Posmatrajmo prebrojivi graf Ciji je skup

¢vorova skup celih brojeva i neka su ¢vorovi z 1 y susedni ako i samo ako vazi
|z — y| € S. Pokazacemo da je ovaj graf izomorfan sa R.
Neka su dati proizvoljni razli€iti ¢vorovi uy, Ug, ..., Uy, V1, Vg, ..., U,. Neka je [
najmanji, a L najve¢i medu njima. Uzmimo da je k = L — [ + 1 i neka je skup 7’
definisan kao 7" = {w; — [ + 1;i = 1,2,...,m}. Neka se vrednost za N izabere
kao u definiciji za univerzalnost. Biramo da je z = [ — 1 — N. Ocigledno, z
¢e biti susedan sa svim ¢vorovima uy, s, ..., U, a nece ni sa jednim od ¢vorova
V1, Vg, ..., Uy. Stoga je zadovoljena osobina (x).

1.2.6 Konstrukcija Rado grafa preko podskupova skupa N

U narednoj konstrukciji Rado grafa, konstruisaCemo prvo prebrojivi graf U.
Pokazacemo potom da je on izomorfan sa R.

Neka je {P,,,n € N} numeracija skupa svih kona¢nih podskupova od N, tako
da se svaki skup pojavljuje beskona¢no mnogo puta (ovo je moguce jer konacnih
podskupova od N ima prebrojivo mnogo). Neka je dat niz prirodnih brojeva
V1, Vg, Vs, ... takav da su zadovoljeni sledeci uslovi:

(1) V1 < U2 <vg < ...
(2) v, > max(P,),Vn € N.

Neka je skup ¢vorova grafa U skup N, a skup grana mu se sastoji od svih
parova ¢vorova (w, vy,), pri ¢emu w € P,,n € N. Stoga U zadovoljava sledecu
osobinu: ako je F' konacan podskup od U, onda postoji dovoljno veliko v € U
tako da vazi: F = {w | w < v, (w,v) € E(U)}.
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Kako je ovaj uslov jos ja¢i od uslova (%), sledi da i U zadovoljava uslov (x) pa je
U takode izomorfan sa Rado grafom.

1.2.7 Konstrukcija Rado grafa rekurzijom

Pored navedenih nacina konstrukcije Rado grafa, njega moZemo konstruisati
i rekurzijom, direktno sledeci definiciju. Neka je G graf sa jednim ¢vorom.
Dalje, neka se GG,,.; dobija od G,, dodavanjem ¢vora z(U) &iji je skup suseda U i
nije susedan vise ni sa jednim ¢vorom iz G, 1, za svaki skup U, podskup skupa
¢vorova od G,,. Uzmimo da je G = U,enGas tj. G = (UpenV (Gr), Unen E(G))-
Pokaza¢emo da ovako konstruisani GG ima osobinu (x).

Za disjunktne skupove razlicitih ¢vorova A i B trazimo najmanji indeks n tako
da su skupovi A i B sadrzani u V(G,,). Onda po konstrukciji od G, 1 postoji
¢vor v € V(G,41) takav da je susedan sa svakim évorom iz A i nije susedan ni sa
jednim iz B jer se po konstrukciji grafova G, za k > n + 1 ne dodaju nove grane
u G,41. Odatle sledi da graf G ima osobinu ().

Navedeni su neki od nacina konstruisanja Rado grafa. Kao §to smo videli,
svi rezultujuéi grafovi su medusobno izomorfni. Stoga ¢emo ubuduce Rado graf
oznacavati slovom R.
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1.3 Osobine Rado grafa

Rado graf karakteriSu mnoge znacajne osobine. U ovom poglavlju, bice pred-
stavljene neke od njih. Pre svega, za Rado graf moZemo reci da je veoma stabi-
lan, tj. ako izvr§imo male promene na njemu dobi¢emo graf sa kojim je on opet
izomorfan. To ¢emo upravo i videti kroz njegove osobine.

Osobina 1.3.1 Neka su uq, us, ..., Uy, V1, V2, ..., U, razliciti &vorovi grafa R.
Definisimo skup Z:

Z ={z:z jepovezan sau;,zai=1,2,..,m, anije savj, zaj =1,2,...,n}.
Tada je skup Z beskonacan i indukovani podgraf na njemu je izomorfan sa R.

Dokaz: Dovoljno je pokazati osobinu (x) za Z. Neka su v}, uj, ..., u}, v}, v, ..., v
razliciti ¢vorovi iz Z. Stoga svaki ¢vor susedan sa uy, Us, ..., Up,, U], Uy, ..., U, 1
nije sa vy, Vg, ..., Up, V], V4, ..., v; pripada skupu Z pa je zadovoljena osobina (x).0

Osobina 1.3.2 Ukoliko grafu R izbrisemo konacan broj ¢vorova ili mu dodamo
ili izbrisemo konacan broj grana, tada je novodobijeni graf izomorfan sa R.

Dokaz: Dokaz ove osobine sledi na osnovu prethodne osobine. Pretpostavimo
da su uqy, ug, ..., U, V1, V2, ..., U, razli€iti ¢vorovi grafa nakon izvrSenih promena.
Kako je izvrSen konaCan broj promena, skup Z Ce i dalje ostati beskonacan i dalje
e vaziti osobina (). O

Pre nego Sto predemo na naredne osobine, definiSimo jo§ pojam operacije
promene grafa u odnosu na neki skup ¢vorova. Posmatrajmo neki graf G i neki
njegov podgraf ¢iji je skup ¢vorova X.

Definicija 1.3.3 Promena grafa G u odnosu na skup ¢vorova X se definise tako
Sto svaku granu ¢iji je jedan kraj u X, a drugi u X izbrisemo i obrnuto, tj. doda-
Jjemo grane koje nisu postojale u grafu G takve da im je jedan kraj u X, a drugi u

X.

Osobina 1.3.4 Ako izvrsimo promene grafa R u odnosu na konacan skup ¢vorova
X, novodobijeni graf je izomorfan sa R.

Dokaz: Neka je dat skup ¢vorova X iz grafa R. Neka su U = {uy, ug, ..., up } 1
V = {vy,v9, ..., v, } skupovi évorova kada u R izvr§imo promene u odnosu na X .
TraZimo ¢vor 2 tako da bude susedan sa svim ¢vorovima iz U i nesusedan sa svim
iz V. Biramo z tako Sto izaberemo ¢vor izvan skupa X koji je bio susedan sa svim
¢vorovima iz skupova U\ X i V' N X, a nije sa ¢vorovima iz skupova V\X i UNX
(u R). Na taj nacin je odabrano z tako da vaZi osobina () pa je novodobijeni graf
izomorfan sa R. [
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Osobina 1.3.5 Ako se skup ¢vorova grafa R podeli na konacan broj delova, tada
je bar jedan indukovani podgraf na tim delovima izomorfan sa R.

Dokaz: Pretpostavimo suprotno, tj. da osobina ne vazi. Neka je { X1, Xs, ..., Xi }
particija skupa ¢vorova grafa R. Tada za sve i € {1,2, ..., k} postoje disjunktni
neprazni skupovi U; 1 V; iz X; takvi da ne postoji nijedan ¢vor u X; za koji vazi
osobina (x). Nekaje U = Uy UU, U ... UU1V = VUV, U ...U V. Tada
za date skupove U i V iz R sledi da nije ispunjena osobina () $to nas dovodi do
kontradikcije pa sledi da osobina vazi. O

Zbog toga Sto poseduje ovu osobinu, kaZzemo da Rado graf zadovoljava Diri-
hleov princip.

Osobina 1.3.6 Graf R je samokomplementaran.

Dokaz: Pokazac¢emo da je R izomorfan sa R, tj. da R zadovoljava osobinu (x).
Neka su U = {uy,ug, ..., upn} 1V = {v1,v,...,v,} dva proizvoljna skupa raz-
ligitih &vorova iz R. Pokazaéemo da postoji ¢vor koji je susedan svim &vorovima
iz U 1 nije sused nijednom ¢voru iz V. Znamo da postoji ¢vor z takav da je
povezan sa svim ¢vorovima iz V' 1 ni sa jednim iz U u grafu R. Stoga Ce z biti
povezano sa svim ¢vorovima iz U i ni sa jednim iz V u grafu R pa je zadovoljena
osobina (x). Sledi da je R samokomplementaran. O

Osobina 1.3.7 Kompletan prebrojivi graf, prazan prebrojivi graf i Rado graf su
jedini prebrojivi grafovi koji imaju osobinu da ako im skup cvorova podelimo
na dva dela, tada je indukovani podgraf na bar jednom podgrafu izomorfan sa
citavim grafom.

Dokaz: Prvo ¢emo pokazati da prazan prebrojivi graf, kompletan prebrojivi graf
i Rado graf imaju datu osobinu. Neka je dat prebrojivi graf GG. Pretpostavimo da
je G prazan graf. Za prebrojivi prazan graf vazi data osobina jer ako mu skup
¢vorova podelimo na dva dela, tada ¢e se u bar jednom od njih nalaziti prebrojivo
mnogo ¢vorova. Ako konstruiSemo indukovani podgraf na njemu, dobice se opet
prebrojivi prazan graf koji je samim tim izomorfan sa polaznim grafom. Analogno
¢e vaziti 1 ako je GG kompletan graf. Ako pretpostavimo da je G Rado graf, tada
¢e data osobina vaZziti na osnovu prethodne osobine (uzimajuéi da je k£ = 2).

Neka graf GG nije nijedan od ta tri grafa koji imaju datu osobinu. Pretpostavimo
sada da G ima izolovanih ¢vorova. Tada ga moZemo podeliti na dva dela: prazan
graf i graf koji nema izolovanih ¢vorova. Kako G nije prazan graf, onda on nije
izomorfan sa prvim delom. Takode, on ima izolovanih ¢vorova pa samim tim
nije izomorfan ni sa drugim delom. Odatle sledi da G ne moze imati izolovane
¢vorove. Analogno, zaklju¢ujemo da GG ne moZe imati ni ¢vorove koji su povezani
sa svim ostalim ¢vorovima u grafu.
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Posto po pretpostavci G nije Rado graf, onda on ne zadovoljava osobinu (x).
Tada postoje razli€iti ¢vorovi uq, us, ..., Uy, V1, Ve, ..., U, tako da ne postoji ¢vor
z € G koji je povezan sa svim ¢vorovima u;, ¢ = 1,2, ..., m i nije povezan ni sa
jednim od ¢vorova v;, j = 1,2, ..., n. Posmatrajmo one ¢vorove za koje je m +n
minimalno. Posto znamo da GG nema izolovanih ¢vorova niti onih koji su povezani
sa svim ostalim, zaklju¢ujemo da je m +n > 1.

Stoga skup ¢vorova {uy, ug, ..., U, V1, Vg, ..., U, } mozemo podeliti na dva ne-
prazna disjunktna podskupa. Obelezimo ih sa A i B. Formirajmo particiju { X, Y’}
skupa ¢vorova grafa GG na sledeci nacin. Neka se X sastoji od svih ¢vorova iz A i
onih koji ne zadovoljavaju osobinu (x) u odnosu na skup A, a nisuiz B. Nekase Y
sastoji od svih ¢vorova iz B i svih onih ¢vorova koji nisu iz X. Ako posmatramo
indukovane podgrafove na skupovima X i Y, uoavamo da za njih nece vaziti
osobina (*) u odnosu na skupove A i B respektivno. Sledi da osobina (*) neée
vaziti u datim grafovima za manje od m + n ¢vorova. Samim tim, nijedan od tih
podgrafova nece biti izomorfan sa G jer kod njega minimalan broj ¢vorova za koje
nije ispunjena osobina (*) iznosi m + n. Sledi da G zadovoljava osobinu () pa
je samim tim izomorfan sa R. O

Sada ¢emo opisati osobinu Rado grafa koja se ujedno smatra njegovom naj-
znacajnijom osobinom. Ona se joS naziva i osobina univerzalnosti.

Osobina 1.3.8 Rado graf sadrZi sve konacne i prebrojive grafove kao svoje indu-
kovane podgrafove.

Dokaz: Da bismo pokazali ovu osobinu koristimo metod go forth. Neka je
dat graf ¢iji je skup ¢vorova {z1,zs,...}. Neka je dato preslikavanje f, koje je
izomorfizam izmedu indukovanih podgrafova nad proizvoljnim skupom ¢vorova
{1, 29, ..., 2, }, pri Cemu je fo = (). UoCimo sada proizvoljni ¢vor x,, ;. Neka je
U C {x1, s, ..., 2, } njegov skup suseda i V = {x1, s, ..., z, }\U skup &vorova
sa kojim nije susedan. Biramo z € R koji je susedan sa svim ¢vorovima iz f(U)
i nesusedan sa f(1'). To je moguce jer vazi osobina (*). Na taj nacin je dobijeno
prosireno preslikavanje f, .1 koje ¢e takode biti izomorfizam izmedu indukovanih
podgrafova. Nastavljajuci postupak za svaki ¢vor proizvoljnog konacnog ili pre-
brojivog grafa, dobicemo utapanje svih konac¢nih 1 prebrojivih grafova u R. O

Definicija 1.3.9 Graf G je (¢vorno) tranzitivan ako za svaka dva ¢vora w i v pos-
toji automorfizam f takav da je f(u) = v.

Osobina 1.3.10 R je tranzitivan graf.

Dokaz: Neka su dati u i v, proizvoljni ¢vorovi iz R. Na osnovu prethodnih oso-
bina, znamo da se svaki izomorfizam izmedu kona¢nih grafova GGy i G5 (pod-
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grafova od R) moZe metodom back and forth prosiriti do automorfizma od R.
Uzimajuéi da je G; = u i Gy = v, dobijamo da je R tranzitivan graf. O

Definicija 1.3.11 Za graf G kaZemo da je normalan ako i on i njegov komplement
imaju beskonacno mnogo grana.

Osobina 1.3.12 R je normalan graf.

Dokaz: Kako R sadrZi sve konacne i prebrojive grafove kao svoje indukovane
podgrafove, sledi da ima beskona¢no mnogo grana. S druge strane, posto je on
samokomplementan (tj. izomorfan sa svojim komplementom) sledi da i njegov
komplement ima beskonacno mnogo grana. Stoga je R normalan graf. O

Analogno konceptu indukovanog podgrafa, osobine se mogu izvesti i za pokri-
vajuci podgraf. On koristi sve ¢vorove grafa R, ali samo neke njegove grane.
Upravo zbog toga nije svaki prebrojivi graf pokrivajuci podgraf od R (npr. to nije
kompletan graf).

Osobina 1.3.13 Prebrojivi graf G je izomorfan sa pokrivajuéim podgrafom od R
ako i samo ako za bilo koji konac¢an skup {vy,vs, ..., v, } &vorova iz G postoji Evor
z koji nije povezan ni sa jednim od ¢vorova vy, va, ..., Up,.

Dokaz: Neka je GG izomorfan sa pokrivajué¢im podgrafom od R. Uocimo bilo koji
skup ¢vorova {vy, vy, ..., v, } iz G. Kako je u R postojao ¢vor koji nije susedan ni
sa jednim od njih, a G je nastao brisanjem nekih grana od R sledi da ¢e postojati
¢vor i u G koji nije susedan ni sa jednim od njih.

Pretpostavimo sada da je GG prebrojivi graf koji zadovoljava osobinu da za
svaki njegov konacni podskup {vy,vs,...,v,} vaZzi da postoji ¢vor z koji nije
povezan ni sa jednim od njih. Pomodu metode back and forth konstruisacemo
izomorfizam izmedu G i odgovarajuceg pokrivajuéeg podgrafa od R.

Numeri$imo ¢vorove od G i R respektivno sa {z1, x9, z3, ...} 1 {y1, ¥2, y3, ... }.
Konstrui$§imo konaéne izomorfizme f,, na slede¢i nacin. Neka je fo, = (). Pret-
postavimo da je f, konstruisano. Ako je n parno, neka je m najmanji indeks
¢vorova iz GG koji nisu u domenu od f,,. Analogno kao u teoremi 1.2.3, tada f,
proSirujemo do f,,1 sa x,, u domenu tako Sto na osnovu aksiome izbora iza-
beremo ¢vor sa najmanjim indeksom iz R koji zadovoljava () da bude slika od
ZTm. AKO je n neparno, traZimo ¢vor sa najmanjim indeksom ¥, u R koji nije u
rangu od f,. Neka je U skup svih ¢vorova koji su susedi y,, u rangu od f,, a
V = A{vy1,vy2, ..., yn}\U. Izaberemo &vor sa najmanjim indeksom iz G takav da
nije spojen ni sa jednim od &vorova iz dom( f,,) koji imaju sliku u V. Na taj nacin
proSirujemo f,, do f,.1. TraZeni izomorfizam je f = Uf;. O.
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Osobina 1.3.14 Svaki prebrojivi graf Ciji je svaki ¢vor konacnog stepena je pokri-
vajuci podgraf od R.

Dokaz: Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji skup U = {uy, ua, ..., u, } tako da
je svaki ¢vor iz U konacnog stepena i pri tome ne postoji ¢vor iz G\U koji nije
susedan ni sa jednim od ¢vorova iz U. Dakle, za svaki ¢vor iz G\U postoji bar
jedan ¢vor iz U sa kojim je on susedan. Medutim, tada bi sledilo da zbir stepena
¢vorova iz U nije konacan Sto nas dovodi u kontradikciju. O

Osobina 1.3.15 Skup grana grafa R moZe da se podeli na pokrivajuce podgrafove
izomorfne bilo kojem datom prebrojivom skupu grafova ¢iji je svaki ¢vor konacnog
stepena.

Dokaz: Na osnovu prethodnih osobina znamo da ukoliko grafu R izbriSemo
konacan broj grana, tada e rezultujuéi graf takode biti izomorfan sa R. Stavise,
moZe se pokazati da i ako se izbriSu grane prebrojivog grafa ¢iji su svi ¢vorovi
konacnog stepena iz R, rezultujuéi graf ée opet biti izomorfan sa R.

Neka su G, G, ... neprazni prebrojivi grafovi Ciji su svi ¢vorovi kona¢nog
stepena. NumeriSimo grane grafa R redom sa ey, e, ... Pretpostavimo da smo
pronasli podgrafove od R koji nemaju zajednic¢kih grana izomorfne sa grafovima
Gy, Gy, ...,G,. Neka je m najmanji indeks grane iz R koja ne leZi ni u jednom
podgrafu. Kako je graf R — (G; U G2 U ... U GG,,) izomorfan sa R, to znaci da se
moZze pronaci njegov prebrojivi podgraf koji sadrZi granu e,, i koji je (na osnovu
prethodne osobine) izomorfan sa G, ;. O

Dakle, svaka grana grafa R leZi na nekom pokrivaju¢em podgrafu izomorfnom

sa datim nepraznim grafom G}, Ciji je svaki ¢vor konac¢nog stepena. Ako se za
grafove (;, za v = 1,2, ... izaberu odgovarajuci grafovi, moZe se primetiti da R
ima 1-faktorizaciju, kao 1 da se moze podeliti na particiju Hamiltonovih puteva,
itd.

U narednom izlaganju, numerisacemo ¢vorove prebrojivog grafa elementima
iz skupa N, ukljucuji¢i i 0.

Teorema 1.3.16 Postoji familija prebrojivih grafova {H;,i € N} koji nemaju
zajednickih grana tako da za svaki prebrojivi graf G takav da je E(H;) C E(G) i
E(H;)NE(G) =0, zaneke i, j € N, vaZi da je G izomorfan sa Rado grafom.

Dokaz: Neka je {(P,, Qn, f(n),g(n)),n € N} numeracija svih uredenih etvorki
(A, B,i,7), pri ¢emu su A i B kona¢ni, medusobno disjunktni podskupovi od N,
ai,j €N

Neka je dat niz prirodnih brojeva vy < v; < vy < ... koji zadovoljava uslov
v, > maz(P, U Q,) zasve n € N. Neka su H;,Vi € N takvi grafovi da im je
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skup ¢vorova N i neka se E(H;) sastoji od svih parova ¢vorova (w,v,,) i (v, w)
takvih daje f(n) =i,w € P,ig(n) =i,w € Q,.

Pretpostavimo da je dat graf GG ¢iji je skup ¢vorova N i koji zadovoljava uslove:
E(H;) C E(G)i E(H;) N E(G) = 0. Neka su Fy i F, proizvoljni disjunktni
kona¢ni podskupovi od G. Izaberimo n tako da je P, = Fy, Q, = F», f(n) =ii
g(n) = j. Stoga je v,, povezan u H; (pa samim tim i u ) sa svakim ¢vorom iz F.
Takode, v,, je povezan u H; sa svakim ¢vorom iz [, pa samim tim nije povezan
ni sa jednim iz F, u G. Sledi da graf G' zadovoljava uslov (x) pa je samim tim
izomorfan sa Rado grafom. O

Kao $§to je veé ranije navedeno, za konacan graf GG kazemo da sadrZi Hamilton-
ov put ako postoji put u grafu G koji sadrZi sve njegove ¢vorove. Sada uvodimo
definiciju i za prebrojive grafove.

Definicija 1.3.17 Hamiltonov put za prebrojivi graf G je bijekcija T izmedu skupa
N i skupa &vorova od G tako da su Evorovi T(n) i T(n + 1) povezani, za sve n iz
skupa N.

Definicija 1.3.18 Hamiltonov put za prebrojive grafove se naziva totalno simetri-
¢an ako je preslikavanje T7(n) — 7(n + 1), za sve n iz skupa N, utapanje grafa G
u samog sebe.

Osobina 1.3.19 Rado graf sadrzi totalno simetrican Hamiltonov put.

Dokaz: Neka je {P,,n € N} numeracija svih kona¢nih podskupova od N, pri
¢emu su zadovoljena sledeca dva uslova:

(1) P, €{0,1,2,...,n},Vn € N

(2) Svaki konacan podskup od N se pojavljuje beskona¢no mnogo puta.

DefiniSimo sada rekurzivno niz a,,, Vn € N

n(n—l—l)'

n:2
a + 5

MoZemo primetiti da je ag = 2, a da se svi ostali ¢lanovi mogu zapisati u obliku
pi1 = @y +n+ 1.

Konstrui§imo sada niz kona¢nih podskupova od N takvih da je:
(1)@ C Q1 CQ2C ...
(2) Qo = {1} 1 Qny1 = Qn U {ans1 — k. k € P}

Ako k € P,, onda vazi 0 < k < n te je ispunjeno:

an+1:an+1_n§an+l_k§an+l'
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Odavde sledi da je @, € {0, 1, ...,a,} i vazi:

Qni1\Qn CH{an+ 1,0, +2,...;a041}

Neka je A = U{Q,,n € N}. Konstrui§imo sada graf G &iji je skup ¢vorova
N, a skup grana F(G) = {(m,n),|m —n| € A}. Posto 1 € A sledi da graf G
sadrZi totalno simetrican Hamiltonov put.

Preostaje nam joS da pokazemo da je konstruisani graf izomorfan sa 2, tj. da
zadovoljava osobinu (). Neka su F} i Fy proizvoljni konacni disjunktni pod-
skupovi od N. MoZemo da izaberemo dovoljno veliko n tako da je ispunjeno
P,=FiFUF € {0,1,...,n} (ovo je moguce jer se svaki od skupova po-
navlja beskonacno mnogo puta). Tada, za sve 0 < k < n, na osnovu konstrukcije
skupova @), vazi:

Apy1 — ke Qn—i—l <— keI

Medutim, kako je AN {0, 1, ..., ap41} = Qny1 sledi da je:
pi1 — k€A <= ke F).

Kako je ¢vor a,,1 povezan u GG sa svakim ¢vorom iz F i nije ni sa jednim u F5,
sledi da graf G zadovoljava uslov (x), ¢ime je i ovaj dokaz zavrSen. O
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1.4 Nj-kategoricnost

Definicija 1.4.1 Uredeni par (A, R), gde je A neprazan skup, a R skup relacija
na njemu se naziva relacijska struktura. Pri tome, skup A se naziva nosac ili
univerzum.

Posmatrajmo skup ¢vorova grafa R kao neprazan skup na kome je definisana
relacija p na sledeéi nacin: za svaka dva ¢vora x i y vaZzi

xpy > x 1Y Su susedns.
Tada je (R, p) jedna relacijska struktura.

Definicija 1.4.2 Struktura M je Xg-kategori¢na ako bilo koja prebrojiva struk-
tura koja zadovoljava iskazne formule kao i M je izomorfna sa M.

Teorema 1.4.3 (R, p) je No-kategoric¢na struktura.

Dokaz: Osobinu (x) moZemo predstaviti kao prebrojivi skup predikatskih for-
mula o, ,, gde su m 1 n proizvoljni prirodni brojevi. Pri tome, o,, , ima sledeci
oblik:

(Y, Uy ooy Uy V1, V2, ooy U) (g 7 01) A oo A (U # V) —
(F2)((zpu) Ao Az pum) A=(zpvr) Ao A=z p o))

Kako su sve strukture koje zadovaljavaju osobinu () izomorfne sa R, sledi da R
je Ng-kategorican. O

U prethodnoj teoremi definisane su reCenice o0, ,, koje aksiomatizuju graf R.
Sledecom teoremom pokaza¢emo jo§ neka njegova bitna svojstva sa stanoviSta
predikatske logike. Pri tome, smatramo da neka osobina O vaZzi za skoro sve
kona¢ne random grafove ako verovatnoéa da graf sa N ¢vorova ima osobinu O
tezi 1 kada N — oo.

Teorema 1.4.4 Neka je 0 iskazna formula u jeziku teorije grafova. Tada su sledeca
tvrdenja ekvivalentna:

(a) 0 vaZi za skoro sve konacne random grafove;

(b) 0 vaZi za graf R;

(c) 0 je sintakticka posledica skupa formula {o, ,,, m,n € N} .

Dokaz: Prvo ¢emo pokazati da su tvrdenja (b) i (¢) ekvivalentna. Na osnovu
tvrdenja pod (b) sledi da je iskazna formula ¢ semanticka posledica skupa formula
{Ommn,m,n € N} jer te formule aksiomatizuju R. Na osnovu tvrdenja pod (c)
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sledi da je 6 sintakticka posledica skupa formula {c,,,, m,n € N}. Medutim,
kako na osnovu Godel-Henkin teoreme kompletnosti sledi da su to ekvivalentni
pojmovi sledi i ekvivalentnost tvrdenja (b) i (¢).

Pokazacemo sada ekvivalenciju tvrdenja (a) i (c). Neka vazi (c). Najpre cemo
pokazati da o, ,, vazi za skoro sve konac¢ne random grafove. Verovatno¢a da o, ,,
ne vaZzi u grafu sa N &vorova je manja od N (1 — o= )V~ (od N &vorova
biramo m + n §to je manje od N™*", a verovatnoéa da od preostalih N — m —n
¢vorova nijedan nije povezan tako da vaZi osobina (x) je (1 — 2m1+n YN=m=m) Ovaj
izraz tezi ka 0 kada N — oo. Neka 6 zadovoljava uslov (c). Tada se izvodenje od
¢ moZze dobiti pomocu konacnog skupa > formula o,, ,,. Kako skoro svi kona¢ni

random grafovi zadovoljavaju formule u ¥, sledi da zadovoljavaju i formulu 6.

Da iz (a) sledi (c), pokazujemo kontrapozicijom. Ako pretpostavimo da (c)
ne vazi, odatle sledi da je —¢ logicka posledica formula o, ,, §to znaci (na osnovu
prethodnog pasusa) da —6 vazi za skoro sve kona¢ne random grafove. Dakle,
pokazali smo da iz —(c) sledi —(a) pa vazi ekvivalencija tvrdenja (a) i (¢). O

Teorema 1.4.5 Neka je 0 predikatska formula u jeziku teorije grafova. Tada 0
vaZi za skoro sve konacne random grafove ili ne vazi skoro ni za jedan.

Dokaz: Dokaz ove teoreme vaZi neposredno na osnovu prethodne. Ako pret-
postavimo da je ¢ logic¢ka posledica skupa formula {0, ,, m,n € N}, onda ée
ona skoro sigurno vaziti za sve random grafove i obrnuto, ako nije posledica, onda
nece vaziti skoro ni u jednom. O

Ova teorema je u literaturi poznata jos i1 kao nula-jedan zakon.

24



1.5 Grupe automorfizama

Definicija 1.5.1 Grupa (G, ) je neprazan skup G sa binarnom operacijom *, pri
cemu su zadovoljeni sledeci uslovi:

(1) zatvorenost: Ya,b € Gvaziaxb € G;

(2) asocijativnost: Ya,b,c € G vazi (a *b) x c = a * (b*c);

(3) neutralni element: e € G takav da je a x e = e x a = a;

(4) inverzni element: Ya € G 3b € G tako da je a xb = bxa = e, gde je e
neutralni element grupe, a element b se obeleZava jos i sa a™'.

Definicija 1.5.2 Za H kaZemo da je podgrupa grupe G (u oznaci H C ) ako je
H i sama grupa u odnosu na restrikciju operacije * na H.

Definicija 1.5.3 Za podgrupu N od G kaZemo da je normalna ako za sve g € G
vazi g* N = N * g.

Skupove gN = {gn,n € N} ii Ng = {ng,n € N} nazivamo levi i desni
koset respektivno. Inace, svaka grupa GG ima bar dve normalne podgrupe, a to su
{e} i G. One se nazivaju jo§ i trivijalne podgrupe.

Definicija 1.5.4 Ako grupa G sem trivijalnih grupa nema drugih normalnih pod-
grupa, tada se ona naziva prosta grupa.

Definicija 1.5.5 Ako su a i b dva proizvoljna elementa grupe (G, ), onda za njih

kaZemo da su konjugovani ako postoji element g € G tako da vazi a = g*bx* g ".

Svi prebrojivi grafovi koji imaju osobinu () su medusobno izomorfni. Ako
posmatramo skup svih automorfizama na grafu R, oni fomiraju grupu u odnosu
na kompoziciju preslikavanja. Ta grupa se naziva grupa automorfizama. Ona se
obelezava sa Aut(R). Da bismo pokazali da je Aut(R) grupa, ispitujemo sledeée
osobine:

-zatvorenost: ova osobina vaZzi jer je kompozicija dva izomorfizma fig,tj. fog
takode izomorfizam;

-asocijativnost: ova osobina vazi jer za svaka tri preslikavanja f, g i h vazi da je
fo(goh)= fo(go h)zbog asocijativnosti kompozicije;

-neutralni element: kako vazi f oe = eo f = f, gde je e identi¢ko preslikavanje,
a f proizvoljni izomorfizam sledi da je identi¢ko preslikavanje neutralni element;
-inverzni element: za proizvoljno f € Aut(R) vazidaje fo f~'= f~lo f =e,
gde je f~! inverzno preslikavanje od f pa sledi da za svaki elemenat postoji njegov
inverzni.
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Teorema 1.5.6 Grupa Aut(R) ima 2% elemenata.

Dokaz: Zna se da je grupa automorfizama bilo koje prebrojive strukture prvog
reda najviSe prebrojiva ili kardinalnosti 2%°. Ona ¢e biti najvise prebrojiva ako je
stabilizator neke n-torke (tj. preslikavanje koje datu n-torku slika u samu sebe)
identicko preslikavanje. Neka je data proizvoljna n-torka koja se preslikava u
sebe. Na osnovu osobina 2 ovo preslikavanje moZemo da proSirimo do automor-
fizma, ali tako da ne bude identi¢ko preslikavanje pa sledi da je |Aut(R)| = 2%,
tj. grupa Aut(R) ima 2% elemenata. O

Teorema 1.5.7 Grupa Aut(R) je prosta.

Matematicar Truss je pokazao sledeéi rezultat: ako su g i h proizvoljna dva
elementa iz Aut((G) razli¢ita od identi¢kog preslikavanja, onda se preslikavanje h
moZe predstaviti kao proizvod pet konjugata elemenata gi g~ '.

U konstrukciji Rado grafa preko univerzalog skupa S C N, za skup ¢vorova
uzet je skup celih brojeva, tj. Z, pri ¢emu su ¢vorovi « i y susedni ako je ispunjeno
|z—y| € S. Posmatrajmo sada preslikavanje f : + — x+ 1. O¢igledno, ono je au-
tomorfizam, pri ¢emu su svi ¢vorovi pomereni za po jedno mesto “udesno”. Stoga
se f naziva cikli¢ni automorfizam. Moze se pokazati da su dva cikli¢na auto-
morfizma konjugovana ako i samo ako su odredeni istim univerzalnim skupom S.
Posto ukupno ima 2% univerzalnih skupova, dolazimo do sledeée osobine Rado
grafa.

Osobina 1.5.8 Rado grafima 2% cikli¢nih automorfizama koji nisu konjugovani.
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Glava 2

Homogeni bipartitni grafovi

U ovom delu bice rec¢i o homogenim bipartitnim grafovima. Njihova klasi-
fikacija zasnovana je na rezultatima iz rada [10]. Najpre ¢emo definisati pojmove
1 oznake koje ¢emo koristiti.

2.1 Bipartitni graf-osnovni pojmovi

Definicija 2.1.1 Bipartitni graf je uredena trojka G = (L, R, E) takva da vazi
LN R =1, gde suLiR neprazni skupovii E C {{u,v}:u € L,v € R}.

Skup L U R se naziva skup ¢vorova, a skup E se naziva skup grana grafa G.
Pri tome, L nazivamo skup levih, a R skup desnih ¢vorova grafa G. Ako je v
proizvoljan ¢vor iz grafa GG, sa G(v) ¢emo obelezavati skup svih njegovih suseda,
tji. G(v) ={u:u e G, {u,v} € E}.

Definicija 2.1.2 Graf G = (L, R, E) je podgraf grafa G' = (L', R', E') ako je
L CL,RCRIiFE CFE. Specijalno, G se zove indukovani podgraf ako je
E=En(LxR).

Definicija 2.1.3 Bipartitan graf G = (L, R, E') se naziva kompletan ako za sve
uw € L,v € RvaZi {u,v} € E. Ukoliko je E = (), onda se on naziva prazan
bipartitni graf.

Definicija 2.1.4 Ako je G = (L, R, E), onda je graf G = (L, R,(L x R)\E)

njegov komlement.

Definicija 2.1.5 Parcijalni homomorfizam izmedu grafova Gu = (L1, Ry, Ey) i
Go = (L, Rs, E5) je preslikavanje [ : G| — G, gde je G| C G1i Gy C Gy
sa osobinom da za sve ¢vorove u,v € G vaZi: {u,v} € E) ako i samo ako

{f(u), f(v)} € Ex.
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Definicija 2.1.6 Parcijalni izomorfizam f izmedu dva bipartitna grafa

G1 = (L1, Ry, Ey) i Gy = (Lo, Ry, E5) je ”1-1" preslikavanje izmedu skupova
L1 U Ry i Ly U Ry tako da je ispunjeno f|L1] C Lo, f[R1] C Ry i za sve &vorove
wiviz Gvazi {u,v} € Ey ako i samo ako {f(u), f(v)} € Fs.

Ako je f bijekcija izmedu ¢vorova grafova G i Gs, onda se f se naziva (totalni)
izomorfizam.

Definicija 2.1.7 Za bipartitan graf G kaZemo da je lokalno n—simetrican ako
postoji H C Aut(G) tako da za svaki ¢vor v € G i svake dve n—torke nje-
govih suseda x1, xa, ..., Ty, L Y1, Y2, ..., Yn postoji izomorfizam h € H takav da vaZi
h(v) =vih(x;) =y, zasvei € {1,2,...,n}.

Definicija 2.1.8 Za bipartitan graf kaZemo da ima savrsen mecing ako je svaki
njegov ¢vor stepena 1 (tj. ima I-faktorizaciju).
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2.2 Homogenost

Definicija 2.2.1 Graf G je homogen ako se svaki izomorfizam izmedu njegovih
konacnih podgrafova moZe prosiriti do automorfizma grafa G.

Sada ¢emo navesti dve teoreme koje karakteriSu homogenost kod prebrojivih
grafova.

Teorema 2.2.2 Prebrojivi graf G je homogen ako i samo ako za svaki njegov
konacan podgraf H svako utapanje grafa H — v u graf G se moZe prosiriti do
utapanja citavog H u G.

Teorema 2.2.3 Neka je G prebrojivi homogeni graf. Tada vaZe sledeca tvrdenja:
(a) Ako za graf H vaZi |H| = |G| i G sadrZi svaki konacan podgraf od H, onda
G sadr?i i graf H.

(b) Ako za homogeni graf H vaZi |H| = |G| i ako sadrZe tacno iste konacne
grafove kao svoje indukovane podgrafove, tada su grafovi G i H izomorfni.

Teorema 2.2.4 Rado graf je homogen.

Dokaz: Da bismo ovo pokazali, koristimo teoremu 2.2.2. Neka je H proizvoljni
konacni podgraf od . Neka je v proizvoljan ¢vor iz H, a preslikavanje f utapanje
grafa H —vu G. Uzmimo daje G; = f(H(v)), a Gy = rang(f)\G:. Kako Rado
graf zadovoljava osobinu (x), sledi da postoji ¢vor w u R takav da je susedan sa
svim ¢vorovima iz skupa (1 i nije susedan ni sa jednim ¢vorom iz skupa G5. Neka
je f(v) = w. Preslikavanje f je utapanje Citavog grafa H u R pa sledi da je Rado
graf homogen. O

Koriste¢i ovu teoremu, moZemo na joS§ jedan nain dokazati teoremu 1.2.3.
Naime, ako posmatramo dva proizvoljna prebrojiva grafa koja zadovoljavaju oso-
binu (*), na osnovu prethodne teoreme sledi da su oni homogeni. Takode, na
osnovu prethodnog izlaganja znamo da oni sadrZe sve konacne grafove kao svoje
indukovane podgrafove. Kako su zadovoljeni svi uslovi teoreme 2.2.3, sledi da su
dati grafovi izomorfni.
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2.3 Klasifikacija homogenih bipartitnih grafova

Neka je dat homogeni bipartitni graf G = (L, R, F). Pretpostavimo da su obe
strane (tj. L i R) kardinalnosti 1. Tada za G imamo 2 mogu¢énosti: GG je kompletan
ili prazan graf.

Pretpostavimo sada da je bar jedna strana (npr. L) kardinalnosti vece od 1.
Neka su z i y dva razli¢ita ¢vora iz L. Ako pretpostavimo G(z) = G(y), tada za
svaki ¢vor z iz L vazi da je G(z) = G(x). Ovo je ispunjeno jer je G homogen, a
ako uocimo izomorfizam x — y i y — 2z sledi da bi se on proSirio do automor-
fizma mora biti ispunjeno G(z) = G(y) = G(z). Drugim re¢ima, postoji skup
B C R takav da je G(x) = B za sve ¢vorove z iz L. Pretpostavimo sada da
su skupovi ¢vorova B i R\ B pravi podskupovi od R. Uocimo ¢vorove u € B i
v € R\ B. Posmatrajmo preslikavanje koje dodeljuje ¢voru u ¢vor v, ¢voru v do-
deljuje Cvor u, a ostale ¢vorove iz R slika same u sebe. Kako je ono izomorfizam,
sledi da se moze proSiriti do automorfizma. Medutim, to nas dovodi do kontradik-
cije pa sledi da je bar jedan od B i R\B jednak sa R. Dakle, ako bar dva ¢vora
imaju iste susede, dobija se da je G ili prazan ili kompletan bipartitni graf.

Pretpostavimo sada da je za sve ¢vorove x,y € L ispunjeno ako je z # y onda
G(x) # G(y). Tada oligledno graf G ne moze biti ni kompletan, a ni prazan.

Razmotrimo prvo slucaj da je za neki ¢vor z € L skup suseda, tj. G(z)
konacan podskup od R. Neka je njegova kardinalnost n. Na osnovu osobine
homogenosti sledi da je {G(z) : x € L} = {U : U C R, |U| = n}. O¢igledno,
tada mora biti |R| > n jer bi u slucaju da je |R| = n sledilo da je G kompletan
bipartitan graf.

Pretpostavimo da je n > 11 |R| > n + 1. U tom slu¢aju moZemo formirati
izomorfizam koji ¢vorovima sa n—1 zajednickih suseda dodeljuje ¢vorove sa n—2
zajednicka suseda pa nas na osnovu homogenosti to dovodi do kontradikcije.

Slededi slucaj koji razmatramo je |R| = n + 1. Tada je G komplement bipar-
titnog grafa sa 2n + 2 ¢vorova (tj. obe strane imaju po n+ 1 ¢vor) koji ima savrSen
mecing.

Preostali sluéaj je kada je n = 1. Ocigledno, tada GG ima savrSen mecing.

Analogno, u slu¢aju da je komplement skupa G/(x) konacan za neko = € L,
dobice se da je G komplement bipartitnog grafa koji ima sav§en mecing. Potpuno
su ista razmatranja i kada umesto skupa L posmatramo skup R.

Razmotrimo sada slu¢aj kada svaki ¢vor x € L ima beskonac¢no mnogo suseda
u R i da je komplement njegovog skupa suseda takode beskonacan skup. U tom
slucaju ¢e za sve k, [l € N, G imati sledecu osobinu:

Osobina 2.3.1 Za svaki izbor razlicitih ¢vorova xy, xs, ..., Tk, Y1, Yo, ..., Y iz skupa
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L (R) postoji beskonacno mnogo ¢vorova u iz R (L) tako da vaZi:
ue Gx)iué¢ Gy)), zasvei € {1,2,....k}ije{1,2,..,1}.

(%)

Dokaz: Zbog jednostavnosti zapisa, osobinu datu ovom teoremom oznacili smo
sa (xx). Neka sudati 1, T3, ..., Tk, Y1, Yo, ..., Y1, razliCiti Evorovi iz L. Pokazaéemo
prvo da postoji bar jedan ¢vor v € R koji je susedan sa svakim ¢vorom x; i nije
susedan ni sa jednim ¢vorom y; zasve i € {1,2,....,k}ij € {1,2,...,1}. Neka je
v proizvoljan ¢vor iz R. Neka su z, z, ...,z € G(v) iy}, 5, ...,y ¢ G(v) raz-
liciti ¢vorovi iz L. Oni sigurno postoje jer je G(v) beskonacan, a takode i njegov
komplement. Neka je f automorfizam koji dodeljuje z7, y/; odgovaraju¢im z;, y;
respektivno i neka je f(v) = u. Na ovaj nacin smo pokazali da postoji bar jedan
¢vor u tako da vazi osobina (k).

Pretpostavimo da postoje 7, y; takvi da postoji kona¢no mnogo izbora ¢vora
u. Neka je broj izbora ¢vorova u minimalan za dati izbor z;,y;. Kako je skup
L beskonacan, sledi da postoji ¢vor z € L, takav da je z # z;1 2 # y, za sve
ie{l,2,...,k}ije{1,2, .., 1}

Neka je u proizvoljan évor za koji vazi osobina (xx). Postoje dva slucaja. Ako
u € G(z), onda za ¢vor uzmemo da je z = y;.1. Ako u ¢ G(z), onda uzmemo
daje z = xp41. U oba sluCaja dobi¢emo z;, y; sa manjim brojem izbora ¢vorova
u $to nas dovodi do kontradikcije. O

Definicija 2.3.2 Svaki bipartitni graf koji zadovoljava osobinu (xx) se naziva
random bipartitni graf.

Naves¢emo sada neke teoreme koje vaZze za random bipartitne grafove.
Teorema 2.3.3 Svaki prebrojivi random bipartitni graf je homogen.

Teorema 2.3.4 DuZina najkrace konture u prebrojivom random bipartitnom grafu
je 4.

Teorema 2.3.5 Svaka dva prebrojiva random bipartitna grafa su medusobno izo-
morfna.

Pre nego Sto predemo na dalje izlaganje o bipartitnim homogenim grafovima,
sumirajmo koje smo do sada homogene bipartitne grafove pronasli. To su:

1. Kompletni bipartitni grafovi
2. Prazni bipartitni grafovi
3. Bipartitni grafovi koji imaju savrSen mecing
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4. Komplementi bipartitnih grafova koji imaju savrSen mecing
5. Random prebrojivi bipartitni graf.

Medutim, postoje joS neki prebrojivi bipartitni grafovi koji su homogeni. Tu
spadaju i random grafovi koji imaju prebrojivo mnogo ¢vorova u levom delu 1
neprebrojivo mnogo ¢vorova u desnom delu.

Definicija 2.3.6 Bipartitni graf G = (L, R, E') se naziva saS graf ako je |L| = N,
a|R| = k, gde je k > .

U slucaju da homogeni bipartitan graf nije ni kompletan ni prazan, moraju biti
ispunjeni slede¢i uslovi: |L| < 2/%i |R| < 2/Fl. Stoga, ako imamo homogeni
bipartitni saS graf, iz uslova da je |L| = Ny, sledi da je |R| = 2%°. Pre nego $to
pokazemo da takav graf uopste i postoji, defini§imo jo§ neke nove pojmove.

Uvodimo sada notaciju koju éemo koristiti u narednom izvodenju. Neka je w
oznaka za skup svih prirodnih brojeva. Neka se sa n obelezava skup svih prirodnih
brojeva (ukljucujuéi i 0) manjih od n, tj. n = {0, 1,...,n — 1}. Neka je w* skup
svih funkcija iz w u w, a w" je skup svih funkcija iz n u w, tj. skup svih n—torki.
Ako n € w", onda 1”7 oznacava da je niz i proSiren sa i, tj. n U {< n,i >}.
Oznaka V*°n se Cita kao ’za sve, osim za kona¢no mnogo n”.

Definicija 2.3.7 KaZemo da graf G' ima osobinu “magicnog prosirenja” ako su
zadovoljena sledeéa dva uslova:

(1) G je indukovani podgraf od G’

(2) Svaki konacan parcijalni automorfizam od G moZe se prosiriti do automor-
fizma Citavog G'.

Matematicar E. Hrushovski je pokazao sledecu teoremu:

Teorema 2.3.8 Za svaki konacan graf postoji konacan graf koji je njegovo "magi-
¢no prosirenje”.

Takode, moZe se pokazati da ova teorema vazi i ako se umesto termina ’kona-
Can graf” upotrebi termin “bipartitan kona¢an graf”. Stavise, za svaki beskona&ni
bipartitan graf njegovo magi¢no proSirenje je bipartitni graf koji je iste kardinal-
nosti kao i on.

Formirajmo sada rekurzijom niz grafova G,, = (L,, R,, E,,) tako da je L,
podskup skupa w, a I?,, je podskup od w", tj. skup nizova prirodnih brojeva duzine
n. Nekaje Ly = {0,1}, By = {(1),(2)} i E1 = {(0,(1)),(1,(2))}. Ovim
smo sprecili da krajnji graf bude kompletan ili prazan graf. Zahtevamo da budu
ispunjena sledeca tri uslova:

(1) Lajt1 = Lo
(2) RQZ'J,_l = {77A1 ne RQZ} U {T}AQ ne Rzi};
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(3) Za sve © € Loy isven € Roiyq vazi {z,n} € Fy.; ako i samo ako
{z,n1(20)} € Bz

Dakle, na levoj strani broj ¢vorova u neparnim slucajevima ostaje isti kao i u
parnim, dok se na desnoj strani broj ¢vorova udvostrucava.

Defini$imo sada preslikavanja p i 7 tako da je po;(n) = n"1, zasve n € Ry;
imoi(n) =mn 1 (20), zasve n € Ry;yq 1 neka su py; i my; identicka preslikavanja
na Lo, §j. poi(x) = x1me(x) = x, zasve x € Ly;. Stoga, iako graf Gy; nije
indukovan podgraf od Go;,1, preslikavanje py; predstavlja utapanje grafa Go; u
graf (G9;11 kao indukovanog podgrafa, dok preslikavanje 7o; predstavlja homo-
morfizam izmedu datih grafova. Takode, neka je po;1(n) = n"1, zan € Roiyq
i neka je po;41 identicko preslikavanje na skupu Ls;, 1. Sada pronalazimo graf
Goivo = (Laiy2, Roio, Eaiyo) koji je “magicno proSirenje” grafa po;i1[Gait].
Pretpostavimo da su svi évorovi iz Ry, o koji nisu u grafu po;.1[Ge;y1] nizovi
duZzine 2¢ + 2 Cijih su prvih 27 + 1 cifara jednake 0, a Lo, je inicijalni segment
skupa prirodnih brojeva. Neka je mo; 1(n) =1 | (2i+1), zasve n € pai1[Rait1]s
dok je 7 identi¢ko preslikavanje na skupu Lo;, ;. Stoga je 7 parcijalni homomor-
fizam iz grafa G; 5 na graf Go; 1.

DefiniS§imo sada graf G, = (L, R, F') pomoc¢u niza grafova, G,,n € w. Za
levu stranu uzimamo skup svih prirodnih brojeva, tj. L = w. Za desnu stranu
uzimamo skup R = {n € w*” : (V*°n)(n | n € R,)}, dok za skup grana uzimamo
E={{z,n}: (vn)({x,n1n} € En)}

Ocigledno, kardinalnost od L je N, a moZe se pokazati i da je kardinalnost od
R jednaka 2%,

Teorema 2.3.9 Postoji saS graf G = (L, R, E) takav da je ispunjeno:
|L| =Ny i|R| = 2%,

Dokaz: Primer za takav graf je konstruisani graf G. O

Teorema 2.3.10 Graf G, = (L, R, E) je homogen.

Dokaz: Neka je f izomorfizam izmedu konacnih podgrafova grafa G .. MoZemo
pronaci dovoljno veliko n, tako da su ispunjeni slede¢i uslovi:
(1) (dom(f) Urang(f)) N L C Ly,
(2) Za sve ny,m9 € dom(f) Urang(f), pri Cemu je 1y # 12, ispunjeno je:
m I no,n2 1o € Ryg i m1 [ mo # m2 1 no
(3) Zasve x,n € dom(f) vazi: {x,n} € E <= {x,n 1 no} € Ey,.
Kako su za sve n > ny ispunjeni dati uslovi, sledi da f odreduje konacne
parcijalne automorfizme f,, grafova GG,, date sa:
folz) = f(x), zasve z € dom(f)N Li
fuln 1n) = f(n) 1 n, zasve n € dom(f) N R.
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Pretpostavimo sada, bez umanjenja opstosti, da je ng neparnoidaje f,,, = fn,.
Indukcijom po n, za n > ny dobijamo niz preslikavanja f, koja zadovoljavaju
sledece uslove:

(1) f, je parcijalni automorfizam od G,, i ako je n > ng, onda je f, totalni auto-
morfizam

(2) f, je prosirenje od f,

(3) My 0 fuy1 = fn o T,

Dati parcijalni automorfizam f_27;_1 od G9;_1, mozemo proSiriti do totalnog
automorfizma fo; grafa G; (na osnovu “magi¢nog progirenja”).

DefiniSimo sada f2i+1. Posto je f_27;+1 I Lojy1 = fgi I Lo;, preostaje nam da
definiS§emo fy;,1 | Ry41. Da bi bili zadovoljeni traZeni uslovi mora biti: ako je
foi(x) = yondaje fo 1 ({z°1,2°2}) = {y 1,y 2}.

Definisimo funkciju F' na grafu G, na slede¢i nacin:
zaz € Lje F(z) =y <= (V°n)(fu(z) = y),
zan € Rje F(n) =v < (V*°n)(fu(nn)=v|n).

Kako su sva preslikavanja f; automorfizmi i F' je dobro definisano na obe
strane (L i1 R) sledi da je F' traZeni automorfizam grafa G . O

Analogno, mogu se pokazati egzistencija i homogenost sa.S grafova Cije su
strane L 1 R kardinalnosti 1 2" respektivno, za bilo koji kardinal x.
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Glava 3

Digrafovi sa osobinom P

3.1 Digrafovi-osnovni pojmovi i definicije

U prethodnom izlaganju, bilo je reci o prebrojivim prostim grafovima (ili
samo grafovima) kod kojih su oba kraja grane smatrana ravnopravnim. Dakle,
ako su v i v dva proizvoljna ¢vora grafa (G, onda je grana uv ista kao i grana vu. U
ovom poglavlju bice reci o prebrojivim orijentisanim grafovima. Uvesc¢emo sada
nekoliko osnovnih pojmova vezanih za njih.

Definicija 3.1.1 Orijentisani graf ili digraf je uredeni par D = (V| E), gde je V
neprazan skup, a E podskup skupa V* = {(u,v) : u,v € V, u # v}.

Skup V' se naziva skup ¢vorova, a skup E skup grana. Pri tome, redosled
¢vorova u nekoj grani je bitan, tj. sada se svaka grana posmatra kao uredeni par.

Neka su u i v ¢vorovi digrafa D, a e = (u,v) njegova grana. Tada za e
kaZemo da je orijentisana od u ka v. Kaze se i da u vodi ka (dominira) v, a da je v
dominiran od strane u. Cvor u se jo§ naziva i pocetak, a v kraj grane e. Za granu
e = (u,v) mogu se jos koristiti oznake u — v, uFEwv ili samo uw.

Definicija 3.1.2 Neka je dat digraf D = (V, E). Dual digrafa D (u oznaci D*) je
digraf D* = (V, E*), pri demu je E* = {(y,z) : (z,y) € E}.

Bitnu povezanost izmedu digrafa i njegovog duala daje nam princip dualnosti
na osnovu kojeg ako digraf ima neku osobinu, onda i njegov dual poseduje odgo-
varajucu (izmenjenu) osobinu.

Definicija 3.1.3 Neka je dat digraf D = (V, E). Za digraf D' = (V' E') kaZemo
da je poddigraf od D akoje V! CV i E' C E.
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Analogno ovoj definiciji, mnogi drugi pojmovi iz teorije (neorijentisanih) gra-
fova se prenose i na digrafove samo je bitna stavka da se posmatra orijentacija.

Definicija 3.1.4 Za digraf D kaZemo da ima osobinu P ako za svaku konacnu
particiju skupa ¢vorova od D indukovani poddigraf na bar jednom od delova
particije je izomorfan sa cCitavim D.

Ovu osobinu smo ve¢ razmatrali kod prebrojivih obi¢nih grafova i pokazali da
su jedini grafovi koji imaju datu osobinu kompletan, prazan i Rado graf.

DefiniSimo sada jo$ neke oznake koje ¢emo koristiti u radu.

Definicija 3.1.5 Neka je D digraf i x proizvoljan ¢vor iz D. Tada je:
a) Np(z) ={y € D: ~yEx N—zEy Nz #y}
b) No(z) ={y € D : ~yEx NzEy}
c) Ni(x) ={y € D : yEx N ~zEy}
d) Ny(z) ={y € D : yEx NxEy}.

NajviSe 1 najbolje izuceni digrafovi su turniri.

Definicija 3.1.6 Turnir sa n ¢vorova je proizvoljna orijentacija kompletnog grafa
sa n ¢vorova.

Iz same definicije turnira zaklju¢ujemo da je turnir digraf u kojem izmedu
svaka dva ¢vora vazi da su povezani tano jednom granom. UopStena oznaka za
turnir sa n ¢vorova je 7},. Ako se radi o proizvoljnom turniru, oznaka je samo 7'.

Definicija 3.1.7 Turnir T ima osobinu S ako za O € {i,0} i za neko v € T vaZi:
ako je No(z) # 0, onda No(y) # 0, zasvey € T.

T je oznaka za prebrojivi turnir koji zadovoljava sledecu osobinu:
ako su A i B dva proizvoljna kona¢na podskupa skupa ¢vorova turnira 7', onda
postoji ¢vor v u T koji dominira u odnosu na sve ¢vorove iz skupa A i koji je
dominiran od strane svih ¢vorova iz skupa B.

Vidimo da je ova osobina analogna osobini () kod obi¢nih grafova, samo
prilagodena jeziku turnira. Nju ¢emo dalje oznaCavati sa (x)’.

Kao i kod Rado grafa, postoji viSe naina za konstruisanje turnira 7°°. Sada
¢emo opisati konstrukciju 7" rekurzijom.

Neka je Tj oznaka za turnir koji ima samo jedan ¢vor. Dalje, neka je 7},
turnir koji se dobija rekurzijom od 7,, dodavanjem ¢vora ¢(U) koji je povezan sa
svim ¢vorovima iz U, ali tako da dominira u odnosu na svaki ¢vor iz U i koji je
povezan sa svim preostalim ¢vorovima iz skupa 7, 1, ali tako da je dominiran od
strane njih. Pri tome, ovo uradimo za svaki podskup U od 7;,. Ako uzmemo da je
T = UpenT},, dobi¢emo konstrukciju datog turnira.
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Definicija 3.1.8 Neka je T turnir.

(1) Cvor a € T za koji vazi aEb, za sve b € T, a # b se naziva izvor.

(2) Cvor a € T za koji vazi bEa, za sve b € T, a # b se naziva ponor.

(3) Ako je neki cvor a € T izvor ili ponor, tada se on zove specijalan vor.

Posmatrajmo sada niz ordinala:

0=0,
1=1{0},
2 =1{0,1},

n={0,1,...n— 1},

W,
w—+1,

Dakle, prvo ide 0, a svaki slede¢i ordinal je skup prethodnih. Ordinale 1, 2,...
nazivamo nasledni ordinali. To su ordinali oblika v + 1, za neki ordinal «. Svi
ostali izuzev 0 se nazivaju grani¢ni ordinali. Najmanji grani¢ni ordinal je w.

Pri tome, w odgovara skupu Nj. Ako dati skup posmatramo kao skup ¢vorova,
a skup grana definiSemo tako da je svaki element datog niza spojen sa svim ele-
mentima koji su iza njega (tj. sa njegovim nadskupovima), dobicemo jedan pre-
brojivi turnir. Na analogan nacin dobijamo i turnir w® ili njegov dual (w®)*, gde
je a nenula prebrojivi ordinal. Nave$¢emo sada definiciju u opStem obliku.

Definicija 3.1.9 Ako je o ordinal, onda se orijentisani graf sa skupom cvorova
{B | B < a}iskupom grana { — v, 5 < v < a} naziva a— turnir.

Definicija 3.1.10 Relacija p na skupu A se definise kao proizvoljan podskup od
skupa A x A.

Definicija 3.1.11 Relacija p je relacija poretka (poredak, parcijalno uredenje)
skupa A ako su ispunjeni sledeci uslovi:

(1) Refleksivnost: (Vv € A) xpx;

(2) Antisimetricnost: (Vx,y € A) xpy \ ypr —=x =1y

(3) Tranzitivnost: (Vx,y,z € A) xpy N\ ypz = xpz.

Definicija 3.1.12 Poredak p na skupu A je linearan ili totalan ako pored svojstava
refleksivnosti, antisimetricnosti i tranzitivnosti zadovoljava i uslov xpy ili ypz,
Va,y € A

Definicija 3.1.13 Element a € A je najmanji ako Vx € A vazi apz.
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Definicija 3.1.14 Element a € A je najveci ako Vx € A vaZi xpa.

Definicija 3.1.15 Linearno uredeni skup (A, p) je dobro ureden ako svaki njegov
neprazan podskup ima najmanji element.

Definicija 3.1.16 Uredeni skup (A, p) se naziva antilanac ako Vx,y € A vazi
—(zpy V ypz).
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3.2 Klasifikacija uredenih skupova sa osobinom P

Pre nego Sto klasifikujemo turnire sa osobinom P, izvr§iCemo klasifikaciju
uredenih skupova sa osobinom P. Ovi rezultati su bazirani na radovima [1] 1 [2].

Definicija 3.2.1 Neka je P uredeni skup relacijom p. Tada je G(P) graf koji
se dobija tako Sto mu se za skup ¢vorova uzme skup P, a za skup grana skup:

Hz,y} ro,y € Pow # y A (zpy V ypr)}.

Drugim recima, graf G(P) dobijamo tako §to elemente iz P koji su u relaciji
povezemo odgovarajuom granom.

Lema 3.2.2 Ako je P uredeni skup koji zadovoljava osobinu P, onda i graf G(P)
zadovoljava osobinu P.

Teorema 3.2.3 Neka je P uredeni skup koji zadovoljava osobinu P. Tada je P ili
beskonacni antilanac ili jedan od w® ili (w®)*, gde je o nenula prebrojivi ordinal.

Dokaz: Zna se da beskonacni antilanac ima osobinu P. Stoga pretpostavimo da
P nije beskonac¢ni antilanac i neka je |P| = 6.

Za P konstrui§imo odgovarajudi graf G(P). Na osnovu prethodne leme, G(P)
takode ima osobinu P. Kako smo u ranijem izlaganju konstatovali da su jedini
prebrojivi grafovi koji zadovoljavaju ovu osobinu kompletan, prazan i Rado graf,
sledi da je G(P) jedan od ta tri grafa.

Graf G/(P) ne moZe biti prazan (ima bar jednu granu), a ni Rado graf jer on
sadrzi sve konacne grafove kao svoje indukovane podgrafove pa samim tim sadrZi
i konturu C'5. To nije moguée jer onda u P nece vaZiti tranzitivnost. Stoga je
G(P) kompletan graf, tj. G(P) = K pa je samim tim P i linearno ureden skup.

Pokaza¢emo sada da P ima najvedi ili najmanji element. Pretpostavimo suprot-
no, tj. da P nema ni najmanji ni najveci element. Neka su dati a,b € P, a < b.
Uzmimodaje A ={y € P:y > a}\{b}i B = P\A. Medutim, tada P | A
ima najmanji, a P | B ima najveci element. To nas dovodi u kontradikciju jer bar
jedan od njih mora biti izomorfan sa P zbog osobine P pa i P mora imati najveci
ili najmanji element.

Razmotri¢emo sada sva tri slucaja, tj. da P ima samo najmanji, samo najveci
element ili da ima oba.

Prvi slucaj: P ima najmanji i nema najveci element.

Oznaci¢emo najmanji element od P sa 0. Pokazac¢emo da je P dobro ureden.
Pri tome, koristicemo pomoc¢no tvrdenje da je PP dobro ureden ako nema podskup
izomorfan sa w*.
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Pretpostavimo suprotno, tj. da P nije dobro ureden. DefiniSimo sada skup S na
sledec¢i nacin:

S={rxreP:x<y,Vye XCP, X 2w}

Skup S je neprazan jer 0 € S. U suprotnom bi bilo 0 > y, gde je y element
beskonacnog opadajuéeg lanca u P Sto nas dovodi u kontradikciju.

Skup S je dobro ureden. Ovo vaZi jer ne postoji skup X C S koji je izomorfan
sa w*. Da bismo ovo pokazali, pretpostavimo suprotno, tj. da postoji X C S
izomorfan sa w*. Neka je dat z € X. Sledi da je x < x Sto je nemoguce. Dakle,
skup S je dobro ureden.

Uvedimo sada neke nove oznake. Nekaje A = S'i B = P\S. Akoje B =),
onda je P = S pa je samim tim i P dobro ureden Sto je kontradikcija sa pocetnom
pretpostavkom. Stoga pretpostavimo suprotno, tj. B # ().

Pokazujemo da je P = P | A. Pretpostavimo suprotno, tj. P 2 P | A. Tada
je P = P | B (poSto P zadovoljva osobinu P). To znaci i da B sadrZi najmanji
element. Oznacimo ga sa ('. Posto 0’ ¢ S, postojiy € X C Ptakodajey < (0,
gde je X C P takav da je X = w*. Medutim, na osnovu prethodnog pasusa sledi
da je X C B sto nas dovodi u kontradikciju. Sledi da je P dobro ureden i samim
tim izomorfan sa ordinalom a.

Na osnovu Kantorove teoreme vazi (dokaz se moze naci u [8]): postoje ordinali
a; > ag > .. > ag,zak € w\{0}1ing,ng,...,ng € w\{0} tako da je:

a=wny +w*?ng + ... + w¥ny.

Pokazacemo sada da je k = 1. Pretpostavimo suprotno, tj. k£ > 2. Neka je
A; = wing, pricemu i € {1,2,...,k}. Posto P zadovoljava osobinu P, postoji i
tako da je P = P | A;. Zbog jedinstvenosti prikazivanja ordinala « sledi da je
a = w*n,;

Pokaza¢emo sada i da je n; = 1. Ako pretpostavimo da nije, dobija se:
a=wn; = w" + w4+ ...+ wM,

pri Cemu se sabirak w®* ponavlja n; puta. Medutim, kao i u prethodnom slucaju,
kako P zadovoljava osobinu P, sledi da je @ izomorfan sa w!.

Preostaje nam joS da pokazemo da w® zadovoljava osobinu P, pri ¢emu je «
nenula ordinal. Pokazacemo to indukcijom za o > 1.

Neka je « = 3 + 1 > 2 nasledni ordinal. Tada je w® = w” * w. Neka je:

wo‘zsl+52—|—...+5’n, 7122
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S druge strane, w® moZemo predstaviti koristeéi skup {w?(i),i € w}, tj. kao
w kopijaod w’?. Zai € wij € {1,2,...,n} definiS§imo:

Sij = wﬁ(i) N Sj.

Takode, vidimo daje za j € {1,2,..,n}:

Sj - ZSU

1Ew

Kako po indukcijskoj pretpostavci w” ima osobinu P, sledi:
(Vi € w) (3j(i)) € {1,2,...,n} tako da je ispunjeno S;;(;) = w’.
Takode, postoji j € {1,2, ..., n} za koje beskona¢no puta vazi S;; = w”.

Za 3 > 1 je ispunjen uslov € + w” = w?, za e < WP. Sledi da je:

S; & Zwﬁ = w".

€W

Neka je sada « proizvoljni grani¢ni ordinal za koji vazi & > w. Onda vazi
w=>" fea w?. Dokaz da je zadovoljena osobina P je analogan kao i u prethod-
nom slucaju.

Drugi slu¢aj: P ima najveéi i nema najmanji element.

U ovom slucaju se prvo pokazuje da je P izomorfan sa (w®)*. Dokaz sledi iz
prethodnog slucaja primenom principa dualnosti.

Treci slucaj: P ima i najmanji 1 najveci element.
Pokazacemo svodenjem na kontradikciju da je ovo nemoguce. Oznacimo naj-
manji i najveci element sa 0 i oo respektivno. Neka je A = S'i B = P\ A. Jasno

jedatada0 € Aioco € B\A. Kao §to je ve¢ pokazano u prvom slucaju, skup A
je dobro ureden.

Kako P zadovoljava osobinu P, sledi daje P | Aili P | B izomorfan sa P.
Ako je to P | A, onda je P dobro ureden i stoga izomorfan sa nekim ordinalom.
Dakle, kao i u prvom slu€aju, P je izomorfan sa w®, za neki nenula kardinal « Sto
nas dovodi u kontradikciju sa ¢injenicom da P ima najveci element.

S druge strane, ako je P | B, onda B ima najmanji element 0' i 0’ € P\S
pa (0 > y zaneko y € X, gde je X izomorfan sa w*. Ovo nas opet dovodi do
kontradikcije, ¢ime je ovaj dokaz i zavrSen. O
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3.3 Klasifikacija turnira sa osobinom P

Lema 3.3.1 Turnir ne moZe imati vise od dva specijalna ¢vora. U slucaju da ima
dva, onda jedan mora biti izvor, a drugi ponor tog turnira.

Dokaz: Pretpostavimo da postoji turnir 7" koji ima viSe od dva specijalna ¢vora.
Tada on mora imati bar dva izvora ili ponora. Pretpostavimo da ima dva izvora.
Ozna¢imo ih sa a i b, a # b. Tada mora biti a E'b, a takode i bEa. Medutim, to nas
dovodi u kontradikciju jer je 7' turnir. Analogno se pokazuje i da turnir ne moze
imati dva ponora pa sledi da nijedan turnir ne moZe imati vie od dva specijalna
¢vora. Jasno, ako turnir ima dva specijalna ¢vora, onda jedan od njih mora biti
izvor, a drugi ponor. O

Lema 3.3.2 Netrivijalni turnir ima osobinu S ako i samo ako ne sadrZi specijalne
¢vorove.

Dokaz: Pretpostavimo prvo da 7" ima osobinu §. Pokaza¢emo da on ne sadrzi
specijalne ¢vorove. Pretpostavimo suprotno, tj. neka je a specijalni ¢vor od 7.
Bez umanjenja opstosti pretpostavimo da je a izvor. Tada je N;(a) = (). Kako je
T netrivijalan turnir, postoji b € T takav da je aFb. Sledi da je N;(b) # () pa kako
vazi osobina S, sledi da je N;(xz) # 0,Vz € T §to nas dovodi u kontradikciju.
Analogno se pokazuje i ako se pretpostavi da je a ponor.

Drugi smer pokazujemo kontrapozicijom. Pretpostavimo da turnir 7' nema
osobinu S. Sledi da postoje ¢vorovi a,b € T takvi da za neko O € {7, 0} vazi
Np(a) # 01 Ng(b) = (). Odatle sledi da je b specijalan ¢vor. O

Sada ¢emo navesti teoremu koja nam govori koji je potreban i dovoljan uslov

da neki prebrojivi turnir bude izomorfan sa turnirom 7°°.

Teorema 3.3.3 Prebrojivi turnir T' je izomorfan sa T ako i samo ako T ima
osobine P i S.

Teorema 3.3.4 Neka je T prebrojivi turnir koji zadovoljava osobinu P. Ako vaZi
T 22T, onda je T linaerno ureden.

Dokaz: Ako T zadovoljava osobinu &, onda je na osnovu prethodne teoreme
T = T°. Stoga pretpostavimo da 7" nema osobinu S. Iz toga sledi T" 2% T°.
Pokazacemo da T" mora biti linearno ureden. Na osnovu leme 3.3.2, sledi da T'
ima bar jednu specijalnu tacku pa razlikujemo sledeca dva slucaja.

Prvi slucaj: T" ima jedan specijalni ¢vor.

Bez gubitka opStosti pretpostavimo da 7" ima izvor u ¢voru 0 (slucaj kada T’
ima ponor ¢e biti analogan na osnovu principa dualnosti). Zelimo da pokazemo da
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T ne sadrzi netranzitivnu konturu Dj (tj. konturu sa tri ¢vora koja nema izvor) kao
svoj indukovani podturnir. Ako ovo pokazemo, sledie da je 7" linearno ureden.

Pretpostavimo suprotno, tj. da 7" sadrzi D3 kao svoj indukovani podturnir.
Defini§imo sada skup S na sledeéi nacin:

S={yeT:yEz,Vze€ X, X jeindukovani podgraf od T i X = D3}.

Pokazacemo prvo da 0 € S. Pretpostavimo suprotno, tj. 0 ¢ S. Tada postoje
dve opcije: 1ili postoji z u X tako da je zE0 Sto je nemoguce jer je 0 izvor ili
0 € X Sto je takode nemoguce jer D3 nema izvor. Odavde sledida 0 € S, tj. S je
neprazan skup.

Pokazacemo sada da je .S linearno ureden skup. Pretpostavimo suprotno, tj. da
je indukovani podturnir X od S izomorfan sa D3. Medutim, onda je X C T pa za
sve x € X vazi x Ex $to nas dovodi u kontradikciju jer u X ne vazi refleksivnost.

Uvedimo sada jo$ neke oznake. Nekaje A = Si B = T\S. Ako je B = ),
onda je T' = S pa je T linearno ureden. Stoga pretpostavimo da je B # ().

Pokaza¢emo da je T' = T' | A. Pretpostavimo suprotno, tj. da ne vazi. Kako
T zadovoljava osobinu P, sledi da je 7" = T' | B. Ako to vaZi, onda i B mora
imati svoj izvor. Oznacimo ga sa 0. Stoga za sve y € B vazi 0/ Eb. Kako 0/ & S,
to implicira da postoji X C T izomorfan sa D3 takav da 0’ € X ili postoji y € X
takav da je y £0’. Takode, kako smo pokazali da je A (tj. S) linearno ureden, sledi
daje X C B. Stoga, kako je 0/ izvor u B, dolazimo u kontradikciju u oba slucaja.

Dakle, dobija se da je 7' = S. Kako je S linearno ureden, sledi i da je 7’
linearno ureden $to nas dovodi u kontradikciju sa pretpostavkom da 7" ima D3 kao
svoj indukovani podturnir. Stoga sledi da je 7' linearno uredeni turnir.

Potpuno analogno se dokaz izvodi i u slu¢aju da 7" ima ponor. Preostaje nam
da razmotrimo drugi slucaj.

Drugi slu¢aj: 7' ima dva specijalna ¢vora.

U ovom slucaju 7' ¢e imati i izvor i ponor 1 analogno prvom sluc¢aju moze se
pokazati da 7" mora biti linearno ureden. O

Konacno dolazimo do teoreme koja nam klasifikuje sve prebrojive turnire sa
osobinom P. Takode, iz nje zakljucujemo da takvih prebrojivih turnira ima nepre-
brojivo mnogo.

Teorema 3.3.5 Prebrojivi turniri sa osobinom P su T, w® i (w)*, gde je «

nenula prebrojivi ordinal .

Dokaz: Neka je T' prebrojivi turnir koji ima osobinu P. Razlikujemo sledeca dva
slucaja.

43



Prvi slucaj: T ima osobinu S.

Ako T zadovoljava osobinu &S, tada je na osnovu Teoreme 3.3.3 ispunjeno
T =T,

Drugi slucaj: 7" nema osobinu S.

Ako T nema osobinu S, onda 7" 22 T pa na osnovu Teoreme 3.3.4 sledi da
je T'linearno ureden. Takode, na osnovu Teoreme 3.2.3 sledi da onda on mora biti
jedan od turnira iz skupa {w®, (w*)*, @ je nenula prebrojivi ordinal}. Time
smo ujedno i dokazali datu teoremu. O
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3.4 Rado digraf

Pre nego Sto predemo na opis price o Rado digrafovima, definisacemo nove
pojmove i1 uves¢emo joS neke oznake. Rezultati u ovom i narednom odeljku za-
snovani su na rezultatima iz [7].

Definicija 3.4.1 Neka je X beskonacni skup i Y prebrojivi skup beskonacnih pod-
skupova od X. Particija (A, B) od X se naziva Bernstein-ova particija u odnosu
na Y ako su za svaki skup Y € ) oba skupa’Y N AiY N B beskonacna.

Takve particije se lako konstruiSu indukcijom. Na primer, neka je Y7, Y5, ...
niz skupova duZine w u ) tako da se svaki od njih pojavljuje beskonacno mnogo
puta u nizu. Formirajmo particiju (A, B) u w koraka birajuéi u n—tom koraku
dva elementa iz Y, koji nisu ni u A ni u B, pri ¢emu pridruzujemo jedan element
skupu A, a drugi skupu B. Na kraju, sve elemente koje nismo pridruZili na ovaj
nacin dodelimo jednom od skupova npr. skupu A.

Neka je v ¢vor u digrafu D. Sa v, = {u | u — v} oznacavamo skup svih
¢vorova koji sa v formiraju granu, tako da je v kraj te grane. Zbog jednostavnosti,
umesto oznake v, koristimo krace samo v . Takode, |v ™| nazivamo ulazni stepen
¢vora v. Ako je skup v~ prazan, onda je ¢vor v izvor u digrafu D.

Analogno, sa v}, = {u | v — u} oznatavamo skup svih ¢vorova koji sa v
formiraju granu, tako da je v pocetak te grane. Zbog jednostavnosti, umesto ozna-
ke v}, koristimo kraée samo v". Takode, |v"| nazivamo izlazni stepen ¢vora v.
Ako je skup v prazan, onda je ¢vor v ponor u digrafu D.

Definicija 3.4.2 Neka je dat digraf D. Skup cvorova I C V(G) se naziva in—sek-
cija od D ako vaZi uslov:

relNy—rx=—yecl.
Presek svih in—sekcija koji sadrZe dati skup X je in—sekcija generisana sa X.

Definicija 3.4.3 Neka je dat digraf D. Skup cvorova I C V(G) se naziva out —sek-
cija od D ako vaZi uslov:

relNe—y=yel.
Presek svih out—sekcija koji sadrZe dati skup X je out—sekcija generisana sa X .

Definicija 3.4.4 Ako se udigrafu D zanemari orijentacija grana, dobija se obican
(prost) graf koji nazivamo podvuceni graf od D.
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Definicija 3.4.5 Neka je dat digraf D(V, E) i neka je v njegov proizvoljan ¢vor.
Tada se v naziva koren digrafa D ako iz v postoji put ka bilo kojem ¢voru iz D.

Definicija 3.4.6 Digraf D je dobro zasnovan ako ne sadrZi orijentisanu konturu i
beskonacni put cija je forma ...v_o — v_1 — V.

Neka je Ly skup ¢vorova koji su izvori digrata D. U opStem slucaju, sa L,,
¢emo oznaciti skup izvora digrafa D — Ug.,Lg. Skupovi L, su nivoi od D i svi
&vorovi od L, suranga . Najmanji ordinal « takav da je L, = () predstavlja rang
od D.

MozZemo primetiti da ako D ima osobinu P, onda njegov rang mora biti neki
grani¢ni ordinal. Pretpostavimo da to ne vazi i neka je najvisi rang u D jednak
k. Onda moZemo podeliti skup ¢vorova digrafa na ¢vorove najviSeg ranga s jedne
strane i na sve ostale ¢vorove s druge strane. Medutim, tada nijedan od delova
nece biti izomorfan sa D jer ¢e najvisi rang u prvom delu biti 1, a u drugom £ — 1
pa se ne moZe uspostaviti izomorfizam iz D ni sa jednim od delova. Sli¢no, ako
D ima osobinu P i rangovi ¢vorova u X C V nisu grani¢ni (posmatrano u rangu
od D), onda je D izomorfan sa D\ X.

Definicija 3.4.7 Za poddigraf H dobro zasnovanog digrafa D kaZemo da ocuvava
rang ako svi njegovi ¢vorovi imaju isti rang u H kao i u D.

Takode, veoma bitna Cinjenica je da se moZe pokazati da disjunktni poddi-
grafovi H; i H koji ouvavaju rang u digrafu D mogu da se proSire do poddi-
grafova D; 1 Dy, koji Cine particiju od D, pri ¢emu je H; C Dy i Hy C Ds.

U ovom poglavlju, opisaéemo konstrukciju dva orijentisana Rado grafa (tj. posma-
tracemo dve razlicite orijentacije Rado grafa). Prvi od njih je RO— digraf. To je
prebrojivi orijentisani graf takav da za svaku trojku konac¢nih disjunktnih skupova
¢vorova A, B i C postoji ¢vor z takav da vaze sledeci uslovi:

(1) AC zt

(2) BC a2~

B)Cn(z-Uatu{x}) =0.

Kako je ova konstrukcija analogna konstrukciji Rado grafa kod obi¢nih grafova,
osobine koje smo kod njega posmatrali moZemo preneti i na RO. Tako na primer,
koriste¢i back and forth metod, moZe se pokazati da su svaka dva RO—digrafa
izomorfna, da ima osobinu P i sl.

Sada ¢emo opisati drugu konstrukciju Rado digrafa. To je dobro zasnovan pre-
brojivi digraf takav da je svaki njegov ¢vor krajnji ¢vor kona¢nom broju grana i da
za svaki konacan skup ¢vorova F' postoji beskona¢no mnogo ¢vorova v takvih da
je v~ = F. Ovaj digraf nazivamo acikli¢ni random ili kra¢e samo A RO—digraf.
Njegova konstrukcija moze se opisati indukcijom. Takode, kao za RO i za ARO
se moZe pokazati da je jedinstven do na izomorfizam i da ima osobinu P.
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Teorema 3.4.8 RO—digraf ima osobinu P.

Dokaz: Neka D zadovoljava definiciju od RO. Neka su D’ i D” indukovani pod-
digrafovi od D takvi da njihovi ¢vorovi Cine particiju skupa ¢vorova od D. Pret-
postavimo da nijedan od njih nije izomorfan sa D. Tada u D’ postoje disjunktni
skupovi ¢vorova A’, B’ i C' tako da ni za jedan ¢vor iz D’ nisu ispunjeni uslovi
(1), (2) i (3) iz definicije za RO. Analogno, u D" postoje disjunktni skupovi
¢vorova A”, B" i C" tako da ni za jedan ¢vor iz D" nisu ispunjeni uslovi (1), (2)
i (3) iz definicije za RO. Medutim, tada za skupove A’ U A”, B'UB"iC" U C”
iz D nece postojati nijedan ¢vor takav da vaze uslovi (1), (2) i (3) Sto nas dovodi
u kontradikciju da je on RO. Sledi da D ima osobinu P. O

Lema 3.4.9 (Konig) Ako je D beskonacni digraf Ciji je koren r i svi ¢vorovi su
konacnog ulaznog stepena, onda u D postoji put koji se zavrsava sa r.

Teorema 3.4.10 ARO-digraf je jedinstveni do na izomorfizam digraf.

Dokaz: Neka su D; i D, dva prebrojiva digrafa koji zadovoljavaju definiciju
ARO-—digrafa. Pretpostavimo da smo ve¢ konstruisali izomorfizam [ izmedu
dve date in—sekcije F} i Fb, pri cemu je F; C Dy i Fy, C Dsy. Neka je v ¢vor
iz D1\ F}. Ako moZemo prosiriti f u parcijalni izomorfizam g ¢iji domen sadrzi
F; U {v}, onda moZemo konstruisati i izomorfizam izmedu D; i Dy koriste¢i
back and forth metod.

Oznacimo sa F' in—sekciju koju generiSe ¢vor v. Na osnovu osobina koje
vaze za ARO, znamo da je digraf D, dobro zasnovan i da je svaki njegov ¢vor
kona¢nog ulaznog stepena. Sledi da je skup F' konacan. Ako to ne bi vazilo, tj.
ako bi skup bio F' beskonacan, primenjujuci Kding-ovu lemu na F' dosli bismo u
kontradikciju. Stoga je I} U ' konacna in—sekcijau D;.

Da bismo dobili g, koristimo osobinu A RO—digrafa za D, da proSirimo f na
F} U F, krenuvsi od najniZzeg nivoa skupa F'\ F7 (tj. od ¢vora v). Slika od g ¢e
takode biti :n—sekcija od Ds. O

Takode, moZemo formirati i random konstrukciju ovog digrafa. Neka je w skup
¢vorova. Ako su 71 j dva proizvoljna razli€ita ¢vora (¢ < j), onda éemo granu ¢ —
j uzeti nezavisno u odnosu na ostale sa verovatnoéom 2+, Ovako konstruisani
digraf je dobro zasnovan i sve njegove :n—sekcije su konacne. Stavise, digraf koji
se dobija je skoro sigurno ARO.

Teorema 3.4.11 ARO—digraf ima osobinu P.

Dokaz: Neka D zadovoljava definiciju od ARO. Neka su D’ i D” indukovani
poddigrafovi od D takvi da njihovi ¢vorovi ¢ine particiju skupa ¢vorova od D.
Ako nijedan od njih nije izomorfan sa D, onda D’ sadrzi kona¢an skup ¢vorova F’
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takav da je skup {v € D’ | v, = F'} konacan i D" sadrZi kona¢an skup ¢vorova
F" takav da je skup {v € D" | vy, = F"} kona¢an. Medutim, odatle sledi da

samo kona¢no mnogo ¢vorova v iz D zadovoljava uslov da je v~ = F' U F” $§to
nas dovodi u kontradikciju sa ¢injenicom da D je ARO. Stoga ARO zadovoljava
osobinu P. O

Naveséemo sada veoma bitnu teoremu na osnovu koje mozemo izvrsiti klasi-
fikaciju orijentisanih Rado grafova sa osobinom P. Njen dokaz Ce biti dat u nas-
tavku, kada se upoznamo sa joS nekim osobinama Rado digrafa.

Teorema 3.4.12 Jedini orijentisani Rado grafovi sa osobinom P su RO, ARO i
dual od ARO.
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3.5 Klasifikacija digrafova sa osobinom P

U narednom izlaganju ¢emo sa D = (V, E') oznacavati digraf koji predstavlja
fiksiranu orijentaciju Rado grafa koji ima osobinu P.

Teorema 3.5.1 Ako je D # RO, onda je D ili njegov dual dobro zasnovan.

Dokaz: Pretpostavimo da je D # RO. Pokaza¢emo da D ima specijalnu tacku.
Posto je D # RO, sledi da postoje disjunktni konacni skupovi ¢vorova A, B
i C takvi da ne postoji nijedan ¢vor x € D takavdaje A C zt, B C 2 i
CN(ztuz-u{z}) =0.

Pretpostavimo da smo nasli skupove A, B i C takve da je |A U B U C| mini-
malno. Kako je D orijentacija Rado grafa sledi da je skup A U B neprazan. Bez
umanjenja opstosti pretpostavimo da je A # () (u slu¢aju da je B # () dokaz je
analogan). Uzmimo da a € Ainekaje D, poddigraf od D indukovan nad skupom
¢vorova (AU B U C Ua")\{a}, a Dy poddigraf indukovan nad njegovim kom-
plementom. PoSto D ima osobinu P, a D; 1 D, Cine njegovu particiju, sledi da je
D izomorfan sa jednim od njih.

Pretpostavimo da je D = D;. Posto je | AU BUC| minimalno, sledi da postoji
r € Dy takavdaje A\{a} C2t,BCz iCN(z" Uz~ U{z}) = (). Medutim,
tada x € a~ paje A C x7, $to je kontradikcija sa izborom skupova A, B i C.
Sledi da je onda D = Ds. Posto je a izvor od Ds, sledi dai D ima izvor.

Pretpostavimo da D ima izvor. Uzmimo da je S maksimalna dobro zasnovana
in—sekcija od D. Tada S i D\S ¢ine particiju od D i na njih primenimo osobinu
P. Zbog maksimalnosti od S, sledi da D ne moZe biti izomorfan sa D\ S jer da
jeste, onda bi D\S morao da sadrzi izvor. Ozna¢imo ga npr. sa s. Medutim, tada
je S U {s} dobro zasnovana in—sekcija veca od S. Sledi da je D izomorfan sa
DIS] paje stogai D dobro zasnovan §to je i trebalo pokazati. O

Od sada ¢emo pretpostaviti da je D i1 dobro zasnovan. Potom ¢emo pokazati
daje D = ARO. Pri tome, koristi¢emo da su nivoi ¢vorova od D oznaceni sa
LOa le L27

Teorema 3.5.2 Digraf D ima beskonacno mnogo izvora.

Dokaz: Pretpostavimo suprotno, tj. da ih ima konacno mnogo. Dakle, tada je
skup Ly konacan. Neka x € L i uoCimo particiju (X, V'\X) skupa ¢vorova V,
gde je X out—sekcija generisana sa x. Jasno, tada D 2 D\ X posto D\ X ima
manji skup izvora (Lo\{z}).

Stoga je D = D[X] pai D ima samo jedan izvor. Posto je D orijentacija
Rado grafa, u njemu postoje dva nesusedna ¢vora, npr. u i v. UoCimo sada digraf
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D\(u~ Uv~). On zbog osobine P mora biti izomorfan sa D. Medutim, on ima
bar dva izvora $to nas dovodi do kontradikcije jer D ima samo jedan izvor. O

Teorema 3.5.3 Ako svaki ¢vor digrafa D ima konacan ulazni stepen, onda je
D = ARO.

Da bismo ovo pokazali, moramo prethodno pokazati neka dodatna tvrdenja.
Pretpostavimo da svaki ¢vor iz D ima konacan ulazni stepen. Onda D ima rang
najvise w, ali poSto D ima osobinu P, sledi da mu je rang tacno w.

Za dati skup ¢vorova U uvodimo nove oznake U~ i U™ definisane na sledeci
naCin: U- =UU{u" |ueU}iUT =UU{ut |ueU}.

Lema 3.5.4 Ako je F C V konacan skup ¢vorova i x € V\F, onda je v+ ¢ FT.

Dokaz: Pretpostavimo suprotno, tj. neka postoji konacan skup ¢vorova F' i ¢vor
x tako da je 7 C F'* i neka je izabrano |F'| minimalno. Ako je F' = (), onda je x
ponor i ima kona¢no mnogo suseda Sto je nemoguce jer je podvuceni graf datog
digrafa Rado graf. Stoga je F' # ().

Neka y € F'ineka je (X, V\X) particija skupa ¢vorova iz D, pri ¢emu je
X = (y"\({z} U F)) U {y}. Kako je y susedan sa svim &vorovima iz X, a u
Rado grafu ne postoji ¢vor susedan sa svim ostalim évorovima, onda D 2 D[X].
Stoga mora biti D = D\X. Medutim, tada je i 2/, x C (F\{y}){ x Sto je
kontradikcija sa minimalno§¢u kardinalnosti od skupa F'. Sledi da z* € F*. O

Lema 3.5.5 Za svaki &vor x € V postoji ¢vory € V takav da je y~ = {z}.

Dokaz: Indukcijom ¢emo konstruisati particiju (V3,V5) skupa ¢vorova V' tako
da ¢e indukovani poddigrafovi nad njima imati osobinu da za svaki ¢vor x € V;
postoji ¢vor y € V; tako da je Yo = {z}, za i = 1,2. Stoga Ce, na osnovu
osobine P, Citav digraf D) imati datu osobinu.

Neka je (x;);eny numeracija ¢vorova iz skupa V' tako da je ¢ < j za svaku granu
x; — x; iz D. Takva numeracija sigurno postoji jer je DD dobro zasnovan. Pret-
postavimo da su nam data dva konacna disjunktna skupa X, i Y,, podskupa od V'
takva da je {zo, 21, ..., x,} C X, UY, izasvaki z; € X,(Y,) ako je i < n postoji
y € X,(Y,) takoda z; € y~ iy \{z;} C Y,(X,). PokazaCemo da moZemo
prosiriti skupove X,, 1 Y,, do skupova X,, 11 1 Y, koji imaju odgovarajucu oso-
binu za indeks n + 1.

Pretpostavimo da z,, ;1 € X,, UY,. Na osnovu prethodne leme sledi da vaZzi
i € (X, UY,)\{2ns1})" pasledi da postoji &vor y € V\ (X, UY,) takav da
jey” N(X,UY,) = {7n1}.

Ako z,.1 € X,,, onda X,,.1 1Y, dobijamo na sledeci nacin:

Xn+]_ = Xn U {y}, YTL+1 = Yn U (y_\{xn+1}).
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Ako z,4+1 € Y, onda zamenimo uloge skupova:

Yn+1 = Yn U {y}a Xn+1 = Xn U (y_\{$n+1})-
Uzimajudi da je V; = UX; 1 V4, = UY}, dobijamo trazenu particiju od skupa V. O

Pokazujemo sada teoremu 3.5.3, tj. daje D = ARQ. Pretpostavimo suprotno,
tj. da D nije ARO digraf. Stoga postoji konacan skup F' C V takav da je skup
A:={v €V |v~ = F} konacan. Tada na osnovu leme 3.5.2 sledi da je F' # ()
jer ako je F' = () sledi da je ¢vor v za koji je v~ = () izvor pa ih ima konano
mnogo §to nas dovodi u kontradikciju. Sledi da je i skup F' U A takode konacan.
Biramo £ tako da je |F' U A| minimalno.

Neka je S oznaka za out—sekciju generisanu sa A. Posmatrajmo (.5, V'\.S),
particiju skupa ¢vorova V. Tada na osnovu leme 3.5.2 sledi D 2 DI[S]. Stoga je
na osnovu osobine P digraf D izomorfan sa digrafom D\ S koji sadrzi skup F, ali
ne i ¢vor v takav da je Up\s = F. Na osnovu ovog izbora F sledi da je A = ().

Neka x € F'1 posmatrajmo maksimalni skup X C V' takav da vaze sledeci
uslovi:
(1) XNF = {x}
2) (V\(FUz) C X
(3) Za svaki ¢vorv € T N X vaziv™ N X # {z}.

Posto lema 3.5.5 ne vazi za X, dobijamo da D % D[X]. Stoga, zbog osobine
P, mora biti D = D\X. Medutim, tada u D\ X ne postoji ¢vor v takav da je
vpvx = F\{z} jer bilo koji takav ¢vor ¢e biti u D\(X U F') C «™ Sto daje
F Cov paje FF= v (postoje v~ N X = {x} zbog maksimalnosti skupa X).
Sledi da v € A §to nas dovodi u kontradikciju sa ¢injenicom da je A = (). Stoga
u D\ X ne postoji évor v takav da je Up\x = F\{x}, ali je to kontradikcija sa
minimalnos$éu od | F' U A| ¢ime je ovaj dokaz i zavrsen. O

Dakle, ako D nije RO i ako je svaki ¢vor kona¢nog ulaznog stepena, onda je
on ARO. Analizirajmo sada preostali slucaj, tj. kada u D postoji cvor beskona¢nog
ulaznog stepena.

Lema 3.5.6 Ako u D postoji ¢vor beskonacnog ulaznog stepena i ako je o naj-
manji rang takvog ¢vora, onda a € {1, w}.

Dokaz: Neka je v ¢vor u koji ulazi beskonacno grana i neka je on ranga «.. PoSto
svi ¢vorovi ranga w imaju tu osobinu, jasno da je o < w. Ako je o < w, onda
je za neki konacan broj ¢ skup X = v~ N L; beskonacan. Ako izbriSemo sve
¢vorove ranga < « osim tih iz X, dobijamo digraf u kojem je v ranga 1 i koji ima
beskonacan ulazni stepen. Posto je ovaj digraf izomorfan sa D, na osnovu osobine
P sledi da a € {1,w}, §to je i trebalo dokazati. O
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U preostalom delu rada razmotricemo oba slucaja, tj. o = 11 a = w.
Pokazacemo da su oba slu¢aja nemoguca, tj. da u D ne postoji ¢vor beskonacnog
ulaznog stepena.

Analizirajmo prvo slucaj kada je o = 1.

Teorema 3.5.7 U digrafu D ne postoji ¢vor beskonacnog ulaznog stepena koji je
ranga 1.

Da bismo pokazali ovu teoremu, prethodno moramo pokazati nekoliko lema.
Pre svega, oznac¢imo sa [ skup svih ¢vorova ranga 1 koji imaju beskonac¢ni ulazni
stepen. Dokazac¢emo da je I = (). Pretpostavimo suprotno, tj. I # ().

Lema 3.5.8 Skup I je beskonacan.

Dokaz: Pretpostavimo da je / konacCan skup. Neka je X out—sekcija generisana
sa I. Onda nijedan ¢lan particije (X, V'\ X) od V' nema osobinu P. Digraf D[X]
ima samo kona¢no mnogo izvora, a s druge strane digraf D\ X nema ¢vor ranga
1 koji je krajnji ¢vor beskonaénom broju grana pa nijedan od njih ne moZze biti
izomorfan sa D. O

Oznacimo sa (G; obican (prost) graf koji ima skup ¢vorova I. Ako ¢vorovi
u,v € GGy, onda izmedu njih postoji grana uv ako i samo ako su skupovi v~ i v~
konacni.

Lema 3.5.9 Graf G ima osobinu P.

Dokaz: Neka je (X, Y') proizvoljna particija od I. Neka je (A, B) Bernstein-ova
particija od skupa izvora (tj. skupa L) u odnosu na:

{vT:vel}U{u Nv  tu,v eI A|u” Nv~| = oo}.

Prosirimo particiju (A U X, BUY") do particije (V,,V}) od V u kojoj su svi
¢vorovi zadrzali svoj prvobitni rang. Na osnovu osobine P za D moZemo pret-

postaviti da je D = D[V,| := D’. Medutim, skup ¢vorova ranga 1 koji imaju
beskonacni ulazni stepen u D’ je tatno skup X pa je G;[X] := G} = G| na os-
novu izbora (A, B). O

Kako graf G; ima osobinu P, na osnovu prethodnog izlaganja znamo da je G';
prebrojivi prazan, kompletan ili Rado graf.

Lema 3.5.10 G nije Rado graf.
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Dokaz: Pretpostavimo suprotno, tj. da je G; Rado graf. Tada u njemu postoje
2 nesusedna ¢vora u i v. Na osnovu definicije za (G;, oni su elementi skupa [/
takvi da je skup v~ M v~ beskonaCan. Na osnovu osobine P znamo da vazi:
G = G\(u~Av™). Stoga postoje 2 ¢vora x,y € [ takvi da je z— = y~. Sledi da
¢vorovi x 1 y imaju iste susede u GG;. Medutim, ne postoje 2 ¢vora u Rado grafu
koja imaju iste susede. Dakle, dosli smo u kontradikciju pa sledi da GG; nije Rado
graf. O

Lema 3.5.11 G| nije kompletan graf.

Dokaz: Neka je (z;);<, numeracija svih ¢vorova iz I. Ako je graf Gy komple-
tan, onda je i skup z; N x; konaCan za sve i # j. Stoga moZemo selektovati
beskonacan niz (y;);<,, ¢vorova iz Ly takoda y; € z; \(z, Uz, U...Ux; ), za
sve 1 < w.

Neka je Y = {y; | i < w}. Prosirimo particiju (Y U I, Ly\Y') do particije
(A, B) od V, tako da svaki ¢vor sacuva svoj rang. Onda nijedan od digrafova D[A]
i D[B] nema ¢vor ranga 1 koji ima beskona¢ni ulazni stepen. Kako je I # (), a D
zadovoljava osobinu P, dolazimo u kontradikciju pa sledi da GG; nije kompletan
graf. O

Na osnovu prethodne dve leme sledi da je Gy prazan graf. Drugim recima,
svaka dva proizvoljna ¢vora u, v € I imaju beskona¢no mnogo zajednickih suseda.
Primetimo da ni skupovi v~ \v~ i v~ \u~ ne mogu biti oba beskona¢na jer ¢e u
tom sluéaju postojati izomorfizam iz D\ (u~ Nv~) u D koji ée (zbog osobine P)
dodeliti « 1 v susednim ¢vorovima iz G.

Oznacimo sa H; prost (obi€an) graf na skupu [ ¢iji ¢vorovi u, v € I formiraju
granu uv ako i samo ako je skup v~ /AAv~ beskonacan.

Lema 3.5.12 Graf H; ima osobinu P.

Dokaz: Neka je (X, Y') proizvoljna particija od /. Uzmimo da je (A, B) Bernstein-
ova particija od Ly u odnosu na

{v7ivellU{u Av tu,v el |Ju”Av | = o0}

ProgSirimo particiju (A U X, B UY) do particije (V,, V}) od V' u kojoj su svi
¢vorovi zadrZali svoj rang. Na osnovu osobine P za digraf D sledi da je D izomor-
fan sa indukovanim poddigrafom na jednom od delova particije. Pretpostavimo
daje D = D|V,] := D'. Defini§imo I’ i H} za D' analogno kaoi I i H; za D.
Primetimo da je I’ = X. Stoga je H;[X| := H; = H; na osnovu izbora particije
(A, B). 0

Kako H; ima osobinu P, sledi da je H; izomorfan sa praznim, kompletnim
ili Rado grafom. Kao i u prethodnom izlaganju za graf G, dobija se da graf H;
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nije ni kompletan ni Rado graf (dokazi su analogni) pa sledi da je H; prazan graf.
Drugim rec¢ima, za svaka dva ¢vora u, v € I sledi da se skupovi ™ 1 v~ razlikuju
samo u kona¢no mnogo ¢vorova.

Lema 3.5.13 Svaki ¢vor iz Ly ima svog suseda u I.

Dokaz: Oznacimo sa Y skup svih ¢vorova iz L koji nemaju suseda u /. ProSirimo
particiju (Y, (Lo\Y) U I) do particije (A, B) od V' u kojoj svaki ¢vor zadrzava
svoj prvobitni rang. Posto D[A]| nema ¢vor ranga 1 koji je beskonalnog ulaznog
stepena, sledi da je D izomorfan sa D[B] pa svaki ¢vor iz skupa L, ima svoga
suseda u skupu /. 0

Konac¢no pokazujemo teoremu 3.5.7, j. da u digrafu D ne postoji ¢vor ranga 1
koji ima beskonacni ulazni stepen. Neka w € [ i prosirimo particiju (u ™, Lo\u ")
do particije (A, B) od V u kojoj ¢e svaki ¢vor da zadrZi svoj rang. Ako vazi
D = DI[B], onda D[B] ima &vor beskonanog ulaznog stepena koji je ranga 1.
Oznacimo neki takav ¢vor sa v. Onda v € I i skup v~ \u~ je beskonacan. Odatle
sledi da je uv grana u grafu H; Sto je kontradikcija jer je H; prazan graf. Tada,
na osnovu osobine P, sledi da je D = D[A]. Kao §to ¢vor u mora biti u A,
koristeéi prethodnu lemu zakljucujemo da D mora imati ¢vor v ranga 1 takav da
je v o= Lo.

Takode, pokazacemo sada da D ima ¢vor ranga 1 u koji ulazi samo jedna
grana. Neka ¢vor u € L Cini granu sa ¢vorom v € L. Na osnovu osobine P,
digraf D je izomorfan sa digrafom dobijenim iz D brisanjem svih ¢vorova iz L
osim ¢vora u. U ovom digrafu ¢vor v i dalje ima rang 1, ali je v~ = {u}.

Neka je C skup svih ¢vorova iz D takav da za svaki ¢vor v € C skup v~
sadrzi beskonacno mnogo ¢vorova iz Ly. Neka je (A, B) Bernstein-ova particija
u odnosu na:

{vTNLy|veC}.

Tada D % D[A U C] jer D[A U C] nema &vor ranga 1 koji je krajnji ¢vor samo
jednoj grani. Na osnovu osobine P, sledi da je D izomorfan sa D\(A U C).
Medutim, za razliku od digrafa D, u ovom digrafu ne postoji ¢vor v takav da je
v~ = Lg. To nas dovodi u kontradikciju pa nije tatna pretpostavka da je I # ().
Sledi da je I = (), ¢ime je ujedno i zavrSen dokaz date teoreme. O

Pokazali smo da digraf D ne sadrZi nijedan ¢vor ranga 1 beskona¢nog ulaznog
stepena. Stoga preostaje joS da se ispita slucaj o = w. MoZe se pokazati sledeca
teorema.

Teorema 3.5.14 Vazi daje L, = ().

Odatle sledi da je i sluaj &« = w takode nemogué. Sledi da je svaki ¢vor iz
digrafa D kona¢nog ulaznog stepena pa je D = ARO.
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Sada kona¢no moZemo da izvrSimo klasifikaciju svih prebrojivih orijentisanih
grafova sa osobinom P.

Teorema 3.5.15 Prebrojivi orijentisani grafovi sa osobinom P su:
(1) Prazan digraf

(2) Random turnir (T°)

(3) Tranzitivni turniri w® i njihovi duali

(4) Random orijentisani graf (RO)

(5) Random acikli¢ni orijentisani graf (ARO) i njegov dual.
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Zakljucak

U ovom master radu dat je pregled osnovnih pojmova i osobina Rado grafa,
homogenih bipartitnih grafova i Rado digrafa.

Kao S§to smo videli, Rado graf je prebrojivi graf koji sadrzi sve konacne i
prebrojive grafove kao svoje indukovane podgrafove. Zbog toga za njega kazemo
da poseduje osobinu univerzalnosti”. Takode, u radu je dokazana jedinstvenost
Rado grafa do na izomorfizam i predstavljene su mnoge druge njegove osobine.
Stoga, kao takav, Rado graf zauzima znacajno mesto u teoriji grafova.

Iako prica o (obicnom) Rado grafu datira od Sezdesetih godina proslog veka,
radovi o orijentisanim grafovima sa osobinom P pojavili su se tek poslednjih
godina. Najpre je izvrSena klasifikacija turnira sa osobinom P (Teorema 3.3.5), a
potom je pric¢a uopStena i na klasifikaciju svih digrafova (Teorema 3.5.15).

Sto se tie primene Rado grafa, on se koristi kao jedan od najstarijih i naj-
mreZe, itd. Takode, ima znacajnu primenu 1 u epidemiologiji jer se koristi kao
model za Sirenje nekih zaraznih bolesti.

Sama tema rada za mene je bila veoma interesantna 1 inspirativna. Buduci
da je tema savremena, gotovo da nema literature na srpskom jeziku o njoj. Stoga
prezentovani materijal predstavlja dobru osnovu ¢itaocu za upoznavanje sa 0Snov-
nim pojmovima o Rado grafu i ujedno pruza smernice za dalje istrazivanje i pro-
dubljivanje.

56



Literatura

[1] Anthony Bonato, Peter J. Cameron, Dejan Deli¢, Tournaments and orders
with pigeonhole property, Canad. Math. Bull. Vol. 43, 397-405, 2000.

[2] Anthony Bonato, Dejan Deli¢, A pigeonhole property for relational struc-
tures, Mathematical logic Quartely 45, 409-413, 1999.

[3] David M. Burton, Elementary number theory, Unversity of New Hampshire,
2007.

[4] Peter J. Cameron, The random graph, Springer Verlag, New York, 1997.

[5] Peter J. Cameron, The random graph revisited, European Congress of
Mathematics, Vol. 1 (Barcelona), 2000.

[6] Reinhard Diestel, Graph theory, Springer Verlag, New York, 2000.

[7] Reinhard Diestel, Imre Leader, Alex Scott, Stéphan Thomassé, Partitions
and orientations of the Rado graph, Transactions of the American Mathe-
matical Society 359 (5), 2007.

[8] F. R. Drake, Set theory, North Holland, 1974.

[9] Paul Erdos, Alfréd Rény, Asymmetric graphs, Acta Mathematica Academiae
Scientiarum Hungaricae 14: 295315, 1963.

[10] Martin Goldstern, Rami Grossberg, Menachem Kojman, Infinite homoge-
neous bipartite graphs with unequal sides, Carnegie Mellon University,
1992.

[11] Brad Hannigan-Daley, The Rado graph, University of Waterloo, 2007.

[12] C. Ward Henson, A family of countable homogeneous graphs, Pacific journal
of mathematics, Vol. 38, No. 1, 1971.

57



[13] Dragan Masulovi¢, Odabrane teme diskretne matematike, Prirodno-
matematicki fakultet, Departman za matematiku i informatiku, Novi Sad,
2007.

[14] M. E. J. Newman, Random graphs as model of networks, Santa Fe Institute,
USA, 2005.

[15] Vojislav Petrovi¢, Teorija grafova, Prirodno-matematicki fakultet, Depart-
man za matematiku i1 informatiku, Novi Sad, 1998.

[16] Rado Richard, Universal graphs and universal functions”, Acta Arith. 9:
331340, 1964.

[17] Branimir SeSelja, Andreja Tepavievié, Algebra I, Prirodno-matematicki
fakultet, Departman za matematiku i informatiku, Novi Sad, 2007.

[18] Boris Sobot, Random graphs and independent families, 2012.

58



Kratka biografija

Srdan Mili¢evi€ je roden 10. februara 1988.
godine u Rumi. ZavrSio je Osnovnu Skolu
”Zmaj Jova Jovanovi¢” u Rumi 2003. go-
dine kao nosilac Vukove diplome i kao dak
generacije. Potom upisuje Gimnaziju Ste-
van Puzi¢”, prirodno-matematicki smer, koju
zavrSava 2007. godine, takode kao vukovac i
dak generacije. Iste godine upisuje Prirodno-
matematicki fakultet u Novom Sadu, smer
matematika finansija, pri ¢emu je, kao nosi-
lac najviSih nagrada na drZavnim takmicenjima
iz matematike, bio osloboden polaganja pri-
jemnog ispita. Zaklju¢no sa junskim ispitnim
rokom 2011. godine poloZio je sve predvidene
ispite sa prosekom 10.00. Potom upisuje mas-
ter studije na istom fakultetu, smer primenjena
matematika. PoloZio je sve ispite predvidene nastavnim planom i programom za-
klju€no sa junskim ispitnim rokom 2012. godine sa prose¢cnom ocenom 10.00 i
time stekao uslov za odbranu master rada.

59



UNIVERZITET U NOVOM SADU
PRIRODNO-MATEMATICKI FAKULTET
KLJUCNA DOKUMENTACIISKA INFORMACIJA

Redni broj:
RBR

Identifikacioni broj:
IBR

Tip dokumentacije: Monografska dokumentacija
TD

Tip zapisa: Tekstualni Stampani materijal
TZ

Vrsta rada: Master rad
VR

Autor: Srdan Milicevié
AU

Mentor: dr Boris Sobot
MN

Naslov rada: Rado graf
NR

Jezik publikacije: srpski (latinica)
JP

Jezik izvoda: s/ e

JI
Zemlja publikovanja: Srbija
zp

Uze geografsko podrucje: Vojvodina
UGP

Godina: 2012.
GO

Izdavac: Autorski reprint
1Z

Mesto i adresa: Novi Sad, Departman za matematiku i informatiku, Prirodno—matematicki fakul-
tet, Univerzitet u Novom Sadu, Trg Dositeja Obradovica 4
MA

60



Fizicki opis rada: (3, 63, 18, 0, 4, 0, 0)
FO

Naucna oblast: Matematika
NO

Naucna disciplina: Teorija grafova
ND

Predmetna odrednica / Klju¢ne reci: Rado graf, jedinstvenost, izomorfizam, prebrojivost, uni-
verzalnost, grupa automorfizama, Ny-kategori¢nost, homogenost, bipartitni graf, digraf, turnir
PO

UDK

Cuva se: Biblioteka Departmana za matematiku i informatiku Prirodno—matematickog fakulteta
Univerziteta u Novom Sadu

Cu

VaZna napomena:

VN

Izvod: U prvom delu ovog master rada, govori se o Rado grafu i njegovim osobinama: jedin-
stvenost do na izomorfizam, univerzalnost, stabilnost u odnosu na konacan broj promena, tranzi-
tivnost, No- kategori¢nost, itd. Uvedeni su osnovni pojmovi i opisano je nekoliko konstrukcija
Rado grafa. U drugom delu rada, razmatran je pojam homogenosti i izvrSena je klasifikacija pre-
brojivih homogenih grafova. Pokazana je i egzistencija (Xg, 2%) sa.S grafa. U tre¢em delu, prica
se sa prostih proSiruje na orijentisane grafove, pri ¢emu se zasebno razmatraju turniri. Posmatrane
su dve orijentacije Rado grafa- RO i ARO i izvr$ena je klasifikacija svih digrafova sa osobinom
P.

1Z

Datum prihvatanja teme od strane NN veca: 19.4.2012.
DP

Datum odbrane: Novembar 2012.
DO

Clanovi komisije:
KO

Predsednik:  dr Milo§ Kurili¢, redovni profesor, Prirodno-matematicki fakultet, Uni-
verzitet u Novom Sadu

Clan: dr Boris §obot, docent, Prirodno-matematicki fakultet, Univerzitet u
Novom Sadu, mentor
Clan: dr Aleksandar Pavlovi¢, docent, Prirodno-matematicki fakultet, Uni-

verzitet u Novom Sadu

61



UNIVERSITY OF NOVI SAD
FACULTY OF SCIENCE AND MATHEMATICS
KEY WORDS DOCUMENTATION

Accession number:
ANO

Identification number:
INO

Document type: Monograph type
DT

Type of record: Printed text
TR

Contents Code: Master’s thesis

CC

Author: Srdan Miliéevié
AU

Mentor: Boris §0bot, Ph.D.
MN

Title: Rado graph
TI

Language of text: Serbian
LT

Language of abstract: English
LA

Country of publication: Serbia
Cp

Locality of publication: Vojvodina
LP

Publication year: 2012.
PY

Publisher: Author’s reprint
PU

Publ. place: Novi Sad, Department of Mathematics and Informatics, Faculty of Science and
Mathematics, University of Novi Sad, Trg Dositeja Obradoviéa 4
PP

62



Physical description: (3, 63, 18, 0, 4, 0, 0)
PD

Scientific field: Mathematics
SF

Scientific discipline: Graph theory
SD

Subject / Key words: Rado graph, uniqueness, isomorphism, countable, automorphism group,
universality, Ny-categoricity, homogeneity, bipartite graph, digraph, tournament
SKW

UC:

Holding data: The Library of the Department of Mathematics and Informatics, Faculty of Science
and Mathematics, University of Novi Sad
HD

Note:
N

Abstract: The first part of this master thesis deals with Rado graph and its properties: uniqueness
up to isomorphism, universality, robustness against finite changes, transitivity, Ny-categoricity, etc.
Also, we introduce fundamental terms and describe some constructions of Rado graph. In the next
part of thesis, we talk about homogeneity and classify homogeneous bipartite graphs. We prove
existence of (Rg,2%°) saS graph. In the last part of thesis, we analyze countable oriented graphs,
especially tournaments. We consider two orientations of Rado graph and classify all digraphs with
property P.

AB

Accepted by the Scientific Board on: 19.4.2012.
ASB

Defended: November 2012.
DE

Thesis defend board:
DB

President:  Dr Milo$ Kurili¢, full professor, Faculty of Science and Mathematics, Uni-
versity of Novi Sad

Member: Dr Boris §ob0t, assistant professor, Faculty of Science and Mathematics,
University of Novi Sad, supervisor

Member:  Dr Aleksandar Pavlovié, assistant professor, Faculty of Science and Mathe-
matics, University of Novi Sad

63



