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Predgovor

U radu je prvo formulisan problem optimizacije portfolija, dat dijagram portfolija kao i skup
efikasnih portfolija. Zatim je prezentovan jedan od modela optimizacije portfolija, standardni
Markowitz-ov model, gde investitor želi da ostvari minimalni rizik za dati očekivani prinos
portfolija. Standardni Markowitz-ov model je zasnovan na pretpostavci da investitor sa
sigurnošću zna kada će izaći sa tržǐsta.

Med̄utim, mnogi investitori kada ulaze na tržǐste ne znaju sa sigurnošću vreme izlaska sa
tržǐsta. Vreme izlaska može zavisiti od promena cene jedne ili vǐse aktiva ili biti nezavisno od
njih. Iz tog razloga posmatran je generalizovani Markowitz-ov model kada je vreme izlaska
neizvesno. Razmatrana su dva slučaja: kada vreme izlaska ne zavisi od prinosa portfolija
kao i slučaj kada zavisi. Navedeni modeli su predstavljeni i analizirani u radu [10].

U slučaju kada vreme izlaska zavisi od prinosa portfolija, funkcija cilja problema min-
imizacije je nelinearna funkcija težinskih koeficijenata portfolija, pa se problem ne može
rešiti eksplicitno. Pokazano je da funkcija cilja nije konveksna funkcija, pa nije moguće pri-
meniti globalne metode rešavanja. Opisani problemi nelinearnog programiranja se mogu
rešiti jednom od numeričkih metodom za rešavanje problema nelinearne optimizacije sa
ograničenjima, sekvencijalnim kvadratnim programiranjem, što će biti testirano u radu.

Generalizacija rezultata iz [10] je problem optimizacije portfolija u slučaju investiranja
u strano tržǐste. Posmatran je slučaj sa stanovǐsta američkog investitora koji ulaže u srpsko
tržǐste. Takod̄e, kao i u slučaju ulaganja samo u domaće tržǐste, posmatrano je dva slučaja,
kada vreme izlaska ne zavisi od performanse portfolija u Srbiji izraženog u dolarima, kao i
slučaj kada zavisi.

Na kraju je testirana metoda rešavanja, sekvencijalno kvadratno programiranje, na primeru
investiranja u 10 aktiva. Problem optimizacije portfolija je rešen i analiziran u svim pomenu-
tim slučajevima pomoću programskog paketa MATLAB. Dadatno je testiran i slučaj ulaganja
u obveznice Republike Srbije, kada vreme izlaska zavisi od performanse portfolija izraženog
u dolarima.

Ovde želim da se posebno zahvalim svom mentoru prof. dr Nataši Krejić na izuzetnoj
pomoći, savetima i ukazanom znanju tokom izrade rada, kao i tokom osnovnih i master
studija. Tema master rada koju mi je ona predložila je bila veoma zanimljiva i izazovna
za mene. Zahvaljujem se i prof. dr Branku Uroševiću na korisnim sugestijama i savetima.
Takod̄e želim da se zahvalim svojoj porodici za svu pruženu pomoć i podršku.
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1 Uvod

Osnovni problem u svetu investicija je optimalan izbor aktiva za datu količinu kapitala.
Pri tome pod investicijom podrazumevamo svako ulaganje u cilju ostvarivanja profita, na
primer kupovina akcija, nekretnina, ulaganje u profitabilan projekat i slično. Za datu količinu
kapitala i skup raspoloživih aktiva, optimalni izbor aktiva podrazumeva formiranje portfolija
koji sadrži odred̄eni broj aktiva iz skupa svih raspoloživih. Kretanje cene aktiva nije unapred
poznato, pa ono predstavlja slučajnu promenljivu koja ima očekivanu vrednost i u sebi nosi
odred̄eni rizik koji merimo varijansom, odnosno standardnim odstupanjem. Optimalnost
možemo shvatiti kao maksimizaciju očekivanog prinosa ili minimizaciju rizika ili kombinaciju
ova dva kriterijuma.

Modeliranje nam pomaže da otkrijemo faktore koji utiču na prinos i rizik, prirodu nji-
hovog uticaja i korelaciju izmed̄u različitih rizika. Nakon modeliranja, optimizacija služi da
formiramo diversifikovani portfolio u kom različiti instrumenti med̄usobno ponǐstavaju rizik
ili na druge načine tražimo optimalne karakteristike u odnosu na rizik i očekivani prinos. Pri
tome moramo voditi računa o dve činjenice. Prva je da na efikasnom tržǐstu maksimizacija
prinosa neminovno maksimizira i rizik, a druga važna činjenica je da eliminisanjem rizika
koje možemo kontrolisati izlažemo portfolio rizicima koje ne možemo kontrolisati. Zbog toga
razlikujemo sistematski rizik, koji koristimo za optimizaciju portfolija, i nesistematski rizik,
koji ne možemo kontrolisati.
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2 Oznake i definicije koje ćemo koristiti u radu

U toku rada koristićemo sledeće oznake:

Di, i = 1, ..., n - i-ta aktiva

Sij, i = 1, ..., n, j = 1, ...,m - cena i-te aktive za j-ti vremenski period

Ri, i = 1, ..., n - stopa prinosa i-te aktive

E[·] - očekivanje slučajne promeljive

V[·] - varijansa slučajne promeljive

cov[·, ·] - kovarijansa dve slučajne promeljive

µi, i = 1, ..., n - očekivana stopa prinosa i-te aktive

p - portofolio

wi, i = 1, ..., n - i-ti težinski koeficijenti portfolija

Rp- stopa prinosa portfolija

µp - očekivani prinos portfolija

σp - standardno odstupanje portfolija

σ2
p - varijansa portfolija

σij, i = 1, ..., n, j = 1, ..., n - kovarijansa i-te i j-te aktive

V = [σij] - kovarijansna matrica

w = [w1, ..., wn]T - vektor težinskih keoficijenata

R = [R1, ..., Rn]T - vektor prinosa

µ = [µ1, ..., µn]T - vektor očekivanih prinosa

I - jedinična matrica

1 = [1...1]T - vektor jedinica

ρ - koeficijent korelacije

E - fiksirana očekivana stopa prinosa

λ1 i λ2 - Langranžovi množitelji

L(·) - Langranžova funkcija

0 do τ - vremenski horizont investitora

S0 - cena aktive u početnom periodu 0
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Sτ - cena aktive u periodu τ

R0,τ - stopa prinosa od vremena 0 do τ

E(R0,τ ) - bezuslovni očekivani prinos

E(R0,τ |τ) - uslovni očekivani prinos

V(R0,τ ) - bezuslovna varijansa prinosa

V(R0,τ |τ) - uslovna varijansa prinosa

Rp
0,τ - prinos portfolija od vremena 0 do vremena τ

E(Rp
0,τ ) - očekivani prinos portfolija od vremena 0 do vremena τ

V(Rp
0,τ ) - varijansa prinosa portfolija od vremena 0 do vremena τ

E(τ) - očekivanje vremena izlaska

V(τ) - varijansa vremena izlaska

q - verovatnoća da se desi raniji izlazak

F (x) = 1√
2π

∫ x
0
e

−t2
2 dt - funkcija standardne normalne raspodele

RRSDi
0,τ , i = 1, ..., n - prinos i- te aktive sa srpskog tržǐsta

R$i
0,τ , i = 1, ..., n - prinos i- te aktive sa srpskog tržǐsta izražen u dolarima

e0,τ - stopa rasta dinara u odnosu na dolar

µRSDi , i = 1, ..., n - očekivani prinos i- te aktive sa srpskog tržǐsta

σRSDi , i = 1, ..., n - standardno odstupanje i- te aktive sa srpskog tržǐsta

µe - očekivana vrednost stope rasta dinara u odnosu na dolar

σe - standardno odstupanje stope rasta dinara u odnosu na dolar

ρRSDi,RSDj, i = 1, ..., n, j = 1, ..., n - koeficijent korelacije prinosa i-te i j-te aktive sa
srpskog tržǐsta

ρRSDi,e, i = 1, ..., n - koeficijent korelacije prinosa i-te aktive sa srpskog tržǐsta i
stope rasta dinara u odnosu na dolar

Sledeće definicije i teoreme su nam potrebne u radu

Definicija 1. Realna simetrična matrica A ∈ Rn×n je pozitivno semidefinitna (definitna)
ako za svaki nenula vektor z ∈ Rn važi da je zTAz ≥ 0 (zTAz > 0) .

Teorema 1. Za bilo koja dva vektora u, v ∈ Rn važi Koši- Švarcova nejednakost

(uTv)2 ≤‖ u ‖2‖ v ‖2 .
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Teorema 2. Neka je f konveksna funkcija definisana na konveksnom skupu. Tada važi da
je svaki lokalni minimum funkcije f i globalni minimum funkcije f .

Teorema 3. Neka je τ slučajna promenljiva sa raspodelom gτ (t) i neka je X dato uslovnom
raspodelom fX|τ=t(x|τ = t). Tada je bezuslovna raspodela za X data sa

fX(x) =

∫ ∞
−∞

fX|τ=t(x|τ = t)gτ (t)dt.

Teorema 4. Neka su X i Y slučajne promeljive tada važi

E(X) = E[E(X|Y )],

V(X) = E[V(X|Y )] + V[E(X|Y )].

Definicija 2. Problem nelinearne minimizacije sa nelinearnim ograničenjima tipa jednakosti
je

min f(x) (1)

pri ograničenjima
h(x) = 0 (2)

gde f, h ∈ C1, f : Rn → R, h : Rn → Rm i m < n. Funkcija koja se minimizira, f(x), se
naziva funkcija cilja.

Definicija 3. Langranžova funkcija problema (1) do (2) je data sa

L(x, λ) = f(x)−
m∑
i=1

λihi(x).

gde su λi, i = 1, ...,m Langranžovi množitelji.

Definicija 4. Tačka x̃ koja zadovoljava jednačinu h(x̃) = 0 je regularna u odnosu na
ograničenja ako i samo ako je skup vektora {∇h1(x̃), ...,∇hm(x̃)} linearno nezavisan.

Definicija 5. Ako je x̃ regularna tačka površi S = {x ∈ Rn : h(x) = 0} onda je tangentna
ravan data sa

T = {y ∈ Rn : ∇h(x̃)y = 0}.
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Teorema 5 (Potrebni uslov prvog reda- uslov Kun-Takera). Neka je x∗ lokalni minimum za
problem (1) do (2). Pretpostavimo da je x∗ regularna tačka u odnosu na ograničenja. Tada
postoji λ∗ ∈ Rm tako da je

∇xL(x∗, λ∗) = 0.

Teorema 6 (Potrebni uslov drugog reda). Neka je x∗ regularna tačka i lokalni minimum
za problem (1) do (2), a T tangentna ravan. Pretpostavimo da su f, h ∈ C2. Tada postoji
λ∗ ∈ Rm tako da je

∇xL(x∗, λ∗) = 0,

i
yT∇xxL(x∗, λ∗)y ≥ 0, za svako y ∈ T.

Teorema 7 (Dovoljni uslov prvog reda). Neka je x∗ regularna tačka takva da je h(x∗) = 0
i T tangentna ravan. Ako je λ∗ ∈ Rm takvo da je

∇xL(x∗, λ∗) = 0,

i
yT∇xxL(x∗, λ∗)y > 0, za svako y ∈ T\{0},

onda je x∗ strogi lokalni minimum za problem (1) do (2).

Definicija 6. Niz {xk} konvergira kvadratno ka x∗ ako važi

lim
k→∞

‖ xk+1 − x∗ ‖
‖ xk − x∗ ‖

= c,

gde je c > 0.

Definicija 7. ∇2f je Lipschitz neprekidna sa konstantom L > 0 ako je

‖ ∇2f(x)−∇2f(y) ‖≤ L ‖ x− y ‖ .
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3 Standardni Markowitz-ov model

Kretanje cene aktiva nije unapred poznato, pa ono predstavlja slučajnu promenljivu koja ima
očekivanu vrednost i u sebi nosi odred̄eni rizik koji merimo varijansom, odnosno standardnim
odstupanjem. U daljoj analizi ćemo umesto cene koristiti stopu prinosa. Ako su dati istorijski
podaci o cenama n aktiva u obliku Sij, i = 1, ..., n, j = 1, ...,m za m vremenskih perioda,
onda se prinosi izračunavaju kao

Rij =
Sij − Sij−1
Sij−1

.

Kako je izvedena iz cene, i stopa prinosa predstavlja slučajnu promenljivu čiju očekivanu
vrednost ćemo ocenjivati na osnovu srednje vrednosti stopa prinosa iz nekog ranijeg peri-
oda. Takod̄e, stvarni budući prinosi mogu odstupati od te očekivane vrednosti pa ćemo
ovo odstupanje meriti varijansom, odnosno standardnim odstupanjem. Dakle, svaku aktivu
okarakterisaćemo njenim očekivanim prinosom i standardnim odstupanjem. Investitor želi
da od ovih aktiva napravi optimalan portfolio.

3.1 Očekivanje i varijansa portofolija

Neka je dato n aktiva Di sa stopama prinosa Ri i standardnim odstupanjima σi, i = 1, ..., n.
Očekivane vrednosti za stope prinosa označavamo sa µi = E[Ri], i = 1, ..., n. Formiramo
portfolio p od ovih aktiva koristeći težinske koeficijente wi ∈ R, i = 1, ..., n

p = w1D1 + ...+ wnDn.

Stopa prinosa portfolija je

Rp =
n∑
i=1

wiRi,

a očekivani prinos portfolija je

µp ≡ E(Rp) = w1E(R1) + ...+ wnE(Rn) =
n∑
i=1

wiµi.

Ako sa σp označimo standardno odstupanje portfolija, a sa σij kovarijansu i-te i j-te aktive
onda je varijansa celog portfolija
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σ2
p = E[(Rp − µp)2]

= E[(
n∑
i=1

wiRi −
n∑
i=1

wiµi)
2]

= E[(
n∑
i=1

wi(Ri − µi))(
n∑
i=1

wi(Ri − µi))]

= E[
n∑

i,j=1

wiwj(Ri − µi)(Rj − µj)]

=
n∑

i,j=1

wiwjσij.

Označićemo sa V kovarijansnu matricu V = [σij] i uvesti oznake za vektor težinskih keofi-
cijenata w = [w1, ..., wn]T , prinosa R = [R1, ..., Rn]T i očekivanih prinosa µ = [µ1, ..., µn]T .
Tada su prinos portfolija Rp, očekivani prinos portfolija µp i varijansa portfolija σ2

p sledeći

Rp = wTR, µp = wTµ, σ2
p = wTV w.

Rizik portfolija se meri varijansom portfolija što je intuitivno jasno, ali možemo dati i for-
malno objašnjenje. Ako su poznati prinosi Rij, i = 1, ..., n, j = 1, ...,m svih investicija tokom
m istorijskih perioda, onda bi idealna situacija- prinos bez rizika, bila

w1R1j + w2R2j + ...+ wnRnj = µp j = 1, ...,m.

Iz definicije očekivanog prinosa za portfolio imamo da je to ekvivaletno sa sledećim ho-
mogenim sistemom jednačina

w1(R1j − µ1) + w2(R2j − µ2) + ...+ wn(Rnj − µn) = 0 j = 1, ...,m.

Ovaj sistem je preuslovljen za m > n pa je jedino rešenje w1 = w2 = ... = wn = 0. Med̄utim
ovo rešenje nije prihvatljivo jer vodi ka nula portfoliju. Logičan zahtev koji se može postaviti
jeste da umesto rešenja sistema linearnih jednačina tražimo vektor w tako da je rezidualni
vektor što manji. Ako sa A označimo matricu iz Rm×n sa elementima

aij = (Rij − µi),
onda se problem svodi na minimizaciju neke norme rezidualnog vektora Aw. Ako se izabere
euklidska norma

‖ Aw ‖2= wTATAw,

vidimo da je ATA = mV , pa kako konstanta m ne utiče na minimum, problem je ekvivalentan
problemu odred̄ivanju minimuma kvadratne funkcije wTV w. Istovremeno zaključujemo da
je matrica V pozitivno semidefinitna, definicija 1, jer je za svaki vektor z
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zTV z =
1

m2
zTATAz ≥ 0.

U radu ćemo pretpostaviti da je kovarijansna matrica V pozitivno definitna. Kako razma-
tramo skup aktiva sa idejom da plasiramo sav raspoloživi kapital onda treba da važi

n∑
i=1

wi = 1.

Ukoliko je wi = 0 znači da aktiva Di ne pripada portfoliju, ako je wi > 0 onda je deo
kapitala, odred̄en koeficijentom wi, uložen u i-tu aktivu. Ako je wi < 0 znači da smo u
portfolio uložili negativan kapital, dakle taj deo portfolija smo pozajmili. Negativni težinski
koeficijenti označavaju kratke operacije, uključivanje nečega što ne posedujemo i što u nekom
trenutku treba vratiti. Pretpostavićemo da su kratke operacije dozvoljene.

Relativno veliko standardno odstupanje označava visok nivo rizika. U opštem slučaju
povećavanjem broja aktiva koje čine portfolio moguće je smanjiti nivo rizika, tj. smanjiti
standardno odstupanje portfolija. Ovaj proces se naziva diverzifikacija rizika.

Neka je dato n aktiva koje nisu u med̄usobnoj korelaciji i neka su sve aktive sa istim
očekivanim prinosom µ i standardnim odstupanjem σ, Di(µ, σ), i = 1, ..., n. U ovom slučaju
je µ = [µ...µ]T = µ1T , gde je 1 = [1...1]T jedinični vektor, a matrica V je skalarna matrica
V = σ2I, gde je I jedinična matrica. Ako je portfolio konstruisan od jednakih delova svih
investicija

wi =
1

n
, i = 1, ..., n,

pa je

w =
1

n
1T .

Prinos portfolija je

Rp =
1

n

n∑
i=1

Ri.

Onda je očekivan prinos

µp =
1

n

n∑
i=1

µi =
1

n

n∑
i=1

µ = µ,

a odgovarajuća varijansa se dobija kao

σ2
p = wT · V · w =

1

n2
σ21T · I · 1 =

σ2

n
.

Vidimo da očekivana vrednost za stopu prinosa ovakvog portfolija ne zavisi od broja inves-
ticija n u portfoliju dok povećavanjem broja investicija smanjujemo rizik portfolija.
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Ako je na raspolaganju proizvoljan broj ovakvih investicija onda se rizik portfolija može
učiniti proizvoljno malim zahvaljujući specijalnoj strukturi matrice kovarijansi. U opštem
slučaju, ako V nije skalarna matrica, rizik celog portfolija se ne može smanjiti ispod neke
minimalne vrednosti jer je

σ2
p = wT · V · w,

kvadratna funkcija koja ima svoj minimum. Kako je V simetrična pozitivno definitna matrica
rizik portfolija je uvek nenegativan i ne može se smanjiti ispod vrednosti minimuma ove
kvadratne funkcije. Ako skup investicija koji smo prethodno posmatrali promenimo tako što
ćemo uslov da su sve kovarijanse jednake nuli zameniti uslovom da su sve kovarijanse jednaki
nenula brojevi σij = kσ2, i 6= j, onda je

σ2
p = wT · V · w

=
1

n2
(
∑
i=1

nσ2 +
∑
i 6=j

nkσ2)

=
1

n2
(nσ2 + (n2 − n)kσ2)

=
σ2

n
+ (1− 1

n
)kσ2.

Vidimo da je za proizvoljno n uvek zadovoljena nejednakost

σ2
p > kσ2.

Što znači da se rizik celog portfolija ne može smanjiti ispod vrednosti kσ2.

3.2 Dijagram i skup efikasnih portofolija

Kako sve aktive i portfolije možemo okarakterisati očekivanom vrednošću za stopu prinosa
µ i standardnim odstupanjem σ onda svaki portfolio možemo prikazati kao tačku u µ − σ
ravni.

Razmotićemo slučaj portfolija koji se sastoji od dve aktive D1(µ1, σ1) i D2(µ2, σ2). Neka
je α realan broj, a w1 = 1−α i w2 = α težinski koeficijenti portfolija. Neka je α ∈ [0, 1], onda
kratka prodaja nije dozvoljena. Ovakav portfolio možemo prikazati u µ − σ ravni koristeći
rezultat sledeće leme. Pri tome je važno uočiti da izgled krive zavisi od σ12.

Lema 1 (Portfolio dijagram lema). Kriva u µ − σ ravni definisana nenegativnom kombi-
nacijom dve aktive D1 i D2 lezi unutar trougaone oblasti odred̄ene tačkama D1, D2 i A, pri
čemu je tačka A na µ osi sa σ- koordinatom A = µ1σ2+µ2σ1

σ1+σ2
.
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Dokaz:

Za prinosa portfolija važi
R = (1− α)R1 + αR2,

pa je očekivana vrednost za stopu prinosa portfolija

µ = (1− α)µ1 + αµ2.

Standardno odstupanje je

σ(α) =
√

(1− α)2σ2
1 + 2α(1− α)σ12 + α2σ2

2.

Ako sa ρ označimo koeficijent korelacije ρ = σ12
σ1σ2

, standardno odstupanje možemo zapisati
kao

σ(α) =
√

(1− α)2σ2
1 + 2ρα(1− α)σ1σ2 + α2σ2

2.

Kako je −1 ≤ ρ ≤ 1, a funkcija σ(α) je rastuća funkcija po ρ, dobijamo gornju granicu
funkcije σ za ρ = 1

σ(α)∗ =
√

(1− α)2σ2
1 + 2α(1− α)σ1σ2 + α2σ2

2

=
√

((1− α)σ1 + ασ2)2

= (1− α)σ1 + ασ2.

Analogno, za ρ = −1, dobijamo gornju granicu funkcije

σ(α)∗ =
√

(1− α)2σ2
1 − 2α(1− α)σ1σ2 + α2σ2

2

=
√

((1− α)σ1 − ασ2)2

= |(1− α)σ1 + ασ2|

=

{
(1− α)σ1 − ασ2, α < σ1

σ1+σ2
;

ασ2 − (1− α)σ1, α ≥ σ1
σ1+σ2

.

Prave koje odred̄uju donju granicu se seku u tački A. Za ρ ∈ (−1, 1) kriva se nalazi unutar
trougla te sledi tvrd̄enje leme.

2
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Slika 1: Dijagram portfolija

Pretpostavimo sada da imamo n aktiva. Možemo ih predstaviti kao tačke na µ − σ
dijagramu. Formiramo portfolije od datih aktiva koristeći sve moguće vrednosti težinskih
koeficijenata tako da je

∑n
i=1wi = 1. Skup tačaka koje predstavljaju portfolije se naziva

dopustiv skup. Dopustiv skup je konveksan, slika (2).

Slika 2: Dopustiv skup

Leva granica dopustivog skupa se naziva skup minimalne varijanse, jer za datu vrednost
prihoda, dopustiva tačka sa najmanjim standardnim odstupanjem odgovara tački koja se
nalazi na levoj granici. Skup minimalne varijanse je konveksna kriva, prikazana na slici (3).
Na slici vidimo tačku (σ∗, µ∗) koja predstavlja portfolio globalno minimalne varijanse.
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Slika 3: Skup minimalne varijanse

Gornja granica skupa minimalne varijanse se naziva skup efikasnih portfolija. Ako za
fiksirani rizik posmatramo sve portfolije sa datim standardnim odstupanjem onda je portfolio
sa najvećim prinosom efikasni portfolio, koji se baš nalazi na gornjem delu granice, slika (4).

Slika 4: Skup efikasnih portfolija

U sledećem poglavlju je objašnjeno kako se računaju efikasni portfoliji. Za konstrukciju
optimalnog portfolija koristićemo Markovitz-ov model.
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3.3 Markowitz-ov model

Markovitz-ov model razmatra konstrukciju optimalnog portfolija u smislu minimizacije rizika
za datu očekivanu stopu prinosa. Neka je dato n aktiva Di sa očekivanjima µi, standardnim
odstupanjima σi i kovarijansama σij, i, j = 1, ..., n. Da bi odredili skup minimalne vari-
janse fiksiramo očekivanje za stopu prinosa E i tražimo dopustivi portfolio. Drugim rečima
rešavamo problem minimizacije sa ograničenjima:

min
w
σ2
p ≡ min

w
wT · V · w, (3)

pri ograničenjima
µp ≡ E(Rp) = E, (4)

wT · 1 = 1. (5)

Dati problem je kvadratni, gde je V simetrična i pozitivno definitna matrica, pa rešenje
postoji i jedinstveno je.

Tvrd̄enje 1. Rešenje Markowitz-ovog problema je dato sa

w∗ =
CE −B
AC −B2

V −1 · µ+
A−BE
AC −B2

V −1 · 1,

gde je
A ≡ µT · V −1 · µ,

B ≡ µT · V −1 · 1,

C ≡ 1T · V −1 · 1.

Dokaz:

Funkcija cilja je kvadratna funkcija, a ograničenja su tipa jednakosti. Pa ako sa λ1 i λ2
označimo odgovarajuće Langranžove množitelje onda Langranžova funkcija ima oblik

L(w, λ1, λ2) =
1

2
wT · V · w − λ1(wT · µ− E)− λ2(wT · 1− 1).

Uslovi optimalnosti prvog reda, teorema 5, odred̄uju sledeći sistem jednačina

V · w∗ − λ1µ− λ21 = 0

w∗T · µ− E = 0

w∗T · 1− 1 = 0.

Ovo je sistem linearnih jednačina dimenzije n+ 2. Po pretpostavci matrica V je simetrična i
pozitivno definitna, pa sledi da je regularna. Tada postoji inverzna matrica V −1, pa iz prve
jednačine imamo
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w∗ = λ1V
−1 · µ− λ2V −1 · 1. (6)

Zamenom u drugu i treću jednačinu sistema dobija se

λ1µ
T · V −1 · µ− λ21T · V −1 · µ = E

λ1µ
T · V −1 · 1− λ21T · V −1 · 1 = 1

Koristeći oznake A ≡ µT · V −1 · µ, B ≡ µT · V −1 · 1 i C ≡ 1T · V −1 · 1 imamo

λ1 =
CE −B
AC −B2

,

λ2 =
BE − A
AC −B2

.

Zamenjujući Langranžove množitelje u (6) dobijamo rešenje problema.

2

Označimo sa φ(w) standardno odstupanje portfolija φ(w) = σ,

φ(w) =
√
wT · V · w.

Lema 2. Funkcija φ(w) je konveksna.

Dokaz:

Diferencirajući

φ2(w) = wT · V · w,
dobijamo

2φφw = 2V · w,
i

φφww + φwφ
T
w = V.

Dalje je

φφww = V − V · w · wT · V
φ2

.

Na osnovu poslednje jednakosti pokazujemo da je matrica φww pozitivno semidefinitna. Za
proizvoljan vektor z imamo

17



φzTφwwz = zTV z − (wT · V · w)2

wT · V · w
,

pa sledi da je φzTφwwz > 0 na osnovu Koši-Švarcove nejednakosti, teorema 1.

2

Pošto je funkcija cilja, tj. varijansa standardnog Markowitz-ov model konveksna, na osnovu
teoreme 2 znamo da rešenje problema nije samo lokalni minimum već i globalni.

Lema 3. Ako je φ(w) konveksna funkcija i

σ = min{φ(w) : wT · µ = E,wT · 1 = 1},
onda je σ(µ) konveksna funkcija.

Dokaz:

Neka su E
1

i E
2

dve realne vrednosti, dok su w1 i w2 odgovarajući argumenti za koje

funkcija φ(w) dostiže minimum uz uslove wT · µ = E
1
, odnosno wT · µ = E

2
. Neka je

θ ∈ [0, 1]. Tada je, za portfolio

θw1 + (1− θ)w2, (7)

µT (θw1 + (1− θ)w2) = θE
1

+ (1− θ)E2
,

i

1T (θw1 + (1− θ)w2) = 1.

Dakle portfolio formiran sa (7) je dopustiv. Na osnovu osobina minimuma i konveksnosti
funkcije sledi nejednakost

σ(θE
1

+ (1− θ)E2
) ≤ φ(θw1 + (1− θ)w2)

≤ θφ(w1) + (1− θ)φ(w2)

= θσ(E
1
) + (1− θ)σ(E

2
).

Pa je σ(µ) konveksna funkcija.

2

Pokazali smo da za portfolio formiran od n investicija takod̄e važi da je skup efikasnih
portfolija u µ− σ ravni konveksna kriva.

Standardni Markowitz-ov model je zasnovan na pretpostavci da investitor sa sigurnošću
zna kada ce izaći sa tržǐsta. On kupuje aktive u početnom vremenu 0 i prodaje ih u vremenu
1. Pošto su u problemu uključena samo dva vremena, problem je statički. Sada ćemo
posmatrati slučaj kada je vreme izlaska neizvesno.
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4 Generalizovani Markowitz-ov model

Mnogi investitori kada ulaze na tržǐste ne znaju sa sigurnošu vreme izlaska sa tržǐsta. Vreme
izlaska može zavisiti od promena cene jedne ili vǐse aktiva ili biti nezavisno od njih. U slučaju
kada vreme izlaska ne zavisi od promena cena aktiva, izlazak sa tržǐsta može se desiti na
primer zbog gubitka posla, ranijeg odlaska u penziju, prodaje kuće, zdravstvenih problema,
i slično. Iz tog razloga posmatramo Markowitz-ov problem kada je vreme izlaska neizvesno.
Razmatraćemo dva slučaja: kada vreme izlaska ne zavisi od prinosa portfolija kao i zavisan
slučaj. Počećemo tako što ćemo izraziti očekivanje i varijansu stope prinosa aktiva.

4.1 Očekivanje i varijansa kada je vreme izlaska neizvesno

Radi jednostavnosti, prvo ćemo posmatrati samo jednu aktivu koju investitor poseduje od
vremena 0 do vremena τ , gde je τ pozitivna slučajna promenljiva koja predstavlja vremen-
ski horizont investitora. Pretpostavljamo da je raspodela od τ poznata i da ima konačne
momente prvog i drugog reda. Stopa prinosa od vremena 0 do τ se definǐse

R0,τ =
Sτ − S0

S0

.

gde je Sτ cena aktive u periodu τ , a S0 cena aktive u početnom periodu 0. Primetimo da
ovde imamo dva izvora neizvesnosti. Sa jedne strane, za datu realizaciju vremena izlaska τ
buduća cena aktive je neizvesna. Ova vrsta rizika se zove rizik cene aktive. Sa druge strane,
sama realizacija od τ je neizvesna, što nazivamo rizikom vremena izlaska. Tako da u daljoj
analizi moramo uzeti u obzir obe vrste rizika.

Na osnovu teoreme 4, dobija se bezuslovno očekivanje prinosa nad vremenskim horizon-
tom τ

E(R0,τ ) = E[E(R0,τ |τ)].

Vidimo je bezuslovni očekivani prinos težinska sredina uslovnih očekivanih prinosa. Što
je korisno za praktičnu primenu, jer se lakše procenjuju uslovni nego bezuslovni momenti
prinosa portfolija. Iz teoreme 4 se dobija i varijansa prinosa

V(R0,τ ) = E[V(R0,τ |τ)] + V[E(R0,τ |τ)].

Vidimo da se varijansa sastoji iz dva sabirka. Prvi sabirak E[V(R0,τ |τ)] je težinska sredina
uslovnih varijansi. To je mera prosečnog rizika prinosa. Drugi sabirak V[E(R0,τ |τ)] je
varijansa uslovnih očekivanih prinosa. Ona je jednaka nuli u slučaju fiksnog vremena izlaska,
pa se stoga može interpretirati kao mera rizika vremena izlaska. Dakle, kada je vreme izlaska
neizvesno, rizik se može rastaviti na dve komponente: rizik prinosa i rizik vremena izlaska.
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4.2 Problem optimizacije portofolija kada je vreme izlaska neizvesno

Do sada smo posmatrali samo jednu aktivu. Uopštićemo tako što ćemo posmatrati portfolio
sa n aktiva. Označićemo prinos i-te aktive portfolija od vremena 0 do vremena τ sa Ri

0,τ .
Tada je prinos portfolija p

Rp
0,τ ≡

n∑
i=1

wiR
i
0,τ .

Očekivanje portfolija p je dato sledećim izrazom

E(Rp
0,τ ) =

n∑
i=1

wiE(Ri
0,τ ) =

n∑
i=1

wiE[E(Ri
0,τ |τ)],

dok je varijansa

V(Rp
0,τ ) = E[V(Rp

0,τ |τ)] + V[E(Rp
0,τ |τ)].

Tada je problem optimizacije portfolija kada je vreme izlaska neizvesno:

min
w

V(Rp
0,τ ), (8)

pri ograničenjima

E(Rp
0,τ ) = E, (9)

wT · 1 = 1, (10)

4.3 Markowitz-ov model kada vreme izlaska ne zavisi od prinosa

Sada ćemo analizirati slučaj kada je vreme izlaska nezavisno od prinosa. Da bi to uradili
prvo ćemo predstaviti proces slučajnog hoda.

Tvrd̄enje 2. Pretpostavićemo da prinosi uslovno po vremenu τ prate slučajan hod sa očekivanjem
µ i volatilnošću σ. Tada su bezuslovno očekivanje i varijansa prinosa sledeći:

E(R0,τ ) = µE(τ),

V(R0,τ ) = σ2E(τ) + µ2V(τ),

gde su E(τ) i V(τ) očekivanje i varijansa vremena izlaska, respektivno.
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Dokaz:

Koeficijenti µ i σ su ograničeni i determinističke funkcije vremena. Pošto prinosi prate
slučajan hod, uslovno očekivanje i varijansa prinosa su linearne funkcije vremena. Zbog
nezavisnosti dobija se

E(R0,τ |τ = t) = E(R0,t) = µt,

V(R0,τ |τ = t) = V(R0,t) = σ2t.

Na osnovu teoreme 3, dobijaju se bezuslovni očekivani prinos

E(R0,τ ) = µE(τ), (11)

i varijansa

V(R0,τ ) =

∫ b

a

σ2tg(t)dt+

∫ b

a

(µt− µE(τ))2g(t)dt

= σ2E(τ) + µ2V(τ). (12)

2

Ponovo, varijansa ima dva sabirka: meru rizika cene aktive σ2E(τ) i meru rizika vremena
izlaska µ2V(τ). Primetimo da je ovo uopštenje slučaja sa fiksnim vremenom izlaska, kada je
E(τ) = T,V(τ) = 0.

Kada prinosi prate slučajan hod i kada je vreme izlaska nezavisno od prinosa, prinos i-te
aktive zadovoljava sledeće (videti jednačine (11) i (12) )

E(Ri
0,τ ) = µiE(τ),

V(Ri
0,τ ) = σ2

iE(τ) + µ2
iV(τ).

gde je µi očekivani prinos, a σ2
i varijansa i-te aktive. Kovarijansa i-te i j-te aktive je

cov(Ri
0,τ , R

j
0,τ ) = σiσjρijE(τ) + µiµjV(τ).

a ρij je koeficijent korelacije dve aktive (pretpostavljamo da je vreme izlaska isto za sve
aktive). Tada je očekivani prinos portfolija

E(Rp
0,τ ) = E(τ)

n∑
i=1

wiµi = E(τ)µp,

i varijansa portofolija je
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V(Rp
0,τ ) = E

n∑
i,j=1

wiwjσiσjρij + V(τ)
n∑

i,j=1

wiwjµiµj

= σ2
pE(τ) + µ2

pV(τ).

Kada smo izrazili očekivanje i varijansu portfolija, sada ćemo formulisati problem.

Tvrd̄enje 3. Ako prinosi prate slučajan hod i ako je vreme izlaska nezavisno od prinosa,
problem (8) do (10) je ekvivalentan sledećem problemu:

min
w
wT ·K · w, (13)

pri ograničenjima

wT · µ = E∗, (14)

wT · 1 = 1, (15)

gde je

Kij ≡ σiσjρij +
V(τ)

E(τ)
µiµj,

E∗ ≡ E

E(τ)
.

Šta vǐse, rešenje datog problema postoji i jedinstveno je.

Dokaz:

Langranžova funkcija koja odgovara problemu (8) do (10) je data sa

L =
1

2
E(τ)wT · V · w +

V(τ)

2
(wT · µ)2 + λ1(E − E(τ)wT · µ) + λ2E(τ)(1− wT · 1).

Uslov prvog reda daje

E(τ) · V · w + V(τ)(wT · µ) · µ− λ1E(τ)µ− λ2E(τ)1 = 0

E(τ)wT · µ = E,

wT · 1 = 1.

Što se moze zapisati

V · w +
V(τ)

E(τ)
(wT · µ) · µ− λ1µ− λ21 = 0, (16)
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wT · µ =
E

E(τ)
, (17)

wT · 1 = 1. (18)

Langranžova funkcija problema (13) do (15) je

L1 =
1

2
wT · V · w +

V(τ)

2E(τ)
(wT · µ)2 + λ1(

E

E(τ)
− wT · µ) + λ2(1− wT · 1).

Primećujemo da je uslov prvog reda primenjen na Langranžovu funkciju L1 jednak jednačinama
(16), (17) i (18). Pa je problem (13) do (15) ekvivalentan problemu (8) do (10).

Da bi pokazali drugi deo tvrd̄enja, dovoljno je pokazati da je K kovarijansna matrica,
tj. da je simetrična i pozitivno definitna. Očigledno je da je (V(τ)

E(τ)
µiµj)i,j=1,...,n simetrična

matrica, a V je simetrična matrica po pretpostavci. Pa je i matrica K simetrična. Konačno,
pokazaćemo da je matrica K pozitivno definitna. Za svaki vektor w 6= 0 važi wT · V ·w > 0,
jer je V pozitivno definitna matrica. Zato imamo

wT ·K · w = wT · V · w +
V(τ)

E(τ)
(wT · µ)2 ≥ wT · V · w > 0

jer su E(τ) i V(τ) strogo pozitivni, a (wT ·µ)2 je nenegativno. Pošto je matrica K simetrična
i pozitivno definitna ona je regularna, pa je zadovoljen dovoljan uslov za postojanje jedin-
stvenog minimuma.

2

Videli smo da kada vreme izlaska ne zavisi od prinosa, problem optimizacije portfolija
sa neizvesnim vremenom izlaska se može predstaviti u obliku standardne kvadratne opti-
mizacije. Šta vǐse, rešenje problema postoji i jedinstveno je. Sada ćemo ekplicitno rešiti
problem i pokazati da rešenje ima isti oblik kao i rešenje standardnog Markowitz-ovog prob-
lema sa prilagod̄enim parametrima.

Tvrd̄enje 4. ([10]) Ako vreme izlaska τ ne zavisi od performanse portfolija i ako prinosi
prate slučajan hod, rešenje kvadratnog problema (13) do (15) je dato sa

w∗ =
CE∗ −B
AC −B2

V −1 · µ+
A−BE∗

AC −B2
V −1 · 1,

gde je
A ≡ µT · V −1 · µ,
B ≡ µT · V −1·1,
C ≡ 1T · V −1 · 1,

i

E∗ ≡ E

E(τ)
.
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Primetimo da iako matrica K zavisi od V(τ)
E(τ)

, rešenje problema ne zavisi od V(τ)
E(τ)

, pa time
ni od raspodele vremena izlaska. Prema tome, kada vreme izlaska ne zavisi od prinosa,
odgovarajući optimalni težinski koeficijenti portfolija su nezavisni od raspodele vremena
izlaska.

Sada oslabljujemo pretpostavku da je vreme izlaska nezavisno od prinosa, i posmatramo
primer zavisnog slučaja.

4.4 Problem optimizacije portfolija kada vreme izlaska zavisi od
prinosa

U prethodnom poglavlju videli smo da kada vreme izlaska ne zavisi od prinosa, skup dopus-
tivih portfolija je isti kao i u slučaju fiksnog vremena izlaska. Ali ako vreme izlaska zavisi
od performanse portfolija, tvrd̄enje 3 nije vǐse zadovoljeno. Da bi pokazali da u opštem
slučaju skup efikasnih portfolija nije isti za investitore sa fiksnim i neizvesnim vremenom,
posmatraćemo sledeći primer.

Pretpostavimo da je vreme izlaska diskretna slučajna promeljiva. Investitor izlazi sa
tržǐsta u periodu 1 sa verovatnoćom q ili u periodu 2 sa verovatnoćom 1− q.

τ :

(
1 2
q 1− q

)
Izlazi se ranije (u periodu 1) ako i samo ako prinos portfolija padne ispod date vrednosti ε,
inače izlazi se u periodu 2. Pretpostavićemo da su prinosi uslovno po vremenu nezavisni i
da imaju normalnu raspodelu. Tada je verovatnoća ranijeg izlaska

q = F (
ε− µp
σp

).

gde je F (·) funkcija standardne normalne raspodele.

Tvrd̄enje 5. ([10]) Ako su zadovoljene gore pomenute pretpostavke problem optimizacije
portfolija kada vreme izlaska zavisi od performanse portfolija je sledeći:

min
w

V(Rp
0,τ ) = min

w
(q(1− q)µ2

p + (2− q)σ2
p + 2µpσp

√
1

2π
e
− (ε−µp)2

2σ2p ),

pri ograničenjima
E(Rp

0,τ ) = µp(2− q) = E,

wT · 1 = 1.
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Očekivano vreme izlaska je E(τ) = 2− q, a varijansa V(τ) = q(1− q). Kada uporedimo
sa slučajem nezavisnog vremena izlaska (jednačine (11) i (12) ), vidimo da varijansa ima
dodatni sabirak

2µpσp

√
1

2π
e
− (ε−µp)2

2σ2p .

U ovom slučaju funkcija cilja, tj. varijansa portfolija, nije kvadratna funkcija i nije linearna
funkcija težinskih koeficijenata portfolija. Pa se problem ne može rešiti ekplicitno. Takod̄e,
funkcija cilja nije konveksna. To vidimo slici (5), na kojoj je prikazana varijansa portfolija za
dve aktive. Pa se ne mogu koristiti globalne metode za rešavanje. U glavi 6 biće prikazana
metoda za rešavanje datog problema.

Slika 5: Nekonveksna funkcija
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5 Investiranje u strano tržǐste

Do sada smo razmatrali slučaj kada se ulaže u aktive samo sa domaćeg tržǐsta. Sada ćemo
razmatrati problem optimizacije portfolija u slučaju kada se investira u strano tržǐste. Pos-
matraćemo slučaj sa stanovǐsta američkog investitora, koji investira u srpsko tržǐste.

Prinos aktiva sa srpskog tržǐsta je dat sa RRSDi
0,τ , i = 1, ..., n. Prinos izražen u dolarima

aktive sa srpskog tržǐsta je

R$i
0,τ = (1 +RRSDi

0,τ )(1 + e0,τ )− 1

= RRSDi
0,τ + e0,τ +RRSDi

0,τ e0,τ ,

gde je e0,τ je stopa rasta dinara u odnosu na dolar. Pošto je proizvod RRSDi
0,τ e0,τ zanemarljivo

mali, R$i
0,τ možemo aproksimirati sa

R$i
0,τ ≈ RRSDi

0,τ + e0,τ .

Tada je očekivanje prinosa u dolarima

E(R$i
0,τ ) = E(RRSDi

0,τ ) + E(e0,τ ), (19)

i kovarijansa je data sa

cov(R$i
0,τ , R

$j
0,τ ) = cov(RRSDi

0,τ , RRSDj
0,τ ) + V(e0,τ ) + cov(RRSDi

0,τ , e0,τ ) + cov(RRSDj
0,τ , e0,τ ), (20)

Odredićemo očekivanje i varijansu prinosa portfolija p izraženog u dolarima

Rp
0,τ =

n∑
i=1

wiR
$i
0,τ

Očekivanje portfolija je dato sledećim izrazom

E(Rp
0,τ ) =

n∑
i=1

wiE(R$i
0,τ )

Pa iz (19) imamo

E(Rp
0,τ ) =

n∑
i=1

wi(E(RRSDi
0,τ ) + E(e0,τ ))

Varijansa portfolija je

V(Rp
0,τ ) =

n∑
i=1

n∑
j=1

wiwjcov(R$i
0,τ , R

$j
0,τ )

26



pa zamenom jednačine (20) dobija se

V(Rp
0,τ ) =

n∑
i=1

n∑
j=1

wiwj(cov(RRSDi
0,τ , RRSDj

0,τ ) + V(e0,τ ) + cov(RRSDi
0,τ , e0,τ ) + cov(RRSDj

0,τ , e0,τ ))

(21)

Sada imamo dva izvora rizika, rizik prinosa u dinarima i rizik kursa. Posmatraćemo dva
slučaja. Prvi slučaj je kada je vreme izlaska nezavisno od performanse portfolija u Srbiji
izražen u dolarima, tj. vreme izlaska je nezavisno od prinosa u dinarima i od promena
kursa. Drugi slučaj je kada vreme izlaska zavisi od performanse portfolija u Srbiji izražen u
dolarima.

5.1 Markowitz-ov model kada je vreme izlaska nezavisno od per-
formanse portfolija u Srbiji izraženg u dolarima

Pretpostavimo da prinosi prate slučajan hod sa očekivanjem µRSDi i standardnim odstupan-
jem σRSDi , dok kurs prati slučajan hod sa očekivanjem µe i standardnim odstupanjem σe i
da su prinosi i kurs uslovno po vremenu nezavisni. Sa ρRSDi,RSDj označavamo koeficijent
korelacije prinosa i-te i j-te aktive sa srpskog tržǐsta. Tada imamo sledeće jednačine

cov(RRSDi
0,τ , RRSDj

0,τ ) = σRSDi σRSDj ρRSDi,RSDjE(τ) + µRSDi µRSDj V(τ),

V(e0,τ ) = σ2
eE(τ) + µ2

eV(τ),

Zamenom u varijansu portfolija dobija se

V(Rp
0,τ ) =

n∑
i=1

n∑
j=1

wiwj((σ
RSD
i σRSDj ρRSDi,RSDj + σ2

e)E(τ) + (µRSDi µRSDj + µ2
e)V(τ)).

Tada je problem izbora portofolija sledeći

min
w
wT ·M · w, (22)

pri ograničenjima

wT · µ∗ = E∗, (23)

wT · 1 = 1, (24)
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gde je

M = V ∗ + µ∗Tµ∗
V(τ)

E(τ)
,

V ∗i,j = σRSDi σRSDj ρRSDi,RSDj + σ2
e , i, j = 1, ..., n

komponente vektora prinosa µ∗ su

µ∗i = µRSDi + µe, i = 1, ...n,

i E∗ je definisano kao i pre

E∗ ≡ E

E(τ)
.

Vidimo da u slučaju kada je vreme izlaska nezavisno od prinosa u dolarima, problem
izbora portfolija se može prestaviti kao standardna kvadratna optimizacija portfolija. Sada
ćemo eksplicitno rešiti problem.

Tvrd̄enje 6. Ako vreme izlaska ne zavisi od performanse portfolija u Srbiji izražen u dolarima
i ako prinosi u dinarima i kurs prate slučajan hod i med̄usobno su nezavisni, rešenje problema
(22) do (24) je dato sa

w∗ =
CE∗ −B
AC −B2

V ∗−1 · µ∗ +
A−BE∗

AC −B2
V ∗−1 · 1

gde su A, B i C
A ≡ µ∗T · V ∗−1 · µ∗

B ≡ µ∗T · V ∗−1 · 1

C ≡ 1T · V ∗−1 · 1

Dokaz:

Dokazujemo slično dokazu tvrd̄enja 4 u radu [10].
Dokazaćemo uopšteniju verziju tvrd̄enja. Oslabićemo pretpostavku da prinosi i kurs prate

slučajan hod i pretpostavićemo da su uslovna kovarijansna matrica prinosa i uslovna kovar-
ijansna matrica kursa proporcionalni nekoj pozitivnoj funkciji vremena h, dok su očekivani
prinos i očekivani kurs linearne funkcije vremena. Što znači
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E(RRSD
0,τ |τ = t) ≡ E(RRSD

0,τ ) = µRSDt i E(e0,τ |τ = t) ≡ E(e0,τ ) = µet,

V(RRSD
0,τ |τ = t) ≡ V(RRSD

0,τ ) = σRSD
2
h(t) i V(e0,τ |τ = t) ≡ V(e0,τ ) = σe

2h(t).

Bezuslovni očekivani prinosi su

E(RRSD
0,τ ) = E[E(RRSD

0,τ |τ)] =

∫ b

t=a

µRSDtg(t)dt = µRSDE(τ),

E(e0,τ ) = E[E(e0,τ |τ)] =

∫ b

t=a

µetg(t)dt = µeE(τ),

a varijanse

V(RRSD
0,τ ) = E[V(RRSD

0,τ |τ)] + V[E(RRSD
0,τ |τ)]

=

∫ b

a

σRSD
2
h(t)g(t)dt+

∫ b

a

(µRSDt− µRSDE(τ))2g(t)dt

= σRSD
2
∫ b

a

h(t)g(t)dt+ µRSD
2
∫ b

a

(t− E(τ))2g(t)dt

= σRSD
2
E(h(τ)) + µRSD

2
V(τ)

V(e0,τ ) = σe
2E(h(τ)) + µ2

eV(τ).

Tada je Langranžova funkcija problema (22) do (24)

L =
1

2
E(h(τ))wT · V ∗ · w +

V(τ)

2
(wT · µ∗)2 + λ1(E −E(τ)wT · µ∗) + λ2E(h(τ))(1− wT · 1).

Uslov prvog reda je

E(h(τ)) · V ∗ · w∗ + V(τ)(w∗T · µ∗) · µ∗ − λ1E(τ)µ∗ − λ2E(h(τ)) · 1 = 0,

E(τ)w∗T · µ∗ = E,

w∗T · 1 = 1.

Zamenjujući prvo ograničenje dobija se

E(h(τ)) · V ∗ · w∗ + V(τ)
E

E(τ)
· µ∗ − λ1E(τ)µ∗ − λ2E(h(τ)) · 1 = 0.

Što možemo drugačije zapisati
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V ∗ · w∗ − µ∗(λ1b− a)− λ21 = 0,

gde su a i b definisani sa

a ≡ V(τ)E

E(τ)E(h(τ))
,

b ≡ E(τ)

E(h(τ))
.

Pa rešenje ima sledeci oblik

w∗ = (bλ1 − a)V ∗−1 · µ∗ + λ2V
∗−1 · 1.

Da bi izrazili λ1 i λ2 koristimo ograničenja

µ∗T · w∗ = (bλ1 − a)µ∗T · V ∗−1 · µ∗ + λ2µ
∗T · V ∗−1 · 1 =

E

E(τ)
≡ E∗,

1T · w∗ = (bλ1 − a)1T · V ∗−1 · µ∗ + λ21
T · V ∗−1 · 1 = 1.

Definisaćemo sledeće skalare

A ≡ µ∗T · V ∗−1 · µ∗

B ≡ µ∗T · V ∗−1 · 1
C ≡ 1T · V ∗−1 · 1

pa se dobija

E∗ = A(bλ1 − a) +Bλ2

1 = B(bλ1 − a) + Cλ2,

ili ekvivaletno

aA+ E∗ = Abλ1 +Bλ2

aB + 1 = Bbλ1 + Cλ2.

Rešenje ovog sistema jednačina je sledeće:

λ1 =
C(aA+ E∗)−B(aB + 1)

AbC −B2b
=
CaA+ CE∗ − aB2 −B

AbC −B2b
=

CE∗ −B
(AC −B2)b

+
a

b
,

λ2 =
Ab(aB + 1)−Bb(aA+ E∗)

(AC −B2)b
=
A−BE∗

AC −B2
.
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Pa je rešenje problema

w∗ = [b(
CE∗ −B

(AC −B2)b
+
a

b
)− a]

CE∗ −B
AC −B2

V ∗−1 · µ∗ +
A−BE∗

AC −B2
V ∗−1 · 1

=
CE∗ −B
AC −B2

V ∗−1 · µ∗ +
A−BE∗

AC −B2
V ∗−1 · 1.

2

Primećujemo da kada vreme izlaska nezavisi od performanse portfolija u Srbiji izražen
u dolarima, odgovarajući optimalni težinski koeficijenti portfolija su nezavisni od raspodele
vremena izlaska. Vidimo da je oblik rešenja isti obliku rešenja standardnog Markowitz-ovog
modela, tvrd̄enje 1, kao i rešenju generalizovanog Markowitz-ovog modela sa nezavisnim
vremenom izlaska, tvrd̄enje 4.

Sada ćemo posmatrati slučaj kada vreme izlaska zavisi od performanse portfolija u Srbiji
izražen u dolarima.

5.2 Problem optimizacije portfolija kada je vreme izlaska zavisno
od performanse portfolija u Srbiji izraženog u dolarima

Oslabljujemo pretpostavku da je vreme izlaska nezavisno od prinosa u dolarima, i posma-
tramo primer zavisanog slučaja. Tada vreme izlaska zavisi od prinosa u dinarima i od
promena kursa. Investitor moze izaći ili u periodu 1 ili u periodu 2. Izlazi se ranije (u
periodu 1) ako i samo ako prinos portfolija u dolarima padne ispod praga ε, inače izlazi
se u periodu 2. Znači, ranije izlazak se dešava u slučaju da prinos portfolija u dinarima
padne puno i/ili zato što vrednost dinara u odnosu na dolar puno oslabi. Pretpostavićemo
da su prinosi u dinarima uslovno po vremenu nezavisni i da imaju normalnu raspodelu sa
očekivanjem µRSDi i varijansom σRSDi

2
, da kurs uslovno po vremenu ima normalnu raspodelu

sa očekivanjem µe i varijansom σ2
e i da su prinosi u dinarima i kurs nezavisni. Tada i prinos

izražen u dolarima R$i
0,τ = RRSDi

0,τ + e0,τ ima normalnu raspodelu sa očekivanjem µRSDi + µe i

varijansom σRSDi
2

+ σ2
e . Pa verovatnoća ranijeg izlaska je

q = F (
ε− µRSDp − µe√
σRSDp

2 + σe2p

),

gde je

µRSDp =
∑n

i=1wiµ
RSD
i , σRSDp

2
=
∑n

i=1

∑n
j=1wiwjσ

RSD
i σRSDj ρRSDi,RSDj i σe

2
p =

∑n
i=1

∑n
j=1wiwjσ

2
e .
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Tvrd̄enje 7. Ako su zadovoljenje prethodno pomenute pretpostavke i ako vreme izlaska zavisi
od performanse portfolija u Srbiji izraženog u dolarima problem izbora portfolija je

min
w

(q(1−q)(µRSDp +µe)
2+(2−q)(σRSDp

2
+σe

2
p)+2(µRSDp +µe)

√
σRSDp

2 + σe2p

√
1

2π
e
−

(ε−µRSDp −µe)2

2(σRSDp
2
+σe

2
p) ),

E(Rp) = (µRSDp + µe)E(τ) = E,

wT · 1 = 1.

Dokaz:

Dokazujemo slično dokazu tvrd̄enja 5 u radu [10].
Označićemo sa R$

1(R
$
2) prinos portfolija izražen u dolarima posle jednog meseca (dva

meseca). Pretpostavićemo da prinosi prate slučajan hod R$
1 ∼ N(µRSDp +µe,

√
σRSDp

2 + σe2p)

i R$
2 ∼ N(2(µRSDp + µe),

√
2(σRSDp

2 + σe2p)). Iz teoreme 3 imamo

E(Rp
0,τ ) = q × E(R$

1|R$
1 < ε) + (1− q)× E(R$

2|R$
1 > ε)

Pošto je R$
2 = R$

1 +R$, a R$ ima istu raspodelu kao i R$
1, i nezavisno je od R$

1, sledi

E(R$
2|R$

1 > ε) = E(R$
1|R$

1 > ε) + E(R$|R$
1 > ε)

i
E(R$|R$

1 > ε) = µRSDp + µe.

Sa druge strane znamo

q × E(R$
1|R$

1 < ε) + (1− q)× E(R$
1|R$

1 > ε) = E(R$
1) = µRSDp + µe.

Pa se dobija

E(Rp
0,τ ) = (µRSDp + µe) + (1− q)(µRSDp + µe) = (µRSDp + µe)(2− q).

Sada ćemo izračunati varijansu portfolija. Prvo imamo

E[(Rp
0,τ )

2] = q × E(R$2
1 |R$

1 < ε) + (1− q)× E(R$2
2 |R$

1 > ε)

= q × E(R$2
1 |R$

1 < ε) + (1− q)× E(R$2
1 +R$2 + 2R$

1R
$|R$

1 > ε)

= E(R$2
1 ) + (1− q)E(R$2) + 2(1− q)E(R$

1|R$
1 > ε)(µRSDp + µe)

= ((µRSDp + µe)
2 + σRSD2

p + σ2
ep)(2− q) + 2(1− q)E(R$

1|R$
1 > ε)(µRSDp + µe).

Pošto je

(1− q)E(R$
1|R$

1 > ε) =

√
1

2π(σRSD2
p + σ2

ep)

∫ ∞
ε

xe
−

(x−µRSDp −µe)2

2(σRSD2
p +σ2ep) dx
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Koristeći smenu u =
(x−µRSDp −µe)2

2(σRSD2
p +σ2

ep)
dobija se

(1− q)E(R$
1|R$

1 > ε) = (µRSDp + µe)F (
µRSDp + µe − ε√
σRSD2
p + σ2

ep

) +

√
1

2π

∫ ∞
(ε−µRSDp −µe)2

2(σRSD2
p +σ2ep)

e−udu

= (µRSDp + µe)(1− q) + σ2
p

√
1

2π(σRSD2
p + σ2

ep)
e
−

(ε−µRSDp −µe)2

2(σRSD2
p +σ2ep) .

Pa je

E[(Rp
0,τ )

2] = ((µRSDp + µe)
2 + σRSD2

p + σ2
ep)(2− q) + 2(µRSDp + µe)

2(1− q)

+ 2(µRSDp + µe)
√
σRSD2
p + σ2

ep

√
1

2π
e
−

(ε−µRSDp −µe)2

2(σRSD2
p +σ2ep) .

Konačno, dobijamo varijansu portfolija

V(Rp
0,τ ) = E[(Rp

0,τ )
2]− [E(Rp

0,τ )]
2

= q(1− q)(µRSDp + µe)
2 + (2− q)(σRSD2

p + σ2
ep)

+ 2(µRSDp + µe)
√
σRSD2
p + σ2

ep

√
1

2π
e
−

(ε−µRSDp −µe)2

2(σRSD2
p +σ2ep) .

2

Primetimo da problem ima isti oblik kao i problem tvrd̄enja 5 samo sa promenjenim
parametrima. Funkcija cilja je takod̄e nelinearna funkcija težinskih koeficijenata portfolija i
nije konveksna. Pa se ne mogu koristiti globalne metode za rešavanje. Sada ćemo predstaviti
metodu za rešavanje problema ove vrste.
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6 Sekvencijalno kvadratno programiranje

Problem optimizacije portfolija kada vreme izlaska zavisi od performanse portfolija tvrd̄enje
5, i kada se investira u strano tržǐste tvrd̄enje 7, su problemi minimizacije sa nelinearnim
ograničenjima. Generalno, problem je:

min f(x)

pri ograničenjima
h(x) = 0

gde f, h ∈ C1, f : Rn → R, h : Rn → Rm i m < n, a funkcije f i h ne moraju biti
linearne.

Osnovna ideja za rešavanje problema sa nelinearnim ograničenjima je da se ne radi sa
nelinearnim ograničenjima. Jedna od metoda za rešavanje ovog problema je sekvencijalno
kvadratno programiranje. Ideja metode je da se sekvencijalno rešava niz kvadratnih prob-
lema. Kvadratni problem je minimizacija kvadratne funkcije uz linearna ograničenja.

Metoda sekvencijalnog kvadratnog programiranjeima ima opštu strukturu datu sledećim
algoritmom:

1. Za dato xk i λk rešiti sledeći problem kvadratnog programiranja

min q(dk) :=
1

2
dTkHkdk +∇f(xk)

Tdk,

pri ograničenjima
h(xk) +∇h(xk)dk = 0,

gde je Hk ≈ ∇xxL(xk, λk).

2. Odrediti sledeću iteraciju
xk+1 = xk + αkdk,

pri čemu se αk bira tako da odgovarajuća ”funkcija cilja” dovoljno opada.

3. Odrediti Hk+1 koristeći pozitivno definitnu Kvazi- Njutnovu aproksimaciju hesijana
Langranžove funkcije ∇xxL(xk+1, λk+1).

U svakoj iteracija pozitivna definitna aproksimacija hesijana Langranžove funkcije, H, se
računa pomoću Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno (BFGS) metode.

Hk+1 = Hk +
gkg

T
k

gTk sk
− HT

k s
T
k skHk

sTkHksk
,
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gde je

sk = xk+1 − xk,

gk = (∇f(xk+1) +
m∑
i=1

λi · ∇hi(xk+1))− (∇f(xk) +
m∑
i=1

λi · ∇hi(xk)).

Hoćemo da je hesijan Lagranžove funkcije pozitivno definitan u svakoj iteraciji iako on može
biti jednak nuli u rešenju, videti teoremu 6. Pozitivna definitnost se odražava tako što
obezbed̄ujemo da je gTk sk pozitivno u svakoj iteraciji i da je početno H pozitivno definitna
matrica. Kada gTk sk nije pozitivno, gk se modifikuje elemenat po elemenat tako da bude
gTk sk > 0. U prvoj modifikaciji, najmanji negativan elemenat od gTk sk se polovi dok god ne
bude veći ili jednak maloj negativnoj toleranciji. Ako posle ove procedure gTk sk još uvek nije
pozitivno, gk se modifikuje tako što mu se doda vektor v pomnožen konstantnim skalarom
w

gk = gk + v · w,

gde je{
vi = ∇hi(xk+1) · hi(xk+1)−∇hi(xk) · hi(xk), ako je (gk)i · w < 0 i (gk)i · (sk)i < 0;
vi = 0, inače, i=1,...,m

Povećavamo w dok god gTk sk ne postane pozitivno.

U koraku 2. ”funkcija cilja” cilja se bira na različite načine. Jedan od izbora je sledeći

ψ(x) = f(x) +
m∑
i=1

rihi(x).

Kazneni parametar je

ri =
‖ ∇f(x) ‖
‖ ∇gi(x) ‖

,

gde je ‖ · ‖ Euklidska norma.

Teorema 8. ([12]) Pretpostavimo da je rešenje x∗ regularna tačka (definicija 4), λ∗ su
optimalni Langranžovi množitelji i hesijan Lagranžove funkcije ∇2

xxL(x∗, λ∗) je pozitivno
definitna matrica na tangetnoj ravni (definicija 5). Pretpostavimo da su f, h dvaputa difer-
encijabilne sa Lipschitz neprekidnim drugim izvodima u okolini tačke (x∗, λ∗) (definicija 7).
Ako su x0 i λ0 dovoljno blizu x∗ i λ∗, tada par (xk, λk) generisan algoritmom konvergira
kvadratno (definicija 6) ka rešenju (x∗, λ∗).

Rešenje datog algoritma je lokalni minimum problema, a pošto je funkcija cilja nije
konveksna, videti sliku 5, ne možemo tvrditi da je rešenje i globalni minimum.
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7 Numeričko rešavanje

Testiraćemo metodu za numeričko rešavanje, sekvencijalno kvadratno programiranje, na
primeru investiranja u 10 aktiva. Odredićemo optimalni portfolio za sve pomenute slučajeve.
Rešenja dobijamo pomoću programskog paketa MATLAB.

Podatke o aktivama uzimamo proizvoljno, ali tako da je kovarijansna matrica simetrična
i pozitivno definitna. Neka je vektor očekivanih prinosa aktiva

µ =
[

1.1167 1.2833 1.2500 1.2333 1.4000 1.2833 1.3333 1.2333 1.2667 1.2333
]T
,

a kovarijansna matrica

V =



0.200 −0.028 −0.024 −0.004 −0.058 −0.008 −0.004 −0.036 −0.018 −0.008
−0.028 0.181 0.017 −0.003 0.028 0.005 0.004 0.022 0.009 −0.003
−0.024 0.017 0.225 −0.005 0.025 0.011 0.005 0.027 0.008 −0.018
−0.004 −0.003 −0.005 0.222 0.013 −0.029 −0.014 −0.008 −0.006 0.016
−0.058 0.028 0.025 0.013 0.300 0.008 0 0.040 0.022 0.010
−0.008 0.005 0.011 −0.029 0.008 0.200 0.031 0.029 0.0161 −0.029
−0.004 0.004 0.005 −0.014 0 0.031 0.300 0.009 −0.004 −0.011
−0.036 0.022 0.027 −0.008 0.040 0.029 0.009 0.400 0.023 −0.018
−0.018 0.009 0.008 −0.006 0.022 0.016 −0.004 0.023 0.500 0.004
−0.007 −0.003 −0.018 0.016 0.01 −0.029 −0.011 −0.018 0.004 0.200


Investitor želi da ostvari prinos od 1.5.

7.1 Standardni Markowitz-ov model

Ako pretpostavimo da investitor sa sigurnošću zna kada izlazi sa tržǐsta, koristimo standardni
Markowitz-ov model, (3) do (5), gde je E = 1.5. Rešavanjem dobijamo težinske koeficijente
portfolija

w =
[
−0.6177 0.2330 −0.0411 0.0316 0.7157 0.2889 0.4815 −0.1594 0.0537 0.0137

]T
Pozitivni težinski koeficijenti označavaju udeo kapitala uložen u odgovarajuću aktivu, a

negativni da je potrebno pozajmiti novac koji bi uložili u odgovarajuću aktivu. Varijansa
portfolija je 0.4039. Znači da bi investitor ostvario prinos od 1.5 on je izložen je riziku od
0.4039.
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Na slici 6 vidimo skup efikasnih portfolija prikazan u µ− σ ravni.

Slika 6: Skup efikasnih portfolija Markowitz-ovog modela

7.2 Generalizovani Markowitz-ov model kada vreme izlaska ne za-
visi od prinosa

Pretpostavimo sada da je vreme izlaska neizvesno i da vreme izlaska ne zavisi od perfor-
manse portfolija, problem (13) do (15), gde je E∗ = 1.5. Neka se raniji izlazak dešava sa
verovatnoćom 0.5.

τ :

(
1 2

0.5 0.5

)
Tada je E(τ) = 1.5 i V(τ) = 0.25, pa dobijamo rešenje

w =
[
−0.6177 0.2330 −0.0411 0.0316 0.7157 0.2889 0.4815 −0.1594 0.0537 0.0137

]T
Vidimo de je rešenje indetično rešenju standardnog Markozitz-ovog problema. Ali u

ovom slučaju varijansa portfolija je 0.7789. Primećujemo da je varijansa veća nego varijansa
koji dobijamo rešavanjem standardnog Markozitz-ovog modela, jer neizvesno vreme izlaska
povećava varijansu portfolija. Skup efikasnih portfolija je prikazan na slici 7.
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Slika 7: Skup efikasnih portfolija generalizovanog Markowitz-ovog modela kada je vreme
izlaska nezavisno od performanse portfolija

7.3 Generalizovani Markowitz-ov model kada je vreme izlaska za-
visno od prinosa

Sada ćemo posmatrati slučaj kada vreme izlaska zavisi od performanse portfolija. Investitor
izlazi sa tržǐsta ranije ako prinos portfolija padne ispod ε = 1.2. Rešavanjem problema datog
u tvrd̄enju 5, gde je E = 1.5, dobija se

w =
[

0.7021 0.0478 0.1901 0.1688 −0.3544 0.0147 −0.1981 0.1807 0.0276 0.2208
]T

Varijansa portfolija je 1.6421, pa primećujemo da je veća nego varijansa koji imamo kada
vreme izlaska ne zavisi od prinosa. Ako uzmemo da je ε = 1.6, tada imamo varijansu od
0.7038. Pa vidimo da sa povećavanjem praga izlaska smanjujemo varijansu.

Iako funkcija cilja nije konveksna, imamo konvergenciju ka rešenju. Provereni su i dovoljni
uslovi drugog reda. Dobijeni minimum je lokalni, a pošto funkcija cilja nije konveksna ne
može se tvrditi da je rešenje i globalni minimum. Med̄utim, uzimajući različite početne
tačke u algoritmu sekvencijalnog kvadratnog programiranja, dobija se isto rešenje. Tako da
se može zaključiti da je rešenje globalni minimum. Na slici 8 je prikazan skup efikasnih
portfolija.
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Slika 8: Skup efikasnih portfolija generalizovanog Markowitz-ovog modela kada vreme izlaska
zavisi od performanse portfolija

7.4 Problem investiranja u strano tržǐste kada vreme izlaska ne
zavisi od performanse portfolija u Srbiji izraženog u dolarima

Pretpostavimo da investitor iz Amerike ulaže u 10 aktiva sa srpskog tržǐsta. Rešavamo
problem (22) do (24), gde je E∗ = 1.5. Očekivanje i varijansa vremena izlaska su isti kao
i pre E(τ) = 1.5 i V(τ) = 0.25. Neka je gore dat vektor očekivanih prinosa µ, vektor
očekivanih prinosa aktiva sa srpskog tržǐsta µ = µRSD, dok je V je kovarijansna matrica
prinosa sa srpskog tržǐsta. Stopa rasta dinara u odnosu na dolar e0,τ prati slučajan hod sa
očekivanjem µe = 0.2 i varijansom σ2

e = 0.05.

Rešenje problema je

w =
[

0.0107 0.1448 0.0691 0.0966 0.2067 0.1585 0.1579 0.0019 0.0412 0.1124
]T
.

Varijansa portfolija je 0.4646. Na slici 9 vidimo skup efikasnih portfolija.
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Slika 9: Skup efikasnih kada je vreme izlaska nezavisno od performanse portfolija u Srbiji
izraženog u dolarima

7.5 Problem investiranja u strano tržǐste kada je vreme izlaska za-
visno od performanse portfolija u Srbiji izraženog u dolarima

Sada ćemo pretpostaviti da vreme izlaska zavisi od performanse portfolija izraženog u dolarima.
Rešavamo problem tvrd̄enja 7, gde je E = 1.5. Investitor izlazi sa tržǐsta ranije ako prinos
portfolija izraženog u dolarima padne ispod ε = 1.2. Očekivanje i varijansa vremena izlaska,
prinosa u dinarima kao i stope raste dinara u odnosu na dolar su isti kao i u slučaju kada
vreme izlaska ne zavisi od performanse portfolija u Srbiji izraženog u dolarima. Tada se
dobija

w =
[

1.4454 −0.0565 0.3194 0.2467 −0.9567 −0.1406 −0.5807 0.3724 0.0130 0.3377
]T

Varijansa portfolija je 4.3492. Primećujemo da je varijansa dosta veća nego varijansa kada
vreme izlaska ne zavisi od performanse portfolija u Srbiji izraženog u dolarima. Rešenje je
globalni minimum, jer se za različite tačke dobija isto rešenje. Skup efikasnih portfolija je
prikazan na slici 10
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Slika 10: Skup efikasnih portfolija Markowitz-ov modela kada vreme izlaska zavisi od perfor-
manse portfolija u Srbiji izraženog u dolarima

7.5.1 Problem investiranja u obveznice Republike Srbije kada je vreme izlaska
zavisno od performanse portfolija izraženog u dolarima

Testiraćemo rešavanje sledećeg problema. Investitor iz Amerike ulaže u obveznice Repub-
like Srbije emisije A: A2011, A2012, A2012, A2013, A2014, A2015 i A2016. Posmatramo
istorijske podatke prinosa obveznica za poslednja 3 meseca, od 08.11.2010 do 04.02.2011.
Istorijske podatke kursa posmatramo za isti vremenski period. Svi sledeći podaci su dati u
procentima.

Koristeći Pirsonov χ2-test za testiranje hipoteze da obeležje ima neku odred̄enu raspodelu
protiv alternativne hipoteze da nema tu raspodelu, dobijamo da kurs ima normalnu raspodelu
sa očekivanjem µe = −0.000045815 i varijansom 0.00008464. Na histogramu vidimo takod̄e
da kurs ima normalnu raspodelu.

Slika 11: Histogram za kurs

41



Primenom Pirsonovog χ2-testa na prinose obveznica u dinarima dobijamo da se hipoteza
o normalnoj raspodeli odbacuje. Tako da je u ovom primeru narušena pretpostavka o normal-
noj raspodeli prinosa u dinarima, pa ne možemo primeniti tvrd̄enje 7. Iako su pretpostavke
narušene, rešavanjem ovog problema dobijamo sledeće.

Vektor očekivanih prinosa obveznica je

µ =
[

4.4911 4.3554 4.3902 4.3641 4.427 4.3219
]T
.

Na osnovu istorijskih podataka izračunavamo kovarijansnu matricu za prinose

V =


0.1112 0.030297178 0.038499824 0.059817637 0.023573192 0.019994709

0.030297178 0.0721 0.025816604 0.034765029 0.019338498 0.009346863
0.038499824 0.025816604 0.09186961 0.056591408 0.035368733 0.040072714
0.059817637 0.034765029 0.056591408 0.09048064 0.038641018 0.035115949
0.023573192 0.019338498 0.035368733 0.038641018 0.04549689 0.039315268
0.019994709 0.009346863 0.040072714 0.035115949 0.039315268 0.04618201


Pretpostavimo da investitor izlazi ranije sa tržǐsta kada prinos portfolija izražen u dolarima

padne ispod vrednosti ε = 4. Tada je verovatnoća ranijeg izlaska q = 0.0097. Pretpostavimo
da on želi da ostvari prinos portfolija izraženog u dolarima E = 9. Tada dobijamo

w =
[

0.3585 0.1117 0.1815 −0.3773 1.3356 −0.6099
]T

Varijansa portfolija je 0.4821. Na slici 12 je prikazan skup efikasnih portfolija.

Slika 12: Skup efikasnih portfolija problema investiranja u obveznice Republike Srbije kada
je vreme izlaska zavisno od performanse portfolija izraženog u dolarima

Za sve rešene slučajeve su provereni dovoljni uslovi drugog reda, pa možemo sa sigurnošću
tvrditi da su dobijena rešenja minimumi problema. Testiran je i slučaj kada ulažemo u vǐse
od 10 aktiva.
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8 Zaključak

Motivacija za izbor ove teme je u radu [10]. U pomenutom radu autori su generalizovali
standardni Markowitz-ov model koji je zasnovan na pretpostavci da investitor sa sigurnošću
zna kada ce izaći sa tržǐsta, na slučaj kada je vreme izlaska neizvesno. U ovom slučaju
investitor je izlažen riziku prinosa aktiva i riziku vremena izlaska. U radu autori su posmatrali
dva slučaja kada vreme izlaska ne zavisi od performanse portfolija, kao i slučaj kada zavisi.

U prvom slučaju formulisali su problem optimizacije portfolija i pokazali da je to kvadratni
problem čije je rešenje istog oblika kao i rešenje problema standardnog Markowitz-ovog mod-
ela sa prilagod̄enim vrednostima parametara. Dok su u slučaju kada vreme izlaska zavisi
od performanse portfolija formulisali problem. Funkcija cilja problema minimizacije je ne-
linearna funkcija težinskih koeficijenata portfolija, pa se problem ne može rešiti eksplicitno.
Glavna ideja master teze je bila da se pronad̄e odgovarajuća numerička metoda za rešavanje
pomenutog problema.

U master tezi je pokazano da funkcija cilja prethodno pomenutog nelinearnog prob-
lema nije konveksna funkcija, pa nije moguće primeniti globalne metode rešavanja. Opisan
problem se može rešiti jednom od numeričkih metodom za rešavanje problema nelinearne
optimizacije sa ograničenjima, sekvencijalnim kvadratnim programiranjem, što je testirano
u radu.

Druga ideja je bila da se generalizuju rezultati iz [10] na slučaj investiranja u strano
tržǐste. Posmatran je slučaj sa stanovǐsta američkog investitora koji ulaže u srpsko tržǐste. U
ovom slučaju pored rizika prinosa u dinarima i rizika vremena izlaska imamo i rizik promene
kursa. Takod̄e, kao i u slučaju ulaganja samo u domaće tržǐste, posmatrano je dva slučaja,
kada vreme izlaska ne zavisi od performanse portfolija u Srbiji izraženog u dolarima, kao
i slučaj kada zavisi. U slučaju kada je vreme izlaska nezavisno, pokazano je da rešenje
problema ima isti oblik kao i rešenje problema standardnog Markowitz-ovog modela sa pri-
lagod̄enim vrednostima parametara. U drugom slučaju kada vreme izlaska zavisi od perfor-
manse portfolija u Srbiji izraženog u dolarima funkcija cilja ima sličan oblik funkciji cilja
problema ulaganja samo na domaće tržǐste kada vreme izlaska zavisi od prinosa. Funkcija
cilja je takod̄e nelinearna funkcija težinskih koeficijenata portfolija i nije konveksna. Pa se
problem se rešava takod̄e sekvencijalnim kvadratnim programiranjem.

Na kraju je testirano rešavanje pomenutih problema optimizacije koristeći sekvencijalno
kvadratno programiranje. U svim pomenutim slučajevima imamo konvergenciju ka global-
nom minimumu.
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Mentor: dr Zorana Lužanin, redovni profesor Prirodno-
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