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Predgovor

U radu je prvo formulisan problem optimizacije portfolija, dat dijagram portfolija kao i skup
efikasnih portfolija. Zatim je prezentovan jedan od modela optimizacije portfolija, standardni
Markowitz-ov model, gde investitor zeli da ostvari minimalni rizik za dati ocekivani prinos
portfolija. Standardni Markowitz-ov model je zasnovan na pretpostavci da investitor sa
sigurnos¢u zna kada Ce izaci sa trzista.

Medutim, mnogi investitori kada ulaze na trziste ne znaju sa sigurnos¢u vreme izlaska sa
trzista. Vreme izlaska moze zavisiti od promena cene jedne ili vise aktiva ili biti nezavisno od
njih. Iz tog razloga posmatran je generalizovani Markowitz-ov model kada je vreme izlaska
neizvesno. Razmatrana su dva slucaja: kada vreme izlaska ne zavisi od prinosa portfolija
kao i slucaj kada zavisi. Navedeni modeli su predstavljeni i analizirani u radu [10].

U slucaju kada vreme izlaska zavisi od prinosa portfolija, funkcija cilja problema min-
imizacije je nelinearna funkcija tezinskih koeficijenata portfolija, pa se problem ne moze
resiti eksplicitno. Pokazano je da funkcija cilja nije konveksna funkcija, pa nije moguce pri-
meniti globalne metode resavanja. Opisani problemi nelinearnog programiranja se mogu
resiti jednom od numerickih metodom za reSavanje problema nelinearne optimizacije sa
ogranicenjima, sekvencijalnim kvadratnim programiranjem, sto ¢e biti testirano u radu.

Generalizacija rezultata iz [10] je problem optimizacije portfolija u slu¢aju investiranja
u strano trziste. Posmatran je slucaj sa stanovista americkog investitora koji ulaze u srpsko
trziste. Takode, kao i u slucaju ulaganja samo u domace trziste, posmatrano je dva slucaja,
kada vreme izlaska ne zavisi od performanse portfolija u Srbiji izrazenog u dolarima, kao i
slucaj kada zavisi.

Na kraju je testirana metoda resavanja, sekvencijalno kvadratno programiranje, na primeru
investiranja u 10 aktiva. Problem optimizacije portfolija je reSen i analiziran u svim pomenu-
tim slucajevima pomocu programskog paketa MATLAB. Dadatno je testiran i slu¢aj ulaganja
u obveznice Republike Srbije, kada vreme izlaska zavisi od performanse portfolija izrazenog
u dolarima.

Ovde zelim da se posebno zahvalim svom mentoru prof. dr Natasi Kreji¢ na izuzetnoj
pomodi, savetima i ukazanom znanju tokom izrade rada, kao i tokom osnovnih i master
studija. Tema master rada koju mi je ona predlozila je bila veoma zanimljiva i izazovna
za mene. Zahvaljujem se i prof. dr Branku UroSevi¢u na korisnim sugestijama i savetima.
Takode zelim da se zahvalim svojoj porodici za svu pruzenu pomo¢ i podrsku.



1 Uvod

Osnovni problem u svetu investicija je optimalan izbor aktiva za datu koli¢inu kapitala.
Pri tome pod investicijom podrazumevamo svako ulaganje u cilju ostvarivanja profita, na
primer kupovina akcija, nekretnina, ulaganje u profitabilan projekat i slicno. Za datu koli¢inu
kapitala i skup raspolozivih aktiva, optimalni izbor aktiva podrazumeva formiranje portfolija
koji sadrzi odredeni broj aktiva iz skupa svih raspolozivih. Kretanje cene aktiva nije unapred
poznato, pa ono predstavlja slu¢ajnu promenljivu koja ima o¢ekivanu vrednost i u sebi nosi
odredeni rizik koji merimo varijansom, odnosno standardnim odstupanjem. Optimalnost
mozemo shvatiti kao maksimizaciju o¢ekivanog prinosa ili minimizaciju rizika ili kombinaciju
ova dva kriterijuma.

Modeliranje nam pomaze da otkrijemo faktore koji uti¢u na prinos i rizik, prirodu nji-
hovog uticaja i korelaciju izmedu razlicitih rizika. Nakon modeliranja, optimizacija sluzi da
formiramo diversifikovani portfolio u kom razli¢iti instrumenti medusobno ponistavaju rizik
ili na druge nac¢ine trazimo optimalne karakteristike u odnosu na rizik i oc¢ekivani prinos. Pri
tome moramo voditi racuna o dve ¢injenice. Prva je da na efikasnom trzistu maksimizacija
prinosa neminovno maksimizira i rizik, a druga vazna ¢injenica je da eliminisanjem rizika
koje mozemo kontrolisati izlazemo portfolio rizicima koje ne mozemo kontrolisati. Zbog toga
razlikujemo sistematski rizik, koji koristimo za optimizaciju portfolija, i nesistematski rizik,
koji ne mozemo kontrolisati.



2 Oznake i definicije koje ¢emo koristiti u radu

U toku rada koristi¢emo sledeée oznake:

D;, ©=1,...,n - 1ta aktiva

Sij, t=1,..,n,5 =1,...,m - cena i-te aktive za j-ti vremenski period
R;, 1=1,...,n - stopa prinosa i-te aktive

E[-] - oc¢ekivanje slucajne promeljive

V[:] - varijansa slucajne promeljive

cov[, -] - kovarijansa dve slu¢ajne promeljive

Wi, t©=1,...,n - ocekivana stopa prinosa i-te aktive

p - portofolio

w;, ©=1,...,n - i-ti tezinski koeficijenti portfolija

R,- stopa prinosa portfolija

{p - ocekivani prinos portfolija

o, - standardno odstupanje portfolija

o7 - varijansa portfolija

oij, t=1,..,n,7 =1,...,n - kovarijansa i-te i j-te aktive

V' = [o;;] - kovarijansna matrica

w = [wy, ..., wy,|T - vektor tezinskih keoficijenata

R =[Ry,..., R,]" - vektor prinosa

p= [, .., itn]* - vektor ocekivanih prinosa
I - jedini¢na matrica

1 =[1...1]T - vektor jedinica

p - koeficijent korelacije

E - fiksirana o¢ekivana stopa prinosa
A1 1 Ay - Langranzovi mnozitelji

L(-) - Langranzova funkcija

0 do 7 - vremenski horizont investitora

Sp - cena aktive u poc¢etnom periodu 0



S, - cena aktive u periodu 7

Ry - - stopa prinosa od vremena 0 do 7

E(Ry ) - bezuslovni o¢ekivani prinos

E(Ry -|7) - uslovni o¢ekivani prinos

V(Ry,;) - bezuslovna varijansa prinosa

V(Ro.-|T) - uslovna varijansa prinosa

R{ . - prinos portfolija od vremena 0 do vremena 7

E(Rj.,) - ocekivani prinos portfolija od vremena 0 do vremena 7
V(RﬁT) - varijansa prinosa portfolija od vremena 0 do vremena 7
E(7) - ocekivanje vremena izlaska

V(1) - varijansa vremena izlaska

q - verovatnoca da se desi raniji izlazak
)
F(z) = \/%7 fo‘r ez dt - funkcija standardne normalne raspodele
RESPE i =1,...,n - prinos i- te aktive sa srpskog trzista
Rgsz, t=1,...,n - prinos i- te aktive sa srpskog trzista izrazen u dolarima

€o,r - stopa rasta dinara u odnosu na dolar

pftSP i =1,...,n - otekivani prinos i- te aktive sa srpskog trzista
ofSP i =1,..,n - standardno odstupanje i- te aktive sa srpskog trzista

e - oCekivana vrednost stope rasta dinara u odnosu na dolar
0. - standardno odstupanje stope rasta dinara u odnosu na dolar

PRrSDi,RSD;s & =1,...m,7 =1,...,n - koeficijent korelacije prinosa i-te i j-te aktive sa
srpskog trzista

PRrSDies ©=1,...,n - koeficijent korelacije prinosa i-te aktive sa srpskog trzista i
stope rasta dinara u odnosu na dolar

Sledece definicije i teoreme su nam potrebne u radu

Definicija 1. Realna simetricna matrica A € R"™" je pozitivno semidefinitna (definitna)
ako za svaki nenula vektor 2 € R™ vaZi da je 27 Az >0 (2TAz>0) .

Teorema 1. Za bilo koja dva vektora u,v € R"™ vazi Kogi- Svarcova nejednakost

(o) <[l |*[lv



Teorema 2. Neka je f konveksna funkcija definisana na konveksnom skupu. Tada vazi da
je svaki lokalni minimum funkcije f @ globalni minimum funkcije f.

Teorema 3. Neka je T slucajna promenljiva sa raspodelom g.(t) i neka je X dato uslovnom
raspodelom fx|-—(x|T =t). Tada je bezuslovna raspodela za X data sa

fx(z) = /_OO Ixpr=t(z|T = t)g-(t)dL.

Teorema 4. Neka su X 1Y slucajne promeljive tada vazi

E(X) = E[E(X|Y)],
V(X) = E[V(X]Y)] + VIE(X]Y)].

Definicija 2. Problem nelinearne minimizacije sa nelinearnim ogranicenjima tipa jednakosti
je

min f(x) (1)
PTL 0granicenjima
h(z) =0 (2)

gde f,heC', f:R"— R, h:R"— R™ i m <n. Funkcija koja se minimizira, f(z), se
naziva funkcija cilja.

Definicija 3. Langranzova funkcija problema (1) do (2) je data sa

m

L(z,\) = f(z) = > Nihi(x).

i=1

gde su A;, i =1,...,m LangranZovi mnoZitelji.

Definicija 4. Tacka T koja zadovoljava jednacinu h(Z) = 0 je reqularna u odnosu na
ogranicenja ako i samo ako je skup vektora {Vhi(Z), ..., Vh,(Z)} linearno nezavisan.

Definicija 5. Ako je & regularna tacka povrsi S = {x € R" : h(z) = 0} onda je tangentna
ravan data sa

T ={ye R":Vh(z)y =0}.



Teorema 5 (Potrebni uslov prvog reda- uslov Kun-Takera). Neka je x* lokalni minimum za
problem (1) do (2). Pretpostavimo da je x* regularna tacka u odnosu na ogranicenja. Tada
postoji \* € R™ tako da je

V.L(z", \*) = 0.
Teorema 6 (Potrebni uslov drugog reda). Neka je z* regularna tacka i lokalni minimum

za problem (1) do (2), a T tangentna ravan. Pretpostavimo da su f,h € C%. Tada postoji
A€ R™ tako da je

V.L(z*, \*) =0,
Yy Ve L(z*, X )y >0, za svakoy € T.

Teorema 7 (Dovoljni uslov prvog reda). Neka je z* reqularna tacka takva da je h(z*) =0
i T tangentna ravan. Ako je \* € R™ takvo da je

V.L(z*, \*) =0,

Y Ve L(x*, N )y > 0, za svakoy € T\{0},

onda je x* strogi lokalni minimum za problem (1) do (2).

Definicija 6. Niz {x}} konvergira kvadratno ka z* ako vazi

=)

koo |lap —at ||

gde je ¢ > 0.

Definicija 7. V2f je Lipschitz neprekidna sa konstantom L > 0 ako je

IV f(@) = Vi) IS Ll z—yll.



3 Standardni Markowitz-ov model

Kretanje cene aktiva nije unapred poznato, pa ono predstavlja slu¢ajnu promenljivu koja ima
ocekivanu vrednost i u sebi nosi odredeni rizik koji merimo varijansom, odnosno standardnim
odstupanjem. U daljoj analizi ¢emo umesto cene koristiti stopu prinosa. Ako su dati istorijski
podaci o cenama n aktiva u obliku Sj;,7 = 1,...,n,7 = 1,...,m za m vremenskih perioda,
onda se prinosi izracunavaju kao

Sij — Sij—1

Sij—1
Kako je izvedena iz cene, i stopa prinosa predstavlja slucajnu promenljivu ¢iju ocekivanu
vrednost ¢emo ocenjivati na osnovu srednje vrednosti stopa prinosa iz nekog ranijeg peri-
oda. Takode, stvarni budué¢i prinosi mogu odstupati od te ocekivane vrednosti pa ¢emo
ovo odstupanje meriti varijansom, odnosno standardnim odstupanjem. Dakle, svaku aktivu
okarakterisa¢emo njenim ocekivanim prinosom i standardnim odstupanjem. Investitor zeli
da od ovih aktiva napravi optimalan portfolio.

Rij —

3.1 Ocekivanje i varijansa portofolija

Neka je dato n aktiva D; sa stopama prinosa R; i standardnim odstupanjima o;, i =1, ..., n.
Ocekivane vrednosti za stope prinosa oznacavamo sa u; = E[R;],7 = 1,...,n. Formiramo
portfolio p od ovih aktiva koristeéi tezinske koeficijente w; € R,1 =1, ...,n

p=wDi+..+w,D,.

Stopa prinosa portfolija je

R, = wR,
i=1
a ocekivani prinos portfolija je
tp, = E(R,) = wnE(R) + ... + w,E(R,) = sz‘ﬂz‘-
i=1

Ako sa 0, ozna¢imo standardno odstupanje portfolija, a sa o0;; kovarijansu i-te i j-te aktive
onda je varijansa celog portfolija



o = E[(Rp - Np)Q]
= E[(Z w; Ry — Z wiui)Q]
= E[(Z wi(R; — Ml))(z wi(R; — ;)]

= E[Z wiw; (R — i) (R — pu;)]

ig=1
n
t,j=1

Oznaci¢emo sa V' kovarijansnu matricu V' = [0;;] 1 uvesti oznake za vektor tezinskih keofi-
cijenata w = [wy, ..., w,]T, prinosa R = [Ry, ..., R,]T i oc¢ekivanih prinosa p = |1, ..., ftn]” .
Tada su prinos portfolija R,, ocekivani prinos portfolija s, i varijansa portfolija 012) sledeci

R,=w"R, = w’ pu, 02 = w'Vw.
Rizik portfolija se meri varijansom portfolija §to je intuitivno jasno, ali mozemo dati i for-
malno objasnjenje. Ako su poznati prinosi R;j,¢ = 1,...,n,j = 1, ..., m svih investicija tokom
m istorijskih perioda, onda bi idealna situacija- prinos bez rizika, bila

wiRy; + woRsej + ... + wpRyj =p, j=1,....,m.

Iz definicije ocekivanog prinosa za portfolio imamo da je to ekvivaletno sa slede¢im ho-
mogenim sistemom jednacina

U}l(le — [Ll) + U)Q(jo — ,ug) + ...+ ’LUn(RnJ - ,un) =0 j == 1, ey Mm.

Ovaj sistem je preuslovljen za m > n pa je jedino reSenje w; = wo = ... = w, = 0. Medutim
ovo reSenje nije prihvatljivo jer vodi ka nula portfoliju. Logican zahtev koji se moze postaviti
jeste da umesto resenja sistema linearnih jednacina trazimo vektor w tako da je rezidualni
vektor sto manji. Ako sa A oznac¢imo matricu iz R™*" sa elementima

aij = (Rij — i),
onda se problem svodi na minimizaciju neke norme rezidualnog vektora Aw. Ako se izabere
euklidska norma

| Aw ||*= w" AT Aw,

vidimo da je AT A = mV, pa kako konstanta m ne uti¢e na minimum, problem je ekvivalentan
problemu odredivanju minimuma kvadratne funkcije w?Vw. Istovremeno zakljuéujemo da
je matrica V' pozitivno semidefinitna, definicija 1, jer je za svaki vektor z

10



1
TV = —22TATA,Z > 0.
m

U radu ¢emo pretpostaviti da je kovarijansna matrica V' pozitivno definitna. Kako razma-
tramo skup aktiva sa idejom da plasiramo sav raspolozivi kapital onda treba da vazi

i=1

Ukoliko je w; = 0 znaci da aktiva D; ne pripada portfoliju, ako je w; > 0 onda je deo
kapitala, odreden koeficijentom w;, ulozen u i-tu aktivu. Ako je w; < 0 znaci da smo u
portfolio ulozili negativan kapital, dakle taj deo portfolija smo pozajmili. Negativni tezinski
koeficijenti oznacavaju kratke operacije, ukljuc¢ivanje necega sto ne posedujemo i sto u nekom
trenutku treba vratiti. Pretpostavicemo da su kratke operacije dozvoljene.

Relativno veliko standardno odstupanje oznacava visok nivo rizika. U opStem slucaju
povecavanjem broja aktiva koje ¢ine portfolio moguce je smanjiti nivo rizika, tj. smanjiti
standardno odstupanje portfolija. Ovaj proces se naziva diverzifikacija rizika.

Neka je dato n aktiva koje nisu u medusobnoj korelaciji i neka su sve aktive sa istim
oCekivanim prinosom g i standardnim odstupanjem o, D;(u,0),7 = 1,...,n. U ovom slucaju
je = [p..u]t = p1™ gde je 1 = [1...1]7 jediniéni vektor, a matrica V je skalarna matrica
V = 0?1, gde je I jedini¢na matrica. Ako je portfolio konstruisan od jednakih delova svih
investicija

pa je

Prinos portfolija je

Onda je ocekivan prinos

1 & 1 &
Mp:ﬁ;m:ﬁ;/i:/%

a odgovarajuca varijansa se dobija kao

02

1
agsz~V-w:—2021T-I~1:—.

n n
Vidimo da ocekivana vrednost za stopu prinosa ovakvog portfolija ne zavisi od broja inves-
ticija n u portfoliju dok povecavanjem broja investicija smanjujemo rizik portfolija.

11



Ako je na raspolaganju proizvoljan broj ovakvih investicija onda se rizik portfolija moze
uciniti proizvoljno malim zahvaljujuéi specijalnoj strukturi matrice kovarijansi. U opstem
slucaju, ako V nije skalarna matrica, rizik celog portfolija se ne moze smanjiti ispod neke
minimalne vrednosti jer je

2_ T
o,=w" V- w,

kvadratna funkcija koja ima svoj minimum. Kako je V' simetri¢na pozitivno definitna matrica
rizik portfolija je uvek nenegativan i ne moze se smanjiti ispod vrednosti minimuma ove
kvadratne funkcije. Ako skup investicija koji smo prethodno posmatrali promenimo tako $to
¢emo uslov da su sve kovarijanse jednake nuli zameniti uslovom da su sve kovarijanse jednaki
nenula brojevi o;; = ko?,i # j, onda je

[\

o> = w-V-w

1
= —Q(Z no? + anm2)
[ i#j
1
= —(no®+ (n* —n)ko?)
n
2
1
= T 11— )kt

n n

Vidimo da je za proizvoljno n uvek zadovoljena nejednakost

2 2
ap>/<:a.

Sto znaéi da se rizik celog portfolija ne moze smanjiti ispod vrednosti ko?.

3.2 Dijagram i skup efikasnih portofolija

Kako sve aktive i portfolije mozemo okarakterisati ocekivanom vrednoséu za stopu prinosa
1 1 standardnim odstupanjem o onda svaki portfolio mozemo prikazati kao tacku u p — o
ravni.

Razmoti¢emo slucaj portfolija koji se sastoji od dve aktive D (uy,01) 1 Da(pe,02). Neka
je arealan broj, aw; = 1—a i wy = « tezinski koeficijenti portfolija. Neka je a € [0, 1], onda
kratka prodaja nije dozvoljena. Ovakav portfolio mozemo prikazati u p — o ravni koristeci
rezultat sledece leme. Pri tome je vazno uociti da izgled krive zavisi od o1s.

Lema 1 (Portfolio dijagram lema). Kriva u u — o ravni definisana nenegativnom kombi-
nacijom dve aktive Dy i Dy lezi unutar trougaone oblasti odredene tackama D1, Dy i A, pri

cemu je tacka A na p osi sa o- koordinatom A = ’%’;zﬂ

12



Dokaz:

Za prinosa portfolija vazi

R = (1 — Oz)Rl + O./RQ,

pa je ocekivana vrednost za stopu prinosa portfolija

p=(1—a)u + apus.

Standardno odstupanje je

o(a) = \/(1 — a)20? 4+ 2a(1 — a)os + a203.

Ako sa p oznacimo koeficijent korelacije p = —+2, standardno odstupanje mozemo zapisati
kao

o(a) = \/(1 — )20} 4 2pa(l — a)oy0y + a203.

Kako je —1 < p < 1, a funkcija o(a) je rastuéa funkcija po p, dobijamo gornju granicu
funkcije o za p =1

ola)* = \/(1 — )20} 4+ 2a(1 — a)oy09 + o203

= \/((1 — 04)01 + Oé0'2)2
= (1 —a)oy + aos.

Analogno, za p = —1, dobijamo gornju granicu funkcije

ola), = \/(1 — )20} — 2a(1 — a)o109 + %03

= \/((1 —a)o; — aog)?

= |(1 - a)oy + aoy|

o1+o2’
aoy — (1 —a)oy, a> =2

_{ (1—a)oy —aoy, a< =2
o1+o2’

Prave koje odreduju donju granicu se seku u tacki A. Za p € (—1,1) kriva se nalazi unutar
trougla te sledi tvrdenje leme.

13



Slika 1: Dijagram portfolija

Pretpostavimo sada da imamo n aktiva. Mozemo ih predstaviti kao tacke na u — o
dijagramu. Formiramo portfolije od datih aktiva koriste¢i sve moguce vrednosti tezinskih
koeficijenata tako da je >  w; = 1. Skup tacaka koje predstavljaju portfolije se naziva
dopustiv skup. Dopustiv skup je konveksan, slika (2).

A

7

\ o
Slika 2: Dopustiv skup
Leva granica dopustivog skupa se naziva skup minimalne varijanse, jer za datu vrednost
prihoda, dopustiva tacka sa najmanjim standardnim odstupanjem odgovara tacki koja se

nalazi na levoj granici. Skup minimalne varijanse je konveksna kriva, prikazana na slici (3).
Na slici vidimo tacku (o, p1.) koja predstavlja portfolio globalno minimalne varijanse.

14



\ YA

0.

Slika 3: Skup minimalne varijanse

Gornja granica skupa minimalne varijanse se naziva skup efikasnih portfolija. Ako za
fiksirani rizik posmatramo sve portfolije sa datim standardnim odstupanjem onda je portfolio
sa najveéim prinosom efikasni portfolio, koji se bas nalazi na gornjem delu granice, slika (4).

A

M

Slika 4: Skup efikasnih portfolija

U slede¢em poglavlju je objasnjeno kako se racunaju efikasni portfoliji. Za konstrukciju
optimalnog portfolija koristicemo Markovitz-ov model.
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3.3 Markowitz-ov model

Markovitz-ov model razmatra konstrukciju optimalnog portfolija u smislu minimizacije rizika
za datu ocekivanu stopu prinosa. Neka je dato n aktiva D; sa ocekivanjima p;, standardnim
odstupanjima o; i kovarijansama oy, 7,j = 1,...,n. Da bi odredili skup minimalne vari-
janse fiksiramo o¢ekivanje za stopu prinosa F i trazimo dopustivi portfolio. Drugim re¢ima
reSavamo problem minimizacije sa ograni¢enjima:

mino, = minw’ -V - w, (3)

pri ogranicenjima o
np =E(R,) = E, (4)
w1 =1. (5)

Dati problem je kvadratni, gde je V' simetricna i pozitivno definitna matrica, pa resenje
postoji i jedinstveno je.

Tvrdenje 1. Resenje Markowitz-ovog problema je dato sa

CE - B A—-BE

ey voay A el Tosuy LA
gde je
A=ph -V,
B=u"-v7.1,
c=1"-v7'. 1
Dokaz:

Funkcija cilja je kvadratna funkcija, a ograni¢enja su tipa jednakosti. Pa ako sa A\ i Ay
oznacimo odgovaraju¢e Langranzove mnozitelje onda Langranzova funkcija ima oblik

1 —
L(w, A, Ag) = §wT-V-w—)\1(wT-M—E) — A(w? -1 -1).

Uslovi optimalnosti prvog reda, teorema 5, odreduju sledeci sistem jednacina

V-w*—)\l,u—)Ql:O
wl py—E=0
w'1-1=0.

Ovo je sistem linearnih jedna¢ina dimenzije n+ 2. Po pretpostavci matrica V' je simetri¢na i
pozitivno definitna, pa sledi da je regularna. Tada postoji inverzna matrica V!, pa iz prve
jednacine imamo
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w* = )\1‘/_1 i )\QV_I - 1.
Zamenom u drugu i tre¢u jednacinu sistema dobija se

pt Vg =x1T vty = F
Apt -Vt =1t vha 1

Koristeéi oznake A= p? - V=1 pu, B=u’

V1.1iCc=1"-v-1.1 imamo

N CE - B

AC — B2’
. _ BE-4
> 7 AC - BY

Zamenjujuéi Langranzove mnozitelje u (6) dobijamo resenje problema.

Oznacimo sa ¢(w) standardno odstupanje portfolija ¢(w) = o,

d(w) = vVwT -V -w.
Lema 2. Funkcija ¢p(w) je konveksna.

Dokaz:
Diferencirajudi
¢*(w) =w" -V - w,
dobijamo
2¢¢w =2V w,
i
¢¢ww + ¢w¢£ =V.
Dalje je

Veow-wh -V
B =V =

Na osnovu poslednje jednakosti pokazujemo da je matrica ¢, pozitivno semidefinitna
proizvoljan vektor z imamo

17
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(wh -V - w)?
wl - V.ow '

pa sledi da je ¢2z7 Gz > 0 na osnovu Kosi-Svarcove nejednakosti, teorema 1.

02t bz = 2TV 2 —

|

Posto je funkcija cilja, tj. varijansa standardnog Markowitz-ov model konveksna, na osnovu
teoreme 2 znamo da reSenje problema nije samo lokalni minimum vec¢ i globalni.

Lema 3. Ako je ¢(w) konveksna funkcija i

o =min{p(w) :w’ -p=E,w’-1=1},
onda je o(p) konveksna funkcija.

Dokaz:

1

Neka su E' i E- dve realne vrednosti, dok su w! i w? odgovarajuéi argumenti za koje

T

funkcija ¢(w) dostize minimum uz uslove w” - p = El, odnosno w! -y = E°. Neka je

6 € [0,1]. Tada je, za portfolio
ow' + (1 — 0)w?, (7)

1L (0wt + (1 — 0)uw?) =0E' + (1 - 0)E",

17 (0w + (1 — O)w?) = 1.
Dakle portfolio formiran sa (7) je dopustiv. Na osnovu osobina minimuma i konveksnosti
funkcije sledi nejednakost

c(0E +(1—0)E") < ¢(0w' + (1 - 0)w?)
0p(w') + (1 = 0)¢(w?)
= 00(E) +(1-0)0(E).
Pa je o(u) konveksna funkcija.

|

Pokazali smo da za portfolio formiran od n investicija takode vazi da je skup efikasnih
portfolija u p — o ravni konveksna kriva.

Standardni Markowitz-ov model je zasnovan na pretpostavci da investitor sa sigurnoséu
zna kada ce izadi sa trzista. On kupuje aktive u pocetnom vremenu 0 i prodaje ih u vremenu
1. Posto su u problemu uklju¢ena samo dva vremena, problem je staticki. Sada ¢emo
posmatrati slucaj kada je vreme izlaska neizvesno.

18



4 Generalizovani Markowitz-ov model

Mnogi investitori kada ulaze na trziste ne znaju sa sigurnosu vreme izlaska sa trzista. Vreme
izlaska moze zavisiti od promena cene jedne ili vise aktiva ili biti nezavisno od njih. U slucaju
kada vreme izlaska ne zavisi od promena cena aktiva, izlazak sa trziSta moze se desiti na
primer zbog gubitka posla, ranijeg odlaska u penziju, prodaje kuce, zdravstvenih problema,
i slicno. Iz tog razloga posmatramo Markowitz-ov problem kada je vreme izlaska neizvesno.
Razmatra¢emo dva slucaja: kada vreme izlaska ne zavisi od prinosa portfolija kao i zavisan
slucaj. Poce¢emo tako sto ¢emo izraziti ocekivanje i varijansu stope prinosa aktiva.

4.1 Ocekivanje i varijansa kada je vreme izlaska neizvesno

Radi jednostavnosti, prvo ¢emo posmatrati samo jednu aktivu koju investitor poseduje od
vremena 0 do vremena 7, gde je 7 pozitivna slucajna promenljiva koja predstavlja vremen-
ski horizont investitora. Pretpostavljamo da je raspodela od 7 poznata i da ima konacne
momente prvog i drugog reda. Stopa prinosa od vremena 0 do 7 se definise

S =5
=5
gde je S, cena aktive u periodu 7, a Sy cena aktive u pocetnom periodu 0. Primetimo da
ovde imamo dva izvora neizvesnosti. Sa jedne strane, za datu realizaciju vremena izlaska 7
buduca cena aktive je neizvesna. Ova vrsta rizika se zove rizik cene aktive. Sa druge strane,
sama realizacija od 7 je neizvesna, Sto nazivamo rizikom vremena izlaska. Tako da u daljoj
analizi moramo uzeti u obzir obe vrste rizika.

Na osnovu teoreme 4, dobija se bezuslovno ocekivanje prinosa nad vremenskim horizon-

RO,T

tom 7

E(RO,T) = E[E(RO,T|T)]'

Vidimo je bezuslovni ocekivani prinos tezinska sredina uslovnih ocekivanih prinosa. Sto
je korisno za prakti¢nu primenu, jer se lakse procenjuju uslovni nego bezuslovni momenti
prinosa portfolija. Iz teoreme 4 se dobija i varijansa prinosa

V(Ror) = E[V(Ro|7)] + V[E(Ro|7)].

Vidimo da se varijansa sastoji iz dva sabirka. Prvi sabirak E[V (R, ;|7)] je tezinska sredina
uslovnih varijansi. To je mera proseénog rizika prinosa. Drugi sabirak V[E(Ry,|7)] je
varijansa uslovnih o¢ekivanih prinosa. Ona je jednaka nuli u sluc¢aju fiksnog vremena izlaska,
pa se stoga moze interpretirati kao mera rizika vremena izlaska. Dakle, kada je vreme izlaska
neizvesno, rizik se moze rastaviti na dve komponente: rizik prinosa i rizik vremena izlaska.
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4.2 Problem optimizacije portofolija kada je vreme izlaska neizvesno

Do sada smo posmatrali samo jednu aktivu. Uopsti¢emo tako Sto ¢emo posmatrati portfolio
sa n aktiva. Oznaci¢emo prinos i-te aktive portfolija od vremena 0 do vremena 7 sa R&T.
Tada je prinos portfolija p

Ry, = ZwiRBJ.
i=1
Ocekivanje portfolija p je dato slede¢im izrazom
E(R;,) =Y wE(R,) =) wEE(R,|7)],
i=1 i=1
dok je varijansa

V(Rg,) = E[V(Rg,|7)] + VIE(Rg,|7)].

Tada je problem optimizacije portfolija kada je vreme izlaska neizvesno:

min V(R ), (8)

pri ogranicenjima
E(Rg,) = E, (9)
wh-1=1, (10)

4.3 Markowitz-ov model kada vreme izlaska ne zavisi od prinosa

Sada ¢emo analizirati slucaj kada je vreme izlaska nezavisno od prinosa. Da bi to uradili
prvo ¢emo predstaviti proces slucajnog hoda.

Tvrdenje 2. Pretpostavicemo da prinosi uslovno po vremenu T prate slucajan hod sa oc¢ekivanjem
w1t volatilnoséu o. Tada su bezuslovno ocekivanje i varijansa prinosa sledeci:

E(Ry;) = pE(r),

V(Ry,) = oE(r)+ " V(7).

gde su E(7) i V() ocekivange i varijansa vremena izlaska, respektivno.
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Dokaz:

Koeficijenti i i o su ograniceni i deterministicke funkcije vremena. PoSto prinosi prate
slucajan hod, uslovno ocekivanje i varijansa prinosa su linearne funkcije vremena. Zbog
nezavisnosti dobija se

E(RO’T|T = t) = E(Ro’t> = ,LLt,
V(Ry,|T=t) = V(Ry;) = o’t.

Na osnovu teoreme 3, dobijaju se bezuslovni oc¢ekivani prinos

E(Ror) = pE(7), (11)

1 varijansa

ViRe) = [ et [t = B Pt
= o’E(1) + 1* V(7). (12)
O

Ponovo, varijansa ima dva sabirka: meru rizika cene aktive ¢?E(7) i meru rizika vremena
izlaska >V (7). Primetimo da je ovo uopstenje slucaja sa fiksnim vremenom izlaska, kada je
E(r)=T,V(r)=0.

Kada prinosi prate slucajan hod i kada je vreme izlaska nezavisno od prinosa, prinos i-te
aktive zadovoljava sledeée (videti jednacine (11) i (12) )

BE(Ry,) = wE(7),

V(R,) = oiE(r)+ V(7).
gde je p; otekivani prinos, a o2 varijansa i-te aktive. Kovarijansa i-te i j-te aktive je
cov(Ry ., Ry ;) = 0:0,pi B(T) + pap; V(7).

a p;; je koeficijent korelacije dve aktive (pretpostavljamo da je vreme izlaska isto za sve
aktive). Tada je ocekivani prinos portfolija

B(R},) = E(r) ) wi; = E(T),

i varijansa portofolija je
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V(R’(;T) = E Z wiw;o;0;pi5 + V(T) Z WiWj i fbj

i,j=1 i,j=1
2 2
= o,E(1) + 1, V(7).
Kada smo izrazili ocekivanje i varijansu portfolija, sada ¢emo formulisati problem.

Tvrdenje 3. Ako prinosi prate slucajan hod i ako je vreme izlaska nezavisno od prinosa,
problem (8) do (10) je ekvivalentan sledecéem problemus:

minw’ - K - w, (13)
PTi 0granicenjima
w’ -y = B, (14)
wh - 1=1, (15)
gde je
_ (7)
Kij = 0i05pij + mui j>
E
E* = .
E(7)

Sta vise, resenje datog problema postoji i jedinstveno je.

Dokaz:

Langranzova funkcija koja odgovara problemu (8) do (10) je data sa

L= %E(T)U)T Voow+ @(wip 1)+ M(E = E(m)w” - p) + ME(T) (1 —w - 1).

Uslov prvog reda daje

E(rw’ - u=E,
w1 =
Sto se moze zapisati
V(r
V-w+E((T))(wT-u)-u—/\l,u—)Ql:O, (16)
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C = 1
A ek (17)
w1 =1. (18)
Langranzova funkcija problema (13) do (15) je
1 V(1) E
= 2TV T2 (2 T Ml — wT 1)

Prime¢ujemo da je uslov prvog reda primenjen na Langranzovu funkciju L' jednak jednac¢inama
(16), (17) i (18). Pa je problem (13) do (15) ekvivalentan problemu (8) do (10).

Da bi pokazali drugi deo tvrdenja, dovoljno je pokazati da je K kovarijansna matrica,
tj. da je simetricna i pozitivno definitna. Ocigledno je da je (%umj)i,jzlmn simetricna
matrica, a V' je simetricna matrica po pretpostavci. Pa je i matrica K simetri¢cna. Konacno,
pokaza¢emo da je matrica K pozitivno definitna. Za svaki vektor w # 0 vazi w’ -V -w > 0,

jer je V pozitivno definitna matrica. Zato imamo

V(7)
E(7)
jer su E(7) i V(1) strogo pozitivni, a (w” - 1)? je nenegativno. Posto je matrica K simetri¢na
i pozitivno definitna ona je regularna, pa je zadovoljen dovoljan uslov za postojanje jedin-
stvenog minimuma.

w' - K-w=w"V-w+ (wh - p)? >w’Vow>0

|

Videli smo da kada vreme izlaska ne zavisi od prinosa, problem optimizacije portfolija
sa neizvesnim vremenom izlaska se moze predstaviti u obliku standardne kvadratne opti-
mizacije. Sta viSe, resenje problema postoji i jedinstveno je. Sada éemo ekplicitno resiti
problem i pokazati da resenje ima isti oblik kao i resenje standardnog Markowitz-ovog prob-
lema sa prilagodenim parametrima.

Tvrdenje 4. ([10]) Ako vreme izlaska T ne zavisi od performanse portfolija i ako prinosi
prate slucajan hod, resenje kvadratnog problema (13) do (15) je dato sa

G A
gde je
A=p" vt
B=u"-v1,
C=1"-v1.1,
: E
B = B
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Primetimo da iako matrica K zavisi od %, reSenje problema ne zavisi od %, pa time
ni od raspodele vremena izlaska. Prema tome, kada vreme izlaska ne zavisi od prinosa,
odgovaraju¢i optimalni tezinski koeficijenti portfolija su nezavisni od raspodele vremena
izlaska.

Sada oslabljujemo pretpostavku da je vreme izlaska nezavisno od prinosa, i posmatramo

primer zavisnog slucaja.

4.4 Problem optimizacije portfolija kada vreme izlaska zavisi od
prinosa

U prethodnom poglavlju videli smo da kada vreme izlaska ne zavisi od prinosa, skup dopus-
tivih portfolija je isti kao i u slucaju fiksnog vremena izlaska. Ali ako vreme izlaska zavisi
od performanse portfolija, tvrdenje 3 nije vise zadovoljeno. Da bi pokazali da u opstem
slucaju skup efikasnih portfolija nije isti za investitore sa fiksnim i neizvesnim vremenom,
posmatrac¢emo sledeéi primer.

Pretpostavimo da je vreme izlaska diskretna slucajna promeljiva. Investitor izlazi sa
trzista u periodu 1 sa verovatnocom ¢ ili u periodu 2 sa verovatnocom 1 — q.

T_(1 2)
g 1—gq

Izlazi se ranije (u periodu 1) ako i samo ako prinos portfolija padne ispod date vrednosti ¢,
inace izlazi se u periodu 2. Pretpostavi¢emo da su prinosi uslovno po vremenu nezavisni i
da imaju normalnu raspodelu. Tada je verovatnoca ranijeg izlaska

q=F(=")

Op
gde je F(-) funkcija standardne normalne raspodele.
Tvrdenje 5. ([10]) Ako su zadovoljene gore pomenute pretpostavke problem optimizacije

portfolija kada vreme izlaska zavisi od performanse portfolija je sledeci:

 (e—pp)?

. . 1
min V(RS ) = min(g(1 = q)py + (2 = q)o, + 2mpopy[5—e *7 ),

PTi 0granicenjima o
E(Ry,) = mp(2—q) = E,

wh - 1=1.
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Ocekivano vreme izlaska je E(7) = 2 — ¢, a varijansa V(1) = ¢(1 — ¢). Kada uporedimo
sa slucajem nezavisnog vremena izlaska (jednacine (11) i (12) ), vidimo da varijansa ima
dodatni sabirak

1 7(5—;45)2

21,0 %e 2%

U ovom slucaju funkcija cilja, tj. varijansa portfolija, nije kvadratna funkcija i nije linearna
funkcija tezinskih koeficijenata portfolija. Pa se problem ne moze resiti ekplicitno. Takode,
funkcija cilja nije konveksna. To vidimo slici (5), na kojoj je prikazana varijansa portfolija za
dve aktive. Pa se ne mogu koristiti globalne metode za resavanje. U glavi 6 bi¢e prikazana
metoda za reSavanje datog problema.

Slika 5: Nekonveksna funkcija
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5 Investiranje u strano trziste

Do sada smo razmatrali slucaj kada se ulaze u aktive samo sa domaceg trzista. Sada ¢emo
razmatrati problem optimizacije portfolija u slu¢aju kada se investira u strano trziste. Pos-

matra¢emo slucaj sa stanovista americkog investitora, koji investira u srpsko trziste.

Prinos aktiva sa srpskog trzista je dat sa RISP! i = 1,...,n. Prinos izrazen u dolarima

aktive sa srpskog trzista je
Ry = (1+REPHY(1+e,) -1

RSDi RSDi
RO,T + €o,r + RO,T €0,rs

gde je eg, je stopa rasta dinara u odnosu na dolar. Posto je proizvod RE>Pie, . zanemarljivo

mali, RS’ mozemo aproksimirati sa
$i ., pRSDi
RO,T ~ RO,T + €o,7-
Tada je ocekivanje prinosa u dolarima

E(R;.,) = E(Ri;™) + E(eos), (19)

i kovarijansa je data sa

CO’U(Rng, Rg,JT) = COU(R(I]%,EDiv R(IEEDJ) + V(QO,T) + COU(R(I]%,EDiv eO,T) + COU(R(I]%,EDja 60,7)7 (20>

Odredi¢emo ocekivanje i varijansu prinosa portfolija p izrazenog u dolarima

n
D _E: D%
RO,T - w’LRO,T
=1

Ocekivanje portfolija je dato slede¢im izrazom
E(Rf,) =) wB(R))
i=1

Pa iz (19) imamo

E(Rf,) = wi(B(RyZ") + E(eo,r))

i=1
Varijansa portfolija je

i $j
V<Rg,7) = Z Z wiijOU<Rg,T7 RO,]T)

i=1 j=1
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pa zamenom jednacine (20) dobija se

V(Ry,) = Z Z wiw;(cov(RE", RRSD]) + V(eor) + coo(REEP eq ;) + cov(RéthDj, €o.r))
i=1 j=1

(21)

Sada imamo dva izvora rizika, rizik prinosa u dinarima i rizik kursa. Posmatrac¢emo dva
slucaja. Prvi slucaj je kada je vreme izlaska nezavisno od performanse portfolija u Srbiji
izrazen u dolarima, tj. vreme izlaska je nezavisno od prinosa u dinarima i od promena
kursa. Drugi slucaj je kada vreme izlaska zavisi od performanse portfolija u Srbiji izrazen u
dolarima.

5.1 Markowitz-ov model kada je vreme izlaska nezavisno od per-
formanse portfolija u Srbiji izrazeng u dolarima

Pretpostavimo da prinosi prate slu¢ajan hod sa ocekivanjem p/**P i standardnim odstupan-
jem of5P dok kurs prati slucajan hod sa ocekivanjem i, i standardnim odstupanjem o, i
da su prinosi i kurs uslovno po vremenu nezavisni. Sa prspi rsp; 0znacavamo koeficijent
korelacije prinosa i-te i j-te aktive sa srpskog trzista. Tada imamo sledece jednacine

RRSDz RRSDJ) RSD RSD

o; prspi.rsp B(T) + uiP RSDV(T),

cov(

V(eor) = o7B(T) + 112V (7),

Zamenom u varijansu portfolija dobija se

VIRE,) = 305 (005 pr s + 02VE() + (WP + 2V (7))

=1 j=1

Tada je problem izbora portofolija sledeci

minw’ - M - w, (22)

pri ogranicenjima
wh -yt =B (23)
w1 =1, (24)



gde je

M=V +u%%,

* RSD _RSD 2 S
V,j = 0 g, PRSDi,RSDj T 0¢, 1,] = L..,n

komponente vektora prinosa p* su

pp = plSP + e, i=1,..n,

i £* je definisano kao i pre
E
E(r)
Vidimo da u sluc¢aju kada je vreme izlaska nezavisno od prinosa u dolarima, problem

izbora portfolija se moze prestaviti kao standardna kvadratna optimizacija portfolija. Sada
¢emo eksplicitno resiti problem.

E* =

Tvrdenje 6. Ako vreme izlaska ne zavisi od performanse portfolija u Srbiji izraZen u dolarima

1 ako prinost u dinarima t kurs prate slucajan hod i medusobno su nezavisni, resenje problema
(22) do (24) je dato sa

gde su A, B i C
A= Tyt
B=uT v 1
cC=1"-v'.1
Dokaz:

Dokazujemo sli¢no dokazu tvrdenja 4 u radu [10].

Dokazacemo uopsteniju verziju tvrdenja. Oslabi¢emo pretpostavku da prinosi i kurs prate
slucajan hod i pretpostaviéemo da su uslovna kovarijansna matrica prinosa i uslovna kovar-
ijansna matrica kursa proporcionalni nekoj pozitivnoj funkciji vremena h, dok su ocekivani
prinos i o¢ekivani kurs linearne funkcije vremena. Sto znaci
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E(RZP|r=t) = E(RJEP) = p/*Pt i E(eo,|m =1)
V(RESP|r =t) = V(RESP) = oD% (1) ; Ve, |r =1)

\T

E<60,‘F) = [tet,
V(eo) = 062h(t).

Bezuslovni ocekivani prinosi su

b
E(Rg?") = E[ERZIn)]= | p™Ptg(t)dt = p**PE(r),

r
t=a

E(ep,) = EE(co,|r)] = / petg(t)dt = uE(r),

=a
a varijanse

V(R7P) = E[V(RG?"|r)] + VIE(RGZ"|7)]

\T

_ /URSDQh(t)g(t)dt+/ (MRSDt_’LLRSDE<T>)29(t)dt

b b
= " [Cnitygterr + 7 [ (¢~ B Pott)ar

a a

= oMPE(h(r)) + 1V (1)

Vieo,) = 0 E(h(1)) + p2V(7).

Tada je Langranzova funkcija problema (22) do (24)

L= %E(h(T))wT SV ow A+ %T)M )+ M(E — B’ - p1t) + ANER()) (1 — wl 1),

Uslov prvog reda je
E(h(1))-V*-w* + V(T)(w*T )t = ME(T) ' — ME(R(T)) -1 =0,
E(r)w™ - " =E,
wT - 1=1.

Zamenjujuci prvo ogranicenje dobija se

E(h(r)) - V* - w* + V(T)E](i)

= ME(T)p" = MNE(R(1)) -1 =0.
Sto mozemo drugacije zapisati
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V*ow" — p(Mb—a) — A1 =0,

gde su a i b definisani sa

. = V(r)E
-~ E(ME(M(7))’
b = E(7)
E(h(7))

Pa reSenje ima sledeci oblik

w* = (DA —a)V* ot NV

Da bi izrazili A\; i Ag koristimo ogranicenja

E
,U*T Ry - (b)\l . U,),LL*T . V*—l . [1'* + AQ,U*T . V*—l .1 = = E*,
E(7)
17w = (A —a)1T -Vl T vyt =1
Definisa¢emo sledece skalare
A = ﬂ*T . V*—l . ,u*
BE[L*T'V*_l'].
c=1".v1.1
pa se dobija
Er = A(b)\l — CL) + B/\Q
1 = B(b)\l — G) + C)\Q,
ili ekvivaletno
aA+ E* = Ab\ + B
aB+1 = Bb\ +C),.
Resenje ovog sistema jednacina je sledece:
\ C(aA+E*)—B(aB+1) C(CaA+CE*—aB*-B  CE*-B
! AbC' — B2b B AbC' — B2b " (AC - B%)b
N Ab(aB +1) — Bb(aA+ E*)  A— BE*
? (AC — B?)b ~ AC - B*
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Pa je resenje problema

CE*-B a. CE*—B A— BE"
S a4y _ Vel ——— Vvt
R ey A A b vo gy SR Yoy
CE*—B. .. A-BE*__,
ac—p M Tae—mp”

|

Primeéujemo da kada vreme izlaska nezavisi od performanse portfolija u Srbiji izrazen
u dolarima, odgovarajuci optimalni tezinski koeficijenti portfolija su nezavisni od raspodele
vremena izlaska. Vidimo da je oblik reSenja isti obliku resenja standardnog Markowitz-ovog
modela, tvrdenje 1, kao i reSenju generalizovanog Markowitz-ovog modela sa nezavisnim
vremenom izlaska, tvrdenje 4.

Sada ¢emo posmatrati slucaj kada vreme izlaska zavisi od performanse portfolija u Srbiji
izrazen u dolarima.

5.2 Problem optimizacije portfolija kada je vreme izlaska zavisno
od performanse portfolija u Srbiji izrazenog u dolarima

Oslabljujemo pretpostavku da je vreme izlaska nezavisno od prinosa u dolarima, i posma-
tramo primer zavisanog slucaja. Tada vreme izlaska zavisi od prinosa u dinarima i od
promena kursa. Investitor moze izaci ili u periodu 1 ili u periodu 2. Izlazi se ranije (u
periodu 1) ako i samo ako prinos portfolija u dolarima padne ispod praga e, inace izlazi
se u periodu 2. Znaci, ranije izlazak se desava u slucaju da prinos portfolija u dinarima
padne puno i/ili zato Sto vrednost dinara u odnosu na dolar puno oslabi. Pretpostavi¢emo
da su prinosi u dinarima uslovno po vremenu nezavisni i da imaju normalnu raspodelu sa
ocekivanjem pf*P i varijansom of*5P 2, da kurs uslovno po vremenu ima normalnu raspodelu
sa ocekivanjem fi. i varijansom o2 i da su prinosi u dinarima i kurs nezavisni. Tada i prinos
izrazen u dolarima Rng = RgffD ! + e, ima normalnu raspodelu sa ocekivanjem pf5P + i, i

.. 2 , .. . .
varijansom of**P” 4 o2, Pa verovatnoéa ranijeg izlaska je
RSD
€ — Mp — He

q=F(

)
/ ~RSD? 2
o + Ocp

gde je

RSD __ ™\ RSD _RSD2 _ ~\n n . _RSD_RSD ) s 2\ n 2
M= = D iy Wit Oy = i Zj:l W;w;0;""0 ;" PRSDi,RSDj 1 ey, = > e Zj:l WW;i0Oe .
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Tvrdenje 7. Ako su zadovoljenje prethodno pomenute pretpostavke i ako vreme izlaska zavisi
od performanse portfolija w Srbiji izraZenog u dolarima problem izbora portfolija je

. 2 1
min(q(1=q) (i ™ +11e)*+ (2= ) (057 400+ 20"+ oD + 0y [ e

E(R,) = (1" + pe) E(1) = E,
w! - 1=1.

Dokaz:

Dokazujemo sli¢no dokazu tvrdenja 5 u radu [10].

(e—pyp

—-—r
Z(GPRSD +0512)) )

)

RSD 2

—He)

Oznagiéemo sa RS(R3) prinos portfolija izrazen u dolarima posle jednog meseca (dva

RSD

meseca). Pretpostaviéemo da prinosi prate sluc¢ajan hod RS ~ N (17 + Hes o /O'I})%SDQ +0.2)

i RS~ N(Q(M;?SD + fe), \/2(055[’2 +0.2)). Iz teoreme 3 imamo

E(Rj,) = q x E(RJ|R] <e)+ (1 —q) x E(R|R} > ¢)

Posto je RS = RS + R®, a R® ima istu raspodelu kao i RS, i nezavisno je od R?, sledi

E(RY| R} > ¢) = B(R}|R? > o) + E(R}|RS > ¢)

E(R*|R} > ¢) = 5" + pe.
Sa druge strane znamo

¢ x E(R]|R} <e)+ (1 —q) x E(R]|R} > ¢) = B(R}) = ;" + pe.
Pa se dobija

E(R),) = (1" + pe) + (1= @) (1™ + pe) = (1°P + pe) (2 — q).

Sada ¢emo izracunati varijansu portfolija. Prvo imamo

E[(R.)"] = axE(RY|R} <e)+(1-q) x E(RP|R] >¢)
= ¢xER¥R <o)+ (1—q) x E(R?? + R + 2RSRS|R% > ¢)
= E(RY) + (1 - E(R®) +2(1 — )B(RT|RY > ) (1" + pie)

= (5P 4 1) + 0FSP2 4 02 )(2 — g) + 201 — Q)B(RRS > &) (1P + ).

Posto je

(E*u?SD*ue)g

1 > ~ 5/ -RSD2, 2 \
<1—q>E<R$|R?>s>:\/ [ o

RSD2 | ;2
2m(ofi5P2 + 02,
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: 43 (z—p 5P —pe)?
Koristeéi smenu u = Q(O.ng dobija se

$| s RSD e
(1 - Q)E<R1‘R1 > 8) = (,up +,ue 27T (e—pRSD_ 002 e “du
\/ URSD2 + ng 2(GRI:S‘D2+02 )
1 (6*#§SD*H6)2

20502 102,)

RSD 2
— (1 —
(1,77 + pe) (1 —q) + Up\/Qw(afSDQ T Jgp)e

Pa je

E[(RE,)?] = ((ufP + pe)® +0°P% + 62 )(2—Q)+2(ufSD+ue)2(1—Q)

_(e= uﬁSD*ue)Q
RSD / 2(eF5D2102,)
+ + H’e O—RSD2 + ng 2( +ogp) |

Konaé¢no, dobijamo varijansu portfolija

V(RE,) = E[(Rf,)"] - [E(R,)

= q(1— ) (i + pe)® + (2 = @) (0°P% + 02,

RSD _,, 2

_ (e—pp
D oBSD2L 52y
+ RS T pe) /O.RSDQ + ng /2 2( +o2p)
m

|

Primetimo da problem ima isti oblik kao i problem tvrdenja 5 samo sa promenjenim
parametrima. Funkcija cilja je takode nelinearna funkcija tezinskih koeficijenata portfolija i
nije konveksna. Pa se ne mogu koristiti globalne metode za resavanje. Sada ¢emo predstaviti

metodu za reSavanje problema ove vrste.
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6 Sekvencijalno kvadratno programiranje

Problem optimizacije portfolija kada vreme izlaska zavisi od performanse portfolija tvrdenje
5, 1 kada se investira u strano trziste tvrdenje 7, su problemi minimizacije sa nelinearnim
ograni¢enjima. Generalno, problem je:

min f(x)
pri ogranicenjima
h(z)=0
gde ffheC', f:R*"— R, h:R'"— R™ i m <n, a funkcije f i h ne moraju biti
linearne.
Osnovna ideja za reSavanje problema sa nelinearnim ograni¢enjima je da se ne radi sa
nelinearnim ogranicenjima. Jedna od metoda za reSavanje ovog problema je sekvencijalno

kvadratno programiranje. Ideja metode je da se sekvencijalno resava niz kvadratnih prob-
lema. Kvadratni problem je minimizacija kvadratne funkcije uz linearna ogranicenja.

Metoda sekvencijalnog kvadratnog programiranjeima ima opstu strukturu datu slede¢im
algoritmom:

1. Za dato x i A\ resiti sledeci problem kvadratnog programiranja
. 1
min ¢(dy) = §d:kFdek + V f (z) " dy,
pri ogranicenjima
h(l’k) + Vh(xk)dk = 0,
gde je Hy &= Vi L(xy, A\).
2. Odrediti sledecu iteraciju

Tpt1 = Tp + apdy,

pri ¢emu se ay, bira tako da odgovarajuca ”funkcija cilja” dovoljno opada.

3. Odrediti Hy,q koristeéi pozitivno definitnu Kvazi- Njutnovu aproksimaciju hesijana
Langranzove funkcije V. L(Zg11, Akt1)-

U svakoj iteracija pozitivna definitna aproksimacija hesijana Langranzove funkcije, H, se
racuna pomoc¢u Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno (BFGS) metode.

T T T

kg, Hy sy siHy

Hyy1 = Hy + Tk— ka )
9k Sk sy, Hysp,
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gde je

Sk = Tk41 — Tk,

g = (Vf(@rpn) + DN Vhiwea)) = (Vf () + > A Vhi(ag)).

i=1 i=1

Hoc¢emo da je hesijan Lagranzove funkcije pozitivno definitan u svakoj iteraciji iako on moze
biti jednak nuli u resenju, videti teoremu 6. Pozitivna definitnost se odrazava tako sto
obezbedujemo da je g{ sy pozitivno u svakoj iteraciji i da je pocetno H pozitivno definitna
matrica. Kada g{ s nije pozitivno, g se modifikuje elemenat po elemenat tako da bude
grs;, > 0. U prvoj modifikaciji, najmanji negativan elemenat od g/ s;. se polovi dok god ne
bude vedi ili jednak maloj negativnoj toleranciji. Ako posle ove procedure g!'s;, jos uvek nije
pozitivno, g, se modifikuje tako sto mu se doda vektor v pomnozen konstantnim skalarom
w

gk = gk TV - W,
gde je

v; =0, inace, i=1,....m

{ Vi = Vhi(Tp41) - hi(@pi1) = Vhi(ze) - hi(zr), ako je (gr)i-w <0 4 (gr)i - (si)i < 0;

Povecavamo w dok god g} s, ne postane pozitivno.

U koraku 2. "funkcija cilja” cilja se bira na razlic¢ite nacine. Jedan od izbora je sledeci

Y(x) = fla)+ Y rihi(z).
i=1
Kazneni parametar je

V@)
| Vgi(z) |I
gde je || - || Euklidska norma.

Teorema 8. ([12]) Pretpostavimo da je reSenje x* regularna tacka (definicija 4), \* su
optimalni LangranZovi mnoZitelji i hesijan Lagranzove funkcije V2, L(x*, \*) je pozitivno
definitna matrica na tangetnoj ravni (definicija 5). Pretpostavimo da su f,h dvaputa difer-
encijabilne sa Lipschitz neprekidnim drugim izvodima u okolini tacke (x*, \*) (definicija 7).
Ako su xg i Ng dovoljno blizu x* i X\*, tada par (zx, \x) generisan algoritmom konvergira
kvadratno (definicija 6) ka resenju (x*, \*).

Resenje datog algoritma je lokalni minimum problema, a posto je funkcija cilja nije
konveksna, videti sliku 5, ne mozemo tvrditi da je reSenje i globalni minimum.
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7 Numericko resavanje

Testiracemo metodu za numericko resavanje, sekvencijalno kvadratno programiranje, na
primeru investiranja u 10 aktiva. Odredi¢emo optimalni portfolio za sve pomenute slucajeve.
Resenja dobijamo pomocéu programskog paketa MATLAB.

Podatke o aktivama uzimamo proizvoljno, ali tako da je kovarijansna matrica simetricna
i pozitivno definitna. Neka je vektor ocekivanih prinosa aktiva

,u:[l.ll67 1.2833 1.2500 1.2333 1.4000 1.2833 1.3333 1.2333 1.2667 1.2333}T,

a kovarijansna matrica

[ 0.200 —0.028 —0.024 —0.004 —0.058 —0.008 —0.004 —0.036 —0.018 —0.008
—-0.028 0.181 0.017 —-0.003 0.028 0.005 0.004 0.022 0.009 —0.003
-0.024 0.017 0.225 —0.005 0.025 0.011 0.005 0.027  0.008 —0.018
—-0.004 —-0.003 -0.005 0.222 0.013 —-0.029 -0.014 -0.008 —0.006 0.016
—0.058 0.028 0.025 0.013  0.300  0.008 0 0.040 0.022  0.010
-0.008 0.005 0.011 -0.029 0.008 0.200 0.031  0.029 0.0161 —0.029
—0.004 0.004 0.005 —0.014 0 0.031  0.300  0.009 —0.004 —0.011
-0.036 0.022  0.027 —0.008 0.040 0.029 0.009 0.400 0.023 —0.018
—-0.018 0.009 0.008 —0.006 0.022 0.016 —0.004 0.023 0.500  0.004

| —0.007 —0.003 -0.018 0.016 0.01 -0.029 -0.011 -0.018 0.004  0.200

Investitor zeli da ostvari prinos od 1.5.

7.1 Standardni Markowitz-ov model

Ako pretpostavimo da investitor sa sigurnoscu zna kada izlazi sa trzista, koristimo standardni
Markowitz-ov model, (3) do (5), gde je F = 1.5. Resavanjem dobijamo tezinske koeficijente
portfolija

w:[—0.6177 0.2330 —0.0411 0.0316 0.7157 0.2889 0.4815 —0.1594 0.0537 0.0137]T

Pozitivni tezinski koeficijenti oznacavaju udeo kapitala ulozen u odgovarajuéu aktivu, a
negativni da je potrebno pozajmiti novac koji bi ulozili u odgovaraju¢u aktivu. Varijansa
portfolija je 0.4039. Znaci da bi investitor ostvario prinos od 1.5 on je izlozZen je riziku od
0.4039.
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Na slici 6 vidimo skup efikasnih portfolija prikazan u p — o ravni.

Mean-‘ariance-Efficient Frontier
1.42 T T T T

w o ] L
] E & @
T T T T

Expected Return

[
T

124 i 1 i i i i 1 i i
0.1 015 02 025 03 035 04 045 05 055 0B
RiskiStandard Deviation)

Slika 6: Skup efikasnih portfolija Markowitz-ovog modela

7.2 Generalizovani Markowitz-ov model kada vreme izlaska ne za-
visi od prinosa

Pretpostavimo sada da je vreme izlaska neizvesno i da vreme izlaska ne zavisi od perfor-
manse portfolija, problem (13) do (15), gde je E* = 1.5. Neka se raniji izlazak deSava sa

verovatnoéom 0.5.
_ 1 2
T \os 05

Tada je E(7) = 1.51 V(1) = 0.25, pa dobijamo resenje

w:[—0.6177 0.2330 —0.0411 0.0316 0.7157 0.2889 0.4815 —0.1594 0.0537 0.0137]T

Vidimo de je resenje indeti¢no resenju standardnog Markozitz-ovog problema. Ali u
ovom slucaju varijansa portfolija je 0.7789. Primecujemo da je varijansa veca nego varijansa
koji dobijamo resavanjem standardnog Markozitz-ovog modela, jer neizvesno vreme izlaska
povecava varijansu portfolija. Skup efikasnih portfolija je prikazan na slici 7.

37



Mean-‘ariance-Efficient Frontier
145

Expected Return

i i i i i i
0.65 07 075 0.8 0.85 09 0.95
Riski{Standard Deviation)

Slika 7: Skup efikasnih portfolija generalizovanog Markowitz-ovog modela kada je vreme
1zlaska nezavisno od performanse portfolija

7.3 Generalizovani Markowitz-ov model kada je vreme izlaska za-
visno od prinosa

Sada ¢emo posmatrati slucaj kada vreme izlaska zavisi od performanse portfolija. Investitor
izlazi sa trzista ranije ako prinos portfolija padne ispod € = 1.2. ReSavanjem problema datog
u tvrdenju 5, gde je £/ = 1.5, dobija se

w:[0.7021 0.0478 0.1901 0.1688 —0.3544 0.0147 —0.1981 0.1807 0.0276 0.2208]T

Varijansa portfolija je 1.6421, pa primec¢ujemo da je ve¢a nego varijansa koji imamo kada
vreme izlaska ne zavisi od prinosa. Ako uzmemo da je ¢ = 1.6, tada imamo varijansu od
0.7038. Pa vidimo da sa pove¢avanjem praga izlaska smanjujemo varijansu.

Iako funkcija cilja nije konveksna, imamo konvergenciju ka resenju. Provereni su i dovoljni
uslovi drugog reda. Dobijeni minimum je lokalni, a posto funkcija cilja nije konveksna ne
moze se tvrditi da je resenje i globalni minimum. Medutim, uzimajuci razlicite pocetne
tacke u algoritmu sekvencijalnog kvadratnog programiranja, dobija se isto resenje. Tako da
se moze zakljuciti da je reSenje globalni minimum. Na slici 8 je prikazan skup efikasnih
portfolija.
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Slika 8: Skup efikasnih portfolija generalizovanog Markowitz-ovog modela kada vreme izlaska
zavisi od performanse portfolija

7.4 Problem investiranja u strano trziSte kada vreme izlaska ne
zavisi od performanse portfolija u Srbiji izrazenog u dolarima

Pretpostavimo da investitor iz Amerike ulaze u 10 aktiva sa srpskog trzista. ReSavamo
problem (22) do (24), gde je E* = 1.5. Ocekivanje i varijansa vremena izlaska su isti kao
i pre E(7) = 1.5 1 V(1) = 0.25. Neka je gore dat vektor ocekivanih prinosa p, vektor
ocekivanih prinosa aktiva sa srpskog trzista p = pf**P, dok je V je kovarijansna matrica
prinosa sa srpskog trzista. Stopa rasta dinara u odnosu na dolar ey, prati slucajan hod sa
ocekivanjem p, = 0.2 i varijansom o2 = 0.05.

Resenje problema je

w:[().0107 0.1448 0.0691 0.0966 0.2067 0.1585 0.1579 0.0019 0.0412 ().1124]T.

Varijansa portfolija je 0.4646. Na slici 9 vidimo skup efikasnih portfolija.
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Slika 9: Skup efikasnih kada je vreme izlaska nezavisno od performanse portfolija w Srbij
1zrazenog u dolarima

7.5 Problem investiranja u strano trziste kada je vreme izlaska za-
visno od performanse portfolija u Srbiji izrazenog u dolarima

Sada ¢emo pretpostaviti da vreme izlaska zavisi od performanse portfolija izrazenog u dolarima.
Resavamo problem tvrdenja 7, gde je E = 1.5. Investitor izlazi sa trzista ranije ako prinos
portfolija izrazenog u dolarima padne ispod € = 1.2. Ocekivanje i varijansa vremena izlaska,
prinosa u dinarima kao i stope raste dinara u odnosu na dolar su isti kao i u slucaju kada
vreme izlaska ne zavisi od performanse portfolija u Srbiji izrazenog u dolarima. Tada se
dobija

w = [ 1.4454 —0.0565 0.3194 0.2467 —0.9567 —0.1406 —0.5807 0.3724 0.0130 0.3377]T

Varijansa portfolija je 4.3492. Primec¢ujemo da je varijansa dosta veca nego varijansa kada
vreme izlaska ne zavisi od performanse portfolija u Srbiji izrazenog u dolarima. ReSenje je
globalni minimum, jer se za razlic¢ite tacke dobija isto resenje. Skup efikasnih portfolija je
prikazan na slici 10
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Slika 10: Skup efikasnih portfolija Markowitz-ov modela kada vreme izlaska zavisi od perfor-
manse portfolija u Srbiji izraZenog u dolarima

7.5.1 Problem investiranja u obveznice Republike Srbije kada je vreme izlaska
zavisno od performanse portfolija izrazenog u dolarima

Testiratemo resavanje sledeceg problema. Investitor iz Amerike ulaze u obveznice Repub-
like Srbije emisije A: A2011, A2012, A2012, A2013, A2014, A2015 i A2016. Posmatramo
istorijske podatke prinosa obveznica za poslednja 3 meseca, od 08.11.2010 do 04.02.2011.
Istorijske podatke kursa posmatramo za isti vremenski period. Svi sledeé¢i podaci su dati u
procentima.

Koriste¢i Pirsonov y2-test za testiranje hipoteze da obelezje ima neku odredenu raspodelu
protiv alternativne hipoteze da nema tu raspodelu, dobijamo da kurs ima normalnu raspodelu
sa ocekivanjem p, = —0.000045815 i varijansom 0.00008464. Na histogramu vidimo takode
da kurs ima normalnu raspodelu.

7

7

SR

S

7
/
2 v
, i i
0.01 0 0.0
rasta dinare r

Slika 11: Histogram za kurs
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Primenom Pirsonovog y2-testa na prinose obveznica u dinarima dobijamo da se hipoteza
o normalnoj raspodeli odbacuje. Tako da je u ovom primeru narusena pretpostavka o normal-
noj raspodeli prinosa u dinarima, pa ne mozemo primeniti tvrdenje 7. lako su pretpostavke
narusene, resavanjem ovog problema dobijamo sledece.

Vektor ocekivanih prinosa obveznica je

p=[ 44911 43554 4.3002 4.3641 4.427 4.3219 ] .

Na osnovu istorijskih podataka izracunavamo kovarijansnu matricu za prinose

0.1112 0.030297178 0.038499824 0.059817637 0.023573192 0.019994709
0.030297178 0.0721 0.025816604 0.034765029 0.019338498 0.009346863
0.038499824 0.025816604 0.09186961 0.056591408 0.035368733 0.040072714
0.059817637 0.034765029 0.056591408 0.09048064 0.038641018 0.035115949
0.023573192 0.019338498 0.035368733 0.038641018 0.04549689 0.039315268

| 0.019994709 0.009346863 0.040072714 0.035115949 0.039315268 0.04618201

Pretpostavimo da investitor izlazi ranije sa trzista kada prinos portfolija izrazen u dolarima
padne ispod vrednosti € = 4. Tada je verovatnoca ranijeg izlaska ¢ = 0.0097. Pretpostavimo
da on zeli da ostvari prinos portfolija izrazenog u dolarima E = 9. Tada dobijamo

w= [ 0.3585 0.1117 0.1815 —0.3773 1.3356 —0.6099 ]T
Varijansa portfolija je 0.4821. Na slici 12 je prikazan skup efikasnih portfolija.
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Slika 12: Skup efikasnih portfolija problema investiranja u obveznice Republike Srbije kada
je vreme izlaska zavisno od performanse portfolija izraZenog u dolarima

Za sve reSene slucajeve su provereni dovoljni uslovi drugog reda, pa mozemo sa sigurnoséu
tvrditi da su dobijena reSenja minimumi problema. Testiran je i sluc¢aj kada ulazemo u vise
od 10 aktiva.
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8 Zakljucak

Motivacija za izbor ove teme je u radu [10]. U pomenutom radu autori su generalizovali
standardni Markowitz-ov model koji je zasnovan na pretpostavci da investitor sa sigurnoséu
zna kada ce izaci sa trzista, na slucaj kada je vreme izlaska neizvesno. U ovom slucaju
investitor je izlazen riziku prinosa aktiva i riziku vremena izlaska. U radu autori su posmatrali
dva slucaja kada vreme izlaska ne zavisi od performanse portfolija, kao i slucaj kada zavisi.

U prvom slucaju formulisali su problem optimizacije portfolija i pokazali da je to kvadratni
problem c¢ije je reSenje istog oblika kao i reSenje problema standardnog Markowitz-ovog mod-
ela sa prilagodenim vrednostima parametara. Dok su u slucaju kada vreme izlaska zavisi
od performanse portfolija formulisali problem. Funkcija cilja problema minimizacije je ne-
linearna funkcija tezinskih koeficijenata portfolija, pa se problem ne moze resiti eksplicitno.
Glavna ideja master teze je bila da se pronade odgovaraju¢a numericka metoda za resavanje
pomenutog problema.

U master tezi je pokazano da funkcija cilja prethodno pomenutog nelinearnog prob-
lema nije konveksna funkcija, pa nije moguée primeniti globalne metode resavanja. Opisan
problem se moze resiti jednom od numerickih metodom za reSavanje problema nelinearne
optimizacije sa ogranicenjima, sekvencijalnim kvadratnim programiranjem, sto je testirano
u radu.

Druga ideja je bila da se generalizuju rezultati iz [10] na sluc¢aj investiranja u strano
trziste. Posmatran je slucaj sa stanovista americkog investitora koji ulaze u srpsko trziste. U
ovom slucaju pored rizika prinosa u dinarima i rizika vremena izlaska imamo i rizik promene
kursa. Takode, kao i u slucaju ulaganja samo u domace trziste, posmatrano je dva slucaja,
kada vreme izlaska ne zavisi od performanse portfolija u Srbiji izrazenog u dolarima, kao
i slucaj kada zavisi. U sluc¢aju kada je vreme izlaska nezavisno, pokazano je da reSenje
problema ima isti oblik kao i resenje problema standardnog Markowitz-ovog modela sa pri-
lagodenim vrednostima parametara. U drugom slucaju kada vreme izlaska zavisi od perfor-
manse portfolija u Srbiji izrazenog u dolarima funkcija cilja ima slican oblik funkciji cilja
problema ulaganja samo na domace trziste kada vreme izlaska zavisi od prinosa. Funkcija
cilja je takode nelinearna funkcija tezinskih koeficijenata portfolija i nije konveksna. Pa se
problem se resava takode sekvencijalnim kvadratnim programiranjem.

Na kraju je testirano resavanje pomenutih problema optimizacije koristeci sekvencijalno
kvadratno programiranje. U svim pomenutim sluc¢ajevima imamo konvergenciju ka global-
nom minimumu.
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