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Predgovor

Laplace-ova transformacija predstavlja jako dobar "alat" za rjesavanje obi¢nih
i parcijalnih diferencijalnih jednacina. Integralne transformacije pojavljuju se u
radu Leonarda Fuler-a, koji ih je prilikom rjesavanja obi¢nih diferencijalnih jed-
nacina drugog reda, predstavljao u obliku inverzne Laplace-ove transformacije.
Laplace u svom velikom djelu Théorie analytique des probabilités (1812), pominje
Euler-a kao zacetnika integralnih transformacija. Krajem devetnaestog vijeka,
Laplace-ova transformacija je prosirena do njenog kompleksnog oblika zaslugama
Poincaré-a and Pincherle-a, i proSirena na dvije promjenjive zaslugom Picard-
a. Jedna od najljepsih formula iz teorije Laplace-ove transformacije je svakako
formula kompleksne inverzije. Prva primjena savremene Laplace-ove transforma-
cije pojavljuje se u radu Bateman-a (1910). Berstein je 1920-te u svom radu
o teta funkcijama izraz f(s) = [5° e *¢(t)dt nazvao Laplace-ovom transforma-
cijom. Odredeni podsticaj i doprinos ovome dao je Deutch 1920-ih i 1930-ih
godina koji primjenjuje Laplace-ovu transformaciju za rjesavanje diferencijalnih,
integralnih i integrodiferencijalni jednacina. Rezultate toga rad je izlozio u djelu
Theorie und Anwendungen der Laplace Transformation (1937). Vaznu ulogu u
primjeni Laplace-ove transformacije u Elektrotehnici odigrao je Oliver Heaviside.
On je izumio Heaviside-ovu stepenastu funkciju i primjenio je na modelu stuje
u elekticnom kolu. Pronasao je i metodu za rjeSavanje linearnih diferencijalnih
jednacina, za koju je kasnije utvrdeno da odgovara Laplace-ovoj transformaciji.
Mnogi naucnici su pokusali da Heaviside-ov ra¢un ucine slozenijim i povezu ga sa
Laplace-ovom transformacijom. Jedan od njih bio je i Bromwich, koji je otkrio
inverznu Laplace-ovu transformaciju. Laplace-ova transformacija primjenjuje se
u fizici (na primjer, provodenje toplote) kao i u analizi prenosa signala u razli¢i-
tim sistemima (elekti¢ne mreze, komunikacioni sistemi, ...). Opticki sistemi, kao
i kompjuterski programi za obradu digitalizovane slike i zvukova se takode mogu
smatrati sistemima na koje se moze primjeniti Laplace-ova transformacija.
U ovom master radu sam pokusala da na najbolji nac¢in priblizim ¢itaocu Laplace-
ovu transformaciju, njene osnovne osobine i primjene. Rad se sastoji od dve glava.
Prva glava predvidena je za ¢itaoce koji se prvi put upoznaju sa pojmom Laplace-
ove transformacije i koji nisu upoznati sa Banahovim prostorima, dok je druga

glava napredniji nivo i ona je namjenjena c¢itaocima koji su upoznati sa ovim
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pojmovima, kao i sa teorijom operatora.

Prva glava se sastoji Cetrnaest poglavlja. Tu su izloZene neke osnovne oso-
bine Laplace-ovog integrala. U prva cetiri poglavlja su date osobine Laplace-ove
transformacije. U petom poglavlju je definisana inverzna Laplace-ova transfor-
macija i dokazana je formula kompleksne inverzije. U narednih Sest poglavlja su
definisane Gama, Beta i Beselova funkcija, definisan je pojam konvolucije funk-
cija i dokazana je teorema za konvoluciju Laplace-ove transformacije. Takode je
definisan pojam distribucija i dokazana teorema za konvoluciju distibucija. Je-
danaesto poglavlje je posveéeno Riemann-Stieltjes-ovom integralu. Tu su date
osnovne definicije Riemann-Stieltjes-ovog integrala, funkcija ogranic¢ene varijacije
i Laplace-Stieltjes-ove transformacije , a sve to na prostorima R i C. Posljednja
dva poglavlja su posveéena primjenama Laplace-ove transformacije.

Druga glava se sastoji od deset poglavlja. To je uopstenje prethodne glave na
Banahovim prostorima. Ovde su jos uvedeni dodatni pojmovi kao sto su funk-
cije ograni¢ene semivarijacije, slabe ogranicene varijacije, apscise konvergencije,
Riesz-ovog operatora, Riesz-Stieltjes-ove transformacije i drugih. Laplace-ova i
Laplace-Stieltjes-ova transformacije su predstavljene kao operatori koji djeluju na

odredenim prostorima.
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1. Osnovna Laplace-ova

transformacija

1.1. Egzistencija Laplace-ove transformacije

Definicija 1.1.1. Pretpostavimo da je t — f(t) realna ili kompleksna funkcija
(t > 0) 7 s realan ili kompleksan parametar. Definisimo Laplace-ovu transforma-

ciju funkcije f sa

T—00

F(s) = £(f(1)) :/°° et F()dt = Tim [ e f(t)dt (1.1)
0 0
pod uslovom da ovaj limes postoji.

Ako ovaj limes postoji, onda kazemo da integral (1.1) konvergira. U suprot-
nom slucaju integral divergira i ne mozemo definisati Laplace-ovu transformaciju

za f. U nastavku ¢emo se baviti konvergencijom integrala (1.1).

Definicija 1.1.2. Integral (1.1) je apsolutno konvergentan ako postoji

lim /O "lemst £ (1) dt.

T—00

Ako L(f(t)) konvergira apsolutno, onda vrijedi

I

|/T e~ F(1)dt] < / e £ ()] dt — 0, kad T — o0
za sve 7' > T.

Definicija 1.1.3. Funkcija f je dio po dio neprekidna na intervalu [0, 00) ako:
i) lim;_,o+ f(t) = f(0F) postoji
ii) f je neprekidna na svakom konacnom intervalu (a,b) osim u eventualno ko-

nacno mnogo tacaka ri,rs, ..., € (a,b) u kojima funkcija f ima prekide.



Definicija 1.1.4. Funkcija f je eksponencijanlo ogranicena ako postoje kons-

tante M > 0 i o € R takve da za neko ty > 0 vrijeds

|f(t)] < Me™, t >t

Teorema 1.1.1. Ako je f dio po dio neprekidna na [0,00) i eksponencijalno
ogranicena, tada Laplace-ova transformacija postoji ako je Re(s) > « i konvergira

apsolutno.

Dokaz. Kako je funkcija f eksponencijalno ogranic¢ena (eksponencijalnog reda «),

tada postoji konstanta M; > 0 tako da vrijedi
|f(O)] < Mye™, t > 1,

za neko realno «. Funkcija f je dio po dio neprekidna na [0, %] i odatle imamo
ogranic¢enost tj.
lf()] < My, 0 <t<ty

Kako funkcija e ima pozitivan minimum na [0, ], a konstantu M moZemo

izabrati dovoljno veliku, pa imamo
If(t)] < Me™, t>0

Dakle,

Me—(az—a)t M Me—(x—a)’r
—(r — ) Tr— r—a

/ le st f(t)|dt < M / e~ @ gp —
0 0

Kada pustimo 7 — 0o i Re(s) = z > a daje

/Ooo|e‘5tf(t)|dt§ M (1.2)

r—«

1.2. Osobine Laplace-ove transformacije

Neka je L :={f : (0,00) = R (C) | F(s) postoji za neko s}.

Teorema 1.2.1. (Teorema linearnosti) Ako fi € L za Re(s) > «, fo € L za
Re(s) > f3, tada f1 + fo € L za Re(s) > max{«, 3} i

L(cifi + cafa) = a1 L(fr) + c2L(f2)

za proizvoljne konstante ¢y i cs.



Dokaz. 1z (1.1) i linearnosti integrala dobijamo

/00 e e fi(t) + cafa(t))dt = ¢ /00 e~ fi(t)dt + ¢ /OO e fa(t)at.
0 0 0
O

Teorema 1.2.2. (Teorema slicnosti) Ako je f € L, Re(s) > a ia > 0, onda je
i Re(s) > aa i vrijedi
s

£(f(at) = (%),

Dokaz. Po definiciji Laplace-ove transformacije imamo

L(f(at)) = /0 T et fat)dt.

a

Smjenom at = u, a dt = du gornji integral postaje

LOfw) = - [ e f(u)du
O

Teorema 1.2.3. (Prva teorema pomgjeranja) Ako je F(s) = L(f(t)), Re(s) > 0,
tada je F(s —a) = L(e"f(t)) , Re(s) > a, a € R.

Dokaz. Za Re(s) > a, vazi
F(s—a) = / T et (1) dt = / TSttt (1) dt = L™ f(1)).
0 0
[
Teorema 1.2.4. (Druga teorema pomjeranja) Ako je F(s) = L(f(t)), tada je
Lua()f(t = a)) = e F(s), (a > 0)

gdje je

0 ,t<a

1 ,t>a
ua(t){

Dokaz.

Llua(t)f(t — a)) = /0 T et (1) f(t — a)dt = / TSt (t — a)dt.

0

Uvodeéi smjenu 7 =t — a, dobijamo

/OO e f(1)dr = e /Oo e T f(r)dr = e F(s).
0 0



Napomena 1.2.1. Za a > 0, funkcija u,(t) se naziva Heaviside-ova stepenasta

funkcija.

Teorema 1.2.5. Ako -
= Z ant"
n=0
konvergira za t > 0 uz uslov da je

Ka"

la,| <

za sve dovoljno velike n i o > 0, K > 0, tada je

Z a, L(t") Z znfl' (Re(s) > a) .

n=0

Dokaz. Kako je funkcija f(t) predstavljena pomocu stepenog reda, ona je nepre-

kidna na [0, 00). Zelimo da pokazemo da razlika

N
— > a . L") = Z ant™)| < L.(]f(¢) Z ant™|)
n=0

konvergira nuli kad N — oo, gdje je L,(h(t)) = [3° e **h(t)dt , za neku funkciju
h gdje je x = Re(s). Prema tome je

3

(at)”
n!

Zant”|—] Z a,t"| < K Z

n=N+1 n=N-+1

_é(at

Kako za proizvoljne Laplace transformabilne funkcije h i g takve da je h < g
vrijedi £,(h) < L,(g), onda vrijedi

N n 1 N am
A7) < K - -~
L nzoa E g I—OZ n_oxn—H)
= K( - — 0 kad N Re(s) = :
x—a 7;)55 — a — 00, (Re(s) =z > «)

Ovdje smo iskoristi ¢injenicu da je
oo

1
f=— <L
> =—, ||

Prema tome je

n . apn!
L(f( —J\}l_I)ﬂooZan (t") _nz:oS"H? (Re(s) > a).



Teorema 1.2.6. Ako je f dio po dio neprekidna na [0,00) i eksponencijalno

ogranicena, tada
F(s)=L(f(t)) >0 kad Re(s)— oc.
Dokaz. 1z (1.2) slijedi da za proizvoljnu konstantu M > 0 vazi
o0 M
HE)dt < ——,  (Re(s) =z > a).
[Tertrwa < = (Re(s) =2 > a)
Pustajuéi u prethodnoj nejednakosti z — oo dobijamo tvrdnju. O]

Teorema 1.2.7. Neka je [ neprekidna na (0,00) eksponencijalnog reda o« i f’

dio po dio neprekidna na [0,00). Tada

L(f'(t)) = sL(f(t)) = f(0T) (Re(s) > a).

Dokaz. Parcijalnom integracijom dobijamo

/OooeStf’(t)dt: lim /;e“f’(t)dt: lim  [e=f(t) |7 +s /;e“f(t)dt]:

T—00, 0—0 T—00, 0—0

— lim [T f(r) — e f(S) + /5 et ()] =

T—00, 0—0

— 0 + s/w e f(1)dt (Re(s) > ).

0
Prema tome je

L(f'(t) = sL(f(t)) = f(OT).
Ovdje smo koristi ¢injenicu da za Re(s) = x > « vazi

|€—8Tf(7_)| S e—Z‘TMeOéT —

= Me @ 50 kad T — 00 .

Primjetimo da f(0") postoji jer f/(0%) = limy o+ f'(¢) postoji. Jasno, ako je f

neprekidna u nuli, onda je f(07) = f(0) i nasa formula postaje
L(f'(t)) = sL(f(1)) = f(0).
0

Teorema 1.2.8. Pretpostavimo da je f neprekidna na [0,00) osim u tacki t; >
0 u kojoj ima prekid i neka je f eksponencijalno ogranicena, a f' dio po dio

neprekidna na [0,00). Tada

L(f'(1) = sLIF(1) — f(0) —e " (f(t) = f(t1)) (Re(s) > a).



Dokaz.

/0 Tt n)de = Yim [Ten (8t = i [ () |5 e F () [T s /0 et (b)) =

T—00 0 T—00

= lim [ f (1) = FO) +e S (r) = e ) + 5 [ e f o).

T—00

Odatle je
L(f'(t)) = sL(f(t) = f(0) —e ™ (f(t]) — f(t1)):
Ako su 0 < t; < ty < ... < t, prekidi funkcije f, a n je konacan broj, tada

prethodna formula postaje

n

L(f(8) = sL(f(t) Z D) = ()

]

Napomena 1.2.2. Primjetimo da ako je f' neprekidna na [0,00) eksponencijal-

nog reda «, tada isto vrijedi i za funkciju f.
Slijedeca teorema je uopstenje Teoreme 1.2.7 i glasi:

Teorema 1.2.9. Pretpostavimo da su f(t), f'(t),...f™~Y(t) neprekidne na (0, 00)
eksponencijalnog reda o, a f™(t) dio po dio neprekidna na [0,00) . Tada je

L™ @) = "L (1) = 5" LHO0F) = "2 f(0F) = = fo D (o),

Teorema 1.2.10. (Teorema o diferenciranju slike) Neka je f(t) dio po dio ne-
prekidna na [0,00), eksponencijalnog reda o i L(f(t)) = F(s). Tada

dn

@F(s) =L((-1)"t"f(t) n=1,2,3,... (Re(s) > a).

Dokaz. Poéi ¢emo od same definicije Laplace-ove transformacije funkcije f

F(s) = /0 T et ()t

Diferenciranjem lijeve i desne strane prethodne nejednakosti po s dobijamo

d d st — > 9 —st
£F(S)Z£/O e f(t)dt—/o 5.¢ St

= [ —te 0t = £(-tr(1)

Ovdje smo koristili teoremu o zamjeni mjesta izvoda i integrala. Nastavljajuci

postupak dobijamo tvrdnju. O]



Teorema 1.2.11. (Teorema o pocetnoj vrijednosti) Pretpostavimo da f i f' za-
dovoljavaju uslove Teoreme 1.2.7 i F(s) = L(f(t)). Tada

f(07) = lim f(¢t) = lim sF(s) (s je realno).

t—0+ §—00

Dokaz. Na osnovu Teoreme 1.2.6 je L(f'(t)) = G(s) — 0 kad s — co. Na osnovu
Teoreme 1.2.7 je
G(s) = sF(s)— f(0"), s> a.

Pustajuéi limes u prethodnoj jednakosti dobijamo

0= lim G(s) = lim sF(s) — f(07).

$—00 S$—00
Prema tome je

F(0%) = lim sF(s).

5—00

]

Teorema 1.2.12. Pretpostavimo da funkcija f zadovoljava uslove Teoreme 1.2.7,

L(f'(t)) = G(s) postoji za sve s > 0 i limy_, f(t) postoji. Tada

lim [ e f(t)dt = /0 - f(t)dt.

s—0t Jo
Dokaz. Vidjeti u [1]. O
Teorema 1.2.13. (Teorema o krajnjoj vrijednosti) Pretpostavimo da f zadovo-

ljava uslove Teoreme 1.2.7 i limy_, f(t) postoji. Tada je

lim f(t) = ligé sF(s) (s je realno).

t—o00

Dokaz. Na osnovu pretpostavke funkcija f je ograni¢ena, pa primjetimo da je

eksponencijalni red ove funkcije & = 0. Na osnovu Teoreme 1.2.7 je

G(s) = L(f'(t)) = sF(s) = f(07) (s >0).

Pustajuéi limes kad s — 0 u prethodnoj jednacini dobijamo

lim G(s) = lim sF(s) — f(07). (1.3)

s—0 s—0

Na osnovu Teoreme 1.2.12 limes moze uéi ispod znaka integrala, pa dobijamo

: I K > —st g/ _ o !
lim G/(s) = liy | e f(t)dt_/o Fi(t)dt. (1.4)
Integral [;° f'(t)dt postoji, jer
e _ _ +
| rwat = tim [ p@de= lim (7(7) = 70%)). (1.5)
Iz jednacina (1.3), (1.4) i (1.5) dobijamo tvrdnju. O



Definicija 1.2.1. Ako je kompleksna funkcija f(z) diferencijabilna u svim tac-
kama u nekoj okolini |z — z| < r, tada je f(z) analiticka (holomorfna) u tacki
zo. Ako je f(z) analiticka u svakoj tacki u oblasti D, onda je f(z) analiticka
(holomorfna) na D.

Teorema 1.2.14. Ako je funkcija f(z) = u(x,y) + w(x,y) definisana u oblasti
D i njeni parcijalni izvodi ug,uy,, vy, vy su neprekidni i zadovoljavaju Cauchy-

Riemann-ove (C-R)" uslove. Tada je f(z) analiticka (holomorfna) na D.
Dokaz. Vidjeti u [5]. O

Teorema 1.2.15. Ako je f dio po dio neprekidna funkcija i integral

F(s) = /O Tt p(t)dt

uniformno konvergira za sve s € E C C , onda je F(s) neprekidna na E, tj. za

s —so € F je

lim Ooe_Stf(t)dt:/Ooo lim e *" f(t)dt = F(so).

s—=s0 Jo $—50
Dokaz. Vidjeti u [1]. O
Teorema 1.2.16. Pretpostavimo da su f(x,y) i 5-f(z,y) neprekidne u pravo-

ugaontku a < x < b, 0 <y <T, T >0, osim u mozda konacno mnogo tacaka u
kojima ima prekide duz pravih y =y;, i = 1,2,...,n i neka [;° f(z,y)dy konver-

gira, a [y° a%f(x, y)dy konvergira uniformno. Tada je

0 [ > 0
[ ey = [T fady (o< <b),

Dokaz. Vidjeti u [1]. O

Teorema 1.2.17. Neka je f(t) dio po dio neprekidna na [0,00) eksponencijalnog
reda o, onda je F'(s) = L(f(t)) analiticka funkcija u domenu Re(s) > «.

Dokaz. Neka je s = x + 1y.

F(s) = / T et f(4)dt /O T et () df = et / ~ (cos(yt)—isin(yt)) f(£)dt =

0

_ / ! cos(yt)) f()dt + / tsin(yt)) f(t)dt = u(z,y) + iv(z, y)

LOvi uslovi se dosta Gesto koriste u kompleksnoj analizi u dati su u [5]



Uzmimo u obzir

| t:o;;(e“cos(yt)) F(t)dt| = | :(—te“cos@t))f(t)dtl < /:te“!f@)!dté

<M = e-@ma=dt g < 7M e~ (@—a=d)to

- to Tr—a—9¢
gdje je 6 > 0 izabrano proizvoljno malo. Tada za z > xy > «a (z > xy >
a + ¢), desna strana prethodne nejednakosti moze biti dovoljno mala birajuéi
to dovoljno veliko. Iz toga slijedi da integral [5° I( *t cos(yt)) f(t)dt unifor-
mno konvergira za Re(s) > xg > a. Na isti na¢in zakljucujemo da integral
I ay( “tsin(yt)) f(t)dt konvergira uniformno za Re(s) > xg > «. Na osnovu
ove uniformne konvergencije i apsolutne konvergencije £(f(t)) po Teoremi 1.2.16

zakljucujemo da mozemo diferencirati ispod znaka integrala. 1z toga je

g = /0 - aax(e—xt cos(yt)) f (t)dt = /0 Y (—te cos(yt)) f(£)dt

— / (e sin(yt) f(t)dt = / (—te=2t cos(yt)) f(1)dt
y 0
tj. u, = v,. Na slican nacin pokaZzemo da je u, = —v,. Neprekidnost par-

cijalnih izvoda ug,uy,v,, v, slijedi iz Teoreme 1.2.15 primjenjene na funkciju
g(t) = —tf(t). Na osnovu Teoreme 1.2.14 slijedi tvrdnja. O

Teorema 1.2.18. Ako je f dio po dio neprekidna na [0,00) eksponencijalnog

reda oo > 0 ¢ .
:/ f(u)du
0

L(g(t) = LU(1)  (Rels) > a).

Dokaz. Kako je ¢'(t) = f(t), osim u tackama prekida funkcije f, pa parcijalnom

onda je

integracijom dobijamo

/Om st ()dt_Th_m[g(t)ZS g+i /OTeStf(t)dt].

Kako je g(0) = 0, trebamo odrediti

lim
T—00 —S

U tom cilju je ,

g(r)e ] < e [ 1f(w)ldu

-
< Me_”/ e*““du
0



M
= (e @I _ 72 50 kad T — o0
«

gdje je x = Re(s) > a > 0. Ovo vrijedi i za a = 0. Otuda je
1
Llg(t) = L)) (Re(s) > a).
O

Teorema 1.2.19. Ako je f dio po dio neprekidna na [0,00) eksponencijalnog
reda o > 0 i ako postoji [5° F(u)du, tada je

t o]
E(fi)) — / F(u)du  (Re(s) > a).
Dokaz.
/OO F(u)du = /Oo du /oo e f(t)dt = /oo f(t)dt /Oo e du =
s s 0 0 s
fo%) efut . fo%e) efst f t
= [T = [T a = o)
0 t 0 t t
Ovdje smo koristili Fubini?-jevu teoremu o zamjeni mjesta integrala. O]

1.3. Laplace-ova transformacija periodi¢nih funk-
cija

Neka je data funkcija t — f(t) takva da je f(t) = 0 za svako t < 0 koja je

periodi¢na na intervalu [0, 00) sa periodom 7T'. Tada vrijedi jednakost f(t+kT) =

f(t) gdje je k prirodan broj.

Teorema 1.3.1. Ako je F(s) = L(f(t)) i ako je f periodicna sa periodom T na

intervalu [0, 00), onda vrijedi

F(s) = — / L et ()t

1—esT

Dokaz. Na osnovu definicije Laplace-ove transformacije, imamo

F(s)= [~ e oyt = /OTe—st Fayde+ [~ e pay

Uvode¢i smjenu 7 =t — 7', dobijamo

/Oo e S f(t)dt = /.OO e D f(7 + T)dr = =7 /oo e T f(r)dr.
T 0

0

Prema tome je .
F(s) = / e~ f(t)dt + e T F(s),
0

pa na osnovu ovoga dobijamo tvrdnju. O]

2Formulacija i dokaz Fubini-jeve teoreme se nalazi u [3]
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1.4. Sustina Laplace-ove transformacije

Definicija 1.4.1. Orginalom se naziva svaka kompleksna funkcija realne pro-
mjengive t — f(t) koja ispunjava slijedece uslove:

i) Za svako t < 0 je f(t) = 0. Funkcija koja ispunjava ovaj uslov se naziva ka-
uzalna funkcija.

it) Funkcija [ je integrabilna na svakom konacnom intervalu koji pripada oblasti
[0, a], gdje je a < oo.

iii) Funkcija [ je eksponencijalno ogranicena.

Definicija 1.4.2. Neka je funkcija t — f(t) apsolutno integrabilna na intervalu

(—00, +00). Fourier-ova transformacija ove funkcije je

FNw) = [ e (1.6

Njena inverzna Fourier-ova transformacija glasi:

10 = 5= [ emFE Ny

Ako je f kauzalna funkcija, tada je donja granica integrala (1.6) umjesto —oo
jednaka 0. Pomnozimo podintegralnu funkciju jednakosti (1.6) sa funkcijom e=**,
gdje je z realni parametar izabran tako da integral (1.1) konvergira za svaki
original f(¢). Na taj nac¢in Fourier-ova transformacija od e~* f(t), gdje je f(¢)

original, jednaka je

/ T ity gt f(t)dt = / T it f(t)dt = / T et f(t)dt = F(s)
0 0 0

gdje je s = x + 1y. Do inverzne Laplace-ove transformacije dolazimo pomocéu

inverzne Fourier-ove transformacije. Imamo da je

—Cth / ztyF

Odavde je .

f=o | T: e P (5)dy — ;ﬂ /- " et B (s)dy.

Ako uvedemo smjenu s = x + 1y, za koju je ds = idy, dobijamo

£t = - / T B (s)ds. (1.7)

271 Jz—ico

Ovo je inverzna Laplace-ove transformacija i integral na desnoj strani jednakosti

(1.7) naziva se Bromwich — ov integral.

11



1.5. Inverzna Laplace-ova

transformacija

Definicija 1.5.1. Vrijednost lim_, fflA f(t)dt se naziva Cauchy-jeva glavna

vrijednost integrala [*5° f(t)dt, pod uslovom da ovaj integral postoji.

Teorema 1.5.1. (Fundamentalna teorema Fourier-ovih integrala) Neka je f ap-
solutno neprekidna i dio po dio glatka funkcija na R i neka je (F f)(y) Fourier-ova
transformacija od f. Tada integral (1.6) konvergira za svako t € R kao Cauchy-
jeva glavna vrijednost i vrijedi

[T e E R W)y = SR+ (), (19

21 J oo
gdje je f(t1) =limy o f(t+h) @ f(t7) = limy_o f(t — h).

Dokaz. Vidjeti u [2]. O

Teorema 1.5.2. Neka je f(t) dio po dio glatka (i kauzalna) funkcija eksponen-
cijalnog reda o € R i neka je F(s) Laplace-ova transformacija od f(t). Onda za

t>01is=ux+1iy takvo da je Re(s) > a vrijedi

Jim 1/A Fls)etdy = ;(f(ﬁ) + ).

A—oo 2 J_A
Dokaz. Definigimo funkciju g(t) = uy(t) f(t)e™*" (a > 0). Primjetimo da je funk-
cija ¢(t) apsolutno integrabilna, jer je f(t) eksponencijalnog reda «. Odatle
zakljuCujemo da Fourier-ova transformacija od g(t) postoji za Re(s) > « i

+oo “+oo

ey f(R)e Tt = [T e pa)dt = F(s).

0

(Fo)w) = [

—00

Kako je f dio po dio glatka, onda je i g dio po dio glatka i apsolutno integrabilna.
Prema tome, Teoremu 1.5.1 mozemo primjeniti na funkciju g. Kako je (Fg)(y) =
F(s) iz (1.8) dobijamo

1 oo . 1
o | P+ ipety = Sgt*) + ()
Za t > 0 imamo g(t*) = u,(t1)f(tT)e ™ = f(tT)e ™ 1 g(t™) = f(t7)e ™, $to
nam daje B
, 1
lim / F(s)e™dy = S(f(£) + F(0)e ™.

—A

Ako pomnozimo lijevu i desnu stranu prethodne nejednakosti sa e*, dobijamo

tvrdnju koja vazi za Re(s) > a it > 0. O

12



Teorema 1.5.3. (Laplace-ova transformacija je 1-1) Neka su f(t) i g(t) dio po
dio neprekidne funkcije eksponencijalnog reda o i neka su F(s) i G(s) Laplace-ove
transformacije od f(t) i g(t) respektivno. Tada, ako je F(s) = G(s) u poluravni
Re(s) > «, onda je f(t) = g(t) u svim tackama u kojima su f(t) i g(t) neprekidne.

Dokaz. Neka jet € R tacka ukojojsu f(t) 1 g(t) neprekidne. Kako je F(s) = G(s)
za Re(s) > «, iz Teoreme 1.5.1 dobijamo da je

f(t) = lim 1/:: F(s)e''dy = hm 1/A G(s)e*'dy = g(t).

A—oo 2 J—A

]

Definicija 1.5.2. Neka je funkcija f(z) regularna u prstenu 0 < |z—zo| < r i nije
definisana u tacki z = a, (a #0). Tada se a naziva izolovanim singularitetom

funkcije f.

Definicija 1.5.3. Izolovani singularitet a funkcije f se naziva:
i) otklonjivim , ako lim,_,, f(z) postoji i konacan je.
it) polom, ako lim,_,, f(z) = oco.

iii) esencijalnim singularitetom, ako lim,_,, f(z) ne postoji.

Definicija 1.5.4. Ako analiticku funkciju z — f(z) razvijemo u Laurent — ov

red u okolini njenog pola ili esencijalnog singulariteta, tj.
Ap(z —a)"
Z 1P

onda se koeficijent By uz Zfla naziva ostatkom funkcije f u tacki z = a. Ostatak

se oznacava sa res,—qf(z) ili res(f(z),z = a).

Teorema 1.5.4. (Cauchy-jeva teorema o ostacima) Ako je L kontura koja obu-
hvata polove ili esencijalne singularitete z, (k = 1,2,...,n) uniformne funkcije

2z f(2), tada je

n
f f(2)dz =2mi ) res(f(z),z = z).
L k=1
Dokaz. Vidjeti u [5]. O
Osnovna osobina inverzne Laplace-ove transformacije je linearnost koju mo-
zemo dokazati po definiciji. U nastavku ¢emo se baviti nekim osobinama inverzne

Laplace-ove transformacije.

13



Teorema 1.5.5. Ako se funkcija s — F(s) moZe razloZiti u Laurent-ov red

F(s) = > 45, 19)
tada je .
1) = £7(F() = X ovgy, (1.10)

gdje je L7Y(F(s)) inverzna Laplace-ova transformacija od F(s).

Dokaz. Primjenimo jednakost £(t") = -+, odnosno £7' () = £ na (1.9).
Zamjenom mjesta sume i inverzne Laplace-ove transformacije dolazimo do jedna-
kosti (1.10). O

Teorema 1.5.6. Ako je F(s) = %:((;)), gdje su Qun(s) i Py(s) polinomi (m < n)

i ako P,(s) ima proste nule sy, Sa, ..., Sy, tada je

(1.11)

Formula (1.11) poznata je kao Heaviside-ova formula.

Dokaz. Primjenom Bromwich-ovog integrala i Cauchy-jeve teoreme o ostacima

imamo

. Qu(s) o
f&)=> res( e s = sp).
2
Kako je
7‘68(?3:((5; et s =) = Slgglk(s - Sk)?j;n((;) e =
- st i SOk _
On(ot)e™ 108 B )
o Qm(sk)eskt
- P(si)
gdje je na posljednji limes primjenjeno L’Hospital-ovo pravilo. O]
Postoji i opstija formula od ove. Pretpostavimo da je s; = so = ... = sy = «a,

tj. s = a je nula polinoma P,(s) reda 9. Neka su ostale nule sy.1, ..., S, proste.

Tada se racionalna funkcija ?3;”((5)) moze prikazati u obliku
@m(s) «a Ch Co—1 Co " Qm(sk) 1
P.(s)  s— a+"'+(s — a)k+"'+(s — a)ﬁ—1+(s —a)? +kzﬁ:+1 P! (s) (s—sp)

14



Prethodnu jednakost pomnozimo sa (s — a)?, a zatim diferencirajmo ¥ — k puta

i pustimo da s — a. Tada dobijamo

1 d’* m
o= g im G (s — 0 ),

Inverzna transformacija racionalne funkcije PL(; daje
n

)
= Qms Z

tk 1 at skt
e > P’(sk)

k=0+1

Lema 1.5.1. Pretpostavimo da za s na konturi kruga Cgr (Slika 1.1), funkcija
F(s) zadovoljava

M

F <
P(5) <

za neko p > 01 sve R > Ry.

Tada je
lim e®F(s)ds=0  (t>0).

R—oo JOR

tRcos 6

Dokaz. U tackama s = Re® na Cg je |e¥| = e . Prema tome, za dovoljno

Al +1iy)

s /9]
\-\\ A
-7

,-\
<
>
o
)
Y
Y
AY

.
~

E(x —1iy)

s
s
s
s

Slika 1.1: Figura 1

veliko R takvo da su svi polovi funkcije F(s) u unutraénjosti konture T'p =
ABCDFEA, funkcija F(s) ¢e biti neprekidna na Cg i |F(s)| <
veliko R. Otuda dobijamo da na kruznom luku BC'D vrijedi

M %
d </ ts F ds| < / tRcosBd‘g.
| sl < [P as] < g e

RP , za dovoljno

stF
BCD

15



Uvodeci smjenu 6 = ¢ + 7, dobijamo

St P (s)ds| <
| BoD © (s)ds] < Rr—1

M T —tRsin g _ 2M 2 —tRsin g
/0 e dcp—Rp_l/O e dep. (1.12)

Posljednja jednakost je posljedica toga da je funkcija sin ¢ simetricna oko ¢ = 7,
za 0 < ¢ < m. Da bismo odredili granicu za integral (1.12), posmatrajmo grafik

funkcije y = sinp, 0 < ¢ < 7. Kriva od tacke (0,0) do tacke (3,1) ima nagib

(£.1)

Yy =sing

o
I
A

0 .

Slika 1.2: Figura 2

£ = % < 1, pa na osnovu toga zakljucujemo da prava %gp lezi ispod krive y = sin ¢,
tj.

. 2 T
sinp > —, 0<p<—.
T 2
Zbog toga jednacina (1.12) daje,
2M 5 2Rip 2M T 2Rty I
SLE(s)ds| < ~ = dp = M =y
| ooy € F8)dsl < 205 | e v = i (Tope )

_
Rt
Iznad luka AB imamo da je |e"*| < €' = ¢, za fikeno ¢ > 0 i duzina luka AB,

(1—e ) =0 kad R — oo.

u oznaci [(AB), ostaje ograniena kad R — oo. Prema tome je

M—M) kad R — oo.
Rp

| e F(s)ds| <
AB
Na slican nacin pokazuje se da
]/ e F(s)ds| -+ 0 kad R — oo.
DE
Iz ovog zakljucujemo da je
lim e’ F(s)ds = 0.

R—oo JCg
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Teorema 1.5.7. Pretpostavimo da je f neprekidna i eksponencijalno ogranicena
na [0,00), a f' dio po dio neprekidna na [0,00). Ako je F(s) = L(f(t)), za
Re(s) = x > a i zadovoljava

M

s’

[F(s)] < p>0

za sve |s| dovoljno velike i neko p i ako je F(s) analiticka na C osim u konacno

mnogo polova zy, zs, ..., z,, tada je

f(t) ! /:HOO e F(s)ds = zn: res(e®F(s),s = z). (1.13)

211 Jo—ioo ]

Dokaz. Po Teoremi 1.1.1, F(s) konvergira apsolutno za Re(s) =z > a, tj.

/00 e f(t)|dt = /Oo e f(t)|dt < 0o, x>
0 —o0

Iz toga zaklju¢ujemo da je funkcija g(t) = e=** f(¢) apsolutno integrabilna, pa na
osnovu Teoreme 1.5.1 je
1 +o00 ity
90 =5 [ eFg)wdy, t>0.
T J—0
Ako pomnozimo lijevu i desnu stranu prethodne jednakosti sa e* dobijamo
1 +o00 ot
16 =5 [ e Fowdy, t>o0.
T J—o0
Ako uvedemo smjenu s = x + iy, > «, prethodna jednacina postaje
N 1 T+100 stF ds — 1i 1 41y stF p
1O =g . CFOs=Jim g [ e Fls)ds
Da bismo dokazali tvrdnju, uzmimo Cpr radijusa R i centra u koordinatnom
pocetku. Tada za neko s koje se nalazi na konturi ' = ABCDFE A vrijedi

1 1 1
/ e F(s)ds = — [ e F(s)ds + —/ e* F(s)ds. (1.14)
Tr EA

o7ri 21t Jog 271

Kako je F(s) analiticka, za Re(s) = z > «, tada svi singulariteti funkcije F'(s)
moraju lezati lijevo od prave Re(s) = a (Bromwich-ova linija). Ako je F'(s)
analiticka za Re(s) < « osim u konacno mnogo polova z1, zs, ..., z,, onda je F(s)
oblika F(s) = jQ)Ei;? gdje su Q(s) i P(s) polinomi. Uzimajuéi R dovoljno veliko,
svi polovi funkcije F'(s) ¢e lezati unutar konture I'gr. Na osnovu Cauchy-jeve

teoreme o ostacima dobijamo

! /FR e F(s)ds = i res(e®F(s),s = z). (1.15)

2me =1

17



Iz (1.14) i (1.15) dobijamo

Z (eHF(s),5 = 2) = = / e F(s)ds + — /my “F(s)d
s — s)ds.
res( 27i ° 211 Ja—iy c °
Iz Leme 1.5.1 i pustajuc¢i R — oo dobijamo tvrdnju. O

Napomena 1.5.1. Ako funkcija F(s) iz prethodne teoreme ima beskonacno mnogo
polova {2z}, koji se nalaze lijevo od linije Re(s) = xg > 0 i |z1| < |22] < ...y

|zk| = 00 kad k — oo. Tada vrijedi

1 To+i00
f/o e F(s ds-Zres (e F(s),s = 2).

21 0—100 k=1

ft) =

1.6. Gama funkcije

Definicija 1.6.1. Funkcija p — T'(p), definisana pomocu integrala

I'(p) =/ atle™dx,  (p>0)
0
naziva se (Euler-ova) gama funkcija.

Posmatrajmo Laplace-ovu transformaciju funkcije ¢’ koja postoji za 9 > —1
i glasi
L(t") = / e S0 dt.
0

Uvodeéi smjenu x = st, (s > 0), dobijamo

© o x,l 1 o
E(tﬁ):/o e (—)ﬂfdxzsﬁﬂ/o e x’dx.

s S

Koriste¢i Gama funkcije, prethodna jednakost postaje

T+ 1)
W’

L(t") = ¥ >—1, s> 0.

Koristeéi jednakost £(t?) = -2 (pogledati Teoremu 1.2.5) i stavljajuéi ¥ = n =
0,1,2, ..., dobijamo I'(n —|—1) nl.

Teorema 1.6.1. Ako

t) = i ant"™ (9 > —1) (1.16)

konvergira za sve t > 0 i |a,| < Kan—T, pri cemu su K,a > 0 i jednakost (1.16)

vazi za sve dovoljno velike n. Tada

£isy) = Y ern vl

n=0

(Re(s) > a).

18



Dokaz. Vidjeti u [7]. O

Teorema 1.6.2. Ako

an
F(s)=>_ s (1.17)
n=0
konvergira za |s| > R, tada je
B 0o antn
f) =L FE) =Y 2 a=0) (1.18)
n=0 ’

Dokaz. Primjetimo da ako red (1.17) konvergira za |s| > R, onda je
<K,
STL
za neku konstantu K > 0 i sve n. Tada za |s| = r > R vrijedi
lan| < Kr'". (1.19)

Vrijedi i ) )
e S = S (1.20)
n n
gdje jea =2r. KakojeI'(n+9+1) >T'(n)zad > —1in > 1, pa (1.19) i (1.20)

daju
|ay| Ko™ Ko™

I(n+9+1) ~ nl'(n) n!

Mnozeci lijevu i desnu stranu prethodne jednakosti sa t", ¢ > 0, dobijamo

| an 0 K(at)"
'n+9+1)" — n!
Kako red e = y°2° ) " konvergira, onda red

s a

ft) = ;}WJF—’MW” (1.21)

konvergira apsolutno. Iz ovoga vidimo da je funkcija f eksponencijalno ogranic¢ena
i savljajuéi ¥ = 0 u (1.21) dobijamo (1.18). O

19



1.7. Konvolucija Laplace-ove transformacije

Neka su funkcije f(t) i g(t) definisane za t > 0.

Definicija 1.7.1. Konvolucija funkcija f i g je data pomocu integrala

(F)0)= [ f()glt —r)a
koji postoji ako su f i g dio po dio neprekidne.

Konvolucija se u opstem slucaju definiSe pomocu integrala

(F9)®) = [ ()t =7)d

Ako su f i g originali, za 7 < 0 je f(1) =0,aza 7 >t je g(t —7) = 0, tako da

granice integrala ostaju 0 i ¢.

Osnovne osobine konvolucije su:

i) f*g=gx* [ (komutativnost)

ii) e(f*xg) = fxcg=cf xg, ¢ je konstanta

iii) f* (g*h) = (f *g) * h (asocijativnost)

iv) fx(g+h)=f*g+ f*h (distributivnost).

Osobine (i), (ii) i (iv) lako se provjeravaju. Provjerimo osobinu (iii).

F(gxmle) = [ 1) g=me—r)dr = [ Fo)([ glapht — 7~ )dr)dr =

0

= [([ sgw-rin—aduar = ['([" $rigtu=r)dr)h(e—u)du = [(Fsg)h](0).

U prethodnu jednakost uveli smo smjenu x = u — 7.

Teorema 1.7.1. (Konvoluciona teorema) Ako su f i g dio po dio neprekidne na

[0,00) i eksponencijalno ogranicene, onda je

LIfg) )] = LfB) - L(g(t))  (Re(s) > ).

Dokaz.

20



Uvedimo smjenu ¢t = 7 + v i primjetimo da je 7 fiksno u unutrasnjosti integrala.

Na osnovu toga imamo

L) - L) = [ ([ e f(alt - m)dt)ar

Ako definisemo ¢(t) = 0 za ¢t < 0, onda je g(t — 7') =0 za t < 7, pa dobijamo

L(f(t)) / / g(t — 7)dtdr.
Na osnovu pretpostavke, Laplace-ovi integrali funkcija f i g konvergiraju apso-

lutno i odatle dobijamo da integral

/ooo /OOO e f(T)g(t — 7)|dtdr

konvergira. Ovo nam omogucava da zamjenimo redoslijed integracije, pa je
LEW) L) = [ [T e f(r)glt—r)dtar = /0 ([ e sty =
= [Tt ([ 1)t = ydnyde = £((1 + 9)(1).

1.8. Beta funkcije

B(p,q)= [ v"'(1—u)'du (p,q>0),

naziva se beta funkcija.

Definicija 1.8.1. Funkcija (p,q) — B(p,q) definisana pomocu
1
0

Ako je f(t) =P~ g(t) =771 p,q > 0, onda je

(f*xg)t)= /Ot ™1t — 7)1 T

Uvodec¢i smjenu 7 = ut, dobijamo

(Frg)t) =it [ (1 = w)

Tada na osnovu Teoreme o konvoluciji, dobijamo

L(p)l
£ B(p.) = £ () = TP
Dakle,
_ L LT (e), _ T)T(g)tr!
tP-H] IB — 1 —
(poa) = L7 (— ) Tota
pa na osnovu toga dobijamo Euler-ovu formulu za beta funkciju
I'(p)l'(q)
B(p,q) = -
29 I'(p+q)

21



1.9. Bessel-ova funkcija

Definicija 1.9.1. Bessel-ova funkcija je rjesenje Bessel-ove jednacine reda 1

d2?J dy 2
=2 t— + (P =0y =
R Jy=0

i definisana je pomocu reda

= (1) (at)?

qu(at) = Z

. 1.22
= 229l (n + 0)! (122)

Za ¥ = 0 jednacina (1.22) postaje

n=0
Jo(at) je ogranic¢ena funkcija i

|a‘2n |a|2n
22n(n)2 = (2n)!

Uzimajuéi « = |a|, prema Teoremi 1.2.5 dobijamo

|agn| =

Cat) = 5 CL@™ £y S @ Cn)!

= 22n (nl) 22n(n!)282n+1

n=0
}i —1)" Qn) )n_l s B
s = 22 52 s V2t a?
1
=——+—— (Re(s) > |al).

1.10. Integralne jednacine

Definicija 1.10.1. Jednakosti oblika
t
t) +/ k(t,7)f(r)dr
0

o) = [ ke, f()dr

nazivaju se integralne jednacine, gdje je f(t) nepoznata funkcija.

Kada je jezgro k(t, ) oblika

k(t,7)=k(t—1),
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gornji integrali predstavljaju konvolucije. Ako su g i k poznate funkcije, onda je

po konvolucionoj teoremi

odnosno

_ L(9)
1—L(k)

Posmatrajmo sada konvoluciju funkcija f'(t) i g(t). Laplace-ova transformacija

L(f)

konvolucije glasi

L[ Pt = 7)) = L)) = (F(s) - FO)G() =
= sF(s)G(5) ~ F(0)G(5).

Ako ¢lan f(0)G(s) prebacimo na lijevu stranu jednacine, dobijemo jedan od

DuHamel-ovih integrala

LO) + [ 7(7)g(t = 7)) = SF()G(s),

1.11. Laplace-ova transformacija distribucija
Neka je C*(R) = {f : R — C| f je beskonacno diferencijabilna}.

Definicija 1.11.1. Funkcija f € C*(R) se naziva brzo opadajuca funkcija, ako
je za svako m in € N funkcija t"f™) ogranicena na R, tj. postoji konstanta
M > 0 takva da je [t"f™| < M, za svet € R.

Prostor brzo opadaju¢ih funkcija, oznaci¢emo sa S. Sada kada smo uveli

pojam brzo opadajuéih funkcija, mozemo uvesti i pojam distribucija.

Definicija 1.11.2. Distribucija T je linearno preslikavanje koje svakoj brzo
opadajucoj funkciji ¢ dodjeljuje kompleksan broj. Djelovanje distibucije T na

brzo opadajucu funkciju ¢ oznacicemo sa (T, ).

Dakle, distibucija je preslikavanje T : S — C koje zadovoljava:
i) (T, co) = e(T, 9)
ii) (T, g1 + ¢2) = (t,¢1) + (T, $2)
gdje su ¢, € SiceC.
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Definicija 1.11.3. Neka su S ¢ T distribucije © za r € R definisimo funkciju
W(r) sa (r) = (T(t),p(t+r)). Ako za svako ¢ € S, funkcija (r) € S, tada je

konvoluvija distribucija S i T definisana sa
(S*T,¢) = (S(r), v(r)) = (S(r), (T(t), ot +1))).
Iz ove definicije zakljucujemo da vrijedi slijedeca lema.

Lema 1.11.1. Ako su distribucije T' © S definisane na S, tada su ST i T % .S

definisane na prostoru S.

Slijedeca definicija nam omogucéava da predstavimo distribuciju pomocu inte-

grala.

Definicija 1.11.4. Ako je funkcija f(t) apsolutno neprekidna na (—oo, 00), onda

definisimo distribuciju T} sa

(17.6) = [ (B (1.23)
za sve ¢ € S.

Ako je funkeija f u (1.23) kauzalna, izaberimo ¢ € S takvo da je ¢(t) = 0, za
sve t > 0. Tada (1.23) postaje

o0

(T, 0) = | O; FO(t)dt = /0 FO()dt = 0.

Definicija 1.11.5. Neka je T distibucija. KaZemo da je T' = 0 na (—o0,0), kada
je (T, ¢) =0 za sve ¢p € S takve da je ¢p(t) =0 za sve t > 0. Ovakvu distibuciju

nazivamo kauzalna distibucija.

Da bismo definisali Laplace-ovu transformaciju distibucija, funkcija e~ treba
pripadati prostoru §, sto nije tacno. Dakle u nastavku ¢emo posmatrati distibu-

cije na prostoru C*(R).

Definicija 1.11.6. Neka je T' kauzalna distribucija na prostoru C*(R). Tada je

Laplace-ova transformacija distribucije T' definisana kao kompleksna funkcija
U(s) = (T(t),e™™).

Teorema 1.11.1. (Konvolucija distibucija) Neka su S i T kauzalne distibucije
definisane na prostoru C*(R). Tada je i S+T kauzalna distibucija definisana na

prostoru C*(R) i vrijedi
L(S+T)=L(S) - L(T). (1.24)
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Dokaz. Kako su S i T kauzalne distibucije, onda je i S T kauzalna distribucija.
Na osnovu Leme (1.11.1), zakljuCujemo da S« T" € C>*(R). Dokazimo jos da
vrijedi (1.24). Za s € C, po definiciji je

(L(S *T))(s) = ((S* T)(t), ") = (S(r), (T(t),e*+7)).

ST

Za fiksno 7, kompleksan broj e™*", ne zavisi od t, pa vrijedi

L(S*T)(s) = (S(7), (T(t),e*")e™").
Dalje, (T'(t), e *"), za fiksno ¢, je kompleksan broj koji ne zavisi od 7, pa vrijedi

(L(S +T))(s) = (S(), e WT(t),e™™).

1.12. Riemann-Stieltjes-ov integral

Definicija 1.12.1. Neka je data funkcija f : R — R ¢ neka je I interval na

realnoj pravoj. Velicinu
N
V(f, 1) =supY_|f(x;) — flzj1)]
j=1

sa supremumom uzetim po svim izborima tacaka xo < 1 < ... < TN unutar

intervala I, zovemo varijacijom funkcije f na intervalu I.

Formula
Vi(x) = V(f, (=00, z])
za proizvoljno x € R definiSe tzv. funkciju varijacije V; funkcije f. Postoji
lim, 0 V¢ (x) u R? koju nazivamo totalnom varijacijom funkcije f i ozna¢avamo sa
V(f). Ukoliko je V(f) < +o0, onda kazemo da je f funkcija ograni¢ene varijacije.

Skup svih funkcija ogranic¢ene varijacije oznacavamo sa BV .

Neka je ¢ funkcija ogranicene varijacije na [a, b] i f kompleksna funkcija na [a, b].

Definicija 1.12.2. Za datu podjelu P : a = o < 21 < ... < z, = b intervala
la,b] i za izbor tacaka t = (ty,...,t,) takav da t; € [xj_1,2)] = Aj za1 < j<n

definisimo Riemann-Stieltjes-ovu sumu

o(Ptp.f) = Z F(t)lo(e;) — (i)

3R =R |J(~o0, 00)
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Ukoliko postoji kompleksan broj I takav da za svako € > 0 postoji 6 > 0 ta-
kav da je |o(P,t, o, f) — I| < € kad god je dijametar podjele P u oznaci d(P) =
maxi<;j<n(T;—%j_1) < 6, kaZemo da je funkcija f Riemann — Stieltjes integrabilna
po funkciji ¢.

Jasno je da je u tom sluc¢aju kompleksan broj I jedinstveno odreden. Njega

zovemo Riemann-Stieltjes-ovim integralom funkcije f po funkciji ogranicene va-

rijacije ¢ i oznacavamo ga sa [ fdp(z) ili sa [° fdep.

Napomena 1.12.1. U slucaju ¢(x) = x, Riemann-Stieltjes-ov integral se svodi

na Riemann-ov integral.

Teorema 1.12.1. (Osobine Riemann-Stieltjes-ovog integrala)
i) Ako ff fdpy sz fdps postoje i ¢ = w1 + o, onda je f Rimenn-Stieltjes

integrabilna u odnosu na ¢ i vrijedi
b b b
| sde = [ fder+ [ gdg.

i) Ako fab frdp Zf; fadp postoje i f = f1 + fa, onda je f Rimenn-Stieltjes inte-

grabilna u odnosu na ¢ i

[ rae= [ nag+ [ e

iii) Ako ff fdy postoji, onda za neku konstantu c vrijeds

[ende=c [ ra

w) Ako [© fdp i [° fdp postoje, a < ¢ < b, onda [° fde postoji i vrijedi

[ rao= [ sao+ [ rap

Teorema 1.12.2. Ako su f, o, ¢ neprekidne na [a,b], tada [° fdp postoji i
vrijedi , ,
| fwdet) = [ £ @

Dokaz. Uzmimo proizvoljno € > 0 i pokazimo da za max<;<,(t; —t;_1) dovoljno

malo vrijedi

1D Flap)le(ts) — elti1)] - / b FO)Q ()dt] < .
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Na osnovu teoreme o srednjoj vrijednosti, sumu na lijevoj strani prethodne ne-
jednakosti izrazi¢emo u obliku

n

Y f(@y)lelty) —elti-)] = D Fla)e' (€)= tim),

=1 =1
za neko & € [tj_1,t;]. Funkcija f je neprekidna funkcija na [a,b], pa vrijedi
lf(t)] < M, t € [a,b]. Funkcija ¢’ je neprekidna na [a,b] , pa je i uniformno
neprekidna na [a, b]. Zbog toga postoji 6 > 0 takvo da za |§; — x;| < 0 vrijedi

3

¢ (&) — &' (25)] < oMb —a) (1.25)

Kako je f¢' Riemann integrabilna za svaki odgovarajuéi podinterval od [a, b]

takav da je maxj<;j<,(t; — t;—1) < 0 dobijamo

n b

I3 Fla)e @)t t) = |

FO (t)dt] < g (1.26)

Iz (1.25) dobijamo

|3 Sl E) — Pl — )] < D Mg

j=1 j=1 (b —a)

(t; —ti—1)] = . (1.27)

N ™

Iz (1.26), (1.27), &;,z; € [tj—1,t;] i nejednakosti trougla dobijamo
n b
X @) €)= i) = [ F0e(Bde] <

Jj=1

]

Definicija 1.12.3. Laplace-ova transformacija Rieman-Stieltjes-ovog integrala u

odnosu na funkciju ¢ definisanu na [0,00) je data sa
[e'S) b
F(s) = Lrsldp) = [ e di(t) = lim [ e dg(t),

—00 b—oo J—p

pod uslovom da ovaj limes postoji.

Teorema 1.12.3. Pretpostavim da je ¢ neprekidna i eksponencijalno ogranicena
na [0,00). Tada je
Lr-s(p) = L(p).

Dokaz. Neka je
t
v(t) = [ p(rar,
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i stavimo da je ¢(t) = ¥(t) = 0 za t < 0. Tada je ¢/(t) = ¢(t) osim mozda u

tacki t = 0. Na osnovu Teoreme 1.12.2 i prethodne definicije dobijamo

Llp) = /_ Z e~ (t)dt = /_ Z e~/ (£)dt = / Z e~td(t) =

=Lr s(dY) = Lrs(¥') = Lr-s(p).
Il

Iz prethodne teoreme zaklju¢ujemo da pri rjesavanju diferencijalnih jednacina,
umjesto Laplace-Stieltjes-ove transformacije Lg_ g, mozemo uzeti standardnu Laplace-

ovu transformaciju L.

1.13. Primjena Laplace-ove transformacije na obi¢ne

diferencijalne jednacine

Laplace-ova transformacija se moze koristiti za rjesavanje obi¢nih diferencijalnih
jedanacina. Ona se primjenjuje na sisteme linearnih diferencijalnih, integralnih
i integrodiferencijalnih jednacina. Posmatrajmo nekoliko karakteristicnih pri-
mjera.
1° Rijesiti nehomogenu linearnu diferencijalnu jednacinu sa konstantnim koefici-
jentima

aoy™ () + ary "V (E) + o an1y () F any(t) = f(1), (1.28)

pri ¢emu se podrazumijeva da je f(t) original.

Rjesenje: Neka je Y = Y(s) = L(y(t)), F(s) = L(f(t)). Pretpostavimo da su
dati pocetni uslovi (0),y'(0), ...,y 1 (0). Ako na jednacinu (1.28) primjenimo

Laplace-ovu transformaciju, dobijamo
ap(s"Y — s" Ly (0) — ... —y™V(0) + a4y (s"Y — 5" 2y(0) — ... —y"D(0) + ..+

+an,—1(sY —y(0)) + a,Y = F(s).

Uvodeéi polinome
Po(s) = aps" + a15" " + ... 4 an_15 + ay

Qn-1(5) = ao(s" 1y (0)+...4+y" 1 (0)) +a1 (s" 2y (0)+...4y"2(0)) +...4an_1y(0)
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iz prethodne jednacine dobijamo

CQuals) | F(s)
T P(s) | Pu(s)

Primjenom inverzne Laplace-ove transformacije, dobijamo rjesenje

gdje je yp(t) rjesenje homogene jednacine, a y,(¢) partikularno rjesenje homogene

Y(s)

) = yn(t) + yp(t)

jednacine.

2° Rijesiti sistem diferencijalnih jednacina

dx
dt
(1.29)
dz,,
? = Qp1T1 + + ApnTn + fn(t)

gdje su f;(t), i =1,2,...,n originali, pod uslovima z1(0) = x1g, ..., £,(0) = Zpo.

Rjesenje: Neka je X; = X;(s) = L(xi(t)), a Fi(s) = L(fi(t)), i = 1,2,...,n.

Ako na sve jednacine (1.29) primjenimo Laplace-ovu transformaciju, dobijamo

sX1(s) —x10 = a11 X1(8) + ...a1, X, (s) + Fi(s)

X, (8) — Tpo = a1 X1(8) + .0 X () + Fu(s)
tj.
(CL11 — S)Xl(S) + ...+ (Ilan(S) = —T10 — Fl(S)

a1 X1(8) + oo + (@pp — ) X0 (8) = =20 — Fiu(s).
Determinanta ovog sistema je

ajpr — S ... A1n
D = det

a to je karakteristicni polinom matrice sistema

aiyp ... QAip

A= .. . |,
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tj. D = det(A — sI), gdje je I jedini¢na matrica. U daljem toku rjesavanja treba
odrediti slike X;(s), ..., X,,(s), a zatim odrediti rjesenja x1(t), ..., z,(t).

3° Rijesiti integrodiferencijalnu jednacinu drugog reda

adig) + by(t) + c/ot y(r)dr = f(t) (1.30)

gdje su a, b, ¢ konstante, a f(t) je dati original.
Rjesenje: Uzimajuéi L(y(t)) = Y (s), Laplace-ova transformacija pretvara jedna-
¢inu (1.30) u

a(sY (s) — y(0)) + bY (s) + EY(S) = F(s).

Iz ove jednacine dobijamo

Y(s) =

S

m(F(S) + ay(0))

iz koje nalazimo original y(t).

1.14. Primjena Laplace-ove transformacije na par-

cijalne diferencijalne jednacine

Laplace-ova transformacija se moze koristiti za rjesavanje parcijalnih diferencijal-
nih jednacina.

Definicija 1.14.1. Jednacina oblika

ou ou  d%u

"Ox, 7 Ox,, Ox¥

F(zy,...,zp, )=0

naziva se parcijalna diferencijalna jednacina. Najveci red izvoda je red parcijalne

diferencijalne jednacine.

Posmatracemo PDJ za funkciju u(x,t) od dve promjenjive i trazi¢emo njenu
Laplace-ovu transformaciju. Ako u funkeiji u(x,t) izaberemo ¢t = 0 (npr. u(x,0),
ut(z,0)) dobijamo uslove koji se nazivaju pocetni uslovi. Birajuéi u funkeiji u(z, t)
, © = 0 dobijamo granicne uslove (npr. u(0,t), u,(0,t)).

Laplace-ova transformacija od u(z,t) glasi
Uz, s) = Llu(z,1))(s) = /0 u(z, t)etdt. (1.31)
Laplace-ova transformacija od u; slijedi direktno parcijalnom integracijom
L(u(x,t))(s) = /OOO ug(z,t)e " dt = sU(z,s) — u(z,0).

30



S druge strane, Laplace-ove transformacije od u, i s, su

L(ug(z,t)) = CZE(L(U(J;J))) — ‘H]C(liv'-‘f)
. _ V@3

L(ugz(z,t)) = —(L(u(z,t

(e (2,1)) = 5 (£, ) = 5
Nekom transformacijom se eliminise varijabla ¢, pa samo U(z,s) i njeni izvodi
ostaju u jednacini.

Rjesavanje PDJ pomoc¢u Laplace-ove transformacije odvija se u nekoliko koraka:

1° Svaki izraz u PDJ za u(z,t) se transformise pomocéu Laplace-ove transfor-
macije u odnosu na promjenjive x i t. Laplace-ovom transformacijom dobijamo
obi¢nu diferencijalnu jednacinu koja sadrzi jedino parcijalne izvode po z. Ova
jednacina sadrzi sve pocetne uslove.

2° Rijesimo obi¢nu diferencijalnu jednacinu koristenjem veé¢ poznatih metoda.
Da bismo je rijesili moramo odrediti grani¢ne uslove za U(x,s) koje nalazimo
Laplace-ovom transformacijom grani¢nih uslova za u(x,t).

3° Rjesenje od U(x, s) se inverznom transformacijom transformise u u(x,t) .

Naves¢emo nekoliko karakteristicnih primjera primjene Laplace-ove transforma-
cije na PDJ.

1° Rijesiti jednodimenzionu jednacinu provodenja toplote

U = Uy 0 <2< (1.32)
u(z,0) =0
w(0,t) = fi(t) u(l,t) = fa(?). (1.33)

Rjesenje. Laplace-ova transformacija od u(x,t) je

Ulx,s) = /OOO e "u(z, t)dt. (1.34)

Primjenimo Laplace-ovu transformaciju na obe strane (1.32) i pretpostavimo da

mozemo diferencirati po x ispod znaka integrala jednacine (1.34). Tada dobijamo

d*U(z, s)

g = sU(x, s).

Primjenjujuéi Laplace-ovu transformaciju na (1.33), dobijamo
U(O,S) :F1(5)7 U(Z,S) :F2<5)7
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gdje su
Fi(s) = / e~ fu(D)dt, k=1,2.
0
Odavde dobijamo da je

U(z,s) = Fi(s)Q(z,s) + F3(s)Qa(x, s), (1.35)

gdje su

inh(/ — inh

sin .(l x)\/s i Qo s) = sin x\/E
sinh l/s sinh l/s

Funkcije Q(z, s) i Qa(x, s) su Laplace-ove transformacije funkcija

Qy(x,s) =

1 T
_791[7

t. 1 l—x t
opl t7?

Pt

respektivno i

—+00
— Z 62m'7r;r—n27r2t

je teta fukcija. Da bismo odredili u(z,t) iz (1.35) koristi¢emo konvolucionu te-

oremu. Odatle nalazimo

l— _
= [ty A+ [ 6l S b

2° Rijesiti jednacinu oblika
ou  O*u

pod uslovima
u(z,0) =0, x>0

w(0,8) = f(t) . (1.37)

Rjesenje. Ako primjenimo Laplace-ovu transformaciju na (1.36), dobijamo

d*U(z, s
dEBQ) = sU(x,s).
Iz (1.37) dobijamo U(0,s) = F(s). RjeSavanjem ove diferencijalne jednacine

dobijamo
Uz, s) = cre”™° + cpe™V°,

Kako je U(x, s) ograni¢ena kad x — oo, dobijamo

Uz, s) = F(s)e™™® = sF(s)
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Uz pomo¢ konvolucione teoreme nalazimo da je

2

u(z,t) / e T dr =
2 o0 X 2
= — flt—-—)e s d¢
VT ( 452)

Jasno se vidi da je
3° Rijesiti jednac¢inu (1.36) pod uslovima

u(z,0) =ug, 0<x<o0

u'(0,t) = hu(0,t) (h = const). (1.38)

Rjesenje. Primjenjujuéi Laplace-ovu transformaciju na (1.36), dobijamo

d*U

T ——(z,5) = sU(z, 5) — uo.

Iz (1.38) dobijamo
dU

dx

Koristedi ¢injenicu da je U(z, s) ogranicena kad z — oo, dobijamo

(:E7 5) |w:0: hU(O, S).

Ulz,s) = L ce V5,
s

daUu
- — (2, 8) |p=0= —c\/_—h( +¢) = hU(0, s).
Odavde je
U h _ Ug _ Up _
(z,8) = —( TR )=—(1-e )+\/§(\/§+h)€
Kako je
xT Ug _
L )N ==(1—e™V
(mer (7)) = "2(1 = ),
1
—h(t—z)\ _ —sT _ |
L(e70) = — e = F(s),
gdjejeerf(z) =1— = fo et d¢ i integracija je uzeta od z do oco. Koristeci

F(ys) 1 v _

R = T = B [ et
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dobijamo
0o -2
—hr=2)=T dr.

x
u(z,t) = werf(—=) +
\/_ ) /
4° Rijesiti talasnu jednacinu
ou 0%

E:a@, /Bt<$<oo,t>0

pod uslovima
u(z,0) =0, 0<z<o0
w(@t) o= F(2), I fu(z,0)] < o0, ¢ >0,
Rjesenje. Uvedimo smjenu n = x/5t. Tada (1.39) postaje

ou _Ou _ 2 *u
o Pon = Con

a (1.40) i (1.41) postaju

0<n<oo, t>0,

u(08) = f(1), lim Ju(n,t)] < oo, >0

u(n,0) =0, 0<n<oo.

(1.39)

(1.40)
(1.41)

(1.42)

(1.43)

Primjenjujuéi Laplace-ovu transformaciju na jednacine (1.42) i (1.43), dobijamo

*U(n,s) , B dU(n.s) s
i t@ T ag @)=

U(0,9) = F(s) @ Jim [U0n,5)] < oo
Rjesenje jednacina (1.44) i (1.45) je

Un,s) = ¢TI
Kako je
L(@(n.0) = VR
gdje je
1 n t n t
Dt) = gl ers (o - B0 cdberg 1 S0,

na osnovu konvolucione teoreme je

uln,t) = 5 [ 1= )@, 7)dr,

odnosno
_ Blz—Bt)

u(z,t) =e 22 72 /0 flt —71)P(x — pr,7)dr.

(1.44)

(1.45)
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2. Uopstenje Laplace-ove

transformacije

2.1. Bochner-ov integral

Definicija 2.1.1. Neka je X wvektorski prostor nad R ili C. Funkcija || || : X —
[0,00) koja ima osobine:

i) ||z]| =0 <= x =0,

i) || A\x|| = |Al||z|| za svaki skalar A € R(C) i za svaki vektor x € X i

i) ||z +y|| < ||z|| + |yl za svaka dva vektora x iy iz X

naziva se normom na X, a prostor X zajedno sa normom naziva se normirani prostor.

Definicija 2.1.2. Vektorski prostor X naziva se kompletnim ako svaki Kosijev

niz u tom prostoru konvergira.

Definicija 2.1.3. Kompletan normiran prostor naziva se Banach — ovim pros-

torom.
Neka je X kompleksan Banach-ov prostor i neka je I interval na R.

Definicija 2.1.4. Funkcija f : I — X oblika f(t) = X", xixo,(t) za nekon € N,
x; € X 1 Lebesgue mjerljive skupove C); € I sa konacnom Lebesgue-ovom mjerom
m(§;) naziva se prostom funkcijom.

Funkcija f : I — X naziva se mjerljivom ako postoji niz prostih funkcija g, takvih

da je f(t) =lim, o0 gn(t) za skoro svet € I.

Definicija 2.1.5. Funkcija f : I — X se naziva Bochner integrabilnom ako
postoji niz prostih funkcija g, takvih da g, — f tacku po tacku ilim, o [ ||f(t)—
gn(D)||dt = 0. Ako je f : I — X Bochner integrabilna, onda je Bochner-ov integral
od f na I dat sa

/1 F(t)dt = lim /I gnlt)dt.

n—o0
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Teorema 2.1.1. (Bochner) Funkcija f : I — X je Bochner integrabilna ako i
samo ako je f mjerljiva i || f|| integrabilna. Ako je f Bochner integrabilna, onda
je

I [ syl < [ 17 ar 2.)
Dokaz. Ako je f Bochner integrabilna, tada postoji niz prostih funkcija takvih

da g, — f tacku po tacku i lim,, . [7 || f(t) — gn(t)||dt = 0. Odatle zakljucujemo
da su f i || f]| mjerljive. Integrabilnost od f slijedi iz

J Il < [ Nauoldt + [ 170) = g0t
Sta vise je,

| [ fwdtl = tim | [ ga(t)dt] < lim [ lga(®)ldt = [ 1F@)]a.

o0

Dokazimo obrnuto tvrdenje. Neka je h, niz prostih funkcija koji aproksimira f

tacku po tacku na I\, gdje je m(€y) = 0. Definisimo niz prostih funkcija

() = ha(t)  ako [[hn (D[] < [IF @)1+ 07
0 u suprotnom slucaju
Tada ||g.(0)]| < |fF O (1+n"1) ilim, o [|ga(t) = f(E)]| = 0 zasve t € 1\Qy. Kako
su funkcije || f]| 1 [|gn— f || integrabilne i ||g,,(t)— f(¢)|] < 3]|f(¢)||, prema Lesbegue!-

ovoj teoremi o dominantnoj konvergenciji je lim, . [; ||gn(t) — f(¢)||dt =0. O

Definicija 2.1.6. Neka je X kompleksan Banahov prostor. Operator na X je
linearno preslikavanje A : D(A) — X, gdje je D(A) linearan potprostor od X .

Stav 2.1.1. Neka su X @Y Banahovi prostori, T' : X — Y ogranicen linearan
operator i f : I — X Bochner integrabilna. Tada je T o f : t — T(f(t)) Bochner
integrabilna © vrijedi T [; f(t)dt = [; T'(f(t))dt.

Definicija 2.1.7. Operator A : D(A) — X je zatvoren ako za sve xz,y € X i za
svaki niz x, € D(A) takve da je ||z, — x| — 0 i ||[Az, —y| — 0 vrijedi x € D(A)
i Ar = y.

Definicija 2.1.8. Neka su X ¢ Y Banahovi prostori i A € B(X,Y), gdje je
B(X,Y)={A: X =Y | A je linearan i ogranicen}. Skup G4 = {(z, Ax) :
r € X} C X XY naziva se grafikom operatora A.

Formulaciju i dokaz mozete vidjeti u [3]
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Stav 2.1.2. Neka je A zatvoren linearan operator na X i neka je f : I — X
Bochner integrabilna. Pretpostavimo jos da je f(t) € D(A) za svet € I i da je
Ao f: I~ X Bochner integrabilna. Tada je [; f(t)dt € D(A) i

A s = [ A

Dokaz. Posmatra¢emo Banahov prostor X x X i na njemu normu zadatu sa
|(z,9)|| = ||z|| + |ly|]. Graf operatora A u oznaci G4 je zatvoren potprostor od
X x X. Definisimo g : I — G4 C X x X sa g(t) = (f(t), A(f(¢))). Jasno je da

je g mjerljiva i vrijedi
Jlg@lde = [ 17t + [ 1acs@ia < oo,

pa po Teoremi 2.1.1 zaklju¢ujemo da je Bochner integrabilna. Sta vise, [; g(t)dt €

G 4. Na osnovu Stava 2.1.1, dobijamo

[ ot = ([ vyar. [ Az)an).
[

Lema 2.1.1. Neka je f : I — X. Ako je f, : I — X mjerljiva funkcija i f, — f

tacku po tacku skoro svuda, onda je funkcija f mjerljiva.

Teorema 2.1.2. (O dominantnoj konvergenciji) Neka je f, : [ — X (n € N)
Bochner integrabilna funkcija. Ako postojilim, . fn(t) = f(t) skoro svuda i ako
postoji integrabilna funkcija g : I — R takva da je za sve (n € N) ||f.(D)] <
g(t) skoro svuda, onda je f Bochner integrabilna i [, f(t)dt = lim, o [; fn(t)dt.
Takode vrijedi @ [; || f(t) — fu(t)||dt — 0 kad n — oo.

Dokaz. Na osnovu Leme 2.1.1 funkcija f je mjerljiva. Iz uslova || f,(¢)|| < g(t)
skoro svuda, zakljucujemo da je || f|| integrabilna. Iz ovoga vidimo da je f Bochner
integrabilna. Defini§imo funkciju h,(t) = || f(t) — f.(t)|| za t € I. Kako je
|hn(t)] < 2¢(t) i h,(t) — 0 skoro svuda, na osnovu Lebesgue-ove teoreme o
dominantnoj konvergenciji zakljucujemo da [; || f(t) — fu(¢)|] — 0 kad n — oc.
Na osnovu (2.1) je
| [ @t — [ fu@ar) —o.
[

Teorema 2.1.3. (Fubini-jeva teorema) Neka je I = I x I pravougaonik u R?,

f I — X mjerljiva i pretpostavimo da je
/ / 1 (5,8) || dtds < oo.
L/
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Tada je f Bochner integrabilana i integrali

/11 /IQf(S,t)dtdsi /1 /1 F(s, t)dsdt

postoje i jednaki su.
Dokaz. Vidjeti u [8]. O

Sa LP(I,X) oznacimo skup svih Bochner integrabilnih funkcija f: I — X i

neka je

1
1= ([ IF@IFa> (1< p < o0)
Teorema 2.1.4. Prostor L'(I, X) je Banahov.

Dokaz. Neka je {f,} niz u L'(I,X) takav da je 3, || fulli < oo. Na osnovu
teoreme o monotonoj konvergencijiZ je 3=, || f(¢)|| < oo skoro svuda, 32, || fn(t)|

je integrabilna i
[SNFACIEED Sy ATAGIE
In:l n=1 I

Odatle >0° , f.(t) konvergira skoro svuda ka ¢(t) u Banahovom prostoru X. Na
osnovu Leme 2.1.1 funkcija ¢ je mjerljiva, a kako je ||g(¢)|| < o2, [ £ (D), llg]]
je integrabilna, pa na osnovu Teoreme 2.1.1 zaklju¢ujemo da je g Bochner inte-

grabilna. Konacno je
k k o0
lg= > fulli < [Nt~ > nllde < [ > 1l =0
n=1 n=1 n=k+1

kad k — oo. Odatle zaklju¢ujemo da je L'(I, X) Banahov. ]

2.2. Radon-Nikodym-ova teorema

U prethodnoj glavi smo se upoznali sa pojmom funkcija ogranicene varijacije, kao
i sa Riemann-Stieltjes-ovim integralom. U ovoj glavi ¢e se ovi pojmovi definisati
na Banahovim prostorima.

Neka je X kompleksan Banahov prostor.

Definicija 2.2.1. Ako je funcija f : [a,b] — X Bochner integrabilna, onda

kazemo da je funkcija F : [a,b] — X primitivna funkcija od f ako vrijedi

F(t) :F(a)+/:f(s)ds (t € [0, ).

2Formulaciju i dokaz teoreme o monotonoj konvergenciji mozete vidjeti u [3]
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Definicija 2.2.2. KaZemo da je funkcija F' apsolutno neprekidna na [a,b] ako za
svako € > 0 postoji § > 0 takvo da je 3, || F(b;) — F(a;)|| < € za svaku konacnu
kolekciju disjunktnih podintervala {(a;,b;)} od [a,b] takvih da je ;(b; — a;) < 0.

Definicija 2.2.3. Funkcija F je Lipschitz neprekidna na [a,b] ako postoji kons-
tanta M > 0 takva da je |[F(t) — F(s)|| < M|t — s| za sve s,t € |a,b]. Jasno je

da je svaka Lipschitz neprekidna funkcija i apsolutno neprekidna.

Definicija 2.2.4. Funkcija F je uniformno neprekidna na [a,b] ako za svako
e > 0 postoji 6 > 0 tako da za sve x,z' € [a,b] vrijedi ||F(z) — F(2')| < € kad
god je ||x — 2’| < 6.

Stav 2.2.1. Neka je F : |a,b] — X apsolutno neprekidna. Tada je F' ogranicene
varijacije. Ako je G(t) = Vioq(F), tada je G apsolutno neprekidna na [a, b].

Dokaz. Uzmimo ¢ > 0 proizvoljno i neka je ¢ izabrano kao u definiciji apsolutne
neprekidnosti funkcije F'. Tada, ako je konac¢na kolekcija disjunktnih podintervala
{(a;,b;)} od [a,b] takva da je >;(b; — a;) < 9, onda je >°; Vig, ) (F) < €. Iz ovoga
vidimo da je F' ogranicene varijacije na svakom podintervalu duzine manje od
. Kako je [a, b] kona¢na unija takvih intervala, tada je F' ogranic¢ene varijacije na
[a, b]. Takode vrijedi

S1G(b) — Gla)] = 3 Vi (F) < <
Odavde zakljucujemo da je G apsolutno neprekidna. m

Definicija 2.2.5. Za svaki normiran prostor, konjugovanim /i dualnim pros-
torom X* naziva se prostor B(X,R) ili prostor B(X,C). Elementi ovog prostora

nazivaju se linearni funkcionali. Prostor X** se naziva drugi dual prostora X.

*k

Neka je ® preslikavanje koje X preslikava u X** definisano sa ®(z) = x

Definicija 2.2.6. Prostor X je refleksivan ako je X** = ®(X). U suprotnom

slucaju naziva se irefleksivan.

Teorema 2.2.1. (Hahn-Banach) Neka je X normiran prostor, Y njegov potpros-
tor i f € Y*. Tada postoji g € X* takav da je gly = f ¢ || f]| = ||g]|-

Stav 2.2.2. Neka je F' : [a,b] — X apsolutno neprekidna i pretpostavimo da
postoji f(t) = F'(t) skoro svuda. Tada je f Bochner integrabilna i vrijedi F(t) =
F(a)+ [} f(s)ds za sve t € [a,b].
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Dokaz. Kako je f(t) = limy o n(F(t + =) — F(t)), na osnovu Leme 2.1.1 za-
kljucujemo da je f mjerljiva. Neka je G(t) = Vioq(F'). Tada je na osnovu Stava
2.2.1 funkcija G : [a,b] — R apsolutno neprekidna. Odatle zaklju¢ujemo da je G
diferencijabilna skoro svuda i G’ € L'[a, b]. Kako je

IE(+h) = FO)|| < Vieew (F) = G(E+ h) = G(1),

£ (®)]] < G'(t) skoro svuda, pa na osnovu ovoga zaklju¢ujemo da je || f|| € L'[a, b].

Prema Teoremi 2.1.1 je funkcija f Bochner integrabilna. Za x* € X* je

t t
(F(1),2%) = (F(a).a") + [ (f(s),a")ds = (F(a) + | f(s)ds.a").
Na osnovu Hahn-Banach-ove teoreme dobijamo tvrdnju. O]

Teorema 2.2.2. Za svaki Banahov prostor X slijedeca dva tvrdenja su ekviva-
lentna:
i) Svaka apsolutno neprekidna funkcija F : Rt — X je diferencijabilna skoro
svuda.
i) Svaka Lipschitz neprekidna funkcija F : RY — X je diferencijabilna skoro

svuda.

Dokaz. Jasno je da i) povlaci ii). Dokazimo obrat. Pretpostavimo da vrijedi ii)
i neka je funkcija F' : R™ — X apsolutno neprekidna. Na osnovu Stava 2.2.1
funkcija F' je ogranicene varijacije i G(t) = Vjpyg(F) je apsolutno neprekidna.
Neka je h(t) = G(t) +t. Tada je h strogo rastuéa, h(0) = 0 i h(RT) = R™.
Takode je

I1F(t) = F(s)|| < G(t) = G(s) < h(t) — h(s)

za sve t > s > 0. Odatle je F o h™' : RT — X Lipschitz neprekidna funkcija. Po
pretpostavici je Foh™! diferencijabilna skoro svuda. Kako je |h(t)—h(s)| > |[t—s],
tada je h™! preslikavanje koje preslikava nula skupove u nula skupove. Kako je

G apsolutno neprekidna, tada je F' diferencijabilna skoro svuda. O

Definicija 2.2.7. Banahov prostor X ima Radon-Nikodym-ovo svojstvo ako su

zadovoljeni uslovi Teoreme 2.2.2.

Definicija 2.2.8. Normiran prostor X je separabilan on sadrzi gust ¢ prebrojiv

podskup.

Napomena 2.2.1. Skup S C X je gust u X ako za svako a € S i za svako € > 0
vrijedi B(a,e)NS # 0.
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Teorema 2.2.3. (Dunford-Pettis) Neka je X =Y* gdje je Y Banahov prostor i

pretpostavimo da je X separabilan. Tada X ima Radon-Nikodym-ovo svojstvo.

Dokaz. Vidjeti u [8]. O

Lema 2.2.1. Svaki refleksivan prostor ima Radon-Nikodym-ovo svojstvo.

Dokaz. Na osnovu teoreme Dunford-Pettis dobijamo tvrdnju. O]
Neka je co = {(£,)2; | limy oot = 0 }.

Stav 2.2.3. Prostor ¢y nema Radon-Nikodym-ovo svojstvo.

Dokaz. Neka je F(t) = (F,(t))nen, gdje je F,(t) = Lsin(nt) (n € N). Kako je

¢
|F.(t) — Fu(s)| = |/ cos(nt)dr| < |t —s| (t, s>0, neN),

funkcija F': R* — ¢y je Lipschitz neprekidna. Kako je F)(t) = cos(nt), a cos(nt)

ne pripada cy, F' nije diferencijabilna nigdje. O]
Stav 2.2.4. Prostor L'(0,1) nema Radon-Nikodym-ovo svojstvo.

Dokaz. Definisimo F : [0,1] — L'(0,1) sa F(t) = xpo4. Tada je F Lipschitz
neprekidna. Neka je 0 <t < 1. Tada F' nije diferencijabilna u ¢ jer

(F(t+h)— F(t)) i(F(lt +2h) — F(t))]1 =1

E
h 2h

.. 1—
gdje je 0 < h < 5L O

2.3. Konvolucije

U prethodnoj glavi smo definisali konvoluciju funkcija f i g. Sada ¢emo posma-
trati konvoluciju i njene osobine na Banahovim prostorima.

Prostor svih ogranicenih linearnih operatora iz Banahovog prostora X u Banahov
prostor Y oznaci¢emo sa L£(X,Y). Ako je X =Y, onda je L(X,Y) = L(X).

Definicija 2.3.1. Funkcija T : RT™ — L(X,Y) je jako neprekidna ako je funkcija
t — T(t)x neprekidna za sve x € X.

Neka je L} .(RT,X) = {f : R" — X | { je Bochner integrabilna na [0, 7] za
sve 7 > 0}.
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Teorema 2.3.1. Neka je f € L}, (RT, X) i neka je T : RY — L(X,Y) jako
neprekidna. Tada integral
t
(T F)) = [ T(t=5)f(s)ds
postoji i definise neprekidnu funkciju T * f : RT — Y.

Dokaz. Fiksirajmo t > 0 i pokazimo da je funkcija s +— T'(t — s) f(s) mjerljiva na
[0,t]. Ako je f(s) = xa(s)x za neki mjeljiv skup Q@ C R™ i z € X, onda je

T(t—5)f(s) = xa(s)T(t — s)z.

Ova funkcija je mjerljiva kao proizvod mjerljive skalarne funkcije i neprekidne
vektorske funkcije. Kako za mjerljivu funkciju f postoji niz prostih funkcija
fn — f skoro svuda, pa onda T'(t — s) f,.(s) jako konvergira ka T'(t — s) f(s) skoro

svuda. Prema tome je funkcija T'(t — -) f(-) mjerljiva. Kako je

IT(t = s)f ()| < (1T (=)l ()],

po Teoremi 2.1.1 (7'« f)(t) postoji. Na osnovu Teoreme 2.1.2 je T'* f neprekidna.
[l

Oznacimo sa BUC(I,X) = {f : I — X]| f je ogranicena i uniformno nepre-
kidna } i Co(1,X) = {f : I — X| f je neprekidna i limp,ooer || f(2)]] = 0}.
Oba ova prostora su Banahovi u odnosu na normu || - ||o 1 vrijedi Co(Z,X) C
BUC(I,X) C L>*(I,X), gdje je L*(I,X) = {f : I — X| f je mjerljiva i
[ flloc = supess|f[}.

Stav 2.3.1. Neka je f € L, .(RT, X) iT: Rt — L(X,Y) jako neprekidna. Tada:

a)(Young — ova nejednakost) Neka 1 < p,q,r < oo zadovoljavaju % + % =
1+ 1. Ako je [;° || T(t)||Pdt < oo i f € LYR", X), onda T * f € L"(R*,Y) i

I« fll < Il N7 @I

b) Neka 1 < p,p' < oo zadovoljavaju }D —1—5 = 1. Ako je [5°||T(t)||Pdt < oo i

fe VR, X), onda T x f € Co(R,Y).

c) Ako je [ClT(t)||dt < oo i f € BUCRY,X), ili ako je T ogranicen, a
fe L' (R, X), onda T * f € BUC(RT,Y).
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d) Ako je [P T(t)|dt < oo i f € Co(RT,X), ili ako je limy oo || T()]] = 0 ¢
fe L} R X), onda T f € Cy(RT,Y).

Dokaz. Vidjeti u [8]. O

Stav 2.3.2. Neka je T : Rt — L(X,Y) jako neprekidna i ogranicena, v € X,
fre L (RY. X), f(t) =ax+ f§ f'(s)ds (t >0). Tada T f € C*(R*,Y) i
(T f)(t) = (T = f))(t) + T(t).
Dokaz. Neka je u(t) = (T'x f')(t) +T'(t)z. Tada na osnovu Teoreme 2.3.1 zaklju-
¢ujemo da u € C(R*,Y). Na osnovu Fubinijeve teoreme je
fu(s)ds =[5 [sT(T)f'(s — 1)drds + [y T(s)xds
S [ET(r) f'(s — 7)dsdr + [ T(s)zds
BT T(r) f(s)dsdr + [3 T (s)xds
Jo T(D)(f(t =) = x)dr + [y T(s)wds
= (T*N)t) (E=0).
O
Stav 2.3.3. Neka je T : [0,7] — L(X,Y) Lipschitz neprekidna takva da je T'(0) =
0 i neka je f € L*([0,7], X). Tada T x f € C*([0,7],Y).
Dokaz. Na pocetku pretpostavimo da f € C*(]0, 7], X). Na osnovu Stava 2.3.2,
T x f ima izvod g € C([0,7],Y). Za 0 <r <t <7 je

17 g(s)dsll = [I(T* £)(£) = (T = f)(r)]]

T = s)f(s)llds + Jg |(T(t = s) = T(r = 5)) f(s)||ds

Jr L(t = )l f(s)llds + f5 Lt = )] f(s)[lds

L(t =) flx,

gdje je L Lipschitz-ova konstanta u odnosu na 7. Kako je T(0) = 0, tada je

IAIAIA

IT(s)|| < Ls, pa na osnovu toga i prethodnih nejednakosti je ||g(s)|| < L|| f|l1 za
sve s € [0,7]. Kako je f € L'([0, 7], X), tada postoji niz f,, € C([0, 7], X) takav
da ||f, — fll1 = 0. Na osnovu Stava 2.3.1 [[(T" % (f, — f))(t)|| = 0. Dalje je

(T s fo)" = (T % fin) lloo < Ll foo = fmlls = 0

pa na osnovu ovoga vidimo da (7" * f,,) konvergira uniformno ka funkciji g €
C([0,7],Y). Kako je

(7% P)(0) = Jim (T £2)(0) = Jim [ (T £, (5)ds = [ g(s)ds,
dobijamo da T x f € C*([0,7],Y).
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2.4. Egzistencija Laplace-ovog integrala

Neka je X kompleksan Banahov prostor. U ovom poglavlju bavi¢éemo se posto-

janjem Laplace-ovog integrala

F(s) = / Tt p(t)dt = lim [ et ()t
0 0

T—00

gdje je f € L, (RT, X) i s € C. Primjetimo da integral [j e~*! f(¢)dt postoji kao

Bochner-ov integral.

Definicija 2.4.1. Abscisa konvergencije od f je definisana kao

abs(f) = inf{Re(s) : f(s) postoji}.

U nastavku ¢emo se baviti uslovima pod kojima Laplace-ov integral konver-

gira.

Stav 2.4.1. Neka je f € LL (R*,X). Tada Laplace-ov integral f(s) konvergira
ako je Re(s) > abs(f) i divergira ako je Re(s) < abs(f).

Dokaz. Jasno je da f(s) ne postoji ako je Re(s) < abs(f). Za sy € C definisimo
Go(t) = [Te " f(r)dr (t > 0). Tada za sve s € C it > 0 parcijalna integracija
daje
Jye s f(rydr = [y e (sms0re=sor f(y)dr
= e (T0tG(t) + (5 — s0) fg e~ 720Gy (r)dr-

Ako f (so) postoji, onda je Gy ogranic¢ena. Iz prethodne jednakosti vidimo da f (s)
postoji ako je Re(s) > Re(sg) i

A

F(s) = (s — s0) /0 T e Gy(r)dr (Rels) > Re(so)).

Iz posljednjeg vidimo da f(s) postoji ako je Re(s) > abs(f). O

Iz prethodnog stava i definicije abscise konvergencije vidimo da ako f (s) ko-
nvergira za sve s € C, onda je abs(f) = —oo. Ako je domen konvergencije prazan,

onda je abs(f) = oc.

Definicija 2.4.2. Funkcija f ima Laplace-ovu transformaciju (Laplace transfor-

mabilna), ako je abs(f) < oo .
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Definicija 2.4.3. Apscisu konvergencije mozZemo i definisati sa

t
abs(f) =inf{s € R:sup| [ e *"(f(r),a")dr| < o0, za sve x* € X*}.
t>0 Jo

Definicija 2.4.4. Za funkciju f : RT — X, definisimo njenu eksponencijalnu
granicu sa
w(f) =inf{w € R :sup |le " f(1)| < oo}
>0

Teorema 2.4.1. Neka je f € Li, (R, X). Tada je abs(f) = w(F — F.), gdje je
F primitivna funkcija od f, a Fy := limy_,o F(t) ako ovaj limes postoji, odnosno

Fy := 0 u suprotnom slucaju.

Dokaz. Pretpostavimo da je abs(f) < oo. Za sy > abs(f) definisSimo funkciju
Go(t) = Jye " f(r)dr (t > 0). Tada je Gy neprekidna i konvergira kad t — oo,
pa je prema tome i ograni¢ena. Da bi dokazali da je abs(f) > w(F — Fy)
razmotri¢emo tri slucaja.
1° abs(f) >0
Tada je Fi, := 01 za sg > abs(f) parcijalnom integracijom dobijamo

F(t) = /Ot f(r)ydr = /Ot e®" e f(r)dr = e*'Gy(t) — so /Ot e*"Go(r)dr.
Iz ovoga vidimo da je |[F(t)|| < sup, [|Go(r)|e®® + sup,sq [|Go(r)[| (e — 1) <
25Up,>q [|Go(r)|le®* (t > 0). Iz ovoga vidimo da je abs(f) > w(F — Fy) za
abs(f) > 0.
2° abs(f) =0
Ako je F,, := 0, na isti nacin kao u slucaju 1° pokazemo da je abs(f) > w(F—Fy).
Ako Fy := limy_,, F'(t) postoji, onda iz neprekidnosti F slijedi da je sup,~q || F'(t)—
F|| < o0o. Odatle je abs(f) =0 > w(F — Fy).
Pokazali smo da ako je abs(f) = 0, onda je abs(f) > w(F — Fy).
3° abs(f) <0
Izaberimo abs(f) < so < 0. ZaT>1t >0 je

F(r)—F(t) = [l e® e " f(r)dr
eS0T Go(T) — e Go(t) — sq J; 5" Go(r)dr.

Kako je Gy ogranicena i lim, o, F(7) = F,, tada je za sve t > 0

[P = PO = e Go(t) + 50 | ¢ Galr)ir] < 25up [Golr)e™"

Ovo dokazuje da je abs(f) > w(F — Fi).

Da bi dokazali obrnutu nejednakost, pretpostavimo da je w(F — F,,) < oo i neka
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je w > w(F — F). Kako je F' neprekidna, tada postoji M > 0 takvo da je
|F(t) — Fool|| < Me*t za sve t > 0. Neka je s > w > w(F — F,). Parcijalnom
integracijom dobijamo

t

/ e F(r)dr = e (F(t) — Fu) + Fao + 8 [ e ) - Far

Odavde vidimo da f(s) postoji za s > w(F — Fy) i data je sa f(s) = Fy +
s(F — Fy)(s). Ovo pokazuje da je abs(f) < w(F — Fy).
Kako je sFa(s) = s [ et Foudt = Fiy za Re(s) > 0, onda je i

A A

f(s) =sF(s) za Re(s) > max{abs(f),0}.
[

Definicija 2.4.5. Ako je operator T : RT — L(X,Y) jako neprekidan, onda je

[y e=rT(r)dr ogranicen i definisemo

abs(T) = inf{Re(s): [3e *"T(r)dr jako konvergira kad t — oo}
= sup{abs(u,) : v € X},

gdje je ua(t) = T(t)z.

Da operator 7' : Rt — L(X,Y) jako konvergira kad t — oo znadi da
lim; o, T'(t)x postoji u Y za sve z € X.

Stav 2.4.2. Neka je T : RY — L(X,Y) jako neprekidan, S(t) = [ T(r)dr i neka
je Seo jaki limes od S(t) kad t — oo, ako takav limes postoji, odnosno Se =0 u
suprotnom slucaju. Tada:

a) limy_o fo e=5"T(r)dr postoji u normi operatora kad god je Re(s) > abs(T).

t
b) abs(T) = inf{s € R:sup| [ e *(T(r)z,y")dr| < co, za svex € X iy* € Y*}.
0

t>0

c) abs(T) = w(S — Sx).

Dokaz. Dio pod a) slijedi iz Stava 2.4.1, dok dio pod b) slijedi iz Definicije 2.4.3.
Ostaje nam da dokazemo dio pod c). Dokaz se izvodi na slican nacin kao u
dokazu Teoreme 2.4.1.

Neka je u,(t) = T(t)z, 0,(t) = S(t)r — Seo i

0 S(t)x — limy_,o, S(t)x ako limes postoji
v, (t) =
S(t)x u suprotnom slucaju.
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Po Teoremi 2.4.1 je abs(u,) = w(v,). Sta vise je w(v,) = w(?,) ako je bar jedna
od njih strogo pozitivna. Razlikova¢emo nekoliko slucajeva.

Ako je abs(T) < 0. Tada je w(v,) = abs(u,) < abs(T) < 0, pa lim;_, oo v, (%)
postoji za sve x € X. Odatle S(t) jako konvergira , pa je v, = 0, i vrijedi

abs(T) = sup{abs(u,):z € X}
= sup{w(v;) :z € X}
= sup{w(?d,):z € X}
= w(S — ).

Dalje, pretpostavimo da je w(S — Sy) < 0. Tada, kao i u gornjem slucaju
zakljucujemo da S(t) konvergira jako i vrijedi abs(T) = w(S — Sx).
Sada pretpostavimo da je abs(T") > 0. Tada je

abs(T) = sup{abs(u,):x € X, abs(u,) > 0}
sup{w(v;) : z € X, w(v,) > 0}
= sup{w(d,):z € X, w(v,) >0}
= w(S—95).

Na kraju pretpostavimo da je w(S — So) > 0. Na slican nac¢in moze se pokazati

da je abs(T) = w(S — Sw)- O

Teorema 2.4.2. Neka je Q2 C C otvoren i povezan skup i neka su f, : @ — X
(n € N) holomorfne funkcije takve da je

sup [[fu(2)]] < o0,
neN,ze B(zo,r)

kad god je B(zy,r) C Q. Dalje pretpostavimo da tacke limesa skupa
Qo={2€Q: nh_g)lo fn(2) postoji}

pripadaju Q. Tada postoji holomorfna funkcija f : Q — X takva da f*)(2)
uniformni limes od f)(z) kad n — oo na svim kompaknim podskupovima od € i

za sve k € Ny.

Teorema 2.4.3. Neka je [ € L. (R, X) takva da je abs(f) < oo. Tada je
s — f(s) holomorfna za Re(s) > abs(f) i za sve n € Ny i Re(s) > abs(f) vrijedi

F () = / T et () f(b)dt (2.2)

0
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Dokaz. Definisimo ¢ : C — X (k € Np) sa

qx(s) :/Ok et f(t)dt = lim ;)f (—t)" f(t)dt.

Za s koje se nalazi u ograni¢enim podskupovima od C ovaj uniformni li-
mes postoji. Na osnovu Teoreme 2.4.2, funkcije g, su cijele i vrijedi q,(cj)(s) =
Femst(—t)i f(t)dt za sve j € Ny. Neka je Re(s) > so > abs(f) i definigimo
Go(t) = [3 e~ f(r)dr. Na osnovu Stava 2.4.1 zakljucujemo da je G ograni¢ena

i parcijalnom integracijom dobijamo

A

f(s)—ax(s) =[x e~ (s=s0)re=sor £ (r)dy
—e RGO (k) + (5 — 80) [° e 570" Gy () dr.

Iz ovoga vidimo da ¢ konvergira uniformno ka funkciji f na kompaktnim podsku-
povima od {s : Re(s) > abs(f)}. Ponovo, na osnovu Teoreme 2.4.2 zaklju¢ujemo
da je f holomorfna i q,ij)(s) — fU)(s) kad k — oo za Re(s) > abs(f). O

Definicija 2.4.6. Ako je abs(f) < oo, onda je abscisa holomorfnosti od f defi-

nisana sa
hol(f) =inf{w e R: f se holomorfno proiruje za Re(s) > w}.
Definicija 2.4.7. Abscisa ogranicenosti od f definisana je sa
holg(f) =inf{w e R: f ima ograniceno holomorfno progirenje za Re(s) > w}.

Stav 2.4.3. Neka je T : RT —— L(X,Y) jako neprekidan operator i neka je
abs(T) < co. Tada je

hol(T) = sup{hol(u,) : = € X},
gdje je
hol(T) = inf{w € R : T' se holomorfno prosiruje na funkciju sa {Re(s) > w} na L(X,Y)}.

Dokaz. Vidjeti u [8]. O
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2.5. Osobine Laplace-ovog integrala
Stav 2.5.1. Neka je f € L, (R", X), s,\ € C, r € R" i neka su

gt) = ef(@) (120).
L) = f(r+t) (t>0).
- {f(tr) (=)

0 ,(0<t<r)

Tada

a) §(s) postoji ako i samo ako A(S + ) postoji i vrijedi §(s) = f(s + A).
b) fr(s) postoji ako i samo ako f(s) postoji i vrijedi

~

Ji(s) = e () = [ et pyar)

0
¢) h,(s) postoji ako i samo ako f(s) postoji i vrijedi h,(s) = e~ f(s).
Dokaz. Dokaz se izvodi po definiciji. O]

Stav 2.5.2. Neka je f € L, (R, X) iT € L(X,Y). Tada To f € L},.(RT,Y).

Ako f(s) postoji, onda T/o\f(s) postoji i T o f(s) = T(f(s)).

Dokaz. Na osnovu Stava 2.1.1 zakljucujemo da T'o f € L}, .(R*,Y) i

/0 T T o f)(t)dt =T /0 et (8 dt.

Drugo tvrdenje dobijamo iz prethodne jednakosti pustajuc¢i 7 — oo. O]

Stav 2.5.3. Neka je f € L}, (R, X) i neka je A zatvoren operator na X. Pret-

loc

postavimo da f(t) € D(A) skoro svuda i Ao f € L} (R*, X) i neka s € C. Ako

o~ o~

f(s) i Ao f(s) postoje, onda je f(s) € D(A) i Ao f(s) = A(f(s)).

Dokaz. Kako je A zatvoren operator osnovu Stava 2.1.2 je

/0 Te (Ao f)(t)dt = A /0 " e (8 dt.

Drugo tvrdenje slijedi iz prethodne jednakosti pustajuéi 7 — oc. O]

Teorema 2.5.1. Ako k € L, .(R"), f € L, (R, X), s € C i ako pretposta-

i}imoAda je Re(s) > max{abs(|k|),abs(f)}. Tada (k* f)(s) postoji i (k* f)(s) =
k(s)f(s).
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Dokaz. Zamjenjujuéi k(t) sa e 5'k(t) 1 f(t) sa e ' f(¢) i koriStenjem Stava 2.5.1
zaklju¢ujemo da je s = 0. Kako f € L} .(RT, X), na osnovu Fubini-jeve teoreme
zakljucujemo da k * f € L} (RT, X) i

—

(k= [)(0) = [g=(k=* f)(t)dt
Jo© Jo Bt =) f(r)drdt
Jo (7 k(@ = r)dt) f(r)dr
= k(0)/(0).

Pretpostavimo da f(0) postoji. Zamjenjujuéi f(t) sa f(t) — e~ f(0), moZemo
zakljuciti da je f(O) = 0.
Neka je € > 0 proizvoljno. Tada postoji K takvo da je || [g f(r)dr| < e kad god
je T > K. Tada je

/OTUf « [)()dt = (1 (kx f))(1) = (k= (L% ))(7).
Dakle,

g (ko f)(®)dt]] - <
+ & k(=) (o f(r)dr)dt]|
< supgs || Jo F)dr|| g [k (r)ldr + € J7 [k(r)|dr.

il

Pustajuéi 7 — oo dobijamo

timsup | [ (k* £)()de]) < el

—

Kako je € > 0 proizvoljno, dobijamo da je (k % f)(t) = 0 $to je trebalo i dokazati.
]

loc

0 i f(s) postoji, onda F(s) postoji i vrijedi F(s) = f(s)/s.

Stav 2.5.4. Neka je f € L}, (RY, X) i neka je F(t) = [y f(r)dr. Ako je Re(s) >

Stav 2.5.5. Neka je f : RT — X apsolutno neprekidna i diferencijabilna skoro
svuda. Ako je Re(s) > 0 i ako f'(s) postofi, onda i f(s) postoji i vrijedi f'(s) =
sf(s) = 1(0).

Dokaz. Na osnovu Stava 2.2.2 zakljucujemo da f' € L} (R*, X) ida je f(t) —

loc

f(0) = J¢ f(r)dr. Na osnovu Stava 2.5.4 dobijamo tvrdnju. ]
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2.6. Teoreme jedinstvenosti, aproksimacije i
inverzije

Definicija 2.6.1. Za skup S ogranicenih linearnih funkcionala na separabilnom
vektorskom prostoru X kaZemo da je cio u X ako za svako x € X wvrijedi f(x) # 0,

gdje je f € S.

Lema 2.6.1. Neka su a,b > 0 i definisimo s, = a +nb i e_g, (t) = e 5,
(n € Ny, t >0). Tada je skup {e_,, : n € Ng} cio u L*(RT).

Teorema 2.6.1. (Teorema jedinstvenosti) Neka su f,g € L}, (R, X) takve da
je abs(f) < 00, abs(g) < oo i neka je sy > max{abs(f),abs(g)}. Pretpostavimo
da je f(s) = §(s) kad god je s > sg. Tada je f(t) = g(t) skoro svuda.

Definicija 2.6.2. Niz {s,},en kompleksnih brojeva naziva se jedinstvenim nizom
Laplace-ove transformacije ako je f =0 skoro svuda kad god je f € L} (RT, X),
abs(f) < Re(sy) za sve n i f(s,) =0 za sve n.

Definicija 2.6.3. Familija funkcija { f, }nen je ekvineprekidna ako su sve funkcije

iz te familije neprekidne i imaju jednake varijacije u datom domenu.

Definicija 2.6.4. Neka je f: X — Y preslikavanje za koje vrijedi
i) f je surjektivno
it) f je neprekidno
iii) ako je za U CY, f~Y(U) otvoren u X, onda je U otvoren u'Y,

kazZemo da je kolicnicko preslikavanje.

Teorema 2.6.2. (Teorema aproksimacije) Neka su funkcije f,, € C(RT, X) takve
da je || fu(t)|| < Me*" za neko M >0, w € R i sve n € N i neka je so > w. Tada
su slijedece tvrdnje ekvivalentne:

i) Laplace-ova transformacija fn konvergira tacku po tacku na (sq,00) i familija
funkcija { fr}nen je ekvineprekidna na RT.

ii) Funkcija f, konvergira uniformno na kompaktnim podskupovima od R .

Dokaz. Prostor ¢(X) = {
potprostor od [*(X) = {(p)nen : Tn, € X 1 sup,ey||zn|| < oo}. Definisimo
w: RT = 1%(X) sa w(t) = {fu(t) bnen-

Sada pretpostavimo da vrijedi i). Ekvineprekidnost od f,, povla¢i neprekidnost

(Tp)nen @ Tn € X i lim, o z, postoji } je zatvoren

od w, a iz konvergencije f,(s) dobijamo da je @(s) = {fn(s) nen € ¢(X) za sve
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s > 5o . Posmatrajmo sada koli¢ni¢ko preslikavanje ¢ : [*°(X) — [*°(X)/c(X).
Tada je (m)(s) = q(w(s)) = 0 zasve s > s9. Kako je gow : Rt — [*°(X)/e(X)
neprekidno (kao kompozicija neprekidnih preslikavanja) iz Teoreme jedinstvenosti
slijedi da je (gow)(t) =0 za sve t > 0, a to znaci da w(t) € ¢(X) za sve t > 0.
Odatle imamo konvergenciju tacku po tacku niza {f,}ren. Kako je niz {f, }nen
ekvineprekidan, iz ovoga mozemo zakljuciti da funkcija f, konvergira uniformno
na kompaktnim podskupovima od R*.

Pretpostavimo sada da vrijedi ii). Jasno je da iz uniformne konvergencije slijedi

ekvineprekidnost. Neka je f(t) = lim, f,(t). Tada na osnovu Teoreme 2.1.2

slijedi da je f(s) = lim,_,e0 fo(s) za sve s > so. O

Stav 2.6.1. Neka je A zatvoren linearan operator na X ineka su f,g € L}, .(R*, X)
takve da je abs(f) < 0o, abs(g) < oo i neka je w > max{abs(f),abs(g)}. Tada
su slijedeca tvrdenja ekvivalentna:

i) f(t) € D(A) i Af(t) = g(t) skoro svuda na RT.

i) f(s) € D(A) i Af(s) = §(s) za s > w.

Dokaz. 1z Stava 2.5.3 slijedi da i) povladci ii). Dokazimo ii) = 7).

Neka je G4 graf operatora A koji je zatvoren potprostor od X x X i neka je
qg: X xX — (X x X)/G4 koli¢nicko preslikavanje. Definisimo preslikavanje
h:RY — (X x X)/G4 sa h(t) = q(f(t),g(t)). Tada je na osnovu ii) h(s) =
q(f(s),9(s)) = 0 za sve s > w, pa je na osnovu Teoreme jedinstvenosti i(t) = 0

skoro svuda. ]

Definicija 2.6.5. Tacka t € [a,b] se naziva Lebesgue-ova tacka funkcije f €
LY([a,b], X) ako je limyo % [T || f(r) — F(2)||dr = 0.

Teorema 2.6.3. (Post-Widder) Neka je f € Li,.(R*, X) i pretpostavimo da je
abs(f) < oo i tacka t > 0 Lebesgue-ova tacka od f. Tada je

LR gy B
LB

£(t) = lim (-1) t

k—oo k‘

2.7. Riemann-Stieltjesov integral

U prethodnoj glavi smo se ve¢ upoznali sa Riemann-Stieltjesovim integralom.
Ovdje ¢emo definisati jos neke pojmove i dati neka dodatna tvrdenja, a sve to
na Banahovim prostorima. Pored funkcija ograni¢ene varijacije, definisa¢emo
pojmove kao $to su funkcije ograni¢ene semivarijacije i slabe ogranicene varijacije.

Neka je X Banahov prostor.
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Definicija 2.7.1. Funkcija F : [a,b] — X je ograni¢ene semivarijacije ako
postoji M > 0 takvo da je || >;(F(t;) — F(ry))|| < M za svaki konacan izbor
disjunktnih intervala (r;,t;) w [a,b]. Prostor tavkvih funkcija oznacavamo sa

BSV ([a,b], X).

Funkcija F' : [a,b] — X pripada BSVj,.(|a,b], X) ako je ograni¢ene semivari-

jacije na svakom kompaktnom podintervalu od R*.

Definicija 2.7.2. Funkcija F : [a,b] — X je slabe ogranicene varijacije ako

jex* o F :tw— (F(t),z*) ogranicene varijacije za sve x* € X*.

Definicija 2.7.3. Familija F € B(X,Y) je ravnomjerno ogranicena ako postoji
konstanta M takva da je | A, || < M za svako A, € F i za sven € N,

Definicija 2.7.4. Familija F € B(X,Y) je tacku po tacku ogranicena ako je za
svako x € X supy, cr || Anxlly < +o0.

Napomena 2.7.1. Ako je familija F € B(X,Y) ravnomjerno ogranicena, onda

je © F tacku po tacku ogranicena.

Teorema 2.7.1. (Banach-Steinhaus) Neka je X Banahov, a Y normiran pros-
tor i F € B(X,Y) je tacku po tacku ogranicena. Tada je F je ravnomjerno

ogranicena.

Stav 2.7.1. Funkcija F : [a,b] — X je ogranicene semivarijacije ako i samo ako

je slabe ogranicene varijacije.

Dokaz. Neka je funkcija F' slabe ogranicene varijacije i neka je Sq = >,(F(t;) —
F(r;)), gje je Q unija konacno mnogo disjunktnih intervala (r;,¢;) u [a,b]. Tada
za svako x* € X* postoji My = Vi 4(2* o F) takvo da je [(Sq,z*)| < M-
za sve takve (2. Na osnovu teoreme Banach-Steinhaus-a zaklju¢ujemo da je F
ogranicene semivarijacije.

Sada pretpostavimo da je F' ograni¢ene semivarijacije. Tada postoji M > 0 takvo
daje || X, (F(t;) — F(ry))|| < M za svaki konacan izbor intervala (r;,t;) koji se ne
preklapaju u [a, b]. Neka je x* = x3+ix} gdje su 1 i x5 realni linearni funkcionali.
Praveéi razliku izmedu podintervala na kojima su brojevi (F(t;) — F(r;),x}) i

(F(t;) — F(r;), x5) ili oba pozitivna ili oba negativna, dolazimo do tvrdenja. [

Stav 2.7.2. Ako je funkcija F : [a,b] — X ogranicene varijacije, a g : [a,b] — C
ogranicena 1 integral fbg(t)dF(t) postoji, onda je

I [ ottyar) < s 1900 1Vias (F).
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Stav 2.7.3. Ako je funkcija F : |a,b] — X ogranicene semivarijacije, a g :
[a,b] — C ogranicena i integral [° g(t)dF(t) postoji, onda je

I [ gt)ar @) < 40 swp ()]

tela,b]
gdje je

M = sup{|| Y (F(t;) — F(r:))| : (ri,t;) su disjunktni podintervali od [a,bl}.

Dokaz. Dokaz izvodimo iz Stava 2.7.1. O]
Napomena 2.7.2. Ako je P podjela intervala [a,b] takva da je a =ty < ... <
tn = b pri cemu & € [t;_1,t;], a P’ podjela intervala [a,b] takva da je a = & <

o < &pi1 = b pri cemu t; € [§;,&41] tada je d(P') < 2d(P) i vrijedi
b

[ o0aF©) = g F®) — gla)F@) — [ Fe)dgtr). 2.3

a

Stav 2.7.4. Neka su F : [a,b] - X i g : |a,b] = C. Ako je jedna od funkcija
neprekidna, a druga ogranicene semivarijacije, onda su F' i g Riemann-Stieltjes

integrabilne u odnosu jedna na drugu.

Dokaz. Razlikova¢emo dva slucaja:

1° Ako je F ograniCene semivarijacije, a g neprekidna. Tada za svako ¢ > 0

postoji 0 > 0 takvo da je |g(&1) — g(&)] < € kad god je [£; — &| < 6. Neka
B s

su Py i P, podjele intervala [a,b] takve da je d(Py) < § i d(P;) < 5 i neka su

a=1ty <t <..<t,=>tacke zajednicke podjele za P, i P, . Tada je

(P F.g) =3 (&) (F(t) — F(ti1)),

i=1

gdje tacke §;;, t; i t;—1 pripadaju istom podintervalu od P;, j = 1,2. Vrijedi i
|€1,i - 627i| < 0. Zazx* e X*je

[(o(P, & Frg) —o(P 6 Flg) )| = [21(9(8) — 9(&0) ((F(t:) — F(ti-1)), o))
< e [((F () — F(tioa)), 27)]
< deM|lz],

gdje je M dato u Stavu 2.7.3. Na osnovu Cauchy-jeve teoreme o konvergenciji
zaklju¢ujemo da postoji [ g(t)dF(t).
2° Ako je g ogranicene semivarijacije, a F' neprekidna. Na osnovu Stava 2.7.1 je

funkcija g ogranicene varijacije. Iz neprekidnosti F' je: za svako ¢ > 0 postoji
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d > 0 takvo da je ||F(&) — F(&)]] < € kad god je |& — & < 0. Na slican nacin

kao u 1° se pokazuje da je

HO-(Plagvng) - O-(P27£7.q> F)H < 5‘/[11,17](9);

kad god je d(P)) < % i d(P,) < $. Odavde zaklju¢ujemo da integral [ F(t)dg(t)
postoji. O

Stav 2.7.5. Neka je funkcija F : [a,b] — X ogranicene semivarijacije i neka je
g € CYa,b]. Tada je Fg' Riemann integrabilna i vrijedi
b

[ Fyg) = [P wyar.

a

Stav 2.7.6. Neka je F : [a,b] — X ogranicene semivarijacije i neka su g,h €
Cla,b). Tada je G(t) = [' h(£)dF(£) ogranicene semivarijacije na |a,b] i vrijedi

/ab g(t)dG(t) = /ab g(Oh()F ().

Dokaz. Neka je M takvo da je |h(t)] < M za sve t € [a,b] i neka je P podjela

intervala [a,b]. Tada, na osnovu Stava 2.7.2, za sve z* € X* je
ti
S(G () = Gltia)a) = 3| [ hQA(F(),2")] € MViuy(a® o F).
i i i

Iz Stava 2.7.1 slijedi da je (G ogranic¢ene semivarijacije. Na osnovu Stava 2.7.4
zaklju¢ujemo da integrali [° g(t)dG(t) i [? g(t)h(t)dF(t) postoje. Za svako & > 0
postoji 6 > 0 takvo da je |g(¢') — g(§)| < € kad god je | —&| < 0. Ako je
d(P) < 4§, onda je

[((0(P.&, G g) = [y gROAF()),a*) = | i (9(&) — g()h()d(F (1), 27)]
< eMVigy(x* o F).

Iz ovoga slijedi da je

(/abg(t)dG(t) . /abg(t)h(t)dF(t),x*> —0.

Tvrdenje slijedi na osnovu teoreme Hahn-Banach-a. O

Stav 2.7.7. Neka su F' : [a,b] = X ig:[a,0] = C. Ako je F' primitivna funkcija
Bochner integrabilne funkcije f i ako je g neprekidna, onda ffg(t)dF(t) postoji i
jednak je Bochner-ovom integralu [° g(t)f(t)dt. Ako je F neprekidna i g apsolutno
neprekidna, tada je [° F(t)dg(t) jednak Bochner-ovom integralu [° F(t)g'(t)dt.
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2.8. Laplace-Stiltjes-ov integral

Definicija 2.8.1. Neka je X Banahov prostor i F' € BSV,.(R*, X). Laplace-

Stieltjes-ova transformacija funkcije F je data sa

dF(s) = / Tt F(E) = lim [ etdF(),
0 T—00 0

ako gornji limes postoji, gdje je s € C.

Laplace-Stieltjes-ova transformacija je uopstenje Laplace-ove transformacije.
U nastavku ¢emo se baviti nekim osobinama Laplace-Stieltjes-ove transformacije.

Slijededi stav je uopstenje Stava 2.5.1 i glasi:

Stav 2.8.1. Neka je F € BSVi,.(R*, X), A € C i definisimo G(t) = [y e " dF(r)
(t > 0). Zas € C, dG(s) postoji ako i samo ako dF(s + \) postoji i vrijedi
dG(s) = dF(s+\).

Dokaz. Na osnovu Stava 2.7.6 je

/ "Gt = / "R ().
0 0

Pustajuéi da 7 — oo dobijamo tvrdnju. O

Definicija 2.8.2. Za F' € BSV,,.(R", X), definisimo abscisu konvergencije Laplace-

Stieltjes-ovog integrala sa
abs(dF) = inf{Re(s) : dF(s) postoji}.
Apscisu konvergencije Laplace-Stieltjes-ovog integrala mozemo i definisati sa

abs(dF') = inf{s € R : sup |

t
t>0 0

Definicija 2.8.3. Za funkciju F' € BSV,,.(R", X), definisimo njenu eksponenci-

jalnu granicu sa

e "d(F(r),z")| < 00, za sve z* € X*}.

w(F) =inf{w € R : sup||le " F(t)|| < oc}.
>0
Teorema 2.8.1. Neka je F € BSVi(RT, X). Tada dF(s) konvergira ako je
Re(s) > abs(dF) i divergira ako je Re(s) < abs(dF) .
Dokaz. Jasno je da dF (s) ne postoji ako je Re(s) < abs(dF). Za sy € C definiimo

Go(t) = [; e *"dF(r) (t > 0). Tada za sve s € C it > 0 na osnovu Stava 2.7.6 je

¢ ¢
/e_STdF(r):/ e~ =S dG (1),
0

0

26



Parcijalnom integracijom jednacine (2.3) i na osnovu Stava 2.7.5 dobijamo

t t
/ e TdF (r) = e TG (1) + (5 — s0) / e~ I Gy (r) dr. (2.4)
0 0

Ako d/F(so) postoji, onda je Gy ograni¢ena. Prema tome, d/F(s) postoji ako je
Re(s) > Re(so) i

dF(s) = (s — so)/ e~ Go(r)dr  (Re(s) > Re(sg)).

0

Iz posljednjeg vidimo da EF’(S) postoji ako je Re(s) > abs(dF). O]
Teorema 2.8.2. Neka je F' € BSV,.(R", X). Tada je abs(dF) = w(F — Fy),
gdje je Fy :=1limy_,o, F(t) ako ovaj limes postoji, odnosno F., := 0 u suprotnom
slucaju.
Dokaz. Za sy > abs(dF) defini§imo funkciju Go(t) = [5 e "dF(r)dr (t > 0).
Tada je Gg neprekidna i konvergira kad ¢ — oo, pa je prema tome i ogranicena.
Da bi dokazali da je abs(dF') > w(F — F.) razmotri¢emo dva slucaja.
1° abs(dF) > 0
Ako je abs(dF) > 01 so > abs(dF). Iz Stava 2.7.5, Stava 2.7.6 i pacijalnom

integracijom jednacine (2.3) dobijamo

t t
F(t) = F(0) +/ e dGy(r) = F(0) + e™'Gy(t) — 50/ e**"Gy(r)dr,
0 0
za sve t > 0. Iz ovoga vidimo da je sup, [l " (F () — Fi)|| < oo. Odavde je
abs(dF) > w(F — Fy).
2° abs(dF) <0
Izaberimo abs(dF') < so < 0. ZaT >t >0 je
F(r)—=F(t) =[] edGy(r)
= e7Go(T) — Gy (t) — so J] €7 Go(r)dr.

Zaklju¢ujemo da limes

lim, F(r) = Fl = F(£) = "'Golt) — 50 [ e Golr)dr

T—00 t

postoji i sup,sq [le”*(F(t) — Fi)|| < co. Prema tome je abs(f) > w(F — Fy).

Da bi dokazali obrnutu nejednakost, pretpostavimo da je w > w(F — Fy).
Kako je F neprekidna, tada postoji M > 0 takvo da je |F(t) — Fol] < Me** za

sve t > 0. Neka je s > w > w(F — F,,). Parcijalnom integracijom dobijamo
t t

/ e TdF(r) = e (F(t) — Fi) + Foo — F(0) + 5 / e~ (F(r) — F)dr.
0 0
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Odavde vidimo da dF(s) postoji za s > w(F — F..) i data je sa dF(s) = Fy —
F(0) + s(F — Fy)(s). Ovo pokazuje da je abs(dF') < w(F — F.).
[

Slijedeca teorema je uopstenje Teoreme 2.4.3 i glasi:

Teorema 2.8.3. Neka je f € BSV,.(R", X) i pretpostavimo da je abs(dF) < oo.
Tada je s — dF(s) holomorfna za Re(s) > abs(dF) i za sve n € Ny i Re(s) >
abs(dF") vrijedi

P (s) = /0 T e () dF (1) (2.5)

Dokaz. Definisimo gy, : C — X (k € Ny) sa qp(s) = [ e **dF(r). Iz Stava 2.7.3
je

k
qx () :/ e *dF(t) = lim Z / t)"dF(t
0

N—>oo

Na osnovu Teoreme 2.4.2, funkcije g su cijele i vrijedi ¢ (s) = [¥ est(—t)IdF (t)
za sve j € Ng. Neka je Re(s) > so > abs(dF) i definisimo Go(t) = [j e™*0"dF(r).
Na osnovu Stava 2.7.5, Stava 2.7.6 i jednakosti (2.3) zakljucujemo da je

dF(s) = a(s) = [ e =Gy (r)
= —e TORGY (k) 4 (5 — s0) [ e T Go(r)dr.

Iz ovoga vidimo da ¢ konvergira uniformno ka funkciji dF na kompaktnim pod-
skupovima od {s : Re(s) > abs(dF)}. Ponovo, na osnovu Teoreme 2.4.2 za-
klju¢ujemo da je dF holomorfna i q,gj)(s) — EF’U)(S) kad k& — oo za Re(s) >
abs(dF). O

Posmatrajmo funkciju 7' : Rt — £(X,Y). Na teoreme Banach-Steinhaus-a
je T € BSV,.(RT, L(X,Y)) ako i samo ako v, = T(-)x € BSVj,.(RT,Y) za sve
reX.

Definicija 2.8.4. Ako je T € BSV,.(R", L(X,Y)) , definisimo tada

w(T) = inf{w € R : sup |le”“'T(t)|| < oo}
>0

abs(dT) = inf{Re(s): [je *"dT(r) jako konvergira kad t — oo}
= sup{abs(dv,) : x € X}.

o8



Stav 2.8.2. Neka je T € BSV,.(RT,L(X,Y)) i neka je T jaki limes od T'(t)
kad t — oo ako takav limes postoji, odnosno T, = 0 u suprotnom slucaju. Tada:
a) limy_ [ e="dT(r) postoji u normi operatora kad god je Re(s) > abs(dT).
b) abs(dT) = w(T — Tw).

Dokaz. Ako integral fg e *"dT(r) jako konvergira kad t — oo, tada ovaj integral
uniformno konvergira u normi operatora. Na osnovu ovoga i jednakosti (2.4)

dobijamo tvrdenje pod a). Na osnovu prethodne teoreme je

abs(dT) = inf{Re(s): [ie *"dT(r) konvergira u normi t — oo}

= w(T —Ty),
gdje je Too = ||limy_0e T'(t)|| ako navedeni limes postoji, odnosno Th, = 0 u
suprotnom sluc¢aju. Odavde je w(T — Tx) = w(T — Ts,). Dokazali smo b). [
2.9. Riesz-Stieltjes-ov operator

Definisimo prostor Lipg(R™, X) sa

j F(t)— F(r
Lipg(R*, X) = {F  RY = X 2 F(0) =0, | Flgue ) = sup | <|i - T|< I

U ovom poglavlju ¢emo se baviti Riesz-Stieltjesovim operatorom u oznaci ®g koji
funkciji £ € Lipg(RT, X) dodjeljuje ograni¢en linearan operator Ty : L}(RT) —
X definisan sa

Trf = / HAF(t) = lim / dF (1),
ako ovaj limes postoji i ako je funkcija f € L'(R") neprekidna. Posebna paZnja
bi¢e i posveéena Laplace-Stieltjes-ovoj transformaciji Lg : F — dF koja dje-
luje na prostoru Lipy(R™, X), dok éemo Laplace-ovu transformaciju £ : f — f

posmatrati kao operator koji djeluje na prostoru L>®(R*, X)

Definicija 2.9.1. Neka v X ©Y normirani prostori. Linearno preslikavanje ¢ :
X =Y takvo da za svaki x € X wvrijedi ||p(z)|ly = ||z||x nazivamo izometrijom.
Ako je ¢ bijektivna izometrija, onda kaZemo da su normirani prostori X 1Y

izometricki izomorfni.

Teorema 2.9.1. (Riesz-Stieltjes-ova teorema) Postoji jedinstven izometricki iz-
omorfizam @5 : F — T sa Lipy(R™, X) na L(L*(RY), X) takav da vrijedi

TrXjon = F(t)
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za svet >0 i F € Lipo(RT, X). Sta vise je
Trg= [~ g(aF(t) = lim [ g(t)dF (1
0 T—00 0

za sve neprekidne funkcije g € L'(RT).

Dokaz. Neka je D = lin{xjoy) : t > 0} prostor stepenastih funkcija koji je gust
u L'(R"). Tada se svaka funkcija f € D na jedinstven nacin moZe prikazati u

obliku

f = ZQiX[ti_l,ti)7
i=1
gdjeje 0=ty <t; <..<ty, , €C(i=1,2,....n). Neka je F' € Lipy(R", X) i
definiSimo Tr : D — X sa

n

T () = To(3- aixina0) = S ea(F(8) = Flti1),

=1

Tada je

ITe(F)| < NF | pioerx) 2 Lol (ti — tie1) = [|F || Lipoesx) 1 ]2

i=1
Dakle, funkcija T ima jedinstveno prosirenje Tr € L(L'(RT), X). Sta vise je
ITrll < [1F]| Lipo @+ x)-
Dokazimo sada da je ||Tr| > ||F||Lipor+,x). Ako T € L(L'(RT), X) i neka je
F(t) =Txj zat>0. Tadazat>r >0 je
1E(@) = F) = Txpoll < 1Tl = 1T = 7).

Dakle, F' € Lipo(R*, X) i ||T|| > ||F|lLipo+,x)- Po definiciji je F = G ako je
T =TriT =Tg. Pokazali smo da je ' — Tf izometricki izomorfizam.

Na kraju, pretpostavimo da je g € L'(R™) neprekidna funkcijai F' € Lipg(R™*, X).
Uzmimo ¢ > 0 ineka je P: 0 =1ty < t; < .. <t, =t podjela intervala [0,¢] i
& € [tiz1, ). Ako je

fP = Zg(gi)X[tFl,ti)
i=1
onda je o(P,§, F,g) = Tr(fp). Kad d(P) — 0, onda je ||fp — gxpunl1 — 01
¢
| 9(r)dE () = Tr(gxion).

Kada t — oo, ||gX[o,t) —gli— 01

Teg= [ g(r)dF ().
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Teorema 2.9.2. Neka je M >0, F,, € Lipy(R™, X) gdje je ||| Liport,x) < M
za sven € N ir, = Lg(F,). Slijedeca tvrdenja su ekvivalentna:

i) Postoje a,b > 0 takvi da lim,,_,., r,(a + kb) postoji za sve k € Ny.

ii) Postoji r € C*((0,00),X) takvo da r, — r uniformno na kompaktnim pod-
skupovima od (0, 00).

iii) 1im,,_, Fy,(t) postoji za sve t > 0.

i) Postoji F € Lipy(R™, X) takvo da F,, — F uniformno na kompaktnim pod-

skupovima od R*.

Dokaz. Dokaz se izvodi koriStenjem Teoreme 2.9.1. [

2.10. Laplace-Stieltjes-ova transformacija

Stav 2.10.1. Laplace-Stieltjes-ova transformacija Lg : F — dF preslikava pros-
tor Lipo(R*, X) na prostor C3((0,00),X) = {r € C°((0,00),X) : ||r|lw =

n+1
SUP e, SUPsg “or |1 (5)]| < 00}

Stav 2.10.2. Neka su X Y Banahovi prostori i neka suT, € L(X,Y), (n € N),
takve da je sup, ey || Tn]] < co. Slijedeca turdenja su ekvivalentna:

i) {Thx}nen konvergira za sve x u gustom potprostoru od X.

i) {Thx}nen konvergira za sve x € X .

iii) {Tyx tnen konvergira uniformno za x € K za sve kompaktne podskupove K od
X.

Teorema 2.10.1. Laplace-Stieltjes-ova transformacija Lg je izometricki izomor-
fizam izmedu prostora Lipy(R*, X) i C3p((0, 00), X).

Dokaz. 1z Stava 2.10.1 zaklju¢ujemo da Lg preslikava prostor Lipy(R*, X) u pros-
tor Cy((0,00), X). Takode vrijedi ||Ls(F)|lw < ||F| Lipor+,x)- Ako je Ls(F) =
dF =0, za neko F € Lipy(R*, X), onda je Trpe_, = [ e dF(t) = dF(s) = 0
za sve s > 0. Kako su na osnovu Leme 2.6.1 eksponencijalne funkcije e_g (s > 0)
cijele u L*(R*), tada je Tr = 0. Takode je Trxpyg = F(t) = 0 za sve t > 0.
Odatle zaklju¢ujemo da je Lg 1-1. Pokazimo da je Lg surjektivno.

Neka je r € C33((0,00), X) i definisimo niz operatora Ty, € L(L'(RT), X) sa

w1k k

f = [ OGO (ke No).
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Operatori T}, su uniformno ograniceni sa ||r||w jer je ||Txfl| < ||7llwllf]l1 za sve
f € LY(RT). Pokaza¢emo da Tre_, — r(s) kad k — oo za sve s > 0. Kako su
eksponencijalne funkcije e_4 (s > 0) cijele u L'(R"), tada na osnovu Stava 2.10.2
zakljucujemo da postoji T € L(L*(RT), X) takav da [|T|| < ||7|lw i Tpf — Tf za
sve f € L*(RT). Dakle,

r(s) = ,}Lrgo Tre_s = Te_,.

Na osnovu Teoreme 2.9.1 zaklju¢ujemo da postoji neko F' € Lipy(R™, X) takvo da
je | Flleipo+ x)y = T < |lrllw i Tg = [y~ g(t)dF(t) za sve neprekidne funkcije
g € L*(R™). Odatle je za sve s > 0

r(s) = Te_, = /0 T et () = dF(s).

Dakle, Lg je surjektivno (na) i za sve F € Lipo(R™, X) vrijedi ||Ls(F)|lw =

[dF([w = ||| Lipo e+ x)-
Ostaje nam jo$ da dokazemo da Tre_s — r(s) kad k — oo za sve s > 0. Primje-

timo da je

e A

— ( )k oo —sk/u k=1, (u)du
= (= )’“(k o [ IO G T T (D b
G YA il Ca A T IX (O L T

Defini§imo sada funkciju G(z,u) = e=*/*(£)¥~1. Tada je
G(lz,lu) = G(x,u) (2.6)
za sve [ > 0. Diferencirajudi obe strane jednakosti (2.6) u odnosu na [ i stavljajuéi

[ =1 dobijamo da je
oG oG

x%(x, u) + u%(x,u) =0,
odnosno
10G 10G
58x< ’ )__;811(1:’“)
Iz ovoga slijedi da je
i uk—l o uk—2
%(e—x/u po ) _ %( —x/uxkil)'

8‘7 ( 7x/uuk_1 . aj
e

ouw’ T
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odnosno

;Zj(ex/uukl) _ (_1>jkakjlaa;j(ex:—/:)' (2.7)
Dakle,
hw) = Y55 (=1) &5 (e mub=)rE=i=D (u)
Zk 1 kaf);](x;l_/;%)uk—j—l,,,(k—j—l)(u)_
Kako je

Huk—j—lr(k—j—l)(u)” < [rllw (k=34 —1)!
B ()

Y

dobijamo da je

-1 97 e/u
—Jj L i P c
Oxd * xk—i

hw)] < Z G )|

Iz ovoga dobijamo da lim,_, h(u) = 0 = lim,_,o A(u). Prema ovome je za = = sk

1 > dk —sk/u, k—1
Tre_s = (k—l)!/o duk(e " )r(u)du.

Na osnovi jednakosti (2.7) je

akz k ak k
(e—x/uuk—l) _ ( 1)1:1: ( —x/u) _ Ay
ouk u Oxk uktl
Tada je
Sk Lk 00 —sk/u
The_s = (k kl)u 0 sk/ ( )
ok k1 s
sk e ktt (%)

Defini§imo sada f(t) := tr(3) i [ := 1. Tada je

The-s = (P Jee e ™k f(t)dt
(=1)FE B E).

Konacno, iz Teoreme 2.6.3 dobijamo da je

lim Tre_s = 1f (1) = r(s).

k—o0

]

Teorema 2.10.2. Neka je X Banahov prostor. Slijedeca tvrdenja su ekvivalentna:
i) X ima Radon-Nikodym-ovo svojstvo.
it) Laplace-ova transformacija L : f — f je izometricki izomorfizam izmedu
prostora L>°(RT, X) 7 C{p((0, 00), X).
i) Riesz-ov operator ® : f — Ry, Rrg = [5° g(t)f(t)dt je izometricki izomorfi-
zam izmedu prostora L®(R*, X) i L(L'(RT), X).

63



Dokaz. Prvo dokazimo da je i) < ii). Definisimo [ : L®(R*, X') — Lipo(RT, X)
sal(f) = F,gdjeje F(t) = [y f(r)dr (t > 0). Tada je I injektivno i || 1(f)|| pipor+ x) <
| flloo zasve f € L®°(R*, X). Ako je I surjektivno, onda X ima Radon-Nikodym-
ovo svojstvo. Obrnuto, ako X ima Radon-Nikodym-ovo svojstvo i ako F' €
Lipo(R*, X), onda f(t) = F'(t) postoji za skoro sve t > 0. Kako je f(t) =
lim, .. FE+R=F(t)
h—0 h
f € L*®(R*, X) i na osnovu Stava 2.2.2 je F' = I(f). Dokazali smo da X ima

Radon-Nikodym-ovo svojstvo ako i samo ako je I izometricki izomorfizam.

skoro svuda, zakljucujemo da je ||F|| Lo+, x) = || flloc- Dakle

Risez-Stieltjes-ov operator ®g : F' — T, gdje je Trg = [;° g(t)dF(t) za sve
neprekidne funkcije g € L'(RT) je izometricki izomorfizam izmedu prostora
Lipo(R*, X) i £L(L'(RT), X) i Laplace-Stieltjes-ova transformacija Lg : F — dF
je izometricki izomorfizam izmedu prostora Lipy(R*, X) i Cp((0,00), X). Na
osnovu Stava 2.7.7 i neprekidnosti L' normi je F' = I(f), Trg = [3° g(t) f(t)dt za
sve g € LY(RT). Tvrdenja slijede iz ¢injenice da je ® = ®g0l i L = Lgo I na
L®(R*, X). O

Lema 2.10.1. Neka jet >0 ¢ a,c > 0. Tada funkcije

1 c+ik e_
Py : / et 2 (s
C

271 Je—ik S

uniformno konvergiraju ka xjq v L'(RY) kad k — oo za t € [0, al.
Dokaz. Vidjeti u [8]. O

Teorema 2.10.3. (Kompleksna inverzija) Neka je F' € Lipy(RY, X) ir = Ls(F).
Tada je

1 ctik
F(t) = lim —/ 68t®d8

k—oo 271 Je—ik S

pri cemu je ovaj limes uniforman za t € [0,al, sve a > 0 i proizvoljno ¢ > 0.
Dokaz. Na osnovu Teoreme 2.9.1 postoji T € L(L'(R"), X) takvo da je r(s) =
Te_s (Re(s) >0)1F(t) =Txpy (t >0). Odatle je

1 c+ik fr(s) 1 c+ik 67.3
PO~ [ T g < g - L [
1P@) -5 [ et as) < | Tlion — 5 [ e Sdsll

27 S

Na osnovu Leme 2.10.1 dobijamo tvrdnju.
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Dodatak A
Tablice

Tablica A.1: Osobine Laplace-ove transformacije

F(s) f(t)
c1F1(s) + caFs(s) a1 fi(t) + cafo(t)
F(as) (a>0) %f(ﬁ)
F(s —a) e f(t)
e F(s) (a=0) ua(t) f(t —a)
sF(s) — f(0%) F()
s?F(s) — sf(07) — f'(07) 1()
STF(s) — s"LF(0F) — "2 f(07) F()
—.. — f=D(0F)
Es) Jo f(r)dr
F'(s) —tf(t)
F)(s) (=D)™emf(t)
J&F(x)dx 70
F(s)G(s) Jo f(1)g(t —7)dr

limg_,o SF(s)
lim, 0 sF(s)

limy o+ f(£) = f(0T)
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Tablica A.2: Tablice Laplace-ove transformacije

F(s) f(t)

1 o(t)

1 1

- t

1 gt
w (n=12.) =)
1 91

w (0>0) )

_a

$2+a?

__Ss

52 +a2
___a
(s—b)2+a?

s—b
(s—b)%2+4a?

eat 7ebt

a—b

aedt _bebt
a—b

(1+ at)e™

sin at

cosat
b

e’ sin at

eb cos at
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Tablica A.3: Tablice Laplace-ove transformacije

F(s) f(t)
e sinh at
per: cosh at
e e’ sinh at
(s—i)%tﬁ e’ cosh at
m 55 (sin at — at cos at)
e 5 (tsin at)
ﬁ > (sin at + at cos at)
% cos at — %at sin at
% t cos at
m ﬁ (at cosh at — sinh at)
o o (tsinh at)
ﬁ i (sinh at + at cosh at)
ﬁ cosh at + %at sinh at
% t cosh at
W (a® # b?) W




Tablica A.4: Tablice Laplace-ove transformacije

F(s)

£(t)

(52+a2;(82+b2) ((12 7& b2)

2

AT (@ #0)

3

wraemm (00 F )
W&Lzﬂ) (a® # 1)

e (@)

2

m (az # bz)

3

Mw (@2 + 52)

a2

s2(s%24a?)

s2(s2—a2)

S

;

s+a

1
sv/s+a

1
vV s+a++/s+b

1
5V's

1
G—alvs

cos bt—cos at
aZ_b2

a sin at—bsin bt
a2—b2

a? cos at—b? cos bt

a2—p2

bsinh at—a sinh bt
a2—b2

cosh at—cos bt
a2_b2

a sinh at—bsinh bt
a2—b2

a? cosh at—b? cosh bt

aZ—p2
t — Lsinat
a

Lsinhat — ¢

68



Tablica A.5: Tablice Laplace-ove transformacije

F(s) £(t)
e (s — beter f(bv/D))
\/521+7 Jo(at)
Wt (9> 1) a” Jy(at)

wray (9> 0)

(Vs2+a2—s)? (¥>0)

Vs—a—+s—b

aQ
o
7]
)
§
S

<]
=]
[\~]
3
~
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Tablica A.6: Tablice Laplace-ove transformacije

F(s)

f(t)

% (v je Euler — ova konstanta)

sinh xs
ssinh as

sinh xs
scoshas

cosh xs
ssinh as

cosh xs
scoshas

sinh s
s2sinhas

sinh xs
s2 coshas

cosh xs
s2sinhas

cosh xs
s2 coshas

logt
—log —v
2(cos bt — cos at)
% sin at
2425, #sin%cos"%t

(2n—1)7t
2a

é 00 (_1)7:,71
7 ~n=1 2n—1

. (2n—1 .
sin { ”2 LI
a

t 4 2500 (D" nwr ;o nwt
.t =Xl =, cos = sin *8

(2n;1)7r:c COS (2n—1)7t
a 2a

4 5oo (=17
L4 220050 5,2 cos

zt 2a <—oo  (—=1D)" . nmx i nwt
W T2 2un=1 2 SI— ~sIn- =

(2n—1)mt
2a

2n—1
(2n a)waOS

8a y~oo (=)™ .
T+ 3 S ~——

n=1 (2n—1)2

2

3 T2 n=1 n2

1 (2 2 _ a?y _ 24 oo (=D nrx nmt
5o (07 +1 ) cos ML cog 2

(2n51)7rx sin (2n—1)7t
a 2a
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Tablica A.7: Tablice Laplace-ove transformacije

F(s) f(t)
sinhzv/s 21 o0 n =n?x?t nre
2 _ 2

sinh a\/s a? nil( 1) ne .« S =y

coshay/s 5 (=) (2n — 1)@7(2%12)277215 cos Zn-bme
cosh a+/s a? &~mn=1 2a

. 7(2n71)27r2t

sinh z/s 2 oo (—1)”716T sin (2n—1)mz
/s cosha/s a ~—n=1 2a

2 2

cosh z+/s 1 2 oo [ 1\n, gt nmx
V/ssinha+/s a + a En:l( 1) e o cos =,

sinh z+/s T + 2 ZOO (71)716% e

ssinh ay/s a T ~n=1 n a

coshzv/s 1+ 4 ZOO (=) 6*9%12)2”2’5 COS (2n—1)7z
scoshay/s m ~n=1 (2n—1) 2a

2 2

sinh /s at | 2a% x~oo (=D =ET g

52 sinh a+/s a 3 Len=1"p3 (1 —€ ¢ )SlIl a
S 2_ 2 2 n —(2n-1)27x2%

cosh z+/s 2?—a® | 4 _ 16a o (-1) e 42 COS (2n—1)7z

s2 cosha/s 2 3 n=1 (2n—1)3 2a

Napomena A.0.1.

sa

U tabeli A.2 smo pominjali funkciju 6(t) koja je definisana

x ,t=0

0 ,t#£0

(t—a)=
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