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Predgovor

Laplace-ova transformacija predstavlja jako dobar "alat" za rješavanje običnih
i parcijalnih diferencijalnih jednaćina. Integralne transformacije pojavljuju se u
radu Leonarda Euler-a, koji ih je prilikom rješavanja običnih diferencijalnih jed-
načina drugog reda, predstavljao u obliku inverzne Laplace-ove transformacije.
Laplace u svom velikom djelu Théorie analytique des probabilités (1812), pominje
Euler-a kao začetnika integralnih transformacija. Krajem devetnaestog vijeka,
Laplace-ova transformacija je proširena do njenog kompleksnog oblika zaslugama
Poincaré-a and Pincherle-a, i proširena na dvije promjenjive zaslugom Picard-
a. Jedna od najljepših formula iz teorije Laplace-ove transformacije je svakako
formula kompleksne inverzije. Prva primjena savremene Laplace-ove transforma-
cije pojavljuje se u radu Bateman-a (1910). Berstein je 1920-te u svom radu
o teta funkcijama izraz f(s) =

∫∞
0 e−stφ(t)dt nazvao Laplace-ovom transforma-

cijom. Određeni podsticaj i doprinos ovome dao je Deutch 1920-ih i 1930-ih
godina koji primjenjuje Laplace-ovu transformaciju za rješavanje diferencijalnih,
integralnih i integrodiferencijalni jednačina. Rezultate toga rad je izložio u djelu
Theorie und Anwendungen der Laplace Transformation (1937). Važnu ulogu u
primjeni Laplace-ove transformacije u Elektrotehnici odigrao je Oliver Heaviside.
On je izumio Heaviside-ovu stepenastu funkciju i primjenio je na modelu stuje
u elektičnom kolu. Pronašao je i metodu za rješavanje linearnih diferencijalnih
jednačina, za koju je kasnije utvrđeno da odgovara Laplace-ovoj transformaciji.
Mnogi naučnici su pokušali da Heaviside-ov račun učine složenijim i povežu ga sa
Laplace-ovom transformacijom. Jedan od njih bio je i Bromwich, koji je otkrio
inverznu Laplace-ovu transformaciju. Laplace-ova transformacija primjenjuje se
u fizici (na primjer, provođenje toplote) kao i u analizi prenosa signala u različi-
tim sistemima (elektične mreže, komunikacioni sistemi, ...). Optički sistemi, kao
i kompjuterski programi za obradu digitalizovane slike i zvukova se takođe mogu
smatrati sistemima na koje se može primjeniti Laplace-ova transformacija.
U ovom master radu sam pokušala da na najbolji način približim čitaocu Laplace-
ovu transformaciju, njene osnovne osobine i primjene. Rad se sastoji od dve glava.
Prva glava predviđena je za čitaoce koji se prvi put upoznaju sa pojmom Laplace-
ove transformacije i koji nisu upoznati sa Banahovim prostorima, dok je druga
glava napredniji nivo i ona je namjenjena čitaocima koji su upoznati sa ovim
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pojmovima, kao i sa teorijom operatora.
Prva glava se sastoji četrnaest poglavlja. Tu su izložene neke osnovne oso-

bine Laplace-ovog integrala. U prva četiri poglavlja su date osobine Laplace-ove
transformacije. U petom poglavlju je definisana inverzna Laplace-ova transfor-
macija i dokazana je formula kompleksne inverzije. U narednih šest poglavlja su
definisane Gama, Beta i Beselova funkcija, definisan je pojam konvolucije funk-
cija i dokazana je teorema za konvoluciju Laplace-ove transformacije. Takođe je
definisan pojam distribucija i dokazana teorema za konvoluciju distibucija. Je-
danaesto poglavlje je posvećeno Riemann-Stieltjes-ovom integralu. Tu su date
osnovne definicije Riemann-Stieltjes-ovog integrala, funkcija ograničene varijacije
i Laplace-Stieltjes-ove transformacije , a sve to na prostorima R i C. Posljednja
dva poglavlja su posvećena primjenama Laplace-ove transformacije.
Druga glava se sastoji od deset poglavlja. To je uopštenje prethodne glave na

Banahovim prostorima. Ovde su još uvedeni dodatni pojmovi kao što su funk-
cije ograničene semivarijacije, slabe ograničene varijacije, apscise konvergencije,
Riesz-ovog operatora, Riesz-Stieltjes-ove transformacije i drugih. Laplace-ova i
Laplace-Stieltjes-ova transformacije su predstavljene kao operatori koji djeluju na
određenim prostorima.
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1. Osnovna Laplace-ova
transformacija

1.1. Egzistencija Laplace-ove transformacije

Definicija 1.1.1. Pretpostavimo da je t 7→ f(t) realna ili kompleksna funkcija
(t > 0) i s realan ili kompleksan parametar. Definišimo Laplace-ovu transforma-
ciju funkcije f sa

F (s) = L(f(t)) =
∫ ∞

0
e−stf(t)dt = lim

τ→∞

∫ τ

0
e−stf(t)dt (1.1)

pod uslovom da ovaj limes postoji.

Ako ovaj limes postoji, onda kažemo da integral (1.1) konvergira. U suprot-
nom slučaju integral divergira i ne možemo definisati Laplace-ovu transformaciju
za f . U nastavku ćemo se baviti konvergencijom integrala (1.1).

Definicija 1.1.2. Integral (1.1) je apsolutno konvergentan ako postoji

lim
τ→∞

∫ τ

0
|e−stf(t)|dt.

Ako L(f(t)) konvergira apsolutno, onda vrijedi

|
∫ τ

′

τ
e−stf(t)dt| ≤

∫ τ
′

τ
|e−stf(t)|dt→ 0, kad τ →∞

za sve τ ′ > τ .

Definicija 1.1.3. Funkcija f je dio po dio neprekidna na intervalu [0,∞) ako:
i) limt→0+ f(t) = f(0+) postoji
ii) f je neprekidna na svakom konačnom intervalu (a, b) osim u eventualno ko-
načno mnogo tačaka r1, r2, ..., rn ∈ (a, b) u kojima funkcija f ima prekide.
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Definicija 1.1.4. Funkcija f je eksponencijanlo ograničena ako postoje kons-
tante M > 0 i α ∈ R takve da za neko t0 ≥ 0 vrijedi

|f(t)| ≤Meαt, t ≥ t0

Teorema 1.1.1. Ako je f dio po dio neprekidna na [0,∞) i eksponencijalno
ograničena, tada Laplace-ova transformacija postoji ako je Re(s) > α i konvergira
apsolutno.

Dokaz. Kako je funkcija f eksponencijalno ograničena (eksponencijalnog reda α),
tada postoji konstanta M1 > 0 tako da vrijedi

|f(t)| ≤M1e
αt, t ≥ t0,

za neko realno α. Funkcija f je dio po dio neprekidna na [0, t0] i odatle imamo
ograničenost tj.

|f(t)| ≤M2, 0 < t < t0

Kako funkcija eαt ima pozitivan minimum na [0, t0], a konstantu M možemo
izabrati dovoljno veliku, pa imamo

|f(t)| ≤Meαt, t > 0

Dakle,∫ τ

0
|e−stf(t)|dt ≤M

∫ τ

0
e−(x−α)tdt = Me−(x−α)t

−(x− α) |
τ
0 = M

x− α
− Me−(x−α)τ

x− α
.

Kada pustimo τ →∞ i Re(s) = x > α daje∫ ∞
0
|e−stf(t)|dt ≤ M

x− α
. (1.2)

1.2. Osobine Laplace-ove transformacije

Neka je L := {f : (0,∞)→ R (C) | F (s) postoji za neko s}.

Teorema 1.2.1. (Teorema linearnosti) Ako f1 ∈ L za Re(s) > α, f2 ∈ L za
Re(s) > β, tada f1 + f2 ∈ L za Re(s) > max{α, β} i

L(c1f1 + c2f2) = c1L(f1) + c2L(f2)

za proizvoljne konstante c1 i c2.
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Dokaz. Iz (1.1) i linearnosti integrala dobijamo∫ ∞
0

e−st(c1f1(t) + c2f2(t))dt = c1

∫ ∞
0

e−stf1(t)dt+ c2

∫ ∞
0

e−stf2(t)dt.

Teorema 1.2.2. (Teorema sličnosti) Ako je f ∈ L, Re(s) > α i a > 0, onda je
i Re(s) > aα i vrijedi

L(f(at)) = 1
a
F (s
a

).

Dokaz. Po definiciji Laplace-ove transformacije imamo

L(f(at)) =
∫ ∞

0
e−stf(at)dt.

Smjenom at = u, a dt = du gornji integral postaje

L(f(u)) = 1
a

∫ ∞
0

e−
s
a
uf(u)du.

Teorema 1.2.3. (Prva teorema pomjeranja) Ako je F (s) = L(f(t)), Re(s) > 0,
tada je F (s− a) = L(eatf(t)) , Re(s) > a, a ∈ R.

Dokaz. Za Re(s) > a, važi

F (s− a) =
∫ ∞

0
e−(s−a)tf(t)dt =

∫ ∞
0

e−steatf(t)dt = L(eatf(t)).

Teorema 1.2.4. (Druga teorema pomjeranja) Ako je F (s) = L(f(t)), tada je

L(ua(t)f(t− a)) = e−asF (s), (a ≥ 0)

gdje je

ua(t) =


1 , t > a

0 , t < a
.

Dokaz.

L(ua(t)f(t− a)) =
∫ ∞

0
e−stua(t)f(t− a)dt =

∫ ∞
0

e−stf(t− a)dt.

Uvodeći smjenu τ = t− a, dobijamo∫ ∞
0

e−s(τ+a)f(τ)dτ = e−as
∫ ∞

0
e−sτf(τ)dτ = e−asF (s).
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Napomena 1.2.1. Za a ≥ 0, funkcija ua(t) se naziva Heaviside-ova stepenasta
funkcija.

Teorema 1.2.5. Ako
f(t) =

∞∑
n=0

ant
n

konvergira za t ≥ 0 uz uslov da je

|an| ≤
Kαn

n!

za sve dovoljno velike n i α > 0, K > 0, tada je

L(f(t)) =
∞∑
n=0

anL(tn) =
∞∑
n=0

ann!
sn+1 (Re(s) > α) .

Dokaz. Kako je funkcija f(t) predstavljena pomoću stepenog reda, ona je nepre-
kidna na [0,∞). Želimo da pokažemo da razlika

|L(f(t))−
N∑
n=0

anL(tn)| = |L(f(t)−
N∑
n=0

ant
n)| ≤ Lx(|f(t)−

N∑
n=0

ant
n|)

konvergira nuli kad N →∞, gdje je Lx(h(t)) =
∫∞
0 e−xth(t)dt , za neku funkciju

h gdje je x = Re(s). Prema tome je

|f(t)−
N∑
n=0

ant
n| = |

∞∑
n=N+1

ant
n| ≤ K

∞∑
n=N+1

(αt)n
n! = K(eαt −

N∑
n=0

(αt)n
n! ).

Kako za proizvoljne Laplace transformabilne funkcije h i g takve da je h ≤ g

vrijedi Lx(h) ≤ Lx(g), onda vrijedi

Lx(|f(t)−
N∑
n=0

ant
n|) ≤ KLx(eαt −

N∑
n=0

(αt)n
n! ) = K( 1

x− α
−

N∑
n=0

αn

xn+1 ) =

= K( 1
x− α

− 1
x

N∑
n=0

(α
x

)n)→ 0 kad N →∞, (Re(s) = x > α).

Ovdje smo iskoristi činjenicu da je
∞∑
n=0

zn = 1
1− z , |z| < 1.

Prema tome je

L(f(t)) = lim
N→∞

N∑
n=0

anL(tn) =
∞∑
n=0

ann!
sn+1 , (Re(s) > α).
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Teorema 1.2.6. Ako je f dio po dio neprekidna na [0,∞) i eksponencijalno
ograničena, tada

F (s) = L(f(t))→ 0 kad Re(s)→∞.

Dokaz. Iz (1.2) slijedi da za proizvoljnu konstantu M > 0 važi

|
∫ ∞

0
e−stf(t)dt| ≤ M

x− α
, (Re(s) = x > α).

Puštajući u prethodnoj nejednakosti x→∞ dobijamo tvrdnju.

Teorema 1.2.7. Neka je f neprekidna na (0,∞) eksponencijalnog reda α i f ′

dio po dio neprekidna na [0,∞). Tada

L(f ′(t)) = sL(f(t))− f(0+) (Re(s) > α).

Dokaz. Parcijalnom integracijom dobijamo∫ ∞
0

e−stf ′(t)dt = lim
τ→∞, δ→0

∫ τ

δ
e−stf ′(t)dt = lim

τ→∞, δ→0
[e−stf(t) |τδ +s

∫ τ

δ
e−stf(t)dt] =

= lim
τ→∞, δ→0

[e−sτf(τ)− e−sδf(δ) + s
∫ τ

δ
e−stf(t)dt] =

= −f(0+) + s
∫ ∞

0
e−stf(t)dt (Re(s) > α).

Prema tome je
L(f ′(t)) = sL(f(t))− f(0+).

Ovdje smo koristi činjenicu da za Re(s) = x > α važi

|e−sτf(τ)| ≤ e−xτMeατ =

= Me−(x−α)τ → 0 kad τ →∞ .

Primjetimo da f(0+) postoji jer f ′(0+) = limt→0+ f ′(t) postoji. Jasno, ako je f
neprekidna u nuli, onda je f(0+) = f(0) i naša formula postaje

L(f ′(t)) = sL(f(t))− f(0).

Teorema 1.2.8. Pretpostavimo da je f neprekidna na [0,∞) osim u tački t1 >
0 u kojoj ima prekid i neka je f eksponencijalno ograničena, a f ′ dio po dio
neprekidna na [0,∞). Tada

L(f ′(t)) = sL(f(t))− f(0)− e−t1s(f(t+1 )− f(t−1 )) (Re(s) > α).
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Dokaz.∫ ∞
0

e−stf ′(t)dt = lim
τ→∞

∫ τ

0
e−stf ′(t)dt = lim

τ→∞
[e−stf(t) |t

−
1

0 +e−stf(t) |τ
t+1

+s
∫ τ

0
e−stf(t)dt] =

= lim
τ→∞

[e−stf(t−1 )− f(0) + e−sτf(τ)− e−stf(t+1 ) + s
∫ τ

0
e−stf(t)dt].

Odatle je
L(f ′(t)) = sL(f(t))− f(0)− e−t1s(f(t+1 )− f(t−1 )).

Ako su 0 < t1 < t2 < ... < tn prekidi funkcije f , a n je konačan broj, tada
prethodna formula postaje

L(f ′(t)) = sL(f(t))− f(0)−
n∑
k=1

e−tks(f(t+k )− f(t−k )).

Napomena 1.2.2. Primjetimo da ako je f ′ neprekidna na [0,∞) eksponencijal-
nog reda α, tada isto vrijedi i za funkciju f .

Slijedeća teorema je uopštenje Teoreme 1.2.7 i glasi:

Teorema 1.2.9. Pretpostavimo da su f(t), f ′(t), ...f (n−1)(t) neprekidne na (0,∞)
eksponencijalnog reda α, a f (n)(t) dio po dio neprekidna na [0,∞) . Tada je

L(f (n)(t)) = snL(f(t))− sn−1f(0+)− sn−2f ′(0+)− ...− f (n−1)(0+).

Teorema 1.2.10. (Teorema o diferenciranju slike) Neka je f(t) dio po dio ne-
prekidna na [0,∞), eksponencijalnog reda α i L(f(t)) = F (s). Tada

dn

dsn
F (s) = L((−1)ntnf(t)) n = 1, 2, 3, ... (Re(s) > α).

Dokaz. Poći ćemo od same definicije Laplace-ove transformacije funkcije f

F (s) =
∫ ∞

0
e−stf(t)dt.

Diferenciranjem lijeve i desne strane prethodne nejednakosti po s dobijamo
d

ds
F (s) = d

ds

∫ ∞
0

e−stf(t)dt =
∫ ∞

0

∂

∂s
e−stf(t)dt

=
∫ ∞

0
−te−stf(t)dt = L(−tf(t))

Ovdje smo koristili teoremu o zamjeni mjesta izvoda i integrala. Nastavljajući
postupak dobijamo tvrdnju.
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Teorema 1.2.11. (Teorema o početnoj vrijednosti) Pretpostavimo da f i f ′ za-
dovoljavaju uslove Teoreme 1.2.7 i F (s) = L(f(t)). Tada

f(0+) = lim
t→0+

f(t) = lim
s→∞

sF (s) (s je realno).

Dokaz. Na osnovu Teoreme 1.2.6 je L(f ′(t)) = G(s)→ 0 kad s→∞. Na osnovu
Teoreme 1.2.7 je

G(s) = sF (s)− f(0+), s > α.

Puštajući limes u prethodnoj jednakosti dobijamo

0 = lim
s→∞

G(s) = lim
s→∞

sF (s)− f(0+).

Prema tome je
f(0+) = lim

s→∞
sF (s).

Teorema 1.2.12. Pretpostavimo da funkcija f zadovoljava uslove Teoreme 1.2.7,
L(f ′(t)) = G(s) postoji za sve s > 0 i limt→∞ f(t) postoji. Tada

lim
s→0+

∫ ∞
0

e−stf ′(t)dt =
∫ ∞

0
f ′(t)dt.

Dokaz. Vidjeti u [1].

Teorema 1.2.13. (Teorema o krajnjoj vrijednosti) Pretpostavimo da f zadovo-
ljava uslove Teoreme 1.2.7 i limt→∞ f(t) postoji. Tada je

lim
t→∞

f(t) = lim
s→0

sF (s) (s je realno).

Dokaz. Na osnovu pretpostavke funkcija f je ograničena, pa primjetimo da je
eksponencijalni red ove funkcije α = 0. Na osnovu Teoreme 1.2.7 je

G(s) = L(f ′(t)) = sF (s)− f(0+) (s > 0).

Puštajući limes kad s→ 0 u prethodnoj jednačini dobijamo

lim
s→0

G(s) = lim
s→0

sF (s)− f(0+). (1.3)

Na osnovu Teoreme 1.2.12 limes može ući ispod znaka integrala, pa dobijamo

lim
s→0

G(s) = lim
s→0

∫ ∞
0

e−stf ′(t)dt =
∫ ∞

0
f ′(t)dt. (1.4)

Integral
∫∞

0 f ′(t)dt postoji, jer∫ ∞
0

f ′(t)dt = lim
τ→∞

∫ τ

0
f ′(t)dt = lim

τ→∞
(f(τ)− f(0+)). (1.5)

Iz jednačina (1.3), (1.4) i (1.5) dobijamo tvrdnju.
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Definicija 1.2.1. Ako je kompleksna funkcija f(z) diferencijabilna u svim tač-
kama u nekoj okolini |z − z0| < r, tada je f(z) analitička (holomorfna) u tački
z0. Ako je f(z) analitička u svakoj tački u oblasti D, onda je f(z) analitička
(holomorfna) na D.

Teorema 1.2.14. Ako je funkcija f(z) = u(x, y) + iv(x, y) definisana u oblasti
D i njeni parcijalni izvodi ux, uy, vx, vy su neprekidni i zadovoljavaju Cauchy-
Riemann-ove (C-R)1 uslove. Tada je f(z) analitička (holomorfna) na D.

Dokaz. Vidjeti u [5].

Teorema 1.2.15. Ako je f dio po dio neprekidna funkcija i integral

F (s) =
∫ ∞

0
e−stf(t)dt

uniformno konvergira za sve s ∈ E ⊆ C , onda je F (s) neprekidna na E, tj. za
s→ s0 ∈ E je

lim
s→s0

∫ ∞
0

e−stf(t)dt =
∫ ∞

0
lim
s→s0

e−stf(t)dt = F (s0).

Dokaz. Vidjeti u [1].

Teorema 1.2.16. Pretpostavimo da su f(x, y) i ∂
∂x
f(x, y) neprekidne u pravo-

ugaoniku a ≤ x ≤ b, 0 ≤ y ≤ T, T > 0, osim u možda konačno mnogo tačaka u
kojima ima prekide duž pravih y = yi, i = 1, 2, ..., n i neka

∫∞
0 f(x, y)dy konver-

gira, a
∫∞

0
∂
∂x
f(x, y)dy konvergira uniformno. Tada je

∂

∂x

∫ ∞
0

f(x, y)dy =
∫ ∞

0

∂

∂x
f(x, y)dy (a < x < b).

Dokaz. Vidjeti u [1].

Teorema 1.2.17. Neka je f(t) dio po dio neprekidna na [0,∞) eksponencijalnog
reda α, onda je F (s) = L(f(t)) analitička funkcija u domenu Re(s) > α.

Dokaz. Neka je s = x+ iy.

F (s) =
∫ ∞

0
e−stf(t)dt =

∫ ∞
0

e−(x+iy)tf(t)dt = e−xt
∫ ∞

0
(cos(yt)−i sin(yt))f(t)dt =

=
∫ ∞

0
(e−xt cos(yt))f(t)dt+

∫ ∞
0

(−e−xt sin(yt))f(t)dt = u(x, y) + iv(x, y)

1Ovi uslovi se dosta često koriste u kompleksnoj analizi u dati su u [5]
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Uzmimo u obzir

|
∫ ∞
t0

∂

∂x
(e−xt cos(yt))f(t)dt| = |

∫ ∞
t0

(−te−xt cos(yt))f(t)dt| ≤
∫ ∞
t0

te−xt|f(t)|dt ≤

≤M
∫ ∞
t0

e−(x−α−δ)tdt ≤ M

x− α− δ
e−(x−α−δ)t0

gdje je δ > 0 izabrano proizvoljno malo. Tada za x ≥ x0 > α (x ≥ x0 >

α + δ), desna strana prethodne nejednakosti može biti dovoljno mala birajući
t0 dovoljno veliko. Iz toga slijedi da integral

∫∞
0

∂
∂x

(e−xt cos(yt))f(t)dt unifor-
mno konvergira za Re(s) ≥ x0 > α. Na isti način zaključujemo da integral∫∞

0
∂
∂y

(−e−xt sin(yt))f(t)dt konvergira uniformno za Re(s) ≥ x0 > α. Na osnovu
ove uniformne konvergencije i apsolutne konvergencije L(f(t)) po Teoremi 1.2.16
zaključujemo da možemo diferencirati ispod znaka integrala. Iz toga je

ux =
∫ ∞

0

∂

∂x
(e−xt cos(yt))f(t)dt =

∫ ∞
0

(−te−xt cos(yt))f(t)dt

vy =
∫ ∞

0

∂

∂y
(−e−xt sin(yt))f(t)dt =

∫ ∞
0

(−te−xt cos(yt))f(t)dt

tj. ux = vy. Na sličan način pokažemo da je uy = −vx. Neprekidnost par-
cijalnih izvoda ux, uy, vx, vy slijedi iz Teoreme 1.2.15 primjenjene na funkciju
g(t) = −tf(t). Na osnovu Teoreme 1.2.14 slijedi tvrdnja.

Teorema 1.2.18. Ako je f dio po dio neprekidna na [0,∞) eksponencijalnog
reda α ≥ 0 i

g(t) =
∫ t

0
f(u)du,

onda je
L(g(t)) = 1

s
L(f(t)) (Re(s) > α).

Dokaz. Kako je g′(t) = f(t), osim u tačkama prekida funkcije f , pa parcijalnom
integracijom dobijamo∫ ∞

0
e−stg(t)dt = lim

τ→∞
[g(t)e−st
−s

|τ0 +1
s

∫ τ

0
e−stf(t)dt].

Kako je g(0) = 0, trebamo odrediti

lim
τ→∞

g(τ)e−sτ
−s

.

U tom cilju je ,
|g(τ)e−sτ | ≤ e−xτ

∫ τ

0
|f(u)|du

≤Me−xτ
∫ τ

0
eαudu
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= M

α
(e−(x−α)τ − e−xτ )→ 0 kad τ →∞

gdje je x = Re(s) > α > 0. Ovo vrijedi i za α = 0. Otuda je

L(g(t)) = 1
s
L(f(t)) (Re(s) > α).

Teorema 1.2.19. Ako je f dio po dio neprekidna na [0,∞) eksponencijalnog
reda α ≥ 0 i ako postoji

∫∞
0 F (u)du, tada je

L(f(t)
t

) =
∫ ∞
s

F (u)du (Re(s) > α).

Dokaz. ∫ ∞
s

F (u)du =
∫ ∞
s

du
∫ ∞

0
e−utf(t)dt =

∫ ∞
0

f(t)dt
∫ ∞
s

e−utdu =

=
∫ ∞

0
f(t)e

−ut

t
|s∞ dt =

∫ ∞
0

f(t)e
−st

t
dt = L(f(t)

t
).

Ovdje smo koristili Fubini2-jevu teoremu o zamjeni mjesta integrala.

1.3. Laplace-ova transformacija periodičnih funk-
cija

Neka je data funkcija t → f(t) takva da je f(t) = 0 za svako t < 0 koja je
periodična na intervalu [0,∞) sa periodom T . Tada vrijedi jednakost f(t+kT ) =
f(t) gdje je k prirodan broj.

Teorema 1.3.1. Ako je F (s) = L(f(t)) i ako je f periodična sa periodom T na
intervalu [0,∞), onda vrijedi

F (s) = 1
1− e−sT

∫ T

0
e−stf(t)dt.

Dokaz. Na osnovu definicije Laplace-ove transformacije, imamo

F (s) =
∫ ∞

0
e−stf(t)dt =

∫ T

0
e−stf(t)dt+

∫ ∞
T

e−stf(t)dt.

Uvodeći smjenu τ = t− T , dobijamo∫ ∞
T

e−stf(t)dt =
∫ ∞

0
e−s(τ+T )f(τ + T )dτ = e−sT

∫ ∞
0

e−sτf(τ)dτ.

Prema tome je
F (s) =

∫ T

0
e−stf(t)dt+ e−sTF (s),

pa na osnovu ovoga dobijamo tvrdnju.
2Formulacija i dokaz Fubini-jeve teoreme se nalazi u [3]
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1.4. Suština Laplace-ove transformacije

Definicija 1.4.1. Orginalom se naziva svaka kompleksna funkcija realne pro-
mjenjive t 7→ f(t) koja ispunjava slijedeće uslove:
i) Za svako t < 0 je f(t) = 0. Funkcija koja ispunjava ovaj uslov se naziva ka-
uzalna funkcija.
ii) Funkcija f je integrabilna na svakom konačnom intervalu koji pripada oblasti
[0, a], gdje je a <∞.
iii) Funkcija f je eksponencijalno ograničena.

Definicija 1.4.2. Neka je funkcija t 7→ f(t) apsolutno integrabilna na intervalu
(−∞,+∞). Fourier-ova transformacija ove funkcije je

(Ff)(y) =
∫ +∞

−∞
e−ityf(t)dt. (1.6)

Njena inverzna Fourier-ova transformacija glasi:

f(t) = 1
2π

∫ +∞

−∞
eity(Ff)(y)dy.

Ako je f kauzalna funkcija, tada je donja granica integrala (1.6) umjesto −∞
jednaka 0. Pomnožimo podintegralnu funkciju jednakosti (1.6) sa funkcijom e−xt,
gdje je x realni parametar izabran tako da integral (1.1) konvergira za svaki
original f(t). Na taj način Fourier-ova transformacija od e−xtf(t), gdje je f(t)
original, jednaka je∫ +∞

0
e−itye−xtf(t)dt =

∫ +∞

0
e−(x+iy)tf(t)dt =

∫ +∞

0
e−stf(t)dt = F (s)

gdje je s = x + iy. Do inverzne Laplace-ove transformacije dolazimo pomoću
inverzne Fourier-ove transformacije. Imamo da je

e−xtf(t) = 1
2π

∫ +∞

−∞
eityF (s)dy.

Odavde je
f(t) = 1

2π

∫ +∞

−∞
exteityF (s)dy = 1

2π

∫ +∞

−∞
estF (s)dy.

Ako uvedemo smjenu s = x+ iy, za koju je ds = idy, dobijamo

f(t) = 1
2πi

∫ x+i∞

x−i∞
estF (s)ds. (1.7)

Ovo je inverzna Laplace-ove transformacija i integral na desnoj strani jednakosti
(1.7) naziva se Bromwich− ov integral.
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1.5. Inverzna Laplace-ova
transformacija

Definicija 1.5.1. Vrijednost limA→∞
∫ A
−A f(t)dt se naziva Cauchy-jeva glavna

vrijednost integrala
∫ +∞
−∞ f(t)dt, pod uslovom da ovaj integral postoji.

Teorema 1.5.1. (Fundamentalna teorema Fourier-ovih integrala) Neka je f ap-
solutno neprekidna i dio po dio glatka funkcija na R i neka je (Ff)(y) Fourier-ova
transformacija od f . Tada integral (1.6) konvergira za svako t ∈ R kao Cauchy-
jeva glavna vrijednost i vrijedi

1
2π

∫ +∞

−∞
eity(Ff)(y)dy = 1

2(f(t+) + f(t−)), (1.8)

gdje je f(t+) = limh→0 f(t+ h) i f(t−) = limh→0 f(t− h).

Dokaz. Vidjeti u [2].

Teorema 1.5.2. Neka je f(t) dio po dio glatka (i kauzalna) funkcija eksponen-
cijalnog reda α ∈ R i neka je F (s) Laplace-ova transformacija od f(t). Onda za
t ≥ 0 i s = x+ iy takvo da je Re(s) > α vrijedi

lim
A→∞

1
2π

∫ A

−A
F (s)estdy = 1

2(f(t+) + f(t−)).

Dokaz. Definišimo funkciju g(t) = ua(t)f(t)e−xt (a ≥ 0). Primjetimo da je funk-
cija g(t) apsolutno integrabilna, jer je f(t) eksponencijalnog reda α. Odatle
zaključujemo da Fourier-ova transformacija od g(t) postoji za Re(s) > α i

(Fg)(y) =
∫ +∞

−∞
e−ityua(t)f(t)e−xtdt =

∫ +∞

0
e−(x+iy)tf(t)dt = F (s).

Kako je f dio po dio glatka, onda je i g dio po dio glatka i apsolutno integrabilna.
Prema tome, Teoremu 1.5.1 možemo primjeniti na funkciju g. Kako je (Fg)(y) =
F (s) iz (1.8) dobijamo

1
2π

∫ ∞
−∞

F (x+ iy)eitydy = 1
2(g(t+) + g(t−)).

Za t ≥ 0 imamo g(t+) = ua(t+)f(t+)e−xt = f(t+)e−xt i g(t−) = f(t−)e−xt, što
nam daje

lim
A→∞

1
2π

∫ A

−A
F (s)eitydy = 1

2(f(t+) + f(t−))e−xt.

Ako pomnožimo lijevu i desnu stranu prethodne nejednakosti sa ext, dobijamo
tvrdnju koja važi za Re(s) > α i t ≥ 0.
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Teorema 1.5.3. (Laplace-ova transformacija je 1-1) Neka su f(t) i g(t) dio po
dio neprekidne funkcije eksponencijalnog reda α i neka su F (s) i G(s) Laplace-ove
transformacije od f(t) i g(t) respektivno. Tada, ako je F (s) = G(s) u poluravni
Re(s) > α, onda je f(t) = g(t) u svim tačkama u kojima su f(t) i g(t) neprekidne.

Dokaz. Neka je t ∈ R tačka u kojoj su f(t) i g(t) neprekidne. Kako je F (s) = G(s)
za Re(s) > α, iz Teoreme 1.5.1 dobijamo da je

f(t) = lim
A→∞

1
2π

∫ A

−A
F (s)estdy = lim

A→∞

1
2π

∫ A

−A
G(s)estdy = g(t).

Definicija 1.5.2. Neka je funkcija f(z) regularna u prstenu 0 < |z−z0| < r i nije
definisana u tački z = a, (a 6= 0). Tada se a naziva izolovanim singularitetom
funkcije f .

Definicija 1.5.3. Izolovani singularitet a funkcije f se naziva:
i) otklonjivim , ako limz→a f(z) postoji i konačan je.
ii) polom, ako limz→a f(z) =∞.
iii) esencijalnim singularitetom, ako limz→a f(z) ne postoji.

Definicija 1.5.4. Ako analitičku funkciju z 7→ f(z) razvijemo u Laurent− ov
red u okolini njenog pola ili esencijalnog singulariteta, tj.

f(z) =
∞∑
n=0

An(z − a)n +
∞∑
n=1

Bn

(z − a)n

onda se koeficijent B1 uz 1
z−a naziva ostatkom funkcije f u tački z = a. Ostatak

se označava sa resz=af(z) ili res(f(z), z = a).

Teorema 1.5.4. (Cauchy-jeva teorema o ostacima) Ako je L kontura koja obu-
hvata polove ili esencijalne singularitete zk, (k = 1, 2, ..., n) uniformne funkcije
z 7→ f(z), tada je

∮
L
f(z)dz = 2πi

n∑
k=1

res(f(z), z = zk).

Dokaz. Vidjeti u [5].

Osnovna osobina inverzne Laplace-ove transformacije je linearnost koju mo-
žemo dokazati po definiciji. U nastavku ćemo se baviti nekim osobinama inverzne
Laplace-ove transformacije.
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Teorema 1.5.5. Ako se funkcija s 7→ F (s) može razložiti u Laurent-ov red

F (s) =
∞∑
k=0

ak
sk+1 , (1.9)

tada je

f(t) = L−1(F (s)) =
∞∑
k=0

ak
tk

k! , (1.10)

gdje je L−1(F (s)) inverzna Laplace-ova transformacija od F (s).

Dokaz. Primjenimo jednakost L(tn) = n!
sn+1 , odnosno L−1( 1

sn+1 ) = tn

n! na (1.9).
Zamjenom mjesta sume i inverzne Laplace-ove transformacije dolazimo do jedna-
kosti (1.10).

Teorema 1.5.6. Ako je F (s) = Qm(s)
Pn(s) , gdje su Qm(s) i Pn(s) polinomi (m < n)

i ako Pn(s) ima proste nule s1, s2, ..., sn, tada je

f(t) = L−1(F (s)) =
n∑
k=1

Qm(sk)
P ′n(sk)

eskt. (1.11)

Formula (1.11) poznata je kao Heaviside-ova formula.

Dokaz. Primjenom Bromwich-ovog integrala i Cauchy-jeve teoreme o ostacima
imamo

f(t) =
n∑
k=1

res(Qm(s)
Pn(s) e

st, s = sk).

Kako je
res(Qm(s)

Pn(s) e
st, s = sk) = lim

s→sk
(s− sk)

Qm(s)
Pn(s) e

st =

= Qm(sk)eskt lim
s→sk

s− sk
Pn(s) =

= Qm(sk)eskt
P ′n(sk)

gdje je na posljednji limes primjenjeno L’Hospital-ovo pravilo.

Postoji i opštija formula od ove. Pretpostavimo da je s1 = s2 = ... = sϑ = a,
tj. s = a je nula polinoma Pn(s) reda ϑ. Neka su ostale nule sϑ+1, ..., sn proste.
Tada se racionalna funkcija Qm(s)

Pn(s) može prikazati u obliku

Qm(s)
Pn(s) = c1

s− a
+...+ ck

(s− a)k+...+ cϑ−1

(s− a)ϑ−1 + cϑ
(s− a)ϑ+

n∑
k=ϑ+1

Qm(sk)
P ′n(sk)

· 1
(s− sk)

.
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Prethodnu jednakost pomnožimo sa (s− a)ϑ, a zatim diferencirajmo ϑ− k puta
i pustimo da s→ a. Tada dobijamo

ck = 1
(ϑ− k)! lim

s→a

dϑ−k

dϑ−ks

((s− a)ϑQm(s)
Pn(s) ).

Inverzna transformacija racionalne funkcije Qm(s)
Pn(s) daje

L−1(Qm(s)
Pn(s) ) =

ϑ∑
k=1

ck
(k − 1)!t

k−1eat +
n∑

k=ϑ+1

Qm(sk)
P ′n(sk)

eskt.

Lema 1.5.1. Pretpostavimo da za s na konturi kruga CR (Slika 1.1), funkcija
F (s) zadovoljava

|F (s)| ≤ M

|s|p
, za neko p > 0 i sve R > R0.

Tada je
lim
R→∞

∫
CR
etsF (s)ds = 0 (t > 0).

Dokaz. U tačkama s = Reiθ na CR je |ets| = etR cos θ. Prema tome, za dovoljno

Slika 1.1: Figura 1

veliko R takvo da su svi polovi funkcije F (s) u unutrašnjosti konture ΓR =
ABCDEA, funkcija F (s) će biti neprekidna na CR i |F (s)| ≤ M

Rp
, za dovoljno

veliko R. Otuda dobijamo da na kružnom luku BCD vrijedi

|
∫
BCD

estF (s)ds| ≤
∫
BCD
|ets||F (s)||ds| ≤ M

Rp−1

∫ 3π
2

π
2

etR cos θdθ .
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Uvodeći smjenu θ = ϕ+ π
2 , dobijamo

|
∫
BCD

estF (s)ds| ≤ M

Rp−1

∫ π

0
e−tR sinϕdϕ = 2M

Rp−1

∫ π
2

0
e−tR sinϕdϕ. (1.12)

Posljednja jednakost je posljedica toga da je funkcija sinϕ simetrična oko ϕ = π
2 ,

za 0 ≤ ϕ ≤ π. Da bismo odredili granicu za integral (1.12), posmatrajmo grafik
funkcije y = sinϕ, 0 ≤ ϕ ≤ π

2 . Kriva od tačke (0, 0) do tačke (π2 , 1) ima nagib

Slika 1.2: Figura 2

β = 2
π
< 1, pa na osnovu toga zaključujemo da prava 2

π
ϕ leži ispod krive y = sinϕ,

tj.
sinϕ ≥ 2

π
ϕ, 0 ≤ ϕ ≤ π

2 .

Zbog toga jednačina (1.12) daje,

|
∫
BCD

estF (s)ds| ≤ 2M
Rp−1

∫ π
2

0
e−

2Rtϕ
π dϕ = 2M

Rp−1 (− π

2Rte
− 2Rtϕ

π |
π
2
0 ) =

= Mπ

Rpt
(1− e−Rt)→ 0 kad R→∞.

Iznad luka AB imamo da je |ets| ≤ etx = c, za fikcno t > 0 i dužina luka AB,
u oznaci l(AB), ostaje ograničena kad R→∞. Prema tome je

|
∫
AB

estF (s)ds| ≤ cMl(AB)
Rp

→ 0 kad R→∞.

Na sličan način pokazuje se da

|
∫
DE

estF (s)ds| → 0 kad R→∞.

Iz ovog zaključujemo da je

lim
R→∞

∫
CR
estF (s)ds = 0.
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Teorema 1.5.7. Pretpostavimo da je f neprekidna i eksponencijalno ograničena
na [0,∞), a f ′ dio po dio neprekidna na [0,∞). Ako je F (s) = L(f(t)), za
Re(s) = x > α i zadovoljava

|F (s)| ≤ M

|s|p
, p > 0

za sve |s| dovoljno velike i neko p i ako je F (s) analitička na C osim u konačno
mnogo polova z1, z2, ..., zn, tada je

f(t) = 1
2πi

∫ x+i∞

x−i∞
estF (s)ds =

n∑
k=1

res(estF (s), s = zk). (1.13)

Dokaz. Po Teoremi 1.1.1, F (s) konvergira apsolutno za Re(s) = x > α, tj.∫ ∞
0
|e−stf(t)|dt =

∫ ∞
−∞

e−xt|f(t)|dt <∞, x > α.

Iz toga zaključujemo da je funkcija g(t) = e−xtf(t) apsolutno integrabilna, pa na
osnovu Teoreme 1.5.1 je

g(t) = 1
2π

∫ +∞

−∞
eity(Fg)(y)dy, t > 0.

Ako pomnožimo lijevu i desnu stranu prethodne jednakosti sa ext dobijamo

f(t) = 1
2π

∫ +∞

−∞
est(Fg)(y)dy, t > 0.

Ako uvedemo smjenu s = x+ iy, x > α, prethodna jednačina postaje

f(t) = 1
2πi

∫ x+i∞

x−i∞
estF (s)ds = lim

y→∞

1
2πi

∫ x+iy

x−iy
estF (s)ds.

Da bismo dokazali tvrdnju, uzmimo CR radijusa R i centra u koordinatnom
početku. Tada za neko s koje se nalazi na konturi ΓR = ABCDEA vrijedi

1
2πi

∫
ΓR
estF (s)ds = 1

2πi

∫
CR
estF (s)ds+ 1

2πi

∫
EA

estF (s)ds. (1.14)

Kako je F (s) analitička, za Re(s) = x > α, tada svi singulariteti funkcije F (s)
moraju ležati lijevo od prave Re(s) = α (Bromwich-ova linija). Ako je F (s)
analitička za Re(s) < α osim u konačno mnogo polova z1, z2, ..., zn, onda je F (s)
oblika F (s) = Q(s)

P (s) , gdje su Q(s) i P (s) polinomi. Uzimajući R dovoljno veliko,
svi polovi funkcije F (s) će ležati unutar konture ΓR. Na osnovu Cauchy-jeve
teoreme o ostacima dobijamo

1
2πi

∫
ΓR
estF (s)ds =

n∑
k=1

res(estF (s), s = zk). (1.15)
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Iz (1.14) i (1.15) dobijamo
n∑
k=1

res(estF (s), s = zk) = 1
2πi

∫
CR
estF (s)ds+ 1

2πi

∫ x+iy

x−iy
estF (s)ds.

Iz Leme 1.5.1 i puštajuči R→∞ dobijamo tvrdnju.

Napomena 1.5.1. Ako funkcija F (s) iz prethodne teoreme ima beskonačno mnogo
polova {zk}∞k=1 koji se nalaze lijevo od linije Re(s) = x0 > 0 i |z1| ≤ |z2| ≤ ...,
|zk| → ∞ kad k →∞. Tada vrijedi

f(t) = 1
2πi

∫ x0+i∞

x0−i∞
estF (s)ds =

∞∑
k=1

res(estF (s), s = zk).

1.6. Gama funkcije

Definicija 1.6.1. Funkcija p 7→ Γ(p), definisana pomoću integrala

Γ(p) =
∫ ∞

0
xp−1e−xdx, (p > 0)

naziva se (Euler-ova) gama funkcija.

Posmatrajmo Laplace-ovu transformaciju funkcije tϑ koja postoji za ϑ > −1
i glasi

L(tϑ) =
∫ ∞

0
e−sttϑdt.

Uvodeći smjenu x = st, (s > 0), dobijamo

L(tϑ) =
∫ ∞

0
e−x(x

s
)ϑ1
s
dx = 1

sϑ+1

∫ ∞
0

e−xxϑdx.

Koristeći Gama funkcije, prethodna jednakost postaje

L(tϑ) = Γ(ϑ+ 1)
sϑ+1 , ϑ > −1, s > 0.

Koristeći jednakost L(tϑ) = ϑ!
sϑ+1 (pogledati Teoremu 1.2.5) i stavljajući ϑ = n =

0, 1, 2, ..., dobijamo Γ(n+ 1) = n!.

Teorema 1.6.1. Ako

f(t) =
∞∑
n=0

ant
n+ϑ (ϑ > −1) (1.16)

konvergira za sve t ≥ 0 i |an| ≤ K αn

n! , pri čemu su K,α > 0 i jednakost (1.16)
važi za sve dovoljno velike n. Tada

L(f(t)) =
∞∑
n=0

anΓ(n+ ϑ+ 1)
sn+ϑ+1 (Re(s) > α).
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Dokaz. Vidjeti u [7].

Teorema 1.6.2. Ako
F (s) =

∞∑
n=0

an
sn+1 (1.17)

konvergira za |s| > R, tada je

f(t) = L−1(F (s)) =
∞∑
n=0

ant
n

n! , (t ≥ 0). (1.18)

Dokaz. Primjetimo da ako red (1.17) konvergira za |s| > R, onda je

|an
sn
| ≤ K,

za neku konstantu K > 0 i sve n. Tada za |s| = r > R vrijedi

|an| ≤ Krn. (1.19)

Vrijedi i
rn <

2n
n
rn = αn

n
, (1.20)

gdje je α = 2r. Kako je Γ(n+ϑ+ 1) ≥ Γ(n) za ϑ > −1 i n > 1, pa (1.19) i (1.20)
daju

|an|
Γ(n+ ϑ+ 1) ≤

Kαn

nΓ(n) = Kαn

n! .

Množeći lijevu i desnu stranu prethodne jednakosti sa tn, t ≥ 0, dobijamo

| an
Γ(n+ ϑ+ 1) |t

n ≤ K(αt)n
n! .

Kako red eαt = ∑∞
n=0

(αt)n
n! konvergira, onda red

f(t) =
∞∑
n=0

an
Γ(n+ ϑ+ 1)t

n+ϑ (1.21)

konvergira apsolutno. Iz ovoga vidimo da je funkcija f eksponencijalno ograničena
i savljajući ϑ = 0 u (1.21) dobijamo (1.18).
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1.7. Konvolucija Laplace-ove transformacije

Neka su funkcije f(t) i g(t) definisane za t > 0.

Definicija 1.7.1. Konvolucija funkcija f i g je data pomoću integrala

(f ∗ g)(t) =
∫ t

0
f(τ)g(t− τ)dτ

koji postoji ako su f i g dio po dio neprekidne.

Konvolucija se u opštem slučaju definiše pomoću integrala

(f ∗ g)(t) =
∫ ∞
−∞

f(τ)g(t− τ)dτ.

Ako su f i g originali, za τ < 0 je f(τ) = 0, a za τ > t je g(t − τ) = 0, tako da
granice integrala ostaju 0 i t.

Osnovne osobine konvolucije su:
i) f ∗ g = g ∗ f (komutativnost)
ii) c(f ∗ g) = f ∗ cg = cf ∗ g, c je konstanta
iii) f ∗ (g ∗ h) = (f ∗ g) ∗ h (asocijativnost)
iv) f ∗ (g + h) = f ∗ g + f ∗ h (distributivnost).
Osobine (i), (ii) i (iv) lako se provjeravaju. Provjerimo osobinu (iii).

[f ∗ (g ∗ h)](t) =
∫ t

0
f(τ)(g ∗ h)(t− τ)dτ =

∫ t

0
f(τ)(

∫ t−τ

0
g(x)h(t− τ − x)dx)dτ =

=
∫ t

0
(
∫ t

τ
f(τ)g(u−τ)h(t−u)du)dτ =

∫ t

0
(
∫ u

0
f(τ)g(u−τ)dτ)h(t−u)du = [(f∗g)∗h](t).

U prethodnu jednakost uveli smo smjenu x = u− τ .

Teorema 1.7.1. (Konvoluciona teorema) Ako su f i g dio po dio neprekidne na
[0,∞) i eksponencijalno ograničene, onda je

L[(f ∗ g)(t)] = L(f(t)) · L(g(t)) (Re(s) > α).

Dokaz.

L(f(t)) · L(g(t)) = (
∫ ∞

0
e−sτf(τ)dτ) · (

∫ ∞
0

e−sug(u)du) =

=
∫ ∞

0
(
∫ ∞

0
e−s(τ+u)f(τ)g(u)du)dτ.
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Uvedimo smjenu t = τ + u i primjetimo da je τ fiksno u unutrašnjosti integrala.
Na osnovu toga imamo

L(f(t)) · L(g(t)) =
∫ ∞

0
(
∫ ∞
τ

e−stf(τ)g(t− τ)dt)dτ.

Ako definišemo g(t) = 0 za t < 0, onda je g(t− τ) = 0 za t < τ , pa dobijamo

L(f(t)) · L(g(t)) =
∫ ∞

0

∫ ∞
0

e−stf(τ)g(t− τ)dtdτ.

Na osnovu pretpostavke, Laplace-ovi integrali funkcija f i g konvergiraju apso-
lutno i odatle dobijamo da integral∫ ∞

0

∫ ∞
0
|e−stf(τ)g(t− τ)|dtdτ

konvergira. Ovo nam omogućava da zamjenimo redoslijed integracije, pa je

L(f(t))·L(g(t)) =
∫ ∞

0

∫ ∞
0

e−stf(τ)g(t−τ)dtdτ =
∫ ∞

0
(
∫ t

0
e−stf(τ)g(t−τ)dτ)dt =

=
∫ ∞

0
e−st(

∫ t

0
f(τ)g(t− τ)dτ)dt = L((f ∗ g)(t)).

1.8. Beta funkcije

Definicija 1.8.1. Funkcija (p, q) 7→ B(p, q) definisana pomoću

B(p, q) =
∫ 1

0
up−1(1− u)q−1du (p, q > 0),

naziva se beta funkcija.

Ako je f(t) = tp−1, g(t) = tq−1, p, q > 0, onda je

(f ∗ g)(t) =
∫ t

0
τ p−1(t− τ)q−1dτ.

Uvodeći smjenu τ = ut, dobijamo

(f ∗ g)(t) = tp+q−1
∫ 1

0
up−1(1− u)q−1du.

Tada na osnovu Teoreme o konvoluciji, dobijamo

L(tp+q−1B(p, q)) = L(tp−1)L(tq−1) = Γ(p)Γ(q)
sp+q

.

Dakle,
tp+q−1B(p, q) = L−1(Γ(p)Γ(q)

sp+q
) = Γ(p)Γ(q)tp+q−1

Γ(p+ q) ,

pa na osnovu toga dobijamo Euler-ovu formulu za beta funkciju

B(p, q) = Γ(p)Γ(q)
Γ(p+ q) .
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1.9. Bessel-ova funkcija

Definicija 1.9.1. Bessel-ova funkcija je rješenje Bessel-ove jednačine reda ϑ

t2
d2y

dt2
+ t

dy

dt
+ (t2 − ϑ2)y = 0

i definisana je pomoću reda

Jϑ(at) =
∞∑
n=0

(−1)n(at)2n+ϑ

22n+ϑn!(n+ ϑ)! . (1.22)

Za ϑ = 0 jednačina (1.22) postaje

J0(at) =
∞∑
n=0

(−1)n(at)2n

22n(n!)2 =
∞∑
n=0

a2nt
2n.

J0(at) je ograničena funkcija i

|a2n| =
|a|2n

22n(n!)2 ≤
|a|2n

(2n)! .

Uzimajući α = |a|, prema Teoremi 1.2.5 dobijamo

L(J0(at)) =
∞∑
n=0

(−1)n(a)2n

22n(n!)2 L(t2n) =
∞∑
n=0

(−1)n(a)2n(2n)!
22n(n!)2s2n+1 =

= 1
s

∞∑
n=0

(−1)n(2n)!
22n(n!)2 (a

2

s2 )n = 1
s
· s√

s2 + a2
=

= 1√
s2 + a2

(Re(s) > |a|).

1.10. Integralne jednačine

Definicija 1.10.1. Jednakosti oblika

f(t) = g(t) +
∫ t

0
k(t, τ)f(τ)dτ

i
g(t) =

∫ t

0
k(t, τ)f(τ)dτ

nazivaju se integralne jednačine, gdje je f(t) nepoznata funkcija.

Kada je jezgro k(t, τ) oblika

k(t, τ) = k(t− τ),
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gornji integrali predstavljaju konvolucije. Ako su g i k poznate funkcije, onda je
po konvolucionoj teoremi

L(f) = L(g) + L(f) · L(k),

odnosno
L(f) = L(g)

1− L(k) .

Posmatrajmo sada konvoluciju funkcija f ′(t) i g(t). Laplace-ova transformacija
konvolucije glasi

L(
∫ t

0
f ′(τ)g(t− τ)dτ) = L(f ′(t))L(g(t)) = (sF (s)− f(0))G(s) =

= sF (s)G(s)− f(0)G(s).

Ako član f(0)G(s) prebacimo na lijevu stranu jednačine, dobijemo jedan od
DuHamel-ovih integrala

L(f(0)g(t) +
∫ t

0
f ′(τ)g(t− τ)dτ) = sF (s)G(s).

1.11. Laplace-ova transformacija distribucija

Neka je C∞(R) = {f : R→ C| f je beskonačno diferencijabilna}.

Definicija 1.11.1. Funkcija f ∈ C∞(R) se naziva brzo opadajuća funkcija, ako
je za svako m i n ∈ N funkcija tnf (m) ograničena na R, tj. postoji konstanta
M > 0 takva da je |tnf (m)| < M , za sve t ∈ R.

Prostor brzo opadajućih funkcija, označićemo sa S. Sada kada smo uveli
pojam brzo opadajućih funkcija, možemo uvesti i pojam distribucija.

Definicija 1.11.2. Distribucija T je linearno preslikavanje koje svakoj brzo
opadajućoj funkciji φ dodjeljuje kompleksan broj. Djelovanje distibucije T na
brzo opadajuću funkciju φ označićemo sa 〈T, φ〉.

Dakle, distibucija je preslikavanje T : S → C koje zadovoljava:
i) 〈T, cφ〉 = c〈T, φ〉
ii) 〈T, φ1 + φ2〉 = 〈t, φ1〉+ 〈T, φ2〉
gdje su φ1, φ2 ∈ S i c ∈ C.
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Definicija 1.11.3. Neka su S i T distribucije i za r ∈ R definišimo funkciju
ψ(r) sa ψ(r) = 〈T (t), φ(t + r)〉. Ako za svako φ ∈ S, funkcija ψ(r) ∈ S, tada je
konvoluvija distribucija S i T definisana sa

〈S ∗ T, φ〉 = 〈S(r), ψ(r)〉 = 〈S(r), 〈T (t), φ(t+ r)〉〉.

Iz ove definicije zaključujemo da vrijedi slijedeća lema.

Lema 1.11.1. Ako su distribucije T i S definisane na S, tada su S ∗ T i T ∗ S
definisane na prostoru S.

Slijedeća definicija nam omogućava da predstavimo distribuciju pomoću inte-
grala.

Definicija 1.11.4. Ako je funkcija f(t) apsolutno neprekidna na (−∞,∞), onda
definišimo distribuciju Tf sa

〈Tf , φ〉 =
∫ ∞
−∞

f(t)φ(t)dt (1.23)

za sve φ ∈ S.

Ako je funkcija f u (1.23) kauzalna, izaberimo φ ∈ S takvo da je φ(t) = 0, za
sve t ≥ 0. Tada (1.23) postaje

〈Tf , φ〉 =
∫ ∞
−∞

f(t)φ(t)dt =
∫ ∞

0
f(t)φ(t)dt = 0.

Definicija 1.11.5. Neka je T distibucija. Kažemo da je T = 0 na (−∞, 0), kada
je 〈T, φ〉 = 0 za sve φ ∈ S takve da je φ(t) = 0 za sve t ≥ 0. Ovakvu distibuciju
nazivamo kauzalna distibucija.

Da bismo definisali Laplace-ovu transformaciju distibucija, funkcija e−st treba
pripadati prostoru S, što nije tačno. Dakle u nastavku ćemo posmatrati distibu-
cije na prostoru C∞(R).

Definicija 1.11.6. Neka je T kauzalna distribucija na prostoru C∞(R). Tada je
Laplace-ova transformacija distribucije T definisana kao kompleksna funkcija

U(s) = 〈T (t), e−st〉.

Teorema 1.11.1. (Konvolucija distibucija) Neka su S i T kauzalne distibucije
definisane na prostoru C∞(R). Tada je i S ∗T kauzalna distibucija definisana na
prostoru C∞(R) i vrijedi

L(S ∗ T ) = L(S) · L(T ). (1.24)
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Dokaz. Kako su S i T kauzalne distibucije, onda je i S ∗ T kauzalna distribucija.
Na osnovu Leme (1.11.1), zaključujemo da S ∗ T ∈ C∞(R). Dokažimo još da
vrijedi (1.24). Za s ∈ C, po definiciji je

(L(S ∗ T ))(s) = 〈(S ∗ T )(t), e−st〉 = 〈S(τ), 〈T (t), e−s(t+τ)〉〉.

Za fiksno τ , kompleksan broj e−sτ , ne zavisi od t, pa vrijedi

L(S ∗ T )(s) = 〈S(τ), 〈T (t), e−st〉e−sτ 〉.

Dalje, 〈T (t), e−st〉, za fiksno t, je kompleksan broj koji ne zavisi od τ , pa vrijedi

(L(S ∗ T ))(s) = 〈S(τ), e−sτ 〉〈T (t), e−st〉.

1.12. Riemann-Stieltjes-ov integral

Definicija 1.12.1. Neka je data funkcija f : R → R i neka je I interval na
realnoj pravoj. Veličinu

V (f, I) = sup
N∑
j=1
|f(xj)− f(xj−1)|

sa supremumom uzetim po svim izborima tačaka x0 < x1 < ... < xN unutar
intervala I, zovemo varijacijom funkcije f na intervalu I.

Formula
Vf (x) = V (f, (−∞, x])

za proizvoljno x ∈ R definiše tzv. funkciju varijacije Vf funkcije f . Postoji
limx→∞ Vf (x) u R3 koju nazivamo totalnom varijacijom funkcije f i označavamo sa
V (f). Ukoliko je V (f) < +∞, onda kažemo da je f funkcija ograničene varijacije.
Skup svih funkcija ograničene varijacije označavamo sa BV .

Neka je ϕ funkcija ograničene varijacije na [a, b] i f kompleksna funkcija na [a, b].

Definicija 1.12.2. Za datu podjelu P : a = x0 < x1 < ... < xn = b intervala
[a, b] i za izbor tačaka t = (t1, ..., tn) takav da tj ∈ [xj−1, xj] = ∆j za 1 ≤ j ≤ n

definišimo Riemann-Stieltjes-ovu sumu

σ(P, t, ϕ, f) =
n∑
j=1

f(tj)[ϕ(xj)− ϕ(xj−1)].

3R = R
⋃

(−∞,∞)
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Ukoliko postoji kompleksan broj I takav da za svako ε > 0 postoji δ > 0 ta-
kav da je |σ(P, t, ϕ, f) − I| < ε kad god je dijametar podjele P u oznaci d(P ) =
max1≤j≤n(xj−xj−1) < δ, kažemo da je funkcija f Riemann− Stieltjes integrabilna
po funkciji ϕ.

Jasno je da je u tom slučaju kompleksan broj I jedinstveno određen. Njega
zovemo Riemann-Stieltjes-ovim integralom funkcije f po funkciji ograničene va-
rijacije ϕ i označavamo ga sa

∫ b
a fdϕ(x) ili sa

∫ b
a fdϕ.

Napomena 1.12.1. U slučaju ϕ(x) = x, Riemann-Stieltjes-ov integral se svodi
na Riemann-ov integral.

Teorema 1.12.1. (Osobine Riemann-Stieltjes-ovog integrala)
i) Ako

∫ b
a fdϕ1 i

∫ b
a fdϕ2 postoje i ϕ = ϕ1 + ϕ2, onda je f Rimenn-Stieltjes

integrabilna u odnosu na ϕ i vrijedi∫ b

a
fdϕ =

∫ b

a
fdϕ1 +

∫ b

a
fdϕ2.

ii) Ako
∫ b
a f1dϕ i

∫ b
a f2dϕ postoje i f = f1 + f2, onda je f Rimenn-Stieltjes inte-

grabilna u odnosu na ϕ i ∫ b

a
fdϕ =

∫ b

a
f1dϕ+

∫ b

a
f2dϕ.

iii) Ako
∫ b
a fdϕ postoji, onda za neku konstantu c vrijedi∫ b

a
(cf)dϕ = c

∫ b

a
fdϕ.

iv) Ako
∫ c
a fdϕ i

∫ b
c fdϕ postoje, a < c < b, onda

∫ b
a fdϕ postoji i vrijedi∫ b

a
fdϕ =

∫ c

a
fdϕ+

∫ b

c
fdϕ.

Teorema 1.12.2. Ako su f, ϕ, ϕ′ neprekidne na [a, b], tada
∫ b
a fdϕ postoji i

vrijedi ∫ b

a
f(t)dϕ(t) =

∫ b

a
f(t)ϕ′(t)dt.

Dokaz. Uzmimo proizvoljno ε > 0 i pokažimo da za max1≤j≤n(tj− tj−1) dovoljno
malo vrijedi

|
n∑
j=1

f(xj)[ϕ(tj)− ϕ(tj−1)]−
∫ b

a
f(t)ϕ′(t)dt| < ε.
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Na osnovu teoreme o srednjoj vrijednosti, sumu na lijevoj strani prethodne ne-
jednakosti izrazićemo u obliku

n∑
j=1

f(xj)[ϕ(tj)− ϕ(tj−1)] =
n∑
j=1

f(xj)ϕ′(ξj)(tj − tj−1),

za neko ξj ∈ [tj−1, tj]. Funkcija f je neprekidna funkcija na [a, b], pa vrijedi
|f(t)| ≤ M , t ∈ [a, b]. Funkcija ϕ′ je neprekidna na [a, b] , pa je i uniformno
neprekidna na [a, b]. Zbog toga postoji δ > 0 takvo da za |ξj − xj| < δ vrijedi

|ϕ′(ξj)− ϕ′(xj)| <
ε

2M(b− a) . (1.25)

Kako je fϕ′ Riemann integrabilna za svaki odgovarajući podinterval od [a, b]
takav da je max1≤j≤n(tj − tj−1) < δ dobijamo

|
n∑
j=1

f(xj)ϕ′(xj)(tj − tj−1)−
∫ b

a
f(t)ϕ′(t)dt| < ε

2 . (1.26)

Iz (1.25) dobijamo

|
n∑
j=1

f(xj)[ϕ′(ξj)−ϕ′(xj)](tj − tj−1)| <
n∑
j=1

M | ε

2M(b− a)(tj − tj−1)| = ε

2 . (1.27)

Iz (1.26), (1.27), ξj, xj ∈ [tj−1, tj] i nejednakosti trougla dobijamo

|
n∑
j=1

f(xj)ϕ′(ξj)(tj − tj−1)−
∫ b

a
f(t)ϕ′(t)dt| < ε.

Definicija 1.12.3. Laplace-ova transformacija Rieman-Stieltjes-ovog integrala u
odnosu na funkciju ϕ definisanu na [0,∞) je data sa

F (s) = LR−S(dϕ) =
∫ ∞
−∞

e−stdϕ(t) = lim
b→∞

∫ b

−b
e−stdϕ(t),

pod uslovom da ovaj limes postoji.

Teorema 1.12.3. Pretpostavim da je ϕ neprekidna i eksponencijalno ograničena
na [0,∞). Tada je

LR−S(ϕ) = L(ϕ).

Dokaz. Neka je
ψ(t) =

∫ t

0
ϕ(τ)dτ,
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i stavimo da je ϕ(t) = ψ(t) = 0 za t < 0. Tada je ψ′(t) = ϕ(t) osim možda u
tački t = 0. Na osnovu Teoreme 1.12.2 i prethodne definicije dobijamo

L(ϕ) =
∫ ∞
−∞

e−stϕ(t)dt =
∫ ∞
−∞

e−stψ′(t)dt =
∫ ∞
−∞

e−stdψ(t) =

= LR−S(dψ) = LR−S(ψ′) = LR−S(ϕ).

Iz prethodne teoreme zaključujemo da pri rješavanju diferencijalnih jednačina,
umjesto Laplace-Stieltjes-ove transformacije LR−S, možemo uzeti standardnu Laplace-
ovu transformaciju L.

1.13. Primjena Laplace-ove transformacije na obične
diferencijalne jednačine

Laplace-ova transformacija se može koristiti za rješavanje običnih diferencijalnih
jedanačina. Ona se primjenjuje na sisteme linearnih diferencijalnih, integralnih
i integrodiferencijalnih jednačina. Posmatrajmo nekoliko karakterističnih pri-
mjera.
1◦ Riješiti nehomogenu linearnu diferencijalnu jednačinu sa konstantnim koefici-
jentima

a0y
(n)(t) + a1y

(n−1)(t) + ...+ an−1y
′(t) + any(t) = f(t), (1.28)

pri čemu se podrazumijeva da je f(t) original.

Rješenje: Neka je Y = Y (s) = L(y(t)), F (s) = L(f(t)). Pretpostavimo da su
dati početni uslovi y(0), y′(0), ..., y(n−1)(0). Ako na jednačinu (1.28) primjenimo
Laplace-ovu transformaciju, dobijamo

a0(snY − sn−1y(0)− ...− y(n−1)(0)) + a1(sn−1Y − sn−2y(0)− ...− y(n−2)(0)) + ...+

+an−1(sY − y(0)) + anY = F (s).

Uvodeći polinome

Pn(s) = a0s
n + a1s

n−1 + ...+ an−1s+ an

Qn−1(s) = a0(sn−1y(0)+...+y(n−1)(0))+a1(sn−2y(0)+...+y(n−2)(0))+...+an−1y(0)
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iz prethodne jednačine dobijamo

Y (s) = Qn−1(s)
Pn(s) + F (s)

Pn(s) .

Primjenom inverzne Laplace-ove transformacije, dobijamo rješenje

y(t) = L−1(Qn−1(s)
Pn(s) ) + L−1( F (s)

Pn(s)) = yh(t) + yp(t)

gdje je yh(t) rješenje homogene jednačine, a yp(t) partikularno rješenje homogene
jednačine.
2◦ Riješiti sistem diferencijalnih jednačina

dx1

dt
= a11x1 + ...+ a1nxn + f1(t)

... (1.29)
dxn
dt

= an1x1 + ...+ annxn + fn(t)

gdje su fi(t), i = 1, 2, ..., n originali, pod uslovima x1(0) = x10, ..., xn(0) = xn0.

Rješenje: Neka je Xi = Xi(s) = L(xi(t)), a Fi(s) = L(fi(t)), i = 1, 2, ..., n.
Ako na sve jednačine (1.29) primjenimo Laplace-ovu transformaciju, dobijamo

sX1(s)− x10 = a11X1(s) + ...a1nXn(s) + F1(s)

...

sXn(s)− xn0 = an1X1(s) + ...annXn(s) + Fn(s)

tj.
(a11 − s)X1(s) + ...+ a1nXn(s) = −x10 − F1(s)

...

an1X1(s) + ...+ (ann − s)Xn(s) = −xn0 − Fn(s).

Determinanta ovog sistema je

D = det


a11 − s ... a1n

... ... ...

an1 ... ann − s

,
a to je karakteristični polinom matrice sistema

A =


a11 ... a1n

... ... ...

an1 ... ann

 ,
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tj. D = det(A− sI), gdje je I jedinična matrica. U daljem toku rješavanja treba
odrediti slike X1(s), ..., Xn(s), a zatim odrediti rješenja x1(t), ..., xn(t).
3◦ Riješiti integrodiferencijalnu jednačinu drugog reda

a
dy(t)
dt

+ by(t) + c
∫ t

0
y(τ)dτ = f(t) (1.30)

gdje su a, b, c konstante, a f(t) je dati original.
Rješenje: Uzimajući L(y(t)) = Y (s), Laplace-ova transformacija pretvara jedna-
činu (1.30) u

a(sY (s)− y(0)) + bY (s) + c

s
Y (s) = F (s).

Iz ove jednačine dobijamo

Y (s) = s

as2 + bs+ c
(F (s) + ay(0))

iz koje nalazimo original y(t).

1.14. Primjena Laplace-ove transformacije na par-
cijalne diferencijalne jednačine

Laplace-ova transformacija se može koristiti za rješavanje parcijalnih diferencijal-
nih jednačina.

Definicija 1.14.1. Jednačina oblika

F (x1, ..., xn, u; ∂u
∂x1

, ...,
∂u

∂xn
; ∂

2u

∂x2
1
, ...) = 0

naziva se parcijalna diferencijalna jednačina. Najveći red izvoda je red parcijalne
diferencijalne jednačine.

Posmatraćemo PDJ za funkciju u(x, t) od dve promjenjive i tražićemo njenu
Laplace-ovu transformaciju. Ako u funkciji u(x, t) izaberemo t = 0 (npr. u(x, 0),
ut(x, 0)) dobijamo uslove koji se nazivaju početni uslovi. Birajući u funkciji u(x, t)
, x = 0 dobijamo granične uslove (npr. u(0, t), ux(0, t)).
Laplace-ova transformacija od u(x, t) glasi

U(x, s) = L(u(x, t))(s) =
∫ ∞

0
u(x, t)e−stdt. (1.31)

Laplace-ova transformacija od ut slijedi direktno parcijalnom integracijom

L(ut(x, t))(s) =
∫ ∞

0
ut(x, t)e−stdt = sU(x, s)− u(x, 0).
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S druge strane, Laplace-ove transformacije od ux i uxx su

L(ux(x, t)) = d

dx
(L(u(x, t))) = dU(x, s)

dx
i

L(uxx(x, t)) = d2

dx2 (L(u(x, t))) = d2U(x, s)
dx2 .

Nekom transformacijom se eliminiše varijabla t, pa samo U(x, s) i njeni izvodi
ostaju u jednačini.
Rješavanje PDJ pomoću Laplace-ove transformacije odvija se u nekoliko koraka:

1◦ Svaki izraz u PDJ za u(x, t) se transformiše pomoću Laplace-ove transfor-
macije u odnosu na promjenjive x i t. Laplace-ovom transformacijom dobijamo
običnu diferencijalnu jednačinu koja sadrži jedino parcijalne izvode po x. Ova
jednačina sadrži sve početne uslove.
2◦ Riješimo običnu diferencijalnu jednačinu korištenjem već poznatih metoda.
Da bismo je riješili moramo odrediti granične uslove za U(x, s) koje nalazimo
Laplace-ovom transformacijom graničnih uslova za u(x, t).
3◦ Rješenje od U(x, s) se inverznom transformacijom transformiše u u(x, t) .

Navešćemo nekoliko karakterističnih primjera primjene Laplace-ove transforma-
cije na PDJ.
1◦ Riješiti jednodimenzionu jednačinu provođenja toplote

ut = uxx 0 ≤ x ≤ l (1.32)

u(x, 0) = 0

u(0, t) = f1(t) u(l, t) = f2(t). (1.33)

Rješenje. Laplace-ova transformacija od u(x, t) je

U(x, s) =
∫ ∞

0
e−stu(x, t)dt. (1.34)

Primjenimo Laplace-ovu transformaciju na obe strane (1.32) i pretpostavimo da
možemo diferencirati po x ispod znaka integrala jednačine (1.34). Tada dobijamo

d2U(x, s)
dx2 = sU(x, s).

Primjenjujući Laplace-ovu transformaciju na (1.33), dobijamo

U(0, s) = F1(s), U(l, s) = F2(s),
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gdje su
Fk(s) =

∫ ∞
0

e−stfk(t)dt, k = 1, 2.

Odavde dobijamo da je

U(x, s) = F1(s)Ω1(x, s) + F2(s)Ω2(x, s), (1.35)

gdje su

Ω1(x, s) = sinh(l − x)
√
s

sinh l
√
s

i Ω2(x, s) = sinh x
√
s

sinh l
√
s
.

Funkcije Ω1(x, s) i Ω2(x, s) su Laplace-ove transformacije funkcija

−1
l
θx[

x

2l ,
t

l2
] i

1
l
θx[

l − x
2l ,

t

l2
]

respektivno i

θ(x, t) =
+∞∑

n=−∞
e2niπx−n2π2t

je teta fukcija. Da bismo odredili u(x, t) iz (1.35) koristićemo konvolucionu te-
oremu. Odatle nalazimo

u(x, t) = −1
l

∫ t

0
θx[

x

2l ,
t− τ
l2

]f1(τ)dτ + 1
l

∫ t

0
θx[

l − x
2l ,

t− τ
l2

]f2(τ)dτ.

2◦ Riješiti jednačinu oblika
∂u

∂t
= ∂2u

∂x2 (1.36)

pod uslovima
u(x, 0) = 0, x > 0

u(0, t) = f(t) . (1.37)

Rješenje. Ako primjenimo Laplace-ovu transformaciju na (1.36), dobijamo

d2U(x, s)
dx2 = sU(x, s).

Iz (1.37) dobijamo U(0, s) = F (s). Rješavanjem ove diferencijalne jednačine
dobijamo

U(x, s) = c1e
−x
√
s + c2e

x
√
s.

Kako je U(x, s) ograničena kad x→∞, dobijamo

U(x, s) = F (s)e−x
√
s = sF (s)e

−x
√
s

s
.
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Uz pomoć konvolucione teoreme nalazimo da je

u(x, t) = x

2
√
π

∫ t

0

f(τ)
(t− τ) 3

2
e−

x2
4(t−τ)dτ =

= 2√
π

∫ ∞
− x

2
√
t

f(t− x

4ξ2 )e−ξ2
dξ .

Jasno se vidi da je

u(x, 0) = 0, u(0, t) = f(t) · 2√
π

∫ ∞
0

e−ξ
2
dξ = f(t).

3◦ Riješiti jednačinu (1.36) pod uslovima

u(x, 0) = u0, 0 < x <∞

u′(0, t) = hu(0, t) (h = const). (1.38)

Rješenje. Primjenjujući Laplace-ovu transformaciju na (1.36), dobijamo

d2U

dx2 (x, s) = sU(x, s)− u0.

Iz (1.38) dobijamo
dU

dx
(x, s) |x=0= hU(0, s).

Koristeći činjenicu da je U(x, s) ograničena kad x→∞, dobijamo

U(x, s) = u0

s
+ ce−x

√
s,

dU

dx
(x, s) |x=0= −c

√
s = h(u0

s
+ c) = hU(0, s).

Odavde je

U(x, s) = u0

s
(1− h

h+
√
s
e−x
√
s) = u0

s
(1− e−x

√
s) + u0√

s(
√
s+ h)e

−x
√
s.

Kako je
L(u0erf( x

2
√
t
)) = u0

s
(1− e−x

√
s),

L(e−h(t−x)) = 1
s+ h

e−sx = F (s),

gdje je erf(x) = 1− 2√
π

∫ x
0 e
−ξ2

dξ i integracija je uzeta od x do ∞. Koristeći

F (
√
s)√
s

= 1√
s(
√
s+ h)e

−x
√
s = L( 1√

πt

∫ ∞
x

e−h(τ−x)− τ
2

4t dτ)
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dobijamo
u(x, t) = u0erf( x

2
√
t
) + u0√

πt

∫ ∞
x

e−h(τ−x)− τ
2

4t dτ.

4◦ Riješiti talasnu jednačinu

∂u

∂t
= a2∂

2u

∂x2 , βt < x <∞, t > 0 (1.39)

pod uslovima
u(x, 0) = 0, 0 < x <∞ (1.40)

u(x, t) |x=βt= f(t), lim
x→∞
|u(x, t)| <∞, t > 0. (1.41)

Rješenje. Uvedimo smjenu η = xβt. Tada (1.39) postaje

∂u

∂t
− β∂u

∂η
= a2∂

2u

∂η2 , 0 < η <∞, t > 0, (1.42)

a (1.40) i (1.41) postaju

u(0, t) = f(t), lim
η→∞
|u(η, t)| <∞, t > 0 (1.43)

u(η, 0) = 0, 0 < η <∞.

Primjenjujući Laplace-ovu transformaciju na jednačine (1.42) i (1.43), dobijamo

d2U(η, s)
dη2 + β

a2 ·
dU(η, s)
dη

− s

a2U(η, s) = 0 (1.44)

i
U(0, s) = F (s) i lim

η→∞
|U(η, s)| <∞. (1.45)

Rješenje jednačina (1.44) i (1.45) je

U(η, s) = F (s)e−
βη

2a2−
η
a

√
s+ β2

4a2 .

Kako je

L(Φ(η, t)) = e
− η
a

√
s+ β2

4a2

gdje je

Φ(η, t) = 1
2[e−

βη

2a2 erf( η

2a
√
t
− β
√
t

2a ) + e
βη

2a2 erf( η

2a
√
t

+ β
√
t

2a )],

na osnovu konvolucione teoreme je

u(η, t) = e−
βη

2a2

∫ t

0
f(t− τ)Φ(η, τ)dτ,

odnosno
u(x, t) = e−

β(x−βt)
2a2

∫ t

0
f(t− τ)Φ(x− βτ, τ)dτ.
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2. Uopštenje Laplace-ove
transformacije

2.1. Bochner-ov integral

Definicija 2.1.1. Neka je X vektorski prostor nad R ili C. Funkcija ‖ ‖ : X →
[0,∞) koja ima osobine:
i) ‖x‖ = 0 ⇐⇒ x = 0,
ii) ‖λx‖ = |λ|‖x‖ za svaki skalar λ ∈ R(C) i za svaki vektor x ∈ X i
iii) ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ za svaka dva vektora x i y iz X
naziva se normom na X, a prostor X zajedno sa normom naziva se normirani prostor.

Definicija 2.1.2. Vektorski prostor X naziva se kompletnim ako svaki Košijev
niz u tom prostoru konvergira.

Definicija 2.1.3. Kompletan normiran prostor naziva se Banach− ovim pros-
torom.

Neka je X kompleksan Banach-ov prostor i neka je I interval na R.

Definicija 2.1.4. Funkcija f : I → X oblika f(t) = ∑n
i=1 xiχΩi(t) za neko n ∈ N,

xi ∈ X i Lebesgue mjerljive skupove Ωi ∈ I sa konačnom Lebesgue-ovom mjerom
m(Ωi) naziva se prostom funkcijom.
Funkcija f : I → X naziva se mjerljivom ako postoji niz prostih funkcija gn takvih
da je f(t) = limn→∞ gn(t) za skoro sve t ∈ I.

Definicija 2.1.5. Funkcija f : I → X se naziva Bochner integrabilnom ako
postoji niz prostih funkcija gn takvih da gn → f tačku po tačku i limn→∞

∫
I ‖f(t)−

gn(t)‖dt = 0. Ako je f : I → X Bochner integrabilna, onda je Bochner-ov integral
od f na I dat sa ∫

I
f(t)dt = lim

n→∞

∫
I
gn(t)dt.
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Teorema 2.1.1. (Bochner) Funkcija f : I → X je Bochner integrabilna ako i
samo ako je f mjerljiva i ‖f‖ integrabilna. Ako je f Bochner integrabilna, onda
je

‖
∫
I
f(t)dt‖ ≤

∫
I
‖f(t)‖dt. (2.1)

Dokaz. Ako je f Bochner integrabilna, tada postoji niz prostih funkcija takvih
da gn → f tačku po tačku i limn→∞

∫
I ‖f(t)− gn(t)‖dt = 0. Odatle zaključujemo

da su f i ‖f‖ mjerljive. Integrabilnost od f slijedi iz∫
I
‖f(t)‖dt ≤

∫
I
‖gn(t)‖dt+

∫
I
‖f(t)− gn(t)‖dt.

Šta više je,

‖
∫
I
f(t)dt‖ = lim

n→∞
‖

∫
I
gn(t)dt‖ ≤ lim

n→∞

∫
I
‖gn(t)‖dt =

∫
I
‖f(t)‖dt.

Dokažimo obrnuto tvrđenje. Neka je hn niz prostih funkcija koji aproksimira f
tačku po tačku na I\Ω0, gdje je m(Ω0) = 0. Definišimo niz prostih funkcija

gn(t) =


hn(t) ako ‖hn(t)‖ ≤ ‖f(t)‖(1 + n−1)

0 u suprotnom slučaju
.

Tada ‖gn(t)‖ ≤ ‖f(t)‖(1+n−1) i limn→∞ ‖gn(t)−f(t)‖ = 0 za sve t ∈ I\Ω0. Kako
su funkcije ‖f‖ i ‖gn−f‖ integrabilne i ‖gn(t)−f(t)‖ ≤ 3‖f(t)‖, prema Lesbegue1-
ovoj teoremi o dominantnoj konvergenciji je limn→∞

∫
I ‖gn(t)− f(t)‖dt = 0.

Definicija 2.1.6. Neka je X kompleksan Banahov prostor. Operator na X je
linearno preslikavanje A : D(A)→ X, gdje je D(A) linearan potprostor od X.

Stav 2.1.1. Neka su X i Y Banahovi prostori, T : X → Y ograničen linearan
operator i f : I → X Bochner integrabilna. Tada je T ◦ f : t 7→ T (f(t)) Bochner
integrabilna i vrijedi T

∫
I f(t)dt =

∫
I T (f(t))dt.

Definicija 2.1.7. Operator A : D(A) → X je zatvoren ako za sve x, y ∈ X i za
svaki niz xn ∈ D(A) takve da je ‖xn− x‖ → 0 i ‖Axn− y‖ → 0 vrijedi x ∈ D(A)
i Ax = y.

Definicija 2.1.8. Neka su X i Y Banahovi prostori i A ∈ B(X, Y ), gdje je
B(X, Y ) = {A : X → Y | A je linearan i ograničen}. Skup GA = {(x,Ax) :
x ∈ X} ⊂ X × Y naziva se grafikom operatora A.

1Formulaciju i dokaz možete vidjeti u [3]
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Stav 2.1.2. Neka je A zatvoren linearan operator na X i neka je f : I → X

Bochner integrabilna. Pretpostavimo još da je f(t) ∈ D(A) za sve t ∈ I i da je
A ◦ f : I 7→ X Bochner integrabilna. Tada je

∫
I f(t)dt ∈ D(A) i

A(
∫
I
f(t)dt) =

∫
I
A(f(t))dt.

Dokaz. Posmatraćemo Banahov prostor X × X i na njemu normu zadatu sa
‖(x, y)‖ = ‖x‖ + ‖y‖. Graf operatora A u oznaci GA je zatvoren potprostor od
X ×X. Definišimo g : I → GA ⊂ X ×X sa g(t) = (f(t), A(f(t))). Jasno je da
je g mjerljiva i vrijedi∫

I
‖g(t)‖dt =

∫
I
‖f(t)‖dt+

∫
I
‖A(f(t))‖dt <∞,

pa po Teoremi 2.1.1 zaključujemo da je Bochner integrabilna. Šta više,
∫
I g(t)dt ∈

GA. Na osnovu Stava 2.1.1, dobijamo∫
I
g(t)dt = (

∫
I
f(t)dt,

∫
I
A(f(t))dt).

Lema 2.1.1. Neka je f : I → X. Ako je fn : I → X mjerljiva funkcija i fn → f

tačku po tačku skoro svuda, onda je funkcija f mjerljiva.

Teorema 2.1.2. (O dominantnoj konvergenciji) Neka je fn : I → X (n ∈ N)
Bochner integrabilna funkcija. Ako postoji limn→∞ fn(t) = f(t) skoro svuda i ako
postoji integrabilna funkcija g : I → R takva da je za sve (n ∈ N) ‖fn(t)‖ ≤
g(t) skoro svuda, onda je f Bochner integrabilna i

∫
I f(t)dt = limn→∞

∫
I fn(t)dt.

Takođe vrijedi i
∫
I ‖f(t)− fn(t)‖dt→ 0 kad n→∞.

Dokaz. Na osnovu Leme 2.1.1 funkcija f je mjerljiva. Iz uslova ‖fn(t)‖ ≤ g(t)
skoro svuda, zaključujemo da je ‖f‖ integrabilna. Iz ovoga vidimo da je f Bochner
integrabilna. Definišimo funkciju hn(t) = ‖f(t) − fn(t)‖ za t ∈ I. Kako je
|hn(t)| ≤ 2g(t) i hn(t) → 0 skoro svuda, na osnovu Lebesgue-ove teoreme o
dominantnoj konvergenciji zaključujemo da

∫
I ‖f(t) − fn(t)‖ → 0 kad n → ∞.

Na osnovu (2.1) je
‖

∫
I
f(t)dt−

∫
I
fn(t)dt‖ → 0.

Teorema 2.1.3. (Fubini-jeva teorema) Neka je I = I1 × I2 pravougaonik u R2,
f : I → X mjerljiva i pretpostavimo da je∫

I1

∫
I2
‖f(s, t)‖dtds <∞.
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Tada je f Bochner integrabilana i integrali∫
I1

∫
I2
f(s, t)dtds i

∫
I2

∫
I1
f(s, t)dsdt

postoje i jednaki su.

Dokaz. Vidjeti u [8].

Sa Lp(I,X) označimo skup svih Bochner integrabilnih funkcija f : I → X i
neka je

‖f‖p := (
∫
I
‖f(t)‖pdt)

1
p (1 ≤ p <∞).

Teorema 2.1.4. Prostor L1(I,X) je Banahov.

Dokaz. Neka je {fn} niz u L1(I,X) takav da je ∑
n ‖fn‖1 < ∞. Na osnovu

teoreme o monotonoj konvergenciji2 je ∑
n ‖fn(t)‖ <∞ skoro svuda, ∑∞

n=1 ‖fn(t)‖
je integrabilna i ∫

I

∞∑
n=1
‖fn(t)‖dt =

∞∑
n=1

∫
I
‖fn(t)‖dt.

Odatle ∑∞
n=1 fn(t) konvergira skoro svuda ka g(t) u Banahovom prostoru X. Na

osnovu Leme 2.1.1 funkcija g je mjerljiva, a kako je ‖g(t)‖ ≤ ∑∞
n=1 ‖fn(t)‖, ‖g‖

je integrabilna, pa na osnovu Teoreme 2.1.1 zaključujemo da je g Bochner inte-
grabilna. Konačno je

‖g −
k∑

n=1
fn‖1 ≤

∫
I
‖g(t)−

k∑
n=1

fn(t)‖dt ≤
∫
I

∞∑
n=k+1

‖fn(t)‖dt→ 0

kad k →∞. Odatle zaključujemo da je L1(I,X) Banahov.

2.2. Radon-Nikodym-ova teorema

U prethodnoj glavi smo se upoznali sa pojmom funkcija ograničene varijacije, kao
i sa Riemann-Stieltjes-ovim integralom. U ovoj glavi će se ovi pojmovi definisati
na Banahovim prostorima.
Neka je X kompleksan Banahov prostor.

Definicija 2.2.1. Ako je funcija f : [a, b] → X Bochner integrabilna, onda
kažemo da je funkcija F : [a, b]→ X primitivna funkcija od f ako vrijedi

F (t) = F (a) +
∫ t

a
f(s)ds (t ∈ [a, b]).

2Formulaciju i dokaz teoreme o monotonoj konvergenciji možete vidjeti u [3]
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Definicija 2.2.2. Kažemo da je funkcija F apsolutno neprekidna na [a, b] ako za
svako ε > 0 postoji δ > 0 takvo da je ∑

i ‖F (bi) − F (ai)‖ < ε za svaku konačnu
kolekciju disjunktnih podintervala {(ai, bi)} od [a, b] takvih da je ∑

i(bi − ai) < δ.

Definicija 2.2.3. Funkcija F je Lipschitz neprekidna na [a, b] ako postoji kons-
tanta M > 0 takva da je ‖F (t) − F (s)‖ ≤ M |t − s| za sve s, t ∈ [a, b]. Jasno je
da je svaka Lipschitz neprekidna funkcija i apsolutno neprekidna.

Definicija 2.2.4. Funkcija F je uniformno neprekidna na [a, b] ako za svako
ε > 0 postoji δ > 0 tako da za sve x, x′ ∈ [a, b] vrijedi ‖F (x) − F (x′)‖ < ε kad
god je ‖x− x′‖ < δ.

Stav 2.2.1. Neka je F : [a, b]→ X apsolutno neprekidna. Tada je F ograničene
varijacije. Ako je G(t) = V[a,t](F ), tada je G apsolutno neprekidna na [a, b].

Dokaz. Uzmimo ε > 0 proizvoljno i neka je δ izabrano kao u definiciji apsolutne
neprekidnosti funkcije F . Tada, ako je konačna kolekcija disjunktnih podintervala
{(ai, bi)} od [a, b] takva da je ∑

i(bi − ai) < δ, onda je ∑
i V[ai,bi](F ) < ε. Iz ovoga

vidimo da je F ograničene varijacije na svakom podintervalu dužine manje od δ
. Kako je [a, b] konačna unija takvih intervala, tada je F ograničene varijacije na
[a, b]. Takođe vrijedi

∑
i

|G(bi)−G(ai)| =
∑
i

V[ai,bi](F ) < ε.

Odavde zaključujemo da je G apsolutno neprekidna.

Definicija 2.2.5. Za svaki normiran prostor, konjugovanim ili dualnim pros-
torom X∗ naziva se prostor B(X,R) ili prostor B(X,C). Elementi ovog prostora
nazivaju se linearni funkcionali. Prostor X∗∗ se naziva drugi dual prostora X.

Neka je Φ preslikavanje koje X preslikava u X∗∗ definisano sa Φ(x) = x∗∗.

Definicija 2.2.6. Prostor X je refleksivan ako je X∗∗ = Φ(X). U suprotnom
slučaju naziva se irefleksivan.

Teorema 2.2.1. (Hahn-Banach) Neka je X normiran prostor, Y njegov potpros-
tor i f ∈ Y ∗. Tada postoji g ∈ X∗ takav da je g|Y = f i ‖f‖ = ‖g‖.

Stav 2.2.2. Neka je F : [a, b] → X apsolutno neprekidna i pretpostavimo da
postoji f(t) = F ′(t) skoro svuda. Tada je f Bochner integrabilna i vrijedi F (t) =
F (a) +

∫ t
a f(s)ds za sve t ∈ [a, b].
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Dokaz. Kako je f(t) = limn→∞ n(F (t + 1
n
) − F (t)), na osnovu Leme 2.1.1 za-

ključujemo da je f mjerljiva. Neka je G(t) = V[a,t](F ). Tada je na osnovu Stava
2.2.1 funkcija G : [a, b]→ R apsolutno neprekidna. Odatle zaključujemo da je G
diferencijabilna skoro svuda i G′ ∈ L1[a, b]. Kako je

‖F (t+ h)− F (t)‖ ≤ V[t,t+h](F ) = G(t+ h)−G(t),

‖f(t)‖ ≤ G′(t) skoro svuda, pa na osnovu ovoga zaključujemo da je ‖f‖ ∈ L1[a, b].
Prema Teoremi 2.1.1 je funkcija f Bochner integrabilna. Za x∗ ∈ X∗ je

〈F (t), x∗〉 = 〈F (a), x∗〉+
∫ t

a
〈f(s), x∗〉ds = 〈F (a) +

∫ t

a
f(s)ds, x∗〉.

Na osnovu Hahn-Banach-ove teoreme dobijamo tvrdnju.

Teorema 2.2.2. Za svaki Banahov prostor X slijedeća dva tvrđenja su ekviva-
lentna:
i) Svaka apsolutno neprekidna funkcija F : R+ → X je diferencijabilna skoro
svuda.
ii) Svaka Lipschitz neprekidna funkcija F : R+ → X je diferencijabilna skoro
svuda.

Dokaz. Jasno je da i) povlači ii). Dokažimo obrat. Pretpostavimo da vrijedi ii)
i neka je funkcija F : R+ → X apsolutno neprekidna. Na osnovu Stava 2.2.1
funkcija F je ograničene varijacije i G(t) = V[0,t](F ) je apsolutno neprekidna.
Neka je h(t) = G(t) + t. Tada je h strogo rastuća, h(0) = 0 i h(R+) = R+.
Takođe je

‖F (t)− F (s)‖ ≤ G(t)−G(s) ≤ h(t)− h(s)

za sve t ≥ s ≥ 0. Odatle je F ◦ h−1 : R+ → X Lipschitz neprekidna funkcija. Po
pretpostavici je F ◦h−1 diferencijabilna skoro svuda. Kako je |h(t)−h(s)| ≥ |t−s|,
tada je h−1 preslikavanje koje preslikava nula skupove u nula skupove. Kako je
G apsolutno neprekidna, tada je F diferencijabilna skoro svuda.

Definicija 2.2.7. Banahov prostor X ima Radon-Nikodym-ovo svojstvo ako su
zadovoljeni uslovi Teoreme 2.2.2.

Definicija 2.2.8. Normiran prostor X je separabilan on sadrži gust i prebrojiv
podskup.

Napomena 2.2.1. Skup S ⊂ X je gust u X ako za svako a ∈ S i za svako ε > 0
vrijedi B(a, ε) ⋂

S 6= ∅.

40



Teorema 2.2.3. (Dunford-Pettis) Neka je X = Y ∗ gdje je Y Banahov prostor i
pretpostavimo da je X separabilan. Tada X ima Radon-Nikodym-ovo svojstvo.

Dokaz. Vidjeti u [8].

Lema 2.2.1. Svaki refleksivan prostor ima Radon-Nikodym-ovo svojstvo.

Dokaz. Na osnovu teoreme Dunford-Pettis dobijamo tvrdnju.

Neka je c0 = {(tn)∞n=1 | limn→∞ tn = 0 }.

Stav 2.2.3. Prostor c0 nema Radon-Nikodym-ovo svojstvo.

Dokaz. Neka je F (t) = (Fn(t))n∈N, gdje je Fn(t) = 1
n

sin(nt) (n ∈ N). Kako je

|Fn(t)− Fn(s)| = |
∫ t

s
cos(nτ)dτ | ≤ |t− s| (t, s ≥ 0, n ∈ N),

funkcija F : R+ → c0 je Lipschitz neprekidna. Kako je F ′n(t) = cos(nt), a cos(nt)
ne pripada c0, F nije diferencijabilna nigdje.

Stav 2.2.4. Prostor L1(0, 1) nema Radon-Nikodym-ovo svojstvo.

Dokaz. Definišimo F : [0, 1] → L1(0, 1) sa F (t) = χ[0,t]. Tada je F Lipschitz
neprekidna. Neka je 0 < t < 1. Tada F nije diferencijabilna u t jer

‖1
h

(F (t+ h)− F (t))− 1
2h(F (t+ 2h)− F (t))‖1 = 1

gdje je 0 < h < 1−t
2 .

2.3. Konvolucije

U prethodnoj glavi smo definisali konvoluciju funkcija f i g. Sada ćemo posma-
trati konvoluciju i njene osobine na Banahovim prostorima.
Prostor svih ograničenih linearnih operatora iz Banahovog prostora X u Banahov
prostor Y označićemo sa L(X, Y ). Ako je X = Y , onda je L(X, Y ) = L(X).

Definicija 2.3.1. Funkcija T : R+ → L(X, Y ) je jako neprekidna ako je funkcija
t 7→ T (t)x neprekidna za sve x ∈ X.

Neka je L1
loc(R+, X) = {f : R+ → X | f je Bochner integrabilna na [0, τ ] za

sve τ > 0}.
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Teorema 2.3.1. Neka je f ∈ L1
loc(R+, X) i neka je T : R+ → L(X, Y ) jako

neprekidna.Tada integral

(T ∗ f)(t) =
∫ t

0
T (t− s)f(s)ds

postoji i definiše neprekidnu funkciju T ∗ f : R+ → Y .

Dokaz. Fiksirajmo t ≥ 0 i pokažimo da je funkcija s 7→ T (t− s)f(s) mjerljiva na
[0, t]. Ako je f(s) = χΩ(s)x za neki mjeljiv skup Ω ⊂ R+ i x ∈ X, onda je

T (t− s)f(s) = χΩ(s)T (t− s)x.

Ova funkcija je mjerljiva kao proizvod mjerljive skalarne funkcije i neprekidne
vektorske funkcije. Kako za mjerljivu funkciju f postoji niz prostih funkcija
fn → f skoro svuda, pa onda T (t− s)fn(s) jako konvergira ka T (t− s)f(s) skoro
svuda. Prema tome je funkcija T (t− ·)f(·) mjerljiva. Kako je

‖T (t− s)f(s)‖ ≤ ‖T (t− s)‖‖f(s)‖,

po Teoremi 2.1.1 (T ∗f)(t) postoji. Na osnovu Teoreme 2.1.2 je T ∗f neprekidna.

Označimo sa BUC(I,X) = {f : I → X| f je ograničena i uniformno nepre-
kidna } i C0(I,X) = {f : I → X| f je neprekidna i lim|t|→∞,t∈I ‖f(t)‖ = 0}.
Oba ova prostora su Banahovi u odnosu na normu ‖ · ‖∞ i vrijedi C0(I,X) ⊂
BUC(I,X) ⊂ L∞(I,X), gdje je L∞(I,X) = {f : I → X| f je mjerljiva i
‖f‖∞ = supess|f |}.

Stav 2.3.1. Neka je f ∈ L1
loc(R+, X) i T : R+ → L(X, Y ) jako neprekidna. Tada:

a)(Young− ova nejednakost) Neka 1 ≤ p, q, r ≤ ∞ zadovoljavaju 1
p

+ 1
q

=
1 + 1

r
. Ako je

∫∞
0 ‖T (t)‖pdt <∞ i f ∈ Lq(R+, X), onda T ∗ f ∈ Lr(R+, Y ) i

‖T ∗ f‖r ≤ ‖f‖q(
∫ ∞

0
‖T (t)‖pdt)

1
p .

b) Neka 1 < p, p′ < ∞ zadovoljavaju 1
p

+ 1
p′

= 1. Ako je
∫∞

0 ‖T (t)‖pdt < ∞ i
f ∈ Lp′(R+, X), onda T ∗ f ∈ C0(R+, Y ).

c) Ako je
∫∞

0 ‖T (t)‖dt < ∞ i f ∈ BUC(R+, X), ili ako je T ograničen, a
f ∈ L1(R+, X), onda T ∗ f ∈ BUC(R+, Y ).
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d) Ako je
∫∞
0 ‖T (t)‖dt < ∞ i f ∈ C0(R+, X), ili ako je limt→∞ ‖T (t)‖ = 0 i

f ∈ L1(R+, X), onda T ∗ f ∈ C0(R+, Y ).

Dokaz. Vidjeti u [8].

Stav 2.3.2. Neka je T : R+ → L(X, Y ) jako neprekidna i ograničena, x ∈ X,
f ′ ∈ L1

loc(R+, X), f(t) = x+
∫ t
0 f
′(s)ds (t ≥ 0). Tada T ∗ f ∈ C1(R+, Y ) i

(T ∗ f)′(t) = (T ∗ f ′)(t) + T (t)x.

Dokaz. Neka je u(t) = (T ∗ f ′)(t) +T (t)x. Tada na osnovu Teoreme 2.3.1 zaklju-
čujemo da u ∈ C(R+, Y ). Na osnovu Fubinijeve teoreme je∫ t

0 u(s)ds =
∫ t

0
∫ s

0 T (τ)f ′(s− τ)dτds+
∫ t
0 T (s)xds

=
∫ t

0
∫ t
τ T (τ)f ′(s− τ)dsdτ +

∫ t
0 T (s)xds

=
∫ t

0
∫ t−τ

0 T (τ)f ′(s)dsdτ +
∫ t

0 T (s)xds
=

∫ t
0 T (τ)(f(t− τ)− x)dτ +

∫ t
0 T (s)xds

= (T ∗ f)(t) (t ≥ 0).

Stav 2.3.3. Neka je T : [0, τ ]→ L(X, Y ) Lipschitz neprekidna takva da je T (0) =
0 i neka je f ∈ L1([0, τ ], X). Tada T ∗ f ∈ C1([0, τ ], Y ).

Dokaz. Na početku pretpostavimo da f ∈ C1([0, τ ], X). Na osnovu Stava 2.3.2,
T ∗ f ima izvod g ∈ C([0, τ ], Y ). Za 0 ≤ r ≤ t ≤ τ je

‖
∫ t
r g(s)ds‖ = ‖(T ∗ f)(t)− (T ∗ f)(r)‖

≤
∫ t
τ ‖T (t− s)f(s)‖ds+

∫ τ
0 ‖(T (t− s)− T (r − s))f(s)‖ds

≤
∫ t
r L(t− s)‖f(s)‖ds+

∫ τ
0 L(t− r)‖f(s)‖ds

≤ L(t− r)‖f‖1,

gdje je L Lipschitz-ova konstanta u odnosu na T . Kako je T (0) = 0, tada je
‖T (s)‖ ≤ Ls, pa na osnovu toga i prethodnih nejednakosti je ‖g(s)‖ ≤ L‖f‖1 za
sve s ∈ [0, τ ]. Kako je f ∈ L1([0, τ ], X), tada postoji niz fn ∈ C1([0, τ ], X) takav
da ‖fn − f‖1 → 0. Na osnovu Stava 2.3.1 ‖(T ∗ (fn − f))(t)‖ → 0. Dalje je

‖(T ∗ fn)′ − (T ∗ fm)′‖∞ ≤ L‖fn − fm‖1 → 0

pa na osnovu ovoga vidimo da (T ∗ fn)′ konvergira uniformno ka funkciji g ∈
C([0, τ ], Y ). Kako je

(T ∗ f)(t) = lim
n→∞

(T ∗ fn)(t) = lim
n→∞

∫ t

0
(T ∗ fn)′(s)ds =

∫ t

0
g(s)ds,

dobijamo da T ∗ f ∈ C1([0, τ ], Y ).
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2.4. Egzistencija Laplace-ovog integrala

Neka je X kompleksan Banahov prostor. U ovom poglavlju bavićemo se posto-
janjem Laplace-ovog integrala

f̂(s) :=
∫ ∞

0
e−stf(t)dt = lim

τ→∞

∫ τ

0
e−stf(t)dt,

gdje je f ∈ L1
loc(R+, X) i s ∈ C. Primjetimo da integral

∫ τ
0 e
−stf(t)dt postoji kao

Bochner-ov integral.

Definicija 2.4.1. Abscisa konvergencije od f̂ je definisana kao

abs(f) = inf{Re(s) : f̂(s) postoji}.

U nastavku ćemo se baviti uslovima pod kojima Laplace-ov integral konver-
gira.

Stav 2.4.1. Neka je f ∈ L1
loc(R+, X). Tada Laplace-ov integral f̂(s) konvergira

ako je Re(s) > abs(f) i divergira ako je Re(s) < abs(f).

Dokaz. Jasno je da f̂(s) ne postoji ako je Re(s) < abs(f). Za s0 ∈ C definišimo
G0(t) =

∫ t
0 e
−s0rf(r)dr (t ≥ 0). Tada za sve s ∈ C i t ≥ 0 parcijalna integracija

daje
∫ t

0 e
−srf(r)dr =

∫ t
0 e
−(s−s0)re−s0rf(r)dr

= e−(s−s0)tG0(t) + (s− s0)
∫ t

0 e
−(s−s0)rG0(r)dr.

Ako f̂(s0) postoji, onda je G0 ograničena. Iz prethodne jednakosti vidimo da f̂(s)
postoji ako je Re(s) > Re(s0) i

f̂(s) = (s− s0)
∫ ∞

0
e−(s−s0)rG0(r)dr (Re(s) > Re(s0)).

Iz posljednjeg vidimo da f̂(s) postoji ako je Re(s) > abs(f).

Iz prethodnog stava i definicije abscise konvergencije vidimo da ako f̂(s) ko-
nvergira za sve s ∈ C, onda je abs(f) = −∞. Ako je domen konvergencije prazan,
onda je abs(f) =∞.

Definicija 2.4.2. Funkcija f ima Laplace-ovu transformaciju (Laplace transfor-
mabilna), ako je abs(f) <∞ .
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Definicija 2.4.3. Apscisu konvergencije možemo i definisati sa

abs(f) = inf{s ∈ R : sup
t>0
|
∫ t

0
e−sr〈f(r), x∗〉dr| <∞, za sve x∗ ∈ X∗}.

Definicija 2.4.4. Za funkciju f : R+ → X, definišimo njenu eksponencijalnu
granicu sa

ω(f) = inf{ω ∈ R : sup
t≥0
‖e−ωtf(t)‖ <∞}.

Teorema 2.4.1. Neka je f ∈ L1
loc(R+, X). Tada je abs(f) = ω(F −F∞), gdje je

F primitivna funkcija od f , a F∞ := limt→∞ F (t) ako ovaj limes postoji, odnosno
F∞ := 0 u suprotnom slučaju.

Dokaz. Pretpostavimo da je abs(f) < ∞. Za s0 > abs(f) definišimo funkciju
G0(t) =

∫ t
0 e
−s0rf(r)dr (t ≥ 0). Tada je G0 neprekidna i konvergira kad t → ∞,

pa je prema tome i ograničena. Da bi dokazali da je abs(f) ≥ ω(F − F∞)
razmotrićemo tri slučaja.
1◦ abs(f) > 0
Tada je F∞ := 0 i za s0 > abs(f) parcijalnom integracijom dobijamo

F (t) =
∫ t

0
f(r)dr =

∫ t

0
es0re−s0rf(r)dr = es0tG0(t)− s0

∫ t

0
es0rG0(r)dr.

Iz ovoga vidimo da je ‖F (t)‖ ≤ supr≥0 ‖G0(r)‖es0t + supr≥0 ‖G0(r)‖(es0t − 1) ≤
2 supr≥0 ‖G0(r)‖es0t (t ≥ 0). Iz ovoga vidimo da je abs(f) ≥ ω(F − F∞) za
abs(f) > 0.
2◦ abs(f) = 0
Ako je F∞ := 0, na isti način kao u slučaju 1◦ pokažemo da je abs(f) ≥ ω(F−F∞).
Ako F∞ := limt→∞ F (t) postoji, onda iz neprekidnosti F slijedi da je supt≥0 ‖F (t)−
F∞‖ <∞. Odatle je abs(f) = 0 ≥ ω(F − F∞).
Pokazali smo da ako je abs(f) = 0, onda je abs(f) ≥ ω(F − F∞).
3◦ abs(f) < 0
Izaberimo abs(f) < s0 < 0. Za τ ≥ t ≥ 0 je

F (τ)− F (t) =
∫ τ
t e

s0re−s0rf(r)dr
= es0τG0(τ)− es0tG0(t)− s0

∫ τ
t e

s0rG0(r)dr.

Kako je G0 ograničena i limτ→∞ F (τ) = F∞, tada je za sve t ≥ 0

‖F∞ − F (t)‖ = ‖es0tG0(t) + s0

∫ ∞
t

e−|s0|rG0(r)dr‖ ≤ 2 sup
r≥0
‖G0(r)‖es0t.

Ovo dokazuje da je abs(f) ≥ ω(F − F∞).
Da bi dokazali obrnutu nejednakost, pretpostavimo da je ω(F −F∞) <∞ i neka
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je ω > ω(F − F∞). Kako je F neprekidna, tada postoji M ≥ 0 takvo da je
‖F (t) − F∞‖ ≤ Meωt za sve t ≥ 0. Neka je s > ω > ω(F − F∞). Parcijalnom
integracijom dobijamo∫ t

0
e−srf(r)dr = e−st(F (t)− F∞) + F∞ + s

∫ t

0
e−sr(F (r)− F∞)dr.

Odavde vidimo da ˆf(s) postoji za s > ω(F − F∞) i data je sa f̂(s) = F∞ +
s ̂(F − F∞)(s). Ovo pokazuje da je abs(f) ≤ ω(F − F∞).
Kako je sF̂∞(s) = s

∫∞
0 e−stF∞dt = F∞ za Re(s) > 0, onda je i

f̂(s) = sF̂ (s) za Re(s) > max{abs(f), 0}.

Definicija 2.4.5. Ako je operator T : R+ → L(X, Y ) jako neprekidan, onda je∫ t
0 e
−srT (r)dr ograničen i definišemo

abs(T ) = inf{Re(s) :
∫ t

0 e
−srT (r)dr jako konvergira kad t→∞}

= sup{abs(ux) : x ∈ X},

gdje je ux(t) = T (t)x.

Da operator T : R+ → L(X, Y ) jako konvergira kad t → ∞ znači da
limt→∞ T (t)x postoji u Y za sve x ∈ X.

Stav 2.4.2. Neka je T : R+ → L(X, Y ) jako neprekidan, S(t) =
∫ t
0 T (r)dr i neka

je S∞ jaki limes od S(t) kad t→∞, ako takav limes postoji, odnosno S∞ = 0 u
suprotnom slučaju. Tada:
a) limt→∞

∫ t
0 e
−srT (r)dr postoji u normi operatora kad god je Re(s) > abs(T ).

b) abs(T ) = inf{s ∈ R : sup
t>0
|
∫ t

0
e−sr〈T (r)x, y∗〉dr| <∞, za sve x ∈ X i y∗ ∈ Y ∗}.

c) abs(T ) = ω(S − S∞).

Dokaz. Dio pod a) slijedi iz Stava 2.4.1, dok dio pod b) slijedi iz Definicije 2.4.3.
Ostaje nam da dokažemo dio pod c). Dokaz se izvodi na sličan način kao u
dokazu Teoreme 2.4.1.
Neka je ux(t) = T (t)x, ṽx(t) = S(t)x− S∞x i

vx(t) =


S(t)x− limt→∞ S(t)x ako limes postoji

S(t)x u suprotnom slučaju.
.
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Po Teoremi 2.4.1 je abs(ux) = ω(vx). Šta više je ω(vx) = ω(ṽx) ako je bar jedna
od njih strogo pozitivna. Razlikovaćemo nekoliko slučajeva.
Ako je abs(T ) < 0. Tada je ω(vx) = abs(ux) ≤ abs(T ) < 0, pa limt→∞ vx(t)
postoji za sve x ∈ X. Odatle S(t) jako konvergira , pa je vx = ṽx i vrijedi

abs(T ) = sup{abs(ux) : x ∈ X}
= sup{ω(vx) : x ∈ X}
= sup{ω(ṽx) : x ∈ X}
= ω(S − S∞).

Dalje, pretpostavimo da je ω(S − S∞) < 0. Tada, kao i u gornjem slučaju
zaključujemo da S(t) konvergira jako i vrijedi abs(T ) = ω(S − S∞).
Sada pretpostavimo da je abs(T ) > 0. Tada je

abs(T ) = sup{abs(ux) : x ∈ X, abs(ux) > 0}
= sup{ω(vx) : x ∈ X, ω(vx) > 0}
= sup{ω(ṽx) : x ∈ X, ω(ṽx) > 0}
= ω(S − S∞).

Na kraju pretpostavimo da je ω(S − S∞) > 0. Na sličan način može se pokazati
da je abs(T ) = ω(S − S∞).

Teorema 2.4.2. Neka je Ω ⊂ C otvoren i povezan skup i neka su fn : Ω → X

(n ∈ N) holomorfne funkcije takve da je

sup
n∈N,z∈B(z0,r)

‖fn(z)‖ <∞,

kad god je B̄(z0, r) ⊂ Ω. Dalje pretpostavimo da tačke limesa skupa

Ω0 = {z ∈ Ω : lim
n→∞

fn(z) postoji}

pripadaju Ω. Tada postoji holomorfna funkcija f : Ω → X takva da f (k)(z)
uniformni limes od f (k)

n (z) kad n→∞ na svim kompaknim podskupovima od Ω i
za sve k ∈ N0.

Teorema 2.4.3. Neka je f ∈ L1
loc(R+, X) takva da je abs(f) < ∞. Tada je

s 7→ f̂(s) holomorfna za Re(s) > abs(f) i za sve n ∈ N0 i Re(s) > abs(f) vrijedi

f̂ (n)(s) =
∫ ∞

0
e−st(−t)nf(t)dt. (2.2)
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Dokaz. Definišimo qk : C→ X (k ∈ N0) sa

qk(s) =
∫ k

0
e−stf(t)dt = lim

N→∞

N∑
n=0

sn

n!

∫ k

0
(−t)nf(t)dt.

Za s koje se nalazi u ograničenim podskupovima od C ovaj uniformni li-
mes postoji. Na osnovu Teoreme 2.4.2, funkcije qk su cijele i vrijedi q(j)

k (s) =∫ k
0 e
−st(−t)jf(t)dt za sve j ∈ N0. Neka je Re(s) > s0 > abs(f) i definišimo

G0(t) =
∫ t

0 e
−s0rf(r)dr. Na osnovu Stava 2.4.1 zaključujemo da je G0 ograničena

i parcijalnom integracijom dobijamo

f̂(s)− qk(s) =
∫∞
k e−(s−s0)re−s0rf(r)dr

= −e−(s−s0)kG0(k) + (s− s0)
∫∞
k e−(s−s0)rG0(r)dr.

Iz ovoga vidimo da qk konvergira uniformno ka funkciji f̂ na kompaktnim podsku-
povima od {s : Re(s) > abs(f)}. Ponovo, na osnovu Teoreme 2.4.2 zaključujemo
da je f̂ holomorfna i q(j)

k (s)→ f̂ (j)(s) kad k →∞ za Re(s) > abs(f).

Definicija 2.4.6. Ako je abs(f) < ∞, onda je abscisa holomorfnosti od f̂ defi-
nisana sa

hol(f̂) = inf{ω ∈ R : f̂ se holomorfno proširuje za Re(s) > ω}.

Definicija 2.4.7. Abscisa ograničenosti od f̂ definisana je sa

hol0(f̂) = inf{ω ∈ R : f̂ ima ograničeno holomorfno proširenje za Re(s) > ω}.

Stav 2.4.3. Neka je T : R+ →→ L(X, Y ) jako neprekidan operator i neka je
abs(T ) <∞. Tada je

hol(T ) = sup{hol(̂ux) : x ∈ X},

gdje je

hol(T ) = inf{ω ∈ R : T̂ se holomorfno proširuje na funkciju sa {Re(s) > ω} na L(X, Y )}.

Dokaz. Vidjeti u [8].
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2.5. Osobine Laplace-ovog integrala

Stav 2.5.1. Neka je f ∈ L1
loc(R+, X), s, λ ∈ C, r ∈ R+ i neka su

g(t) = e−λtf(t) (t ≥ 0).
fr(t) = f(r + t) (t ≥ 0).

hr(t) =


f(t− r) , (t ≥ r)

0 , (0 ≤ t < r)

Tada
a) ĝ(s) postoji ako i samo ako f̂(s+ λ) postoji i vrijedi ĝ(s) = f̂(s+ λ).
b) f̂r(s) postoji ako i samo ako f̂(s) postoji i vrijedi

f̂r(s) = esr(f̂(s)−
∫ r

0
e−stf(t)dt).

c) ĥr(s) postoji ako i samo ako f̂(s) postoji i vrijedi ĥr(s) = e−srf̂(s).

Dokaz. Dokaz se izvodi po definiciji.

Stav 2.5.2. Neka je f ∈ L1
loc(R+, X) i T ∈ L(X, Y ). Tada T ◦ f ∈ L1

loc(R+, Y ).
Ako f̂(s) postoji, onda T̂ ◦ f(s) postoji i T̂ ◦ f(s) = T (f̂(s)).

Dokaz. Na osnovu Stava 2.1.1 zaključujemo da T ◦ f ∈ L1
loc(R+, Y ) i∫ τ

0
e−st(T ◦ f)(t)dt = T

∫ τ

0
e−stf(t)dt.

Drugo tvrđenje dobijamo iz prethodne jednakosti puštajući τ →∞.

Stav 2.5.3. Neka je f ∈ L1
loc(R+, X) i neka je A zatvoren operator na X. Pret-

postavimo da f(t) ∈ D(A) skoro svuda i A ◦ f ∈ L1
loc(R+, X) i neka s ∈ C. Ako

f̂(s) i Â ◦ f(s) postoje, onda je f̂(s) ∈ D(A) i Â ◦ f(s) = A(f̂(s)).

Dokaz. Kako je A zatvoren operator osnovu Stava 2.1.2 je∫ τ

0
e−st(A ◦ f)(t)dt = A

∫ τ

0
e−stf(t)dt.

Drugo tvrđenje slijedi iz prethodne jednakosti puštajući τ →∞.

Teorema 2.5.1. Ako k ∈ L1
loc(R+), f ∈ L1

loc(R+, X), s ∈ C i ako pretposta-
vimo da je Re(s) > max{abs(|k|), abs(f)}. Tada (̂k ∗ f)(s) postoji i (̂k ∗ f)(s) =
k̂(s)f̂(s).
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Dokaz. Zamjenjujući k(t) sa e−stk(t) i f(t) sa e−stf(t) i korištenjem Stava 2.5.1
zaključujemo da je s = 0. Kako f ∈ L1

loc(R+, X), na osnovu Fubini-jeve teoreme
zaključujemo da k ∗ f ∈ L1

loc(R+, X) i

(̂k ∗ f)(0) =
∫∞

0 (k ∗ f)(t)dt
=

∫∞
0

∫ t
0 k(t− r)f(r)drdt

=
∫∞

0 (
∫∞
r k(t− r)dt)f(r)dr

= k̂(0)f̂(0).

Pretpostavimo da f̂(0) postoji. Zamjenjujući f(t) sa f(t) − e−tf̂(0), možemo
zaključiti da je f̂(0) = 0.
Neka je ε > 0 proizvoljno. Tada postoji K takvo da je ‖

∫ τ
0 f(r)dr‖ < ε kad god

je τ > K. Tada je∫ τ

0
(k ∗ f)(t)dt = (1 ∗ (k ∗ f))(τ) = (k ∗ (1 ∗ f))(τ).

Dakle,

‖
∫ τ

0 (k ∗ f)(t)dt‖ ≤ ‖
∫K
0 k(τ − t)(

∫ t
0 f(r)dr)dt‖

+ ‖
∫ τ
K k(τ − t)(

∫ t
0 f(r)dr)dt‖

≤ supt≥0 ‖
∫ t

0 f(r)dr‖
∫ τ
τ−K |k(r)|dr + ε

∫ τ−K
0 |k(r)|dr.

Puštajući τ →∞ dobijamo

lim sup
τ→∞

‖
∫ τ

0
(k ∗ f)(t)dt‖ ≤ ε‖k‖1.

Kako je ε > 0 proizvoljno, dobijamo da je (̂k ∗ f)(t) = 0 što je trebalo i dokazati.

Stav 2.5.4. Neka je f ∈ L1
loc(R+, X) i neka je F (t) =

∫ t
0 f(r)dr. Ako je Re(s) >

0 i f̂(s) postoji, onda F̂ (s) postoji i vrijedi F̂ (s) = f̂(s)/s.

Stav 2.5.5. Neka je f : R+ → X apsolutno neprekidna i diferencijabilna skoro
svuda. Ako je Re(s) > 0 i ako f̂ ′(s) postoji, onda i f̂(s) postoji i vrijedi f̂ ′(s) =
sf̂(s)− f(0).

Dokaz. Na osnovu Stava 2.2.2 zaključujemo da f ′ ∈ L1
loc(R+, X) i da je f(t) −

f(0) =
∫ t

0 f(r)dr. Na osnovu Stava 2.5.4 dobijamo tvrdnju.
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2.6. Teoreme jedinstvenosti, aproksimacije i
inverzije

Definicija 2.6.1. Za skup S ograničenih linearnih funkcionala na separabilnom
vektorskom prostoru X kažemo da je cio u X ako za svako x ∈ X vrijedi f(x) 6= 0,
gdje je f ∈ S.

Lema 2.6.1. Neka su a, b > 0 i definišimo sn = a + nb i e−sn(t) = e−snt,
(n ∈ N0, t ≥ 0). Tada je skup {e−sn : n ∈ N0} cio u L1(R+).

Teorema 2.6.1. (Teorema jedinstvenosti) Neka su f, g ∈ L1
loc(R+, X) takve da

je abs(f) < ∞, abs(g) < ∞ i neka je s0 > max{abs(f), abs(g)}. Pretpostavimo
da je f̂(s) = ĝ(s) kad god je s > s0. Tada je f(t) = g(t) skoro svuda.

Definicija 2.6.2. Niz {sn}n∈N kompleksnih brojeva naziva se jedinstvenim nizom
Laplace-ove transformacije ako je f = 0 skoro svuda kad god je f ∈ L1

loc(R+, X),
abs(f) < Re(sn) za sve n i f̂(sn) = 0 za sve n.

Definicija 2.6.3. Familija funkcija {fn}n∈N je ekvineprekidna ako su sve funkcije
iz te familije neprekidne i imaju jednake varijacije u datom domenu.

Definicija 2.6.4. Neka je f : X → Y preslikavanje za koje vrijedi
i) f je surjektivno
ii) f je neprekidno
iii) ako je za U ⊂ Y , f−1(U) otvoren u X, onda je U otvoren u Y ,
kažemo da je količničko preslikavanje.

Teorema 2.6.2. (Teorema aproksimacije) Neka su funkcije fn ∈ C(R+, X) takve
da je ‖fn(t)‖ ≤Meωt za neko M > 0, ω ∈ R i sve n ∈ N i neka je s0 ≥ ω. Tada
su slijedeće tvrdnje ekvivalentne:
i) Laplace-ova transformacija f̂n konvergira tačku po tačku na (s0,∞) i familija
funkcija {fn}n∈N je ekvineprekidna na R+.
ii) Funkcija fn konvergira uniformno na kompaktnim podskupovima od R+.

Dokaz. Prostor c(X) = {(xn)n∈N : xn ∈ X i limn→∞ xn postoji } je zatvoren
potprostor od l∞(X) = {(xn)n∈N : xn ∈ X i supn∈N ‖xn‖ < ∞}. Definišimo
w : R+ → l∞(X) sa w(t) = {fn(t)}n∈N.
Sada pretpostavimo da vrijedi i). Ekvineprekidnost od fn povlači neprekidnost
od w, a iz konvergencije f̂n(s) dobijamo da je ŵ(s) = {f̂n(s)}n∈N ∈ c(X) za sve
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s > s0 . Posmatrajmo sada količničko preslikavanje q : l∞(X) → l∞(X)/c(X).
Tada je (̂q ◦ w)(s) = q(ŵ(s)) = 0 za sve s > s0. Kako je q◦w : R+ → l∞(X)/c(X)
neprekidno (kao kompozicija neprekidnih preslikavanja) iz Teoreme jedinstvenosti
slijedi da je (q ◦ w)(t) = 0 za sve t ≥ 0, a to znači da w(t) ∈ c(X) za sve t ≥ 0.
Odatle imamo konvergenciju tačku po tačku niza {fn}n∈N. Kako je niz {fn}n∈N
ekvineprekidan, iz ovoga možemo zaključiti da funkcija fn konvergira uniformno
na kompaktnim podskupovima od R+.
Pretpostavimo sada da vrijedi ii). Jasno je da iz uniformne konvergencije slijedi
ekvineprekidnost. Neka je f(t) = limn→∞ fn(t). Tada na osnovu Teoreme 2.1.2
slijedi da je f̂(s) = limn→∞ f̂n(s) za sve s > s0.

Stav 2.6.1. Neka je A zatvoren linearan operator na X i neka su f, g ∈ L1
loc(R+, X)

takve da je abs(f) < ∞, abs(g) < ∞ i neka je ω > max{abs(f), abs(g)}. Tada
su slijedeća tvrđenja ekvivalentna:
i) f(t) ∈ D(A) i Af(t) = g(t) skoro svuda na R+.
ii) f̂(s) ∈ D(A) i Af̂(s) = ĝ(s) za s > ω.

Dokaz. Iz Stava 2.5.3 slijedi da i) povlači ii). Dokažimo ii)⇒ i).
Neka je GA graf operatora A koji je zatvoren potprostor od X × X i neka je
q : X × X → (X × X)/GA količničko preslikavanje. Definišimo preslikavanje
h : R+ → (X × X)/GA sa h(t) = q(f(t), g(t)). Tada je na osnovu ii) ĥ(s) =
q(f̂(s), ĝ(s)) = 0 za sve s > ω, pa je na osnovu Teoreme jedinstvenosti h(t) = 0
skoro svuda.

Definicija 2.6.5. Tačka t ∈ [a, b] se naziva Lebesgue-ova tačka funkcije f ∈
L1([a, b], X) ako je limh→0

1
h

∫ t+h
t ‖f(r)− f(t)‖dr = 0.

Teorema 2.6.3. (Post-Widder) Neka je f ∈ L1
loc(R+, X) i pretpostavimo da je

abs(f) <∞ i tačka t > 0 Lebesgue-ova tačka od f . Tada je

f(t) = lim
k→∞

(−1)k 1
k! (

k

t
)k+1f̂ (k)(k

t
).

2.7. Riemann-Stieltjesov integral

U prethodnoj glavi smo se već upoznali sa Riemann-Stieltjesovim integralom.
Ovdje ćemo definisati još neke pojmove i dati neka dodatna tvrđenja, a sve to
na Banahovim prostorima. Pored funkcija ograničene varijacije, definisaćemo
pojmove kao što su funkcije ograničene semivarijacije i slabe ograničene varijacije.
Neka je X Banahov prostor.
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Definicija 2.7.1. Funkcija F : [a, b] → X je ograničene semivarijacije ako
postoji M ≥ 0 takvo da je ‖∑

i(F (ti) − F (ri))‖ ≤ M za svaki konačan izbor
disjunktnih intervala (ri, ti) u [a, b]. Prostor tavkvih funkcija označavamo sa
BSV ([a, b], X).

Funkcija F : [a, b] → X pripada BSVloc([a, b], X) ako je ograničene semivari-
jacije na svakom kompaktnom podintervalu od R+.

Definicija 2.7.2. Funkcija F : [a, b] → X je slabe ograničene varijacije ako
je x∗ ◦ F : t 7→ 〈F (t), x∗〉 ograničene varijacije za sve x∗ ∈ X∗.

Definicija 2.7.3. Familija F ∈ B(X, Y ) je ravnomjerno ograničena ako postoji
konstanta M takva da je ‖An‖ ≤M za svako An ∈ F i za sve n ∈ N.

Definicija 2.7.4. Familija F ∈ B(X, Y ) je tačku po tačku ograničena ako je za
svako x ∈ X supAn∈F ‖Anx‖Y < +∞.

Napomena 2.7.1. Ako je familija F ∈ B(X, Y ) ravnomjerno ograničena, onda
je i F tačku po tačku ograničena.

Teorema 2.7.1. (Banach-Steinhaus) Neka je X Banahov, a Y normiran pros-
tor i F ∈ B(X, Y ) je tačku po tačku ograničena. Tada je F je ravnomjerno
ograničena.

Stav 2.7.1. Funkcija F : [a, b]→ X je ograničene semivarijacije ako i samo ako
je slabe ograničene varijacije.

Dokaz. Neka je funkcija F slabe ograničene varijacije i neka je SΩ = ∑
i(F (ti)−

F (ri)), gje je Ω unija konačno mnogo disjunktnih intervala (ri, ti) u [a, b]. Tada
za svako x∗ ∈ X∗ postoji Mx∗ = V[a,b](x∗ ◦ F ) takvo da je |〈SΩ, x

∗〉| ≤ Mx∗

za sve takve Ω. Na osnovu teoreme Banach-Steinhaus-a zaključujemo da je F
ograničene semivarijacije.
Sada pretpostavimo da je F ograničene semivarijacije. Tada postojiM ≥ 0 takvo
da je ‖∑

i(F (ti)−F (ri))‖ ≤M za svaki konačan izbor intervala (ri, ti) koji se ne
preklapaju u [a, b]. Neka je x∗ = x∗1+ix∗2 gdje su x1 i x2 realni linearni funkcionali.
Praveći razliku između podintervala na kojima su brojevi 〈F (ti) − F (ri), x∗1〉 i
〈F (ti)− F (ri), x∗2〉 ili oba pozitivna ili oba negativna, dolazimo do tvrđenja.

Stav 2.7.2. Ako je funkcija F : [a, b]→ X ograničene varijacije, a g : [a, b]→ C
ograničena i integral

∫ b
a g(t)dF (t) postoji, onda je

‖
∫ b

a
g(t)dF (t)‖ ≤ sup

t∈[a,b]
‖g(t)‖V[a,b](F ).
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Stav 2.7.3. Ako je funkcija F : [a, b] → X ograničene semivarijacije, a g :
[a, b]→ C ograničena i integral

∫ b
a g(t)dF (t) postoji, onda je

‖
∫ b

a
g(t)dF (t)‖ ≤ 4M sup

t∈[a,b]
‖g(t)‖,

gdje je

M = sup{‖
∑
i

(F (ti)− F (ri))| : (ri, ti) su disjunktni podintervali od [a, b]}.

Dokaz. Dokaz izvodimo iz Stava 2.7.1.

Napomena 2.7.2. Ako je P podjela intervala [a, b] takva da je a = t0 < ... <

tn = b pri čemu ξi ∈ [ti−1, ti], a P’ podjela intervala [a, b] takva da je a = ξ0 ≤
... ≤ ξn+1 = b pri čemu ti ∈ [ξi, ξi+1] tada je d(P ′) ≤ 2d(P ) i vrijedi∫ b

a
g(t)dF (t) = g(b)F (b)− g(a)F (a)−

∫ b

a
F (t)dg(t). (2.3)

Stav 2.7.4. Neka su F : [a, b] → X i g : [a, b] → C. Ako je jedna od funkcija
neprekidna, a druga ograničene semivarijacije, onda su F i g Riemann-Stieltjes
integrabilne u odnosu jedna na drugu.

Dokaz. Razlikovaćemo dva slučaja:
1◦ Ako je F ograničene semivarijacije, a g neprekidna. Tada za svako ε > 0
postoji δ > 0 takvo da je |g(ξ1) − g(ξ2)| < ε kad god je |ξ1 − ξ2| < δ. Neka
su P1 i P2 podjele intervala [a, b] takve da je d(P1) < δ

2 i d(P2) < δ
2 i neka su

a = t0 < t1 < ... < tn = b tačke zajedničke podjele za P1 i P2 . Tada je

σ(P, ξ, F, g) =
n∑
i=1

g(ξj,i)(F (ti)− F (ti−1)),

gdje tačke ξj,i, ti i ti−1 pripadaju istom podintervalu od Pj, j = 1, 2. Vrijedi i
|ξ1,i − ξ2,i| < δ. Za x∗ ∈ X∗ je

|〈σ(P1, ξ, F, g)− σ(P2, ξ, F, g), x∗〉| = |∑n
i=1(g(ξ1,i)− g(ξ2,i))〈(F (ti)− F (ti−1)), x∗〉|

< ε
∑n
i=1 |〈(F (ti)− F (ti−1)), x∗〉|

≤ 4εM‖x∗‖,

gdje je M dato u Stavu 2.7.3. Na osnovu Cauchy-jeve teoreme o konvergenciji
zaključujemo da postoji

∫ b
a g(t)dF (t).

2◦ Ako je g ograničene semivarijacije, a F neprekidna. Na osnovu Stava 2.7.1 je
funkcija g ograničene varijacije. Iz neprekidnosti F je: za svako ε > 0 postoji
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δ > 0 takvo da je ‖F (ξ1)− F (ξ2)‖ < ε kad god je |ξ1 − ξ2| < δ. Na sličan način
kao u 1◦ se pokazuje da je

‖σ(P1, ξ, g, F )− σ(P2, ξ, g, F )‖ ≤ εV[a,b](g),

kad god je d(P1) < δ
2 i d(P2) < δ

2 . Odavde zaključujemo da integral
∫ b
a F (t)dg(t)

postoji.

Stav 2.7.5. Neka je funkcija F : [a, b] → X ograničene semivarijacije i neka je
g ∈ C1[a, b]. Tada je Fg′ Riemann integrabilna i vrijedi∫ b

a
F (t)dg(t) =

∫ b

a
F (t)g′(t)dt.

Stav 2.7.6. Neka je F : [a, b] → X ograničene semivarijacije i neka su g, h ∈
C[a, b]. Tada je G(t) =

∫ t
a h(ξ)dF (ξ) ograničene semivarijacije na [a, b] i vrijedi∫ b

a
g(t)dG(t) =

∫ b

a
g(t)h(t)dF (t).

Dokaz. Neka je M takvo da je |h(t)| ≤ M za sve t ∈ [a, b] i neka je P podjela
intervala [a, b]. Tada, na osnovu Stava 2.7.2, za sve x∗ ∈ X∗ je

∑
i

|〈G(ti)−G(ti−1), x∗〉| =
∑
i

|
∫ ti

ti−1
h(ξ)d〈F (ξ), x∗〉| ≤MV[a,b](x∗ ◦ F ).

Iz Stava 2.7.1 slijedi da je G ograničene semivarijacije. Na osnovu Stava 2.7.4
zaključujemo da integrali

∫ b
a g(t)dG(t) i

∫ b
a g(t)h(t)dF (t) postoje. Za svako ε > 0

postoji δ > 0 takvo da je |g(ξ′) − g(ξ)| < ε kad god je |ξ′ − ξ| < δ. Ako je
d(P ) < δ, onda je

|〈(σ(P, ξ,G, g)−
∫ b
a g(t)h(t)dF (t)), x∗〉| = |∑i

∫ ti
ti−1

(g(ξi)− g(t))h(t)d〈F (t), x∗〉|
≤ εMV[a,b](x∗ ◦ F ).

Iz ovoga slijedi da je

〈
∫ b

a
g(t)dG(t)−

∫ b

a
g(t)h(t)dF (t), x∗〉 = 0.

Tvrđenje slijedi na osnovu teoreme Hahn-Banach-a.

Stav 2.7.7. Neka su F : [a, b]→ X i g : [a, b]→ C. Ako je F primitivna funkcija
Bochner integrabilne funkcije f i ako je g neprekidna, onda

∫ b
a g(t)dF (t) postoji i

jednak je Bochner-ovom integralu
∫ b
a g(t)f(t)dt. Ako je F neprekidna i g apsolutno

neprekidna, tada je
∫ b
a F (t)dg(t) jednak Bochner-ovom integralu

∫ b
a F (t)g′(t)dt.
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2.8. Laplace-Stiltjes-ov integral

Definicija 2.8.1. Neka je X Banahov prostor i F ∈ BSVloc(R+, X). Laplace-
Stieltjes-ova transformacija funkcije F je data sa

d̂F (s) =
∫ ∞

0
e−stdF (t) = lim

τ→∞

∫ τ

0
e−stdF (t),

ako gornji limes postoji, gdje je s ∈ C.

Laplace-Stieltjes-ova transformacija je uopštenje Laplace-ove transformacije.
U nastavku ćemo se baviti nekim osobinama Laplace-Stieltjes-ove transformacije.
Slijedeći stav je uopštenje Stava 2.5.1 i glasi:

Stav 2.8.1. Neka je F ∈ BSVloc(R+, X), λ ∈ C i definišimo G(t) =
∫ t

0 e
−λrdF (r)

(t ≥ 0). Za s ∈ C, d̂G(s) postoji ako i samo ako d̂F (s + λ) postoji i vrijedi
d̂G(s) = d̂F (s+ λ).

Dokaz. Na osnovu Stava 2.7.6 je∫ τ

0
e−stdG(t) =

∫ τ

0
e−(s+λ)tdF (t).

Puštajući da τ →∞ dobijamo tvrdnju.

Definicija 2.8.2. Za F ∈ BSVloc(R+, X), definišimo abscisu konvergencije Laplace-
Stieltjes-ovog integrala sa

abs(dF ) = inf{Re(s) : d̂F (s) postoji}.

Apscisu konvergencije Laplace-Stieltjes-ovog integrala možemo i definisati sa

abs(dF ) = inf{s ∈ R : sup
t>0
|
∫ t

0
e−srd〈F (r), x∗〉| <∞, za sve x∗ ∈ X∗}.

Definicija 2.8.3. Za funkciju F ∈ BSVloc(R+, X), definišimo njenu eksponenci-
jalnu granicu sa

ω(F ) = inf{ω ∈ R : sup
t≥0
‖e−ωtF (t)‖ <∞}.

Teorema 2.8.1. Neka je F ∈ BSVloc(R+, X). Tada d̂F (s) konvergira ako je
Re(s) > abs(dF ) i divergira ako je Re(s) < abs(dF ) .

Dokaz. Jasno je da d̂F (s) ne postoji ako jeRe(s) < abs(dF ). Za s0 ∈ C definišimo
G0(t) =

∫ t
0 e
−s0rdF (r) (t ≥ 0). Tada za sve s ∈ C i t ≥ 0 na osnovu Stava 2.7.6 je∫ t

0
e−srdF (r) =

∫ t

0
e−(s−s0)rdG0(r).
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Parcijalnom integracijom jednačine (2.3) i na osnovu Stava 2.7.5 dobijamo∫ t

0
e−srdF (r) = e−(s−s0)tG0(t) + (s− s0)

∫ t

0
e−(s−s0)rG0(r)dr. (2.4)

Ako d̂F (s0) postoji, onda je G0 ograničena. Prema tome, d̂F (s) postoji ako je
Re(s) > Re(s0) i

d̂F (s) = (s− s0)
∫ ∞

0
e−(s−s0)rG0(r)dr (Re(s) > Re(s0)).

Iz posljednjeg vidimo da d̂F (s) postoji ako je Re(s) > abs(dF ).

Teorema 2.8.2. Neka je F ∈ BSVloc(R+, X). Tada je abs(dF ) = ω(F − F∞),
gdje je F∞ := limt→∞ F (t) ako ovaj limes postoji, odnosno F∞ := 0 u suprotnom
slučaju.

Dokaz. Za s0 > abs(dF ) definišimo funkciju G0(t) =
∫ t

0 e
−s0rdF (r)dr (t ≥ 0).

Tada je G0 neprekidna i konvergira kad t → ∞, pa je prema tome i ograničena.
Da bi dokazali da je abs(dF ) ≥ ω(F − F∞) razmotrićemo dva slučaja.
1◦ abs(dF ) ≥ 0
Ako je abs(dF ) ≥ 0 i s0 > abs(dF ). Iz Stava 2.7.5, Stava 2.7.6 i pacijalnom
integracijom jednačine (2.3) dobijamo

F (t) = F (0) +
∫ t

0
es0rdG0(r) = F (0) + es0tG0(t)− s0

∫ t

0
es0rG0(r)dr,

za sve t ≥ 0. Iz ovoga vidimo da je supt≥0 ‖e−s0t(F (t) − F∞)‖ < ∞. Odavde je
abs(dF ) ≥ ω(F − F∞).
2◦ abs(dF ) < 0
Izaberimo abs(dF ) < s0 < 0. Za τ ≥ t ≥ 0 je

F (τ)− F (t) =
∫ τ
t e

s0rdG0(r)
= es0τG0(τ)− es0tG0(t)− s0

∫ τ
t e

s0rG0(r)dr.

Zaključujemo da limes

lim
τ→∞

F (τ) = F∞ = F (t)− es0tG0(t)− s0

∫ ∞
t

es0rG0(r)dr

postoji i supt≥0 ‖e−s0t(F (t)− F∞)‖ <∞. Prema tome je abs(f) ≥ ω(F − F∞).

Da bi dokazali obrnutu nejednakost, pretpostavimo da je ω > ω(F − F∞).
Kako je F neprekidna, tada postoji M ≥ 0 takvo da je ‖F (t)− F∞‖ ≤ Meωt za
sve t ≥ 0. Neka je s > ω > ω(F − F∞). Parcijalnom integracijom dobijamo∫ t

0
e−srdF (r) = e−st(F (t)− F∞) + F∞ − F (0) + s

∫ t

0
e−sr(F (r)− F∞)dr.
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Odavde vidimo da d̂F (s) postoji za s > ω(F − F∞) i data je sa d̂F (s) = F∞ −
F (0) + s ̂(F − F∞)(s). Ovo pokazuje da je abs(dF ) ≤ ω(F − F∞).

Slijedeća teorema je uopštenje Teoreme 2.4.3 i glasi:

Teorema 2.8.3. Neka je f ∈ BSVloc(R+, X) i pretpostavimo da je abs(dF ) <∞.
Tada je s 7→ d̂F (s) holomorfna za Re(s) > abs(dF ) i za sve n ∈ N0 i Re(s) >
abs(dF ) vrijedi

d̂F
(n)(s) =

∫ ∞
0

e−st(−t)ndF (t). (2.5)

Dokaz. Definišimo qk : C → X (k ∈ N0) sa qk(s) =
∫ k

0 e
−stdF (r). Iz Stava 2.7.3

je

qk(s) =
∫ k

0
e−stdF (t) = lim

N→∞

N∑
n=0

sn

n!

∫ k

0
(−t)ndF (t).

Na osnovu Teoreme 2.4.2, funkcije qk su cijele i vrijedi q(j)
k (s) =

∫ k
0 e
−st(−t)jdF (t)

za sve j ∈ N0. Neka je Re(s) > s0 > abs(dF ) i definišimo G0(t) =
∫ t

0 e
−s0rdF (r).

Na osnovu Stava 2.7.5, Stava 2.7.6 i jednakosti (2.3) zaključujemo da je

d̂F (s)− qk(s) =
∫∞
k e−(s−s0)rdG0(r)

= −e−(s−s0)kG0(k) + (s− s0)
∫∞
k e−(s−s0)rG0(r)dr.

Iz ovoga vidimo da qk konvergira uniformno ka funkciji d̂F na kompaktnim pod-
skupovima od {s : Re(s) > abs(dF )}. Ponovo, na osnovu Teoreme 2.4.2 za-
ključujemo da je d̂F holomorfna i q(j)

k (s) → d̂F
(j)(s) kad k → ∞ za Re(s) >

abs(dF ).

Posmatrajmo funkciju T : R+ → L(X, Y ). Na teoreme Banach-Steinhaus-a
je T ∈ BSVloc(R+,L(X, Y )) ako i samo ako vx = T (·)x ∈ BSVloc(R+, Y ) za sve
x ∈ X.

Definicija 2.8.4. Ako je T ∈ BSVloc(R+,L(X, Y )) , definišimo tada

ω(T ) = inf{ω ∈ R : sup
t≥0
‖e−ωtT (t)‖ <∞}

i
abs(dT ) = inf{Re(s) :

∫ t
0 e
−srdT (r) jako konvergira kad t→∞}

= sup{abs(dvx) : x ∈ X}.
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Stav 2.8.2. Neka je T ∈ BSVloc(R+,L(X, Y )) i neka je T∞ jaki limes od T (t)
kad t→∞ ako takav limes postoji, odnosno T∞ = 0 u suprotnom slučaju. Tada:
a) limt→∞

∫ t
0 e
−srdT (r) postoji u normi operatora kad god je Re(s) > abs(dT ).

b) abs(dT ) = ω(T − T∞).

Dokaz. Ako integral
∫ t

0 e
−srdT (r) jako konvergira kad t→∞, tada ovaj integral

uniformno konvergira u normi operatora. Na osnovu ovoga i jednakosti (2.4)
dobijamo tvrđenje pod a). Na osnovu prethodne teoreme je

abs(dT ) = inf{Re(s) :
∫ t

0 e
−srdT (r) konvergira u normi t→∞}

= ω(T − T̃∞),

gdje je T̃∞ = ‖ limt→∞ T (t)‖ ako navedeni limes postoji, odnosno T̃∞ = 0 u
suprotnom slučaju. Odavde je ω(T − T̃∞) = ω(T − T∞). Dokazali smo b).

2.9. Riesz-Stieltjes-ov operator

Definišimo prostor Lip0(R+, X) sa

Lip0(R+, X) = {F : R+ → X : F (0) = 0, ‖F‖Lip0(R+,X) = sup
t,r≥0

‖F (t)− F (r)‖
|t− r|

<∞}.

U ovom poglavlju ćemo se baviti Riesz-Stieltjesovim operatorom u oznaci ΦS koji
funkciji F ∈ Lip0(R+, X) dodjeljuje ograničen linearan operator TF : L1(R+) →
X definisan sa

TFf =
∫ ∞

0
f(t)dF (t) = lim

τ→∞

∫ τ

0
f(t)dF (t),

ako ovaj limes postoji i ako je funkcija f ∈ L1(R+) neprekidna. Posebna pažnja
biće i posvećena Laplace-Stieltjes-ovoj transformaciji LS : F → d̂F koja dje-
luje na prostoru Lip0(R+, X), dok ćemo Laplace-ovu transformaciju L : f → f̂

posmatrati kao operator koji djeluje na prostoru L∞(R+, X)

Definicija 2.9.1. Neka u X i Y normirani prostori. Linearno preslikavanje ϕ :
X → Y takvo da za svaki x ∈ X vrijedi ‖ϕ(x)‖Y = ‖x‖X nazivamo izometrijom.
Ako je ϕ bijektivna izometrija, onda kažemo da su normirani prostori X i Y
izometrički izomorfni.

Teorema 2.9.1. (Riesz-Stieltjes-ova teorema) Postoji jedinstven izometrički iz-
omorfizam ΦS : F → TF sa Lip0(R+, X) na L(L1(R+), X) takav da vrijedi

TFχ[0,t] = F (t)
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za sve t ≥ 0 i F ∈ Lip0(R+, X). Šta više je

TFg =
∫ ∞

0
g(t)dF (t) = lim

τ→∞

∫ τ

0
g(t)dF (t)

za sve neprekidne funkcije g ∈ L1(R+).

Dokaz. Neka je D = lin{χ[0,t) : t > 0} prostor stepenastih funkcija koji je gust
u L1(R+). Tada se svaka funkcija f ∈ D na jedinstven način može prikazati u
obliku

f =
n∑
i=1

αiχ[ti−1,ti),

gdje je 0 = t0 < t1 < ... < tn, αi ∈ C (i = 1, 2, ..., n). Neka je F ∈ Lip0(R+, X) i
definišimo TF : D → X sa

TF (f) = TF (
n∑
i=1

αiχ[ti−1,ti)) =
n∑
i=1

αi(F (ti)− F (ti−1)).

Tada je

‖TF (f)‖ ≤ ‖F‖Lip0(R+,X)

n∑
i=1
|αi|(ti − ti−1) = ‖F‖Lip0(R+,X)‖f‖1.

Dakle, funkcija TF ima jedinstveno proširenje TF ∈ L(L1(R+), X). Šta više je

‖TF‖ ≤ ‖F‖Lip0(R+,X).

Dokažimo sada da je ‖TF‖ ≥ ‖F‖Lip0(R+,X). Ako T ∈ L(L1(R+), X) i neka je
F (t) = Tχ[0,t) za t ≥ 0. Tada za t > r ≥ 0 je

‖F (t)− F (r)‖ = ‖Tχ[r,t)‖ ≤ ‖T‖‖χ[r,t)‖1 = ‖T‖(t− r).

Dakle, F ∈ Lip0(R+, X) i ‖T‖ ≥ ‖F‖Lip0(R+,X). Po definiciji je F = G ako je
T = TF i T = TG. Pokazali smo da je F 7→ TF izometrički izomorfizam.
Na kraju, pretpostavimo da je g ∈ L1(R+) neprekidna funkcija i F ∈ Lip0(R+, X).
Uzmimo t > 0 i neka je P : 0 = t0 < t1 < ... < tn = t podjela intervala [0, t] i
ξi ∈ [ti−1, ti]. Ako je

fP =
n∑
i=1

g(ξi)χ[ti−1,ti)

onda je σ(P, ξ, F, g) = TF (fP ). Kad d(P )→ 0, onda je ‖fP − gχ[0,t)‖1 → 0 i∫ t

0
g(r)dF (r) = TF (gχ[0,t)).

Kada t→∞, ‖gχ[0,t) − g‖1 → 0 i

TFg =
∫ ∞

0
g(r)dF (r).
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Teorema 2.9.2. Neka je M > 0, Fn ∈ Lip0(R+, X) gdje je ‖Fn‖Lip0(R+,X) ≤ M

za sve n ∈ N i rn = LS(Fn). Slijedeća tvrđenja su ekvivalentna:
i) Postoje a, b > 0 takvi da limn→∞ rn(a+ kb) postoji za sve k ∈ N0.
ii) Postoji r ∈ C∞((0,∞), X) takvo da rn → r uniformno na kompaktnim pod-
skupovima od (0,∞).
iii) limn→∞ Fn(t) postoji za sve t ≥ 0.
iv) Postoji F ∈ Lip0(R+, X) takvo da Fn → F uniformno na kompaktnim pod-
skupovima od R+.

Dokaz. Dokaz se izvodi korištenjem Teoreme 2.9.1.

2.10. Laplace-Stieltjes-ova transformacija

Stav 2.10.1. Laplace-Stieltjes-ova transformacija LS : F → d̂F preslikava pros-
tor Lip0(R+, X) na prostor C∞W ((0,∞), X) = {r ∈ C∞((0,∞), X) : ‖r‖W :=
supn∈N0 sups>0

sn+1

n! ‖r
(n)(s)‖ <∞}.

Stav 2.10.2. Neka su X i Y Banahovi prostori i neka su Tn ∈ L(X, Y ), (n ∈ N),
takve da je supn∈N ‖Tn‖ <∞. Slijedeća tvrđenja su ekvivalentna:
i) {Tnx}n∈N konvergira za sve x u gustom potprostoru od X.
ii) {Tnx}n∈N konvergira za sve x ∈ X.
iii) {Tnx}n∈N konvergira uniformno za x ∈ K za sve kompaktne podskupove K od

X.

Teorema 2.10.1. Laplace-Stieltjes-ova transformacija LS je izometrički izomor-
fizam između prostora Lip0(R+, X) i C∞W ((0,∞), X).

Dokaz. Iz Stava 2.10.1 zaključujemo da LS preslikava prostor Lip0(R+, X) u pros-
tor C∞W ((0,∞), X). Takođe vrijedi ‖LS(F )‖W ≤ ‖F‖Lip0(R+,X). Ako je LS(F ) =
d̂F = 0, za neko F ∈ Lip0(R+, X), onda je TF e−s =

∫∞
0 e−stdF (t) = d̂F (s) = 0

za sve s > 0. Kako su na osnovu Leme 2.6.1 eksponencijalne funkcije e−s (s > 0)
cijele u L1(R+), tada je TF = 0. Takođe je TFχ[0,t] = F (t) = 0 za sve t ≥ 0.
Odatle zaključujemo da je LS 1-1. Pokažimo da je LS surjektivno.
Neka je r ∈ C∞W ((0,∞), X) i definišimo niz operatora Tk ∈ L(L1(R+), X) sa

Tkf =
∫ ∞

0
f(t)(−1)k 1

k! (
k

t
)k+1r(k)(k

t
)dt (k ∈ N0).
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Operatori Tk su uniformno ograničeni sa ‖r‖W jer je ‖Tkf‖ ≤ ‖r‖W‖f‖1 za sve
f ∈ L1(R+). Pokazaćemo da Tke−s → r(s) kad k → ∞ za sve s > 0. Kako su
eksponencijalne funkcije e−s (s > 0) cijele u L1(R+), tada na osnovu Stava 2.10.2
zaključujemo da postoji T ∈ L(L1(R+), X) takav da ‖T‖ ≤ ‖r‖W i Tkf → Tf za
sve f ∈ L1(R+). Dakle,

r(s) = lim
k→∞

Tke−s = Te−s.

Na osnovu Teoreme 2.9.1 zaključujemo da postoji neko F ∈ Lip0(R+, X) takvo da
je ‖F‖Lip0(R+,X) = ‖T‖ ≤ ‖r‖W i Tg =

∫∞
0 g(t)dF (t) za sve neprekidne funkcije

g ∈ L1(R+). Odatle je za sve s > 0

r(s) = Te−s =
∫ ∞

0
e−stdF (t) = d̂F (s).

Dakle, LS je surjektivno (na) i za sve F ∈ Lip0(R+, X) vrijedi ‖LS(F )‖W =
‖d̂F‖W = ‖F‖Lip0(R+,X).
Ostaje nam još da dokažemo da Tke−s → r(s) kad k →∞ za sve s > 0. Primje-
timo da je

Tke−s =
∫∞

0 e−st(−1)k 1
k!(

k
t
)k+1r(k)(k

t
)dt

= (−1)k 1
(k−1)!

∫∞
0 e−sk/uuk−1r(k)(u)du

= (−1)k 1
(k−1)! [

∑k−1
j=0(−1)j dj

duj
(e−sk/uuk−1)r(k−j−1)(u) |∞u=0

+ (−1)k
∫∞

0
dk

duk
(e−sk/uuk−1)r(u)du ].

Definišimo sada funkciju G(x, u) = e−x/u(u
x
)k−1. Tada je

G(lx, lu) = G(x, u) (2.6)

za sve l > 0. Diferencirajući obe strane jednakosti (2.6) u odnosu na l i stavljajući
l = 1 dobijamo da je

x
∂G

∂x
(x, u) + u

∂G

∂u
(x, u) = 0,

odnosno
1
u

∂G

∂x
(x, u) = −1

x

∂G

∂u
(x, u).

Iz ovoga slijedi da je

∂

∂u
(e−x/uu

k−1

xk
) = − ∂

∂x
(e−x/uu

k−2

xk−1 ).

Indukcijom po j dobijamo,

∂j

∂uj
(e−x/uu

k−1

xk
) = (−1)j ∂

j

∂xj
(e−x/uu

k−j−1

xk−j
) (0 ≤ j ≤ k),

62



odnosno
∂j

∂uj
(e−x/uuk−1) = (−1)jxkuk−j−1 ∂

j

∂xj
(e
−x/u

xk−j
). (2.7)

Dakle,
h(u) := ∑k−1

j=0(−1)j ∂j
∂uj

(e−x/uuk−1)r(k−j−1)(u)
= ∑k−1

j=0 x
k ∂j

∂xj
( e−x/u
xk−j

)uk−j−1r(k−j−1)(u).

Kako je
‖uk−j−1r(k−j−1)(u)‖ ≤ ‖r‖W (k − j − 1)!

u
,

dobijamo da je

‖h(u)‖ ≤
k−1∑
j=0

‖r‖W (k − j − 1)!
u

xk| ∂
j

∂xj
(e
−x/u

xk−j
)|.

Iz ovoga dobijamo da limu→∞ h(u) = 0 = limu→0 h(u). Prema ovome je za x = sk

Tke−s = 1
(k − 1)!

∫ ∞
0

dk

duk
(e−sk/uuk−1)r(u)du.

Na osnovi jednakosti (2.7) je

∂k

∂uk
(e−x/uuk−1) = (−1)kx

k

u

∂k

∂xk
(e−x/u) = xk

uk+1 e
−x/u.

Tada je
Tke−s = skkk

(k−1)!
∫∞

0 e−sk/u 1
uk+1 r(u)du

= skkk+1

k!
∫∞
0 e−skttk−1r(1

t
)dt.

Definišimo sada f(t) := 1
t
r(1

t
) i l := 1

s
. Tada je

Tke−s = l
k!(

k
l
)k+1 ∫∞

0 e−kt/ltkf(t)dt
= l(−1)k 1

k!(
k
l
)k+1f̂ (k)(k

l
).

Konačno, iz Teoreme 2.6.3 dobijamo da je

lim
k→∞

Tke−s = lf(l) = r(s).

Teorema 2.10.2. Neka je X Banahov prostor. Slijedeća tvrđenja su ekvivalentna:
i) X ima Radon-Nikodym-ovo svojstvo.
ii) Laplace-ova transformacija L : f → f̂ je izometrički izomorfizam između
prostora L∞(R+, X) i C∞W ((0,∞), X).
iii) Riesz-ov operator Φ : f → Rf , Rfg =

∫∞
0 g(t)f(t)dt je izometrički izomorfi-

zam između prostora L∞(R+, X) i L(L1(R+), X).

63



Dokaz. Prvo dokažimo da je i)⇔ ii). Definišimo I : L∞(R+, X)→ Lip0(R+, X)
sa I(f) = F , gdje je F (t) =

∫ t
0 f(r)dr (t ≥ 0). Tada je I injektivno i ‖I(f)‖Lip0(R+,X) ≤

‖f‖∞ za sve f ∈ L∞(R+, X). Ako je I surjektivno, onda X ima Radon-Nikodym-
ovo svojstvo. Obrnuto, ako X ima Radon-Nikodym-ovo svojstvo i ako F ∈
Lip0(R+, X), onda f(t) = F ′(t) postoji za skoro sve t ≥ 0. Kako je f(t) =
limh→0

F (t+h)−F (t)
h

skoro svuda, zaključujemo da je ‖F‖Lip0(R+,X) ≥ ‖f‖∞. Dakle
f ∈ L∞(R+, X) i na osnovu Stava 2.2.2 je F = I(f). Dokazali smo da X ima
Radon-Nikodym-ovo svojstvo ako i samo ako je I izometrički izomorfizam.
Risez-Stieltjes-ov operator ΦS : F → TF , gdje je TFg =

∫∞
0 g(t)dF (t) za sve

neprekidne funkcije g ∈ L1(R+) je izometrički izomorfizam između prostora
Lip0(R+, X) i L(L1(R+), X) i Laplace-Stieltjes-ova transformacija LS : F → d̂F

je izometrički izomorfizam između prostora Lip0(R+, X) i C∞W ((0,∞), X). Na
osnovu Stava 2.7.7 i neprekidnosti L1 normi je F = I(f), TFg =

∫∞
0 g(t)f(t)dt za

sve g ∈ L1(R+). Tvrđenja slijede iz činjenice da je Φ = ΦS ◦ I i L = LS ◦ I na
L∞(R+, X).

Lema 2.10.1. Neka je t ≥ 0 i a, c > 0. Tada funkcije

hk,t := 1
2πi

∫ c+ik

c−ik
est
e−s
s
ds

uniformno konvergiraju ka χ[0,t] u L1(R+) kad k →∞ za t ∈ [0, a].

Dokaz. Vidjeti u [8].

Teorema 2.10.3. (Kompleksna inverzija) Neka je F ∈ Lip0(R+, X) i r = LS(F ).
Tada je

F (t) = lim
k→∞

1
2πi

∫ c+ik

c−ik
est
r(s)
s
ds

pri čemu je ovaj limes uniforman za t ∈ [0, a], sve a > 0 i proizvoljno c > 0.

Dokaz. Na osnovu Teoreme 2.9.1 postoji T ∈ L(L1(R+), X) takvo da je r(s) =
Te−s (Re(s) > 0) i F (t) = Tχ[0,t] (t ≥ 0). Odatle je

‖F (t)− 1
2πi

∫ c+ik

c−ik
est
r(s)
s
ds‖ ≤ ‖T‖‖χ[0,t] −

1
2πi

∫ c+ik

c−ik
est
e−s
s
ds‖1.

Na osnovu Leme 2.10.1 dobijamo tvrdnju.
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Dodatak A
Tablice

Tablica A.1: Osobine Laplace-ove transformacije

F(s) f(t)
c1F1(s) + c2F2(s) c1f1(t) + c2f2(t)
F (as) (a > 0) 1

a
f( t

a
)

F (s− a) eatf(t)
e−asF (s) (a ≥ 0) ua(t)f(t− a)
sF (s)− f(0+) f ′(t)

s2F (s)− sf(0+)− f ′(0+) f ′′(t)
snF (s)− sn−1f(0+)− sn−2f ′(0+) f (n)(t)

−...− f (n−1)(0+)
F (s)
s

∫ t
0 f(τ)dτ

F ′(s) −tf(t)
F (n)(s) (−1)(n)tnf(t)∫∞
s F (x)dx 1

t
f(t)

F (s)G(s)
∫ t
0 f(τ)g(t− τ)dτ

lims→∞ sF (s) limt→0+ f(t) = f(0+)
lims→0 sF (s) limt→∞ f(t)
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Tablica A.2: Tablice Laplace-ove transformacije

F(s) f(t)

1 δ(t)

1
s

1

1
s2 t

1
sn

(n = 1, 2, ...) tn−1

(n−1)!

1
sϑ

(ϑ > 0) tϑ−1

Γ(ϑ)

(s−1)n
sn+1 (n = 0, 1, 2, ...) et

n! ·
dn

dtn
(tne−t)

1
s−a eat

1
s(s−a)

1
a
(eat − 1)

1
(s−a)(s−b) (a 6= b) eat−ebt

a−b

s
(s−a)(s−b) (a 6= b) aeat−bebt

a−b

s
(s−a)2 (1 + at)eat

a
s2+a2 sin at

s
s2+a2 cos at

a
(s−b)2+a2 ebt sin at

s−b
(s−b)2+a2 ebt cos at
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Tablica A.3: Tablice Laplace-ove transformacije

F(s) f(t)

a
s2−a2 sinh at

s
s2−a2 cosh at

a
(s−b)2−a2 ebt sinh at

s−b
(s−b)2−a2 ebt cosh at

1
(s2+a2)2

1
2a3 (sin at− at cos at)

s
(s2+a2)2

1
2a(t sin at)

s2

(s2+a2)2
1
2a(sin at+ at cos at)

s3

(s2+a2)2 cos at− 1
2at sin at

s2−a2

(s2+a2)2 t cos at

1
(s2−a2)2

1
2a3 (at cosh at− sinh at)

s
(s2−a2)2

1
2a(t sinh at)

s2

(s2−a2)2
1
2a(sinh at+ at cosh at)

s3

(s2−a2)2 cosh at+ 1
2at sinh at

s2+a2

(s2−a2)2 t cosh at

ab
(s2+a2)(s2+b2) (a2 6= b2) a sin bt−b sin at

a2−b2
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Tablica A.4: Tablice Laplace-ove transformacije

F(s) f(t)

s
(s2+a2)(s2+b2) (a2 6= b2) cos bt−cos at

a2−b2

s2

(s2+a2)(s2+b2) (a2 6= b2) a sin at−b sin bt
a2−b2

s3

(s2+a2)(s2+b2) (a2 6= b2) a2 cos at−b2 cos bt
a2−b2

ab
(s2−a2)(s2−b2) (a2 6= b2) b sinh at−a sinh bt

a2−b2

s
(s2−a2)(s2−b2) (a2 6= b2) cosh at−cos bt

a2−b2

s2

(s2−a2)(s2−b2) (a2 6= b2) a sinh at−b sinh bt
a2−b2

s3

(s2−a2)(s2−b2) (a2 6= b2) a2 cosh at−b2 cosh bt
a2−b2

a2

s2(s2+a2) t− 1
a

sin at

a2

s2(s2−a2)
1
a

sinh at− t

1√
s

1√
πt

1√
s+a

e−at√
πt

1
s
√
s+a

1√
a
erf(
√
at)

1√
s+a+

√
s+b

e−bt−e−at
2(b−a)

√
πt3

1
s
√
s

2
√

t
π

1
(s−a)

√
s

1√
a
eaterf(

√
at)
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Tablica A.5: Tablice Laplace-ove transformacije

F(s) f(t)

1√
s−a+b eat( 1√

πt
− beb2terf(b

√
t))

1√
s2+a2 J0(at)

(
√
s2+a2−s)ϑ√
s2+a2 (ϑ > −1) aϑJϑ(at)

1
(s2+a2)ϑ (ϑ > 0)

√
π

Γ(ϑ)(
t

2a)ϑ− 1
2Jϑ− 1

2
(at)

(
√
s2 + a2 − s)ϑ (ϑ > 0) ϑaϑ

t
Jϑ(at)

√
s− a−

√
s− b 1

2t
√
πt

(ebt − eat)

e−
a
s√
s

cos 2
√
at√

πt

e−
a
s

s
√
s

sin 2
√
at√

πa

e−a
√
s

√
s

(a > 0) e−
a2
4t√
πt

e−a
√
s (a > 0) a

2
√
πt3
e−

a2
4t

e−a
√
s

s
(a > 0) erf( a

2
√
t
)

e−as

s
(a > 0) ua(t)

e
s2
4 erf( s2) 2√

π
e−t

2

log( s+a
s+b )

e−bt−e−at
t

69



Tablica A.6: Tablice Laplace-ove transformacije

F(s) f(t)

− log s−γ
s

(γ je Euler − ova konstanta) log t

log s
s

− log−γ

log( s2+a2

s2+b2 ) 2
t
(cos bt− cos at)

tan−1(a
s
) 1

t
sin at

sinhxs
s sinh as

x
a

+ 2
π

∑∞
n=1

(−1)n
n

sin nπx
a

cos nπt
a

sinhxs
s cosh as

4
π

∑∞
n=1

(−1)n−1

2n−1 sin (2n−1)πx
2a sin (2n−1)πt

2a

coshxs
s sinh as

t
a

+ 2
π

∑∞
n=1

(−1)n
n

cos nπx
a

sin nπt
a

coshxs
s cosh as 1 + 4

π

∑∞
n=1

(−1)n
2n−1 cos (2n−1)πx

2a cos (2n−1)πt
2a

sinhxs
s2 sinh as

xt
a

+ 2a
π2

∑∞
n=1

(−1)n
n2 sin nπx

a
sin nπt

a

sinhxs
s2 cosh as x+ 8a

π2
∑∞
n=1

(−1)n
(2n−1)2 sin (2n−1)πx

2a cos (2n−1)πt
2a

coshxs
s2 sinh as

1
2a(x2 + t2 − a2

3 )− 2A
π2

∑∞
n=1

(−1)n
n2 cos nπx

a
cos nπt

a

coshxs
s2 cosh as t+ 8a

π2
∑∞
n=1

(−1)n
(2n−1)2 cos (2n−1)πx

2a sin (2n−1)πt
2a
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Tablica A.7: Tablice Laplace-ove transformacije

F(s) f(t)

sinhx
√
s

sinh a
√
s

2π
a2

∑∞
n=1(−1)nne

−n2π2t
a2 sin nπx

a

coshx
√
s

cosh a
√
s

π
a2

∑∞
n=1(−1)n−1(2n− 1)e

−(2n−1)2π2t
4a2 cos (2n−1)πx

2a

sinhx
√
s√

s cosh a
√
s

2
a

∑∞
n=1(−1)n−1e

−(2n−1)2π2t
4a2 sin (2n−1)πx

2a

coshx
√
s√

s sinh a
√
s

1
a

+ 2
a

∑∞
n=1(−1)ne

−n2π2t
a2 cos nπx

a

sinhx
√
s

s sinh a
√
s

x
a

+ 2
π

∑∞
n=1

(−1)n
n
e
−n2π2t
a2 sin nπx

a

coshx
√
s

s cosh a
√
s

1 + 4
π

∑∞
n=1

(−1)n
(2n−1)e

−(2n−1)2π2t
4a2 cos (2n−1)πx

2a

sinhx
√
s

s2 sinh a
√
s

xt
a

+ 2a2

π3
∑∞
n=1

(−1)n
n3 (1− e

−n2π2t
a2 ) sin nπx

a

coshx
√
s

s2 cosh a
√
s

x2−a2

2 + t− 16a2

π3
∑∞
n=1

(−1)n
(2n−1)3 e

−(2n−1)2π2t
4a2 cos (2n−1)πx

2a

Napomena A.0.1. U tabeli A.2 smo pominjali funkciju δ(t) koja je definisana
sa

δ(t− a) =


∞ , t = 0

0 , t 6= 0
.
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