EMAZ UNIVERZITET U NOVOM SADU
%4 Sy WA
oY, PRIRODNO-MATEMATICKI &
] LI & FAKULTET > e T
% S DEPARTMAN ZA MATEMATIKU = -3
A N : U
%O I INFORMATIKU 1IN @
Yoy O ANt

Sladan Dimitrijevi¢

StohastiCke diferencijalne jednacine

master rad

Mentor: dr Danijela Rajter-Ciri¢

Novi Sad, 2009.



Sadrza]j

Predgovor
1 Oznake
2 Uvod

2.1 Obicne diferencijalne jednacine (ODJ) . . . ... ... .. ... ...
2.1.1 Egzistencija i jedinstvenost resenja . . . . . . . ... ... ..
2.1.2  Sistemi diferencijalnih jednac¢ina . . . . . . ... ... L.

2.2 Osnovni pojmovi i definicije iz verovatnoce . . . . . . . . . . . .. ..
2.2.1 Vrste konvergencija u teoriji verovatnoce . . . . .. ... ...
2.22 Nezavisnost . . . . . . . .. Lo
2.2.3 Borel-Cantellijeva lema . . . . . . .. ... ... .. ... ...

2.3 Stohasticki procesi . . . . . ...
2.3.1 Neka svojstva stohastickih procesa . . . . . . . ... ... ..

2.4 Brownovo kretanje i beli sum . . . .. ... ... ...
2.4.1 Brownovo kretanje u R™ . . . . . . ... ..o L.
242 Belisum . . ... ...

2.5 Stohasticki integrali . . . . . . ...

2.6 Stohasticki diferencijali i Itova formula . . . . . . .. ... ... ...

Stohasticke diferencijalne jednacine

3.1 Motivacija . . . . . . .
3.2 Definicija stohasticke diferencijalne jedna¢ine . . . . . . . . . .. ...
3.3 Egzistencija i jedinstvenost reSenja . . . . . .. ... L.
3.4 Uopstenja teoreme o egzistenciji i jedinstvenosti resenja SDJ . . . . .

Osobine resenja stohastickih diferencijalnih jednacina

4.1 Momenti resenja SDJ . . . . ...
4.2 Analiticke osobine resenja SDJ . . . . .. ..o
4.3 Zavisnost reSenja SDJ od parametara i pocetnih vrednosti . . . . . .

Linearne stohasticke diferencijalne jednacine

5.1 Uvod . . . . . . e
5.2 Linearne SDJ u uzem smislu . . . . .. . . ... ... ... .. .. ..
5.3 Opsta skalarna linearna SDJ . . . . . . . ... . ... ... ...
5.4 Opsta vektorska linearna SDJ . . . . . . .. . ... ... ... ...

35
35
36
41
48

52
52
95
56



5.5 Primeri linearnih SDJ
Zakljucak
Literatura

Biografija



Predgovor

Cilj ovog rada je da se detaljno upoznamo sa osnovama teorije stohastickih difer-
encijalnih jednacina, jer je njihova upotreba u mnogim naucnim granama postala
neizbezna. Napomenimo da je finansijska matematika jedna od oblasti gde je oz-
biljan rad nemogu¢ bez poznavanja i upotrebe stohastickih diferencijalnih jednacina.

Teorija stohastickih diferencijalnih jednacina (SDJ) se bazira na teoriji obi¢nih difer-
encijalnih jednacina (ODJ) pa je glavna ideja ovog rada da na neki nac¢in uopstimo
veé postojecu teoriju ODJ. Znamo da pri modeliranju mnogih prirodnih pojava
deterministicke (obi¢ne) diferencijalne jednacine predstavljaju veoma dobar alat.
Razlog upotrebe diferencijalnih jednacina lezi u ¢injenici da promena posmatrane
modelirane pojave, u oznaci x(t), najéesée zavisi od promene neke druge prirodne
veli¢ine, a sam izvod & (t) = ‘é—f, u sustini, predstavlja veli¢inu promene funkcije z(t)
u zavisnosti od .

Kod ovakvog modeliranja problem koji moze nastati je taj da resenje deterministicke
diferencijalne jednacine (tj. trajektorija) pocne da poprima neke slucajne osobine,
odnosno, vrednost funkcije x(t) u tacki t € [ty,T] nije deterministicki odredena,
ve¢ moze uzimati slu¢ajne vrednosti, a to u stvari znaci da je z(t) jedna slucajna
promenljiva. Dakle, vidimo da u postoje¢i poc¢etni deterministicki problem moramo
ubaciti nekakvu sluc¢ajnu veli¢inu i tako dobijena jednacina ¢e u stvari biti jedna
stohasticka diferencijalna jednacina, a njeno resenje je stohasticki proces. Naravno,
ovo je samo osnovna ideja, a u radu je cela ta prica tehnicki detaljno odradena.

U uvodnom delu podseti¢emo se osnovnih pojmova iz teorije obi¢nih diferencijal-
nih jednacina i verovatnoce. Zatim ¢emo definisati stohasticki proces, Brownovo
kretanje i beli sum i uvesti pojmove stohastickog integrala i stohastickog diferenci-
jala. Potom sledi [tova formula u opstem slucaju, njeni specijalni sluc¢ajevi i primeri.

U tre¢em poglavlju formalno definisemo stohasticku diferencijalnu jednacinu i njeno
reSenje. Zatim dajemo teoremu o postojanju jedinstvenog resenja SDJ i diskutujemo
njena moguca uopstenja.

U cetvrtom poglavlju analiziramo osobine stohastickog procesa koji predstavlja
reSenje SDJ. Dajemo ocenu za momente reSenja SDJ i posmatramo analiticke os-
obine reSenja i na kraju poglavlja diskutujemo kako promena nekih parametara ili
pocetnih vrednosti utice na promenu resenja stohasticke diferencijalne jednacine.



U petoj glavi detaljnije analiziramo linearne stohasticke diferencijalne jednacine.

Krenuéemo od najjednostavnijeg slucaja (linearna SDJ u uzem smislu) i iéi do na-

jopstijeg (opsta vektorska linearna SDJ) i za svaki oblik da¢emo formulu u zatvorenom
obliku za resenje posmatrane linearne stohasticke diferencijalne jednacine. Na kraju

ovog poglavlja, kroz nekoliko primera, vide¢emo primenu linearnih SDJ i metod za

njihovo resavanje.



Glava 1

Oznake

Ako je a € R (R predstavlja skup realnih brojeva), onda |a| predstavlja apsolutnu
vrednost broja a. Dalje, ako je b € R", tj. ako je b vektor kolona

onda |b| predstavlja normu vektora b, tj.

1
b = B2+ 03+ .. 4 b2 = (Zb3> .
=1

Ako je C' € R™*™, tj. ako je C' matrica dimenzija m X n

C11 Cl2 ... Cip
Co1 Co2 ... Cop

C= . . . . = [Cij]mxn
Cm1 Cm2 ... Cmn

onda je

m n 2
ICl=\ +Ey+...+, +... .+, +a+...+, = (ZZCZQJ) :
Ako je A € R™", tj. A = [a;j|nxn onda trA predstavlja trag matrice A, tj.
trA = a1+ Q92 + ...+ App = ZCL”
i=1

Dakle, sada mozemo da zaklju¢imo sledece:
zaa € R", |a|* = tr(aa’),
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za A€ RV AP =tr(AAT).
Ako je g vektorska funkcija jedne realne promenljive, tj.
g: R —R", g(t) = (91(1), 92(1), - - gn(t)),
onda se izvod takve vektorske funkcije (tj. ¢'(¢) ili ¢(¢)) definise na sledeéi nacin:
g (t) = (g1(t), g3(1), ..., g (1)-

Analogno se definise i integral

/abg(t)dt: (/abg1(t)dt,/abgg(t)dt,...,/abgn(t)dt>.

Izvod i integral matricne funkcije jedne realne promenljive, tj.
A:R— R™", A(t) = [aij(t)]mxn
definise se na isti na¢in kao kod vektorske funkcije:

A'(t) = [al(O)lmxn 1l A(t) = [ ()] mscns

/abA(t) dt — Vab%(t} dt]

Za funkciju g : A — B koristi¢emo termin "¢ je B — vrednosna funkcija na skupu
A”.

mxn



Glava 2
Uvod

Prvo ¢emo se podsetiti osnovnih pojmova iz ODJ. Kako je za rad sa stohastickim
diferencijalnim jednacinama potrebno poznavanje osnovnih pojmova iz stohasticke
analize u drugom delu uvoda bi¢e date potrebne definicije iz te oblasti.

2.1 Obicne diferencijalne jednacine (ODJ)

2.1.1 Egzistencija i jedinstvenost reSenja

Posmatrajmo pocetni problem

y'(x) = flz,y(x))
y(wo) = Yo. (2.1)

Napomenimo da se dati pocetni problem (2.1) moze zapisati i na drugaciji nacin
pomocu integralnog zapisa.

Lema 2.1.1 Ako je funkcija f(z,y) neprekidna u zatvorenoj oblasti
G: ’$—$0’§a, ‘y—yoyﬁba

tada je svako resenje y(z), definisano u intervalu I C [zg — 6,20 + 6], 0 < 0 < a,
pocetnog problema (2.1), istovremeno neprekidno reSenje integralne jednacine

v@) =+ [ Lyt (22)

1 obratno.

Dokaz. Ako je y = y(x) resenje problema (2.1) onda se integracijom prve
jednacine tog pocetnog problema u intervalu (zg, z) i koriséenjem drugog uslova iz
(2.1) dolazi do (2.2). Ako je y = y(z) resenje problema (2.2) onda se diferenciranjem
obe strane jednakosti (2.2) i stavljajuéi x = xy dobija (2.1).



Zanima nas pod kojim uslovima za funkciju f(z, y) postoji resenje datog pocetnog
problema (2.1) i ako postoji da li je jedinstveno. Odgovor na ovo pitanje nam daje
poznata teorema Picarda i Lindelofa:

Teorema 2.1.1 (Teorema Picarda i Lindel6fa) Neka je f(x,y) neprekidna funkcija
u oblasti
G: a<zx<b a<y<g

1 neka zadovoljava Lipschitzov uslov po y, tj. postoji K > 0 takvo da je za svake dve
tacke (z,v1), (z,y2) iz G

|f(x,y2) - f(x7y1)| < K|y2 - y1|'

Tada postoji jedinstveno resenje y(x) pocetnog problema (2.1) koje je definisano u
razmaku [’ V'] gde je

o' = max{a, xo — (6 — vo)/M, xo — (yo — )/ M},
V' =min{b, zo+ (5 — yo)/M, xo+ (yo — a)/M},

Kompletan dokaz ove teoreme ¢e biti izostavljen, jedino ¢emo dati ideju za dokazi-
vanje egzistencije resenja. Definisemo niz {y, (z)},en na sledeéi nacin

yo(:v) = Yo,

yn(@) = 9o+ / Flt (D)t n = 1,2, ..

Egzistenciju resenja dokazujemo tako $to pokazemo da dati niz {y,(x)},en uni-
formno konvergira ka nekoj funkciji y(x) i ta funkcija predstavlja resenje pocetnog
problema (2.1). Clanovi niza {9, () },cx nazivaju se uzastopne aproksimacije resenja
y(x) i svaka sledeéa aproksimacija je bolja od prethodne. Ovaj metod konstrukcije
reSenja naziva se metod uzastopnih (sukcesivnih) aproksimacija i moze se iskoristiti
za numericko resavanje pocetnog problema (2.1).

Za dalji rad neophodna je slede¢a Bellman-Gronwallova lema.

Lema 2.1.2 (Bellman-Gronwallova lema) Neka su funkcije y(x), k(z), c(z)
neprekidne na intervalu [zo, b] © neka je k(x) > 0. Ako je

y(@) < @)+ [ ke, o € o,

tada je
y(z) < e(z) + / e k®)el FOEBq 1 e [ag, b,
o

Specijalno ako je c¢(x) = ¢y = const., tada je

y(@) < co el 0" (23)



2.1.2 Sistemi diferencijalnih jednac¢ina

Posmatrajmo sada pocetni problem u ”n dimenzija”:
xll(t) = fl(ta T1,T2y..., x’n)a

l’é(t) = fz(t,l‘l,l’g, e ,ZL‘n),

T, (t) = fu(t, 71,72, .., 2), (2.4)
uz uslove
w1 (ug) = 2¥,
(o) = a3,
n(Uo) = Ty,
pri ¢emu su funkcije f;(t,x1,z2,...,2,), 1 = 1,2,...,n, neprekidne skalarne funkcije
u oblasti [tg, T] x R™ i vazi (ug, 2%, 29,...,2°) € [to, T] x R™.

Resenje pocetnog problema (2.4) na intervalu [¢y,T] je svaka n-torka diferenci-
jabilnih funkcija y1(t), y2(t), . . ., yn(t) za koje vazi, za svako t € [tg, T],

y;(t) = fz(tayl(t)7y2(t)7 s ayn(t))v
yi(ug) :x?, 1=1,2,...,n,
(ug, 29, 235,...,2°) € [to, T] x R"

Ako bi uveli oznake

x(t) = (z1(t), z2(t), ..., za(t)),
f(t,l‘) = (f1<t,£l}),f2(t,x), e 'afn(tax»?

— (x(l),xg, o xo),

rrn

onda bi pocetni problem (2.4) mogli da zapiSemo na jednostavniji nacin
(1) = f(t @)

z(ug) = 2°.



Linearni sistemi

To su sistemi oblika (2.4) pri ¢emu su funkcije f; linearne po svim funkcijama x;(t),
i=1,2,....m, 1.

[Ell (t) = &11(t)l’1 (t) + alg(t)QTg(t) + ...+ aln(t)xn(t) + bl (t),
I‘IQ(t) = agl(t)l'l(t) + agg(t>$2(t) 4+ ...+ agn(t)l‘n(t) + bg(t),
(2.5)

2 (1) = an1(8)21(t) + ang(t)za(t) + . .. + app (O, (t) + bu(2).

Ako je b;i(t) = 0, za svako i = 1,2,...,n, onda se sistem (2.5) naziva homogen, a
ako je, za bar jedno ¢ € {1,2,...,n}, b;(t) # 0, onda je sistem nehomogen. Ako
opet uvedemo sledec¢e oznake

x(t) = ('Tl(t>7x2<t>7 ce ,(L’n<t>), b<t) = (bl(t)7 b2(t)7 M) bn(t))v

an(t) (Ilg(t) Ce aln(t)
a1 t a2 t .. Qop t

A= | 0 ),
an1(t)  apa(t) ... app(t)

i dodamo pocetni uslov, dobijamo sledeéi zapis za sistem (2.5)

2'(t) = A(t)z(t) + b(t)

x(ug) = 2°.

Homogeni linearni sistemi

To su sistemi oblika

2 (t) = A(t)x(t), (2.6)

pri ¢emu se za matri¢nu funkciju A(¢) formata n x n pretpostavlja da je neprekidna
na intervalu [to, 7).

Teorema 2.1.2 Skup reSenja sistema (2.6) na intervalu [to, T], u oznaci V', ¢ini
n-dimenzionalni vektorski prostor nad R.

DEFINICIJA 2.1.1 Svaka baza vektorskog prostora V naziva se fundamentalni skup
reSenja sistema (2.6).

DEFINICIJA 2.1.2 Ako je u;(t), i = 1,2,...,n jedan fundamentalni skup reSenja
sistema (2.6), a ¢;, i =1,2,...,n proizvoljne konstante, tada se resenje
u(t) = crui(t) + cous(t) + ... + caun(t) =D ciuy(t) (2.7)
i=1

naziva opste resenje sistema (2.6).
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Napomenimo jo$ jednom da, za fiksirano ¢ € {1,2,...,n}, u;(t) predstavlja uredenu
n-torku diferencijabilnih funkcija koje resavaju homogeni sistem (2.6), tj. u;(t) je
n-dimenzionalni vektor za svako t € [to, T, u;(t) = (u}(t),u2(t),...,ul(t)), pri cemu
w :R— R, j=12 ... n

Smisao prethodne definicije vidi se iz teoreme 2.1.2 zato $to se pogodnim izborom
konstanti ¢; iz opSteg reSenja (2.7) moze dobiti bilo koje resenje homogenog sistema
(2.6).

Posle definicije opsteg resenja homogenog sistema (2.7) prirodno slede sledece
definicije:

DEFINICUIA 2.1.3 Matrica sa n wvrsta c¢ije su kolone resenja homogenog sistema
(2.6) na intervalu [ty, T] naziva se matrica reSenja tog sistema.

DEFINICIJA 2.1.4 Matrica formata n X n ¢ije su kolone linearno nezavisna reSenja
homogenog sistema (2.6) na intervalu [to, T] naziva se fundamentalna matrica
tog sistema.

Ako je, na primer, ®(¢) jedna fundamentalna matrica homogenog sistema (2.6), a
c vektor iz R", tj. ¢ = (c1,¢a, ..., Cy), tada opste resenje (2.7) sistema (2.6) mozemo
zapisati na sledeci nacin:

u(t) = ®(t)c. (2.8)

Iz definicije opSteg resSenja sistema (2.7) jasno je da nam je za reSavanje ho-
mogenog sistema (2.6) dovoljno da odredimo n nezavisnih resenja tog sistema, a
na osnovu (2.8) to zna¢i da nam je dovoljno da odredimo fundamentalnu matricu
sistema (2.6). Dalje se postavlja pitanje kako za proizvoljnu matricu resenja sis-
tema (2.6) mozemo zakljuciti da li je ona istovremeno i fundamentalna matrica tog
sistema. Odgovor na ovo pitanje daje sledeci kriterijum.

Teorema 2.1.3 Da bi matrica resenja ®(t) sistema (2.6) bila fundamentalna ma-
trica tog sistema na intervalu [ty, T] potrebno je i dovoljno da za svako t € [to,T]
vazi

det(®(1)) = [(t)] # 0.

Napomenimo jos da fundamentalna matrica sistema (2.6) nije jedinstvena, a kako iz
jedne fundamentalne matrice mozemo dobiti neku drugu opisuje sledec¢a teorema:

Teorema 2.1.4 Ako je ®(t) fundamentalna matrica homogenog sistema (2.6), tada
je 1 ®(t)C fundamentalna matrica istog sistema za proizvoljnu konstantnu nesingu-
larnu matricu C. Takode, svaka fundamentalna matrica ¥ (t) sitema (2.6) je oblika
U(t) = ®(t)Cy, gde indeks 1p oznacava zavisnost C od izbora matrice V(t).
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Nehomogeni linearni sistemi

To su sistemi oblika
a'(t) = A(t)x(t) +b(t), t e [to,T], (2.9)

pri ¢emu je b(t) # 0 € R™.

Sledec¢a teorema nam opisuje kako pomoc¢u fundamentalne matrice homogenog
dela nehomogenog sistema (2.9) (tj. sistema (2.6)) mozemo dobiti jedno resenje
sistema (2.9).

Teorema 2.1.5 Ako je ®(t) fundamentalna matrica homogenog dela sistema (2.9),
tada je vektorska funkcija

t
uplt) = (1) [ 7 ()bls)ds, uo,t € [to, T]

ug
resenje sistema (2.9), koje zadovoljava pocetni uslov u,(ug) = 0.

Sada ¢emo konstruisati opste resenje sistema (2.9).

Teorema 2.1.6 Neka je na intervalu [to, T'] u,(t) neko resenje nehomogenog sistema
(2.9), a up(t) opste resenje njegovog homogenog dela. Tada je

u(t) = un(t) + up(t)

opste resenje nehomogenog sistema (2.9).

Linearni sistemi sa konstantnim koeficijentima

Na osnovu prethodno navedenih teorema mozemo zakljuciti da nam nehomogeni
linearni sistemi ”"nisu zanimljivi” zato Sto se do njihovih resenja dolazi reSavanjem
homogenih sistema pa ¢emo zato obraditi jos jednu specijalnu klasu homogenih
sistema, a to su homogeni linearni sistemi sa konstantnim koeficijentima. Kod ovih
sistema matrica A je konstantna, tj.

2 (t) = Az(t). (2.10)

Za sistem (2.10) mozemo eksplicitno odrediti fundamentalnu matricu, a samim
tim 1 opSte reSenje tog sistema.

DEFINICIJA 2.1.5 Neka su jedinicna matrica I © matrica A istog formata n X n.

Tada je
2 AS

A— - -
e =1+A+ o + a0 + ...

Teorema 2.1.7 Matrica
() = e

je fundamentalna matrica sistema (2.10) na intervalu (—oo,00) ¢ (0) = I.
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Iz prethodne teoreme slede dve posledice:

Teorema 2.1.8 Resenje sistema (2.10) koje zadovoljava pocetni uslov u(ty) = x°,

ty € (—00,00), |2°] < 0o dato je sa
u(t) = elt10)A420,
Teorema 2.1.9 Opste resenje nehomogenog sistema sa konstantnim koeficijentima
2(t) = Ax(t) + b(t), t € [to, T,

dato je sa
t
ult) = et + / At-p(s)ds, uo,t € [to, T,
uo

a resenge koje zadovoljava pocetni uslov u(ug) = 2° sa

t
u(t) = eAt-u)z0 / AIp(s)ds, up,t € [to, T).
)

2.2 Osnovni pojmovi i definicije iz verovatnoce

Podsetimo se prvo nekih osnovnih pojmova iz teorije verovatnoce.

DEFINICIJA 2.2.1 Neka je U C P(R2), pri cemu je Q skup svih elementarnih do-
gadaja, a P(QY) predstavlja partitituni skup od Q. Ako vazi:

1. Q el

2. AcU=>Acl,;

3. A,eUneN= U A, €U,

neN
onda se U zove o-algebra nad ).

Iz definicije o-algebre vidimo da prebrojiva unija elemenata takode pripada o-
algebri. Takode se moze dokazati (iz same definicije 2.2.1) da i konacne unije el-
emenata pripadaju o-algebri, kao i prebrojivi i konacni preseci. Dajemo sledece
tvrdenje.

Teorema 2.2.1 Osobine o-algebre:
1.0el;

2 Ay Ay A, eU= U A €U
=1

3 Ay Ay, .. A eU= (A €U,
=1
4. A, eU,neN= N A, eU.

neN

Napomena. Najmanja o-algebra koja sadrzi sve otvorene podskupove od R™ zove
se Borelova o-algebra nad R™ i oznacava se sa B(R") = B".

(o) [o.¢]

Napomena. Koristi¢emo oznaku |J A; = > A; samo u slucaju kada su elementi
i=1 i=1

unije medusobno disjunktni skupovi.
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DEFINICIJA 2.2.2 Neka je U o-algebra nad 2. Preslikavanje P : U — [0, 1] za koje
vazi:
1. P(2) =1 - osobina normiranosti;
2. P(> Ai) = X P(A;) - o-aditivnost;
i=1 i=1

pri cemu je A; € U, i € N familija disjunktnih skupova iz (QU) (tj. za svako
i,j € N,i#jvazi A;NA; =0) zove se verovatnoéa na U.

DEFINICUJA 2.2.3 Trojku (Q,U, P) nazvaéemo prostor verovatnoca ili verovat-
nosni prostor.

DEFINICIJA 2.2.4 Neka je (2,U, P) verovatnosni prostor. Preslikavange
X:Q—R"

za koje vazi
XY(B) €U, za svako B € B(R"),

naziva se n-dimenzionalna slu¢ajna promenljiva.
Ekvivalentno, X je U-merljivo.

Napomena. Umesto P{X '(B)} pisemo P{X € B}.

Teorema 2.2.2 Neka je (2, U, P) verovatnosni prostor, a X : Q@ — R" jedna n-
dimenzionalna slucajna promenljiva definisana na tom prostoru. Tada je

UX) :={X(B); B €B(R")}

jedna o-algebra koja se naziva o-algebra generisana sa X. To je najmanja o-
algebra U(X) CU), takva da je u odnosu na nju slucajna promenljiva X merljiva.

Napomenimo da intuitivno o-algebru U(X) treba shvatiti kao objekat koji sadrzi

sve potrebne informacije o slu¢ajnoj promenljivoj X.
Takode, ako je Y = ®(X) tada je i Y U(X)-merljivo.

DEFINICIJA 2.2.5 Neka je (2,U, P) verovatnosni prostor. Ocekivanje slucajne promenljive
X definisemo na sledecéi nacin

B[X] = / X dP.
Q
DEFINICIJA 2.2.6 Neka je (2,U, P) verovatnosni prostor, a'Y proizvoljna sluc¢ajna

promenljiva. Uslovno ocekivanje E[X|Y] je bilo kojaU (Y )-merljiva sluc¢ajna promenljiva
koja zadovoljava uslov

/ XdP = / E[X|Y]dP, za svako A € U(Y).
A A
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2.2.1 Vrste konvergencija u teoriji verovatnoce

Neka su X i X1, Xo,...,X,,... R%-vrednosne slucajne promenljive definisane na
istom verovatnosnom prostoru (2,U, P). Razmatramo 4 koncepta konvergencije u
teoriji verovatnoce i sada slede njihove definicije.

DEFINICIIA 2.2.7 Neka je M € U skup mere nula. Ako za svako w ¢ M niz
X, (w) € R konvergira u uobicajenom smislu (tj. kao obican brojni niz) ka X (w) €
Re, kazemo da niz {X, }nen konvergira skoro sigurno ili sa verovatnoéom 1 ka
X. To zapisujemo na sledeci nacin

ss — lim X,, = X.

n—oo

DEFINICUIA 2.2.8 Niz slucagnih promenljivih X1, Xs, ..., X,, ... konvergira sred-
nje kvadratno ili u kvadratnoj sredini ka X ako vaZi:

1. E(X?) < oo, za svako n € N,

2. E(|X, — X|*) = 0, kad n — oo,
1 takvu konvergenciju oznacavamo sa

sk — lim X,, = X.

n—oo

Ako uslove 1. 1 2. generalizujemo na sledeci nacin
1" B(XP) < o0, za svako n € N,
2/ E(|X, — X[P) =0, kad n — oo,
kazemo da niz {X, },en konvergira u p-toj sredini ke X, p € N.

DEFINICIIA 2.2.9 Ako za svako € > 0 vazi
pn(e) = Plw : | X, (w) — X(w)| > e} — 0, kad n — oo,

onda kazemo da {X, }nen konvergira stohasticki ili u verovatnoéi ka X i to za-
PISUTEMO
st — lim X, = X.

n—oo

DEFINICIJA 2.2.10 Neka je Fx, funkcija raspodele za slucajnu promenljivu X,,, n €
N, Fx funkcija raspodele za sluc¢ajnu promenljivu X. Za niz {X,}ney kaZemo da
konvergira u raspodeli ka X ako je

lim Fy, (2) = Fx(z)
u svakoj tacki x u kojoj je Fx(x) neprekidna.

Navedene 4 vrste konvergencije stoje u sledecem odnosu:

konvergencija u g-toj sredini

I (p<q)
konvergencija u p-toj sredini
\

skoro sigurna konvergencija = stohasticka konvergencija = konvergencija u raspodeli
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2.2.2 Nezavisnost

Neka je (2,4, P) posmatrani verovatnosni prostor.

DEFINICIJA 2.2.11 (INezavisnost dva dogadaja)
Za dogadaje A 1 B kaZemo da su nezavisni ako vazi

P(ANB) = P(A)P(B).

DEFINICIJA 2.2.12 (Nezavisnost familije dogadaja)
Za familiju dogadaja {A;}ier, I € N, kaZemo da je nezavisna ako za svaki konacan
niz indeksa ki, ko, ... . k, € 1, gde je k1 < ky < ... < k,, vaZi

P(Aj N A N...NA) = P(Ay)P(Ay,) ... P(A). (2.11)

DEFINICIJA 2.2.13 (Nezavisnost o-algebri)
Za o-algebre Uy, . .. .U, CU kaZemo da su nezavisne ako formula (2.11) vazi za bilo
kogi izbor dogadaja Ay, € U;, i =1,...,n, k; € ;.

DEFINICIJA 2.2.14 (Nezavisnost slu¢ajnih promenljivih)
Za slucajne promenljive Xq,..., X, kaZemo da su nezavisne ako su nezavisne o-
algebre koje generisu te slucajne promenljive, tj. ako sunezavisne U(Xy), ..., U(X,).

2.2.3 Borel-Cantellijeva lema

Za proizvoljan niz dogadaja {A,}nen (tj. podskupova skupa ) iz verovatnosnog
prostora (2,U, P) vazi da je skup

A ={w:w € A, za beskonatno mnogo n-ova} (2.12)
takode dogadaj, odnosno podskup skupa 2.

Lema 2.2.1 (Borel-Cantellijeva lema) Neka je A definisano sa (2.12). Posma-
tracemo dva slucaja:

Ako je §O: P(A,) < oo sledi P(A) = 0.
n=1
Ako je {Ap}nen niz nezavisnih dogadaja i § P(A,) = oo sledi P(A) = 1.
n=1

2.3 Stohasticki procesi

Zamislimo da se u svakom vremenskom trenutku ¢ € I posmatra neka karakteristika
X koja je slucajna. Dakle, X(¢) je neka slu¢ajna promenljiva, za svako t € I.
Tada na skup svih slucajnih promenljivih {X(#)},.;, mozemo gledati kao na slu¢ajnu
velicinu koja se menja u vremenu, tj. dobijamo jednu funkciju vremena. Sada ¢emo
dati formalnu definiciju stohastickog procesa.
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DEFINICIJA 2.3.1 Stohasticki (slucajni) proces {X(t)},., je familija slucajnih
promenljivih definisanih na istom verovatnosnom prostoru (U, P).

Skup I se naziva parametarski skup, a realni prostor R* (X : Q — R?) je skup
stanja procesa.

Ovakav proces jos zovemo i R*-vrednosni stohasticki proces.

Za stohasticki proces pored oznake { X (t)},., koristimo jos i {X;},., ili samo X} ako
znamo Sta je pametarski skup 1.

Kako je slu¢ajni proces za fiksirano t € I = [tg,T] jedna sluc¢ajna promenljiva, a
znamo da je svaka slu¢ajna promenljiva funkcija po w (w € ), sledi da je stohasticki
proces, u sustini, funkcija dva parametara, tj. X, = {X(t,w)},;-

Sada ¢emo posmatrati dva slucaja vezana za parametre stohastickog procesa:

1. Ako fiksiramo t € [to, T, kao $to smo veé rekli, dobijamo jednu slu¢ajnu promenljivu.
2. Ako fiksiramo w € €2 dobijamo realnu funkciju vremena na intervalu [to, 7] i tu
funkciju nazivamo trajektorija ili realizacija stohastickog procesa X;.

DEFINICIJA 2.3.2 Za dva procesa X, i X; definisana na istom verovatnosnom pros-
toru (Q,U, P) kazemo da su (stohasticki) ekvivalentni ako se X, poklapa sa X,
(tj. X; = X;) skoro sigurno (tj. sa verovatnoéom 1). U tom slucaju kazemo da je
X, verzija (modifikacija) procesa X;, i obrnuto.

DEFINICIJA 2.3.3 Stohasticki proces X; definisan na intervalu [ty, T| se naziva
Gaussovski proces ako je svako njegovo n-dimenzionalno secenje jedna Gaussovska
(normalna) sluc¢ajna promenljiva.

Pod n-dimenzionalnim secenjem podrazumevamo slucajnu promenljivu oblika

Y = alth + CLQXt2 + ...+ anth,

gde je ay,as,...,a, € R, ne N ity <t; <ty <...<t,<T.

2.3.1 Neka svojstva stohastickih procesa

DEFINICIJA 2.3.4 Srednja vrednost procesa X, ili ocekivanje procesa X;, u 0z-
naci mx (t) ili samo m(t) je jedna realna funkcija po t, tj.

mx [to,T] — R
i izracunava se mx(t) = E[Xy].

DEFINICIJA 2.3.5 Autokovarijansna funkcija ili korelaciona funkcija procesa
Xt j@

Kx(t,s) = K(t,s) = E[(X; —mx())(Xs — mx(s))] = E[X; X,] — mx(t)mx(s).
DEerINICIJA 2.3.6 Uzajamna korelaciona funkcija dva stohasticka procesa X; 1

Y je
Kxy(t,s) = E[(X; = mx(t))(Ys = my(s))].
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DEeFINICUIA 2.3.7 Disperzija stohastickog procesa X; je
Dx(t) = D(t) = Kx(t,t) = K(t,t) = B[X}] — mX(t) = E[X}] - (E[X])".
DEeriNicIA 2.3.8 Koeficijent korelacije procesa X, je
Kx(t,s) K(t,s)

Pl ) D) DODG)

2.4 Brownovo kretanje i beli Sum

DEFINICIJA 2.4.1 Proces X; se naziva proces sa nezavisnim prirastajima ako
su sluc¢agne promenljive (tzv. prirastaji)

Xuouth - XU()?XtQ - Xt17 L 7th - Xt

e
nezavisne za bilo koji izbor tacaka ug,ty,ta, ... by, ... € [to,T] za koje vazi

U <H <K< ... <, <

DEFINICIJA 2.4.2 Realni stohasticki proces W, se naziva Brownovo kretanje ili
Wienerov proces ako su ispunjeni sledeci uslovi:

1. W() = 0,’

2. Wy =W, : N(0,t — s5), za svet > s> 0;

3. proces W, ima nezavisne prirastaje.

Primetimo da u specijalnom sluc¢aju prethodne definicije 2.4.2 za s = 0 iz uslova 1.
i 2. dobijamo
Wy : N(0,t), za sve t > 0,

a odavde sledi

1 e
P{aSWtSb}:\/%/e%dx.

Napomena. Moze se pokazati da svako Brownovo kretanje W, ima verziju W,
(definicija 2.3.2) sa skoro sigurno neprekidnim trajektorijama. Medutim, iako su tra-
jektorije Brownovog kretanja skoro sigurno neprekidne, one su nigde-diferencijabilne.
To znaci da je u svakoj tacki intervala [ty, T] u kojoj je trajektorija neprekidna ona
istovremeno i nediferencijabilna, tj. ne postoji prvi izvod.

Sada ¢emo uvesti neke specijalne o-algebre vezane za Brownovo kretanje i defin-
isa¢emo neanticipirajuci stohasticki proces.

DEFINICUIA 2.4.3 Neka je tg fiksiran nenegativan broj. o-algebra
Wlto, t] :=U(Ws, to < s < 1),

naziva se istorija Brownovog kretanja do trenutka t (ukljucujuci i trenutak t).
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DEFINICIJA 2.4.4 Neka je tq fiksiran nenegativan broj. o-algebra
W) =W =UW, =W, s>t >1),
naziva se buduénost Brownovog kretanja nakon trenutka t.

DEFINICUJA 2.4.5 Neka je to fiksiran nenegativan broj. Familiju {F;}i>t,, o-algebri
koje su podskupovi od U nazivamo neanticipirajuca u odnosu na Brownovo kretanje
W, ako vazi:

(a) Fy O Fs, zat > s > t,

(b) F: D Wito, t], za t > ty,

(¢) Fi je nezavisna od WT(t), za t > to, tj. F; je nezavisna od buduénosti

Brownovog kretanja W;.

Najjednostavniji primer za neanticipirajuc¢u familiju F; je
JTt = W[t07 t]?

jer je to najmanja moguca neanticipirajuca familija o-algebri i ona zadovoljava sva
tri uslova iz definicije 2.4.5. Medutim, cesto je potrebno ili pozeljno da povecamo
F; = Wlto, t] sa drugim objektima koji su takode nezavisni od W+ (¢). Na primer,
kada kod stohastickih diferencijalnih jednacina zelimo da ubacimo i pocetni uslov,
familiju F; pravimo na sledeé¢i nac¢in

ft = L{(W[to,t],C),
pri ¢emu je ¢ slucajna promenljiva nezavisna od W (¢o).

U sustini, neanticipiraju¢u familiju F; treba intuitivno shvatiti kao o-algebru koja
sadrzi sve nama bitne informacije do trenutka ¢, uklju¢ujuéi i informacije vezane za
Brownovo kretanje do t.

DEFINICUA 2.4.6 Za stohasticki proces G = G(t,w) koji je definisan na [to, T x
i merljiv po (t,w), tj. merljiv po oba parametra, kaZemo da je neanticipirajuéi
stohasticki proces u odnosu na neanticipirajucéu familiju Fy, ako je G(t,-) Fi-
merljivo za svako t € [ty, T.

Kako je stohasticki proces jedna funkcija dve promenljive prethodnu definiciju mozemo
uopstiti na sledeéi nacin.

DEFINICLJA 2.4.7 Za R¥™™-vrednosnu funkciju G = G(s,w) koja je definisana na
[to, t] X 2 @ merljiva po (s,w), tj. merljiva po oba parametra, kaZemo da je nean-
ticipirajuéa funkcija u odnosu na neanticipirajucéu familiju F, ako je G(s,-) Fs-
merljivo za svako s € [to,t].

Dalje, uvodimo sledecu oznaku

M§™[ty, t] = Malto, 1]
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koja ¢e predstavijati skup svih neanticipirajuéih R™™-vrednosnih funkcija defin-
isanih na [ty,t] X Q za koje se trajektorije G(-,w) sa verovatnoéom 1 nalaze u skupu
Ls[to, t], tj. skoro sigurno zadovoljavaju uslov

t
/ |G (s,w)|?ds < oo.
to

Podsetimo se da ako je G € R™™ tj. G je matrica dimenzija d x m, onda se |G|
izracunava na sledeé¢i nacin

[NIE

|®=(Z§h@ = (tr(GGT))z.

i=1j=1

2.4.1 Brownovo kretanje u R™

DEFINICIJA 2.4.8 R™-vrednosni stohasticki proces
W, = (W}HWE ...,W™)

je m-dimenzionalno Brownovo kretanje:
1. ako je za svako k =1,2,...,m, WF jednodimenzionalno Brownovo kretanje i
2. ako su a-algebre W* := U(WE: t > to) medusobno nezavisne za k =1,2,...,m.

2.4.2 Beli Sum

Ako bismo hteli da izracunamo prvi izvod Brownovog kretanja vidimo da to nece
biti jednostavno zato Sto su, kao sto smo ve¢ rekli, trajektorije Brownovog kretanja
nigde-diferencijabilne, ali ako predemo u oblast uopstenih funkcija (ili distribucija),
a zatim uvedemo i pojam uopstenih stohastickih procesa dolazimo do pojma koji
nazivamo beli Sum.

Posto se u ovom radu izostavlja teorija uopstenih funkcija, za beli Sum, u oznaci
&, ¢emo reci da je to uopsteni stohasticki proces koji predstavlja izvod Brownovog
kretanja (u ovom slucaju i Brownovo kretanje posmatramo kao uopsten stohasticki
proces), §to zapisujemo na sledeéi na¢in

dw, .
& = Wt = W4,
ili u integralnom obliku
t
W, — / ¢, ds.
0

2.5 Stohasticki integrali

Neka je X; proizvoljan stohasticki proces. Integrale oblika ff f(Xy,t) dt, gde a,b €
R, a f je skalarna funkcija, ne¢emo svrstavati u klasu stohastickih integrala zato
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sto kod njih integralimo po promenljivoj ¢. (Pravi) stohasticki integrali su integrali
oblika

/abf(Xt,t) AW,

gde W, predstavlja Brownovo kretanje. Sada zelimo da damo odgovor na pitanje
Sta je
T
/ G, dW,,
0

za $to §iru klasu stohastickih procesa Gy, pri cemu je T' realan broj veéi od nule.
Za pocetak posmatramo jedan jednostavan slucaj.

DerFINICIJA 2.5.1 (Definicija Paley-Wiener-Zygmunda)
Neka je g : [0,1] — R neprekidno diferencijabilna (deterministicka) funkcija za koju
vazi g(0) = g(1) = 0. Definisemo

/Olg(t) AW, = — /1 § (W, dt.

0

Primetimo da prethodna definicija moze da nas asocira na primenu parcijalne inte-
gracije na integral [ g(t) dW,.

Lema 2.5.1 Ako je Wy, t > 0, Brownovo kretanje, onda vazi
E[W, W] = min{t, s}.
Dokaz. Podsetimo se da ako W;, t > 0, predstavlja Brownovo kretanje onda je, za
svako fiksirano ¢ > 0, W; jedna normalna slu¢ajna promenljiva, tj. W, : N'(0,1), pa
vazi E[W;] = 0 i D[W,] = E[W?] — (E[W;])* = E[W2] =t.
1. slucaj. Neka jet > s > 0.
E[W,W,] = E[(W; = W,) + W)W,] = E[(W, — W)W,] + E[W?] =
(a kako su prirastaji Brownovog kretanja medusobno nezavisni vazi)
= EW, — W,JE[W,] + s =0+ s = min{s, t}.

2. slucaj. Neka je s >t > 0. Analogno kao 1. slucaj.
3. slucaj. Neka jet =s > 0.

E[WW,] = E[W?] =t = min{s, t}.

Teorema 2.5.1 Osobine Paley- Wiener-Zygmundovog integrala:
1.

E[/Olg(t)dwt — 0,




Dokaz.

1. Iz same definicije Paley-Wiener-Zygmundovog integrala zakljucujemo

E Uolg(t) aw,| =5 |- /01 g W] = - /01 ¢ () E[W] dt = 0.

2. Iz definicije dobijamo

B [(/Olgof) dw)] =2 [([ gryam) (/Olg@s) dws)} _

—E K/Olg’(t)Wtdt> (/1 (5) WV, dsﬂ - U / WiV, dsdt}
_// W, W, dsdt =

(a to je dalje na osnovu leme 2.5.1)

1 t 1
—/ / s)min{s,t} dsdt = / g'(t) (/ sg'(s)ds +/ tg'(s) ds> dt =
0 0 t
t
(primenom parcijalne integracije na integral / s¢'(s) ds dobijamo)

:/Olg'(t)< /gds—tg )dt /g(t)(—/otgds)>dt:

(opet pomocu parcijalne integracije dobijamo)
1
= / g>(t) dt
0

Sada zelimo da damo odgovor na pitanje: Sta je fOT Wy dW,? Odgovor dobijamo

pomocu postupka koji je slican izracunavanju odredenog integrala preko Rieman-
novih suma.

O

DEFINICIJA 2.5.2 (1.) Particija P na intervalu [0,T] je konacan skup tacaka iz
[0,T] takav da vazi

P={0=ty<t1 <...<t, =T}

(2.) Maksimalno rastojanje za particiju P je

|P| := o X |tki1 — tx)-

(8.) Za fiksirano 0 < A < 1 i da datu particiju P definisimo tatke deobe Ty
intervala [tg, tri1], =0,1,...,m — 1, na sledeéi nacin
1 uvedimo oznaku

m—1

R=R(P)) = ; W () (W (tst) — W (t)).
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Primetimo da R(P, A) u stvari predstavlja aproksimaciju pomo¢u Riemannovih suma
za integral fOT Wy dW;. Kljuéno pitanje je: sta se desava kad |P| — 0, za fiksirano
A?

Lema 2.5.2 Neka je [a,b] interval iz [0,00) i neka su
P'i={a=ty <ty <...<t, =0}

particije intervala [a,b], pri éemu |P"| — 0, kad n — oc.
Uvedimo oznaku

mp—1
Qni= Y (W(ty,) —W(tp)*
k=0
Tada vazi
E [(Qn —(b— a))ﬂ — 0, kadn — oo,
tj.

Sk—JLIgOQn:b—a.

Dokaz. Kako je b —a = Y77 (t7,, — t7) dobijamo

Q= (b=a) = 3 (W (B) = WD) — (6 — 1)
Dakle,
E|(Qu—(b—a)?] =
=FE mz_ (W (ti) = W(E)? = (G — 1) mX_f (W () = W(E))? — (£, — 1))

=S B[ (E) — WD — (5 — (W) — WED? — (e, — )]

k=0 ;=0

Kako je Brownovo kretanje W; proces sa nezavisnim prirastajima, slu¢ajne promenljive
W(thy) = W(tE) i W(t},,) — W(t}) su nezavisne za svako k # j, pa vazi

E (W (i) = WD) = (t = )W (#0) = WD) = (8,0 — )] =

E[(W(t) = WED) =t — )] B [(W (1) = W(E))* = (15, — 7)) = 0.

Poslednja jednakost sledi iz ¢injenice da slucajna promenljiva W, — Wy, t > s > 0,
ima NV(0,¢ — s) pa je D[W, — W,] = E[(W, — W,)?] =t — s.

Dakle, u dvostrukoj sumi su nam ostali samo ¢lanovi £ = j pa dobijamo

mp—1

E|(@n—(t—a)?] = > B[(W(t) = WE) =~ (i — 1)) =
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mp—1

:ZE
k=0

i uz oznaku

(W“Zﬂ) — ) - 0)2 (1~ 1) — (s — 1)
o — 1 i "

Wti) — W(tg

n n
tk—i—l - tk

dobijamo
mp—1

(@i C—a)]= > B[ -1~ ).

Dakle, postoji konstanta C' tako da vazi

mp—1

< C|P" Y. (ty — 1) = C|P"|(b—a) — 0, kad n — .
O

Teorema 2.5.2 Neka P™ predstavlja particiju intervala [0,T], n € N, i neka je
A € [0,1] fiksiran broj.

Uvedimo oznaku
mp—1

= X WDV () — W)

Tada je

tj.

FE — 0 kad n — oo.

(B0

Dokaz. Prvo ¢emo R, zapisati na malo drugaciji nacin

mp—1

= Y WEW(ER) = W) =

WAt W) 17

= -2 Z W (1) — W)+
3 V) < WO+ S (W) = W)V () - W)
Uz oznake o
A="3 (W) - W)
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mp—1

B = ’; (W(r) = W ()%,

mp—1

C= 3, Wlth) = WENOV () — W(H)
i uz Cinjenicu da je, za svakon € N,
tr =T, t4=0 1 W(0)=0

dobijamo

2Ty 1
W2( )—2A+B+C.

Na osnovu leme 2.5.2 zakljucujemo sledece

R, =

sk—1lim A=T—-0=T.

n—oo

Takode, na osnovu iste leme i iz Cinjenice da je pozicija tacaka 770 € [t 1}, 4],
k=0,1,...,m, — 1, odredena pomoc¢u A € [0,1] zakljucujemo

sk — lim B = \T.

n—oo

Dalje je

E[C?] =

(mf (W) — W)W () W(t:))) ] ,

k=0

a kako su prirastaji Brownovog kretanja medusobno nezavisne slucajne promenljive

i1 W, =Wy : N(0,t —s), t > s >0, znamo
E[Wt - Ws] =0 1 E[(Wt — Ws)z] =1— S,

pa dobijamo

mi E[(W(ti) = W) E (W) = W(i)*| =

=Y (tha - -t =
k=0

(i kako je 7/ = (1 — M)t} + At} ,, dobijamo)

mp—1

= 3 (f — (L= N8 = ML= N8 + M — 1) =
=S = N — A 1) <
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mp—1
< (1= X)A|P" Z (15;;rl —t7) =1 —=MX|P"|T — 0, kad n — 0.
k=0
Dakle,
sk— lim C =0

n—oo

pa na kraju dobijamo

2 2
sk—r}i_)HgoRn:sk—nli_)ngo<W2<T) —;A—FB—FC’) :WQ(T)+</\—1>T.

U specijalnom slucaju za A = 0 dobijamo Itévu definiciju stohastickog integrala

W(T)? T

2 2

T
/ Wt th -
0
ili opstije

s 2 _ 2 _
/Wtth:W(S> QW(T) _527“7 zasve r > s> 0.

U specijalnom slucajuza A = % dobijamo Stratonovichevu definiciju stohastickog
integrala

WA(T)*

T
/ Wt th =
0 2

DEFINICIJA 2.5.3 Neanticipirajuéi stohasticki proces Gy € Ms[0,T] nazivamo step
proces ako postoji particija P = {0 =1ty < t; <ty <...<t, =T} takva da je

G =Gy, za tp, <t<tiy, k=0,1,2,....m—1,
pri cemu Gy, k=0,1,2,...,m — 1, predstavljaju slucajne promenljive.

Primetimo da je svaka slucajna promenljiva G F;, -merljiva, jer je G neanticipi-
rajuci proces.

DEFINICUJA 2.5.4 Neka je Gy € Ms[0,T] proizvoljan step proces. Tada

m—1

T
/0 Gt th = Z Gk(Wtk+1 - Wtk)
k=0

predstavlja Ttov stohasticki integral step procesa G na intervalu [0, T].

Teorema 2.5.3 Osobine stohastickih integrala step procesa.
Neka su Gy, Hy € Ms[0,T] step procesi i a,b € R. Tada vaZi:

(a)
T T T
/ (aGy + bH,)dW, = a / G dW, + b / H,dWs;
0 0 0
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(b)

E VOTthWt] —0;
</OT thWt>2] :/OT E[Gdt.

(c)

Dokaz.
(a) Iz definicije stohastickog integrala step procesa dobijamo
T m—1
/0 (aGy + bH)AW, = 3 (aGy + bH) (Wi, — W,,) =
k=0

m—1 m—1

—ayY Gi(Wi,, —Wy,) +bz Ho(Wi,,, — W) —a/ thWter/ H, dW,.
k=0
(b)
T m—1 m—1
E [ /0 thWt} —E [Z Cr(Wi., — Wtk)] =Y BlGu(Wi,,, — W)
k=0 k=0

Kako je slucajna promenljiva G, F;,-merljiva, a znamo da je F, nezavisno od Wi,
jer je F; neanticipirajuca familija, i kako je Wy, ., — Wy, Wit -merljiva dobijamo da
su slucajne promenljive Gy, 1 Wy, | — W, nezavisne pa vazi

T m—1 m—1
E VO thWt] =Y E[GUE[(W,,, —Wy)] = Y. E[Gy]-0=0.
k=0 k=0
(¢) Imamo
T 2 m—1 m—1
E ( 0 Gt th> Z Gk Wtk+1 Wtk) Z Gj(Wtj_H - Wtj) -
k=0 7=0

= Z Z Gk Wtk+1 Wtk>Gj<Wtj+1 - Wtj)]'
k=0 j=0

Za j < k na isti nacin kao u tvrdenju pod (b) zakljucujemo da je W, ., — W,
nezavisno od G,G;(Wy,,, — W;,) pa za ¢lan pod dvostrukom sumom vazi
E[Gk<Wtk+1 - Wtk)Gj<Wtj+1 B Wtj)] = E[Gij(Wtj+1 - Wtj)]E[Wthrl - Wtk] =0,
jer je

E[Wthrl — Wtk] =0 1 E[Gij(Wtj+1 — Wt].)] < 0
Za k < j izvodimo isti zakljucak pa nam u dvostrukoj sumi ostaju samo ¢lanovi za
k = 7 i dobijamo

(/OT G, th>2] = mi BlGE(We,, — Wi, )?] = mi E[GRIE(Wh,.,, — Wi,)*] =

k=0 k=0
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—_

m—

= > ElGi(ten —t) = /0 TE[Gf]dt.

k=0
(]

Sada ¢emo dati definiciju stohastickog integrala proizvoljnog neanticipirajuceg procesa
Gy.

DEFINICIJA 2.5.5 Neka je Gy proizvoljan proces iz klase M3[0,T), a {G"},en niz
ogranicenih step procesa iz M3[0,T] za koje vazi

T
/ |G (t,w) — G™(t,w)|*dt — 0 sa verovatnoéom 1, kadn — oo i
0

2 k1
Gr=Go, za S<t<"PL 012, |nT),
n n n

(moZe se pokazati da takav niz {G"},en uvek postoji) tada se stohasticki integral
proizvoljnog neanticipirajuceg procesa definise na sledeci nacin:

T T
/ G dW, = lim [ G"dw,.
0 n—oo Jo

Teorema 2.5.4 Osobine stohastickih integrala.
Neka Gy, Hy € M5[0,T) i a,b € R. Tada vazi:

(a’) T T T
/ (aGy + bH,)dW, = a / GodW, + b / H,dW;:
0 0 0
(b) .
E Vo thwt] —0;

(c)

T
B / G, dW,
0

2] - /OT E[|Gi[] dt.

Tvrdenja (a), (b), (c) iz teoreme 2.5.4 slede iz veé dokazanih tvrdenja (a), (b), (c)
za step procese iz teoreme 2.5.3.

Napomena. Primetimo, na osnovu izlozenih definicija, da stohasticki integral
fOT Gy dWy, u sustini, predstavlja jednu slu¢ajnu promenljivu.

2.6 Stohasticki diferencijali i Itova formula

Posmatrajmo R%vrednosni stohasticki proces X, definisan na sledeéi nacin

X,(w) = X, () + t: F(s,w)ds + t:G(s,w)dWs(w), (2.13)
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pri cemu W, predstavlja m-dimenzionalno Brownovo kretanje, F; je neanticipi-
rajuca familija o-algebri nezavisna od W;" i G je R¥*™-vrednosna funkcija iz skupa
M§"™[to, T] = Mylte, T), tj. za nju sa verovatnocom 1 vazi

T
/ |G (s,w)[?ds < 0.
to
Ako dodamo jos$ i uslove:
1. Xy (w) je Fip- merljiva sluéajna promenljiva. Dakle, X; (w) je nezavisna od W',
a samim tim i od Wy — Wy, za t > %;
2. Ré~vrednosna funkcija f(¢,w) je neanticipiraju¢a funkcija u odnosu na neaticipi-
rajucu familiju F; (tj. ona je F;- merljiva za svako t € [tg, T]) i sa verovatnoéom 1
zadovoljava uslov

T

[ 15(s)lds < o,

to

onda mozemo uvesti slede¢u definiciju.

DEFINICIJA 2.6.1 KaZemo da neanticipirajuci stohasticki proces X, (dakle, X, je
Fi-merljiv) definisan pomocu (2.13), pri cemu su ispunjeni svi prethodno navedeni
uslovi, ima stohasticki diferencijal

Primetimo da iz stohastickog diferencijala (2.14) mozemo da se vratimo na integralni
oblik u proizvoljnim granicama s i t, to < s <t < T na sledec¢i nacin

t t
Xi(w) — X (w) :/ f(u,w)du~|—/ G(u,w)dW, (w),
ili ako u zapisu izostavimo ”omege” dobijamo razliku

X, X, = /Stf(u)du+/st G (u)dIV,.

Sada ¢emo formulisati Itovu teoremu u opstem obliku, a zatim ¢emo posmatrati
neke njene jednostavnije slucajeve.

Teorema 2.6.1 (Itéva teorema za skalarni slucaj) Neka u = u(t,z) =

= u(t,z1, 9, ...,xq) predstavlja R-vrednosnu (tj. skalarnu) neprekidnu funkciju na
skupu [to, T] x R? i neka su joj neprekidni sledeéi parcijalni izvodi prvog i drugog
reda: ug, Uy, Ug,z;, 1,5 = 1,2,...,d.

Ako je R*-vrednosni stohasticki proces X; definisan na intervalu [ty, T] pomoéu svog
stohastickog diferencijala

dX, = f(t)dt + G(t) dW;,

gde je Wy m-dimenzionalno Brownovo kretanje, onda u odnosu na isto Brownovo
kretange postoji stohasticki diferencijal realnog (tj. R-vrednosnog) procesa

}/t = U(t, Xt)
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definisanog na istom intervalu [to, T| sa pocetnom vrednoséu Yy, = u(to, Xy,) @ moze
se izracunati na sledeci nacin

ii Uay; (1, Xo) (G(E )G(t)T>ij> dt+

l\DM—t

g (t, X)) G (L) AW, (2.15)

pri cemu u, predstavlja skraceni zapis vektor vrste
T T T2 Td | d

Teorema 2.6.2 (Itéva teorema za vektorski slucaj) Ako je funkcija u =

= u(t,x) = u(t,r1,2s,...,24) jedna RE-vrednosna funkcija, pri cemu je k € N i
k > 2, onda se Itova formula iz Itove teoreme 2.6.1 zapisuje na isti nacin, s tim
§to treba napomenuti da su sad parcijalni izvodi prvog i drugog reda funkcije u(t,x),
0dnosno, ug, Uy,  Uga,, ©,J = 1,2,...,d, u stvari, vektori dimenzije k, a u, je
matrica formata k X d, .

ugc:[um1 Ugy - uxd}kxd'

Sada ¢emo na jednom primeru ilustrovati primenu Itove formule.

Primer 1. (Itéva formula za sluéajd=m =2ik =1)

Neka je X; R2-vrednosni stohasticki proces zadat pomocéu svog stohastickog difer-
encijala

pri cemu je W; dvodimenzionalno Brownovo kretanje i neka su ispunjene sve pret-
postavke Itove teoreme.
Uvedimo oznake

Xt: { th Xt2 }T’
wo=[w wp] .
feX) = AeX) RBeX)] =[h R] =1

| Gut, Xy) Gt Xy) | | Gu G |
Gt Xo) = [ Gu(t, Xy) Goot, Xy) | | Gun Gao | G
2.

Napomenimo da izraz (2.16) pomoc¢u ovih oznaka mozemo raspisati na sledec¢i nacin
dX! = fidt + G dW} + G dW?,

dX? = fodt + Goy AW} + Gog dW?.
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Nas zadatak u ovom primeru je da izracunamo stohasticki diferencijal realnog procesa

Y, = |X|*", zan€& N. (2.17)

(Podsetimo se da je |z| = /2?2 + 23 za x = (11, 22) € R%)
Prvo moramo da odredimo funkciju u(t,z) = u(t, 1, x2) iz Itove formule. Dakle,
posto je V; = | X;|*" = u(t, X;) sledi
u(t, w1, x5) = |2|* = (2 + 23)".
Sada odredujemo potrebne parcijalne izvode funkcije u. Dakle,
uy = 0,
Uy, = 2nx1 (22 + 23)" 7 = 2na |22,
Uy = 2nTo|z|*" 72,
Upyz, = 2n(xF + 22)" P +4n(n — Vi (a3 + 23)" 2 = . ..
oo =2n|z7% +dn(n — 1)a? x|,
Ugyzy = An(n — D) xyxo(2? + 22)"72 = dn(n — V)zyzs |z,
Ugyz, = 4n(n — 1)zx0|2|?" 4,

Ugyzy = 20|2|*" 72 + 4dn(n — 1)x3|x?~4

Sada mozemo da zaklju¢imo da je vektor vrsta

|2n—2 T‘

|2n—2 [ T

Uy = { Up, Ug, } = 2nlx T T } = 2nlx

Jos nam je potrebno da odredimo elemente matrice G G,

GGt = l Gu G 1 [ Gu Go ] _ l GY, + G, G11Ga1 + G12Ga

Ga1 Goo Gia G GG+ GoaGra G35, + G35,

Sada Itova formula za dY; izgleda ovako
1
d}/;g = Ut(t, Xt)dt‘i‘ux (t, Xt)f(t, Xt)dt‘i‘i(uxlxl (t, Xt>(G GT)11+U/Q;1$2 (t, Xt)(G GT)12+

F e, (1, X0) (G Gt + Uy, (t, X ) (G GT)ga)dt + ug(t, X)) G(t, X, )dW,.
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Rac¢unamo,
Ugpyzy (GG 11+ Uy 2y (G GT )19 + Uy (G GT g1 + Uy (G GT )9 =
= (2n|z[*""2 + 4n(n — Va3 |z|*"1)(G?, + G3,)+
+an(n — Dayxs |z 4(G11Ga1 + G1aGao)+
+an(n — Dayzo |24 (G21G11 + GoGra)+

+(2nfz|*"72 + dn(n — a3l ™)(G5, + G3,) =

= 2n|z|*"3(GY, + Gi, + G5, + G3y) + 4n(n — D]z (231G}, + 231G+

+22129G11Go1 + 22109G12Gag + 73G3, + 13G3,) =

= 2n|x|2”_2|G|2 + 4n(n — 1)’$|2n_4<<$1G11 + I2G21>2 + (l‘lGlg + ZE2G22)2>

=2n |z 2 |G|? + 4n(n — 1) [z 2T G2
Dakle,

d}/;g = 2n |Xt|2n72 XtT f(t, Xt) dt + 277/ |Xt|2n72 X;T G(t, Xt) th+

+n | X P2 |G(t, X)) P dt 4 2n(n — 1) | X2 | X G(t, X)) dt.

Napomenimo na kraju da formula (2.18) vazi za proizvoljne d,m € N.

Primer 2. (Itova formula za sluéajd =m =k = 1)
Neka je X; = Wy, t € [to, T]. Odavde dobijamo

dX; = dW;

(2.18)

(vidimo da je f =01 G = 1) i zanima nas ¢emu je jednako d(W/™), za m € N.

Definisemo proces
Y, = X" =W"

i pomocu Itove formule odredujemo njegov diferencijal.
Dakle, u(t,x) = 2™, m € N, pa dobijamo

uy =0, Uy = ma™ !, Upe = m(m — 1)2™ 2

i na osnovu formule (2.15) sledi

1
dY; = d(W™) = mW 1dW, + 3 m(m — )W 2dt.

Sada ¢emo posmatrati dva specijalna slucaja Itove teoreme 2.6.1.
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Teorema 2.6.3 (Itova teorema za slucaj m = k = 1) Neka je u =

u(t, 1, o, . .., xq) neprekidna funkcija definisana na skupu [to, T] x R? sa neprekid-
nim parcyjalnim 1zvodima Uy, Uy, o Ugpa,, 2a 1,5 < d. Dalje, pretpostavimo da
je d jednodimenzionalnih stohastickih procesa X;(t) definisano na intervalu [to, T
pomocu svojih stohastickih diferencijala

dXi(t) = fi(t)dt + Gi(t)dW,, i=1,2,....d, (2.20)

u odnosu na isto jednodimenzionalno Brownovo kretanje W;. Tada se stohasticki

diferencijal procesa
Y, =u(t, Xi(¢),...,Xq()),

definisanog na intervalu [to, T], moZe izracunati na sledeéi nacin

dY, = udt + Zum dX;(t) + = Z Zum t)dX;(t). (2.21)

=1 11]1

Napomenimo da proizvod dX;(t)dX;(t) pomocu tablice za mnozenje diferencijala

- dWy | dt
AWy | dt | 0
dt 0 0

mozemo zapisati na slede¢i nacin

dX;(t)dX;(t) = (fi(t)dt + Gi(t)dWs) (f;(t)dt + G;(t)dWy) = Gi(t)G,(t)dt.  (2.22)

Sada iz (2.20), (2.21) i (2.22) dobijamo drugaciji zapis Itove formule za slucaj k =
m=1

11]1 =1

d
dY; = (ut + Zuxzf@ +35 ZZUWG Gj ) dt + (ZuG> AW’

Ostalo nam je da objasnimo gore pomenutu tablicu za mnozenje diferencijala.
Na osnovu (2.19) za m = 2 dobijamo

d(W?) = 2W,dW, + dt.
Sa druge strane iz Taylorovog razvoja za funkciju Y = Y (WW;) = W7 dobijamo
dY = d(W?) = 2W dW, + (dW,)?

pa sledi

Dalje, iz (2.19) za m = 3 dobijamo

d(W?3) = 3W2dW, + 3W,dt,
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a iz Taylorovog razvoja za funkciju Z = Z(W;) = W2 sledi
dZ = d(W}?) = 3W2AW, + 3W(dW,)* + (dW})?,
i (uz ve¢ dokazanu jednakost (2.23)) dobijamo
(dW;)? =0, odnosno, (dW,;)? = (dW;)*dW; = dt dW; = 0.
Ostalo nam je da pokazemo i poslednju jednakost iz tabele. 1z
(W)t = (dW)?(dW,)? = dtdt i (dWy)* = (dW,)*dW; =0-dW; =0

sledi
(dt)* = dtdt = 0.
I na kraju dajemo Itovu formulu u najjednostavnijem slucaju.
Teorema 2.6.4 (It6va teorema za slucaj d = m =k = 1) Neka u = u(t,z)
predstavlja skalarnu neprekidnu funkciju definisanu na [to, T)] sa neprekidnim par-

cijalnim izvodima uy, Uy 1 Uz.. Dalje, neka je X; R-vrednosni proces definisan na
intervalu [to, T| pomocéu svog stohastickog diferencijala

dX, = fdt + Gdw,

pri cemu su f, G 1 W, skalarne (tj. R-vrednosne) funkcije. Stohasticki diferencijal
za proces

}/t = u(ta Xt)

definisan na intervalu [to, T| moZe se izracunati na sledeéi nacin

v, — (ut(t, X))+ ua(t, X)) £ (1) + ;um(t, Xt)G(t)2> dt + w, (t, X,)G(t) AW,
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Glava 3

Stohasticke diferencijalne
jednacine

3.1 Motivacija

Posmatrajmo pocetni problem iz ODJ
a(t) = f(t,2(t), t=0,

2(0) = o, (3.1)

pri ¢emu je wg fiksiran realan broj, a f : R* — R glatka funkcija. ReSenje (ili
trajektorija) pocetnog problema (3.1) je neka glatka kriva u R? ravni

x(-) : [0,00) — R.

Problem koji moze nastati pri modeliranju nekog sistema pomocéu ODJ je taj da
trajektorija (koja je reSenje pocetnog problema) moze biti nepredvidiva, tj. u tacki
t € [0, 00) vrednost x(t) nije deterministicki odredena, ve¢ uzima neke sluc¢ajne vred-
nosti. Dakle, x(t) je jedna sluc¢ajna promenljiva, za svako ¢ € [0, 00), (tj. vrednost
x zavisi i od t i od w), a to zna¢i da je z(t,w) jedan stohasticki proces na intervalu
[0,00). Na osnovu ovog zakljucka vidimo da u pocetnom problemu (3.1) moramo
uvesti nekakvu slucajnu veli¢inu pa dobijamo sledece

X, = f(t, X)) + G(t, X,)&, t>0,

X(0) = o, (3.2)

gde funkcija G : R? — R, a slucajna veli¢ina &, predstavlja beli sum.
Ako sada iskoristimo ¢injenicu da beli sum predstavlja prvi izvod Brownovog kre-
tanja po promenljivoj ¢, tj.

aw
dt ’

onda sistem (3.2) mozemo zapisati na slede¢i na¢in

gt:Wt:
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X X))+ Gl X))

aw;
dt ’

dt
X(O) = Xy,

odnosno,

dX, = f(t, X,)dt + G(t, X;)dW,,
X(0) = o, (3.3)

ili u integralnom obliku
t t
X(t) :x0+/ f(s,Xs)ds+/ G(s, X,)dW,. (3.4)
0 0
Izrazi (3.3) ili (3.4), u sustini, predstavljaju stohasticku diferencijalnu jednacinu, a

u slede¢em poglavlju ¢emo dati i njenu formalnu definiciju kao i potrebne uslove da
neki proces X; bude resenje SDJ.

3.2 Definicija stohasticke diferencijalne jednacine
Posmatrajmo stohasticki diferencijal zadat na slede¢i nacin

dXt - f(t, Xt)dt + G(t, Xt)th,

Xiy=c¢, tHr<t<T <oo, (3.5)
ili u integralnom obliku
t t
Xe=c+ | f(s,Xs)ds+ | G(s,Xs)dWs, to<t<T < o0, (3.6)
to to

pri éemu X; predstavlja R%-vrednosni stohasticki proces definisan na intervalu [to, 77,
a W, je m-dimenzionalno Brownovo kretanje. Za R?vrednosnu funkciju f i R%>™-
vrednosnu funkciju G pretpostavljamo da su definisane i merljive na skupu [tg, T] X
R, Takode, pretpostavljamo da za fiksiranu tacku (¢,7) € [to,T] x R? funkcije
f(t,z) 1 G(t, z) ne zavise od w € €, to znaci da se w u njima indirektno javlja, tj. u
formi f(¢, Xy(w)) 1 G(t, Xi(w)).

Dakle, u opstem slucaju, uz ranije uvedene oznake, stohasticki diferencijal iz (3.5)
mozemo raspisati na slede¢i nacin:

X} fi(t, Xy) Gii(t, Xy) Gra(t, Xy) ... Gun(t, Xy) w}
p Xf _ fz(tht) dit Ggl(z.f,Xt) GQQ(?,X,:) 3 GQm(‘t,Xt) ] Wtz

X Falt, X)) Cu(t, X)) Gt X) ... Gan(t. X)) | | wm
odnosno,
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dth = fidt+ Gy thl + G1o dVVE +. A+ G AW,
dX}? = fodt + Gor AW} + Gog AW} + ... + Gopy AW/,

dXtd = fadt + Ga thl + Gaz de + .+ Gam AW

Da bi diferencijal iz (3.5) bio dobro definisan (u smislu definicije 2.6.1) resenje SDJ
(3.5) je stohasticki proces X; (za koji u ovom trenutku pretpostavljamo da postoji
i da znamo da ga odredimo) koji mora biti F-merljiv, tj. neanticipirajudi.

Od sada pa nadalje, oznaka F; ¢e predstavljati najmanju o-algebru u odnosu na
koju su sluc¢ajne promenljive ¢ (pocetna vrednost iz (3.5)) i W, za s < ¢ merljive.

Dakle,
Fi=U(c; Wy, s < t).

Kako je po definiciji 2.4.5 F; nezavisno od buduc¢nosti Brownovog kretanja, tj. od
W =UW, —W,;, s> 1),

i kako je X; Fi-merljiv proces, za t = t; dobijamo da je pocetna vrednost ¢ = X,
nezavisna od Wy, tj. slucajne promenljive ¢ i W, — W, su nezavisne, za svako
t € [to, T).

DEFINICIJA 3.2.1 Jednacina oblika (3.5) se naziva stohasticka diferencijalna
jednacina (SDJ, krace), a slucajna promenljiva ¢ se naziva po€etna vrednost u
trenutku to.

Napomenimo da je (3.5) samo drugaciji zapis za stohasticku integralnu jednacinu
(3.6).

DEFINICIJA 3.2.2 Stohasticki proces X; je reSenje jednacine (3.5) ili (3.6) na in-
tervalu [to, T, ako ima sledeée osobine:

a) Xy je Fi-merljiv za svako t € [ty, T], odnosno, X, je neanticipirajuci proces.

b) Funkcije f(t,w) = f(t, X;(w)) i G(t,w) = G(t, X;(w)) su neanticipirajuce i, sa
verovatnocom 1, zadovoljavaju uslove

T _
/t |f(s,w)|ds < o0

T __
/ |G (s,w)|?ds < oo
to

(tj. G e Mg™).

c)Jednacina (3.6) je, sa verovatnoéom 1, tacna za svako t € [to, T).
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Ako obratimo paznju na izraz (3.5) vidimo da se u njemu pojavljuju ¢etiri poznate
veli¢ine, to su deterministicke funkcije f i G koje opisuju sistem koji modeliramo i
dva medusobno nezavisna slucajna elementa c i W, i jedna nepoznata velicina, a to
je proces X; i njega zelimo da odredimo. Dakle, taj nepoznati proces X;, u sustini,
mozemo posmatrati kao slede¢u funkciju

X = g(e; Wy, s < 't),
pri ¢emu je funkcija g odredena samo pomoc¢u f i G.

U nastavku slede dva primera stohastickih diferencijalnih jednacina za slucaj d =
m=1.

Primer 1. Neka je g : R — R deterministicka neprekidna funkcija i g € La[tg, T'.
Jedinstveno resenje stohasticke diferencijalne jednacine

dXt = g(t)Xt th,

X(tg) =1,
na intervalu [to, T je
X = A s
Da bi dokazali da X; jeste resenje date SDJ definisa¢emo pomoéni proces Y (t)

V() = -+ [ s)ds+ [ gls)dW,.

_5 to to
Vidimo da je
1
dY, = -5 g2 (t) dt + g(t) dW;. (3.7)

Sada na osnovu Itove formule 2.6.4 dobijamo
1

Kako je X; = e¥* imamo da je funkcija u(t, x) iz Itove teoreme 2.6.4 jednaka

u(t,z) = u(z) = e*

paje uy = 01 uy = Uy, = €*.
Iz (3.7) dobijamo potrebne funkcije f(t) i G(t) iz Itove teoreme 2.6.4
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izat=tyimamo X (tg) = e = 1.

U specijalnom slucaju za g(t) = 1 reSenje SDJ
dXt - Xt th,
X(tg) =1,

na intervalu [to, 7] C [0, 00) je

Xt = eWt—WtO_%

Primetimo da na isti nacin kao u prethodnom primeru mozemo pokazati da je resenje
jednacine
dXt = g(t)Xt th,
X(to) =C,

dato sa ) .
1t 2
X, = ce 2 t0 9 (s) ds—&-fto g(s) dWs‘

Primer 2. Neka su f,g : R — R deterministicke neprekidne funkcije i f €
Li[to, T), g € Lslto,T]. Na isti nac¢in kao u prethodnom primeru moze se pokazati
da je jedinstveno resenje SDJ

X(to) — 17

dato sa ) . t
X, = efto f(s)ds—3 fto g2(s) ds—‘rfto g(s) dWs ‘

Napomenimo da u oba primera nismo dokazivali jedinstvenost resenja posto ¢e kas-
nije, kada formulisemo i dokazemo teoremu o egzistenciji i jedinstvenosti resenja
SDJ, biti jasno da data resenja jesu jedinstvena.

Sada ¢emo videti kako sa nekih malo drugacijih oblika SDJ mozemo prec¢i na oblik

(3.5).

Posmatrajmo stohasticku diferencijalnu jednacinu oblika
d)/t = f(ta Y;fa VVt)dt + G(tv Yta Wt)dm/ta

Y:
Sa ovog oblika SDJ prelazimo na oblik (3.5) tako $to dodamo jednacinu

, =C.
th = th
i predemo na (d + m)-dimenzionalni vektor

Y,

Xt:(YtaVVt): [ Wt

‘| (d+m)x1 '
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Dakle, dobijamo
odnosno,

pri ¢cemu je

r [ f(t7)/tth)

Fe,xy = | 104 G X)) =

1 (d+m)x1
a I, je jedini¢na matrica dimenzija m x m.
Posmatrajmo sada sledeéi oblik stohasticke diferencijalne jedna¢ine n-tog reda
Y =YY ) G YL Y YY) 6
odnosno,
"V = Y, Y)Y dt+ G Y, Y Y awy,
uz pocetne vrednosti
Y\ =¢, za i=0,1,2,...,n—1,

pri ¢emu je Y; R%vrednosni proces, a & m-dimenzionalni beli $um, odnosno, W,
m-dimenzionalno Brownovo kretanje.
Sa datog oblika SDJ n-tog reda prelazimo na SDJ prvog reda (tj. na oblik (3.5))

dXt - f(t, Xt)dt + é(t, Xt)th,

Co
&1
Xto = . )
Cn—1 dnx1
na slededi naéin
Y, Y,
Y, N Y;
Xt = : ) f(ta Xt) - . )
(n—1) ‘ n—1
VO ] FEYe V) ]
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G(t, Xy) =

)
G, Y, ..., Y, ) 1,
Napomena. Za svako resenje SDJ (3.5) postoji njemu ekvivalentno resenje sa skoro
sigurno neprekidnim trajektorijama. Dakle, mi ¢emo uvek posmatrati neprekidna
reSenja stohastickih diferencijalnih jednacina (pod tim podrazumevamo resenja sa
skoro sigurno neprekidnim trajektorijama).

3.3 Egzistencija i jedinstvenost resenja

Posto smo u prethodnom poglavlju definisali stohasticku diferencijalnu jednacinu
prirodno se namece pitanje kada takva jednacina ima reSenje i, ako utvrdimo da
reSenje postoji, da li je ono jedinstveno.

Kako nam odgovor na pitanje o postojanju i jedinstvenosti reSenja obic¢ne difer-
encijalne jednacine daje teorema Picarda i Lindel6fa (teorema 2.1.1), a vidimo da iz
(3.2) dobijamo (3.1) za G(t,z) = 0, jasno je da trebamo da uopstimo teoremu 2.1.1
i da utvrdimo kada SDJ ima jedinstveno resenje. To postizemo na slede¢i naé¢in:

Teorema 3.3.1 (Egzistencija i jedinstvenost resenja SDJ) Neka je data sto-
hasticka diferencijalna jednacina oblika

dXt - f(t, Xt) dt + G(t, Xt) th,

Xy =¢ tr<t<T <0, (3.8)

gde W predstavlja m-dimenzionalno Brownovo kretanje, a c je slucajna promenljiva
nezavisna od Wy — Wy, za t > to. Dalje, neka su R%-vrednosna funkcija f(t,x) i
R™™_yrednosna funkcija G(t,x) definisane i merljive na skupu [to, T] x R% i neka
zadovoljavaju sledece uslove:

Postoji konstanta K > 0 takva da vazi:

(a) (Lipschitzov uslov)

[f(tx) = [yl +HG(E x) = Gt y)| < Ko —yl,
za svako t € [tg, T] i za svako x,y € R i;
(b) (Restrikcija rasta)
[t 2)* + |Gt )] < K2(1+ [a*),

za svako t € [ty, T i 2a svako x € R%.
Tada, jednacina (3.8) na intervalu [to, T| ima jedinstveno R%-vrednosno resenje X,
neprekidno sa verovatnocom 1, koje zadovoljava pocetni uslov Xy, = ¢, odnosno, ako
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su, pri datim uslovima, X; 1Y; dva neprekidna resenja SDJ (3.8) sa istom pocetnom
vrednoscéu c, onda za njih vazi

P{ sup |X;—Y: >0} = P{w; sup |Xi(w)—Yi(w)| >0} =0.
to<t<T

to<t<T

Pre dokaza ove teoreme da¢emo dve leme koje ¢e nam biti neophodne.

Lema 3.3.1 O:znacimo sa C[(io,T] skup svih neprekidnih R -vrednosnih funkcija defin-
isanih na intervalu [to, T]. Za proizvoljnu funkciju f € C[(io,T] vazi

2

<(@—10) [ 7Pt

to

/Tf@ﬁﬁ

to

Dokaz leme 3.3.1. Dokaza¢emo tvrdenje za d = 1.
Za proizvoljne f, g € Cy, 11, na osnovu Cauchy-Schwarzove nejednakosti,

(ALl < FI - Ngll
uz specijalan odabir funkcije g(t) = 1 iz Cj, 71 dobijamo
(DT A I,

leu).1mw§ (le@ygu>;<¢T1aﬁ>;,

/Tfuﬁﬁ

to

(-t | sz

to

O

Napomena. Klasa neprekidnih funkcija sadrzi klasu funkcija koje zadovoljavaju
Lipschitzov uslov, a ova klasu diferencijabilnih funkcija.

Lema 3.3.2 Za proizvoljne z,y, z € R* vazi:
(a) |z +y[* < 2(Jz + [yI*);

(b) |z +y+ 2" < 3(|2[* + [y* + |2]*).

Dokaz leme 3.3.2
(a) Za proizvoljne x,y € R vazi (x| — |y])2 > 0, a odatle dobijamo

1z + |y > 2|z |y|

pa je
4yl < (el + y)? = 2> + 2|l [y] + yP® < 2 (| + [yl?)

(b) Za proizvoljne z,y, z € R vazi
@4y + 2 < (2 + |yl + 12D = |2 + [y* + |2* + 2 |=[ |y] + 2|2| |2] + 2 |y| |2| <

<3 (|l + lyI* + |2*) -
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Sada ¢emo dati dokaz teoreme o egzistenciji i jedinstvenosti resenja SDJ.
Dokaz teoreme 3.3.1

(a) Prvo ¢emo dokazati jedinstvenost.

Neka su X; i Y; dva neprekidna resenja SDJ (3.8), dakle vazi

t t
Xe=c+ | f(s,X5)ds+ | G(s,Xs)dWs, to<t<T < o0,

to to

t t
Yi=c+ | f(s,Ys)ds+ | G(s,Ys)dW,, to<t<T < o0.
to

to

Da bi pokazali jedinstvenost resenja trebamo da pokazemo
E[|X, = ;]| =0, za svako t € [ty, T).

Posto drugi momenti procesa X; 1 Y; (tj. F[|X|*] i E[|Y;|?]) ne moraju biti kona¢ni
iskoristi¢emo tzv. metod odsecanja. Dakle, za N > 01t € [ty,T] definisemo

In(t) = 1, akoje |Xs| < N i |Yi| <N, zasvety <s<t,
NP7 0, inace.

Kako je
In(t) =In(t) In(s), za s <t

vazi jednakost

I(0)(X, =¥ = In0) [ Tn(6) (75, ) = £ (s, Y2)) dst

+ t: In(s)(G(s, Xs) — G(s%))dWs)- (3.9)

Dalje, za svako s € [to, t] Lipschitzov uslov implicira
In(s)(1f (s, Xs) = F(s, Yo)[ +1G(s, Xs) = G(s,Y)]) < Iv(s) K| X = Y| <2KN,

pa mozemo zakljuciti da oba integrala u (3.9) postoje, tj. manji su od oco.
Sada mozemo da analiziramo §ta se deSava sa drugim momentom F [Iy(t)|X; — Y;|?],
jer je on manji od oc.
Na osnovu (3.9) i leme 3.3.2 pod (a) dobijamo
2
|+

1) (5. X0) = F(5.Y2)) ds

1.

a dalje je sve to, na osnovu leme 3.3.1 i Cinjenice da je t < T

E[In@#) X, - Vi]?| <2E l

" In()(Gls, X.) — Gls, Y2)) dIW,

to

HE[

<27~ to) [ B [In(9)](F(s,X) = S5, Vo)) ds+

to
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"I (5)(G(s, X.) — Gls, Y2)) dV.

to

+2F [

-

=T — 1) [ B [In()](f(5, X.) — £, V)] dst

to

na osnovu teoreme 2.5.4 pod (c) vazi jednakost

12 [ B [Iv(s) 1(G(s, X,) — G(s, V)] ds <

to
dalje, na osnovu Lipschitzovog uslova primenjenog na podintegralne funkcije dobi-
jamo

< 2(T —to) /tE [In(s) K?X, - Vi ] ds+2/ttE [In(s) K2[X, — Y] ds

to

i na kraju, uz oznaku L = 2K*(T — ty + 1), dobijamo
¢
B [Ix(t) 1%, = YiP] < L [ B [1n(s) X, = Vif?] ds. (3.10)
to

Ako u (3.10) iskoristimo specijalni slucaj (2.3) iz Bellman-Gronwallove leme (lema
2.1.2) za ¢g = 01 k(s) = L dobijamo

E[Iv()1X: = Yi?] <0- "0 ® = 0, za svako t € [to, T).
Sa druge strane je ocigledno da je
E[In(t) |X, = Yi[?| >0, za svako t € [t, ],

pa dobijamo
E[In(t) |X; = Vi’ =0, za svako t € [to, T,

odnosno,
In(t) Xy = In(t) Y:, sa verovatnocom 1,

za proizvoljno fiksirano t € [tg, T'.
Iz nejednakosti

P{In(t) # 1 na skupu [to,T]} < P{ sup |Xi| > N} + P{ sup |V} > N}
to<t<T to<t<T

iiz Cinjenice da su X; i Y; neprekidna resenja zakljucujemo da desni ¢lan u poslednjoj
nejednakosti tezi nuli kad pustimo da N — oo, pa dobijamo

X; =Y;, sa verovatnotom 1, (3.11)

za proizvoljno fiksirano ¢ € [t, T, a samim tim jednakost (3.11) vazi i na prebro-
jivom gustom skupu M C [to, T]. Sada, iz ¢injenice da su X; i Y; reSenja sa skoro
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sigurno neprekidnim trajektorijama koja se poklapaju na skupu M sledi da se ta
resenja poklapaju i na celom intervalu [ty, T] pa vazi

P{ sup | X =Y >0} =0.

to<t<
Primetimo da nam za dokazivanje jedinstvenosti resenja nije bio potreban uslov re-

strikcije rasta, ve¢ samo Lipschitzov uslov.

(b) Sada dokazujemo egzistenciju resenja SDJ.
Prvo posmatramo slucaj
E UCH < 00.

Egzistenciju resenja dokazujemo pomocu iterativnog postupka koji nazivamo metod
uzastopnih (sukcesivnih) aproksimacija, dakle, definiSemo sledeéi niz

X(O) _

XM =c+ f(s Xy ds + G(S,Xs("’l))dWS, zan>11telt,T].

to
(3.12)
Nas zadatak je da pokazemo da niz Xt(") uniformno konvergira ka procesu X; koji
je resenje SDJ (3.8).
Pokazimo prvo da je

sup F [|th)|2] < o0, za svako n > 0. (3.13)

to<t<T

Iz pretpostavke F [|c|?] < oo zaklju¢ujemo

sup E [|Xt(0)|2} < 0.

to<t<T

Na osnovu leme 3.3.2 pod (b) iz (3.12) zakljucujemo
2
| +35]

a to je dalje na osnovu leme 3.3.1 i teoreme 2.5.4 pod (c)

t
/ G(s, X"V aw,

S
to

E [|Xt(")|2} <3FE [|c|2} +3F U/tf(s,xgnl))ds
to

1.

< 3B [|cP] +3(T — o) / Uf 5, X(0)] } ds+3 UG X 1)]2] ds <
i na osnovu uslova restrikcije rasta iz teoreme 3.3.1 dobijamo
< 3E [|c!] +3(T — to) /tt K? (1 VE UX§"1)’2D ds+
+3 ttK2 (1 +E ngn—lﬂ) ds <
0
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<3FE “cﬂ +3K*(T —to + 1)(T — ty) <1+ sup B

to<t<T

xi[)

sup F [|Xt(n)|2] < 00, za svako n > 1,
to<t<T

pa je

jer je taj uslov ispunjen za n = 0.
Na isti nac¢in kao sto smo u dokazu pod (a) dobili (3.10) sad imamo (posto smo
dokazali (3.13) ne treba nam ¢lan Iy(t))

E [‘Xt(n-i-l) (n)’ ] < L |:’X(n Xin—l)‘ 2:| ds <

odnosno,

u

to
e[ e
to Jto

pri cemu je L = 2K?(T — to + 1).

t s
<ifL[E UX}L"—U - X<”—2>]2] duds < ...

1 dsdty .. dt, .

Sada na osnovu Cauchyjeve formule

/to /t - / (s)dsdty ...dtn :/tjg(s)mds

dobijamo

Bllxe - x0P) <o [Cp[]x0 -
0

}((n_s)ln)!lds.

Kako je, iz uslova restrikcije rasta,

E UX§ - X } < 2(T— to—l—l)K2/ (14 B[je]?]) ds < L(T—to) (1 + E[|e|*])

to

C,

sledi
n > 0.

I

sup F UX("H

to<t<T

(n) 2 cL (T — to)n
X ‘ = [

n!
Da bi pokazali uniformnu konvergenciju niza Xt(") moramo naci ocenu za “rasto-
janje” izmedu dve uzastopne aproksimacije, odnosno,

d, = sup ’Xt(nﬂ) - Xt(")‘ .

to<t<T

Dalje, iz (3.12) dobijamo

t
/ G(s, XY — G(s, X D) dW,| .

F(s, XI) = f(s, XD ds + sup

to<t<T
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U nastavku dokaza koristi¢emo rezultat

E lsup 2 < 4/abE [|G(s)]2] ds (3.14)

a<t<b

/:G(s) aw, — [ G(s) aw,

to

za a,b € [to,T]1ia<b.

Sada iz (3.14), za a = tg 1 b = T, Lipschitzovog uslova i leme 3.3.1 dobijamo

S

E[d2] < 2T - t)K* /tT E UX@ —~ X(”l)ﬂ ds+
0

T
+2-4K2/ E UXS(") —X,S"‘”ﬂ ds.
to
Dakle,

C L (T —to)"!
(n—1)!

(L(T —to))" "
—

E|d2] < (2T —to) + 8) K* (T — to) (n—1)

:Cl.

Na osnovu nejednakosti Chebysheva, koja glasi

E[X?]

)
82

P{X| > ¢} <

gde je X slucajna promenljiva za koju postoji drugi momenat E[X?], a ¢ je bilo koji
realni pozitivni broj, zakljuc¢ujemo sledece

ZP{dn > ;2} <Y E[d]nt,
n=1 n=1

a to je dalje

zp{dn > ) SﬂiE[diW 3012 (L((Z—_tgg”‘ it < oo,

=1

Konvergenciju poslednjeg (brojnog) reda mozemo dokazati npr. d’Alembertovim
kriterijumom.

Na osnovu Borel-Cantellijeve leme (lema 2.2.1 pri ¢emu je A, = {dn > #}) iz
poslednje nejednakosti mozemo da zaklju¢imo

n n ]‘
P{dn— sup Xt( H)—Xt )‘ >

—» za beskonacno mnogo n-ova » =0
to<t<T n

i kako je
X" = X0+ 3 (% - x7Y)
i=1

dobijamo da niz Xt(") uniformno konvergira ka nekom procesu X; na intervalu [to, 77,
odnosno
ss— lim X™ = X,, za svako t € [to, T].

n—oo
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Kako proces X; predstavlja limes niza neanticipirajucih i neprekidnih funkcija, onda
je i on sam neprekidan i neanticipirajudi.

Na kraju jos ostaje da pokazemo da dobijeni proces X; (odnosno granica niza uza-
stopnih aproksimacija Xt(n)) jeste reSenje stohasticke diferencijalne jednacine (3.8),
odnosno da vazi

t t
Xy=c+ | f(s,Xs)ds+ | G(s,Xs)dWs, zasvakot € [tg,T],
to to
a to postizemo tako $to pustimo da n — oo u izrazu (3.12).
Napomenimo da smo egzistenciju resenja SDJ (3.8) dokazali samo za slucaj
E[|c]?] < oo, ali to je dovoljno zato $to u opstem sluc¢aju definisemo

N ako je |¢| < N,
N1 0, inace,

i posmatramo limes kad N — oc.

3.4 Uopstenja teoreme o egzistenciji i
jedinstvenosti reSenja SDJ

Primetimo da Lipschitzov uslov iz teoreme o egzistenciji i jedinstvenosti resenja, u
sustini, kaze da funkcije f(¢,z) i G(t,x) ne smeju da se menjaju brze, po drugoj
promenljivoj, od same funkcije # (pomnozene konstantom). Ve¢ smo napomenuli
da je svaka funkcija koja zadovoljava Lipschitzov uslov, takode i neprekidna (to se
vidi iz same definicije Lipschitzovog uslova i definicije neprekidnosti), pa moramo
otpisati sve prekidne funkcije (po drugoj promenljivoj) kao koeficijente u SDJ (3.8),
odnosno kao funkcije f(¢,x) i G(t,x). Pored prekidnih moramo iskljuciti i neke
neprekidne funkcije, npr.

ft,z) = |z|*, za 0 < a <1,

a razlog za to je vidljiv iz sledeCeg primera.
Posmatrajmo nepotpunu SDJ (nepotpunu u smislu da nam fali ¢lan dW;) za d = 1

X, =0, (3.15)

zaty > 01ia > 0. Oc¢igledno je da je njeno resenje X; = 0 za svako a > 0. Medutim,
ako krenemo da resavamo datu SDJ (resavamo je kao ODJ zbog toga $to nemamo

¢lan dW;) dobijamo
Xi dr t
/ — = [ ds,
0 re to
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izal—a >0, odnosno, 0 < a < 1 imamo jo$ jedno reSenje u obliku

thfa
11—«

=t —to, tj.

Xi = ((t —to)(1 — )™=,

Dakle, vidimo da za odabir funkcije f(t,z) = %, za 0 < a < 1, SDJ (3.15) nema
jedinstveno resenje.
Takode je pokazano da jednacina (d =m = 1)

dXt = ’Xt|a th

X, =0, (3.16)

ima tacno jedno neanticipirajuce resenje za o >
a < %, tj. opet gubimo jedinstvenost.

Dakle, nas cilj je sada da nekako pove¢amo klasu funkcija koje mogu biti koeficijenti
u SDJ (3.8), tj. da uopstimo Lipschitzov uslov, ali tako da sacuvamo egzistenciju i
jedinstvenost resenja. To postizemo na sledeci nacin:

%, ali beskonacno mnogo za 0 <

Teorema 3.4.1 Teorema o egzistenciji i jedinstvenosti reSenja ostaje validna ako
uopstimo Lipschitzov uslov na sledeci nacin, za svako N > 0, postoji konstanta Ky
takva da za svako t € [to, T], |z| < N i |y| < N vazi

[f(t,2) = f(Ly)| + |Gt 2) = Gt,y)| < Knle —y.

Napomenimo da nam uslov iz prethodne teoreme dopusta da za koeficijente u (3.8)
uzmemo funkcije koje postaju sve strmije i strmije sa povecanjem z-a (kao npr.
2

sin z?).

Sada ¢emo dati jedan dovoljan uslov za ispunjenje Lipschitzovog uslova. Na os-
novu teoreme o srednjoj vrednosti iz diferencijalnog rac¢una znamo da za skalarnu
(tj. R-vrednosnu) funkciju g(x), x € R¢, sa neprekidnim prvim parcijalnim izvodima
gz, 1 = 1,2, ..., d, postoji realan broj 6 € (0, 1) tako da vazi jednakost

9(b) = g(a) = ga(a+0(b — a))" (b~ a), a,b€ R,

pri cemu je g, € R tj. 9o = (9ays Gugy- -+ Gzy)- Ako jos pretpostavimo da je |g.|
ograni¢eno na skupu R? nekom konstantom C' € R dobijamo da za svako z,y € R?
vazi

l9(y) = g(2)| < sup, 192(2)|ly — 2| < Cly — xf,

Sto je u stvari Lipschitzov uslov.
Ako sada sve ovo primenimo na funkcije f(¢,z) 1 G(¢,z) iz (3.8) dobijamo sledece
tvrdenje.
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Teorema 3.4.2 Da bi Lipschitzov uslov iz teoreme 3.3.1 ili njegovo uopstenje iz teo-
reme 3.4.1 bili zadovoljeni, dovoljno je da funkcije f(t,z) i G(t,x) imaju neprekidne
prve parcijalne izvode po promenljivoj x za svako t € [to,T] i da ti prvi parcijalni
izvodi budu ograniceni na skupu [to, T] x R, odnosno na skupu [to, T] < {x : |x| < N}
za uopStenje Lipschitzovog ulova.

Primetimo da u poslednjoj teoremi pojacavamo Lipschitzov uslov, tj. smanjujemo
klasu funkcija koje mogu biti koeficijenti u (3.8). Opravdanje za takav postupak
nalazimo u ¢injenici da se neprekidnost i ogranic¢enost prvih parcijalnih izvoda dosta
jednostavno proveravaju.

Sada ¢emo malo prodiskutovati drugi uslov iz teoreme 3.3.1, tj. uslov restrikcije
rasta. SuStina ove pretpostavke je, kako joj i samo ime kaze, da ne dozvoli brz rast
funkcija f(t,z) i G(t,z) da ne bi doslo do tzv. eksplozije resenja X;, odnosno da
bi izbegli situaciju da u nekoj tacki ¢ iz intervala [to, T'] vrednost procesa X, koji
predstavlja resenje SDJ (3.8), ode u beskonacnost. Ako bi u teoremi 3.3.1 izostavili
uslov restrikcije rasta onda bi vrednost slu¢ajne promenljive ¢ iz pocetnog uslova
uticala na to da li dolazi ili ne dolazi do eksplozije procesa X; na intervalu [tg, T].
Ovo najlakse mozemo ilustrovati primerom iz ODJ.

Posmatrajmo pocetni problem (d = 1)

dX, = X}dt

X(] = C. (317)

Xt dr t
/ — :/ ds, odnosno,
c r 0

Iz postupka

vidimo da resenje pocetnog problema (3.17) mozemo zapisati na slede¢i na¢in (prime-
timo da je za ¢ = 0 (3.17) samo specijani slucaj jednacine (3.15) za a =21ty = 0)

0, za ¢ = 0,

Xt:{ Xi =15, zac#0.
Posmatrajmo sad resenje X; problema (3.17) za ¢ > 0. Vidimo da je funkcija X,
neprekidna na intervalu |0, %), ali u tacki t = % dolazi do eksplozije funkcije X, tj.
X; ide u beskonacnost. Dakle, ako resavamo pocetni problem (3.17) na intervalu
[0, T'] za svaki odabir konstante ¢ takve da je ¢ > %, dolazi do eksplozije resenja Xy,
tj. X; nije definisano na celom intervalu [0, 7.
Sad mozemo da zaklju¢imo da uslov restrikcije rasta za funkcije f(¢t,z) i G(t, )
obezbeduje da resenje X;, sa verovatno¢om 1, ne eksplodira na intervalu [ty, T], za
bilo koji odabir pocetne vrednosti X;, = c.

Primetimo da u teoremi 3.3.1 trazimo jedinstveno resenje na intervalu [to,T] pri
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¢emu zahtevamo da je T" < oo, takvo resenje ¢emo u nastavku zvati lokalno reSenje.
Postavlja se pitanje pod kojim uslovima SDJ (3.8) ima jedinstveno resenje na inter-
valu [tg,00). U tu svrhu uvodimo pojam globalnog resenja SDJ.

DEFINICIJA 3.4.1 Ako su funkcije f(t,x) i G(t,z) definisane na skupu [ty, 00) x R?
i ako pretpostavke iz teoreme 3.5.1 vaze za svaki konacni podinterval [to, T] C [to, 00)
onda jednacina (3.8), ili zapisana u integralnom obliku

t t
X, :c+/ Fls, X ds + [ Gls, X,)dW,,
to to

ima jedinstveno resenje definisano na celoj polupravoj [ty,00). Takvo resenje se
naziva globalno reSenje.

DEFINICIJA 3.4.2 Autonomna stohasticka diferencijalna jednacina je specijalni
oblik jednacine (3.8) pri éemu je f(t,x) = f(x) i G(t,z) = G(x), odnosno to je
jednacina oblika

dXe = f(Xy) dt + G(X¢) AW,
X, =c. (3.18)

Teorema 3.4.3 Za bilo koju pocetnu vrednost ¢ koja je nezavisna od m-dimenzionalnog
Brownovog kretanja Wy, — Wy, za svako t > to, jednacina (3.18) ima tacno jedno
neprekidno globalno resenje X; na intervalu [ty,o0) takvo da je X;, = ¢, ako je is-
punjen Lipschitzov uslov, odnosno ako postoji pozitivna konstanta K, takva da za
svako x,y € RY vazi

[f(x) = f(y)] +1G(x) = G(y)| < K|z —y]. (3.19)

Primetimo da u prethodnoj teoremi ne trazimo da bude ispunjen uslov restrikcije
rasta zato Sto u autonomnom slucaju on sledi direktno iz globalnog Lipschitzovog
uslova (3.19) za fiksirano y = .

U nastavku slede jos dva tvrdenja vezana za specijalne sluc¢ajeve autonomnih SDJ.

Teorema 3.4.4 Neka je d = m = 1. Autonomna SDJ (3.18), pod uslovom da su
f(z) i G(x) neprekidno diferencijabilne funkcije, ima jedinstveno resenje na inter-
valu [to,n) pri éemu n predstavlja trenutak prve (ako postoji) eksplozije resenja Xy i
vazi to <1 < oo. Ako jen < oo, onda je X, o= +00 ili —00.

Primetimo da je na osnovu primera (3.17) iz ODJ ovaj zakljucak intuitivno jasan.

Teorema 3.4.5 Neka jed = m =1 1ic = 0. U skalarnom autonomnom slucaju
Lipschitzov uslov za funkciju G(x) moZze biti zamenjen Hélderovim uslovom za o > %,
tj.

1

G@) -G < Koy, zyeR a>5 K20

Primetimo da primer (3.16) nagovestava ovaj rezultat.
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Glava 4

Osobine resenja stohastickih
diferencijalnih jednacina

4.1 Momenti resenja SDJ

U ovom poglavlju ¢emo pretpostaviti da su ispunjeni svi uslovi iz teoreme o egzis-
tenciji i jedinstvenosti resenja SDJ

dXt = f(t, Xt) dt + G(t, Xt) th,

Xy =c¢, tr<t<T <oo, (4.1)

i zelimo da vidimo Sta se deSava sa momentima FE []Xt]k} pri cemu X; predstavlja

resenje SDJ (4.1) na intervalu [to, 7). U opstem sluc¢aju momenti £ “Xtﬂ ne moraju
da postoje i na njihovu egzistenciju utice pocetna vrednost ¢ na sledeéi nacin:

Teorema 4.1.1 Neka su ispunjeni svi uslovi iz teoreme 3.3.1 1 neka vazi
E [|c|2”] < 00,

pri cemu je n pozitivan ceo broj. Tada za reSenje Xy SDJ (4.1) na intervalu [ty, T,
gde je T' < 00, vazi

E[1x:)"] < (14 E[|efr]) et (4.2)

E[|X, =] < A1+ E|eP]) (¢ — to)" e“01), (4.3)
pri cemu je konstanta C = 2n (2n + 1) K?, a konstanta A zavisi od n, K i T — t,.

Pre dokaza ove teoreme da¢emo jedan rezultat koji ¢e nam biti potreban.

Lema 4.1.1 Za proizvoljno x € R i proizvoljan prirodan broj n vazi

(14 2?) 272 < 1+ 20
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Dokaz leme 4.1.1.
Prvi sluéaj. Neka je 0 < |z| < 1. Tada vazi

(14 [2) |2 = a2 4 |2 < 1 o < 1+ 202,
Drugi sluc¢aj. Neka je |z| > 1. Tada vazi
(1 - |:c|2) 272 = (2?7 4 |2 < 2+ (2P < 14 20z
O

Dokaz teoreme 4.1.1. Na osnovu jednakosti (2.17) i (2.18) iz primera za Itovu
formulu dobijamo

t t
X = (e 4 [ 2n X2 XT f(s, XY ds+ [ 2 X, XT Gs, X,) AWt
to to

t t
[ IR G X P ds 4 [ 2n(n = 1) X XT Gs, X, ds,
to to

pri ¢emu poslednji sabirak ne postoji za n = 1.

Sada posmatramo ocekivanje obe strane u poslednjoj jednakosti. Iz pretpostavke
E[|¢|*"] < oo, na slican nac¢in kao u dokazu teoreme 3.3.1 pod (b), sledi E [| X;|*"] <
oo. Takode, iz teoreme 2.5.4 pod (b) zakljucujemo

t
E [ / 2 |X, 22 XT (s, X dWS} 0.
to

Dakle, .
E[IX] = B [lf] + [ B [2n X2 XT (s, X,) +
0

+n | X P2 |G (s, X) |2+ 2n(n — 1) | X4 XT G(s, X5)|2] ds,

a to je dalje na osnovu uslova restrikcije rasta iz teoreme 3.3.1

< B [|*"] +(2n+1)nK2/ E(1+ X)) 1X.?] ds.

t
to
Iz leme 4.1.1 dobijamo

B[] < B[] + 20+ 1)n K2 (¢ — o) + 2n.(2n + 1) K [ B[IX.[7] ds.

to

Dalje, na osnovu Bellman-Gronwallove leme (lema 2.1.2), za

o(t) = E [|c]"] + 2n + 1) n K? (t — to)
k(t)=2n(2n+1)K*=C >0
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dobijamo
E[1X*] < E [|c] + (;(t — o) + O/tt (E o] + g(s - t0)> oJi Cdu gy

a daljim izracunavanjem (pomocu parcijalne integracije) dobija se da je poslednji
izraz jednak

1
_ o) Clt—to) | * (,Clt—to) _
—EUC| }e 0+2<e 0 1)§
sto je dalje (jer je C'(t —ty) > 0)
<E {|C|2n} eC(tfto) + eC(tfto) 1< E {|C|2n} eC(tfto) + eC(tfto).
Iz poslednjeg izraza je jasno da smo dokazali (4.2).

Sada ¢emo dokazati (4.3) za slucaj n = 1. Na osnovu leme 3.3.2 pod (a) vazi
2 2
| +28| J]

Primenjujudi isti postupak kao u dokazu teoreme 3.3.1 dobijamo
t t
B1X0 = 2| 2T~ t) [ B[If(s, X )] ds+2 | E[IG(s, X,)] ds
to to

/tG(s,XS)

to

E[|X, - c?] <2E [

/t: f(s, X5)ds

i primenjujuci uslov restrikcije rasta dobijamo da vazi
t
B(IX -] <L [ (1+E[X,]) ds
[Xi—elf] <L ] (1+E[IX.F])

pri cemu je L =2 (T —t; + 1) K2
Ako u poslednjem izrazu iskoristimo prethodno dokazanu nejednakost (4.2) dobijamo

E[|X, -] < L/t: (1+ (14 E[|el?]) e“ to)) ds =

— L(t — to) (1 +

(1+ B|cf?]) (et —
C(t—to
S

< L(t—to) (14 (1+ E[|e]) 7))

<A(1+E [eP]) (¢ = to) 741,

pri ¢emu je konstanta A = 2L.
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Veé znamo da, ako (4.1) zapiSemo u integralnom obliku, dobijamo
X, =+ ttf(s,Xs)ds + ttG(s,XS)dWS, fh<t<T<oo (4.4
0 0
Primetimo da iz jednacine (4.4) dobijamo njoj ekvivalentnu jednacinu oblika
X, - X, = /utf(s,Xs)der /utG(s,XS)dWS,

na intervalu [u, T'], pri ¢emu vazi tg < u <t < T, a pocetna vrednost X, jednaka
je vrednosti procesa X; (koji je resenje jednacine (4.4)) bas u tacki u. Ako sada na
isti nac¢in uopstimo nejednakost (4.3) dobijamo

E [’Xt — Xuy%} <D (1 + F “C|2nD (t — u)" oClt—u)

i zan =1, uz pretpostavku E [|c|?] < oo, sledi da za proces X; u svakoj tacki
u € [to, T] vazi
lim E || X, — X,[°] =0.

Dakle, mozemo da zaklju¢imo da je X; srednje-kvadratno-neprekidan proces na in-
tervalu [to, T

4.2 Analiticke osobine resenja SDJ

Opet ¢emo pretpostaviti da su ispunjene sve pretpostavke iz teoreme 3.3.1 i anal-
iziratemo osobine trajektorija procesa X; koji je resenje SDJ (4.1), odnosno (4.4).
Iz same teoreme 3.3.1 znamo da su skoro sve trajektorije reSenja X; neprekidne na
intervalu [to, T']. Postavlja se pitanje da li su te trajektorije u nekim tackama difer-
encijabilne.

U opstem slucaju odgovor na ovo pitanje je negativan, zato Sto se osobine Brownovog
kretanja W; (iz ¢lana dW;) prenose na proces Xy, a ve¢ smo rekli da su trajektorije
Brownovog kretanja nigde-diferencijabilne. Dakle, trajektorije X;(w) mogu, pod
odredenim uslovima, biti diferencijabilne samo u onim tackama iz intervala [to, 7] u
kojima je G(t,x) = 0.

Posmatrajmo sada jedna¢inu (4.4). Znamo da, ako je f neprekidna funkcija, onda
ODJ

¢
Xt{l} :/ f(s, Xs)ds

to

ima neprekidno diferencijabilno resenje i za njega vazi
Xt{l} = f(ta Xt)-

Posmatrajmo sada sluc¢ajni deo u jednacini (4.4)

t
X = / G(s, X,) dW,.

to

25



U svim tackama u kojima je G(t,x) # 0, trajektorije resenja Xt{Q} ¢e biti nigde-

diferencijabilne (bez obzira da li je funkcija G glatka ili nije) zato sto su, kao Sto smo
ve¢ istakli, trajektorije Brownovog kretanja W; nigde-diferencijabilne. Dakle, jedino
ako u nekim tackama izgubimo slucajni deo u jednacini (4.4), tj. ako je G(t,x) =0,
mozemo se nadati da su trajektorije procesa X; u tim tackama diferencijabilne.
Dajemo sledece tvrdenje.

Teorema 4.2.1 Neka je X; resenje jednacine (4.4), neka su f i G neprekidne
funkcije na intervalu [to, T] i neka je pocetna vrednost ¢ skoro sigurno konstanta.
Ako je G(to,c) =0, onda sa verovatnoéom 1 vazi

. Xt —C
lim
t—to t — 1y

= th = f(t(],C).

Mozemo da zaklju¢imo da su trajektorije resenja stohasticke diferencijalne jednacine
po pravilu nigde-diferencijabilne, jedino u nekim specijalnim slu¢ajevima dobijamo
diferencijabilnost.

4.3 Zavisnost reSenja SDJ od parametara i pocetnih
vrednosti

Neka je X; reSenje jednacine (4.1). Podsetimo se da za trajektorije resenja X; vazi
Xi(w) = gle(w); Wilw) =Wy (w), o <s <),

pri ¢cemu je funkcija g jedinstveno odredena funkcijama f i G. Dakle, trajektorija
Xi¢(w) je, u sustini funkcija dva nezavisna slu¢ajna argumenta c(w) i Wy(w) — Wi, (w),
za tg < s < 1t.

Kao i u teoriji obi¢nih diferencijalnih jednacina, zanima nas kako resenje X;, odnosno
funkcija g, zavisi od promene pocetnih vrednosti c ili od nekih parametara koji se
mogu pojaviti u funkcijama f i G. U sledecoj teoremi p ¢e predstavljati pomenuti
parametar.

Teorema 4.3.1 Neka X,(p) predstavlja resenje stohasticke diferencijalne jednacine
dXt(p) = f(p’ t, Xt) dt + G(p, t, Xt) AW,

Xy =c(p), to<t<T <o,

na intervalu [to, T]. Dalje, neka funkcije f(p,t,x) i G(p,t,x), za svako p, zadovol-
javaju uslove teoreme 3.3.1 i neka su jos ispunjent sledeci uslovi:
(a)

st — lim ¢(p) = ¢(po),

p—po
(b) za svako N > 0 vazi

Jim sup  (|f(pt,2) = f(po, b, 2)| +[G(p,t, 2) = Glpo, t,2)|) = 0,
0 tefto,T), |z|<N
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¢) postoji konstanta K, nezavisna od p, takva aa vazi
ik ta K ) d takva d )
|f(p,t,2)]” +|G(p, t,2)|* < K*(1+ |z]?).

Tada je
st — lim sup |Xy(p) — Xi(po)| = 0.
P=P0 4y <t<T

Sada ¢emo prodiskutovati kako se menja resenje SDJ ako promenimo pocetnu vred-
nost. Posmatracemo sledeci slucaj: za pocetnu tacku intervala na kojem trazimo
resenje X; neke SDJ uzimamo proizvoljnu tacku s iz intervala [to, 7] i u toj tacki s
resenje X; moze uzeti bilo koju pocetnu vrednost € R%. Primetimo da je pocetna
vrednost u trenutku s neka proizvoljna konstanta iz R?, tj. pocetna vrednost nije
slucajna promenljiva. Dakle, naSe resenje X; sada zavisi od parametra ¢ koji se krece
kroz interval [s, T, zatim od pocetne tacke s i od pocetne vrednosti x u trenutku s,
pa kazemo da je X,(s,x) resenje stohasticke diferencijane jednacine

Xi(s,z) =x + /st fu, Xu(s,x)) du + /: G(u, Xu(s,x)) dW,, (4.5)

sa pocetnom vrednoséu
X, (s,7) =1 € RY,
pri cemu jetg < s <t <T.
Pre nego sto formulisemo teoremu koja ¢e nam reéi nesto vise o resenju Xy(s, x)
stohasticke diferencijalne jednacine (4.5) uvodimo pojam:

DEFINICUIA 4.3.1 Za proces X; kaZemo da je srednje-kvadratno-diferencijabilan
u trenutku t1 1 da slucajna promenljiva Yy, predstavlja njegov prvi izvod u trenutku
t1, ako postoje drugi momenti za X; i Yy, i ako vazi

Xt1+h - th 2‘| _ 0

h
Ovakav nacin definisanja izvoda stohastickog procesa nam pomaze da lakse prodisku-
tujemo zavisnost resenja X, (s, z) SDJ (4.5) od promene pocetne vrednosti z.

Teorema 4.3.2 Neka su funkcije f(t,z) i G(t,x) iz jednacine (4.5) neprekidne u
odnosu na (t,x) i neka imaju ogranicene i neprekidne prve i druge parcijalne izvode

lim & U -Y,

h—0

po x;, i = 1,2,...,d, pri éemu je x = (x1,To,...,74) € R Tada je, za fiksirano
t € [s,T), resenje Xy(s,x) srednje-kvadratno-neprekidno po (s, x) i dvaput srednje-
kvadratno-diferencijabilno po x;, 1 =1,2,...,d.
Takode vazi da su izvodi
0 0?
Xi(s,x), Xi(s,x), i,7=1,2,...,d,

kao funkcije po x, srednje-kvadratno-neprekidni i zadovoljavaju stohasticku diferen-
cijalnu jednacinu koja se dobija iz (4.5) trazenjem odgovarajuéih parcijalnih izvoda.
Na primer, stohasticki proces

a Xt(S,l’)

Y, =
! (91:1
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je resenje stohasticke diferencijalne jednacine
t t
Yi=¢ +/ folu, Xou(s,2)) Yo, du +/ G (u, Xoy(s,2)) Y, dW,,

koja se dobija iz jednacine (4.5) traZenjem prvog parcijalnog izvoda po x;, pri cemu
e; € R? predstavlja jedinicni vektor u praveu x;,

fz:[fz1 fxz fmd]

je d x d matrica gde su f,,, 1 =1,2,...,d, vektor kolone, a
Gy =[Gz, Gzy ... Gy,

gde su G,,, i =1,2,...,d, matrice formata d x m.
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Glava 5

Linearne stohasticke diferencijalne
jednacine

5.1 Uvod

U ovom poglavlju ¢emo posmatrati stohasticke diferencijalne jednacine oblika
dXt - f(t, Xt) dt + G(t, Xt) th,

Xy =¢, tr<t<T <00, (5.1)

za specijalni odabir funkcija f(¢,z) i G(t, x) tako da one budu linearne po parametru
x (u opStem slucaju funkcije f(¢t,z) i G(t,z) su nelinearne). Napomenimo da ¢e
teorija iz linearnih SDJ, u sustini predstavljati uopstenje teorije ODJ pocevsi od
linearnih sistema diferencijalnih jednacina (sa pocetka ovog rada), posto ¢e proces
X;, koji ¢e predstavljati resenje linearne SDJ, biti jedan R?-vrednosni stohasticki
proces.

Na pocetku dajemo formalnu definiciju linearne stohasticke diferencijalne jednacine.

DEeFINICIIJA 5.1.1 Linearna stohasticka diferencijalna jednacina je SDJ ob-
lika (5.1), ¢ije je resenje ma intervalu [to, T] R%-vrednosni proces Xy, ako su f(t,x)
i G(t,x) linearne funkcije po promenljivoj x na skupu [to, T| x R, odnosno, drugim
recima, ako je

f(t,z) = A(t) z + a(t),

gde je A(t) jedna R™-vrednosna funkcija (tj. matrica formata d x d), a a(t) je
R-vrednosna funkcija i ako je

G(t,z) = [Bi(t)x + bi(t) Ba(t)z+ba(t) ... Bp(t)x +bm(t)] e

pri éemu su By (t), k = 1,2, ..., m, R™%vrednosne funkcije, a by(t), k =1,2,...,m,
Re-vrednosne funkcije. Dakle, linearnu SDJ moZemo zapisati na sledeéi nacin

dX, = (A(t) Xy +a(t)) dt + (Bi(t) Xy +b1(t) AW} 4 ... 4 (B (t) Xy + b (1)) AW/,
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odnosno,

dX, = (A(t) Xi + a(t)) dt + > (Bi(t) Xi + bi(t)) AW, (5.2)
i=1
pri éemu je Wy = (WA W2 ... Wm).

Linearnu SDJ, tj. SDJ oblika (5.2), nazivamo homogena linearna SDJ ako vazi

Linearnu SDJ, tj. SDJ oblika (5.2), nazivamo linearna SDJ u uzem smislu ako
vazi

By(t) = Ba(t) = ... = Bp(t) =0.
Iz teoreme o egzistenciji i jedinstvenosti resenja SDJ (teorema 3.3.1) dobijamo
sledece posledice.

Posledica 5.1.1 Linearna stohasticka diferencijalna jednacina oblika (5.2) ima, za

bilo koju pocetnu vrednost X;, = c koja je nezavisna od Wy — W,,, za t > to,
jedinstveno neprekidno resenje na celom intervalu [to, T], ako su funkcije A(t), a(t),
B;(t) i bi(t), i = 1,2,...,m merljive i ogranicene na istom tom intervalu.

Ako navedene pretpostavke (merljivost i ogranicenost datih funkcija) vaze na svakom
podintervalu od [ty,00), onda linearna SDJ (5.2) ima jedinstveno globalno resenje
(tj. resenje definisano za svako t € [tg, 00)).

Posledica 5.1.2 Za autonomnu linearnu SDJ oblika

dX; = (AX;+a)dt +> (B Xy + b;) dW},

i=1

(tj. koeficijenti A, a, B; i b;, i = 1,2,...,m, ne zavise od t) uvek postoji globalno
resenje.

Nas cilj u daljem radu je da odredimo zatvorene i eksplicitne oblike za resenja
linearnih stohastickih diferencijalnih jednacina.
5.2 Linearne SDJ u uZzem smislu
Linearnu SDJ u uzem smislu zapisujemo
dX; = (A(t) Xy + a(t)) dt + B(t) dWy, (5.3)

pri ¢emu B(t) predstavlja matricu formata d x m ¢ije su kolone vektori b;(t), i =
1,2,...,m, odnosno

B(t) = [ bi(t) ba(t) ... bu(t) ]
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Primetimo da do jednacine (5.3) dolazimo kad deterministickom linearnom sistemu
jednacina .
Xt = A(t) Xt + a(t),

gde je A(t) jedna d x d matrica, a X; i a(t) su vektori iz R?, dodamo slu¢ajni deo u
obliku

B(t) &,

pri ¢emu je B(t) opisana d X m matrica, a & predstavlja m-dimenzionalni beli sum.
U nastavku ¢emo pretpostaviti da su ispunjeni svi uslovi iz teoreme 5.1.1, tj. da su
funkcije A(t), a(t) i B(t) merljive i ogranicene na intervalu [ty, T'], i da¢emo zatvoreni
oblik jedinstvenog resenja X; na intervalu [to, 7.

Teorema 5.2.1 Linearna SDJ u uzem smislu
dX; = (A(t) Xi + a(t)) dt + B(t) dWy,

Xt() = C,
na intervalu [ty, T'] ima reSenje

X, = (1) (c—l— /t ®(s)ta(s)ds + t

to to

d(s)" B(s) dWs) , (5.4)

pri cemu ®(t) predstavija fundamentalnu matricu (definicija 2.1.4) deterministicke
jednacine X, = A(t) Xy (tj. homogenog linearnog sistema (2.6)).

Dokaz. Na osnovu definicije fundamentalne matrice ®(¢) (definicija 2.1.4) znamo
da su kolone matrice ®(¢) linearno nezavisna resenja deterministickog homogenog
linearnog sistema

X, = A(t) X, (5.5)

(napomenimo da prateci sadasnje oznake zaklju¢ujemo da je ®(¢) matrica dimenzija
d x d). Ako je svako od tih d reSenja sistema (5.5) (tj. kolone matrice ®(¢)) u
pocetnom trenutku ¢, jednako odgovarajuéem jediniénom vektoru e; € R? i =
1,2,...,d, jasno je da je fundamentalna matrica ®(t), u sustini, reSenje matricne
jednacine

d(t) = A(t) (1) (5.6)

sa pocetnim uslovom

(I)(tﬂ) = I?

gde je I jedini¢na matrica formata d x d.
Uvedimo sada oznaku

Yi—c+ [ d(s) lals)ds + [ B(s)! B(s)dIW..

to to

Stohasticki diferencijal za Y; je

dY; = ®(t) ' a(t)dt + ®(t)"" B(t) dW;.
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Na osnovu Itove formule iz teoreme 2.6.1 (tacnije iz teoreme 2.6.2, jer je k = d > 1)
dobijamo da proces

ima diferencijal
dX; = &(t) Yy dt + () @) ta(t) dt + d(t) D(t) L B(t) dW,,

jer je funkcija u(t,y) = ®(t) y linearna po promenljivoj y pa su svi drugi parcijalni
izvodi uy,,, =0zai,j=1,2,...,diy= (y1,¥2 .., Ya)
Dalje je, na osnovu (5.6),
dX; = At) @) Yidt + ®(t) ®(t) 'a(t) dt + ®(t) ®(t)"' B(t) dW,,
odnosno,
dX, = A(t) D(t) Y, dt + a(t) dt + B(t) dW,,
dX: = (A(t) X¢ + a(t)) dt + B(t) dW;.
I za t =ty dobijamo Xy, = ®(ty) Y, = [ c =c.

U nastavku slede dva specijalna sluc¢aja prethodne teoreme.

Teorema 5.2.2 Ako je u izrazu (5.3) matrica A(t) konstantna, tj. nezavisna od
parametra t, A(t) = A, onda resenje ima sledeéi oblik

t
X, =Moo [ A=) (q(s) ds + B(s) dWy).
to

Teorema 5.2.3 Za d =1 (ali proizvoljno m) fundamentalna matrica je oblika

t

(ID(t) — e tOA(S)dS

pa je reSenje X; oblika
t t s
X, = el A% (c+ [ e It ags) ds + B(s) dWS)>.
to

Na osnovu teoreme 4.1.1 znamo da postoji drugi momenat reSenja X;, ako vazi
E|e)?] < o0.
Teorema 5.2.4 Neka je E[|c|*] < co. Tada za resenje X, linearne SDJ

X

0o — G

vazi

t

mx(t) = my = E[X,] = ®(t) (E[c] + [ @) a(s) ds) | (5.7)

to
Dalje mozemo zakljuciti da je m; resenje deterministicke linearne diferencijalne
jednacine

my = A(t) my + a(t),
my, = Elc].
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Dokaz. Ako u izrazu (5.4) potrazimo ocekivanje leve i desne strane (uz koris¢enje
teoreme 2.5.4 pod (b)) dobijamo

my = E[X,] = B(t)E[d] + (t) /tt (s)""als) ds,
0

Sto je u stvari (5.7). Dalje, ako poslednji izraz diferenciramo po ¢ dobijamo

e = B(1)Blc] + b(0) | "B (s) " als) ds + (1) (1) alt),

0

a to je dalje na osnovu (5.6)

my = A(t) @(t) Elc] + A(t) (1) /tt (s) ta(s)ds + a(t),

0
my = A(t) my + a(t).

Takode je
J mi, = ®(to) Eld] = 1 E[] = E[d],

pa, na osnovu teoreme 2.1.5, sledi (5.7).

O

Lema 5.2.1 Ako je R-vrednosna funkcija G(s) iz Lo[to, t], onda stohasticki integral
ftto G(s) dWy ima sledeéu normalnu raspodelu

/tt Gls)dW, : N (o, t: G?(s)ds> |

Primetimo da podintegralna funkcija G ne zavisi od w, tj. G je realna deterministicka
funkcija.

Pre dokaza ove leme podseti¢emo se nekih jednostavnih tvrdenja:

1. Ako X : N(m,0?) = X +k: N(m+k,0?), gde je k proizvoljna konstanta iz R.
2. Ako su X, Xs,...,X,, n € N, medusobno nezavisne slucajne promenljive sa
normalnom raspodelom

Xi:./\f(mi,af), i:1,2,...,n,

onda slucajna promenljiva ¥ = >, a;X;, a; € R, 1 = 1,2,...,n, ima slede¢u
normalnu raspodelu

Y = ;GZXZ IN <;almz,;a303> .

Dokaz leme 5.2.1. Kako je funkcija G nezavisna od w, postoji niz step funkcija
{Gn}nen, takode nezavisnih od w, tako da vazi

t
/ |G(s) — Gp(s)]*ds — 0, kad n — oc.
to
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Na osnovu teoreme 2.5.4 pod (c) dobijamo

d

[(Gs) = Gatspaw.

to

2
]—>0, kad n — oo,

odnosno .

¢
sk— lim [ Gp(s)dWs= [ G(s)dWs.

n—oo tD tO

Kako stohasticki integral za deterministicku step funkciju G,,, n € N, zapisujemo
t n
] Gn(s)dWs = Z Gn(ti—l)(Wti - Wti—l)
0 i=1

i iz ¢injenice Wy, — Wy, | : N(0,t; — t;—1) zakljucujemo

th(s)dWs N (0, iGi(ti—l)(ti — ti—l)) ;
to i=1

odnosno,

t t
Go(s)dW, : N (0, Gi(s)ds)
to to

i kad pustimo limes dobijamo

/ Gls)dW, N (o, t: G2(s)ds) .

to
O

Teorema 5.2.5 Ako je pocetna vrednost ¢ Gaussovska (normalna) slué¢ajna promenljiva
ili konstanta, onda je proces Xy, t € [to, T, oblika (5.4) koji je resenje lineane SD.J
(5.8) jedan Gaussovski stohasticki proces.

Dokaz. Ako u izrazu (5.4) uvedemo oznake

A= ®(t)e, B o) /ttb(s)_la(s) ds, C = (1) /té(s)_lB(s) daw,,

to to

onda proces X; mozemo zapisati na slede¢i nacin
Xy =A+B+C, teltT].

Kako znamo da je proces X; neanticipirajuc¢i u odnosu na neanticipirajuc¢u familiju
Fi, jer je resenje linearne SDJ (5.3), on je, dakle, F;-merljiv pa je pocetna vred-
nost ¢ = X, Fi,-merljiva i samim tim nezavisna od W;' pa sledi da su slucajne
promenljive A i C' nezavisne.

Dalje, kako B ne zavisi od w, tj. B je deterministicka veli¢ina, A je po pretpostavci
teoreme normalna slu¢ajna promenljiva ili konstanta, a C' je na osnovu leme 5.2.1
normalna slu¢ajna promenljiva, mozemo zakljuciti da je X;, za svako t € [ty,T],
takode jedna normalna slucajna promenljiva, pa je i svako sec¢enje procesa X; opet
normalna slucajna promenljiva. Dakle, X; je Gaussovski proces.

O
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5.3 Opsta skalarna linearna SDJ

Posmatrajmo stohasticku diferencijalnu jednacinu oblika
dX; = (A(t) Xy + a(t)) dt + > (Bi(t) Xy + bi(t)) dWy,
i=1

X, =, (5.8)

gde je X; jedan R-vrednosni (skalarni) proces (primetimo da je u ovom slucaju
samo Brownovo kretanje W; R™-vrednosna funkcija, a sve ostale veli¢ine su skalarne
funkcije).

Pretpostavimo da su koeficijenti A(t), a(t), B;(t) i b;(t), i = 1,2,...,m, merljive
i ogranicene funkcije na intervalu [ty, T, tada na osnovu posledice 5.1.1 na datom
intervalu postoji jedinstveno resenje X; u slede¢em obliku.

Teorema 5.3.1 Jednacina (5.8) ima resenje

X, = @, <c n /tt o <a(s) . gBi(s) bi(s)> ds + i /tt O 1b,(s) dW;‘) ,

gde je
fti) (A(S)_Z Bi(25)2 ) d5+z ftto B;(s)dW}
e 1=1

i—1

(I)t:

N

Y

resenje homogene jednacine
d®, = A(t) Dy dt + > Bi(t) @, dWY,
i=1
(I)to - 1
Dokaz. Uvedimo oznaku

Y, = /tt (A(s) _ f: Bi(28)2> ds + i_njl/tt Bi(s) dW.

=1

Primetimo da je
(I)t = eYt.

Uvedimo jos jednu oznaku

Zy=c+ te_Ys (a(s) - i Bi(s) bi(s)> ds + i /t: e Y by(s) dW.

to
Dakle, jasno je da X; mozemo zapisati na sledec¢i nacin

Xt = €Yt Zt,
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i zelimo pomocu Itove formule (2.15) iz teoreme 2.6.1 da pokazemo da za X; vazi
(5.8).

Prvo mozemo da zaklju¢imo sledece

dy, = (A(t) — fj Bi(t)2> dt + fj Bi(t) dW}

i=1 2 i=1

dZ, = e (a(t) — i B;(t) b,-(t)) dt + i eV by(t) dW).

=1 =1

Kako je X; = e¥* Z, = u(t,Y;, Z;) dobijamo

Y
u(t,y,z) = e’z
pa vazi
u; = 0, u, = e’z, u, = e’,
_ — Y _
Uyy = €72, Uy, = Uy = €7, Uy, =0

U nasem slucaju (za d = 2) formula (2.15) ¢e imati sledeci oblik

dXy = (w(t, Ve, Z) 4 uy(t,Ye, Z) f1(t) + ua(t, Yy, Zy) fo(t)+
(Y Z)(GOG I+ S (1, Vi, Z) (GGt
—i—;uzy(t, Y;, Z)(G()G () ) + ;uzz(t, Yy, Zt)(G(t)G(t)T)ﬂ) dt+
+[ w6V Z) w(tY, 2 | G AW,

pri ¢cemu je

l fi(t) ] = A®) - ‘i =n
() |, e Yt (a(t) - i B;(t) bz@)) |
Bi(t)  Ba(t) B (1)
Gl = l et bi(t) e by(t) e b () Lxm7
pa je
i SB(1 e B
B Gl = e~V g Bi(t)bi(t) e X bi(t)? -
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=1 i=1
m 1 m
+=e" 2> Bi(t)* + 5er e Bi(t) bi(t) + = e¥te ZB +o> dt+
=1 =1

= (" Z,A(t) + alt)) dt +§j(er Zy Bi(t) + bi(t)) dW] =
= (A(t) X(t) + dt+§: ) X; + bi(t)) dW;,

=
a to je, uz uslov Xy, = ®,, ¢ = ¢, u stvari (5.8).

O

Teorema 5.3.2 Resenje X; skalarne linearne SDJ (5.8) ima, za svako t € [ty,T],
momente p-tog reda ako i samo ako vazi E[|c|P] < oco. Takode je,

my = E[X}] = ¢y (E[c] + /t: w0t a(s) ds) :

o = GLZA(s)ds,

odnosno, my je reSenje obicne diferencijalne jednacine

gde je

my = A(t) me + a(t),

my, = Elc].

5.4 Opsta vektorska linearna SDJ

U ovom odeljku ¢éemo posmatrati linearnu SDJ oblika
dX;, = (A(t) X, +a(t) dt+z (t) X; + bi(t)) dW},
Xto = ¢, (59)
¢ije je resenje X; jedan Revrednosni proces, zatim A(t) i Bi(t), i = 1,2,...,m
su R™yrednosne funkcije, a(t) i b;(t), i = 1,2,...,m su Rvrednosne funkcije i
W, = (W W2, ...,W/™) je m-dimenzionalno Brownovo kretanje. Pretpostavimo

da su opet ispunjeni svi potrebni uslovi iz teoreme 5.1.1 tako da jednacina (5.9) ima
jedinstveno resenje na intervalu [to, 7.
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Teorema 5.4.1 Linearna stohasticka diferencijalna jednacina na intervalu [t,,T]
ma reSenje

i—1

X, = @, <c + /tt ! (a(s) - i Bi(s) bi(s)) ds + i/j O1b,(s) de) ,

pri cemu je fundamentalna matrica @, (formata d x d) resenje homogene stohasticke
diferencijalne jednacine

i=1
(Dt() - I

Ideja dokaza je ista kao kod linearne SDJ u uzem smislu i opste skalarne linearne
SDJ. Za dato resenje X; pomoc¢u Itove teoreme dokazujemo da zadovoljava (5.9).

Teorema 5.4.2 Pod pretpostavkom El|c|*] < oo, za resenje X, jednacine (5.9) vazi
da je my = E[X}] jedinstveno resenje jednacine

my = A(t) my + a(t),

my, = E[c].

5.5 Primeri linearnih SDJ

Prvo ¢emo dati primer za linearnu SDJ u uzem smislu.

Primer 1. Jedan od istorijski najstarijih primera stohasticke diferencijalne jednacine
je tzv. Langevinova jednacina koja se dobija kada posmatramo Brownovo kretanje
Cestice pod uticajem sile trenja (i nijedne druge sile) i njen oblik je

X; = —aX, + &4,

gde su a > 0 i o konstante. Proces X;, koji je resenje date jednacine, predstavlja
jednu od tri komponente brzine cestice, a & je skalarni beli Sum.
Primetimo da datu Langevinovu jedna¢inu mozemo zapisati na sledeéi na¢in (uz
odabir ty = 0)

dX; = —a X, dt + o dW,,

X(cha

a to je u stvari jedna autonomna linearna SDJ u uzem smislu (d = m = 1).
Sada na osnovu teoreme 5.2.2 znamo da je njeno resenje

t
X, =e %+ 0’/ e_a(t_s)dWS,
0

a iz teoreme 5.2.4, za E[|c|*] < oo, dobijamo

my = E[X;] = e Elc].
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Sada zelimo da odredimo disperziju procesa X;. Racunamo
t t 2
E [Xﬂ =F [e_mtc2 + 2 Jce_“t/ e =g, + o2 (/ e_“(t_s)dWs) ] .
0 0

Dalje je, na osnovu teoreme 2.5.4 pod (b) i (c),

2

¢
E [Xtﬂ — 2B 4 02/0 o205 g — 2Pl 2] % (1 _ eant).

Dakle, disperzija procesa X; je data sa

DIX,] = B[X?] - (E[X))* =

2

=20t pr21 L 9 (1 —2at) 2t 2 _
=e E[c]—|—2a (1 e ) e ““(Elc]) =
2

=e 2Dl + % (1 - e’%‘t) .

Ako jos odaberemo da je ¢ normalna slucajna promenljiva ili konstanta na osnovu
teoreme 5.2.5 zaklju¢ujemo da je resenje X; jedan Gaussovski proces i takav proces
se naziva Ornstein- Uhlenbeckov proces brzine.

Primetimo da kad ¢t — oo, uz uslov E[|c|?] < oo, vazi

E[X;] — 0, kad t — oo,

o2
D[X;] — —, kad t — oo,
2a

pa mozemo zakljuciti da se X;, za dovoljno veliko ¢, ponasa kao Gaussovska slucajna
promenljiva, tj. ima normalnu N (0, %) raspodelu.

Primer 2. Kako proces X, iz prethodnog primera predstavlja brzinu cestice, onda
¢e proces Y; koji zadovoljava jednacinu

dY;

X, = —*
t dt?

odnosno u integralnom obliku
t
Yi=Yo+ [ Xods,
0
predstavljati polozaj ¢estice. Ako su Yj i ¢ normalne slu¢ajne promenljive ili kon-

stante onda je Y; Gaussovski proces i naziva se Ornstein-Uhlenbeckov proces poloZaja.
Primetimo da za proces Y; vazi

E[Y)] = E[Yy] + /Ot E[X,]ds = E[Y;) + /Ot E[de®* ds

Bl(1— )

EY,] = E[Yo] +

69



Sada ¢emo kroz dva primera pokazati jednu od metoda za resavanje linearnih sto-
hastickih diferencijalnih jednacina.

Primer 3. Neka su f,g : R — R deterministicke neprekidne funkcije i f €
Li[to, T), g € La[to, T]. Resavamo linearnu SDJ oblika

Xto = C.

Pokusa¢emo da pronademo resenje X; u obliku proizvoda
X = Xq(t) Xa(t), (5.10)
pri ¢emu su procesi X (t) i Xs(t) resenja sledecih stohastickih diferencijalnih jednacina
dXy(t) = g(t) Xy (t) AW,
Xi(to) =c¢
dXs(t) = A(t) dt + B(t) dW,

Xo(to) =1,

a funkcije A(t) i B(t) moramo nekako da odredimo. To postizemo pomocu Itove
teoreme 2.6.3 za slucaj k =m =11d = 2. Kako je

Xt = Xl(t) Xg(t) = U(t,X1<t), Xg(t))

zakljucujemo da je u(t,z) = u(t, z1,x9) = x1 o pa su potrebni parcijalni izvodi
ut:Oa Ugy = T2, Ugy = X1,
Ugyzy = Ugpay = 0,

Ug gy = Ugogy, = 1.
Dalje, iz (2.21) i (5.10) sledi

1
dXt = Utdt + U,xlXm (t) + uxdeg(t) + §uxl$1dX1 (t)Xm (t)+

1 1 1
—|—§u$1x2dX1 (t)dXQ(t) + §Ux2xldX2(t)dX1 (t) + §Ux2z2dX2(t)dX2(t) =

= Xo(t) dX1(t) + X1(t) dXo(t) + dX1(t) dX5(t) =
a to je dalje (dW, - dW, =dt, dW,-dt =0, dt-dt =0)

= Xo(t) dX:(t) + X1(t) dXo(t) + g(t) X1 (t) B(t) dt =
i na osnovu (5.10) dobijamo
= X(t) g(t) dW; + X1(t) dXa(t) + g(t) X1(t) B(t) dt.
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Dakle,
X1(t)dXso(t) 4+ g(t) X1(t) B(t) dt = f(t) X, dt,

odnosno,

A(t)dt + B(t) dWy + g(t) B(t) dt = f(t) Xa(t) dt,
pa za funkcije A(t) i B(t) biramo
B)=0,  A(t) = f(t) X:(t).
Sada vidimo da za X5(t) dobijamo obi¢nu diferencijalnu jednacinu (jer nestaje

slucajni deo)
dXs(t) = f(t) Xa(t) dt,

i njeno reSenje je

Od ranije znamo da je

t t
Xi(t) = ce 2l @@ dst] 9 dws

pa ¢e krajnje reSenje imati oblik
t + L
Xy = Xq(t) Xo(t) = Ceftog(s)dWs-f-ftO(f(S)—ggQ(s))ds‘

Primer 4. Neka su ¢,d,e, f : R — R deterministicke neprekidne funkcije i d €
Ly[ty, T], f € Lalty, T]. Resavamo linearnu SDJ oblika

dXy = (c(t) +d(t) Xy) dt + (e(t) + f(t) X)) dW3,
X

o =C.

Opet pokusavamo da pronademo resenje X; u obliku proizvoda
X = Xq(t) Xa(t)
pri ¢emu su procesi X, (t) i Xo(t) resenja slede¢ih stohastickih diferencijalnih jednacina
AX5 (1) = d(t) X, (1) db + [(1) X, (£) Wi,
Xi(tg) =1

dXs(t) = A(t) dt + B(t) dW,
Xo(to) = c.
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Slicno kao u prethodnom primeru odredujemo funkcije A(t) i B(¢)

=d(t) Xy dt + f(t) Xy dW, + X7 A(t) dt + X, B(t) dW, + f(t) X1(t) B(t) dt.
Dakle,

X A(t)dt + Xy B(t) dW, + f(t) X1(t) B(t) dt = c(t) dt + e(t) dW;

pa je
NBW) =) = B =Y

o A@) + FO) X () B@) —ot) =A@t = DSl
Sada znamo da X»(t) resava jednacinu

oft) = FOelt) o, et) oo

WXl === X, ()

Xg (to) =C,

odnosno, zapisanu u integralnom obliku,

o)~ f)els) | [ el
W Xls) BT X e

Xg(t) =c+

a kako je
t t
Xi(t) = efto f(s) dWs+ftO (d(s)~112(s)) ds

dobijamo da konacno resenje izgleda ovako

t t 1 . .
Xt == X]_(t) X2(t) = efto f(s)dWS+LO(d(S) 2f2( ))d >

t - s T r— ° T —1y2 T T
x (c+/ (c(s) — f(s) e(s)) - ¢ S IO I Li (dn=3 .2 ) dr g
to
t s s
+ [ els) e R MM (OO 4 )
to
Sada ¢emo uraditi jedan primer iz finansijske matematike.
Primer 5. Neka P(t), odnosno P;, predstavlja cenu akcije u trenutku ¢. Mozemo
posmatrati ponasanje cene akcije P; kroz vreme, tako sto pretpostavimo da relativna

promena cene, tj. d?l?, zadovoljava linearnu SDJ oblika
dP,
—t = dt + o dW,,
P,

odnosno da je
dPt :/Lptdt‘i‘O'Ptth,
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gde su pu > 0 i o konstante, uz pocetni uslov
Py = Do,

pri cemu pretpostavljamo da je pocetna cena py pozitivna.
Na osnovu primera 3. znamo da je reSenje date linearne SDJ

P, =pg ef(f JdWS+f(: (“7%‘72) ds

odnosno,
o Wit (u— %) t
Py =pge -
Primetimo, iz poslednje formule sledi da je cena akcije P, uvek pozitivna (posto smo
rekli da je pocetna cena py pozitivna).
Na osnovu teoreme 5.3.2 dobijamo

E[P] = poe"

i mozemo zakljuciti da se ocekivana vrednost cene akcije poklapa sa resenjem obicne
diferencijalne jednacine
dPt = ,LLPt dt,

P0:p07

koja je u stvari specijalni slucaj pocetne linearne SDJ za o = 0.

Prethodni primer nam pokazuje primenu SDJ u finansijskoj matematici, tj. videli
smo kako promenu cene akcije mozemo modelirati pomoc¢u stohasticke diferenci-
jalne jednacine. Sada ¢emo uraditi jo§ jedan primer iz epidemiologije i pokazati
kako sirenje neke infekcije ili informacije kroz populaciju mozemo opisati pomocu

SDJ.

Primer 6. Zelimo da modeliramo slede¢u pojavu: Jedna osoba iz ¢itave populacije
(nazovimo je osoba A) poseduje neku informaciju i sa odredenom stopom (procen-
tom) prenosa moze da je prenese na ostale clanove populacije, pri ¢emu pretpostavl-
jamo da unutar populacije samo osoba A moze da prosledi informaciju, a ostatak
populacije zna ili ne zna informaciju, ali ne moze medusobno da je prosleduje.
Uvedimo sledece oznake:

x(t) - procenat (deo) populacije koji poseduje informaciju u trenutku ¢,

a € [0,1] - stopa (procenat) prenosa informacije sa osobe A na proizvoljnu osobu iz
populacije,

b € [0, 1] - stopa zaboravljanja informacije,

¢ € [0,1] - stopa dobijanja informacije iz spoljasnje sredine (tj. neka osoba nije
saznala informaciju od osobe A, veé¢ na neki drugi nacin).

dz(t)

5~ Mozemo modelirati na sledeéi nacin

Na osnovu uvedenih oznaka promenu

dx(t)
dt

=a(l —z(t)) = ba(t) + c(1 — z(t)), (5.11)
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tj. (ako izostavimo t)

dx

a:a(l—x)—bx%—c(l—x):(—a—b—c)$+(a+c). (5.12)

Primetimo da u (5.11) izraz 1 — z(t) predstavlja deo populacije koji ne poseduje
informaciju u trenutku ¢.
Ako dodamo i pocetni uslov
z(0) =0,
(u nultom trenutku niko ne poseduje informaciju, zatim je saznaje osoba A i dalje

siri kroz populaciju) dobijamo sledeéi deterministicki poc¢etni problem

d
d—i:(—a—b—c)x—l—(a—%c)

a njegovo resenje je
(CL 4 C) (1 _ 67(a+b+c)t>

2(t) =

a+b+c
Primetimo da je
a+c
li )= ——
tiglom( ) a+b+c’

a odatle vidimo da ako b — 0 sledi da je

tlg&x(t) =1
Sto znac¢i da ako niko ne bi zaboravljao informaciju (tj. stopa zaboravljanja in-
formacije b je jednaka nuli), onda bi posle izvesnog vremena cela populacija znala
informaciju.
Napomenimo da dati model (5.11) mozemo poboljsati tako Sto bi pretpostavili da
stope a, b i ¢ nisu konstante, ve¢ da i one zavise od ¢, tj. iz (5.11) bi dobili sledeéi

model
dﬂ;it) =a(t)(1 —z(t)) — b(t)x(t) + c(t)(1 — z(t)).

Od pocetnog modela (5.11) pravimo stohasticki model tako sto dodajemo slucajni
deo u obliku

e(1—xz(t)), e€l0,1],

(naravno, i € ne mora biti konstanta, ve¢ moze zavisiti od t, tj. € = £(t)).

Dakle, kao novi model dobijamo jednu opstu skalarnu linearnu SDJ
dX; = ((—a—b—0)Xi+ (a+c))dt + (—eX; + €)dW,;

X, =0, (5.13)
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¢ije je reSenje stohasticki proces X;. ReSenje X; mozemo odrediti pomocu veé
uradenog primera 4. Uzimajuéi da je

ct)y=a+ec, dit)=—a—-b—c, e(t)=¢e f(t)=—¢,

dobijamo
Xl (t) = efot _€dW9+f0t(—(l—b—c_%(_E)2) ds

Y

OanSHO,
— _ 1.2
)(1 (t) e eWi—(atbtct5e)t

Y

pa konacno resenje ima oblik

X, = X (1) <o+/0t‘wczs+/ot

%0 dWS) |

odnosno,

0 Xi(s) o Xi(s)

Na osnovu teoreme 5.3.2 dobijamo da je ocekivanje procesa X; realna funkcija oblika

t d t dW,
X; = X1(t) <(a+c—|—52) i )

t t s
m; = E[Xt] — 6‘[0 (—a—b—c)ds (O +/ €f0 (a+b+6)du(a + C)dS) :
0

odnosno,

)

a+c e(a-i—b-‘rc)t -1 atc)(1— e—(a-i—b-‘rc)t
m, = E[Xt] — e—(a+b+c)t (( ) ( ) — ( ) ( )

a+b+c at+b+c

i prime¢ujemo da je ona jednaka resenju z(t) za deterministicki model (5.11), §to
vazi na osnovu drugog dela teoreme 5.3.2.

Sada ¢emo jos malo uprostiti model (5.13) da bi dobili linearnu SDJ u uzem smislu,
posto smo taj oblik detaljno obradili u ovom radu. Dakle, dobijamo

dX; = ((—a—b—0)X; + (a+ ¢))dt + edW;
X, = 0. (5.14)

Na osnovu primera 4. dobijamo da resenje modela (5.14) ima oblik

(a+ c) (e(a-‘rb-i-c)t _ 1)
a+b+c

t
X, = e~ latbtolt ( +¢ / e(“+b+C)SdWS) : (5.15)
0

Kako je u modelu (5.14) pocetna vrednost ¢ = 0 (tj. ¢ je konstanta) na osnovu
teoreme 5.2.5 resenje X, je Gaussovski proces, odnosno, za svaki trenutak ¢ > 0, X,
ima normalnu raspodelu.
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Ako sada potrazimo ocekivanje za proces X, iz (5.15), uz koriséenje teoreme 2.5.4
pod (b), dobijamo sledeéu realnu funkciju

((I + C) (1 _ 67(a+b+c)t)
a+b+c

i, = E[X,] =
i prime¢ujemo da je i ona jednaka resenju x(t) za deterministicki model (5.11).

Dakle, resenje X;, kad ¢ — oo, predstavlja slucajnu promenljivu sa normalnom

. ~ . . a+c
raspodelom i ocekivanjem 5.

Na kraju ¢emo samo ista¢i da model (5.13), dobijen iz modela (5.12), mozemo
uopstiti do kvadratne SDJ

dXt = (CLXt(l — Xt) — bXt + C(]_ - Xt))dt + €Xt<1 - Xt)th

X0:07

i dati model opisuje sirenje informacije kroz populaciju pri cemu svaka osoba moze
da prenosi informaciju (a ne samo osoba A) sa stopom prenosa a. I u ovom modelu
X, predstavlja procenat populacije koji poseduje informaciju u trenutku ¢.
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Zakljucak

Kao sto se moglo videti iz prilozenog materijala ovo je jedan rad teorijskog karak-
tera. Iako je uradeno nekoliko primera, akcenat je ipak bio na teorijskom pristupu,
odnosno, koncentrisali smo se na objasnjenje potrebe za uvodenjem stohastickih
diferencijalnih jednacina, a najvise paznje smo posvetili ispitivanju osobina resenja
SDJ. Medutim, vazno je naglasiti da je prakticna primena stohastickih diferencijal-
nih jednacina ogromna, ali to nije bio primarni cilj ovog rada. I na kraju je bitno
napomenuti da je ovo ipak samo uvodna teorija za rad sa SDJ, ali opet, u nekoj
meri, dovoljna za razumevanje osnovnih pojmova vezanih za stohasticke diferenci-
jalne jednacine.
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