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Predgovor

U toku osnovnih studija oblast matematickog modeliranja je obradena u smislu da su studenti
upoznati sa ¢injenicom da se uz pomo¢ matematickih modela, formiranih na razlicite nacine,
mogu predstaviti pojave u prirodi iz brojnih oblasti. U okviru predavanja studentima su prikazani
unapred postavljeni i svetski poznati modeli. Isti su objasnjeni i, u nekim slucajevim, analizirani.
Modeli koji su bili sastavni deo predavanja na osnovnim kursevima nisu obuhvatali modeliranje
pojava iz oblasti medicine, tj. matematicki modeli epidemija (bolesti), koji se navode u daljem

radu, nisu obradivani.

Cilj ovog master rada je pokazati na koji nacin se, koris¢enjem matematickih alata kao §to su
obi¢ne diferencijalne jednacine i sistemi istih, moze pristupiti, najpre, postavljanju problema koji
opisuje pojavu i ponaSanje neke bolesti u okviru populacije, a zatim i njegovoj analizi. Pocevsi
od najjednostavnijih modela, kako epidemija tako i virusa HIV, Citalac rada uvodi se u materiju,
dok mu se u nastavku, toku rada, razja$njavaju matemati¢ki modeli ovih fenomena, odnosno

njihov uticaj na reSavanje problema.

Rad se sastoji iz Sest poglavlja.

U prvom, uvodnom, poglavlju dati su neki osnovni podaci o modeliranju uopste, kao i o

matematickom modeliranju. U ovom poglavlju koriS¢ena je literatura [2, 4, 5, 9].

Drugo poglavlje predstavlja istorijat matemati¢kog modeliranja, od njegovog nastanka do danas.
U ovom delu navedeno je nekoliko naucnika, pre svega matematicara, ¢iji su radovi svetski
poznati i predstavljaju temelj na kome se razvijala oblast matematickog modeliranja epidemija.
Drugim re¢ima, dela navedenih autora predstavljaju pocetak, uvod i oshov, svih radova koji se
formiraju, analiziraju i prakticno koriste u sadasnjosti. Literatura upotrebljena za izradu ovog

poglavlja je [1, 2, 3, 6].

U tre¢em poglavlju detaljno su objasSnjene sve one veli¢ine koje mogu da se koriste u formiranju

matematickih modela epidemija. Naime, kao $to je navedeno i u velikom broju radova koji se



bave ovom temom, vrlo jednostavnim vremensko-zavisnim funkcijama predstavljene su klase
populacije, na ¢ijem ponaSanju, poznatom iz stvarnog Zivota, se zasniva i formiranje modela.
Takode su predstavljene i objasnjene neke grani¢ne veliCine, stope i konstante, na osnovu ¢ijih
vrednosti, dobijenih ili izra¢unatih u praksi, moze da se posmatra i tok, tj. ponasanje, epidemije

(videti [1, 2, 3, 6, 10]).

U cetvrtom poglavlju obradene su dve vrste osnovnih i najces¢ih modela epidemija, u zavisnosti
od vremena trajanja istih. Dat je, verovatno, najpoznatiji epidemioloski SIR model, za koji je
pretpostavka da epidemija u kratkom vremenskom roku deluje na populaciju, i njegova
modifikacija, endemski SIR model, koji s druge strane pretpostavlja duzi vek trajanja epidemije.
Pomenuti modeli su postavljeni, analizirano je njihovo formiranje i ponaSanje, i na osnovu
teorema preuzetih iz literature, objas$njeno je kako se, u zavisnosti od promene datih parametara,
efekat epidemije na populaciju menja u toku vremena. Relevantni podaci, na kojima se zasniva

ovo poglavlje, su preuzeti iz [1, 2, 3, 6, 10].

Peto poglavlje bavilo se manje poznatim 1, na odreden nacin, proSirenim MSEIR modelom.
Naime, ovaj model je, za razliku od prethodna dva navedena, kao osnovne pretpostavke koristio
postojanje svih klasa epidemije, koje teorijski postoje, a takode je 1 pretpostavljeno da populacija
nije konstanta veli¢ina. Ovakvim pretpostavkama, formiranje modela se znacajno priblizilo
realnoj predstavi ponaSanja epidemije u okviru populacije. lako ovaj model nije posebno
analiziran, naveden je u radu sa ciljem da bi se ¢italac upoznao sa njegovim postojanjem i
nacinima na Koji se opStost i nepreciznost prethodno navedenog, SIR, modela moze resiti. U

ovom poglavlju koris¢en je rad [2].

Sesto poglavlje bavilo se isklju¢ivom matematickim modeliranjem pojave virusa HIV. Navedeno
je nekoliko razli¢itih modela, pri ¢emu je u svakom slede¢em datom, sloZzenost modela rasla u
zavisnosti od koriS¢enih parametara 1 pretpostavki. Svaki od modela je detaljno objasnjen,
pokazana je njegova veza sa stvarnim ponaSanjem organizma zarazenog HIV-om, razmotreni su
pocetni uslovi, a takode je i analiziran. Neki od modela, pre svega modeli koji su navedeni pri
kraju poglavlja, nisu dodatno i detaljno analizirani, jer su navedeni sa svrhom da se pokaze kako

dodatne pretpostavke utiCu na slozenost, ali 1 na priblizavanje modela stvarnom, prirodnom,



opisu ponasanja virusa i mogucnosti da se isti iskoristi u odstranjivanju ove bolesti iz organizma.

U izradi ovog poglavlja koris¢ena je literatura [7, 9].
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1. Uvod

Kako bi se objasnilo matematicko modeliranje i neki osnovni podaci o istom, u ovom poglavlju
koriséena je sledeca literatura: Hethcote H.W. ,,The Mathematics of Infectious Diseases ",
Magdi¢ D. ,,Uvod u matematicko modeliranje*, Mari¢ V. i Budincevi¢ M. ,, Diferencijalne i

diferencne jednacine “ i Takaci A. ,, Skripta za matematicko modeliranje “.

Tokom godina, iako se broj medicinskih istrazivanja svakodnevno povecava i iako je oblast
medicine znacajno napredovala, bolesti se i dalje razvijaju, javljaju se nova oboljenja i ¢ak se i
desava da se ponovo pojavljuju stare zaraze koje su, u decenijama ranije, ostavljale katastrofalne
posledice.

Situacija je takva da standardna istrazivanja, u polju medicine, viSe nisu dovoljna i koriste se i

znanja iz drugih prirodnih nauka kako bi se prodrlo u srz problema.

1.1. Matemati¢cko modeliranje

Modeliranje, kao jedan od mogucih nacina da se formuliSe 1 objasni problem koji nastaje u
svakodnevnom zivotu, se primenjuje u onim situacijama kada, iz nekog razloga, takav problem
ne moze da se resi u stvarnosti.

Model [9], iako ne moze da obuhvati sve karakteristike stvarnog stanja u prirodi, predstavlja onu
apstrakciju koja je dovoljna za dalju procenu reSenja, tj. omogucava da se na pojednostavljen

nacin sagleda realan problem.

Matematicko modeliranje je metod kojim se opisuje realan sistem, uz pomo¢ razlicitih
matematiCkih alata, pri ¢emu se takav model dalje koristi za analizu, projektovanje 1 optimizaciju
pomenutog sistema. Najjednostavnije re¢eno, matematiCko modeliranje omogucava spajanje
matematike sa drugim prirodnim naukama, odnosno upotrebu matematike u istim.

Matematicki modeli mogu se posmatrati kao (videti [4]):

1) linearni i nelinearni;



2) deterministicki i stohasti¢ki (ovakva podela se posmatra u odnosu na vrstu promenljivih
koje se koriste u modelu):

— deterministicki modeli su oni kod kojih je skup vrednosti promenljivih ta¢no
odreden prethodnim vrednostima, dok je za stohasti¢ke modele karakteristi¢no da
se ponasanje sistema ne moze unapred predvideti, ve¢ se samo mogu predvideti
verovatnoce promena odredenih vrednosti;

3) statisticki i dinamicki:

— razlika izmedu ova dva modela ogleda u tome da su u statistickim modelima
vrednosti parametara konstantne, dok, kod dinamickih, promena parametara
zavisi od promene vremena, tj. modeli se najceS¢e prikazuju kao sistemi
diferencijalnih jednacina;

4) diskretni i kontinuirani (ovakva podela se posmatra u odnosu na nacin na koji se stanje
modela menja u toku vremena):

— diskretni modeli opisuju ono stanje sistema koje se menja samo u pojedinim
tatkama u vremenu, dok se kod kontinualnih, kao $to i naziv modela kaze, stanje
menja kontinualno u vremenu, a sve ovo se posmatra u odnosu na ponasanje
promenljivih;

5) deduktivni, induktivni i ,,plivajuci®:

— reSenja deduktivnih modela zasnivaju se na teorijskom zakljucivanju, reSenja
induktivnih na merenjima, odnosno zaklju€ivanju na osnovu eksperimentalnih
vrednosti, dok se reSenja ,,plivaju¢ih® modela zasnivaju se na proceni o¢ekivanih
odnosa izmedu promenljivih.

Prilikom formiranja matematickog modela treba voditi racuna da on bude dovoljno jednostavan
kako bi se mogao resiti, ali takode se mora voditi rac¢una da on dovoljno realno opisuje problem
koji se pokusava modelirati, kako bi reSenje bilo §to precizniji prikaz stvarne situacije.

Diferencijalne jednacine se Cesto koriste u matematickom modeliranju i to uglavnom iz razloga
Sto se na ovaj naéin opisuju razli¢ite (prirodne) pojave. Naime, poznato je da izvod y'(x),

zapisan drugacije u obliku Z—z, predstavlja promenu funkcije y(x) u zavisnosti od promene

promenljive x, Sto je takode i jedan od osnovnih nacina da se predstave prirodni zakoni. U
velikom broju slucajeva, na navedeni nacin se upravo prikazuje promena odredenog parametra u

zavisnosti od vremena, kao §to ¢e u ovom radu 1 biti pokazano.



Za matemati¢e modele smatra se da su ispravno postavljeni (da istinski prikazuju odredenu
pojavu u prirodi ili drugde) ukoliko zadovoljavaju sledece uslove (videti [5]):

1. reSenje pocetnog problema postoji,

2. reSenje pocetnog problema je jedinstveno,

3. reSenje pocetnog problema neprekidno zavisi od pocetnih uslova.

Matematicki modeli [2], ¢ak i oni najprimitivniji, postali su vazan metod za izu¢avanje pojave
zaraznih bolesti. Za razliku od medicinskih istrazivanja, gde se testiranje vr§i na zivim
subjektima 1 nije uvek praktiéno, matematicko modeliranje pruza moguénost koriSéenja
racunarskih simulacija 1 eksperimentalnih testiranja teorija. Na ovaj nacin, dolazi se do
kvantitativnih zakljucaka, i to uz pomo¢ specifi¢nih pitanja i njihovih odgovora. Postoji i
moguénost promene razli¢itih parametara i detaljnog proucavanja posledica koje to uzrokuje. Na
osnovu dobijenih informacija, takode je moguca i procena klju¢nih podataka.

Modeli ove vrste bave se analizom Sirenja i kontrole infekcija, ali i predvidanjem kada i kako ¢e
epidemija da se zavrsi. Formiranje modela, omogucilo je da mnoge pretpostavke, promenljive i
parametri budu razjasnjeni. Takode su dobijeni 1 rezultati kao $to su grani¢ne vrednosti

odredenih promenljivih, osnovni podaci o reprodukciji, kontaktima u populaciji 1 brojni drugi.



2. Istorijat matemati¢kog modeliranja

Ubrzan razvoj matematickih modela epidemija moze se dovesti u vezu sa sve vecom potrebom za
teorijskom proverom podataka, ubrzanim razvojem racunara i sposobnoscu istih za obradu
velike kolicine podataka u malom vremenskom periodu. Takode od velikog znacaja je i cinjenica
da je upotrebom matematickih modela gotovo u potpunosti eliminisana potreba za
eksperimentalnim istraZivanjima na Zivim bicima. U nastavku su navedeni neki od istorijski
znacajnih naucnika, koji su se bavili upravo temom matematickog modeliranja razlicitih bolesti.
Podaci koji se navode preuzeti su iz literature i to iz: Caldwell J. i Ng D.K.S ,, Mathematical
Modelling““, Hethcote H-W. ,, The Mathematics of Infectious Diseases ", Jones D.S. i Sleeman
B.D. ,, Differential Equations and Mathematical Biology* i Miklos F. , Dinamical Models in
Biology“.

Oblast matemati¢kog modeliranja pocela je da se razvija jo§ u XVIII veku, i to radom Danijela
Bernulija', $vajcarskog lekara, fiziGara i matemati¢ara. Naime, Bernuli je ve¢ 1760. godine,
nakon istrazivanja i1 izucavanja infekcije velikih boginja, uspeo da postavi i reSi matematicki
model koji se bavio upravo ovim fenomenom (navedeno u [1, 2, 6]). Ipak, smatra se da se
istinski razvoj epidemioloskih deterministickih modela pojavio tek u XX veku.

Nakon ponovnog izbijanja epidemije malih boginja, 1906. godine, Hamer? je, u pokusaju da
razume i objasni ovaj dogadaj, formulisao i analizirao svoj diskretan matemati¢ki model [2].
Ovaj model smatra se prekretnicom u oblasti matematickog modeliranja, jer predstavlja prvi u
kome je pretpostavljeno da ucestalost epidemije, odnosno broj novih slucajeva obolelih u jedinici
vremena, zavisi od proizvoda koncentracija osetljivih i infektivnih.

Kako se Ser Ronald Ros®, engleski lekar, prvenstveno bavio istrazivanjem rasprostranjenosti i
kontrole Sirenja malarije, upravo je on 1911. godine razvio model diferencijalnih jednac¢ina kojim
je analizirana ova epidemija (videti [2]).

Konagno 1926. godine, Kermak® i Mekendrik® objavljuju svoj rad, tj. epidemiologki model, u

kome dolaze do znacajnog zakljucka za oblast matematickog modeliranja uopste. Naime, upravo

! Daniel Bernoulli (1700 —1782) [17]

2 William Hamer (1862 — 1936) [17]

® Sir Ronald Ross (1857-1932) [17]

* Wiliam Ogilvy Kermack (1898-1970) [17]
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ova dva nau¢nika su ustanovila da je osnovni uslov da se epidemija dogodi, da broj osetljivih
bude veci od nekog kona¢nog broja, odnosno Kriti¢ne tacke (dato u [2, 3, 6]).

Nakon ovih, navedenih radova, brzina razvoja matematickog modeliranja u oblasti epidemija,
raste eksponencijalno brzo. Pocevsi od sredine XX veka, pa do danas, formulisani su,
matematicki analizirani i primenjeni, brojni modeli koji se bave izuCavanjem razli¢itih
infektivnih bolesti.

Najnoviji modeli, u svoj domen istrazivanja, izmedu ostalog, ukljucuju i aspekte kao $to su
pasivni imunitet, postepeni gubitak imuniteta, socijalno i polno meSanje medu grupama,
vakcinaciju, karantin, razlicite lekove, ali i brojne druge aspekte (videti [2, 6]).

Posebni modeli [2, 6] formuli$u se za bolesti kao $to su: razliCite vrste boginja — male®, velike’,
ovéije®, zatim difteriju®, malariju'®, besnilo'!, gonoreju®?, herpes™, sifilis'*, kao i za verovatno
jednu od najveéih bolesti XX i XXI veka, HIV, odnosno SIDU.

Matematicki modeli koji izucavaju zarazne bolesti mogu se posmatrati kao epidemioloski i kao
endemski (navedeno u [2]). Epidemioloski modeli se koriste za opisivanje iznenadnog i brzog
izbijanja epidemija — epidemija koje traju ne duze od godinu dana, dok endemski modeli

proucavaju bolesti ¢ije se delovanje proteze kroz duzi vremenski period.

® Anderson Gray McKendrick (1876-1943) [17]

® bolest uzrokovana virusom; nau¢no ime: Rubeola [15]

" bolest uzrokovana virusom Variola [15]

® polest uzrokovana virusom Varicella — zoster virus (VZV); nauéno ime Varicella [15]

® bolest uzrokovana bakterijom Corynebacterium diphteriae [15]

% holest koju prenosi parazit Plasmodium spp.; bolest se prenosi usled ujeda od strane komarca [15]

! bolest uzrokovana virusom Lyssavirus rabies; bolest se prenosi usled ujeda od strane zarazene Zivotinje [15]
2 holest uzrokovana bakterijom Neisseria gonorrhoeae bacteria; polno prenosiva bolest [15]

13 bolest uzrokovana virusima Herpes simplex virusima (HSV), i to virusima HSV-1 i HSV-2 [15]

1 bolest uzrokovana mikroorganizmom Treponema pallidum; polno prenosiva bolest [15]
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3. Opsti matematicki modeli epidemija

U ovom poglavlju dati su i opisani pojmovi i parametri koji se koriste u formiranju i analizi
ponasanja matematickih modela epidemija. Navedene velicine, njihovi nazivi i oznake, preuzete
su direktno iz literature, dok su objasnjenja data indirektno — razjasnjena su uz pomoc¢ literature.
Za opis opstih matematickih modela epidemija i parametara koji se upotrebljavaju, koris¢ena je
sledeca literatura: Caldwell J. i Ng D.K.S ,,Mathematical Modelling“, Hethcote HW. ,, The
Mathematics of Infectious Diseases*, Jones D.S. i Sleeman B.D. ,, Differential Equations and
Mathematical Biology*, Miklés F. ,,Dinamical Models in Biology* | Takaci A. i Mijatovi¢ D.

,»Mathematical and Simulation Models in Anylogic Program *.

3.1. Klasifikacija matemati¢kih modela epidemija

Klasifikacija epidemioloskih modela moze se vrsiti na osnovu grupa, odnosno klasa, u koje se
rasporeduju 0sobe iz populacije u zavisnosti od njihove ,,reakcije na infekciju. Bitno je naglasiti
da u slucaju ovog rada, svaka osoba moze da se nalazi samo u jednoj od navedenih
klasifikacionih grupa, odnosno ne posmatra se ,,0setljivost“ osobe u odnosu na neku drugu
bolest.

Na ovaj nacin se razlikuje pet osnovnih grupa i to:

— M grupa [2]: osobe koje pripadaju ovoj grupi poseduju pasivni imunitet, odnosno ovoj
grupi pripadaju uglavhom deca (novorodencad) koja su svoj imunitet stekla rodenjem,
ukoliko im je majka za vreme trudnoce bila inficirana spornom bolescu;

— Sagrupa [1, 2, 3, 6, 10]: osobe koje su osetljive na bolest ¢ine ovu grupu, tj. ¢ine je one
osobe za koje postoji opravdana i realna mogucnost da se zaraze bole$¢u; u ovu grupu
najcesce spada cela populacija, koja je do momenta uvodenja bolesne osobe u populaciju
zdrava;

— E qrupa [2]: ovu grupu predstavljaju osobe koje se nalaze u latentnom periodu, tj.
zarazene SU, ali ne jos uvek i zarazne, pa se jos smatra i da su izloZene bolesti; razlog za
postojanje ove grupe populacije moze da lezi kako u karakteristikama same bolesti, tako 1

u genetskim predispozicija osobe o kojoj se govori;
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— larupa [1, 2, 3, 6, 10]: grupa sadinjena od osoba koje su zarazene i zarazne, tj. imaju
mogucnost da prenesu bolest drugima — da druge osobe iz populacije u¢ine zarazenim,;

— RKklasa[1, 2, 3, 6, 10]: poslednja grupa, grupa onih osoba koje su se od bolesti oporavile,
odnosno osoba koje su nakon zavrSetka zaraznog perioda stekle trajni imunitet od sporne
bolesti; ova grupa je jo§ poznata i pod nazivom odstranjena grupa, s obzirom da u nju, u
slu¢aju nekih modela, spadaju i oni koji su umrli te su na taj nafin odstranjeni iz
populacije.

Primera radi, a kao Sto je ve¢ re¢eno, ukoliko je Zena, za vreme trudnoce, bila zarazena nekom
infektivnom boles¢u, tada dete, rodeno pod ovim uslovima sti¢e privremeni, odnosno pasivni
imunitet, te pripada klasi M. Nakon $to maj¢ina antitela napuste organizam deteta, ono prelazi u
klasu S, klasu u kojoj se ve¢ nalaze sve one osobe osetljive na bolest. Takode, vazno je
napomenuti da, bebe majki koje nisu bile zarazene nikakvom boles¢u u trudnoéi, automatski po
rodenju ulaze u klasu S. U slu¢aju adekvatnog kontakta, kontakta izmedu osetljive i infektivne
individue dovoljnog da se infekcija prenese, osetljivi prelazi u klasu E, tj. u klasu onih koji su
zarazeni, ali jo§ uvek ne i zarazni, tj. jo§ uvek nemaju mogucnost da drugu osobu iz populacije
uéine zarazenom. Nakon zavrSetka latentnog perioda, osoba ulazi u klasu I, odnosno sada
pripada grupi onih koji su zarazni u smislu da mogu da prenose bolest drugima, osetljivima. Po
zavrSetku infektivnog perioda, individua prelazi u klasu R, klasu oporavljenih.

Graficki prikaz ponaSanja infekcije, u zavisnosti od grupa populacije, dat je na Slici 3.1 (videti
[2]). Kao §to se vidi sa slike, osim prelazom iz jedne grupe u drugu, svaka grupa se moze

,»hapustiti“ u slucaju da osoba iz date grupe umre.

rodenja sa rodenja bez
pasivnim pasivnog

imunitetom l imuniteta l l l

M S E I

lsmrt lsmrt lsmrt lsmrt lsmrt

Slika 3.1 — Graficki prikaz ponaSanja infekcije

A 4

A 4

A 4

A 4

R—>
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Izbor klasa populacije koje se koriste u odgovaraju¢em matematickom modelu, zavisi, kako od
karakteristika same bolesti koja se modeluje, tako i od svrhe modela. Pasivno imuna klasa M i
klasa izlozenih E Cesto se zanemaruju zbog Sv0g umanjenog znacaja u interakciji izmedu
osetljivih i zarazenih, kao i radi pojednostavljivanja modela. Takode, podaci koji se prikupe
posmatraju¢i samo grupe osetljivih, infektivnih i oporavljenih, viSe su nego dovoljni za
izvodenje nekih opstih zakljucaka.

Koris¢enjem navedenih grupa, razlikuju se modeli kao $to su MSEIR, MSEIRS, SEIR, SEIRS,
SIR, SEI, SEIS, SI, SIS i drugi, gde se Sl i SIS smatraju najjednostavnijim, ili bar najmanje
slozenim modelima, dok SIR model predstavlja verovatno najosnovniji matematicki model
epidemija.

Kao §to se moze i pretpostaviti, dati nazivi matematickih modela predstavljaju svojevrsne
skracenice, odnosno slova predstavljaju pocetna slova naziva grupa koje se koriste u
odgovaraju¢em modelu na engleskom jeziku.

Na primer, kada se govori o tumacenju naziva modela, razlika izmedu MSEIR i MSEIRS modela
ogleda se u razli¢itom imunitetu Koji osobe sticu nakon prelezane bolesti: u MSEIR modelu,
osoba sti€e trajni imunitet, dok u MSEIRS modelu, osoba sti¢e samo privremeni imunitet i nakon
nekog odredenog (konac¢nog) vremena, ista osoba ponovo stice moguénost da se zarazi bolescu,

odnosno vraca se u klasu S.

3.2. Osnovne veli¢ine u matemati¢kim modelima epidemija

Formulacija matematickog modela zahteva definisanje potrebne terminologije, odnosno
definisanje odredenih promenljivih i parametara koji ¢e se koristiti u datom modelu.

Bitno je napomenuti da u cilju formiranja realisticnog modela infekcije, u model je potrebno
ukljuciti i vremensku i starosnu komponentu, t 1 a, respektivno. Naime, starosna komponenta,
potrebna je s obzirom na to da je poznato je da se grupe iste i slicne starosne dobi meSaju
heterogeno, rizik ka infekciji moze zavisiti od uzrasta, programi vakcinacije se obi¢no fokusiraju

na odredene starosne grupe, a takode su i epidemioloski podaci Cesto specificni za odredene
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grupe, u zavisnosti od godina starosti. Medutim, struktura koja ukljucuje grupe razli¢ite starosne
dobi nece biti ukljucena u ovom radu.

U svakoj od grupa populacije, potrebno je poznavati broj osoba koje se u njoj nalaze, kao i udeo
koji takve osobe zauzimaju u ukupnoj populaciji.

Ako se sa N obelezi veli¢ina populacije, razlikuju se:
M(t)

- M) i m(t) = vl broj pasivno-imunih osoba i frakcija populacije u toj grupi u

trenutku t, ili pasivno-imuna frakcija (dato u [2]);
— S(t) - broj osetljivih osoba u trenutku t (videti [1, 2, 3, 6, 10]), ali i s(t) = % udeo,
odnosno frakcija, populacije koja se nalazi u grupi osetljivih u trenutku ¢, ili, jednom
reéju, osetljiva frakcija (dato u [2]);
- E(@) ie(t)= % — broj osoba izlozenih bolesti i udeo populacije medu istima, u
trenutku t, ili izlozena frakcija (dato u [2]);
- I(t)ii(t) = % - analogno prethodnom, broj infektivnih osoba (videti [1, 2, 3, 6, 10]) i
udeo populacije u Kklasi infektivnih u trenutku ¢t - infektivna frakcija (dato u [2]);
- R@®)ir( = % - broj oporavljenih osoba (videti [1, 2, 3, 6, 10]) i frakcija ukupne
populacije medu oporavljenima, u trenutku t (oporavljena frakcija) (dato u [2]).
Jednostavno se zakljucuje da, u okviru matematickog modela koji pretpostavlja da su osobe u
populaciji podeljene u svih pet osnovnih grupa, a na osnovu pretpostavke da osoba u datom
trenutku moze da se nalazi isklju¢ivo u jednoj grupi, vazi:
M(t) +S(t) + E(t) +1(t) + R(t) = N.
Drugim re¢ima, broj osoba u populaciji jednak je zbiru broja osoba po klasama populacije (kao
Sto je navedeno u[l, 2, 3, 6, 10]), bez obzira koje klase su izabrane da budu kori$¢ene u datom
modelu.
Neka je sa 8 oznacen broj adekvatnih kontakata u jedinici vremena, pri ¢emu se pod kontaktom

ovakvog tipa, a kao $to je ve¢ ranije pomenuto, smatra onaj kontakt koji je dovoljan da se bolest

.. . . I .. v .
prenese sa zarazne na osetljivu osobu. Tada je sa fi = ﬂ; definisan prosecan broj kontakata

jednog osetljivog sa inficiranima, u jedinici vremena, odnosno sa %S = [Nis je definisan broj

novih slu¢ajeva zaraznih u jedinici vremena, usled S(t) osetljivih ( videti [1, 2]).
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U matemati¢kim modelima cije se definisanje vrsi preko izraza u obliku obi¢nih diferencijalnih
jednacina, a kada je populacija podeljena u svih pet osnovnih grupa populacije, osnovna
pretpostavka je da se prelasci iz grupa M, E i | u naredne grupe, S, I, i R, respektivno, vrse
pomocu izraza §M, €E i yl, Koji se nazivaju stope prelaza. Na ovaj nacin, definiSu se 1/8, 1/¢ i
1/y, koji respektivno predstavljaju srednju vrednost trajanja pasivnog imuniteta, srednju
vrednost latentnog perioda i srednju vrednost trajanja infekcije (videti [1, 2]).

Pored osnovnih veli¢ina, potrebno je jo§ definisati i tri grani¢ne veli¢ine. Razlikuju se: osnovni
broj reprodukcije (R,), kontaktni broj (¢) i zamenski broj (R) (dato u [2]).

Osnovni broj reprodukcije R, se definise kao prosecan broj onih koji se zaraze boles¢u kada se u
populaciji koju ¢ine iskljuéivo osetljive osobe, pojavi jedna infektivna individua, pri ¢emu se ova
pojava naziva invazija bolesti. Drugim re¢ima, osnovni broj reprodukcije (stopa ili odnos), se
smatra kvantitativnom granicom koja odreduje kada ¢e epidemija da se prosiri kroz populaciju,
odnosno kada ¢e epidemija da zahvati populaciju. U opStem slucaju vazi da je Ry > 1.

Bitno je napomenuti da se implicitno pretpostavlja da se inficirana osoba, za vreme trajanja svog
infektivnog perioda, nalazi u populaciji i da se sa osobama iz populacije me$a na isti na¢in na
koji bi to €inile 1 individue u okviru same populacije, odnosno bez odudaranja u Sablonima
ponasanja.

S druge strane, kontaktni broj o, se definiSe kao prose¢an broj adekvatnih kontakata koje ostvari
bilo koja zarazna osoba za vreme trajanja svog infektivnog perioda.

Konaéno, zamenski broj R, se definie kao prosecan broj sekundarnih infekcija, odnosno onih
infekcija, koje zaista proizvede bilo koja zarazna osoba za vreme trajanja svog infektivnog
perioda.

Vazno je primetiti da su u pocetnom trenutku, u trenutku kad epidemija tek pocinje da se Siri
kroz populaciju, sve tri grani¢ne veli¢ine, Ry, o I R, jednake.

lako je R, definisan samo za pocetan trenutak, trenutak kad nastupa invazija bolesti, o i R su
definisani za svaki trenutak. U velikom broju modela, kontaktni broj o je konstantan za vreme
perioda Sirenja infekcije kroz populaciju, te je takode jednak osnovnom broju reprodukcije Ry,
pa se stoga, u tim slucajevima, ove dve veliCine koriste naizmeni¢no. Medutim, postoje i oni
modeli u kojima je kontaktni broj manji od osnovnog broja reprodukcije i to su slu¢ajevi kada se,
nakon invazije bolesti, pojavljuju osobe Cija je sposobnost prenoSenja infekcije, iz razli¢itih

razloga, manja, te svi kontakti nisu i adekvatni. Dalje, kako je zamenski broj, definisan kao broj
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sekundarnih infekcija nakon invazije, on je uvek i manji od osnovnog broja reprodukcije, jer je
veci broj populacije ve¢ zaraZzen, odnosno manji broj osoba ima mogucnost da se zarazi. Takode,
nakon invazije osetljiva frakcija mora biti manja od 1, te svaki adekvatni kontakt istovremeno
predstavlja i novi slucaj, odnosno zamenski broj je uvek manji od kontaktnog broja.
Kombinacijom datih opaZzanja, dolazi se do zakljucka da je:
Ry =0 =R,

gde je bitno naglasiti da jednakost vazi u samom trenutku invazije bolesti.

Drugim refima, osnovni broj reprodukcije, R,, je najveca od tri navedene veliine, jer u
pocetnom trenutku najveci broj osoba (cela populacija umanjena za jednog infektivnog) ima
mogucénost da se zarazi. U svim slede¢im trenucima, s obzirom na to da je koncetracija osetljivih
umanjena za broj onih koji su se ve¢ zarazili, manji broj ljudi ima sposobnost da postane zarazno
u kontaktu sa inficiranom osobom. Dalje, kako se kontaktni broj definiSe kao broj adekvatnih
kontakata, a adekvatni kontakt kao dovoljan ali ne i potreban uslov za stvaranje inficirane osobe,
ne postoji garancija da ¢e i svaki od tih kontakata proizvesti po jednu novu inficiranu osobu.
Imajuéi u vidu upravo receno, zamenski broj koji se definise kao upravo broj onih koji ¢e se i
nakon adekvatnog kontakta sigurno zaraziti — broj sekundarnih infekcija, uvek mora biti maniji ili

jednak kontaktnom broju.
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4. Klasi¢ni (SIR) modeli

U nastavku ovog poglavilja bice data, objasnjena i analizirana dva matematicka modela
epidemija, poznata pod nazivom SIR. Uzimajuci u obzir da matematicki modeli epidemija mogu
biti epidemioloski ili endemski, kao Sto je ranije navedeno, upravo ova cinjenica predstavljace
osnovnu razliku izmedu navedenih modela.

Literatura koja je koriséena kako bi se formulisali i pojasnili ovi modeli je sledeca: Caldwell J. i
Ng D.K.S , Mathematical Modelling*, Hethcote H.W. , The Mathematics of Infectious
Diseases*, Jones D.S. i Sleeman B.D. ,, Differential Equations and Mathematical Biology*“,
Miklos F. ,,Dinamical Models in Biology* | Takaci A. i Mijatovi¢ D. , Mathematical and

3

Simulation Models in Anylogic Program*.

SIR modeli predstavljaju klasi¢ne i najprimitivnije, tj. najjednostavnije matematicke modele koji
se bave ispitivanjem pojma epidemije, koriste¢i ranije datu klasifikaciju modela. Naziv modela
potie iz engleskog jezika i formiran je kao skracenica klasa kojima pripadaju osobe iz
populacije, odnosno S je skracenica za Susceptibles (osetljive), | za Infectives (zarazne) i R za
Removed (oporavljene ili odstranjene).
lako je ova vrsta modela jednostavna, ipak pruza znacajan uvid u dinamiku zaraznih bolesti.
Osnovne pretpostavke SIR modela su (navedene u [2, 6, 11]):

(i)  ukupna veli¢ina populacije je konstantna, tj. broj ljudi u populaciji se ne menja i ne

postoji poznat uticaj epidemije na broj ljudi u okviru populacije;

(i)  populacija je homogeno zameSana, odnosno verovatnoc¢a da se ma koje dve osobe
sretnu je jednaka za svake dve osobe;

(ili)  svaka osoba koja se zarazi, nakon nekog odredenog vremena prelazi u klasu
oporavljenih — odstranjenih (osoba ili stekne imunitet, ili umre), tj. osoba iz klase
inficiranih moze da prede samo i isklju¢ivo u klasu odstranjenih i ne moze da se vrati u
klasu osetljivih.

SIR model je specijalni slucaj MSEIR modela, pri ¢emu su pasivno imuna klasa M i izloZena

klasa E zanemarene.
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4.1. Klasi¢an epidemioloski model

Koriste¢i ranije definisanu notaciju i parametre, klasican, odnosno SIR epidemioloski model,

defini$e se na sledeci nacin, pri ¢emu su u model ukljuéene i po¢etne vrednosti (dato u [2]):
as IS

= — = =
o Ny S0=520
dl  BIS
—_— = =1, =
=L 10 =120,
dR
— =¥l R(0)=Ry=0. (4.1)

U datom modelu veli¢ine S(t), I(t) i R(t) predstavljaju broj osetljivih, infektivnih i
oporavljenih u trenutku t, respektivno.

Kako se smatra da je vremenski period epidemije relativno kratak, s obzirom da se radi o
epidemioloSkom modelu, u model nisu ukljuc¢eni podaci o rodenju i smrti individua, odnosno
vitalne dinamike su zanemarene.

Deljenjem datih diferencijalnih jednac¢ina u (4.1) sa konstantom koja predstavlja ukupnu

veli¢inu populacije N, dobijene su sledece jednacine:

ds )

i —pis, s(0) =s, =0,

di . . . .
T = Bis — i, i(0)=1i,=0, (4.2)

avaziir(t) =1—s(t) —i(t), gde su s(t), i(t) i r(t) frakcije populacije u svakoj od klasa, tj.
u klasama osetljivih, infektinih i oporavljenih, respektivno.

Ovako dobijen model, dat sa (4.2), predstavlja osnovni SIR model (5to je i navedeno u [1, 2, 3,
6, 10]).

Analiza modela:

Sve tri jednacine datog sistema (4.2) predstavljaju promenu frakcije populacije u odredenoj
klasi. Prva jednacina objaSnjava kako se udeo osetljivih smanjuje i to upravo za one koji postaju
infektivni, pri ¢emu je udeo infektivnih proporcionalan broju kontakata osetljivih 1 od ranije
infektivnih, Sto je dato sa Bis. Kako se frakcija osetljivih smanjuje, tako se frakcija infektivnih
uvecava 1 to je opisano u drugoj jednacini. Medutim, frakcija infektivnih se i sama umanjuje 1 to

za broj onih koji su se oporavili, $to je opisano sa yi.
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Lako se moze proveriti da sistem diferencijalnih jedna¢ina u (4.2) zadovoljava osnovnu

pretpostavku (i). Naime, sabiranjem sve tri jednacine dobija se:
ds di dr ]
atata s (s+i+7),=0,
I vazi:
s()y+i(t)+r() =1,
jer je to zagarantovano modelom (4.2). Dalje sledi da, jednostavnom smenom promenljivih po

definiciji, vazi:

S@®) I(t) R(t) _
N vtV T

1,
odnosno

S@)+1I1(t)+R(t) =N.
Ispunjenost uslova (ii) se posmatra po automatizmu, naro¢ito uzimajuci u obzir da prilikom
formiranja modela nisu kori§éenje verovatnoc¢e kontakta dve osobe iz ma bilo koje dve grupe.
S druge strane, zadovoljavanje pretpostavke (iii) moze se uvideti iz prve jednacine sistema (4.2.)
u kojoj se jasno vidi da se koncentracija osetljivih ne uvecava za broj onih koji su napustili grupu
oporavljenih.
lako je dati model relativno jednostavan, on daje najosnovniju i najintuitivniju predstavu o
ponasanju bolesti u prirodi. Drugim re¢ima, odgovaraju¢im matematickim alatima je opisano da
jednostavan adekvatni kontakt osetljive i infektivne osobe moZe da stvori novu infektivnu osobu,
Sto 1 odgovara intuitivnoj predstavi. Takode je pokazano da u =zavisnosti od razli¢itih

karakteristika same bolesti 1 individue o kojoj je re¢, osoba prestaje da bude zarazna, Sto je

opisano stopom prelaza iz grupe I u grupu R, odnosno srednjom vredno$¢u trajanja infekcije.
. . . . . d . . .
Iz prve jednacine sistema uvida se da je d—i < 0, jer su sve vrednosti parametara pozitivne —

predstavljaju frakciju odredene klase (broj osoba u odnosu na ukupnu populaciju) i stopu
njihovih kontakata, pa uz negativnu vrednost cela jednacina postaje negativna. Na osnovu ovoga
se moze zakljuciti da funkcija s(t) opada. Drugim re¢ima, vazi:

s(0) > s(ty) > s(ty) > -+ > s(t),
za0 < t; <t, <--<t,odnosno broj osetljivih u populaciji opada u toku vremena (videti [2, 3,
6, 10]).
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Kako je s(t) monotono opadajuca i ogranicena funkcija (iz nenegativnosti sledi da je ograni¢ena
sa nulom), mora biti i konvergentna, tj. kad t — oo, s(t) teZi u grani¢nu vrednost, pa s(c) =
lim;_,, s(t) postoji (dato u [2, 3, 10]).

Iz druge jednacine sistema moze se pokazati da je % < 0, ako je Bs < y. Naime, kako vazi da je

Z—i = Bis —yi = i(Bs — y), gde je i(t) nenegativna funkcija, pod ovim uslovima je i Z—i <0.

Dodatno, ako je Bs(0) < y, tada je i Z—i < 0 za svako t, odnosno epidemija nestaje, nakon nekog
odredenog vremenskog perioda. Na ovaj nafin se uvodi grani¢na veli¢ina %, koja predstavlja

vrednost koju pocetni broj osetljivih mora da prede da bi epidemija pocela da se Siri kroz
populaciju, $to se ¢esto poistovecuje sa osnovnim brojem reprodukcije (videti [2]).
Na osnovu tre¢e jednaine sistema, primecuje se da r(t) monotono raste, ali se takode, iz
osnhovne pretpostavke da je totalna populacija konstantna i da sve osobe iz populacije pripadaju
jednoj od tri klase, moze zakljuciti da je r(t) < 1. Dakle, funkcija r(t) je monotona i
ogranicena, te je stoga i konvergentna, pa i r(c0) = lim,_, r(t) postoji. Kako postoje grani¢ne
vrednosti i za funkciju s(t) i za funkciju r(t), mora postojati i za funkciju i(t), tj. i() =
lim,_,, i(t) takode postoji (§to je pokazano i u [2, 3, 10]).
Trougao T, u si faznoj ravni'®, dat sa:

T={(s,i):s=0,i=>0,s+i<1} (4.3)
je dobro definisan, matematicki i epidemioloski. Trougao je pozitivno invarijantan i postoje

jedinstvena resenja u T, za sva pozitivna vremena (preuzeto iz [2]).

U slucaju ovog modela, kontaktni broj je dat sa ¢ = g, odnosno posmatra se kao kontaktna stopa

T v v . . e .1 ..
f u jedinici vremena pomnoZzena sa prose¢nim periodom trajanja infekcije ” Ovako definisan

kontaktni broj tumaci se kao prosecan broj adekvatnih kontakata zaraznog za vreme trajanja svog
zaraznog perioda. U pocetnom trenutku, t = 0, zamenski broj jednak je proizvodu kontaktnog
broja i poc¢etnog udela populacije u broju osetljivih, tj. R = as, (videti [2]).

Teorema: Kao sto se u [2] navodi, neka je (s(t),i(t)) resenje sistema (4.2), koje se nalazi u T.

Ako je os, < 1, tada i(t) opada do nule, kada t — oo. Ako je as, > 1, tada i(t) najpre raste do

> Fazni sistem je vizuelni prikaz odredenih karakteristika pojedinih vrsta diferencijalnih jednagina; koordinatni
sistem gde ose predstavljaju dve promenljive (bilo koji par promenljivih); dvodimenzionalni slucaj opSteg n-
dimenzionalnog prostora
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1 Inosg

svoje maksimalne vrednosti i, = ig + So — P

, a zatim opada do nule, kad t — oo,
Osetljiva frakcija s(t) je opadajuca funkcija i grani¢na vrednost s, je jedinstven koren u tacki
(0,-) jednagine

Seo
ln(g

iO + S0 — Swo + = 0. (4‘4‘)

Tipi¢ne putanje u T date su na Slici 4.1 (preuzeto iz [2, 3, 6]), dok su reSenja u zavisnosti od
vremena, data na Slici 4.2 (preuzeta iz [2]).

Postulati koje postavlja teorema su dobro definisani sa epidemioloske strane. Naime, kada broj
infektivnih opadne - epidemije vise nema, odnosno, nakon nekog odredenog vremena zarazna
0soba gubi moguénost da stvara vise od jedne infektivne osobe, S obzirom na to da je dovoljan
broj ljudi stekao imunitet — a o tome govori i gs, < 1 u [2]. Ili, drugadije re¢eno, uzimajuéi u
obzir da je sa os, predstavljen zamenski broj, broj sekundarnih infekcija usled kontakta sa
zaraznom osobom, a s(t) je opadajuca funkcija, u svakom slede¢em trenutku broj sekundarnih
infekcija je sve manji, pa i stvara sve manje infektivnih osoba, odnosno epidemija gubi na svojoj
snazi. U suprotnom, uslov os, > 1 obja$njava slucaj kada infektivna osoba moze da zarazi ve¢u
grupu ljudi, tj. broj inficiranih i infektivnih se povecava i dolazi do epidemije. Brzina kojom se
ovo desava, zavisi od same bolesti i od njenih karakteristika, $to je i pokazano u [2]. Naime,
opet, s obzirom na to da je s(t) opadaju¢a funkcija, zamenski broj u toku vremena opada, ali da
bi opao mora prvo da dostigne vrednost 1 i upravo u tom trenutku najvec¢i broj ljudi u okviru
populacije biva inficiran i tad se dostize i,,,,. Nakon ovoga, ovaj broj ponovo pocinje da opada
ka nuli i epidemija gubi na snazi.

Dalje, ve¢ je pokazano da je s(t) opadajuca funkcija, ali je takode i poznato da je s(o0) pozitivha
vrednost. Epidemija pocinje da gubi na snazi onog trenutka kad vrednost s(t) padne ispod
vrednosti 1/0, odnosno kad zamenski broj dobije vrednost R = as(t) < 1.

Kako je iy, odnosno pocetni broj infektivnih, zanemarljivo mali — obi¢no jednak 1, moze se

zanemariti, pa se stoga (4.4) moze posmatrati kao:
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Soo
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Dakle, kako je s, pocetna vrednost frakcije osetljivih, a s, konac¢na vrednost frakcije istih, i

kako se obe ove vrednosti mogu dobiti eksperimentalno, lako se moze izra¢unati kontaktni broj.
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osetljiva frakcija
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Slika 4.2 — Resenje klasi¢nog SIR epidemioloskog modela

Za0=3i%=3dana

4.2. Klasi¢an endemski model

Klasi¢an endemski model je modifikacija poznatog SIR modela, pri ¢emu se modifikacija ogleda

u tome da se u formiranju ovog matematickog modela koriste vitalne dinamike osoba iz

populacije, tj. koriste se vrednosti koje predstavljaju broj rodenih i broj umrlih, s obzirom na to

da se pretpostavlja da epidemija traje duzi vremenski period. Drugim re¢ima, klasi¢an endemski

model se, koriste¢i ranije datu notaciju, navodi na nacin, takode dat u [2]:

ds _ N —uS pIS S(0) =S, >0
ac MY TR N’ Tro=
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—=——vyl —ul, I(O):IOZO'

dR
T =YI—uR,  R(0)=Re20, (4.5)

gde je, kao $to je ranije utvrdeno, S(t) + I(t) + R(t) = N.

Primeti se da je model (4.5) slican modelu (4.1), $to je i logi¢no s obzirom na to da je model
(4.5) modifikacija modela (4.1). Razlika izmedu ova dva modela ogleda se u tome $to, U upravo
datom modelu, broj osetljivih raste radanjem novih osoba, stopom uN, dok broj osoba u klasama
osetljivih, infektivnih i oporavljenih opada stopama uS, ul, i uR, respektivno, odnosno iz klasa
se odstranjuju oni koji su umrli. ije promenljiva takva da predstavlja prosecan Zivotni vek osoba
unutar populacije. Veli¢ina populacije i u ovom slu¢aju ostaje konstantna, jer je pretpostavka da
je broj umrlih jednak broju rodenih.

Deljenjem diferencijalnih jednaéina u (4.5) konstantom koja predstavlja ukupnu populaciju N,

dobija se novi sistem (videti [2]):

ds

— = —pis+ u—us, s(0) =s, =0,

dt

di . . . .

= Pis—+wi (0 =020, (4.6)

gde jer(t) =1 —s(t) —i(t).

Trougao T ve¢ je definisan sa (4.3) i, kao i ranije, dobro je definisan (Sto je i pokazano u [2]).

U klasi¢cnom endemskom modelu, kontaktni broj o jednak je osnovnom broju reprodukcije R, u
svakom trenutku t, jer se koristi pretpostavka da, nakon invazije, nema novih klasa osetljivih, ni
infektivnih. Osnovni broj reprodukcije definise se kao proizvod kontaktne stope B i proseénog

perioda infekcije, pri ¢emu se u obzir uzimaju i smrtni slu¢ajevi, odnosno prosecan period

infekcije je dat sa ﬁ Drugim re¢ima, osnovni broj reprodukcije je predstavljen sa R, = %

(preuzeto iz [2]).

Teorema: Kao $to je i navedeno u [2], neka je (s(t),i(t)) reSenje (4.6) koje pripada trouglu T.
Ako je o < 11ili i, = 0, tada putanje reSenja koja pocinju u T prilaze ekvilibrijumu u kome nema
bolesti, a koji je dat sa s = 11i = 0. Ako je o > 1, tada sve putanje resenja, sa i, > 0, prilaze

endemskom ekvilibrijumu, datom sa s, = i i, = %
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Slika 4.3 (navedena u [2]) i Slika 4.4 (preuzeta direktno iz [2]) prikazuju moguénosti date u

teoremi.

08T

02T

S

I | | | >
0,2 0,4 0,6 0,8 1

Slika 4.3 — Fazni portret za klasi¢an SIR endemski model u
slucaju kadaje 0 = 0,5

Naime, ako je R, = ¢ < 1, tada je zamenski broj R = os < 1, kada je iy > 0, pa funkcija koja
predstavlja frakciju infektivnih opada do nule. Nakon nekog kona¢nog vremena i funkcija data
za oporavljenu frakciju opada do nule, s obzirom da ljudi umiru. Zakljucak je da, nakon nekog
kona¢nog vremena, a s obzirom na rodenja novih individua, broj osetljivih poraste, pa se dobija

stanje s(t) = 1, i(t) = 0, pri ¢emu epidemije vise nema (dato u [2]).
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Slika 4.4 — Fazni portret za klasi¢an SIR endemski model

zao =3, 1 - 3danai<=60dana
14 I

U suprotnom sluéaju, kada je Ry = 0 > 1, poCetna frakcija zaraznih i, je zanemarljivo mala, dok
je sy velika vrednost. Kako je as, > 1, u toku vremena, funkcija frakcije osetljivih opada, a
funkcija frakcije zaraznih raste sve do neke maksimalne vrednosti, nakon ¢ega i sama pocinje da
opada. Medutim, kako je infektivna frakcija strogo pozitivna vrednost, odnosno nikada nije
jednaka nuli, nakon nekog vremena stvaraju se uslovi za pojavu (izbijanje) nove epidemije. Ovaj
proces se ponavlja sve dok se putanje priblizavaju endemskom ekvilibrijumu koji je dat u

teoremi navedenoj u [2].
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4.3. Procena grani¢nih vrednosti koriS¢enjem klasi¢nih modela

Izu¢avanjem navedenih matematickih modela, otkrivaju se pojedine pravilnosti koje su ispunjene
u slu¢aju svih matematickih modela epidemija.

Posmatrajuci SIR epidemioloski model, uocavaju se zakonitosti koje prate grani¢nu veli¢inu sy,
veli¢inu koja odreduje u kom trenutku ¢e epidemija zahvatiti populaciju, a takode se otkrivaju i
bitne pojedinosti i vrednosti maksimalne infektivne frakcije i,,,,, kao i kona¢ne (finalne)
osetljive frakcije s, $to je sve opisano u datoj teoremi.

Sa druge strane, istrazivanje endemskog SIR modela, objasnjava R, = o kao prag koji odreduje
kada bolest postaje endemska, daje obrazlozenje zasSto je infektivni zamenski broj s, =1 u
endemskoj ravnoteznoj tacki, a takode i razjaSnjava zavisnost infektivne frakcije i, od razlicitih

parametara.
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5. MSEIR modeli

Ovo poglavlje posveceno je takozvanom MSEIR modelu, matematickom modelu epidemija za koji
je karakteristicna upotreba svih ranije navedenih klasa populacije u slucaju kada je ista
zahvacena epidemijom. lako model u nastavku nije detaljno analiziran, njegovo postojanje je
navedeno kako bi se uvidele razlike u formulaciji i objasnjenju izmedu jednostavnih i opstih SIR
modela i ovakvog, prosirenog.

Podaci koji su koriséeni, kako bi se postavio MSEIR model, preuzeti su iz literature i to iz:
Hethcote HW. “The Mathematics of Infectious Diseases”.

Poznato je da se klasi¢ni SIR modeli, zasnivaju na pretpostavci da je veli¢ina populacije
konstantna veli¢ina, odnosno da se veli¢ina populacije ne menja u toku vremena, ¢ime se gubi na
opStosti reSenja. Medutim, ovakva pretpostavka nije realna. Naime, konstantna veli¢ina
populacije nije odgovarajuca u slu¢aju kada broj rodenih ne odgovara broju umrlih ili kada su
smrtni slucajevi uzrokovani epidemijom znacajni, Sto najcesce i jesu slucajevi.

Poznati su brojni dogadaji u istoriji u kojima su zarazne bolesti imale ogroman uticaj na veli¢inu
populacije. Na primer, u XIV veku, crna kuga je uzrokovala pad broja populacije za ¢ak 25%;
SIDA, i pored svih medicinskih inovacija, i u sadasnjosti uzrokuje promenu strukture populacije
u podsaharskoj Africi; zarazne bolesti, kao $to su male boginje, u kombinaciji sa niskim
stepenom uhranjenosti jo§ uvek uzrokuju prevremene smrti u nerazvijenim zemljama.

Modeli sa promenjivom veli¢inom populacije su tezi za matematicku analizu, S obzirom na to da
se veli¢ina populacije mora posmatrati kao dodatna promenljiva definisana novim
diferencijalnim jedna¢inama. U nastavku se posmatra MSEIR model kod kojeg se veli¢ina
populacije eksponencijalno menja.

MSEIR modeli su takode matematic¢ki modeli koji proucavaju epidemije, pri cemu je populacija

podeljena u svih pet osnovnih klasa po kojima se 1 klasifikuje ova vrsta matematickih modela.
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5.1. MSEIR model u kojem se veli¢ina populacije eksponencijalno menja

Formulacija MSEIR modela, koja ¢e biti data u nastavku, je odgovarajuéa za one bolesti za koje
je karakteristiCan direktan prenos. Takve bolesti su na primer: male boginje, rubeola, zauske i
brojne druge. Druga karakteristika epidemija, koje se predstavljaju ovakvim modelima, je da su
to one infekcije kod kojih odredena osoba, nakon §to se oporavi od bolesti, stiCe trajni imunitet i
ne postoji mogucnost da se ponovo zarazi istom boles¢u. Svrha izu¢avanja ovih modela je otkriti
uslove u kojima se epidemija $iri i uslove u kojima epidemija nestaje.

Neka je stopa rodenja obelezena sa b, a stopa smrti sa d. Koriste¢i ovu notaciju, veli¢ina
populacije N(t) se moze definisati kao N’ = (b — d)N (havedeno u [2]), pri cemu se, kao §to je
navedeno, u obzir uzima razlika broja rodenih i broja umrlih. Dakle, zakljucuje se da populacija
raste, ostaje konstantna ili opada, u zavisnosti od toga da li je prirodni prirastaj, g = b — d,
pozitivan, nula ili negativan, respektivno.

Broj ljudi u odgovaraju¢im klasama modela obelezen je ranije datom notacijom M(t), S(t),
E(t), I(t) i R(t), a udeo populacije u datim klasama, odnosno odgovarajucée frakcije date su,
ponovo, kao §to je ve¢ navedeno, sa m(t), s(t), e(t), i(t) i r(t). Stopa rodenja bS takva je da
odgovara novorodencadima ¢ije majke su osetljive, dok stopa rodenja b(N — S) odgovara onima
¢ije majke su za vreme trudnoce bile inficirane, te su svom detetu prenele pasivni imunitet.

Dalje, stopa kojom osobe napustaju klasu pasivno imunih data je sa §M, stopa kojom osobe
napustaju klasu izlozenih sa €E i stopa kojom osobe napustaju klasu zaraznih sa y|.

Adekvatan kontakt je, kao §to je ranije definisano, onaj kontakt koji je dovoljan za prenos bolesti
sa zarazne osobe na osetljivu. Neka je kontaktna stopa £, prosecan broj adekvatnih kontakata po
0sobi po jedinici vremena, pa je tada snhaga infekcije data sa A = Bi (dato u [2]), i predstavlja

prosecan broj kontakata sa infektivnom osobom u jedinici vremena. Tada je ucestalost epidemije,

BsI

broj novih slu¢ajeva u jedinici vremena, jednaka AS = BiS = ~ odnosno ucestalost epidemije

je broj kontakata infektivne osobe sa osetljivim osobama iz S u jedinici vremena.
Sistem diferencijalnih jednacina za MSEIR model sa promenljivom populacijom, definise se na
slede¢i nacin (videti [2]):

dM
E=b(N—S)—(5+d)M,
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dS—b + oM psI das
ac 8 N ’

dE  BSI
E = T— (€+d)E,
dl

— =¢E — I
rrind (y + DI,

dR _ I — dR
a7 ’

dN
— =B -dN. (5.1

U datom modelu moguce je izvrSiti odredene izmene, pri ¢emu se on znacajno pojednostavljuje.
Naime, date diferencijalne jednadine se transformiSu u diferencijalne jednacine u kojima su
promenljive frakcije klasa 1 to tako Sto se date jednacine podele veli¢inom populacije N. Takode
se i eliminise diferencijalna jednac¢ina koja definise frakciju osetljivih time $to se uvede da vazi:
s=1—-—m—e —i—r.Koriste se i promene u oznacavanju, odnosno uzima se daje b = d + q,
a Pi se menja oznakom za snagu infekcije A. Na ovaj nacin sistem obi¢nih diferencijalnih
jednacina dobija slede¢i oblik (dato u [2]):

dm
—=d+qg)le+i+r)—06m,

dt
de
Ezl(l—m—e—i—r)—(e+d+q)e,
di _
E—ee—(y+d+q)t,
- 5.2
E—Vl—( +qr. (5.2)
Odgovarajuc¢i domen je definisan sa [2]:
D={(mei,r)ym=>0,e=>0,i=0r=>=0m+e+i+r<1} (5.3)

Domen je definisan tako da sve putanje reSenja ostaju u tom skupu i reSenja postoje za svaki

trenutak t, dakle, model je matematicki i epidemioloski dobro definisan (pokazano u [2]).

lako ovaj matematicki model nije posebno analiziran, njegova svrha u ovom radu je da se pokaze
koliko se, uvodenjem novih klasa populacije i1 pretpostavke da se veli¢ina populacije menja,
sistem komplikuje i biva tezi za reSavanje. Uvodenjem dodatnih pretpostavki, situacija bi se jo$

znacajnije promenila i vremenom bi se doslo u situaciju kad bi sistem verovatno bio i neresiv.

30



6. Virus HIV

HIV*® (virus humane imunodeficijencije) je virus iz grupe lentivirusa'’, &ije je prisustvo osnovni
uslov za pojavljivanje bolesti zvane SIDA'®. Ova bolest uzrokuje stanje organizma takvo da
dolazi do progresivnog pada imunog sistema, odnosno, usled prisustva ove bolesti, povecava se
moguénost napredovanja razlicitih infekcija i tumora (objasnjeno u [12, 13, 14]).

HIV inficira razli¢ite ¢elije u imunom sistemu organizma c¢oveka i to ¢elije kao §to su T éelijelg,
makrofage® i dendritske ¢elije?’. Narogito osetljive ¢elije na prisustvo HIV-a su takozvane CD4"
T Celije, pri ¢emu osetljivost ovih Celija karakteriSe pad njihove koncentracije, usled infekcije
HIV-om. Nakon $to koncentracija CD4" T éelija opadne ispod neke kriti¢ne vrednosti, gubi se

imunitet i telo postaje bitno osetljivije na brojne druge infekcije (dato u [7, 12, 14]).

Klasifikacija
HIV pripada rodu Lentivirus, odnosno deo je familije Retroviridae ([13]).

Razlikuju se dve vrste HIV-a: HIV-1 i HIV-2. HIV-1 je onaj vid HIV-a koji je virulentniji®® i
infektivniji®® i odgovoran je za veéinu globalnih infekcija ovom vrstom virusa. Sa druge strane,
HIV-2 je manje zarazan, i njegovo Sirenje je uglavnom ograni¢eno na oblast Zapadne Afrike
(videti [13]).

Grada HIV virusa

Virus HIV je priblizno sfernog oblika, polupre¢nika od oko 60 nm. Jezgro virusa sastoji se iz dva

molekula RNK?*, proteina p7, kao i enzima reverzne transkriptaze®, proteaze® i integraze®’, koji

® Human immunodeficiency virus (HIV)

7 Lentivirusi su podgrupa retrovirusa, odnosno to su oni retrovirusi koje karakteriSe spora replikacija. U grupu
retrovirusa spadaju oni virusi koji su sposobni da iz RNK sintetiSu DNK [17]

18 Acquired immunodeficiency syndrome (AIDS)

9T ¢gelije ili T limfociti su posebna vrsta limfocita, belih krvnih zrnaca, koje imaju centralnu ulogu u odrzavanju
imuniteta organizma [17]

% Makrofage su éelije koje nastaju deobom monocita, tj. najvec¢ih leukocita — belih krvnih zrnaca. Makrofage
doprinose i urodenom i prilagodljivom imunitetu [17]

! Dendritske ¢elije su éelije koje sadrze antigene i osnovna funkcija im je da procesuiraju antigene i prezentuju na
povrsini Celija [17]

“2 Virulentnost virusa ozna¢ava sposobnost virusa da uti¢e na stopu mortaliteta usled infekcije i/ili sposobnost virusa
da napadne tkivo organizma [17]

2 Infektivnost virusa oznatava sposobnost virusa da zarazi organizam [17]

% Ribonukleinska kiselina (RNK) je tip molekula koji se sastoji od dugih kovalentno vezanih nukleotida, jedinica
nukleinskih kiselina [17]

31



imaju presudnu ulogu u Zzivotnom ciklusu virusa. Ovako popunjeno jezgro je ograni¢eno
kapsidom? koji &ine proteini p24. Oko kapsida nalazi se matriks koji je izgraden iz proteina p17.
Sa spoljne strane matriksa, nalazi se dvoslojni lipidni omota¢ (membrana), koji potiée iz ¢elije u
kojoj je virus nastao. U omotacu se nalazi 70 kompleksnih proteina, pri ¢emu svaki sadrzi tri
molekula glikoproteina gp120 i tri molekula glikoproteina gp41, koji su od narocite vaznosti U
postupku ulaska virusa u ¢eliju (predstavljeno u [12, 13, 14]). Grada virusa HIV prikazana je na
Slici 6.1 (preuzeta sa [13]).

Proteini Vif, Vpr, Nef i p7

Glikoprotein

gpl20 Proteaza

Lipidna

Glikoprotei
oprowen membrana

gp4l

Integraza

Nukleokapsid

Reverzna
transkriptaza

Slika 6.1 — Grada virusa HIV

Zivotni ciklus HIV virusa

Infekcija neke ¢elije virusom HIV zapocinje vezivanjem glikoproteina gp120, koji se nalazi u

lipidnoj membrani, sa CD4" receptorom. Ovom prilikom dolazi do odredenih promena koje

% Reverzna transkriptaza (RT) je enzim koji iz RNK generise komplementarnu DNK. RT je enzim koji je zasluzan
za replikaciju retrovirusa [17]

%% proteaza je svaki enzim koji reguliste proteolizu, odnosno zapoginje katabolizam proteina [17]

%" Integraza je enzim proizveden od strane retrovirusa, koji omoguéava da se genetski materijal integrise u DNK
inficirane ¢elije [17]

% Kapsid je proteinska ljuska virusa [17]

32



omogucavaju spajanje membrana virusa i ¢elije domacina, a nakon spajanja, kapsid virusa ulazi
u citoplazmu celije. Da bi se zapoceo zivotni ciklus HIV-a, RNK mora biti pretvorena u DNK, a
to je moguce uz prisustvo enzima reverzne transkriptaze. Novonastala DNK koja prenosi virusne

29 I . . . L gee 1. 30
gene””, uz pomo¢ enzima integraze, ulazi u celijski genom™.

U procesima transkripcije i
translacije, virusna DNK dalje proizvodi virusne proteine, koji sluze za formiranje novih

partikula virusa (kao $to je navedeno u [12, 14]).

Tok infekcije
Tok infekcije virusom HIV moze se podeliti u nekoliko faza (dato u [12]):

1. akutna faza — zapocinje nakon §to virus HIV dospe u organizam; virus napada veliki broj
CD4" T limfocita i brzo se razmnozava; usled ovoga dolazu do smrti limfocita, odnosno
uvecava se broj partikula virusa, a smanjuje se broj Celija u krvi; simptomi koji se
najcesce javljaju su: temperatura, glavobolja, bol u grlu 1 oteCenost limfnih ¢vorova;
simptomi najcescée prestaju nakon 2 do 4 nedelje;

2. faza serokonverzije — zapocCinje aktiviranjem celija imunog sistema, koje se bore protiv
virusa; aktiviraju se i obrazuju odredeni limfociti koji imaju mogucnost da ubiju Cestice
virusa, pri ¢emu koncentracija virusa opada;

3. faza asimptotske infekcije — karakteriSe je odsustvo simptoma bolesti i traje, u proseku,
10 godina; u toku ove faze konstantno se menjaju brojevi ¢elija virusa i CD4" ¢elija,
usled borbe imunog sistema sa infekcijom, u toku vremena, dolazi do slabljenja imunog
sistema i tada se javljaju i prvi simptomi;

4. faza SIDE — karakteriSe je nemoguénost imunog sistema da se izbori sa bilo kakvom
infekcijom; uzrok smrti kod osoba zarazenih SIDOM su najcesce infekcije sa kojima se,

inace, zdrave osobe lako izbore.

U nastavku su dati neki od mnogobrojnih matematickih modela virusa HIV. Nazivi i oznake za
promenljive su preuzeti iz literature, dok su modeli objasnjeni u konsultaciji sa literaturom.

Najvecéim delom koriséeni su podaci iz: Perelson A.S., Kirschner D.E. i De Boer R. ,, Dynamics

% Gen je fizitka i funkcionalna jedinica nasledivanja, koja prenosi naslednu poruku iz generacije u generaciju [17]
%0 Genom je skup gena koje sadrzi jedna haploidna ¢elija [17]
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od HIV Infection of CD4+ T Cells* i Perelson A.S. i Nelson P.W. ,, Mathematical Analysis of
HIV-I Dynamics in Vivo .

6.1. Najjednostavniji dinamicki model virusa HIV

Postoje brojni matematicki modeli koji opisuju ponasanje virusa HIV, polaze¢i od razlicitih
pretpostavki. Model dat u nastavku, smatra se najjednostavnijim.

Promena koncentracije virusa u organizmu ¢oveka, u toku vremena, moze se opisati jedna¢inom
datom u [8]:

dV—P 1% 6.1
dt v (6.1)

gde je P nepoznata funkcija koja opisuje proizvodnju virusa i zavisi od razli¢itih faktora, c je
konstanta koja se naziva konstanta odumiranja celija virusa, dok je V koncentracija virusa.
Dakle, kao $to je navedeno u jednacini, koncentracija virusa se uvecava nekom funkcijom P,
koja zavisi od karakteristika bolesti, osobe koja joj je izloZena i dr, a umanjuje se za onu koli¢inu
virusa koja je iz organizma nestala, najceS¢e zbog upotrebe nekog leka.

Ako se pretpostavi da se koristi lek takav da u potpunosti blokira proizvodnju virusa, odnosno
ako se pretpostavi da je P = 0, tada gore navedeni model, (6.1), implicira da koncentracija
virusa, V, opada eksponencijalno, §to se moze i pokazati.

Naime, ako se u jednacini (6.1) pretpostavi da je P = 0, dobija se obi¢na diferencijalna

jednacina:
dv
P =0—cV =—-cV,
koja se dalje resava i daje rezultat:
dv
A = —cdt,
InV = —ct,
V(t) = Ve,

gde se za pocetni trenutak, t = 0, smatra trenutak kada je pocela primena terapije, tj. upravo onaj

trenutak pre upotrebe medikamenata, pa sledi da je pocetni uslov dat sa: V(0) = V.
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Uocava se da se pacijent, pre primene terapije, nalazi u takozvanom kvazi — stabilnom stanju
(videti [8]) u kom je Z—Z = 0, odnosno u kom se koncentracija virusa, u toku vremena, ne menja.

Ako ova jednacina vazi, a na osnovu prakticno poznate konstante ¢ i pocetne koncentracije
virusa V,, moguce je izracunati stopu proizvodnje virusa pre primene terapije, i ona iznosi:
P = cV,.

Navedena izracunavanja zasnivaju se na pretpostavci da lek u potpunosti blokira proizvodnju
virusa, odnosno zasnivaju se na pretpostavci da je koncentracija virusa, nakon primene leka,
eksponencijalno opadajuca funkcija. Pored prakti¢nih nedostataka ove pretpostavke, i teoretski je
poznato da ovo nije moguce, jer lek ne moze u potpunosti i u istom trenutku da blokira apsolutno
sav virus, koji se nalazi u telu ¢oveka.

Dodatno, ovako postavljen model definisan je iskljucivo jednom diferencijalnom jedna¢inom pri
¢emu se Ne posmatra nijedna druga promenljiva osim koncentracije virusa, te su dobijeni podaci

neprecizni i nepotpuni. Kako bi se ovo resilo, model se dalje modifikuje.

6.2. Model virusa HIV Kkoji uklju¢uje postojanje ¢éelija koje proizvode virus

Virus HIV posebno uti¢e na one Celije koje imaju sposobnost da prenose CD4 Celijski protein, ali
takode utiGe i na sve druge receptore koji se nazivaju koreceptori®*. Celije koje su osetljive na
prisustvo HIV-a nazivaju se ¢elije mete. Najveca i najceS¢a meta HIV infekcije su takozvane
CD4" T ¢elije, a ove ¢elije su takve da, nakon $to se inficiraju, imaju moguénost da proizvode
nove Cestice virusa (navedeno u [7, 8, 12, 13, 14]). Dakle, kako bi se pratilo ponasanje T ¢elija, u
matematicki model HIV infekcije uvode se parametri koji opisuju koncentraciju neinficiranih
¢elija meta, T, i inficiranih celija meta, T".

Koriste¢i navedene veli¢ine, uvodi se jednacina iz [7, 8]:

dT
—=s+pT(1—

- ) —d,T, (6.2)

max

gde s predstavlja stopu kojom se proizvode nove ¢elije mete, iz izvora u telu, ¢ije poreklo nema

uticaj na ponasanje jednacine, niti modela, a ovom stopom se uvecava broj ¢elija meta. U slucaju

%1 Koreceptor je receptor na povriini éelije koji vezuje signalni molekul sa primarnim receptorom da bi se
obezbedilo prepoznavanje i da bi se zapoceo bioloski proces. [17]
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ove jednacine pretpostavlja se da nove ¢elije mete nastaju razmnozavanjem iz ve¢ postojecih
¢elija, pa je p prosecna stopa razmnozavanja, a Ty, j€ Ona koncentracija ¢elija meta, U Kojoj se
razmnozavanje zaustavlja. Dalje, i T celije, Celije mete, kao i sve ostale celije u ljudskom
organizmu, imaju svoj zivotni vek, pa je d stopa mortaliteta T ¢elija, odnosno broj ¢elija meta
se umanjuje ovom stopom. Dakle, data jednacina objasnjava promenu broja neinficiranih ¢elija
meta u toku vremena.

metod kojim moze da se modelira infekcija T ¢elija HIV-om je dodavanje izraza kVT u izraz
(6.2), pri ¢emu k predstavlja konstantu infekcije.

Da bi Sirenje virusa kroz telo uopste bilo moguce, potrebno je da Celije HIV-a i T ¢elije dodu u
kontakt, a moze se pretpostaviti da je verovatnoca da se ovo dogodi proporcionalna proizvodu
njihovih koncentracija. Dakle, pretpostavlja se da do infekcije dolazi usled delovanja virusa

koncentracije V, na nezarazene celije mete, koncentracije T, $to uzrokuje umanjenje broja

zdravih ¢elija meta, stopom - kVT, odnosno dolazi do nastanka zarazenih T ¢elija, stopom kVT.
Modeli koji se ovde posmatraju zasnivaju se na pretpostavci da date veli¢ine predstavljaju
koncentraciju virusa, odnosno neinficiranih ¢elija meta, samo i1 strogo u krvi bolesne osobe.
Medutim, infekcija nije strogo ograni¢ena na krv, nego se, upravo suprotno, veéina ovih T ¢elija
nalazi u limfoidnom tkivu, ali se data cinjenica zanemaruje. Dostupni podaci istrazivanja
pokazuju da je koncentracija T ¢elija u krvi reprezentativni podatak, odnosno da je pretpostavka
opravdana i da je model u kojem se ista koristi mogu¢ (videti [7, 8]).

Diferencijalne jednacine koje definiSu promene nezarazenih 1 zaraZzenih T celija, kao 1

koncentraciju virusa, nakon uvedenih zapazanja, date su u [7, 8]:

ar T
& o s4T (1 _ ) —d,T - kVT, (6.3)
dt max
T kT — 8T 6.4
dt ’ (6.4)
W o NsT — v 6.5
pri cV. (6.5)

U datim jednacinama koristi Se pretpostavka da su stope mortaliteta limfocita po neinficiranoj i
inficiranoj ¢eliji konstantne i obeleZavaju se sa dy i &, respektivno ([8]). Ova pretpostavka moze

se posmatrati i kao verovatnoca da celija nestane iz organizma u trenutku t, koja je data
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eksponencijalnom distribucijom sa proseCnim Zzivotnim vekom nezarazenih celija 1/dr, tj.
zarazenih celija 1/6.

Zakljucuje se da jednacina (6.3) predstavlja promenu broja nezarazenih ¢elija meta, odnosno
data jednalina pokazuje da se broj ovih celija povecava usled njihove proizvodnje i
razmnoZzavanja, a smanjuje odumiranjem i infekcijom. Sa druge strane, (6.4) opisuje kako se
menja koncentracija inficiranih ¢elija, odnosno objasnjava kako se njihov broj uvecava kad se T

¢elije zaraze, tj. smanjuje se kad zarazene ¢elije odumru.

Razumno bi bilo da se izraz koji predstavlja razmnozavanje ¢éelija promeni na pT (1 — ;+T )
max

zbog prisustva i nezarazenih i zarazenih T Celija, medutim, udeo zarazenih celija je dovoljno

mali da moze biti zanemaren, pa stoga i ova korekcija moze biti zanemarena (dato u [7, 8]).
Konaéno, usled prisustva virusa proizvode se upravo zarazene Celije, pa se pretpostavlja da
zarazene Celije proizvedu N variola za vreme svog zivotnog veka (videti [8]). Dakle, jednacina
(6.5) objasnjava promenu koncentracije virusa, pri cemu se ona povecava proizvodnjom novih
variola, a smanjuje leCenjem.

U datoj diferencijalnoj jednacini, jednacini (6.5), zanemarena je ¢injenica da usled infekcije
¢elije dolazi do smanjenja koncentracije virusa. Naime, svaki put kada se ¢elija zarazi, makar
jedna variola mora da nastani istu, i stoga bi izrazu (6.5) trebalo dodati izraz -kVT. U
proucavanju konstante ¢ kod pacijenata koji imaju razli¢it broj ¢elija meta u svom organizmu,
nije pronadena nikakva statisticki vazna zavisnost od broja T celija. Dakle, doslo se do zakljucka
da je izraz kVT zanemarljivo mali u odnosu na izraz cV (navedeno u [8]). Takode, ako je T
konstantna vrednost, ili bar priblizno konstantna, moze se definisati nova konstanta c i to tako da

vazi ¢’ = ¢ + kT, gde se u obzir uzima i smanjenje koncentracije virusa usled infekcije. 1z svih

navedenih razloga opravdana je pretpostavka da se u izraz (6.5) ne doda izraz - kVT (videti [8]).
Pored ovog izraza, postoji moguénost dodavanja i drugih, ako se u obzir uzmu Celijske
populacije kao Sto su crvena krvna zrnca, monociti 1 druge. Medutim, sve dok promene na ovim
populacijama nisu od presudnog znacaja, moguce je smatrati ith konstantama 1 moguce ih je
predstaviti izrazima tipa k,[crvena krvna zrnca] + k,[monociti] + :-- , Kkoji su svakako
obuhvaceni konstantom c.

Dakle, ako se za razliku od prethodnog poglavlja, gde je posmatrana iskljucivo koncentracija

virusa nezavisno od drugih parametara, posmatraju jos i odredene ¢elije u organizmu ¢oveka na
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koje virus ima uticaj, sistem koji opisuje ponasanje virusa HIV dodatno se modifikuje i daje
podatke koji dovode u vezu koncetraciju virusa sa pomenutim ¢elijama, kao i ponasanje takvih
¢elija usled delovanja virusa. Ovako postavljen sistem jeste precizniji od prethodnog, ali i njega
je moguce modifikovati sa ciljem jasnijih i ta¢nijih rezultata, o ¢emu ¢e biti re¢i u nekim od

narednih poglavlja.

6.3. Analiza matemati¢kih modela virusa HIV

Kao $to je ve¢ napomenuto, pre primene terapije, koncentracija virusa je relativno konstantna
veli¢ina i vazi dV /dt = 0 (videti [8]). Posmatranjem ove ¢injenice, uz jedna¢inu (6.5), dobija se
da vazi:

N&T = cV,, (6.6)
gde indeks 0 predstavlja vrednost odredene promenljive u kvazi-stabilnom stanju, tj. u onom
stanju u kom se pacijent nalazio pre primene tretmana, odnosno indeks 0 predstavlja poc¢etnu
vrednost date veli¢ine. Pod pretpostavkom da su N, § i ¢ konstantne veli¢ine, kao $to je re¢eno u
[8], uz ¢injenicu da je V relativno konstantno, tj. da njena promena u toku vremena iznosi 0,

moze se zakljuciti, na osnovu (6.6), da je pre primene tretmana lekovima i T* konstantna

*

aT
dt
kVOTO = STO*, (67)

veli¢ina. Ako je T* konstantno, mora da vazi da je

=0, paje:

§to se moze dobiti iz jednacine (6.4).

U opstem slucaju i u praksi, kod pacijenata zarazenih HIV-om se ne meri koncentracija
zarazenih celija T*. Medutim, ono §to se meri i Sto se pazljivo posmatra su koncentracija T celija
i koncentracija virusa, pa je razumno pretpostaviti da su ove veli¢ine poznate. Kako su CD4" T
¢elije najosetljivije na HIV infekciju, smatra se da njihov broj, u kvazi-stabilnom stanju,
predstavlja pocetni broj zdravih ¢elija meta, T,. Dalje, reSavanjem jednacine (6.7), takode se
moze odrediti i Ty, tj. poCetni broj zarazenih Celija meta. Na ovaj nacin dobijeni su svi pocetni
uslovi svih veli¢ina koje ucestvuju u jednacinama (6.3) — (6.5) i, vazno je pomenuti da, ovi

pocetni uslovi vaZe pre primene terapije.
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Posmatranjem jednacina (6.6) i (6.7) uvida se da je uslov da bi se V i T* nalazile u kvazi-
stabilnom stanju dat sa:

NkT, = c, (6.8)
Do uslova datog sa (6.8) se dolazi na sledeé¢i nac¢in: iz jedna¢ine (6.7) poznato je da je 6T," =
kV,T,, pa ako se u jednacini (6.6) izraz §T," zameni izrazom iz (6.7), dobija se da jednacina
NkV,T, = cV, koja kad se dalje podeli sa V,, predstavlja uslov dat sa (6.8).
U daljem radu se ovaj uslov ¢esto Koristi.
Obzervacijom jednacine uslova kvazi-stabilnog stanja, moze se izvesti zakljucak da, ukoliko se
kod dva ili viSe pacijenata javi razli¢ito pocetno stanje T, neki od parametara N, k ili ¢ takode
moraju da se razlikuju, sto je i logi¢no jer nijedne dve osobe ne mogu da boluju od neke bolesti
na isti na¢in. Takode, iz date jednaine se jo§ moze zakljuciti da tada i progresiju bolesti, koju
karakteriSe smanjeni broj zdravih ¢elija meta, prati poveéanje vrednosti N ili k, u toku vremena.
Ako se uzmu u obzir sve prethodno koris¢ene pretpostavke, tj. pretpostavke da su T, T* i V
veli¢ine konstantne u toku vremena pre primene terapije, moze se konstruisati model koji opisuje

stanje u organizmu pre lecenja. Ovakav model dat je sa:

c
o= i
, WV
"o =75
sN p—dy pc
Vo=Ft— - NKk2Tpar (6.9

U daljem radu Cesto ¢e se koristiti pretpostavka da je T = const.= Ty, medutim V i T ¢e se
menjati u skladu sa (6.4) i (6.5).

Drugim re¢ima, koris¢enjem uslova da je T = T, dobija se novi sistem dat u [8]:

dT* .
E = kTOV - 6T )
dv

Na osnovu sistema, moze se nacrtati fazni dijagram (Slika 6.2) (preuzeta iz [8]), &ijim se

) . . .. dT* .av o
posmatranjem uvida da jednacine - = 01 v 0 definiSu prave date sa:

V= i T*
kT,

39



N&
v=—T, (6.11)

koje se ili seku u pocetnoj tacki (Slika 6.2, a) i b)), kada je ¢ > NkT, tj. ¢ < NkT,, ili se
podudaraju (Slika 6.2, ¢)) , ako je ¢ = NkT, (analizirano u [8]).

U opstem slucaja, kada vazi da je ¢ # NkT,, poCetna tacka je fiksna® tacka ako je ¢ > NkT,,
odnosno pocetna tadka je sedlasta®, ako je ¢ < NkT, (takode analizirano u [8]). Ovo opaZanje se
moze pokazati izracunavanjem karakteristicnih vrednosti pocetne tacke.

Naime, postupak izracunavanja karakteristicnih vrednosti navodi se u nastavku.

vI=dl)

gde su a, b, c i d konstante, a V i T* su nepoznati parametri sistema. Mnozenjem datih matrica

Iz linearne algebre je poznato da vazi:

dobija se sistem
aT*+ bV =T"
cT*+dv =V".
Ako se na ovaj nacin posmatra sistem (6.10) uvida se da je:

[a by _[-6 kTo]
c d N6 —ct
Neka je ovako dobijena matrica obelezena sa A. Tada je:

A+6 —kT,
—N§ A+c

Dakle, karakteristi¢na jednacina sistema (6.10) je data sa:
A2+ (8+c)A+ 8(c— NkT,) =0,
a njena reSenja se dobijaju reSavanjem ove kvadratne jednacine 1 iznose:

6+c

IAE — Al = | =(A+8)(A+c) — kTyNS = 22 + 81 + cA + 8¢ — kT,NS.

A = —J(a +¢)2 — 48(c — NkT,),

6+c

Ay = - —J(a +¢)2 — 48(c — NKkT,). (6.12)

% Fiksna tacka ili nepokretna tacka funkcije je tacka u kojoj se funkcija preslikava u samu sebe. X je fiksna tacka
funkcije f ako i samo ako je /”(x)=x. [17]
% Sedlasta tatka je tatka domena funkcije takva da je stacionarna, ali nije lokalni ekstrem. [17]

40



b)

T"=0

¢ < NkT,

]

Cc = NkTO

Slika 6.2 — Fazni portreti

u zavisnosti od vrednosti konstante ¢
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U zavisnosti od odnosa konstante c¢ i proizvoda NkT,, posmatranjem datih karakteristicnih
vrednosti, razlikuju se slu¢ajevi navedeni u [8]:

e ¢ < NkT, — karakteristi¢ne vrednosti su razli¢itog znaka, odnosno 1; > 0, a 4, < 0, pa
sledi da je pocetna tacka sedlasta, odnosno koncentracija virusa raste do neograni¢eno
velike vrednosti;

e ¢ > NkT, — obe karakteristi¢ne vrednosti, i 4; 1 A,, Su negativne, 1;,4, < 0, a ovo se
tumaci na taj nacin da ¢e, nakon nekog kona¢nog vremena, koncentracija virusa opasti na
vrednost nula. Ovako postavljen uslov implicira da je konstanta ¢ veca od brzine
proizvodnje virusa. Drugim re¢ima, ukoliko u toku vremena koncentracija virusa opadne
na nulu, teorija predvida da do infekcije, u pravom smislu, nec¢e ni do¢i.

Postoje brojni sluc¢ajevi, medicinski primeri, kada se infekcija nije proSirila kroz
populaciju, odnosno kada se osoba koja je bila u direktnom kontaktu sa boles¢u nije
zarazila. Naime, prilike u kojima su medicinski radnici bili u kontaktu sa HIV pozitivhom
osobom, pri ¢emu im se ¢ak i dogodilo da se ubodu iglom koja je prethodno
kontaminirana, opravdavaju upravo ovaj teorijski zakljucak.

Medutim, bitno je napomenuti da u realnosti, kada se osoba zarazi nekim virusom i
koncentracija virusa poraste toliko da je veca od neke konacne, grani¢ne, vrednosti,
izuzetno su retki, ¢ak i zanemarljivo retki, slucajevi u kojima virus spontano nestaje iz
organizma.

e U slucaju kada je ¢ = NkT,, dve prave u faznoj ravni se podudaraju i postoji ravnotezna
linija sa karakteristi¢cnim vrednostima A; = —(8 + ¢) i 1, = 0. Drugim re¢ima, nijedna
taCka sama za sebe nije stabilna, vec¢ je Citava linija skup mogucih ravnoteznih tacaka.
Ova viSestrukost ravnotezne tacke pruza mogucnost odrzavanja parametara T i V na
nekim pozitivnim 1 kona¢nim vrednostima.

Dakle, u ovom poglavlju je pokazano, najpre, kako se navedene veli¢ine ponaSaju pre primene
terapije, odnosno izra¢unate su pocetne vrednosti datih parametara. U nastavku je pokazano kako
se dati parametri menjaju, odnosno kako se medusobno ponasaju, u zavisnosti od brzine

»odumiranja“ virusa i brzine nastanka novih zarazenih ¢elija.

42



6.4. Modeli terapije lekovima

Pacijenti zarazeni HIV-om mogu se leciti razli¢itim medikamentima. Sa ciljem smanjivanja
koncentracije virusa u krvi, pacijenti mogu biti leCeni RT inhibitorima®*®, inhibitorima
proteaze®®, ili kombinacijom i jednih i drugih (videti [8, 12]). Postoje razvijeni matematicki

modeli koji opisuju uticaj koji sve tri vrste leCenja imaju na bolest.

6.4.1. RT inhibitori

Kao $to je navedeno, osnovni model koji opisuje zarazu HIV-om predstavljen je jednacinama

(6.3) - (6.5):

dT T
—=s+pT<1— >—dTT—kVT,
dt max
= kVT — 6T"

I kv 6T,

dv

— = NO6T" —cV.

dt

RT inhibitor je lek koji se koristi u leCenju HIV-a, takav da blokira infekciju [16], te stoga utice
na konstantu k i smanjuje njegovu vrednost. U prisustvu savrSenog inhibitora pretpostavlja se da
ova konstanta dobija vrednost k = 0 ([8]), odnosno novonastale ¢éelije mete ne postaju zarazene

usled kontakta sa virusom, pa prethodni model dobija novi oblik:

dT T
— =s+pT (1 — ) —d;T, (6.13)
dt max
ar” _ O6T” 6.14
wv_ N&T* —cV 6.15
i cV. (6.15)

U datom modelu, kao Sto je navedeno, promena broja ¢elija meta ne zavisi od koncentracije

virusa. Iz ovoga sledi da se, pod uslovom da koncentracija virusa ne uti¢e na promenu

% Inhibitor je molekul koji se vezuje za enzim i umanjuje njegovu aktivnost, ¢ime moze da se ubije patogen ili
ispravi metabolicka nepravilnost [17]

% RT inhibitor umanjuje aktivnost reverzne transkriptaze [17]

% Inhibitor proteaze spretava replikaciju virusa, selektivno se vezujuéi za virusnu proteazu [17]
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parametara koji karakteriSu dinamiku T ¢elija, T ¢elije u toku vremena oporavljaju i organizam
se vraca U stanje u kojem je bio pre nastupanja infekcije.

Resavanjem jedna¢ine (6.14) dobija se izraz T*(t) = T,"e %, koji predstavlja pad broja
zarazenih Celija meta, usled delovanja inhibitora. Takode, moZe se pokazati i da koncentracija

. .. o« - . . ", . _ 8To" , _
virusa eksponencijalno opada, $to je opisano jednacinom iz [8]: V(t) = Vye ¢ + %(@ ot —

e~ "), koja se dobija reSavanjem jednacina (6.15).

Ako se pretpostavi da se organizam nalazi u kvazi-stabilnom stanju, poznato je da vaze izrazi

T, = @ i NkT, = c, te se moze takode pokazati da vazi i:
AL
V t) = V —ct _l_ -6t _ ,—ct
() = Ve + ——L— (=0t — ¢=e1
NkV,T,
V(t) = Vo™t + ——2 (7% — e¢t)
c—90
cV,
V(t) = Vye ™t + —2 (e75t — 1)
c—06
V() = —2((c = et + c(e5t — et))
c—90
o —ct —ct -8t —ct
V(t)=c_6(cec—665+ce —cec)
tj. dobija se jednacina:
V.
V() =- _"6 [ce=8t — se~<t]. (6.16)

Na osnovu dobijene formule moze se zakljuciti da, pod dejstvom savrSenog RT inhibitora,
koncentracija virusa opada, Sto dalje uzrokuje i pad koncentracije zarazenih ¢elija.

Navedeni sistem, u kome su obi¢ne diferencijalne jednaine reSene, daje primer ponaSanja
matematickog modela virusa HIV u slucaju kada je kori$c¢eni lek u potpunosti delotvoran, te su i
dobijene veli¢ine eksponencijalno opadajuce.

Pretpostavka da RT inhibitor savrSeno deluje i da u potpunosti potiskuje virus je naivna i
nerealna i potrebno je izvrsiti odredene modifikacije u modelu datom sa (6.13) — (6.15).

Korigovan model, koji preciznije objasnjava delovanje RT inhibitora, dat je slede¢im sistemom
iz [8]:

T

max

T gipr(s
ac > P
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daT”

—r = (L= nep)kVT — 6T, (6.18)
dv )
== NoT" —cV, (6.19)

pri ¢emu je sa ngr obelezena efikasnost RT inhibitora, odnosno obeleZena je numeri¢ka vrednost
koja opisuje koliko je inhibitor delotvoran.

Ako je ngr = 1, smatra se da je inhibitor 100% efikasan, dok s druge strane, ako je ngy = 0,
smatra se da inhibitor nema nikakav znac¢ajan uticaj na infekciju.

Ako se pretpostavi da vazi T = const.= T, i ako se ova pretpostavka upotrebi u (6.18) i (6.19)
ove jednacine postaju linearne i mogu se resiti. Karakteristicne vrednosti sistema dobijaju se

kada se resi ovaj homogeni linearni sistem i to na slede¢i nacin:

1= A0

aT*+ bV =T*
¢T* +dV =V
j= [a b] 5 1- URT)kTo]
—C

A+6 —(1- nRT)kTO
—No6 A+c

= /12 + (6 + C)/l + 6(6‘ - (1 - nRT)kTON)l

AE — 4| = | |=(/1+6)(/1+c)—(1—77RT)kT0N6

pa su karakteristicne vrednosti:

Mo = —6— += J(@ +¢)2 — 48[c — (1 — ngr)NKT,].

Ako se ponovo pretpostavi da se pacijent nalazi u kvazi-stabilnom stanju, tada vazi da je

NkT, = c i karakteristi¢ne vrednosti dobijaju oblik:

a,=-t ot 6.20
1,2 ) ( c) NRrTOC. (6.20)

Dopustanjem da vazi da je ¢ = €8, gde je e > 0, lako se pokazuje da je (§ + ¢)? = 46c, pa kako

je 0 < ngr <1, dve karakteristi¢ne vrednosti su realne, negativne i razli¢ite. Dakle, kad t — oo,
T* 1V teze u nulu (pokazano u [8]).

Ovaj zakljucak se zasniva na pretpostavci da T ostaje konstantno u toku vremena, $to nije realna
pretpostavka. U stvarnosti, sa smanjenjem koncentracije virusa, broj CD4" T ¢elija se povecava,

kako je pokazano u klini¢kim studijama, $to je i logi¢no jer u trenutku borbe organizma sa

45



bole$¢u imuni sistem ¢oveka mora da jaca. Drugim re¢ima, da bi dati model u potpunosti opisao
realno stanje, ngr bi trebao da bude znacajno veci od neke pozitivne kriticne vrednosti, i tek tada

bi doslo do potpune eliminacije virusa iz organizma.

6.4.2. Inhibitori proteaze

Inhibitori proteaze su takvi lekovi da omogucavaju proizvodnju neinficiranih cestica virusa iz
inficiranih ¢éelija. Medutim, i pored upotrebe ovakvih inhibitora, one Cestice koje su bile zarazne
pre tretmana, ostaju zarazne i nakon tretmana (videti [8, 16]). Na osnovu upravo iznetog, moze
se zakljuciti da se u formiranju odgovaraju¢eg matematickog modela koriste veli¢ine takve da
opisuju dve vrste Cestica (variola). Prva grupa, grupa variola koja je nastala pre primene
inhibitora, oznacava se sa V; i ona predstavlja onaj deo populacije virusa na koji inhibitori nisu
uticali i ne uticu, te stoga ostaju zarazne (dato u [8]). Drugu grupu, u oznaci Vy,, predstastavljaju
variole, deo populacije virusa, koje su nastale nakon upotrebe inhibitora i nisu zarazne (takode
dato u [8]). Sa V' se, kao i ranije, obelezava ukupna koncentracija virusa i vazi V = V; + Vy;,.

Nakon upotrebe 100%-nog inhibitora proteaze, osnovni model dat sa (6.3) — (6.5) biva

modifikovan i dobija sledeci oblik iz [8]:

dT T
— =s+pT (1 - ) —d,T — kV,T, (6.21)
dt max
ar = kV,T — 6T" 6.22
dt - I 4 ( . )
v,
E = —CV], (623)
dVNI

Iz datog modela jasno se vidi da inficirane variole uti¢u na koncentraciju i zdravih i zarazenih
¢elija meta, kao i na svoju sopstvenu, dok neinficirane variole nemaju uticaj na druge parametre,
0sim na promenu svoje koncentracije.

Pre primene terapije, pocetno stanje populacije virusa predstavljeno je u [8] sa: Vy;(0) =0 i
V;(0) = V,, odnosno sve variole u pocetku su inficirane, jer nema delovanja leka koji bi ih u¢inio

neinficiranima. Resavanjem diferencijalne jednacine (6.23) dobija se jednacina koja opisuje
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ponaSanje zarazenih Cestica virusa, odnosno dobija se V;(t) = Vye . Na osnovu svega
navedenog, moze se zakljuciti da kad koncentracija zarazenih Cestica virusa opada, koncentracija
nezarazenih ¢elija meta raste, odnosno u toku vremena se organizam vraca u ono stanje u kom se
nalazio pre nego $to se zarazio virusom.

Pretpostavlja se da ubrzo nakon upotrebe inhibitora koncentracija neinficiranih T Celija postaje
konstantna, odnosno vazi T = const.= T,. Kori$¢enjem ove pretpostavke i izraza dobijenog za
V;, obi¢na diferencijalna jednacina koja opisuje T*, jedna¢ina (6.22), moze se reSiti i tada se

dobija jednacina iz [8]:

T*(t) = T*(0)e % + (ksv%(e—ct — ™99, (6.25)
Pod pretpostavkom da se parametar T* nalazi u kvazi-stabilnom stanju, odnosno ako se
pretpostavi da vazi T*(0) = @ i ako se upotrebi prethodno dobijena jednacina, takode se
dobija:
(o =K g BT (ot
e~ 8t p—ct _ o6t
T*(t) =kV0T0< 5 + 5 ¢ )
§—c)e %t +5(et —e0
T*(t) = kV,T, <( ) G _(C) )>
() = kVoT, <6€‘5t —ce %t + Se~ct — 6e‘5t>.
6(6—rc¢)

Drugim re€ima, izraz koji opisuje promenu koncentracije zarazenih ¢elija meta konacno je dat
Sa.

Ce—&t _ 5e—ct

T*(t) = kV,T, l

Zamenom ovog, kona¢nog, izraza za T*(t) u diferencijalnu jedna¢inu koja opisuje promenu Vy;,,

jednacinu (6.24), dobija se linearna jednac¢ina koja zavisi od vremena, odnosno dobija se:

dVy; NSKV.T ce %t — et .
ac 07015 (e — 8) Ywr
Resavanjem ove obi¢ne diferencijalne jednacine, dobija se izraz [8]:
— Vo ¢ -8t —ct —ct
V(D) = —5 | === (7 — &™) — 5te™|, (6:27)
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u kojem je koris¢en kvazi-stabilan uslov, NkT, = c.
Konacno, sabiranjem jednacina koje opisuju zarazene i nezaraZzene Cestice virusa, dobija se da je

ukupna koncentracija virusa data sa:

cVy c
c—S[c—d

Koris¢enjem analize nelinearne regl’esije37 na stvarnim podacima pacijenata, moguce je odrediti

V(t) =Voe ™ + (e%t —ect) — 6te‘“]. (6.28)

konstantu odumiranja ¢elija virusa c i stopu mortaliteta zarazenih Celija § (videti [8]).

Zakljucuje se da je dati model na izvesno dobar nacin prikazuje pravo stanje u prirodi, jer daje
Sirok spektar parametara koji se koriste, posmatraju i mere, §to je napredak u odnosu na
prethodne slucajeve. Date diferencijalne jednacine sistema su reSene i pokazuju ponasanje
svakog od navedenih parametara. Medutim, kao i u prethodnim slucajevima, radi lakSeg
racunanja isti je delimi¢no pojednostavljen, te nije u potpunosti realan.

U nastavku je pokazano ponaSanje sistema u zavisnosti od dodatnih uslova, tj. u zavisnosti od
toga da li su inhibitori proteaze savrSeno efikasni, $to je u potpunosti nerealan slucaj, ili nisu
savrSeno efikasni, §to otezava precizno izraCunavanje, odnosno moze se govoriti samo o

procenama ponasanja datih parametara.

6.4.2.1. NesavrSeni inhibitori proteaze

lako je prethodno pretpostavljeno suprotno, inhibitori proteaze nisu savrseni lekovi, tj. nemaju
potpun uticaj na virus.

Neka je sa np; obelezena efikasnost inhibitora proteaze, odnosno neka ova konstanta predstavlja
delotvornost inhibitora proteaze u blokiranju infektivnih variola. Tada se sistem (6.21) — (6.25)

moze modifikovati i predstaviti slede¢im oblikom iz [8]:

dr
& T (1 _ ) —d,;T —kVT, (6.29)
dt max

vt — s 6.30

3" Regresione metode su statisticke metode koje procenjuju kako se menja jedna promenljiva usled promene druge
promenljive. Regresiona analiza primenjuje se u istrazivanju kvantitativnog slaganja varijacija izmedu dve ili vise
pojava. Regresiona analiza moze biti linearna i nelinearna. [17]
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dv,
dt
dVy;
dt
odnosno, u slu¢aju ovog modela uzima se u obzir broj variola na koji inhibitor ima uticaj.

= (1 —np)NST" — ¢V, (6.31)

= UPINST* - CVNI’ (632)

Ovako postavljen model analizira se samo uz pretpostavku da je T = const. = T.
Pod pretpostavkom da se sistem nalazi u stabilnom stanju, odnosno da vazi ¢ = NkT,, reSava se
dvodimenzionalni sistem diferencijalnih jednacina koje predstavljaju promene naza T* i V.

Resavanjem jednacina (6.30) i (6.31) dobijaju se jednacine iz [8]:

T*(t) = ):067;({1 /12/1:__:77;1 ettt — %elzt], (6.33)
V,(t) = /12[?/11 [(A2 + enpe™t — (A1 + cnpp)e??t], (6.34)

gde su A, i A, predstavljene izrazom iz [8]:
o er °: %\/(c T 8)2 — 4np0c. (6.35)

Karakteristi¢ne vrednosti dobijene u ovom sluéaju identi¢ne su onima koje se dobijaju u slucaju
koris¢enja RT inhibitora, dakle, ove karakteristicne vrednosti su takode realne, negativne i
jedinstvene.

Kada se izrazi (6.33) i (6.34) upotrebe u izrazu (6.32), i kada se tako dobijena diferencijalna

jednacina resi, sledi, na osnovu [8], da je:

Nnp;6kToVy Ay + cnp; At Ay + cnpy Aot
Vi () = = e/t — ettt —
Ay — A4 L +6)(A+0) A, +8)(A, +¢)
Ay +c A+
_ ( 2 T CNpy + 1T CNpy ) e=ct] (6.36)
L +HA+c) (L +8H)A+0)
Ovaj izraz se moze pojednostaviti, kao u [8], ako se primeti da je ispunjeno:
A2+ (c+8)A+np6c =0,
odnosno, ako se obeleZi:
Ai+6)(A+c
s Gt
1—np
Koris¢enjem prethodnog izraza kao smene,(6.36) moze da se posmatra kao:
v Ay + cnppettt — (A + cnpp)etst
Vi () = oner [(A2 Np1) (A Np1) _ect| (6.37)

1—np, (A2 — A1)
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Kao i1 u prethodnom slucaju, sabiranjem izraza koji opisuju zarazene i nezarazene cestice virusa,
dobija se ukupna koncentracija virusa, odnosno:
Vo [(Az+cnpetst — (A + cnpp)etst
1—np; (A2 — A1)
Pod uslovom da je efikasnost tretmana np; priblizno ili upravo jednaka 1, izraz 1 — np; moze

V(t) =

—npre” . (6.38)

izazvati problem u reSavanju, s obzirom na to da deljivost nulom nije moguéa. Ovaj problem se

moze zaobici koris¢enjem uslova za stabilno stanje NkT, = c ili koris¢enjem karakteristi¢ne

(A1+¢)(4146)

jednacine, pri ¢emu se izraz 1 — 1p; oznacava Sa S

6.4.2.1.1. Pacijenti koji se ne nalaze u kvazi stabilnom stanju

Nije uvek mogucée pretpostaviti da uslov kvazi-stabilnog stanja vazi. Drugim re¢ima, ukoliko se
pretpostavi da vazi ¢ # NkT,, dobijaju se u potpunosti drugacija resenja od onih dobijenih u
prethodnom poglavlju.

U ovom slucaju, izraz za karakteristi¢nu jednacinu je predstavljen sa:

6+c 1
Ao = T + E\/((S —¢)? +4(1 — np;)NKT,6.
Do bifurkacije® se dolazi kada je:
i c
¢ =NkTo(1—1np) §. npp =1 _NkTO'

U zavisnosti od efikasnosti inhibitora, razlikuju se slucajevi iz [8]:

c
NKT,

o Np>1-— — obe karakteristicne vrednosti su negativne i predvida se da ce

koncentracija virusa u organizmu opasti na vrednost nula;

o Np<1-— ﬁTo — virus nastavlja da se razmnozava, usled toga Sto terapija ne deluje.

Primeti se da, ako je np; =1, a s obzirom na to da karakteristi¢ni koreni imaju vrednosti
Ay = —c, 1, = =61 A3 = —c, virus u potpunosti biva eliminisan iz organizma.
Opadanje koncentracije virusa, u slucaju kada je ¢ = NkT,, i rast nakon primene terapije, kada je

¢ < NkT,, jasno je prikazan na Slici 6.3 (preuzeta iz [8]).

% Bifurkacija je pojava u kojoj dolazi do kvantitativnih promena jednagine, ali ne i do kvalitativnih promena iste
[17]
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1051

1 (dan)

10°

Slika 6.3 — Predvidanje opadanja koncentracije virusa u prisustvu 100%

efikasnog inhibitora (za NkT, = 2'56K1n i c < NkTy)
6.4.2.1.2. Zavisnost opadajuce krive od efikasnosti terapije
Jednostavno i logi¢no se zakljucuje da, sa poveéanjem efikasnosti terapije, opada koncentracija

virusa.

Najveca karakteristi¢na vrednost iz izraza (6.35) data je sa:

1 = c+6+c+6 L 46cnp;
1= 2 2 (6 +¢)?

Pod pretpostavkom da je ¢ > &, dobija se priblizna vrednost [8]:

Al~_c+6+c+6(1_266nm+m>
2 2 (6 + ¢)? '
odnosno
c+8 c+6 c+6 26cnp dcnp;
N RS TR
1~ fc_lr_h:; ~6&Mpy.
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Kao $to je i prikazano na Slici 6.4 (preuzeta iz [8]), pocetna kriva opadanja koncentracije virusa,

nakon upotrebe terapije, zavisi od proizvoda stope mortaliteta zarazenih ¢elija, &, 1 efikasnosti

terapije, np;.

1004V
105/
T’pl = 06
T’PI = 08
41
10 npr = 1.0
- § (dan)

|
I
8
Slika 6.4 — Predvidanje opadanja koncentracije virusa u zavisnosti od

efikasnosti inhibitora

6.4.3. Kombinovana terapija

Sa ciljem smanjenja koncentracije virusa, odnosno sa ciljem potpune blokade virusa, Cesto se
koristi kombinovana terapija. Ovakva terapija napada virus u dve medusobno nezavisne tacke, a
karakteriSe je upotreba i RT inhibitora 1 inhibitora proteaze.
U prisustvu oba inhibitora, a za T = const. = T,, osnovni model ima slede¢i oblik iz [8]:

dT”

E == (1 - nRT)kVITO - 6T*, (642)
av, )
E == (1 - T]p[)N&T - CVI, (643)
dVNI .
dt = nP]NST - CVNII (64‘4)

gde su ngr i np; velicine koje karakteriSu efikasnost RT i inhibitora proteaze, respektivno. Kao

Sto se vidi iz modela, RT inhibitor utice na promenu broja zarazenih ¢elija meta, dok inhibitor
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proteaze uti¢e na promenu koncentracije virusa, odnosno na broj inficiranih i neinficiranih
variola.

Ako su oba inhibitora 100% efikasna, tada oni imaju vrednost 1, pa model ima pojednostavljen
oblik:

dT*
—r =97, (6.45)
dv,
d—t’ = —cV, (6.46)
dv,
d;“ = N8T* — cVy,, (6.47)

a reSenja datih diferencijalnih jednacina se dobijaju u nastavku.

Broj inficiranih ¢elija meta dat je sa:

dT* = —=6T*dt
dT*
T = —ddt
InT* = =4t

T*(t) = T*(0)e %,

a kako je T*(0) = @, tada je:
kV,T
T*(t) = ——e %,
)
Broj infektivnih variola dobijen je iz:
dV[ = _CVIdt

Wi _ dt

v, - ¢

ln VI = _Ct

Vi(t) = V;(0)e~¢
Vi(t) = Voe™,
dok je broj neinfektivnih variola dat sa [8]:
NS&T*(0)
-6
Ako se pretpostavi da se pacijent nalazi u kvazi-stabilnom stanju poznato je da vazi T*(0) =

kVoTo
)

V(1) = [e~0t — <.

I NkT, = c, pa se moze izraCunati ukupna koncentracija virusa, kao zbir zaraznih i
nezaraznih variola, kao u nastavku:
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V(t) = Vl(t) + VNI(t) = Voe—ct + Nf%*(go)[e—& _ e—ct]

s ngTo
— —ct -6t __ —ct
V(t) = Vye +——5le e |

cV,
Vi) =V —ct -6t __ —Ct
®) 0€ +—= R [ ]

-6t _ ,—ct
V() =V, Ie—“ G — ; )l

—ct( . _ -6t __ —ct
V() =V, l ) :_C(e )l
6 —ct St _
V(t)=volc L L ]
ce 8t — §e—ct
Vi) =V, I p— l

Kao $§to je ranije spomenuto, RT inhibitori uti¢u na smanjeno pojavljivanje, odnosno nastanak,
zarazenih Celija meta, dok inhibitori proteaze deluju tako da novonastale variole u organizmu
dalje nisu zarazne. Ove dve Cinjenice prikazane su u datom sistemu pri formiranju matematickog
modela. Pretpostavkom da su oba inhibitora 100% efikasna, koja opet nije u potpunosti realna,
sistem je pojednostavljen i dobijena je moguénost da se isti izraCuna. Kao rezultat dobijeno je da
su 1 koncentracija zaraZenih ¢elija meta 1 virusa opadajuce veli¢ine, §to je cilj kojem medicina

tezi, ali je u stvarnosti jos§ uvek prili¢no nedostizan.

6.5. Vreme generacije virusa

U interesu brojnih medicinskih istraZivanja je da se odrede svi nacini koji omogucavaju brzo
razmnozavanje virusa, a sve sa ciljem odredivanja vremena potrebnog da se virus generise.

Vreme generisanja HIV-a se definise kao vreme potrebno da populacija virusa zarazi dovoljan
broj ¢elija da bi virus mogao dalje da se razmnozava, na osnovu [8, 16]. U nastavku se proucava
uticaj koji populacija variola V, ima na pacijenta sa T = const.= T, zdravih cCelija meta.
Prose¢no vreme potrebno da populacija virusa koncentracije V, generiSe nove variole

koncentracije Vy, naziva se vreme generisanja i oznacava se sa T, (videti [8]).
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Pretpostavlja se da, inicijalno, koncentracija Vy;(0) nezarazenih Cestica virusa ne postoji (dato u

[8]). Drugim recima, potrebno je izraCunati vreme potrebno da se iste kreiraju. Dakle, pre

N = N&T*, Vy;(0) =0, $to sledi iz ranijih navoda. Takode,

pretpostavlja se da u trenutku t = 0 ne postoje inficirane ¢elije mete, kao $to je re¢eno u [8], pa
se prati njihov nastanak.
Dakle, T*(0) = 0, a iz (6.25) sledi da je:

kT,V,
T*(t) = m( -0t _ _Ct) (639)

U svakom trenutku t, prosecan broj variola koje se proizvedu iz pocetnih V;, variola, dat je sa
VNI .

Ako je P(t) verovatnoca da se variola proizvede u trenutku t, onda je ona definisana sa P(t) =
Vni(t)/V, [8]. Gustina verovatnoée nastanka virusa u trenutku t data je sa p(t) = dP/dt, pa je

prosec¢no vreme, potrebno da se proizvede virus, definisano sa:

° ) Sl A 1 (® dVy,
T =f tp(t)dtzf t—dtzf t—2 =— | ¢t dt =
A o dt o dt Voly =~ dt
1 00th = ! JootN(ST*dt 6.40

Ako se iskoristi izraz za T*(t) dat u (6.39), ako se dalje upotrebi uslov za kvazi-stabilno stanje
NkT, = c i ako se kona¢no integrali (6.40) dobija se:

kToV,
- _f tNST*dt = —f tNG - : (;’ (e70t —e~<t)dt =

CVO o=t —ct _ 44 f =8t _ g—ct —
] t6 - y )dt—V06 (e )t =
S U te=%tdt —f te‘“dtl = B
o 0 5 =
_ —Ee_& ) +lfooe‘5tdt - —Ee_“ ) +ljooe‘“dt =
c—s|\"8° I, "5, A Ry
cs 1 ® 1 ®
- -6t _ ___,-ct —
="_3 <O+0 52¢ o) <O+O 2€ 0)]

_cs [<0+1) (0+1)]_ cd (1 1)_ c§ [c?— 62 B
=6 62 2]l c=6\62 ¢2) c¢c—6\ 62¢%2 )
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s ((c=8)(c+d) _c+6_c+6
T ¢c—§6 €262 5 s b
odnosno, kona¢no vazi.
T, = ! + ! 6.41
g~ 5 ¢ ( . )

Data jednacina (6.41) objasnjava se na slede¢i nacin:

U zivotnom ciklusu HIV-a, variole su ili slobodne u organizmu ili unutar Celija. Vreme
generisanja virusa je upravo suma prosecnog zivotnog veka, koji variole provedu kao slobodne,
oznacenog sa 1/c, i proseénog zivotnog veka onih inficiranih Celija, koje su vezane za druge
¢elije, u oznaci 1/6 (videti [8]).

6.6. Modeli virusa HIV u zavisnosti od ¢elija na koje deluje

Poznato je da CD4" T éelije ne moraju biti i jedine éelije mete u organizmu, veé postoje i druge

koje su osetljive na HIV (objasnjeno u literaturi [8, 12, 13, 14]). U nastavku su dati primeri nekih

matemati¢kih modela, kod kojih se razlikuju ¢elije na koje HIV virus ima uticaj.

6.6.1. Model koji ukljucuje viSe vrsta ¢elija meta

Ako se sa M obeleZi populacija éelija meta koje nisu CD4" T, a koje su osetljive na infekciju i to

konstantnom stopom k,,, dobija se slede¢i model iz [8]:

dT T
—=s+pT (1 — ) —drT —kVT, (6.48)
dt max
= kVT — 6T" 4
o = VT = 8T, (6.49)
dM
dM*
dt
dv
—== NOT" +pyM" = cV. (6.52)
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Primeti se da su u model (6.48) — (6.52) uvedene dve nove obi¢ne diferencijalne jednacine koje
opisuju promenu zaraZenih i nezarazenih ¢elija meta koje nisu CD4" T ¢elije.

U ovom slucaju, M* obelezava koncentraciju onih celija koje su inficirane i pritom su dugog
zivotnog veka, i1 za njih se pretpostavlja da proizvode virus kontinuirano stopom p,, po éeliji,
odnosno da ubijaju virus stopom u, po celiji. Ove celije karakteriSe jo§ i Kreiranje iz
konstantnog izvora stopom s,,, odnosno nestajanje konstantnom stopom d,, (dato u [8]).

Kao i u prethodnim slucajevima, i ovde se pretpostavlja da se pacijent nalazi u stanju u kom se

ar* aMm*

nalazio pre primene terapije, tj. pretpostavlja se da vazi t = 0, % =0, = 0i el 0, pa je
tada:
. KVoTo
0o — S ,
. _ knuVoM,
o iy
NST; + puMg = cV,. (6.53)

Ako su oba inhibitora i RT i inhibitor proteaze 100% efikasni, tadajezat > 0, k = k), = 0 i sve

Cestice koje virus proizvede nisu zarazne. Dakle, nakon primene terapije posmatra se novi sistem

dat sa:
dT T
— =5s+pT (1 — ) —d,T, (6.54)
dt max
dr” )
= 4T, (6.55)
aMm
aM*
7 = —,uMM*, (657)
dv,
E = —CVI, (658)
= NOT* + pyM" — V. (6.59)

Kako se izrazi za T i M razdvajaju od izraza koji uticu na dinamiku virusa, potrebno je
pretpostaviti njihovu konstantnost nakon primene terapije (videti [8]).
Jednacine koje opisuju dinamiku virusa su date linearnim funkcijama, pa se jednostavno, kao i

do sada, dolazi do sledecih resenja iz [8]:
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T*(t) = Tge %, (6.60)

M*(t) = Mje~tut, (6.61)
Vl(t) = Voe_Ct, (662)
NOTS M;
Vi (t) = 9 [e70t — e~t] + P [e~HMt — g=ct], (6.63)
-6 C— Um

Ako se iskoriste jednacine (6.53), dobijene nakon pretpostavke o kvazi-stabilnosti, (6.63) moze

da se zapiSe u obliku:

kV,T
Vi (6) = Nif{io[ Ot —ect] + C_—IZSTO [e~Hmt — g=ct]
Vi () = %OSTO [e7%t —e~ct] + o :ﬁi% [e~HuMt _ g=ct]
Van (6) = %";" o0t e LTI e

pa je ukupna koncentracija virusa data sa:

NKT, — NkT,
V() = V(&) + Vy; (t) = Voe ™t + 1 [ ;(e‘& — e 45 — 0( —umt _ —ct)]
NkT, ¢ — NkT,
V(i) =V, e [ —ct +—5 0 (e0t —e~ct) + — O (emHmt — e‘“)]
—6 C—HUm
V(t) =V [ —Ct+NkTO —6t_NkTO —ct C_NkTO e_,th_C_NkTOe_Ct:I
-6 c—90 c— Uy C— Uy
NkTO C — NkTO NkTo C NkTO
=Vo|\1- - T ——e % ‘“Mf] 6.65
V(t) VO[( S —— )e to—se T+ — (6.65)

6.6.2. Model koji ukljucuje virus zarobljen u folikularnim ¢elijama

Do sada navedeni modeli su samo neki od modela u kojima se koristi kombinovana terapija, a

razumni su sa bioloSkog aspekta.
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U medicinskim krugovima, poznato je Cinjenica da HIV moZe da ostane zarobljen na povrsini
folikularnih celija, Celija koje se nalaze u limfoidnom tkivu, pa HIV tada mozZe biti osloboden i
sa ovih povrsina (objasnjeno u [8, 12, 13, 14]).

Ako se sa V, obelezi koncentracija ovako zarobljenih variola, onda se izvorom virusa moze
smatrati oslobadanje istih. Ove variole karakteriSe stopa degradacije, obelezena sa py;, i Stopa
njihovog oslobadanja, u oznaci p,, (videti [8]). Ako se dalje zanemari moguénost da ove variole
ponovo postanu zarobljene na povrsini ¢éelije, dobija se, na osnovu [8]:

dv,

P —(uyL, + )V (6.66)

Primeti se da, ako je V, = M™ i uy = py, + py, tada model sa inficiranim celijama kratkog
zivotnog veka, CD4" T, kao i model koji predvida oslobadanje zarobljenih variola, posledi¢no
daje iste jednaine kao i model sa ¢elijama dugog Zivotnog veka. Drugim re¢ima, vaze ista

predvidanja za V(t) kao u (6.65).

6.6.3. Model koji ukljucuje aktivaciju latentno inficiranih éelija

Jos$ jedan od alternativnih modela je onaj koji se zasniva na aktivaciji latentno inficiranih ¢elija,
Cija se koncentracija obelezava sa L. Za formiranje ovog modela potrebno je pretpostaviti da T*
raste konstantnom stopom k, dok se latentno inficirane celije proizvode konstantnom stopom fk,
za f < 1. Za latentno zarazene celije takode se pretpostavlja da im je stopa mortaliteta §;, da se
aktiviraju za stopu a, pa je tada totalna stopa gubitka ¢elija izrazena sa y; = a + 6. Na osnovu

ovih pretpostavki, vazi model iz [8]:

dT T

& o s4pT (1 - ) —d,T — kVT, (6.67)

dt max

E =kVT + al — 6T*, (668)

al _ kVT L 6.69
dt - f #L 4 ( . )
W _ NO6T* — cV 6.70
i cV. (6.70)
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Ponovo, upotrebljavajuci pretpostavke da su RT i inhibitor proteaze 100% efikasni, i da se

pacijent nalazi u kvazi-stabilnom stanju (zat >0,k =0,azat =0, ddi* =0, % =0, % = 0),
dobija se da vazi:

V=V,[Ae™% + Be7#t + (1 — A— B)e™], (6.71)
gde su parametri A i B dati iz [8]:

c
Ao M (1 __af )
(1 + af)(c—98) 6 —uy
aféc
B f

T+ aN—m)@— )

Upotreba ovako dobijenog modela na stvarnim podacima pacijenata omogucava da se odrede 9§ i
Uy, ali ne i da se odrede preostali parametri koji definiSu A i B.

Na osnovu istrazivanja pokazano je da ovaj model i model koji koristi ¢elije dugog Zivotnog
veka daju ista predvidanja, ali i da im se rezultati razlikuju ako se upotrebe neki dodatni

ekperimentalni podaci (videti [8]).

6.6.4. Model koji ukljucuje i ¢elije dugog Zivotnog veka i latentno inficirane celije

Poslednji model koji se analizira je model koji ukljuéuje, kako latentno inficirane ¢elije, tako i

¢elije dugog zivotnog veka. Ovakav model ima sledeci oblik, na osnovu [8]:

dT T
—=s+pT (1 — ) —drT —kVT, (6.72)
dt max
= kVT +al — 87", (6.73)
dL
— = FlVT — L, (6.74)
dt
dM
dM*
= ky VM — pip,M*, (6.76)
dt
dv
= = NOT* +py M’ —cV, 6.77)

a reSavanjem ovog sistema, dobija se izraz za ukupnu koncentraciju virusa iz [8]:
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V(t) = Vo[Ae % + Be it 4+ Ce Mt + (1 — A — B — C)e™ ], (6.78)

gde su:

NkT,

A=—2 (1 Y )
c—90 §— U

5= afSNkT,
(8 — p)(c—p)
¢ — NKT, (1 + ﬂ)

c= fl

C— Um

Ponovo su kori$éene pretpostavke da se pacijent pre primene tretmana nalazio u kvazi-stabilnom
stanju, kao i da su inhibitori 100% efikasni.

Dalje, takode je pretpostavljeno da je data frekvencija inficiranih celija i to izrazom koji je
proporcionalan izrazu I(t) = T*(t) + L(t).

Resavanjem (6.72) — (6.77) dobija se da je, po navodima iz [8]:

I(t) = ol (1 Y )e‘5t + ﬁ(1 +— )e‘”Lt].
6 6 —u 139 S —u

Ovako postavljen model doneo je veliku nadu i optimizam, jer je pretpostavljao mogucénost

potpunog uniStenja virusa u organizmu. Medutim, ostalo je jo§ da se dodatno analizira njegovo

ponasanje.

Kao §to je 1 prikazano u poglavljima 6.6.1 — 6.6.4 modeli koji opisuju ponasanje virusa HIV u
organizmu coveka uvek se mogu dodatno modifikovati, a jedan od nacina je i posmatranje
razli¢itih Celija na koje isti ima uticaj. Dodavanjem promenljivih u sistem, isti se znacajno
komplikuje, tj. postaje komplikovaniji za reSavanje, ali na taj nacin matematicki model sve
pribliZnije opisuje stvarno 1 realno ponasSanje virusa HIV. U ovim, komplikovanijim, prikazima
zanemaruju se sve ranije pretpostavke koje su sluzile za lakSe racunanje 1 time se proSiruje
izucavanje delovanja virusa, odnosno podaci do kojih se dolazi ovakvim metodama su realniji i

tacniji.
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Zakljucéak

Matematika je prirodna nauka, koja osim prostog sabiranja i oduzimanja pruza moguénost za
izraCunavanje daleko komplikovanijih zadataka i izrazito je primenjiva. Kao $to je u ovom radu i
pokazano, uz pomo¢ razli¢itih matematickih alata moguce je prodreti u srz problema koji nas

svakodnevno okruzuju.

Formulisanje matematickih modela je vrSeno tako da se Sto pribliznije predstavi realna situacija i
realno ponasanje bolesti u nekoj populaciji, a najéesée su koris¢ene obicne diferencijalne
jednacine, kao 1 sistemi istih, iz prostog razloga Sto pruzaju moguénost da se opiSe promena

odredene veli¢ine (parametra) u toku vremena, §to je za ovaj rad bilo od narocitog znacaja.

Resavanjem obi¢nih diferencijalnih jednadina, odnosno sistema obic¢nih diferencijalnih jednacina
kojima su matematicki modeli bili predstavljeni, omoguceno je da se opiSu i analiziraju sve one
promene i svi oni faktori koji su karakteristi¢ni za neku bolest. Pritom, ovakva analiza pruzila je
mogucénost vrSenja teorijskog izucavanja bolesti 1 predvidanja mogucih ishoda, bez potrebe za

eksperimentalnim istrazivanjem na ljudima.

U radu su prikazani neki osnovni, a 1 neki malo sloZeniji matematicki modeli, preuzeti iz
literature, kojima je predstavljeno ponasanje epidemije u okviru neke populacije, kao i ponasanje
virusa HIV u organizmu zarazene 0sobe. Poseban osvrt dat je upravo na ove probleme, iz razloga
Sto 1 pored svih inovacija na polju medicine i nauke uopste, bolest kao §to je HIV 1 dalje uzrokuje

veliku smrtnost u populaciji stanovnistva Zemlje.

Osnovna ideja ovog rada je bila da se prikaze naéin na koji se pojave u prirodi, narocito u
medicini, mogu predstaviti uz pomo¢ razli¢itih matematickih jednakosti i kako se na osnovu

pravila koja vaze u matematici moze izucavati ponaSanje bolesti u realnoj situaciji.

Opsti zakljucak, koji moze da se izvede na osnovu rada, je da matematickim modeliranjem
epidemija i virusa HIV moZe znacajno da se doprinese reSavanju ovih problema. Naime,

promenom parametara koji se koriste, kao 1 suzavanjem pretpostavki, moze se do¢i do formiranja
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modela takvih da, gotovo u potpunosti, prikazuju realnu situaciju. ReSavanjem ovako
postavljenih modela, uz eventualna merenja nekih osnovnih parametara na pacijentima, mogu se
ustanoviti odredene pravilnosti i Sabloni koji bi, eventualno, pomogli izleCenju pacijenata.
Medutim, a s obzirom na to da navedeni modelu poseduju odredena ogranicenja, zakljucuje se da

postoji moguénost dodatnog pobolj$anja istih.

Bitno je jo§ 1 napomenuti da napredak u formiranju matematickih modela nije i jedini potreban.
Naime, da bi modeli epidemija i HIV-a doprineli resavanju problema, od klju¢nog znacaja je
napredak u medicini, jer modeli i ne mogu biti formirani bez kljucnih podataka ponasanja
bolesti, lekova koji se koriste u cilju ozdravljenja i podataka o organizmu i ponaSanja unutar

organizma ¢oveka.
Dodatno, moje licno misljenje je da je oblast primenjene matematike izuzetno korisna i Siroka

oblast i da je potrebno uloziti dodatne napore kako bi se studenti Prirodno-matematickog

fakulteta u Novom Sadu vise upoznali sa ovom oblasc¢u.
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Recnik Cesto koriS¢enih pojmova

Opsti matematicki modeli epidemija

A
Adekvatan kontakt — kontakt, izmedu osetljive i zarazne osobe, dovoljan da se osetljiva osoba
zarazi bole$¢u, odnosno kontakt dovoljan da se bolest prenese kroz populaciju; broj adekvatnih

kontakata u jedinici vremena oznacava se sa 8.

E

E grupa (klasa) — jedna od grupa po kojoj se mogu klasifikovati matemati¢ki modeli epidemija;
ovu grupu ¢ine one osobe koje se nalaze u tzv. latentnom periodu, odnosno ovoj grupi pripadaju
osobe koje su zaraZzene spornom boleS¢u, ali nisu 1 zarazne, tj. nemaju mogucénost da prenesu

bolest drugima; osobe koje pripadaju ovog grupi nazivaju se izlozene o0sobe; broj osoba iz

populacije koje pripadaju grupi E, u trenutku t, oznacava se sa E(t).

|
I grupa (klasa) — jedna od grupa po kojoj se mogu klasifikovati matemati¢ki modeli epidemija;
ovu grupu ¢ine one osobe koje su zarazene i1 zarazne, tj. imaju mogucénost da prenesu bolest

drugima; osobe koje pripadaju ovog grupi nazivaju se zarazne (infektivne) osobe; broj osoba iz

populacije koje pripadaju grupi I, u trenutku t, oznacava se sa I(t).

Infektivna frakcija (udeo) — frakcija ukupne populacije u grupi I (grupi infektivnih); udeo
populacije koji se nalazi u grupi I, u trenutku t, oznacava se sa i(t).

Invazija bolesti — pojava kada se u populaciju, koju ¢ine isklju¢ivo osetljive osobe, uvede jedna
infektivna osoba.

IzloZena frakcija (udeo) — frakcija ukupne populacije u grupi E (grupi izlozenih); udeo

populacije koji se nalazi u grupi E, u trenutku t, oznacava se sa e(t).

K
Kontaktni broj — prosec¢an broj adekvatnih kontakata koje ostvari zarazna osoba za vreme

trajanja svog infektivnog perioda; kontaktni broj oznacava se sa .
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M

M grupa (klasa) — jedna od grupa po kojoj se mogu klasifikovati matemati¢ki modeli epidemija;
ovu grupu ¢ine one osobe koje poseduju pasivni imunitet, odnosno ovoj grupi pripadaju deca
(novorodencad) koja su svoj imunitet stekla ukoliko im je majka, za vreme trudnoce, bila

zarazena spornom bole$¢u; osobe koje pripadaju ovog grupi nazivaju se pasivno-imune 0sobe;

broj osoba iz populacije koje pripadaju grupi M, u trenutku t, oznacava se sa M(t).

O

Oporavljena frakcija (udeo) — frakcija ukupne populacije u grupi R (grupi oporavljenih); udeo
populacije koji se nalazi u grupi R, u trenutku t, oznacava se sa r(t).

Osetljiva frakcija (udeo) — frakcija ukupne populacije u grupi S (grupi osetljivih); udeo
populacije koji se nalazi u grupi S, u trenutku t, oznacava se sa s(t).

Osnovni broj reprodukcije — prose¢an broj onih koji se zaraze bolesc¢u, kada se u populaciju,
koji ¢ine isklju¢ivo osetljive osobe, uvede jedna infektivna osoba; kvantitativna mera koja
odreduje kada ¢e bolest da se prosiri kroz populaciju, odnosno kada ¢e epidemija da zahvati

populaciju; osnovni broj reprodukcije oznacava se sa Ry.

P
Pasivno-imuna frakcija (udeo) — frakcija ukupne populacije u grupi M (grupi pasivno-imunih);

udeo populacije koji se nalazi u grupi M, u trenutku t, oznacava se sa m(t).

R

R grupa (klasa) — jedna od grupa po kojoj se mogu klasifikovati matematicki modeli epidemija;
ovu grupu ¢ine osobe koje su se od bolesti oporavile, odnosno ovoj grupi pripadaju osobe koje su
nakon zavrSetka zaraznog perioda stekle trajni imunitet; osobe koje pripadaju ovog grupi

nazivaju se oporavijene osobe; broj osoba iz populacije koje pripadaju grupi R, u trenutku ¢,

oznacava se sa R(t).

S
S grupa (klasa) — jedna od grupa po kojoj se mogu klasifikovati matematicki modeli epidemija;

ovu grupu ¢ine one osobe Koje su osetljive na bolest, odnosno ovoj grupi pripadaju osobe koje
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imaju mogucnost da se spornom bole$¢u zaraze; osobe koje pripadaju ovog grupi nazivaju se
osetljive osobe; broj osoba iz populacije koje pripadaju grupi S, u trenutku t, oznacava se sa
S(1).

SIR model — matemati¢ki model epidemija koji pretpostavlja da je populacija podeljena u tri

grupe, grupu osetljivih (S), grupu infektivnih (I) i grupu oporavljenih (R).

Snaga infekcije — prosecan broj kontakata sa infektivnom osobom u jedinici vremena.

Stope prelaza — konstantne vrednosti koje opisuju kontakte osoba iz jedne grupe populacije sa
drugom, odnosno prelazi iz jedne grupe u drugu; stope prelaza koje opisuju prelaz iz grupa M, E

il,ugrupe S, iR, respektivno, oznacavajusesa &, €iy.

U

Ucdestalost epidemije — broj novih slucajeva zarazenih u jedinici vremena.

Z
Zamenski broj — prose¢an broj sekundarnih infekcija, odnosno prosecan broj onih koji se zaraze
bolesc¢u u kontaktu sa jednom infektivnom osobom za vreme trajanja ¢itavog perioda epidemije;

zamenski broj oznacava se sa R.

Virus HIV

B
Broj cestica koje zarazene Celije mete proizvede za vreme trajanja svog Zivotnog veka —

oznacavase sa N.

O\

Celije mete — ¢elije u organizmu coveka koje su posebno osetljive na virus.
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E
Efikasnost inhibitora — efikasnost inhibitira je numeric¢ka veli¢ina koja odreduje koliko je neki
lek (inhibitor) delotvoran na smanjivanje koncentracije virusa; efikasnost inhibitora obelezava se

san, pri ¢emu se indeks u ovoj veli¢ini menja u zavisnosti od vrste inhibitora koji se koristi.

K

Koncentracija virusa — koli¢ina virusa koja se u datom trenutku nalazi u organizmu zaraZzene
0sobe; koncentracija virusa se 0znacava sa V(t).

Koncentracija infektivnih (zaraznih) Cestica virusa — koncentracija infektivnih ¢estica virusa
je koncentracija onih variola koje su bile zarazene pre upotrebe pojedinih lekova (inhibitora
proteaze), te stoga ostaju zarazne i nakon primene tretmana; koncentracija infektivnih Cestica
virusa oznacava se sa V(t).

Koncentracija inficiranih (zarazZenih) éelija meta — koncentracija onih ¢elija meta koje su se
zarazile boles¢u; koncentracija ovih ¢elija zavisi od vremena; koncentracija zaraZenih ¢elija meta
se oznacava sa T*(t) , M*(t) ili L*(t), u zavisnosti od vrste ¢elija meta, pri ¢emu je sa T*(t)
obeleZena koncentracija inficiranith CD4+ T celija koje su najosetljivije na prisustvo HIV-a.
Koncentracija neinfektivnih (nezaraznih) Cestica virusa — koncentracija neinfektivnih Cestica
virusa je koncentracija onih variola koje su nastale nakon upotrebe pojedinih lekova (inhibitora
proteaze), te stoga lek utice na njih i nisu vise zarazne; koncentracija neinfektivnih ¢estica virusa
oznacava se sa Vy(1).

Koncentracija neinficiranih (zdravih) ¢elija meta — koncentracija onih ¢éelija meta koje se jos
uvek nisu zarazile boleS¢u; koncentracija ovih ¢elija zavisi od vremena; koncentracija zdravih
¢elija meta se oznacava sa T(t), M(t) ili L(t), u zavisnosti od vrste ¢elija meta, pri Cemu je sa
T(t) obeleZzena koncentracija neinficiranih CD4+ T Celija koje su najosetljivije na prisustvo
HIV-a.

Konstanta infekcije — konstanta infekcije vezuje se uz koncentraciju nezarazenih celija meta i
koncentraciju virusa, odnosno predstavlja odnos koji virus ima na zdrave Ccelije mete;
koncentracije infekcije oznacava se sa k, pri ¢emu se indeks u ovoj veli¢ini menja u zavisnosti
od ¢elija na koje se stopa odnosi.

Konstanta odumiranja éelija virusa — konstanta koja se ,,vezuje* uz koncentraciju virusa,

odnosno uti¢e na njeno smanjivanje; konstanta odumiranja ¢elija virusa se oznacava sa C.
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Kvazi-stabilno stanje — stanje organizma zarazenog virusom HIV pre pocetka primene terapije

leCenja.

M
Maksimalna koncentracija ¢elija meta — koncentracija ¢elija meta u kojoj se njihovo

razmnozavanje zaustavlja; maksimalna koncetracija se oznacava sa T4y

S

Stopa mortaliteta inficiranih ¢éelija meta — stopa mortaliteta inficiranih ¢elija je definisana kao
brzina kojom ove ¢elije odumiru (nestaju); stopa mortaliteta inficiranih ¢elija se oznacava se 8,
pri ¢emu se indeks u ovoj veli¢ini menja u zavisnosti od vrste ¢elija meta na koje se stopa
odnosi.

Stopa mortaliteta zdravih éelija — stopa mortaliteta zdravih ¢elija je definisana kao brzina
kojom ove ¢elije odumiru (nestaju); stopa mortaliteta zdravih ¢elija se oznacava se d, pri ¢emu
se indeks u ovoj veli¢ini menja u zavisnosti od vrste ¢elija meta na koje se stopa odnosi.

Stopa proizvodnje novih ¢elija meta — brzina kojom se proizvode nove cCelije mete iz nekog
izvora u telu; stopa proizvodnje se oznacava sa s, pri ¢emu se indeks u ovoj veli€ini menja u

zavisnosti od vrste ¢elija meta na koje se stopa odnosi.

\
Vreme generisanja virusa — vreme generisanja virusa definiSe se kao vreme potrebno da
populacija virusa zarazi dovoljan broj ¢elija da se omogu¢i dalje razmnoZavanje virusa; vreme

generisanja virusa se oznaCava sa T g.
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