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1. Uvod

Zivotno osiguranje predstavlja ugovor izmedu osiguranika i osiguravajuée kompanije.
Prema ugovoru osigurava¢ se obavezuje da isplati odredenu sumu u slucaju nastanka osiguranog
slucaja. Istovremeno, osiguranik se obavezuje da placa premiju u jednakim intervalima ili kao
ukupnu sumu.

Osnovna razlika izmedu tradicionalnog i unit-linked zivotnog osiguranja je u mogucnosti
odabira investicija. Kod unit-linked Zivotnog osiguranja ponudeni su razni fondovi u koje
osiguranik moze da ulaze svoje premije, koji se dalje investiraju u velikoj meri u akcije. Dakle,
osiguranik odlu¢uje u koje fondove ¢e ulagati i u kojoj razmeri. Stoga, prinos zavisi od
investicionih odluka samog osiguranika. Unit-linked Zivotno osiguranje predstavlja ugovor kod
kojeg naknade osiguranja zavise od cene odredene akcije. Posmatramo model koji opisuje
neizvesnost trzista i istovremeno portfolio osiguranika. Usled nekompletnosti potrazivanja ne
mogu da se hedziraju u potpunosti putem razmene akcija i obveznica, sto znaci da se deo rizika
prebacuje na samog osiguranika.

Prinos unit-linked Zivotnog osiguranja se moze posmatrati kao vrsta opcije. Veliki broj
zivotnih osiguranja sadrze opciju kao deo ugovora. Cest oblik ovakvog Zivotnog osiguranja je
upravo unit-linked Zivotno osiguranje sa minimalnom zagarantovanom sumom. Otuda, pored
mogucénosti ulaganja premija, postoji minimalna zagarantovana suma na datumu dospeca.

Osiguravajuc¢a kompanija izdaje Zivotna osiguranja sa naknadama vezanim za cenu
odredene akcije. Posmatratemo u radu akciju i nerizi¢nu investiciju, kojima se trguje na
finansijskom trZiStu bez troskova transakcije. Osiguranik, izdavanjem ovakvih ugovora, izlozen
je finansijskom riziku, a na$ cilj je da minimiziramo taj rizik. Ugovori osiguranja su
okarakterisani kao finansijski derivati u modelu koji nije kompletan, tako da ne mogu da se
repliciraju koriste¢i samofinansirajucu strategiju. Teorija minimizacije rizika za nekompletno
trziste je data od strane Follmer-Sondermann-a (1986) i dalje razvijena od strane Follmer-
Schweizer-a (1988) i zatim Scheweizer (1991, 1994, 1995) je ponovo pregledao i primenio nakon
promene u meri. Takva formulacija obuhvata hedzing derivata koji se ispla¢uju samo u fiksnim
trenucima. Analiza opstijih derivata bi zahtevala produzetak teorije Follmer-Sondermann-a.

Za cenu akcije se najéeSce pretpostavlja da prati geometrijsko Brown-ovo Kkretanje,
medutim, na trziStu Cesto dolazi do skoka u vrednosti akcije. Stoga, pristupa se takvoj pojavi
putem difuznog modela. Cena akcije moze da skoci i zatim da prati geometrijsko Brown-ovo
kretanje. Pojava skoka u ceni ¢e biti objasnjena u radu putem shot-noise procesa. Radi se o
slucaju kada je skok u ceni akcije dozvoljen, medutim, efekat takve pojave nestaje u toku
vremena. Ovaj model opisuje trziSte koje nije kompletno i samim tim martingalna mera nije
jedinstvena. Iz tog razloga, nije moguce koristiti ekvivalentnu martingalnu meru za hedzing
strategiju. Dodatni kriterijumi moraju da se odrede da bi se izabrala odgovaraju¢a mera.

Cilj rada je da se predloZzi hedZing strategija za unit-linked Zivotna osiguranja na trZistu u
kome postoji shot-noise. Strategije za minimizaciju rizika u ovom radu se dobijaju putem
Follmer-Schweizer minimalne martingalne mere. Potom je data G-K-W (Galtchouk—Kunita—
Watanabe) dekompozicija u kojoj se koristi svojstvo minimalne martingalne mere. Na kraju, data
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je strategija lokalne minimizacije rizika koja se primenjuje nakon promene u meri. HedZing
strategija je data za dve vrste unit-linked modela u Zivotnom osiguranju pure endowment
(osiguranje za slucaj dozivljenja) i term insurance (ograni¢eno zivotno osiguranje).

1.1. Opcije

Unit-linked ugovori Zivotnog osiguranja sa minimalnom zagarantovanom sumom prate
novCani tok koji odgovara onom od evropske prodajne opcije. Dakle, kod ovakvih ugovora
osiguraniku u trenutku nastanka osiguranog slu¢aja sleduje minimalna osigurana suma, ako
uloZena sredstva nisu premasila tu sumu, a u suprotnom mu sleduju ulozena sredstva. Minimalna
osigurana suma je oznacena sa K, a sa S; ulozena sredstva. Zakljuujemo da je tada
zagarantovana suma max{K, S, }.

Evropska opcija je vrsta opcije koja pruza vlasniku pravo, ali ne i obavezu, da primi ili
plati unapred odredeni iznos koji zavisi od stanja na trziStu na unapred dogovoreni datum. Na
primer, evropska kupovna opcija na rizi¢nu investiciju daje vlasniku pravo, ali ne i obavezu, da
kupi aktivu po unapred odredenoj ceni i unapred odredenom datumu, dok evropska prodajna
opcija daje pravo, ali ne i obavezu, vlasniku da proda aktivu po unapred odredenoj ceni i unapred
dogovorenom datumu.

Stoga, primecujemo da postoje sledece vrste opcija:

e call (kupovna opcija);
e put (prodajna opcija).

Takode, u zavisnosti od datuma izvrSenja razlikujemo:

e evropska — moze se izvrsiti na datum dospeca;
e americka — mozZe se izvrSiti bilo kad do datuma dospeca 1 na sam datum dopeca.

Unapred odredeni iznos se zove strajk cena, K, unapred dogovoreni datum za izvrSenje
evropske opcije se zove datum dospeca, T, a cena akcije u trenutku t = T se zove spot cena, S;.
Cena koju investitor placa za podlogu predstavlja premiju, P.

1.2. Unit-linked zivotna osiguranja

U ovom poglavlju ¢emo opisati osnove unit-linked Zivotnih osiguranja, razmotriti ovaj
oblik ugovora kao opciju i uvesti odredene oznake.

Tradicionalna aktuarska analiza Zivotnog osiguranja se bavi izraCunavanjem ocekivane
vrednosti raznih diskontovanih sluc¢ajnih nov¢anih tokova. Fundamentalan princip ekvivalencije
kaze da diskontovane premije i naknade trebaju da budu izjednacene u proseku. Takode, u bilo
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kom trenutku pre isteka ugovora, rezerva je definisana kao uslovna ocekivana vrednost svih
diskontovanih buduc¢ih naknada umanjenih za premije, uzimajuéi u obzir postojece informacije.

Unit-linked osiguranje je oblik osiguranja kod koga osiguranik snosi rizik investicije.
Premije se investiraju u nekoliko investicionih fondova koji se dalje investiraju, u velikom
procentu, u akcije. Osiguraniku je ¢ak i dozvoljeno da direktno investira u akcije. Stopa prinosa
unit-linked zivotnih osiguranja se moze posmatrati kao neka vrsta opcije na akciju. Mnoge
osiguravaju¢e kompanije su davale garancije na ovu vrstu osiguranja tokom devedesetih godina,
ne sluteci na rizik vezan za ovu vrstu produkta.

Pojam unit-linked se odnosi na na¢in na koji su premije osiguranika investirane. Neto
premije se investiraju na osnovu odluke osiguranika. Cesta praksa je da se dopusti osiguraniku da
izabere izmedu odredenih investicionih fondova. Neke osiguravaju¢e kompanije daju 1
mogucnost da se investira u pojedinac¢ne akcije. Ovakvom konstrukcijom osiguranik snosi
investicioni rizik, §to znaci da je odgovaran za gubitke. Dakle, ova vrsta Zivotnog osiguranja ima
veliki potencijal za profitabilnost jer je dobit bazirana na uce$¢éu u kapitalu umesto na fiksnim
primanjima. Medutim, osiguranici moraju da budu spremni na gubitke u trenucima ekonomskog
pada.

Tipi¢no za unit-linked ugovore je $to se rezerve ne spominju u smislu novca, ve¢ u smislu
jedinica od nekoliko investicionih fondova ili akcija. Rezerve u terminima novca predstavljaju
broj jedinica pomnozenih sa cenom svake jedinice. Ova rezerva se naziva vrednost fonda. Bruto
premija se plaa u jednakim vremenskim intervalima do isteka ugovora osiguranja. Nakon
odbitaka zbog troskova investiranja, administrativnih troskova i premije za rizik mortaliteta, slede
investicione premije. Ova vrednost je najées¢e odredena faktorima kao §to su visina premije,
zagarantovani prinos, troSak 1 odbici mortaliteta, ali takode mogu da budu egzogene.
Pretpostavi¢emo da osiguranik investira u jedan investicioni fond ili akciju, tako da se mozemo
ograniCiti na samo jedan proces cena akcije. Ovakva pretpostavka nije ograni¢avajuca. Pri cemu
se rezultati mogu proSiriti na investicije u vise fondova i akcija.

Definisaéemo sada notacije vezane za unit-linked Zivotna osiguranja i prikaza¢emo
vrednost ugovora kao put opciju. Neka jet, = 0ineka sut;, i = 0,...,n — 1 trenuci vremena u
kojima se premije P; pripisuju rezervi. Kada se radi o premijama, misli se na investicione
premije, stoga, troskovi i troSkovi mortaliteta su uzeti u obzir. Neka je T = t,, datum isteka
ugovora i K, zagarantovan iznos prilikom isteka. Onda, u trenutku t;,i = 0, ...,n — 1, osiguranik
kupuje :T"jedinica I svaka jedinica ima vrednost Sr prilikom isteka ugovora. Vrednost fonda

2

(fund value) u trenutku isteka je FV, = Y7} Pi(j—T). U svakom trenutku placanja, t;, Koji

&

prethodi trenutku isteka vrednost fonda je data sa FV; = };})P}(Si). Kako je osiguranik ima
t.
J

pravo na minimalni iznos K, zavisno od od toga da li je ziv u trenutku T, isplata ugovora u

trenutku isteka iznosi,
n—1 S n—1 S +
max(FV,, K) = max ZPi—T,K = Zpi_T
Li's, Li's,
1= 1=
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Stoga, vrednost ugovora sa minimalnom zagarantovanom sumom se moze predstaviti put

.. 1, S . y oy . < -
opcijom na (Z?=01 P, S—T), koja se moze tumaciti kao neka stohasticka prosecna ponderisana cena
¢
jedinice (akcije) u trenutku isteka. Koli¢ina ln(s—T) predstavlja logaritamski prinos investicije u
&

toku perioda [t;, T]. Ako je R minimalna stopa prinosa, onda osiguravaju¢e kompanije najéesce
radunaju zagarantovanu vrednost u trenutku T, prema formuli Y- P,(R)eR®T~t)_ Ovde P; zavisi
od izbora R preko Seme za odbijanje troSkova, stoga piSemo, P;(R).

Uvese¢emo joS oznaka, koje ¢e nam biti korisne, kao Sto je verovatno¢a da osoba
starosti x dozivi narednih k godina, tj. ,p, = [1*¢ py4:. Pri ¢emu sa p, obelezavamo ;p,. U
tom slucaju, ,py - qr4+r Oznacava verovatnoc¢u da osoba sa x godina doc¢eka x + k-tu godinu
zivota umre u toj godini. Da bi odredili prirodnu premiju (osiguranje na jednu godinu),
posmatrajmo jedan ugovor o zivotnom osiguranju sa minimalnom zagarantovanom sumom za
osiguranika starosti x koji traje T godina. Radi jednostavnosti pretpostavicemo da se osigurana
suma isplacuje na kraju k-te godine, odnosno, po¢etkom k + 1-e godine.

Prema principu ekvivalencije u aktuarstvu (sadasnja vrednost buduc¢ih obaveza
osiguravata mora da bude jednaka sadasnjoj vrednsoti budu¢ih obaveza osiguranika),
jednokratna neto premija bi¢e jednaka sadasnjoj vrednosti, odnosno, diskontovanoj vrednosti
ocekivanih buducih gubitaka.

Dakle, diskontovana vrednost buduc¢ih gubitaka kompanije, kada je u pitanju smrtni slucaj
koji je nastao izmedut = k it = k + 1 iznosi K(1 + i)~* D, Pri ¢emu verovatno¢a gubitka
iZNosi Py * Gx+r- Sada mozemo dati raspodelu za diskontovani gubitak, discounted future cost,

DFC:(K(l +i) KA+i)™? .. KA+ i)—T>
qx 1Px " Qx+1 - T-1Px "4qr-1

Tada je jednokratna neto premija, single pure premium, o¢ekivanje prethodne promenljive,

T
SPP = EIDFCl = ) K(1+0™¥, 1P Gk
k=1

Na osnovu prethodnog, odredimo prirodnu premiju, koja predstavlja slucaj kada bi
osiguranik svake godine kupovao Zivotno osiguranje sa razliitim premijama. Za T =1
dobijamo, K (1 + i) 'q,, pri ¢emu bi ta premija slede¢e godine iznosila K (1 + i)~ 1q,,, kada
osiguranik ima x + 1 -u godinu.
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2.Binomni model kretanja cene akcije

Binomni model igra vaznu ulogu u razumevanu teorije arbitraznog vrednovanja i teorije
verovatnoce. Zasniva se na pojednostavljenju finansijskih instrumenata koji ucestvuju u
odredivanju cene opcija, medutim, obuhvata znacCajne karakteristike za komplikovanije
neprekidne modele. Stoga, uvodimo najpre diskretan model za odredivanje cene opcije.

2.1. Binomni model za 1 period

Pretpostavke binomnog modela za 1 period obuhvataju:

e jedan udeo akcije se moze podeliti u svrhu kupovine i prodaje;

e prilikom svake transakcije, cena akcije koju kupac placa je jednaka iznosu koji prodavac
dobija, odnosno nema troskova transakcije;

e kamatne stope prilikom pozajmljivanja i investiranja su jednake;

e za akciju postoji moguénost da primi samo dve vrednosti u svakom trenutku.

Posmatramo vremenski period od At. Za cenu akcije se pretpostavlja da prati jednostavan
binomni model. Po¢etna cena akcije u trenutku t = 0 je data sa S, a u svakom slede¢em periodu
cena akcije moze da skoci za faktor u ili padne za faktor d.

Dakle postoje dve moguénosti za vrednost akcije u trenutku t = 1, koju oznac¢avamo sa Sy :

e uslucaju rasta na trziStu vrednostakcijepostaje S; = S, = uS,
e uslucaju pada na trziStu vrednost akcije postaje S; = S; = dS,

gde su u i d konstante, d < u.

Oznac¢imo sa 0 < p < 1 verovatno¢u da cena akcije poraste a sa 1 —p verovatno¢u da cena
akcije padne.

51
p Su = uSp
So
1-p S; =dS,

Pravimo replikantni portfolio za prodajnu opciju, koji se sastoji od dve aktive, rizi¢ne i
nerizi¢ne, odnosno akcije i obveznice, respektivno. Neka obveznica ima stopu prinosa R, $to
znaci da ako smo investirali 1 nov€anu jedinicu, na$ prinos u trenutku t = 1 iznosice (1 + R)
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novcanih jedinica. Iznos koji je investiran u obveznicu obelezavamo sa 1, a udeo u akciju sa ¢.
Na taj nacin dobijamo uredeni par (1, {) koji predstavlja replikantni portfolio za prodajnu opciju
u trenutku t = 0. Stoga, vrednost portfolia u trenucima O i 1,

t=20 t=1
W =n+es, | VOV =n0+R) + &8

gde su I/E)("‘E) i Vl("’g) vrednosti portfolia u pocetnom trenutku t =0 i u trenutku t =1,

respektivno. Za Vl(n‘f) primecujemo da su moguce vrednosti sledece u zavisnosti od kretanja cene
akcije,

V79w =n(1+R) + £S5,

v (d) =n(1 +R) + €S,

Da bi mogli da odredimo cenu opcije uvodimo definiciju arbitraZze, koja predstavlja
moguénost ostvarivanja profita bez pocetnog bogatstva. Pretpostavka da trziSte ne dozvoljava
arbitrazu nije realna, medutim trziste vrlo brzo reaguje tako da je takva pojava vrlo kratkotrajna.

Definicija 2. 1. Arbitraza je moguéa ako postoji portfolio (7, ) za koji vazi sledece:
(I) I/E)(Urf) — O;

iy " =0iy"V@) =0
iy 7@ > 0ili ") >0

Dakle, ako pretpostavimo da Vl("’f) ne moze da ima nenegativnu vrednost, ne postoji moguénost
arbitraze.

TEOREMA 2.1.
Trziste ne dozvoljava arbitrazu ako 1 samo ako je zadovoljena slede¢a nejednakost,
d<1+R<u.
Dokaz.

Pretpostavimo suprotno, tj. da vazi 1 + R < d. Pokazujemo da jen = =S, 1 ¢ = 1 jedna
arbitrazna strategija trgovanja. U trenutku t = 0 pozajmljujemo S, po nerizi¢noj kamatnoj stopi

R i kupujemo jednu akciju po ceni S,. Stoga, vazi da je VO(""’C) =0, a u trenutku t = 1 vracamo
pozajmicu i prodajemo akciju i dobijamo sledece vrednosti portfolia,

V() = =So(1+R) + uSy = So(u— (1+ R))

V7 (d) = =So(1 4 R) +dSy = So(d — (1 + R))
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Pretpostavili smo da vazi nejednakost 1+ R < d < u odakle dobijamo Vl(n’f)(u) >0 i

Vl("'g)(d) >0, odnosno da po prethodnoj definiciji postoji moguénost arbitraze, $to je
kontradikcija sa pretpostvkom teoreme da nema arbitraze.

Sli¢no, ako pretpostavimo da je u < 1+ R, kratko prodamo akciju po ceni S, u pocetnom
trenutku i investiramo po nerizi¢noj stopi R, odnosno, (n,¢) = (Sp,—1). U slede¢em periodu
ostvarujemo sledece vrednosti,

VW) = Se(1+R) —uSy = So((1+R) — w)
VT (d) = Se(1+R) —d Sy = So((1+R) — d).
Kako smo uzeli da jed <u < 1+ R, dobijamo da je Vl(”‘f)(u) >0 Vl(”‘f)(d) > 0. Ponovo
dobijamo kontradikciju, zakljucujemo da gornja nejednakost mora da vazi.
]

Ako trziSte ne dozvoljava arbitraZzu onda dva portfolia koja imaju istu Krajnju vrednost
moraju imati istu pocetnu vrednost.

Uvodimo pojam kompletnosti trzista koji predstavlja vaznu osobinu, jer u kompletnom
trzistu svaki finansijski ugovor ima jedinstvenu fer vrednost (pod pretpostavkom odsustva
arbitraze). Iz tog razloga, moguce je vrednovati razne ugovore na dosledan nacin i uzimajuc¢i u
obzir vrednosti podloge jedna u odnosu na drugu. Pretpostavljamo da u modelu ne postoji
mogucnost arbitraze i uvodimo pojam finansijskog derivata (contingent claim). Finansijski
derivat predstavlja finansijski ugovor sa slucajnom isplatom, stoga je ugovor zavistan od
sluc¢ajnog ishoda koji se desio u trenutku isplate.

Kazemo da portfolio replicira finansijski derivat kada postoji replikantni portfolio koji
ima isti ishod kao dati finansijski derivat u svim stanjima. Dalje, kazemo da je trziste kompletno
kada mozemo da repliciramo bilo koji derivat koriste¢i postojece hartije od vrednosti.

TEOREMA (Fundamentalna teorema vrednovanja) 2. 2.

Pretpostavimo da trziSte ne dozvoljava arbitrazu. Za svaki derivat na trZiStu postoji
replikantni portfolio (n,¢) (trziste je kompletno) ako i samo ako postoji jedinstvena rizik-
neutralna mera verovatnoce Q.

U slucaju binomnog modela za jedan period potrebno je da sistem jednacina,
n(l+R)+ &Sou =P,
N(1+R)+ &Sod = Py

ima jedinstveno reSenje po 1 i &, da bi postojala jedinstvena mera Q. Stoga, mozemo zakljuéiti da
mora da vazi da je d < u, jer u suprotnom bi sistem imao beskona¢no mnogo reSenja. Dakle,
mora da postoji bar jedan znak stroge nejednakostiud <1+ R < u.

10
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Da bi nas$ potrfolio replicirao prodajnu opciju, njegova vrednost mora biti jednaka
vrednosti prodajne opcije na kraju perioda. U tom slucaju cena opcije mora da bude jednaka
prvobitnoj vrednosti portfolia da bismo izbegli mogucnost arbitraze.

U tu svrhu, odredujemo vrednost prodajne opcije na akciju koja se kreée prema
binomnom modelu. Oznaci¢emo sa P, = max{K — S,,0} = (K — S,,)* vrednost prodajne opcije
ako je doslo do rasta na trzi$tu, dok ¢emo sa P; = max{K — S;,0} = (K — S;)* oznacavati
vrednost prodajne opcije u slucaju pada na trziStu. Nasa strategija (1, &) treba da bude takva da
zadovoljava sledece jednacine prihoda, u t = 1, a zapisujemo ih preko inicijalne cene akcije,

n(l+R)+ &Sou =R,
n(1+R)+ &Syd = Py.

Resavanjem ovih jednacina dobijamo

Pu_Pd _ uPd—dPu
u—d ' "TA+R@-d)

£Sy = (2.1)

Posto su sada njihove krajnje vrednosti jednake, znaci da su i poCetne vrednosti jednake. Dakle,
premija prodajne opcije na akciju ¢ija se cena krece po binomnom stablu je jednaka vrednosti
portfolia u pocetnom trenutku,

n+ ¢So = Po.
Ubacivanjem u prethodnu jednacinu izracunate vrednosti za ) i {dobijamo sledece,

R+ Py(1—q)

n+ §So = A+ R (2.2)

gdejeq = %. Napomenimodaje0 <g<1lkakojed <1+R<u.
Vrednosti koje smo dobili u formuli (2.1) nam govore da je potrebno uloZiti @
novcanih jedinica u akciju i % n.j. u obveznicu, gde predznak ovih vrednosti oznacava da

li je u pitanju duga ili kratka pozicija (pozitivan za dugu a negativan za kratku poziciju). Koli¢ina

&= % pored toga Sto oznaCava broj akcija predstavlja i osetljivost cene opcije na cenu
o (=

akcije. Iz tog razloga se najceSce zove delta, a metoda kojom se konstruise porfolio koji savrSeno

hedzira profit od opcije se naziva delta hedzing.

Primetimo sledece:

(i) Kako je 0 < g < 1 moZemo posmatrati {q, 1 — q} kao meru verovatnoe vezanu za pad
ili rast na trzistu. Zakljuujemo iz (2.1) da je cena opcije jednaka diskontovanom prihodu
od opcije pod merom verovatnoce {q, 1 — q};

(i) Pod merom verovatnoce {q, 1 — q} akcija i obveznica imaju isti o¢ekivani dobitak 1 + R;

11
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(iii) Nove verovatnoc¢e q i 1 — q ne zavise od mere verovatnoce {p, 1 — p} niti od prihoda od
opcije, zavise samo od dobitka od akcije i obveznice.

Mera verovatnoce {q, 1 — q} se naziva rizik-neutralna mera ili Q-mera, dok je {p, 1 — p} fizicka
mera ili P-mera.

Ako posmatramo evropsku prodajnu opciju, uz pretpostavku da je Sod < K < Syu,
P, =0iP; =K — S,d.

Stoga, posto vazi B, — P; <0 i uP; —dPB, = u(K — Syd) > 0, zna¢i da je nasa hedzing
strategija kratka pozicija u akciji a duga kod obveznice.

TEOREMA 2.3.

Neka je d < 1+ R < u tada je cena prodajne opcije u poc¢etnom trenutku jednaka rizik-
neutralnom ocekivanju njene diskontovane vrednosti,

Py = EQ(l +RP1)

Dokaz.
Sledi direktno iz (2.2).

2.2. Binomni model za viSe perioda

Sada proSirujemo naSe rezultate iz modela sa jednim periodom na viSe perioda. Opet
pretpostavljamo da postoje nerizi¢na 1 rizicna aktiva, odnosno obveznica i akcija. Radi
jednostavnosti uzimamo da je duZina svakog perioda trgovanja 1. Kao i u prethodnom modelu,
postoje dve mogucnosti za svaki period trgovanja: da cena akcije raste za fiksnu stopu u ili da
cena akcije pada za fiksnu stopu d, tako da je d < 1 + R < u, a verovatnoce ovih dogadaja sup i
1 — p, respektivno.

Posmatramo periode od 0,1,..,n. Neka je k=0,1,..,n, tada u poslednjem
posmatranom trenutku n cena akcije moze da ima k skokova i n — k padova. Dakle, cena akcije
u tom sludaju postaje Sou*d™*, a verovatnoca da cena primi ovu vrednost je (} )p* (1 — p)" .

Sli¢no kao u binomnom modelu za 1 period dobijamo da je premija prodajne opcije na
akciju, koja se kre¢e prema binomnom modelu, jednaka diskontovanoj ocekivanoj vrednosti
opcije nakon n perioda,

n

> () a (- @ H i - spukarhy 23)

k=0

1

Pp=—
T 1+ R)"

12
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1+R—d

y rizik-neutralna verovatnoca.
—

gde je g =

3.Stohasticki procesi

3.1. Pretpostavke iz teorije verovatnoce

Da bismo mogli da uvedemo stohasticke procese, kojima ¢emo definisati kretanje cene
akcije, podsetimo se definicija iz teorije verovatnoce.

Aksioma o-algebre. Podskup F partitivnog skupa P(X) sa osobinama je o-algebra nad Q ako
vazi sledece:

i) XerF;
(i) XeEF=Q\XE€EF,
(i) A, € F,neN= U,en4, €F.

Uredeni par (X, F) sa prethodnim osobinama je merljiv prostor. Elementi skupa F su merljivi
skupovi.

Definicija 3.1. Borel-ova o -algebra je najmanja o -algebra koja sadrzi zatvorene skupove
proizvoljnog topoloskog prostora X. Oznacavamo sa B(R) Borelovu g-algebru na skupu realnih
brojeva.

Borel-ova o-algebra B(R) sadrzi sve skupove koji se dobijaju kao kona¢ne ili prebrojive unije ili
preseci familije intervala [a,b), a,b € R, kao i skupove koji se dobijaju uzimanjem
komplemenata.

Definicija 3. 2. Neka je (X, F) merljiv prostor i neka je dat niz disjunktnih A4, A,, ... skupova iz
F. Mera je funkcija u: A — [0, oo] tako da, tada za sve i # j,

P(LOOJAi> = iP(Ai)
i=1

i=1

Prostor verovatnoce je uredena trojka (X, F, u). Ako je ispunjen uslov u(X) < oo onda je
U konacna mera, a ako vazi u(X) = 1 tada je u pitanju prostor verovatnocéa koji se najcesce
oznacava sa (£, F, P). Dok se mera sa ovakvom osobinom naziva mera verovatnoce.

Definicija 3.3. Neka je dat prostor (X, F,u). Mera verovatnoce je o-konacna ako postoje
disjunktni skupovi A4, A,, ..., 4,,, tako da za sve i,

13
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() UL 4 =X
(i) u(4) < oo

Odnosno, X je prebrojiva unija disjunktnih skupova, od kojih je svaki merljiv i ima kona¢nu
meru.

Prostor verovatnoc¢a (Q, F, P) prikazuje slucajan eksperiment ili kolekciju eksperimenata
koju pokusavamo da analiziramo. Skup Q je skup svih moguéih ishoda datog eksperimenta ili
skup elementarnih dogadaja, gde ishode ozna¢avmo sa w € Q. Merljivi skupovi iz F se nazivaju
dogadajima, a P je mera verovatnoce. Slu¢ajna promenljiva je merljiva funkcija X: Q — S, gde je
najcesce S = R.

Definicija 3.4. Skup funkcija f: X — R U {—00, +0o0} sa osobinom [, |f|"du < oo, i u kojem
identifikujemo funkcije jednako skoro svuda, sa operacijama sabiranja i mnozenja, predstavlja
vektorski prostor L.

Ako za sluéajnu promenljivu X kazemo da pripada prostoru L’ = L”(Q, F,P), to zna&i
E[XP] < o, ima konacni p-ti momenat. Specijalno, zap = 2, L? je Hilbertov prostor i vazi za
skalarni proizvod (X,Y) = E[XY], X,Y € L2

Definicija 3.5. Neka su (X,F) i (Y,H) prostori sa o-algebrama. Proizvod o-algebri F @ H je
o-algebra na proizvodu X X Y koju generiSu skupovi oblika A X B,A € F, B € H.

TEOREMA 3.1.

Neka su (X, F,u) i (Y,H,v) prostori sa o-algebrama F i H i o-kona¢nim merama y i v.
Postoji jedinstvenameran na G = F @ H tako da vazi,

n(A X B) = u(A)v(B)
ZzasveAX B, AeF,B eH.

Ocekivanje slucajne promenljive X, iz skupa realnih brojeva, je data sa:
E[X] = f X dp.
Q
Dok je distribucija slucajne promenljive X mera verovatno¢e koja se dobija kada se mera
verovatno¢e P prikazuje na realnoj pravoj,
u(A) = P{X € A}, A€ B(R).
Gde je {X € B} drugi naéin da izrazimo {w € Q: X(w) € A}.

Definicija 3. 6. Uslovno ocekivanje slucajne promenljive X iz prostora (), F,P) za datu o-
algebru H je skoro sigurno jedinstveno odredena H -merljiva slu¢ajna promenljiva E[X|H] za

koju vazi [, E[X|H]dP = [, XdP,zasvako A€ H,

14
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Propozicija 3. 1. Uslovno ocekivanje ima sledece osobine:

(i) E[aX + bY|H] = aE[X|H] + bE[Y|H], linearnost;
(i) E[E[X|3]] = E[X];

(iii) E[XY|H] = XE[Y|H], ukoliko je X H -merljivo;
(iv) E[X|H] = E[X], ukoliko je X nezavisno od #;

(v) E[E[X|H]|G] = E[X|G],za G c H.

Definicija 3.7. Dve mere verovatnoce P i Q definisane nad istim prostorom verovatnoca (, F)
su ekvivalentne, u oznaci P~Q, ako vazi P(A) = 0 & Q(A) =0, za sve A € F, odnosno ako
imaju iste skupove mere nula.

TEOREMA (Radon-Nikodym) 3. 2.
Neka su P i Q ekvivalentne mere verovatnoCe na prostoru (,F). Tada postoji

nenegativna slu¢ajna promenljiva Z takva da vazi,

Q(A)zf ZdP, AE€F.
A

Gde se Z zove Radon-Nikodymov izvod od Q u odnosu na P. Iz prethodne jednakosti sledi da za
svaku slu¢ajnu promenljivu X iz prostora (Q, F) vazi sledece,

EC[X] = EP [XZ—g

Neka je (Q, F,P) prostor verovatnoc¢a. Podsecamo se da F sadrzi sve moguce dogadaje i
predstavlja sve informacije iz prostora verovatnoca.

3.2. Pretpostavke iz stohasti¢ke analize

Definicija 3.10. Filtracija na prostoru verovatnoéa (£, F,P) je familija o -algebri {F,:t €
/0,77 koja ispunjava uslov:

F.CF, CF, zasve 0 <s<t<oo.

Dakle, o-algebra F, predstavlja sve dostupne informacije do trenutka ¢, ukljucujuci i t. Dok F;
ne sadrzi vise informacija od F;, $to odrazava ¢injenicu da kako vreme prolazi vise informacija
nam je dostupno.

Na opsStem nivou stohasti€¢ki proces predstavlja familiju slucajnih promenljivih
definisanih na istom prostoru verovatnca.
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Definicija 3. 11. Realan stohasticki proces, {S;: t € 0}, je familija realnih slu¢ajnih promenljivih
definisanih na istom prostoru verovatno¢a (Q, F,P), gde je ® = [0,T] ili ® = R* parametarski
skup.

Za svako t € 0, S, (%) je jedna realna sluc¢ajna promenljiva. Za svako w € (, funkcijat — S;(w)
se zove trajektorija ili realizacija procesa. Ukoliko je trajektorija stohastickog procesa
neprekidna funkcija, onda se radi 0 neprekidnom stohastickom procesu.

U radu ¢emo nadalje koristiti parametarski skup {0,1,...,T} jer predstavlja vreme od
kupovine opcije do njenog dopeca, odnosno, vreme od pocetka ugovora do njegovog isteka.

Definicija 3.12. Za proces {S;:t € [0,T] } kazemo da je adaptiran filtraciji {F,:t € [0,T] } ako
je zasvako t € [0, T] slu¢ajna promenljiva S, je F,-merljiva, tj. a(S;) S F,.

Prethodno znaci da je cena aktive u trenutku t sadrzana kao deo informacija F, koje su nam
dostupne u trenutku t. Sada, definiSimo pojam martingala, najpre u diskretnom slucaju,

Definicija 3.13. Neka je (Q, F, P) prostor verovatnoc¢a i {M,:t = 0,1,2, ... } stohasti¢ki proces,
pri ¢emu je E[|M,|] < oo, adaptiran filtraciji {F,}. Dati proces je martingal u meri verovatno¢a
P ako vazi,

E[Mt+1|Tt] = M,.

Intuitivno prethodna jednacina znaci da uzimajuéi u obzir trenutne informacije, do trenutka t, ne
mozemo da predvidimo vrednost M, ;.

Neke osnovne osobine slede iz same definicije martingala:

(i) zasvakot, E[M,] = M,, odnosno, o¢ekivanje martingala je konstantno u toku vremena;
(ii) za svaku slu¢ajnu promenljivu X na F,, gde je E[|Y|] < o, stohasti¢ki proces {M, =
£VFtje martingal.

Stohasti¢ki proces moze biti martingal u odnosu na jedan skup informacija, a da ne poseduje
odgovaraju¢e osobine u odnosu na drugi. Medutim, osobina martingala je ofuvana za slucaj
F,CF, s<t,

E[Mt+1|Es] = E[E[Mt+1|Ft]|E9] = E[Mt|F;] = M,.

Definicija martingala se moze iskazati i drugacije, finansijskim re¢nikom. Ako je {M,:t € [0,T] }
proces bogatstva investitora, onda 0sobina martingala oznafava da je ocekivanje buduceg
bogatstva jednak trenutnom bogatstvu.

U finansijama cesto postoji zahtev da proces diskontovanih cena bude martingal za dati prostor
verovatno¢a. Ukoliko proces ne poseduje odgovarajuce osobine u datom prostoru, potrebno je
pronaci ekvivalentnu meru za koju vazi da je proces martingal. Takva mera verovatnoce se Cesto
naziva martinglna mera.

Definicija 3. 14. Neka je (Q, F, P) prostor verovatnoca i neka je X = {X,: t € [0, T]} stohasti¢ki
proces adaptiran filtraciji {F,:t € [0,T]}. Tada je X predvidljiv proces ako je X, F;-merljiv za
svako t.
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3.3. Geometrijsko-Brown-ovo kretanje

Model geometrijskog Brown-ovog kretanja se dobija kada se u binomnom modelu za vise
perioda pusti da broj koraka n u inervalu [0, t] tezi beskon¢nosti, n — co. Pri tome je cena opcije

data sa (2.3). Podelimo interval [0, t] u n jednakih intervala, tada je duZina perioda A= % iA—>0
kada n — co. Za cenu akcije, odnosno podloge, kazemo da prati geometrijsko Brown-ovo
kretanje sa driftom u i volatilno$¢u o ako je za sve nenegativne vrednosti s i t koli¢nik %

N

slu¢ajna promenljiva koja je nezavisna od cena do trenutka s 1 ako vazi da slucajna promenljiva,
St+s 2
In —~N (n, o°t)
N

Parametar y oznacava oc¢ekivani prinos akcije jer se moze pokazati iz osobina normalne
raspodele da E[S(t)] = S(0)e*, tj. cena akcije raste eksponencijalno po konstantnoj stopi u.
Konstanta o je mera rizi¢nosti akcije, a 2 je jednako varijansi log-prinosa po jedinici vremena,

52 = Var[log{S;} — log{S,}]
t

Ukoliko uzmemo za parametre u i d specijalno u = eVdid=e"3 U tom slu¢aju
- , . . 1+rA—d . . . . .. .
rizik-neutralna verovanoca iznosi q = ——— Jer su u pitanju mali vremenski intervali. Tada
mozemo napisati, na osnovu Tejlor-ovog razvoja za eksponencijalnu funkciju,

u=e’VAx 1+0\/Z+%02A
d=e V2~ 1 —a\/Z+%02A
odakle dobijamo,
_1 1 o’ _l I3
q=3[1+70=DVE] =+ VD)
2
gdejepu=r —%.

Pokazimo da cena akcije prati geometrijsko Brown-ovo kretanje, odnosno da slucajna
. S - . v . ..
promenljiva Ins—t: N(ut, o°t). Neka je X; diskretna slu¢ajna promenljiva sa raspodelom,
0

1 0
X"'(q 1—q)

S, = Soui=1Xign—Ziz1 Xi

tada vazi po binomnom modelu,

g,
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n n
St u ot
In2t=nl ZX-] N=-Z 42 EX- A
nS0 nnal+i=1 ln(d) \/Z+< l>0\/_

i=1

S; ot
E(ln—)z——+2m/Zn = ut
VARG p=F

D (lnﬁ) = 40°Anq(1 —p) = ¢%t,n > o
S0

4. Modeli u neprekidnom vremenu

U vremenski neprekidnim modelima finansijskih trzista agentima je dozvoljeno da trguju
neprekidno, ne samo u diskretnim vremenskim periodima. Stoga, cene se modeliraju kao procesi
u neprekidnom vremenu, koji su najceSCe stohasticki. Kako se trgovina na modernim
finansijskim trzistima moze obavljati u vrlo kratkim vremenskim intervalima, ovaj model je
logi¢na aproksimacija stvarnog trziSta. Razlog za koriS¢enje ovakvog modela jeste taj $to on
pruza mogucnost da se modelira kompleksna dinamika cena, uz mali broj parametara u modelu
koji Cesto imaju intuitivno objaSnjenje. Sa druge strane, diskretni model sa viSe perioda ubrzo
postaje tezak za praéenje.

4.1. Brown-ovo kretanje

Osnovni neprekidni model je voden slu¢ajnim procesom koji se zove Brown-ovo kretanje,
odnosno Wiener-ov proces, ¢ija je vrednost u trenutku t je oznacena sa W (t). Najpre defini§imo
proces kao grani¢nu vrednost diskretnog modela:

W (tr1) = W(t) + z(t)VAE, W(0) =0

gde su z(t;) standardne normalne nezavisne promenljive (sa ocekivanjem 0 i disperzijom 1).
ZakljuCujemo da su razlike W (t,;q1) —W(t,) su normalno raspodeljene promenljive sa
o¢ekivanjem 0 i disperzijom 1. UopSteno, za k < [,

-1

W) = W(t) = ) 2(t)VEE

i=k

Sledi da W(t;) — W(t,) je normalno raspodeljena promenljiva sa 0 o¢ekivanjem i t; — t;
varijansom, gde se proces W zove slu¢ajan hod®.
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U slucaju kada pustimo da At tezi 0, moze da se pokaze da proces slucajnog hoda konvergira ka
procesu Brown-ovog kretanja, koji se takode oznacava sa W 1 ima sledece osobine,

Definicija 4. 1. Stohastic¢ki proces {W (t):t € © } je Brown-ovo kretanje (Wiener-ov proces) ako
vazi:

(i) W, — W, ima normalnu raspodelu sa o¢ekivanjem 0 i varijansom t — s, za s < t;

(if) Proces W ima nezavisne prirastaje: za svaki izbor taaka 0 < t; < t, < --- < t,,, sluCajne
promenljive W, — W, , W, — W,,, ... , W, — W, _, su nezavisne, odnosno, proces ima
nezavisne prirastaje;

(iii) Trajektorije W, = 0 skoro sigurno;

(iv) {W.t = 0} su skoro sigurno neprekidne funkcije po t.

Uslov pod (i) kaze da oéekivana vrednost [W(t + At) — W (t)]? se ponasa kao At, za malo
At > 0. Ako posmatramo W kao proces cena, uslov pod (ii) kaze da promena cene sutra je
nezavisna od promene cene danas. Pod (iii) sluzi radi jednostavnosti, da proces bude jednak nuli.
Uprkos neprekidnosti procesa, uslov pod (iv) znaci da realizacija Brown-ovog kretanja nije nigde
diferencijablna. Na ovakvo ponaSanje procesa ukazuje sledeée ocekivanje,

f|(=) = s

koje tezi beskonacénosti kada s tezi ka t.

Sada ¢emo dati definiciju martingala u neprekidnom slucaju, koja je vrlo sli¢na definiciji
u diskretnom slucaju.

Defincija 4.2. Neprekidan stohasti¢ki proces {X;:t = 0} na prebrojivom skupu S je proces
Markov-a ako za svako t; .4 > t;, > - >ty | B € S je ispunjena osobina Markov-a,

P[X(tyx41) € BIX(ty), ..., X(to)] = P[X(ty+1) € BIX(t;)]

Definicija 4. 3. Neka je M(t) stohasticki proces u neprekidnom vremenu u prostoru verovatnoca
(Q,F,F:;,P), gde je {F;:t =0} odgovarajuca filtracij. Proces M(t) je martingal ako je
E[IM(t)|]] < oo, t =0, izasves >t vazi,

E[M;|F.] = M(t)
Ekvivalentne definicije su:

E[Ms_Mtth] =0

Slugajan hod u jedno-dimenzionalnom sludaju je niz {S,} takav da je S, = X7-1%; , gde su slucajne promenljive
X1, X5, ... jednake 1 ili —1 sa verovatno¢om 50% i Sy = 0. Ako uzmemo slu¢ajan hod sa jako malim koracima, teZe 0, dobi¢emo
aproksimaciju Wiener-ovog procesa. Ova pretpostavka u finansijskoj teoriji izrazava cene akcije prema slu¢ajnom hodu, stoga
cene ne mogu da se predvide.
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E [z—jm] =1,akoje M, >0

Kao u diskretnom slu¢aju, imamo,

(i) Zasvakot, E[M,] = M,, tj. olekivanje martingala je konstantno u toku vremena;

(if) Za svaku sluéajnu promenljivu Y na Fy, gde je E[|Y|] < oo, stohasti¢ki proces
M, = E[Y|F,],0 <t <T je martingal;

(iii) Ako martingal M, ima nezavisne prirastaje, onda E[M,|M,] = M,, tj. filtracija Fr
se moze zameniti onom generisanom sa M;.

Moze se pokazati da je Brown-ovo kretanje proces Markov-a (raspodela buducih
vrednosti, zavisi samo od sadaS$nje vrednosti, a ne od proSlosti). Dakle, koriste¢i prethodno,
osobine uslovnog ocekivanja i €injenice da je W, — W, nezavisno u odnosu na W, dobijamo
sledece,

E[W, W] = E[W, — W|W;] + E[W; W] = E[W, — W] + W,
= W

Odnosno, oc¢ekivana vrednost buduceg ishoda Brown-ovog kretanja, uslovljena proslim i
sada$njim informacijama, je jednaka sadasnjoj vrednosti. Dakle, zadovoljena je osobina
martingala. Moguca interpretacija ove osobine je da je najbolja procena buduce vrednosti Brown-
ovog kretanja njegova sadasnja vrednost.

Definicija 4. 4. Stohasti¢ki proces {W;: t € 0} je Brown-ovo kretanje sa driftom p i volatilnoéu o
ako vazi:

(i) W, — W, ima normalnu raspodelu sa o&ekivanjem u(t — s) i varijansom o%(t —s), za

s <t
(ii) Proces W ima nezavisne prirastaje: za svaki izbor tataka 0 < t; < t, < - < t,, sluajne
promenljive W, — W, W,, —W,,, ... , W, — W, _ su nezavisne, odnosno, proces ima
n n—1

nezavisne prirastaje;
(iii) W, = 0 skoro sigurno;
(iv) {Wt: t> 0} su skoro sigurno neprekidne funkcije po t.

Moze se pokazati, na osnovu osobina normalne rasodele, sledece
W, = ut + oW,.

Definicija 4.5. Neka je {W;:t € [0,T]} Brown-ovo kretanje adaptirano filtraciji F,, o € R.
Eksponencijalni martingal koji odgovara A je dat sa,

212
Z(t) =7t
Sto predstavlja specijalan slucaj geometrijskog Brown-0vog kretanja.

TEOREMA 4.1.
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Proces Z,, adaptiran filtraciji {F,: t = 0} je martingal.

Dokaz. Za0 <s <'t,

ot ot o2t
BIZIF] = E | 15| = Blem™|7le™T = plesW o ]eT
— E[ea(Wt—Ws)lj:'s]eOW
kako je, na osnovu o¢ekivanja lognormalne raspodele,
E[e? ™| E] = E[e"™i—19)] = e—az(t s)
vazi,
ot
E[Z|F] = e2 ¢ DeWee ™7 = "7 = 7,
n

Primer 4.1.1. Neka je W(t) Brown-ovo kretanje, definiSemo funkcije Brown-ovog Kkretanja
koji su martingali:

(i) M) =W?3(t) -t
(i) M,(t) = W3(t) — 3tW (t);

(i) M3(t) = e’le 7
Dakle, treba da pokazemo da su ispunjeni uslovi,
(i) W =W =W, — W,]* + 2[W, - W,]W,,
stoga, za svako s > t,
E[WS — WZ W] = E[(Ws — W,)?|W,] + 2E[(W, — W)W, |W,]
Kako W, ima nezavisne prirastaje,

E[(W, — Wt)2|Wt] = E[(W; — Wt)z] =s—t

E[(Ws = WOW\W,] = W.E[W; — W |W,] = WE[W; —W,] =0
dakle,
E[(W? —s) —(WZ — )W, ] =0
odnosno, M, (t) je martingal.

(if)  Sliénim postupkom pokazujemo za M, (t), koristimo identitet,

21



HedZing unit-linked ugovora Zivotnog osiguranja | 2012

W = 3sWi] — [W? — 3tW,)]
= [W, — Wt]3 + 3[W; — Wt]ZWt + 3[Wt2 — s][W; — W,]
- 3(s—t)W,

posto je raspodela W, — W, simetri¢éna oko 0, Svi njeni neparni momenti iznose 0. Odatle je
E[(W, — W,)3] = 0. Uslovno o&ekivanje drugog ¢lana iznosi 3(s — t)W, a uslovno o&ekivanje
tre¢eg ¢lana je 0. Sledi,

E[(W* = 3sW,) — (W? = 3tW)|W,] = 0
tj. M, (t) je martingal.
(iif) Vec¢ smo pokazali u teoremi 4.1.
TEOREMA 4.2

Neka je W (t) neprekidan stohasticki proces na prostoru verovatnoc¢a (), F, P). Tada su
ekvivalentna tvrdenja:

(i) W(t) je Brown-ovo kretanje u meri verovatnoée P;
(i) W(t) i W2(t) — t sumartingali u meri verovatnoce P.

U prethodnim primerima smo pokazali da vazi smer (i) = (ii)
|

Definicija 4.6. Stohasti¢ki proces {S;:t € [0,T]} prati aritmeticko Brown-ovo kretanje sa
driftom u i volatilnos¢u o je reSenje stohastiCke diferencijalne jednacine sa konstantnim
parametrima,

dS; = udt + odW,,
sa grani¢nom vrednos$¢u Sy = s, gde je {W;:t € [0, T]} Wiener-ov proces. .
Direktnom integracijom dobijamo,

S =sp+ut+ oW,
tj. S, ima normalnu raspodelu, sa o¢ekivanjem s, + ut i varijansom o?t.

U prethodnom odeljku je data osnova za definisanje cene akcije modelu kao geometrijsko
Brown-ovo kretanje na diskretnom modelu, u nastavku dajemo njegovu matematicku definiciju.

Definicija 4.7. Za stohasti¢ki proces {S;:t € [0,T]} se kaZze da prati geometrijsko Brown-ovo
kretanje sa driftom u i volatilnos¢u o ako zadovoljava slede¢u stohasticku diferencijalnu
jednacinu,

dS; = uS;dt + oS, dW,,

sa grani¢nom vredno$¢u Sy = s.
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Resenje ove stohasti¢ke diferencijalne jednacine moze se dobiti direktnom primenom Ito-ve leme
o kojoj ¢e biti re¢ u nastavku.

Napomena 4. 1. Aritmeticko Brown-ovo kretanje se moze koristiti za modeliranje prinosa, dok
se geometrijsko Brownovo kretanje koristi za modeliranje cena.

4.2. Difuzni procesi i stohasticki integrali

Brown-ovo kretanje samo po sebi ne prati dovoljno dobro kretanje raznih procesa cene
podloge. Uzimaju¢i ovo u obzir, uopStavamo pristup iz prethodne glave koriste¢i procese
sledeéeg oblika,

Xep,, = Xo, + u(t, X, )At + o(t, X, VAL 2, Xo=x

pri ¢emu z,, oznacava nezavisne promenljive sa standardnom normalnom raspodelem, dok su u i
o deterministicke funkcije vremenske promenljive t i promenljive x.
Kada pustimo da At — 0, dobijamo

t t

X, =x +f,u(u,Xu) +fo'(u,Xu)qu
0 0

$to mozemo predstaviti u slede¢em obliku,
dXt = ‘Ll(t,Xt)dt + U(t,Xt)th, XO =X

Dobijeni izraz je stohasticka diferencijalna jednacina, za proces X, koji se zove proces difuzije.
Parametar u se zove drift, a ¢ difuzna funkcija procesa X. Ukoliko ¢lan dW ne bi postojao, u
pitanju bi bila obi¢na diferencijalna jednacina. Ovo su korisna sredstva u modeliranju cene
podloge. Brown-ovo kretanje ¢e u tom slucaju predstavljati nesigurnost u vezi buducih cena.

Definicija 4. 8. Neka je dat prostor (Q, F, P). Neka je W, stohasticki proces adaptiran filtraciji
F,, aY; lokalno dvaput-integrabilan proces adaptiran istoj filtraciji, tada sa,
t

[ v,
0

oznacavamo It6-v integral.

Cesto se koristi svojstvo, da pod odredenim uslovima koje ispunjava Y, Itd-v integral je
martingal. Prethodni integral je moguce definisati za proces Y tako da Y; bude poznato ukoliko su
poznate prosle i sadaSnje vrednosti W,, u < t, Brown-ovog kretanja. Kazemo da je proces Y
adaptiran informacijama generisanim Brown-ovim kretanjem.
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Uvodimo najvaznije osobine Itd-vog integrala:
TEOREMA 4.3.

Neka je Y proces adaptiran informacijama koji su dati Brown-ovim kretanjem. Neka je
T > 0 dato vremensko ogranicenje. Pretpostavljamo,

T
E fyuzdu < oo
0

tada je, zasve t < T, proces
t
M, := j Y, dw,
0

. S . . C e R T
dobro definisan. StaviSe, proces je martingal sa ocekivanjem 0 I varijansom E [ fo Y2 du]. Dakle,
zasve s <'t,

Da bi pojasnili pojam stohasti¢kog integrala, mozemo posmatrati ¥ kao portfolio proces
koji ne obuhvata Sta ¢e se desiti u buduénosti, zbog cega imamo uslov da je Y; odreden
informacijama do trenutka t. Takode, M, mozemo posmatrati kao odgovarajuci proces dobitka.
Kako je E[M,] = 0, objasnjavamo tako $to ako investiramo u proces W sa o¢ekivanjem 0, onda
nas$ dobitak takode ima ocekivanje 0.

U opstem slucaju, proces bogatstva investitora u neprekidnom vremenu moze biti
predstavljen stohastickom diferencijalnom jednacinom. Deo stohasticke diferencijalne jednacine
koji sadrzi It6-v integral nam ukazuje da postoji rizicna komponenta procesa bogatstva, zbog
kojeg ne znamo da li ¢e vrednost investicije u rizi¢nu aktivu porasti ili opasti. Medutim, svojstvo
martingala znaci da ova komponenta ima oc¢ekivanje 0.

Pokazac¢emo na diskretnom slucaju ideju za teoremu. Ako posmatramo diskretan proces
dobitka,
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-1

M) =) V()W) - W), MO =0

j=0

na osnovu osobina uslovnog oc¢ekivanja imamo, za sve k < [,

E|D V@) (W(h2) = W())| = ) EE( ()0 (54) = W)W, .., W(5))]

= D EY(§)EW(5:0) ~w(g)] =0 CBY

Dakle, E[M(t;)] = 0, za sve t;. Sada, koriste¢i jednacinu (4.1), pokazujemo svojstvo martingala,
E[M(t)IW(0), ..., I/_I]C(ik)]

= B ) Y(5)W(541) = W) WO, ., W(t)

o)

+E Z Y(6)W (1) —W(5)) IW(0), .., W (&)

—r

-1

Z Y)W (1) —W(5))

Jj=k

= M(t)

J
k—1
= > V()W (G41) ~ W) +E
j=0

Varijansu pokazujemo koristeci dva perioda,

E[{Y(t)(W(t:) = W(t0)) + Y (t)(W(t2) = W(t)))]
= E|2(t))(W(t) - W (t0)'| + E[Y2(t)(W () - w(t))’
+E[Y (t)Y (t) (W (t1) = W () (W (t2) — W (t)]

Dalje, mozemo napisati,
E[V2 Wit —-w(t)'] = E[E{r2 ) (W(e) - w(e) W (), w(t)]]
=W |V2(e)E{(W(t) - W(tl))z}] = E[Y2(t)At]

pri cemu analogno dobijamo i1 izraz za prvu komponentu sa desne strane jednakosti. Poslednja
komponenta je 0, kao u izrazu (4.1).

E[Y ()Y (t) (W (t1) — W (to))(W () — W (£1))]
=E[Y(t)Y(t)(W(t)) = W(te))E(W(t) —W(t))] =0

Koriste¢i prethodne izraze i uopStavanjem procesa na vise od dva perioda, dobijamo,
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E[M2(t)] = Z Y2(t)At

Sto odgovara integralu u neprekidnom modelu datom u teoremi.

Vazan instrument u stohastickom racunu je It6-va teorema, jer predstavlja produzetak
pravila diferenciranja u standardnom rac¢unu. Intuitivno, u standardnom rac¢unu kada posmatramo
kako nezavisna promenljiva utie na vrednost zavisne promenljive, prvi izvod je dovoljan da se
oceni taj (lokalni) uticaj. Medutim, u nasem slucaju kada nezavisna promenljiva zavisi od Brown-
ovog kretanja moramo uzeti u obzir uticaj drugog izvoda. Razlog je u tome $to ne znamo kako ¢e
se Brown-ovo kretanje promerati u toku slede¢eg vremenskog intervala.

TEOREMA (It6-va) 4. 4.

Neka je u = u(t, xq, x5, ..., x,,) neprekidna funkcija definisana na [0, T] X R™ i neka su
ooy O
at' Xi T ax; X% T ax

6
R™. Neka je dato n stohasti¢kih procesa {S;(t):t € [0 T]} sa diferencijalima,

svi parcijalni izvodi u, = ,zai,j = 1,2,..,n, neprekidni na [0, T] x

dSl(t) = Fldt + Gith' i = 1,2, e, n

gde je W, Brown-ovo kretanje. Tada stohasti¢ki proces Y; = u(t, S;(t), S2(t),...,S,(t)) ima
stohasticki diferencijal,

dy, = ut+ZuxlF +zzzu’“‘ GG, dt+ZudeWt

i=1j=

Specijalno, zan = 1,

1
du(t,S;) = (ut +u, F + Euxsz) dt + u, GdW,

Takode, koristimo slede¢a neformalna pravila:
dt-dt =0, dt-dW, dW-dW =dt

pri ¢emu poslednja jednakost poti¢e iz Cinjenice da su male promene kvadrata u W na datom
intervalu [0, t] priblizno t. Iz ovih neformalnih pravila sledi,

ds - dS = (udt + gdW) - (udt + odW) = ¢?dt (4.2)
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Postoji potreba za ovakvim pravilom jer S, mozemo posmatrati kao proces cene akcije, a u(t, S;)
kao cenu opcije na akciju. It6-va teorama nam daje vezu izmedu njih.

Prise¢amo se sada da stohasti¢ki proces {S;:t € [0,T]} prati geometrijsko Brown-ovo
kretanje sa driftom u i volatilno$¢u o ako zadovoljava sledec¢u stohasticku diferencijalnu
jednacinu,

dS; = uS;dt + oS, dW,

Resavanjem ove jednacine uz pomoc¢ It6-ve teoreme ¢emo dobiti izraz za proces cene akcije. Za
pocetak, mozemo zapisati prethodnu jednacinu na sledec¢i nacin,

ds,;
— = udt + adW;
St

kori$éenjem It6-ve teoreme i (4.2) znamo,

1 11, 1 11 ,
1 1
= udt + odW, — Eazdt = (,u - 502> dt + odW,

odnosno,

1
InS, — InS, = (,u - Eaz> t+ oW,

InS, = (u - %02) t + oW, + InS,
i dobijamo izraz za proces cena akcije,
S(t) = Soe(,u—%az)tﬂrwt
Dakle, dati proces prati geometrijsko Brown-ovo kretanje sa driftom u i volatilno$¢u o, pri ¢emu

je Sy poznata pocetna vrednost. Proces cena mozemo zapisati u obliku stohasticke diferencijalne
jednacine ili u obliku procesa.

4.3. Polumartingali

U ovom odeljku uvodimo neprekidne polumartingale i posmatramo njihove osnovne
0sobine, koje ¢e nam biti potrebne u daljem radu.
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Posmatratemo prostor verovatnoc¢a (Q,F,P) sa filtracijom F={F.:0<t<T}.
Filtracija je rastuc¢a i familija desno-neprekidnih podskupova o -algebri od F = Fr, odnosno
FocF,zasve0<s<t<TiF,=Ns>;F,zasve 0<t<T.

Ovde su stohasticki procesi {X;:0 < t < T} neprekidni sa desne strane za0 <t < T sa
levom granicom za 0 < t < T. Pretpostavljamo da je proces X, adaptiran filtraciji F.

Definicija 4. 6. Neka je X neprekidan stohasti¢ki proces na prostoru (Q, F, P), adaptiran filtraciji
{F.:t = 0}, tada je X predvidljiv proces ako je X, jedan F,_-merljiv proces za svako t. (sa —
oznacavamo levu granicu)

Definicija 4.7. Proces X ima konacnu varijaciju ako ima ograni¢enu varijaciju na svakom
kona¢nom intervalu skoro sigurno.

Definicija 4. 8. Vreme zaustavljanja (stopping time) je slu¢ajna promenljiva T: Q — [0, o] takva
da(T <t)eF,zasvet = 0.

KaZemo da je T konadan ako se preslikava u R, a da je T ograni¢en ako se preslikava u
ogranicen podskup od R*. AKo je X stohasti¢ki proces i T je vreme zaustavljanja, oznaéavamo sa
XT proces X! = Xrp. i zovemo X7 proces zaustavljen u trenutku T. Stavise, definiSemo o -
algebru vremena zaustavljanja Fr u trenutku T tako da, Fr = {A € F:AN (T <t) € F,,Vt >
0}. Dakle, F; je o-algebra, a ako je T konstanta, o-algebra vremena zaustavljanja je ista kao
filtracija o-algebre, usmisludaje {A € F:ANn (s < t) € F,Vt = 0} = F,.

Definicija 4.9. Kazemo da rastu¢i niz vremena zaustavljanja koja tezi skoro sigurno u
beskonacnost je lokalizujuéi niz. Tada mozemo re¢i da je M neprekidni lokalni martingal ako je
neprekidan i adaptiran i postoji lokalizujuzi niz {T,} takav da je M™ neprekidni martingal za sve
n.

Definicija 4.10. Stohasticki proces {X;:0 <t < T} definisan na prostoru (Q,F,F,P) je
polumartingal ako se moze zapisati na slede¢i nacin, X = Xy + M + A, pri ¢emu je Xy Fy-
merljiva slucajna promenljiva, M je neprekidan lokalni martignal sa pocetnom vrednoséu 0, A je
ogranicen proces varijacije sa po¢etnom vrednoscéu 0.

Lema 4.1. Neka je {X,:0 <t < T} polumartingal. Ako suX=Z,+M+AiX=Yy+N+B
dva naéina za dekompoziciju procesa X;, gde su Z, i Yy Fo-merljivi, M i N su neprekidni lokalni
martingali, a A i B su procesi kona¢ne varijacije. Tada su Z, i Y, jednaki, a M i N se ne mogu
razlikovati, takode, A i B se ne mogu razlikovati.

Definicija 4. 11. Doléans-Dade eksponencijal, ili stohasti¢ki eksponencijal, polumartingala X je
reSenje stohasticke diferencijalne jednacine dY; = Y,dX,, sa pocetnim uslovom Yy =1 i
oznacava se sa E(X). Za svaki polumartingal X, ovaj eksponencijal se dobija koriste¢i Itovu lemu
za polumartingale,

1 1
Y, = exp (Xt - Xy — 3 [X]t) H(l + AX,) exp (—AXS + EAXE), t=>0
s<t
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Pri demu je [X], = limypoo Zpey (X, — th_l)z kvadratna varijacija. A AX,; = X, — X,_, skok
od X u trenutku s.

Napomena 4. 2. Cadlag konaé¢na varijacija (svuda desno-neprekidna i ima leve granice svuda)
procesa X ima kvadratnu varijaciju koja je jednaka sumi kvadrata skokova od X. Data je sa

[X]: = To<s=< (AX)%.

Ako je X, = ut + B, Brown-ovo kretanje, tada Doléans-Dade eksponencijal je geometrijsko
Brown-ovo kretanje. Za svaki neprekidan polumartingal X, koris¢enjem It6-ve leme, pri ¢emu je
f(Y) = logi¥"), dobijamo,

1 1 1

dakle dobijamo resenje,
y, = c(Xo—31X1) S o

Doléans-Dade eksponencijal je koristan kada je X lokalni martingal. Tada je, £(X), takode
lokalni martingal, pri cemu exp(X) nije.

5. Girsanov-a teorema

Girsanov-a teorema predstavlja kljuan rezultat u stohastickom racunu. Uopsteno
govore€i, Girsanov-a teorema kaZe da za dato reSenje stohastiCke diferencijalne jednacine
mozemo da prilagodimo verovatnoéu svake putanje procesa tako da It6-v proces pod
odgovaraju¢om novom merom verovatnoc¢e ima odredeni drift.

Ova teorema ima mnoge primene u teoriji vrednovanja opcija. Vrednovanje opcija ¢esto
zahteva nalazenje mere verovatnoce pod kojom proces cena hartije od vrednosti ima isti prinos
kao racun trzista novca ili proces po naSem izboru. Stoga, Girsanov-a teorema je Kkorisna u
pronalaZenju takve mere verovatnoce.

U teoriji stohastickih procesa Girsanov-a teorema je znacajna jer daje kljucan rezultat da
ukoliko je Q neprekidna mera u odnosu na P, onda je svaki P-polumartingal takode i Q -
polumartingal. U teoriji verovatnoce, Girsanov-a teorema opisuje kako se stohasticki procesi
menjaju kada se prvobitna mera promeni u ekvivalentnu meru verovatnoce. Teorema je posebno
znacajna u teoriji matematike finansija jer pokazuje kako da se promeni fizicka mera, koja
opisuje verovatnocu da podloga uzme odredenu vrednost, u rizik-neutralnu meru. Ova procedura
se pokazuje vrlo korisnom prilikom vrednovanja derivata.
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TEOREMA (Girsanov) 5.1.

Neka je {W;:t € [0, T]} Brown-ovo kretanje na prostoru verovatatnoc¢a (Q, F, P), gde je
F,, t € [0,T], odgovarajuca filtracija, i neka je b(t), t € [0, T], stohasticki proces adaptiran ovoj
filtraciji, za koji vazi,

EP (e% bHt) < oo (5.1)

Definisemo realnu funkciju Q(-) tako da zasve A € F,

Q(4) = E[142,(T)] = f 2, (T dP 5.2)

A

gde je,

T T
1
Z,(T) = expi?@f b, dW, — Ef bZdt)
0 0

Tada je Q mera verovatnoce na (Q, F), koja je ekvivalentna meri P. Odnosno, Z, (T) je Radon-
Nikodym-ov izvod Q u odnosu na P, a stohasticki proces

t
W(t) =—jbsds+Wt, t €[0,T]
0

je Brown-ovo kretanje u meri verovatnoce Q.

Napomena 5.1. Pre nego Sto dokazemo dacemo intuitivno objaSnjnje teoreme. Desna strana
izraza, — fot b,ds + W,, predstavlja stohasticki proces sa unapred odredenim driftom fot b,ds u

prvobitnoj meri P, kako W, ima drift 0 u meri P. Da bi nestao drift, prilagodavamo verovatno¢u
svake putanje u skladu sa (5.2), pri ¢emu A mozemo posmatrati kao putanju do trenutka T.
Tacnije, Radon-Nikodym-ov izvod Z,(T) je faktor kojim prilagodavamo i nova putanja
verovatnoce, Q(A), jednaka je proizvodu Z, (T)A i staroj meri verovatnoce P(A).

Dokaz.

DefiniSemo stohasticki proces,

t

t
1
Z,(t) = expiféif b,dW, — Ef bZds)
0 0
Proces je martingal u meri P, $to mozemo pokazati,

dz,(t) = —b(t)Z, (t)dW, + %bz(t)Zb (t)dt = —b(£)Z, (£)dW,
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Kako je Z,(0) = e® = 1 Z, (¢t) je martingal, vazi da je E[Z,(t)] = 1 zasvako t > 0. Stoga,

Q) =E[Z,(0)] = Z,(0) =1

Iz definicije (5.2) se moze videti da je nenegativna i aditivna na F, odnosno, da je Q zaista mera
verovatno¢e na (Q,F). Kako je Z,(t) uvek kona¢na i pozitivna, mere verovatnoce Q i P su
ekvivalentne, $to mozemo pokazati,

7, (T)>0
PA) = 0 22228 0(a) = f Z,(TYdP = 0

A

0(4) = 0 = j Z,(1dP = 0 222 pay = 0
A

Takode vazi da je EP[X] = E9[Z;X], mozemo demonstrirati na sluaju kada je X = I, tj.
indikator slu¢ajna promenljiva

EX]=0Q(4) = f ZrdP = f ZrlydP = E(ZrX)
A Q

Sada, pokazimo da je W (t) Brown-ovo kretanje u meri verovatnoée Q. Znamo iz odeljka o
Brown-ovom kretanju da je W (t) Brown-ovo kretanje ako i samo ako za svaki realan broj A vazi
daje,

-~ 1
Zl(t) — eﬂW(t)—Elzt
martingal. Treba da pokaZzemo da za sve s > t,
E[Zy(s)|F.] = Z;(0)

Zasvako A € F,, vazi,

f E°[Z,(s)|F,]dQ

A

EC[Zy(s)|F,1Z, (T)dP

e

- j E[E(Z,(5)|F,) 2, (T)|F,)dP = j E9[Z,(s)|F,12, (T)dP
A A

Sa druge strane,
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f E[Z,(s)|F.1dQ = f Z,(s)dQ = f 2,(5)Z,(T)dP = f E[Z,(5)Z, (T)|F,] dP

A A A A
- f E[E (2, ()Zy (T F,)|F] dP = ] E[Z, ()2, (s)|F,]dP
A A

Kako su E9[Z,(s)|F.1Z,(T) i E[Z,(s)Z, (s)|F,] slutajne promenljive u odnosu na F,, sledi iz
jedinstvenosti uslovnog oc¢ekivanja da vazi,

EC[Zy()NF)Zy (T) = E[Z)(5)Zy (5)|F:] (5.3)

Sada pokazimo da je Z, (s)Z, (t) martingal u meri P. Kako je,

t
1
Z,(t) = explitAw, — Af b.ds — 5/121:)
0

t t
1
Z,(t) = expi?@j bsdW, — Ej b2ds)
0 0

t

1
[A + b ]dW, — 5j[A + b]%ds
0

odnosno, Z;(t)Z,(t) je eksponencijalni martingal, gde je b; = A+ b, u meri P. Tada je
Z, (t)Z, (t) martingal i vazi,

E[Z;(5)Zy ()IF] = Z3(0)Z, (t)
Iz (5.3) sledi,
EC[Zy(9)|F:)Z, (6) = E[Zi(5)Zy ()IFe] = Zy()Z, (1)
Kako je Z, (t) strogo pozitivho, imamo,
EC[Z,()IF] = Zy(t)

Dakle, Z,(t) je martingal u meri verovatnoéa Q. Zakljuéujemo da je stohasti¢ki proces W (t)
Brown-ovo kretanja u meri verovatnoca Q.
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5.1. Druga verzija Girsanov-e teoreme

Na osnhovu dokaza Girsanov-¢ teoreme mozemo da donesemo jo$ zakljucaka. Najpre, vazi
da je, za svako t, slucajna promenljiva Z, (t) Radon-Nikodym-ov izvod mere P u odnosu na
meru Q na prostoru verovatnoca ({0, F). Drugim re€ima, Z, (t) je faktor kojim prilagodavamo
putanje do trenutka t. Dalje, znamo iz definicije W (t) da vazi

dW (t) = —b(t)dt + dW (t) (5.4)

Kako je,
t t
1
Z;1(t) = exp —f b,dW, +§Jb52ds
0 0

ubacivanjem umesto dW (s), b(s)ds + dW (s), dobijamo da inverzni proces Z;*(t) mozemo
zapisati na slede¢i nacin,

t t
~ 1
Z;1(t) = exp —fbdeS —Ejbszds
0 0

Budué¢i da je W(t) Brown-ovo kretanje u meri verovatnoéa Q, Z;'(t) je eksponencijalni
martingal u meri verovatnoéa Q. Odatle je Z, (t) martingal u meri P a Z, 1 (t) martingal u meri Q.
Ova osobina se Cesto koristi kada treba da promenimo meru verovatnoca Q i vratimo u meru P i
obratno.

Posmatrajmo sada stohasti¢ku diferencijalnu jednac¢inu u novoj meri Q,
dX =a(t,X)dt+o(t,X)dW, 0<t<T (5.5)
Dobijamo sledece, na osnovu (5.4),
dX = a(t,X)dt + a(t, X)[b.dt + dW,]| = [a(t, X) + o (t, X)b,]dt + o(t, X)dW,

Dakle, u novoj meri verovatnoca Q, stohasti¢ka diferencijalna jednacina ima novi drift a(t, X) +
o(t,X)b,, ali istu volatilnost o (t, X). Proizilazi iz prethodnog druga verzija Girsanov-e teoreme.

TEOREMA 5. 2.

Neka je X(t) reSenje stohasticke diferencijalne jednacine (5.5), gde je o(t, X) pozitivna
funkcija. Takode, neka je B(t, X) neprekidna funkcija takva da je,

ﬁ(t,X) - (I(t,X)
o(t,X)
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ograni¢eno. Tada, postoji mera verovatno¢e Q U kojoj je X(t) reSenje sledeCe stohasti¢ke
diferencijalne jednacine,

dX = a(t,X)dt + o(t,X)dW

pri ¢emu je W(t) Brown-ovo kretanje u meri Q. Stavise, Radon-Nikodym-ov izvod od Q u
odnosu na P iznosi,

T T
dQ 1
ﬁ—exp fbtth—Efbtzdt
0 0
gde je,
b(E) = B(t, X)) — a(t,X(t))

a(t,X(0))
|

Druga verzija Girsanov-e teoreme predstavlja vazan rezultat za neprekidne finansijske
modele. Cesto moramo da pronademo meru verovatnoée za koju riziéna hartija ima odredeni
drift, a ovaj slucaj Girsanov-e teoreme nam omogucava da pronademo takvu meru.

5.2. Rizik-neutralna mera

Rizik-neutralna mera, ekvivalentna martingalna mera ili Q-mera je mera verovatnoce koja
proizilazi iz pretpostavke da je trenutna vrednost svih aktiva jednaka ocekivanoj diskontovanoj
buducoj vrednosti tih aktiva nerizicnom kamatnom stopom. Kako cena aktive zavisi znacajno od
rizika, neophodno je izraCunatu oc¢ekivanu vrednost tih aktiva prilagoditi tom riziku. Da bi
odredili cenu derivata, prvo prilagodavamo verovatno¢e buducih ishoda tako da ne ukljucuju
efekat rizika, a zatim odredujemo ocekivanje pod prilagodenim verovatnocama, koje se nazivaju
rizik-neutralne verovatnoce.

U ovom odeljku izvodimo rizik-neutralnu meru za proces cena akcije, prvo defini§imo
rizik neutralnu meru za nas model,

Definicija 5. 1. Rizik-neutralna mera je mera Q koja je ekvivalentna meri P u kojoj su sve
diskontovane cene aktive martingali.

Dakle, posmatramo slede¢i proces cena akcije, koja prati geometrijsko Brown-ovo
kretanje,

ds(t)

ﬁ = pdt + adW (t)
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pri éemu oznadavamo sa S(t) proces diskontovanih cena akcije,
S(t) = e S(t)

Nalazimo sada diferencijalnu jednaCinu za diskontovani proces cena akcije za konstantnu
nerizi¢nu kamatnu stopu,

d[e Tt S(t)] = —re TS dt + e Tt dS, = et (~7S,dt + dS,)
= e (—7S,dt + uS,dt + S, dW,) = e ((u — 1)S,dt + odW,)
_ ot (HTT
=e O'St ( o dt + th)

Treba da dobijemo meru Q, tako da je Q ekvivalentno meri P i S(t) je martingal u meri Q.
Prethodnu diferencijalnu jedna¢inu za cenu akcije mozemo napisati na sledeci nacin,

ds(t)
S()

Sada mozemo da primenimo Girsanov-u teoremu, pri ¢emu je,

-Tr

= rdt + (u—r)dt + 0dW, = rdt + o (“——dt + dw, )

o

F.-merljiv, jer su u, r i @ F,-merljivi. Brown-ovo kretanje dobija sledeci oblik,

~ Uu—r
W(t)th+Wt

diferenciranjem dobijamo,

~ Uu—r
AW (1) = AW, +——dt

Stoga, dobijamo sledeéi izraz za proces diskontovanih cena,
d[e "t S(t)] = oe S, dW,
koji predstavlja martingal u novoj meri Q.

Ovim postupkom smo definisali rizik-neutralnu meru Q u kojoj cena akcije zadovoljava
jednacinu,
4O _ dt + odW,
S erTodt

pri éemu je W, Brown-ovo kretanje u meri Q.
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6. Black-Scholes model

Model koji nam daje formulu za vrednost opcije sadrzi mali broj parametara koji opisuju
osnovu cene podloge. Uvodenje viSe parametara bi znacilo da mozemo bolje da prilagodimo
model podacima u stvarnom svetu. Medutim, viSe parametara takode zna¢i manje preciznosti u
njihovom odredivanju i viSe poteSkéa u analitickom i numerickom istrazivanju modela i procesa
cena. StaviSe, takav model ¢e sa manje sigurnosti pratiti stvarni svet, dok kori$éenje dovoljnog
broja parametara moze da odgovara bilo kom skupu istorijskih podataka, iako ne sluzi dobro za
predvidanje buducih ishoda podloge.

Glavno ekonomsko opravdanje za koriS¢enje Brown-ovog kretanja u ovom modelu jeste
pretpostavka slucajnog hoda, koja obezbeduje da se cena kreée potpuno slucajno. Najpre
uvodimo pretpostavke modela.

Pretpostavljamo da se trziSte sastoji od: prostora verovatnoée (Q, F,P), Brown-ovog
kretanja {W,:t € [0, T]} i filtracije {F,:t € [0,T]} na tom prostoru, rizi¢ne aktive, tj. akcije S(t),
nerizi¢ne aktive, tj. obveznice B(t), i kona¢nog vremenskog trenutka T, odnosno datuma
dospeca.

Pretpostavke modela su:

X/
X4

L)

nema troskova transakcije;

aktiva ne placa dividende;

nema arbitraze;

trziSte je kompletno;

moguce je neprekidno trgovati aktivama;
dozvoljena je kratka prodaja;

nerizi¢na kamatna stopa je konstantna;

cena akcije prati geometrijsko Brown-ovo kretanje.

X/ K/ X/ R/ X/ R/
R XGRS X I X

X/
X4

L)

Dakle, imamo nerizicnu aktivu B koja predstavlja obveznicu ili raCun u banci.
Pretpostavljamo da vazi sledece za proces obveznice,

gde je r > 0 konstanta, bezrizicna kamatna stopa. ReSavanjem diferencijalne jednacine
dobijamo,

B(t) =e™

Kazemo da je aktiva nerizi¢na, poSto ne sadrzi stohasticku komponentu, tj. u njenoj
diferencijalnoj jedna¢ini nema Brown-ovog kretanja. Buduc¢a vrednost aktive je poznata, kao $to
je slucaj u stvarnosti sa obveznicom kod koje ne postoji mogucénost neizvrSenja novcanih
obaveza. Takode, postoji rizi¢na aktiva, predstavljena akcijom. Cena akcije zadovoljava sledeci
Black-Scholes model:

dSt = ‘LlStdt + O-Stth, SO =S
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kada bi konstanta ¢ > 0 bila blizu nuli, akcija bi se ponasala kao nerizi¢na investicija, tj. kao
bankovni racun ili obveznica sa kamatnom stopom p. ReSavanjem stohasticke diferencijalne
jednacine dobijamo formulu za cenu akcije u modelu,

1
S(6) = 5(0)e(rz7?)erowe
Definicija 6. 1. Trzi8$na strategija je uredeni par (1, ) adaptiranih procesa takvih da vazi,
foTlntldt < oo skoro sigurno, E (fOT ftzdt) < oo, fOT E2S2dt < oo skoro sigurno.

Pri ¢emu &(t) nazivamo procesom portfolia. Pretpostavlja se da agent ne zna nista o buduénosti,
pa je {(t) odreden informacijama do trenutka t. Drugi uslov znaci da je fot &(u)dW (u) dobro

definisani proces martingala. Takav portfolio se naziva dopustiv portfolio. Razlog za uvodenje
klase strategija lezi u mogucnosti neprekidnog trgovanja zbog ¢ega dolazi do strategija koje
rezultiraju u arbitrazi ¢ak i u normalnim uslovima trzista, stoga se takve strategije ne uzimaju u
obzir. U tom slucaju vrednost portfolia u trenutku t predstavlja stohasticki proces,

v = (OB + £OSE©)
Definicija 6. 2. Trzi$na strategija (1, £) je samofinansirajuca ako vazi,
v = y(6)dB(¢) + E()dS (D)

Definicija 6.3. Trzisna strategija (n,¢) je dopustiva ako je samofinansiraju¢a i ako njena
diskontovana vrednost,

_ A )
A ORRLCARICr=

zadovoljava sledece,

. ~ 1.,8)
(i) v

2
(i) E [Vt("'f) ] < oo, zasvet € [0,T].

> 0,zasvet €[0,T];

Definicija 6.4. Finansijski derivat H se moze hedZirati, ako postoji dopustiva strategija (n, $),
takva da vazi,

H = VT(n’€)

Prema prethodnom zaklju¢ujemo da hedzing derivata predstavlja investiranje u portfolio
koji replicira krajnji nov€ani tok tog derivata.

TEOREMA 6. 1. U modelu Black-Scholes-a derivat oblika H = h(S7) je moguce hedzirati i
njegova vrednost u trenutku t iznosi,

4, = 409 = e On(sp]
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U nastavku izvodimo izraz za vrednost opcije, a kako je vrednost opcije funkcija koja
zavisi od cene akcije, mozemo primeniti [t6-vu formulu na vrednost portfolia,

oV (S, t) oV (S,, t) 102V (S,,t)
dv (s, t) = ————— ——dt + —————dS;dS
t S, t at 2 0S? et ,
oV (S, t) av (S, t) 107V (S, 6) .,
= a—St (,LlStdt + O'Stth) + Tdt + Ea—StZO' St dt

Sredivanjem dobijamo slede¢u stohasticku diferencijalnu jednacinu,

aV(S,t)  V(S,t) 10°V(S,t) ,,
a5, T Tar T2 sz %)%

v
dV(St, t) = O-St g + th + <'Ll5t
t

Neka je sada,

portfolio koji sadrzi jednu opciju i - A akcija. Posmatramo promenu u vrednosti portfolia u
trenutku dt,

gde za A pretpostavljamo da ostaje konstantna. Znajuéi stohasticke diferencijalne jednacine koje
zadovoljavaju V(S;, t) i S;, dobijamo sledecu stohasti¢ku diferencijalnu jednadinu za vrednost
portfolia,

AV (S,,t
dIi(t) = a8, (% - A) dw,
t
aV(S,t)  V(S,t) 10°V(S,t) ,_,
+ <,uSt 35, + R +E 352 oSt — uAS; | dt

Neka je A= a—V, sledi,
as

oV (S, t) 10%V(s,,t)
ot 2 oSt

dri(e) = ( azst2> dt

Novac investiran u vrednosti I1(t) u banku po nerizi¢noj kamatnoj stopi r zadovoljava sledece,
dIi(t) = rII(t)dt

Na osnovu pretpostavke da nema arbitraZze mozZemo izjednaciti prethodne jednacine i sredivanjem
dobijamo Black-Scholes parcijalnu diferencijalnu jednacinu,

aV(St,t)+1 " 262V(St,t)+ AV (S, t)

S, —1V(S:,t) = 0
T A A TR T AL

¢ije uslove treba odrediti da bi reSenje bilo jedinstveno. U trenutku t = T, vrednost prodajne
opcije je,
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P(S(T),T) = max{K — S(T), 0}
Ako je S(t) = 0 u nekom trenutku, cena akcije se nece menjati stoga je,
P(0,T) =K

pri ¢emu diskontovanjem po nerizicnoj kamatnoj stopi dobijamo prvi grani¢ni uslov po
prostornoj promenljivoj,

P(0,t) = Ke 7T

Kada pustimo S(t) — oo, dobijamo drugi grani¢ni uslov po prostornoj promenljivoj, odnosno
limg )0 (S(£),t) = 0. Black-Scholes diferencijalna jednacina predstavlja linearnu parcijalnu
diferencijalnu jednac¢inu paraboli¢nog tipa, sa grani¢nim uslovima,

P(S(T),T) = max{K — S(T), 0}
P(0,t) = Ke™ "D

S(ltl)l’iloo S),t)=0

Resenje za evropsku prodajnu opciju dobijamo kada se posle transformacije primeni reSenje za
jednacinu provodenja toplote iz fizike (u; = Ku,,, gde je u(x, t)),

P(S(t),t) = =S(®)®(=d;) + Ke 7T DD (—d,)

pri cemu je @ funkcija normalne (0,1) raspodele i,

ln(%)+(r+%2)(T—t)

h= T =t
dz:ln(sl((—t))+(r—az—2)(T—t)
oVvT —t

7. Shot-noise procesi i minimalna martingalna mera

Ovde ¢emo predstaviti model cena akcije koji obuhvata shot-noise efekat. Otuda, pojava
skoka u ceni je dozvoljena, medutim efekat takve pojave opada u toku vremena. Ovakav model
opisuje nekompletno trZiSte, tako da martingalna mera nije jedinstvena. Izvodi¢emo minimalnu
martingalnu meru preko neprekidnih metoda.

Prvo definiSimo procese koji ¢e nam biti znafajni u daljem radu i pojam minimalne
martingalne mere. U nastavku ¢emo dati postavku za uopSten shot-noise proces, pri ¢emu
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analiziramo model u neprekidnom vremenu i izve$¢emo minimalnu martingalnu meru.
Martingalne mere su znacajne za vrednovanje derivata i finasijskih aktiva. Dakle, ove cene se u
stvari dobijaju kao ocekivanje diskontovanih novcanih tokova u trenutku dospeca u
odgovarajucoj meri.

7.1. Poason-ov i Cox-ov proces

Poasonov proces je najvazniji proces prebrojavanja, ima slicnu poziciju za procese
prebrojavanja kao Wiener-ov proces za procese difuzije.

Definicija 7. 1. Poason-ov proces {N(t):t = 0} je stohasti¢ki proces koji prebrojava koliko puta
se desio neki dogadaj do trenutka t, a ima sledece dodatne osobine:

(i) N(O)=0;
(if) proces je stacionaran sa nezavisnim priraStajima;
@™

(iii) PIN®O =n]l=e*n, n=01.2..

Gde poslednja osobina znaci da broj dogadaja u intervalu duzine t ima Poason-ovu raspodelu sa
parametrom At.

Definicija 7.2. Neka je (X, F) prostor sa g-algebrom F i konacnom merom . Slu¢ajna mera N
na (X, F) je Poasonova sa parametrom p ako vazi:

(i) za svako A iz F, slucajna promenljiva N(A) ima Poasonovu rapodelu sa parametrom
u(4);

(i) ako se skupovi Ay, ..., A, iz F ne seku, sluajne promenljive N(A4;),...,N(4,) su
nezavisne, za sve n > 2.

Definicija7.3. Neka je (Q, F,P) prostor verovatno¢a sa datom filtracijom F = {F,:t = 0} i
neka je A nenegativan realan broj. Proces prebrojavanja N je Poason-ov proces sa intenzitetom A
adaptiran filtraciji F ako zadovoljava sledecée uslove:

(i) N je adaptiran filtraciji F;
(i) zasve s < t slucajna promenljiva N, — N, je nezavisna od F;;
(iii) zasve s < t uslovna raspodela N, — N, je data sa,

At —s)"

PN, = No| F] = e 47 ——

, n=012..

Mozemo neformalno definisati uslovnu verovatnocu skoka u jedinici vremena,

P[dN|F,-]
dt

pri ¢emu je dN odreden sa, dN;, = N, — N,_ = N, — N,_;;, a o-algebra F,_ je definisana sa,
Fi— = Vo<s<t F;. Primeéujemo da prirastaj dN, ima dve moguce vrednosti, dN; = 0 ilidN, = 1
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u zavisnosti od toga da li se dogadaj desio u trenutku t. Stoga, mozemo zapisati uslovnu
verovatnoc¢u skoka kao o¢ekivanu vrednost,

P[dN, = 1|F,_] = EP[dN, = 1|F,_]

Pretpostavimo sada da je N Poason-ov proces sa intenzitetom A, i da predstavlja realan broj blizu
nule. Onda imamo,

P[N, — N,_, = 1|F,_] = e *"Ah

prosirivanjem eksponencijalne funkcije imamo,

- (Ah)"
P[N; — Ny, = 1|F;_] =/1hz ( n')
n=0 '

kada pustimo da h — dt,
P[dN, = 1|F,_] = Adt, ili EP[dN, = 1|F,_] = Adt

Iz ove neformalne definicije, dolazimo do jednostavnijeg oblika formule koji ima znacajnu
intuitivnu vrednost. Parametar A mozemo interpretirati kao uslovni intenzitet skoka. Drugim
re¢ima, A predstavlja (uslovni) broj skokova u jedinici vremena.

Cox-ov proces, ili duplo stohasti¢ki Poason-ov proces, igra vaznu ulogu u teoriji procesa i
njihovoj primeni. Kod Cox-ovog procesa se pretpostavlja da je funkcija intenziteta stohasticka
funckija. Ovaj proces obezbeduje fleksibilnost tako Sto dopusta da funkcija intenziteta ne samo
zavisi od vremena, ve¢ i dozvoljavaju¢i da bude stohasticki proces. Proces A, se Koristi da
generiSe drugi proces N, ponaSajuci se kao intenzitet tog procesa. Dakle, u pitanju je Poason-ov
proces koji zavis od A,, koji je takode stohasticki. Intiutivna ideja Cox-ovog procesa je
jednostavna, 1 grubo je mozemo opisati na slede¢i nacin:

1. posmatramo fiksirani slu¢ajni proces A na prostoru verovatnoca Q;

2. fiksiramo jednu trajektoriju od A, recimo onu koja odgovara ishodu w € Q;

3. zafiksirano w, preslikavanje t = A, (w) je deterministicka funkcija vremena;

4. konstruiSemo, za fiksirano w, proces prebrojavanja N koji predstavlja Poasonov proces sa
funkcijom intenziteta A(w);

5. ponavljamo postupak za sve w € Q;

Dakle, zavisno od Citave A-trajektorije, proces N je Poason-ov sa odredenom A-trajektorijom kao
funkcijom intenziteta. Sledi matematicka definicija Cox-0vog procesa,

Definicija 7.4. Neka je dat prostor verovatnoca (Q, F, P), koji sadrzi proces prebrojavanja N
kao i1 nenegativan proces 1. Kazemo da je N Cox-ov proces sa procesom intenziteta A ako
relacija,

E[eiu(Nt—Ns)lj:'SN V:F'ool] = e/ls,t(eiu—l)

vazi za sve s < t, gde je
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t
Ay = f Aydu
S

7.2. Minimalna martingalna mera

Osnovna ideja minimalne martingalne mere je prvo koris¢ena kao tehnicka podrska za
lokalnu minimizaciju rizika. Taénije, strategija za lokalnu minimizaciju rizika za dati finansijski
derivat H je preuzeta odatle i integrisana u klasi¢nu Galtchouk-Kunita-Watanabe dekompoziciju
od H u meri P. Minimalna martingalna mera je pronasla i druge primene i postala vrlo korigéena,
posebno u modelima sa neprekidnim procesima cena.

Neka je S = {S,} stohasticki proces na prostoru verovatnoca (Q, F,{F,}, P) koji modelira
diskontovane cene aktive kojima se trguje na trzistu. Ekvivalentna lokalna martingalna mera za S
je mera verovatnoc¢e Q Koja je ekvivalentna prvobitnoj meri P tako da je S lokalni Q-martingal.

Ako je S nenegativan polumartingal u meri Q, fundamentalna teorema vrednovanja kaze
da ekvivalentna lokalna martingalna mera Q za S postoji ako i samo ako S zadovoljava uslov
odsustva arbitraze. Na osnovu Girsanov-e teoreme, S je onda u meri P polumartingal sa zapisom
S =58y+ M+ A, gde je M lokalni P-martingal i A adaptirani proces sa kona¢nom varijacijom.
Kazemo da S zadovoljava strukturni uslov ako je M lokalno dva puta integrabilan u meri P i A
ima oblik A = [ d(M) A za predvidljiv proces A takav da rastuéi proces [ A d(M)A je konacne
vrednosti.

Definicija 7. 5. Neka S zadovoljava strukturni uslov. Ekvivalentna minimalna martingalna mera
" : : : . dp . -
P za proces S sa dva puta integrabilnom, u meri P, gustinom - Se naziva minimalnom

martingalnom merom za S ako je P = P na F, i ako je svaki lokalni P-martingal L koji je lokalno
P-dvaput-integrabilan i P-ortogonalan u odnosu na M je takode lokalni P-martingal.

Neka S zadovoljava strukturni uslov. Za svaku ekvivalentnu minimalnu martingalnu meru
Q za S, gde je j—g € L%(P), proces gustine ima slede¢i oblik,

d
L@ :=d—g ;= Lge(—fAdM +EQ)

gde je EY lokalan P-dvaput-integrabilan lokalni P-martingal. Ako minimalna martingalna mera P
postoji, onda je L, = 1i E¥ = 0, a proces gustine je dat stohasti¢kim eksponencijalom

L= & j AdM) = expiff— f AdM — % f A d(M)2) 1_[(1 — X' AM)expi{l AM +%(A’AM)2)
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Prednost ovakvog eksplicitnog zapisa je u tome $to je moguce odrediti minimalnu martingalnu
meru P i proces gustine L direktno iz M i A, koji poti¢u iz kanoni¢ke dekompozicije od S.
Dolazimo do uslova postojanja minimalne martingalne mere:

(i) L je strogo pozitivna, §to vazi ako i samo ako AAM < 1, odnosno svi skokovi od
[ AdM su strogo ispod 1;

(ii) lokalni P-martingal L je pravi P-martingal;

(iii) L je P-dvaput-integrabilan.

Uslov (i) automatski je zadovoljen (na svakom kona¢nom vremenskom intervalu) ako je S,
stoga i M, neprekidan. Medutim, uslov najéeSc¢e ne vazi ako S sadrzi skokove u vrednosti. Uslovi
(i) 1 (ii) ne moraju da vaze Cak i kada je zadovoljeno pod (i) i kada postoji neki ekvivalentna
lokalna minimalna martingalna mera za S sa P-dvaput-integrabilnom gustinom.

Prvobitni cilj ovog postpuka je bio da P pretvori S u (lokalni) martingal, imajuéi minimalni
uticaj na ukupnu martingalnu strukturu. Do odredene granice, naziv ,,minimalna‘“ martingalna
mera dovodi do pogresnih zakljuaka jer mera P na pocetku nije bila definisina u smislu da
minimizira u ekvivalentnoj lokalnoj martingalnoj meri. Medutim, ako je S neprekidan, Follmer i
Schweizer su pokazali da P minimizira,

Q —» H(QIP) — E?

f A d(My, A,
0

nad svim ekvivalentnim lokalnim martingalnim merama Q za S. Dalje, Schweizer je pokazao da
ukoliko je S neprekidan, onda P minimizira H(P|Q) nad svim ekvivalentnim lokalnim
martingalnim merama Q za S, ali ne vazi u slucaju kada S sadrzi skokove. Pod daljim
ograni¢avajuéim uslovima dobijeni su rezultati za druge osobine minimiziranja sa P od strane
nekoliko autora. Uopsten rezultat pod pretpostavkom strukturnog uslova ipak nije dostupan.

7.3. Postavka modela shot-noise procesa

Posmatrajmo niz jednako raspodeljenih realnih slu¢ajnih promenljivih ', i = 1,2, ... sa
vrednostima u R? i niz nezavisnih Brown-ovih kretanja B!, i = 1,2,... . Neka je {A,:t > 0}

pozitivan proces (nazvan hazard process), takav da je P [fOT Adt < oo] = 1 za fiksno T. Neka je

N standardni Poason-ov proces nezavisan od n, B’ i 1. Definis§emo A, := fot Agds i skup
N, := IVAt. Tada je N Cox-ov proces sa intenzitetom A. Obelezavamo vreme skoka sa ;.

Definicija 7. 6. Neka su a: R x R x R? - R, b: R* x R x R? — R* glatke funkcije, i neka je
proces J¢, i = 1,2, ... dat sa jedinstvenim reSenjem za stohasti¢ke diferencijalne jednadine,
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t t

J'@© = 'O+ [ a(ss )m)ds + [ bGs.J'6)n)dBls) 7.1)

0 0

gde su J4(0) jednako raspodeljene realne promenljive. Tada je,

N¢
Y, = ;ﬂ(t —1) (7.2)

uopsteni shot-noise proces. Da bi skratili zapis, pisemo al:=a(t—1t;,J'(t —1;),n") i b}
==b(t—1,] (t—71),1").

Napominjemo specijalne slucajeve (7.1.):

1. procesi /' su oblika U;h(t) sa jednako rapodeljenim U; i deterministickom
diferencijabilnom funkcijom h, gde pretpostavljamo da h(0) = 1, tada,
t

J'(@®) =U; + f U;h'(s)ds

0
Predstavlja specijaln slu¢aj, pri ¢emu je b =0, n* = U; = J'(0) i a(s,],ni) =
n'h'(s). Vazan specijalan slucaj za h je h(t) = e~%, u kom slucaju se radi o
procesu Markov-a.

2. U prethodnom primeru parametar a (decay parameter) je bio fiksiran, §to moZemo

prosiriti tako da bude slu¢ajan. Posmatrajmo diferencijabilnu funkciju h: Rt X
R = R, gde je h(0) = 1iJ(t) = U;h(t,7"), pri ¢emu su 7j* jednako raspodeljene
slucajne promenljive. Pretpostavljamo da je,

t

J'@© = U+ [ Uk s
0
U ovom sluéaju je n' = (U;,7') i izbor a i b je ocigledan. Pretpostavljaéemo da
investitor posmatra n‘ u i-tom skoku t; od N. Opadanje se desava slu¢ajno, ali ako
se desi skok, buduca vrednost za a je poznata.

3. Do sada je b uvek bio 0. U ovom primeru ¢emo posmatrati efekat stohastickog
suma. Ako se desi neki dogadaj iznenadno investitort mogu da reaguju drasti¢no iz
razli¢itih razloga. Kako vreme prolazi, dolazi se do dodatnih informacija tako da
se trziSte vraca do razumnog stanja. Da bi ovakav efekat obuhvatili
pretpostavljamo srednju tendenciju (mean reversion) efekta Suma. Neka je,

t t

J'@© =@+ [ k(i -1') ds + [ 0dB'(s)
0 0
Intuitivno, ovo znaéi da proces Y sko¢i gore za J:(0) u t; i dolazi do difuzije do
nivoa Y(r;,_) + 7' . Takode, dolazi do eksponencijalnog opadanja volatilnosti
nakon skoka tako da je obuhvaden efekat vracanja. U slu¢aju da vazi uslov da je J

nenegativan, mozemo uzeti b(t,J,n) = aﬁ , tako da je,
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dji(t) =k (9 —]i(t)) dt + a+/J (t)dBi(t)

Najvazniji alat za dobijanje minimalne martingalne mere je predstavljanje prirastaja od Y
preko polumartingala,

Nt Neya
Vn =Y= ) (Fe+a-m)—Jec-m))+ Y (Fe+s-1)-E-w)
i=1 i=N;

kada pustimo A — 0,

Nt_

ay, = Zd}(t—r)+d Z](O)

ako oznad¢imo m, := E[J(0)] dobijamo zapis polumartingala,

Ny N
ay, —zatdt+zb dBi +d 2] 0
N:— N¢_

= > d+am dt+Zdel+d 2](0) jzmlds (7.3)

i=1

gde su poslednje dve komponente lokalni martingali.

7.4. Model cena akcije

U ovom odeljku ¢emo posmatrati model cena akcije koji se zasniva na prethodno
uvedenom uopstenom shot-noise procesu. Najpre, pokazujemo kako da dodamo shot-noise efekat
standardnom modelu cena akcije. Pretpostavljamo da je S, stohasticki proces cene akcije. Dakle,
moze da bude geometrijsko Brown-ovo kretanje. Uzimamo sledece,

S, = S,e" (7.4)

Model koji je Altman (2006) predstavio pretpostavlja sledece,

N¢
S, = Soe[(“_C;:)t_UBt] 1_[(1 + U;h(t — 1)) = soe[(”‘az—z)t“’Bt]eZﬁvil il +Ush(t=7)
i=1

$to je specijalan slu¢aj (7.4) sa J' koji iznosi,
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t ,
, U;h (s)
"W =mm(1+U)+ | —————=d
J©) =+ 0) + | {3 ds
0
. . ~ 0'2 g
pricemuje d, = u + > b, =o.
Uopsten shot-noise proces koji smo posmatrali do sada se ne ponasa kao proces Markov-
a. Za J'(t) = U;h(t) postoje vazni specijalni slu¢ajevi tako da to bude proces Markov-a. Na
primer, klasi¢na difuzija skoka je dobijena za h = 1. Takode, proces je proces Markov-a ako je

h(x +y) = h(x)h(y), odnosno, h je oblika e~**. Tada, shot-noise proces uzima slede¢i oblik,

N Nt
5, = Zl Ush(t —1,) = h(t) Z Uih(~1))

Ovaj proces je deterministi¢ki izmedu vremena skoka, sa brzinom h’ i skokovima u trenucima ;.
Stavise, kako su pokazali Gaspar i Schmidt (2005), jedini nacin da proces bude Markov-ski jeste
da vazi, h(t) = e™*.

8. Rizik-minimizirajuca strategija

Black-Scholes formula za vrednovanje opcija je dovela do opstih hedZzing metoda za
finansijske derivate na kompletnom finansijskom trzistu. Na takvom trzistu, svaka strategija
moze da se replicira putem samofinansiraju¢eg dinamickog portfolia koji koristi samo postojece
aktive, u tom smislu takav finansijski derivat je suvisan. Na nekompletnom trzistu rizi¢ne aktive
SU nesuvisne, NOSe sa sobom wunutrasnji rizik i svaka strategija portfolia koja generiSe takav
zahtev sadrzi u sebi slucajan proces kumulativnih troskova. Uvedena je mera rizi¢nosti R, U
smislu uslovne greSke kvadrata proseka, koji su uveli Follmer i Sondermann. Posebno, rizik-
minimizirajuéa strategija je prosecno-samofinansirajuca, odnosno, proces troskova je martingal.

U slucaju kada je proces cena martingal u osnovnoj meri verovatnoca P, postojanje i
jedinstvenost R-minimizirajuce strategije je dokazana od strane FOllmer-a i Sondermann-a. U
nasem modelu, posmatramo nekompletno trziste gde se za proces cena pretpostavlja da je
polumartingal u meri P. Cilj nam je da analiziramo rizi¢nost finansijkih derivata koje su
nesuviSne 1 da modifikujemo pristup od Follmera i Sondermanna, poSto koriS¢enje Kunita-
Watanabe tehnike ne moze direktno da se promeni u slu¢aju polumartingala.

Neka je (Q,F, P) prostor verovatnoca sa filtracijom {F,:t € [0,T]} koji zadovoljava
uslove desne-neprekidnosti i kompletnosti. Neka je T € R fiksiran trenutak dospeca,
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pretpostavljamo jo§ da je Fy trivijalno i da Fr =F . Neka je sada X = {X,:t € [0,T]}
polumartingal sa dekompozicijom,

X=X, +M+A

takva da je M ={M,:t €[0,T]} dvaput-integrabilan martingal, gde je My =0 i A=
{A,:t € [0, T]} predvidljiv proces sa kona¢nom varijacijom |A|, gde je A, = 0. Martingal M ima
proces varijanse (M) u meri P.

Definicija 8. 1. Strategija trgovanja ¢ je par procesa & = {¢.:t € [0,T]}in={n:t€[0,T]}
koji zadovoljavaju sledece osobine:

(i) & je predvidljiv proces;

(ii) Proces fotf «dX,, t € [0,T], je polumartingal iz klase §?;

(iii) 7 je adaptiran filtraciji;

(iv) Proces V(@) je definisan sa V(@) :=§&X, +n,, t €[0,T] je desno-neprekidan i
zadovoljava V,(¢) € L*>(P), t € [0,T],

Uslov integrabilnosti pod (ii) je ekvivalentan nejednakosti,

2

T T
Ef55d<M>u+ f|fu|d|A|u <o
0 0

Proces V(¢) je proces vrednosti od ¢, a desno-neprekidni dvaput-integrabilni proces C(¢) je
definisan sa,

Co(@) = V(@) - j §,dX, t€[0,T]
0

I predstavlja (kumulativni) proces troskova od ¢.

Defincija 8. 2. Strategija je samofinansirajuca ako i samo ako vazi,

Vi(0) = Vo) + j £,dX,
0

Za strategiju ¢ kazemo da je prosecno-samofinansirajuca ako je C(¢p) martingal.

Proces X je model za evoluciju cene rizi¢ne investicije (akcije), pretpostavljamo i da
postoji nerizi¢na investicija (obveznica) ¢ija je vrednost 1 u svim trenucima, da bi izbegli
komplikovanije notacije. Strategija trgovanja se tumaci kao dinamicki portfolio akcije i
obveznice: u trenutku t, imamo &, akcija i n, je iznos investiran u obveznice, jasno da je V; (@)
vrednost portfolia. Formula za C;(¢) oznacava Cinjenicu da se kumulativni troskovi do trenutka
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t jednaki trenutnoj vrednosti portfolia umanjenom za akumulirane dobitke od trgovanja. Uslov da
je & predvidljiv proces nam govori da moramo da odredimo broj akcija pre nego S§to nam je
poznato sledeCe pomeranje cene. Sa druge strane 7 je adaptiran proces, $to nam daje dodatnu
slobodu da prilagodavamo vrednost portfolia na Zeljeni nivo.

Finansijski derivat H modelira nov¢ani tok u trenutku T nekog finansijskog instrumenta.
Najprostiji primer je dat preko evropske put opcije, sa fiksiranom strajk cenom K € R,

H=(K-X)*

Ovakav derivat ima specijalan oblik H = h(X7) za neku funkciju h. Uopstavanjem, H moze da
zavisi od cele evolucije procesa cena do trenutka T. Primer takve opcije, je put opcija na
prosec¢nu vrednost akcije,

T +

1
H = Tqudu—XT
0

Sada dajemo matematicku definiciju finansijskog derivata.

Definicija 8.3. H € L(P) je finansijski derivat sa dospe¢em T ako je F,-merljiva i opisuje
novcani tok u trenutku T'.

Mi ¢emo se fokusirati na strategije koje su H-dopustive, t].
Vr(p) =H
kaze se da ¢ generise H.

Definicija 8. 4. Finansijski derivat H je dostizan (attainable) ako je oblika,
T
H=%+J@W&
0

pri ¢emu je H, konstanta £* zadovoljava uslov sa pocetka.
TEOREMA 8.1.
Neka je H finansijski derivat. Sledeca tvrdenja su ekvivalentna:

(i) postoji samofinansirajuca H-dopustiva strategija ¢;

(if) postoji H-dopustiva strategija ¢, gde je Ry(p) = 0;

(iii) postoji H-dopustiva strategija ¢, gde je R, (@), t € [0,T];
(iv) H je dostizan.

Dokaz.

Kako su (i), (ii) i (iii) jasno ekvivalentni, pokazimo da je (i) ekvivalentno sa (iv). Iz (i)
Znamo,
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T T
H = V;(¢) = Cr(e) + f £,dX, = Co(p) + f £,dX,
0 0

preko (iv) mozemo definisati ¢ = (¢*,7) tako da,

t
Vi(p) = Hy + f &, ’dx,, te[0,T]
0

Dostizan derivat H ima specijalne osobine. Najpre, ono je nerizi¢no u smislu da, ako
po¢nemo sa neslu¢ajnom pocetnom vredno$éu Cy(¢@) = Hy i potom koristimo samofinansirajucu
strategiju, moZemo da repliciramo isti novc¢ani tok odreden sa H. U naSem idealizovanom modelu
neprekidnog trgovanja, H i ¢ su ekvivalentni. To znaci da je cena od H jedinstveno odredena i
mora da bude H, da ne bi postojala moguénost arbitraze.

Arbitrazni argument koji obezbeduje da H, bude fer cena opcije u ovom modelu je isti
kao §to su predlozili Black i Scholes, pri ¢emu su oni koristili akciju i opciju da naprave porfolio
koji zaraduje po nerizi¢noj stopi prinosa. Potom je ideja generalizovana (Harrison i Pliska) na
slu¢aj kompletnog trzista i dostiznih finansijskih derivata. Medutim, ovi doprinosi su se odnosili
samo na dostizne finansijske derivate, koji mogu da se repliciraju koriste¢i ve¢ postojece aktive,
tj. akciju i obveznicu. Odavde, Follmer i Sondermann su poceli i uveli proces R(¢) i formulisali
problem optimizacije, koji ¢e biti objasnjen u daljem tekstu.

Primetimo da H-dopustiva strategija uvek postoji: mozemo uzeti { =0in =0, sem za
nr = H. Dopustive strategije dozvoljavaju da se generiSe finansijski derivat, ali samo po nekom
definisanom trosku Cr(¢). Posebno, za dostizne derivate, Cr (@) = Cy(¢@) = V() je poznato u
trenutku 0.

Kao rezultat dopustive strategije minimiziraju proces uslovne greske kvadrata proseka,

R(p) = EP [(Cr(9) - C(9) IF.|, te[0T]

definisan kao desno-neprekidna verzija. Dakle, R.(¢) je jednostavno ulsovna varijansa
celokupnog troska Cr(¢), data informacijama do trenutka t, ako je strategija ¢ prose¢no-
samofinansirajuca.

Za svaku dopustivu strategiju ¢ imamo,

T T
CT((p) = VT((p) — | &udXy, = H— | &dX,
foann-]

stoga,
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2
T

Ro(p) = E” [(CT(<p)—Co(<p))2] =EP|[ H—ququ —Co(9) ]|

0

| |

tako je Ry (@) minimiziran za Cy(¢) = E[H](= E[Cr(¢p)]). Dakle, treba da izaberemo ¢ tako da
minimiziramo varijansu E[(C; (@) — E[Cr(9)])?]. Ovaj kriterijum ne proizvodi jedinstvenu
strategiju, ali opisuje Citavu klasu strategija koje minimiziraju srednju kvadratnu gresku.

Glavni razlog za kori$¢enje mere verovatnoce P u definisanju R, (¢) jeste Sto P sluzi da
modelira subjektivno verovanje prodavca opcije. Optimalna strategija se opisuje u okviru
minimalne martingalne mere, Sto ukazuje na robustnost prethodne formule i odgovarajuce
optimalne strategije u ekvivalentnoj meri. Medutim, ovaj rezultat je od znaCaja samo ako je
analiza uradena u meri P, jer kada bi R,(¢) definisali u martingalnoj meri onda bi robusnost
vazila samo po definiciji.

Konstrukcija strategije se zasniva na koris¢enju G-K-W dekompozicije. Proces vrednosti
V se definiSe sa,

th = E[HITt]

pri ¢emu je VP martingal u meri P, G-K-W dekompozicija nam dozvoljava da napisemo V;”
jedinstveno u obliku,

t
VP = E[H] + f Elax, + kM
0

gde je K" = {K!:t €[0,t]} martingal u meri P, K" i X su ortogonalni i & € L%(P) je
predviljiv proces, dva puta integrabilan. Koristeéi ortogonalnost martingala L i X i Vf = H,
Follmer i Sondermann su dokazali,

TEOREMA (Fo6llmer-Sondermann) 8. 2.

Dopustiva strategija ¢ = (£,71) ima minimalnu varijansu,
2
E[(cf - E[c?])] = EltkiH?)
ako i samo ako & = &H,

Stavise, broj obveznica u trenutku 0 je odreden tako da inicijalna vrednost portfolia iznosi E[H],
tj.

no = E[H] — & X,

tada Ry(p) = E [(C;? —-E [C}p ])2] Otuda, varijansa se interpretira kao minimalni rizik. Tacniji
rezultat se dobija ako pogledamo dopustive strategije, tj. V(@) = H, tako §to minimiziramo
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preostali rizik, definisan sa R, (¢) u bilo kom trenutku t. Takve strategije su rizik-minimizirajuce.
Fiksiramo dopustivu strategiju ¢. Kada posmatramo preostali rizik R,(¢) u nekom trenutku
vremena t, samo dopustive strategije @ koje se poklapaju sa ¢ u intervalu [0, t) se mogu porediti.
Ovaj uslov obezbeduje da procesi troskova imaju jednaku vrednost C,(¢) = C,($). U tom
slucaju je strategija ¢ dopustivi nastavak od ¢ u trenutku t.

Definicija 8.5. Neka je ¢ = (&,n) strategija trgovanja i t € [0,T). Dopustivi nastavak od ¢ od
trenutka t je strategija trgovanja @ = (£, 7) koja zadovoljava,

&=&z2as<t

g =nNg2as <t

Vr (@) = Vr (@)

Rizik-minimizirajuéa strategija, za proces rizika {R,(@):t € [0,T]} je data sa sledeCom
teoremom,

TEOREMA (Follmer-Sondermann) 8. 3.
Postoji jedinsvena dopustiva rizik-minimizirajuéa strategija ¢ = (¢,n) data sa,
ond) = GHLVE - ¢0X), t€lo0,T]
a odgovarajuéi proces rizika je R, (@) = E[(C¥ — Cc[))?|F,]

Proces rizika koji odgovara rizik-minimizirajucoj strategiji se takode naziva proces unutrasnjeg
rizika.

Definicija 8.5. Strategija trgovanja je R -minimiziraju¢a ako za svako t € [0,T) i za svaki
dopustivi nastavak @ od ¢ od trenutka t vazi,

R:(¢) = R ()
ekvivalentno
R.((¢+A4) —Re(p) 20
za svaku prihvatljivu varijaciju A od ¢, od trenutka t.

Ukoliko diskontovane rizi¢ne investicije nisu martingali, nego samo polumartingali,
teorija minimizacije rizika se ne moze primeniti. Iz tog razloga, Schweizer je uveo koncept
lokalne minimizacije rizika.
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9. Portfolio osiguranja i finansijsko trziSte

U ovom poglavlju ¢emo uvesti portfolio osiguranja za dve vrste unit-linked zivotnih
osiguranja i definisaCemo finansijsko trziste, koje ¢emo dalje koristiti u poslednjoj glavi prilikom
izvodenja lokalne hedzing strategiju unit-linked zivotnih osiguranja.

9.1. Portfolio osiguranja

Posmatracemo L, pojedinanca, pri ¢emu Su svi x godina starosti, u tom slucaju su Zivotni
vekovi pojedinaca medusobno nezavisni i jednako rapodeljeni. Prethodno mozemo opisati tako
Sto predstavimo preostali zivotni vek svakog pojedinca kao niz Ti,..,T; nezavisnih,
nenegativnih, sluéajnih promenljivih definisanih na (Q,, H,{H;:t € [0,T]}, P,). Neka je data
funkcija stope neuspeha p, ., (stopa kojom preziveli do odredenog trenutka t nee uspeti da
prezive do sledeéeg trenutka vremena), funkciju prezivljavanja definiSemo sa,

t

2 = BoITy > 6] = explt [ et
0

Uvodimo proces N/ =Zf":11(Tl < t) koji preborojava broj smrti u grupi. Neka je H =
{#,:t € [0,T]} filtracija generisana sa N, odnosno, H, = o{N/.:u < t}. Proces prebrojavanja
(Poason-ov proces) {N/:t € [0, T]} je cadlag proces (desno-neprekidan sa levim granicama) i H-
Markov proces poSto su slucajne promenljive zivotnog veka {T;:l =1,...,1,} nezavisne i
jednako rapodeljene. Intenzitet procesa prebrojavanja A se moze definisati na slede¢i nacin,

E[dN/|3;_] = (I, — N{pyyedt := A,dt

Proces M = {M!:t € [0,T]}, koji je dat sa M} = N} — fot A, du, definise martingal (M'), =
Jy A,

Znamo da su unit-linked Zivotna osiguranja je ugovori kod kojih naknade zavise od cena
akcija kojima se trguje. Predstavicemo dve osnovne vrste unit-linked Zivotnog osiguranja: pure
endowment (osiguranje za slucaj dozivljenja) i term insurance (ograniceno Zivotno osiguranje).
Kod osiguranja za slu¢aj dozivljenja osiguranik je pla¢en u trenutku T ako je Ziv u datom
trenutku. Iznos koji se placa je oblika g(Sy) za datu neprekidnu funkciju g odredena ugovorom.
Otuda, finanskijski derivat g(S7) zavisi od cene rizicne aktive u trenutku 7. MozZemo dati
primere funkcija, kao g(s) = s, g(s) = K sa konstantom K > 0 i g(s) = maxi{is, K), koje su
poznate u literaturi kao cist unit-linked, deterministicke naknade i unit-linked sa zagarantovanom
sumom K > 0, respektivno. Obaveza osiguravaju¢e kompanije prema svakom osiguraniku je
data sa H; = 1(T; > T)g(Sy). Celokupan portfolio osiguravaju¢e kompanije je dat sa,
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L
Hy = g(Sr) ) (T > T) = g(Sp) (L — M) (0.
=1

gde (I, — NL) predstavlja broj prezivelih na kraju osiguravajuéeg perioda.

U slucaju ogranicenog zivotnog osiguranja, osigurani iznos dospeva odmah nakon smrti,
pre trenutka T. Stoga, funkcija osiguranja je zavisna od vremena g(t,S;). Prema definiciji
ugovora, isplate mogu da se dese u svakom trenutku intervala [0, T]. Obaveze osigurava¢a prema
opisanom portfoliu su date slede¢om formulom,

l t

x Iy T
= (s T <1 =Y [ gws )i <w = [ gusant 02
=1 =19

0

Ostali ugovori osiguranja se mogu dobiti kombinacijom prethodna dva ugovora. Na
primer, osiguranje kod kojeg se osigurani iznos placa u trenutku smrti osiguranika ili u trenutku
dospeca (endowment insurance), koji god slucaj se desi prvi, ima vrednost koja se dobija
sabiranjem (9.1) i (9.2).

9.2. Finansijsko trziSte

Neka je (24, G, {G;:t € [0,T]}, P;) prostor verovatnoca koji predstavlja finansijsko trziste
i neka je (Q,, H,{H;:t € [0,T]}, P,) prostor verovatno¢a koji predstavlja portfolio osiguranja.
Neka prostor (Q,F,{F,:t € [0,T]},P) oznacava proizvod prethodna dva nezavisna prostora
verovatnoce. Pretpostavljamo da spomenuti prostori verovatnoca zadovoljavaju uslove desne
neprekidnosti i kompletnosti. Vreme do isteka ugovora za oba modela je konacan pozitivan broj
T € R. Premije se placaju kao jednokratna premija na pocetku.

Koristimo prethodnu definiciju opsteg shot-noise procesa, gde su Ji(t) i Y, dati sa (7.1) i
(7.2). Medutim, posmatraéemo poseban slu¢aj kada je J'(t) = U;h(t) sa nezavisnim slu¢ajnim
promenljivama {U;} i deterministi¢ku diferencijabilnu funkciju h(+). Klasi¢na difuzija skokova se
dobija ako uzmemo da je h = 1. StaviSe, u pitanju je proces Markov-a ako vazi h(s +t) =
h(s)h(t), odnosno, h je oblika e~ . U tom slucaju shot-noise proces dobija slede¢i oblik:

My M,
Y, = Z Uh(t —1;) = e @ Z Uih(—7;)
i=1 i=1

U radu ¢emo posmatrati ovaj specijalan slucaj. Ovakav proces, se ponasa deterministi¢ki izmedu
vremena skoka. Takode, jedini nacin da proces ispunjava uslov Markov-a jeste da definiSemo h
na ovaj nacin.

53



HedZing unit-linked ugovora Zivotnog osiguranja | 2012

U nastavku razmatramo model cena akcije koji koristi prethodno definisani shot-noise
proces. Dakle, dodajemo shot-noise efekat standardnom modelu cena akcije. Pretpostavljamo da
je S stohasti¢ki proces cena akcije. Uzimamo da je S geometrijsko Brown-ovo kretanje oblika,

dsS, = S,a,dt + S,b,dB,
Dok sa,
§=2Seh

oznatavamo proces cena akcije kada ucCestvuje i shot-noise efekat. Pretpostavicemo radi
jednostavnosti da je kamatna stopa obveznice 0.

10. Hedzing unit-linked Zivotnih osiguranja

Na kompletnom trziStu, postoji jedinstvena mera, koja je ekvivalentna kanonickoj meri i
obezbeduje da proces diskontovanih cena bude martingal, u tom slucaju na finansijski derivat
moze u potpunosti da se primeni hedzing strategija. Sa druge strane, kako ne postoji jedinstvena
martingalna mera na trzi$tu koje nije kompletno, nije moguce koristiti ekvivalentnu martingalnu
meru za hedzing strategiju. Dodatni kriterijumi moraju da se odrede da bi izabrali odgovarajucu
martingalnu meru. U izvodenju hedzing strategije za unit-linked Zivotna osigurnja koristicemo
Follmer-Schweizer minimalnu martingalnu meru, koja predstavlja martingalnu meru koja
najmanje uti¢e na strukturu modela. Odgovaraju¢a hedzing strategija se naziva hedzing strategija
(lokalne) minimizacije rizika.

Teorijja minimizacije rizika za nekompletno trzZiSte je uvedena od strane Follmer-
Schweizer, a konstrukcija strategije se bazira na primeni Galtchouk-Kunita-Watanabe
dekompozicije.

10.1. G-K-W dekompozicija

Posmatrajmo prostor verovatnoca (Q,F,{F.:t € [0,T]},P) . Oznatavamo sa Q;
minimalnu martingalnu meru od P;, a ekvivaletna martingalna mera Q se koristi kao oznaka za
meru proizvoda Q; i P, za na§ kombinovani model. Sa E[-] i E?[-] oznaéavamo oéekivanja u
meri P i Q, respektivno. U ovom odeljku ¢emo izvesti G-K-W dekompoziciju u minimalnoj
martingalnoj meri Q u nekoliko koraka.

(1) Najpre, pretpostavimo da proces cena akcije, pre nego sto uvedemo u njega shot-noise
proces, prati geometrijsko Brown-ovo kretanje,

ds, = S,a,dt + S,b,dB,
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sa deterministickim funkcijama d, i b,, pri ¢emu je B, Brown-ovo kretanje adaptirano filtraciji
G;. Ekvivaletno, vazi,

t

t
. 3 1.
S, = soexpiz@f b.dB, + f (d, — Ebsz) ds)
0 0

(2) U slede¢em koraku ¢emo uvesti Poason-ovu slucajnu meru da bi opisali shot-noise
procese. Uveli smo formulu za uopsten shot-noise proces, pri ¢emu posmatramo specijalan slucaj
Ji(t) = U;h(t) sa nezavisnim, jednako rapodeljenim, slu¢ajnim promenljivama {U;} i
deterministiCkom diferencijabilnom funkcijom h(t) = e~%, koja nam daje proces Markov-a.

Definicija 10. 1. Poason-ova slucajna mera N (dt, dx) sa intenzitetom dtv(dx) je data sa,

M, ¢
ZUi= j f xN(ds, dx)
i=1 0 R

gde je v(dx) = AG(dx), a G(dx) raspodela od U;.

Iz prethodnog dalje imamo,

M, t t
Y, = ZUl-e_“(t—Ti) = j- j- e~ =) xN(ds,dx) = e_atffeanN(ds, dx)
i=1 0 R 0 R

primenjivanjem It6-ve formule na Y; dobijamo,

dY, = —aY,dt + J xN(dt, dx)
R

(3) Sada dodajemo shot-noise proces Y, procesu cena akcije S;, u tom slu¢aju proces cena
akcije je,
S, = S,elt = Syek

pri ¢emu X, definiSemo na sledeéi nacin,

1. _
dX, == (at ~5 b7 - aYt) dt + b,dB, + J xN (dt, dx)
R

Neka je M(dt,dx) = N(dt,dx) — dtv(dx) kompenzovana Poason-ova slu¢ajna mera. Prema
[t6-voj formuli, vazi,
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R

=S,_| |G —aY; + f (e* — Dv(dx)|dt + b,dB, + f(ex — 1)N(dt, dx)
R R
=dW, + dA;
gde je,

t

t
W, = f bsS,_dB, + f f (e* — 1) S;_M(ds, dx)
0 0 R

martingal u meri Py, a

t

A = f a, —aYy + f (e* = Dv(dx)|S,_ds
0 R

je predvidljiv proces sa kona¢nom varijacijom.

(4) U nastavku ¢emo izvesti minimalnu martingalnu meru Q; prvobitne mere P;. Mera Q;

. .. ) . d .. . . .
se moze opisati svojom gustinom Z, = d—gzht. Model koji smo opisali zadovoljava osobinu

Markov-a, a za modele Markov-a ekvivalentna mera verovatnoée se moze opisati Girsanov-om
gustinom:

t t

Z, = 1+JZS_GSdBS +Jst_h(s,x)M(ds,dx)
0 0 R

pri ¢emu G () i h(-,") treba odrediti. U meri Q,, B, = B, — fot G.ds je Brown-ovo kretanje, a

M, = fot fR xM(ds, dx) je ¢ist kvadratni proces skoka sa kompenzovanom merom v (dt, dx) =
dt v, (dx), gde je V,(dx) = h(t,x)v(dx).

U slede¢em koraku odredimo G (*) i h(+,) tako da Q; bude minimalna martingalna mera.
Primetimo da,

as, = S,_| |a, + b,G, — a¥, + f(ex — (1 + h(t,x))v(dx) | dt + b,dB,
R

+ j (e* — 1)M(dt, dx) (10.1)
R
gde je,
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M(dt, dx) = M(dt, dx) — dt¥,(dx)

Prema definiciji minimalne martingalne mere, S; mora da bude lokalni martingal u meri
Q1. Povrh toga, S; je lokalni martingal u meri Q ako i samo ako je prvi ¢lan u jednacini (10.1)
jednak 0, odnosno,

d, + b,G, — a¥, + f(ex —D(1+h(tx))v(dx) =0
R

Potom nadimo jo$ jednacinu koju G (*) i h(-,") treba da zadovoljavaju.

(5) Pretpostavljamo sledece,
dZt = ytZt_ EtdBt + f (ex - 1)M(dt, dx)
R

tj.
G, =v¥.:b;, h(t,x) =y.(e*—1) (10.2)

Razmotrimo jedan L? martingal u meri P;, u oznaci N, koji je ortogonalan martingalu W
od S;, tako da je (N, W) = 0. Odatle je (N,Z) = 0, $to implicira da je N Q;-lokalni martingal.
Prema definiciji minimalne martingalne mere, ako vazi (10.2), Q; je minimalni martingalna
mera od P;. Minimalna martingalna mera moze da se odredi putem G(*) i h(:,") koristeci
prethodne dve jednacine. Potom moZemo da izvedemo minimalnu martingalnu meru.

(6) Poslednji korak nam daje G-K-W dekompoziciju. Dakle, neka je F(t,S;) =
E9[g(S)|Fr] jedinstvena cena pod, pretpostavkom odsustva arbitraze, u trenutku t finansijskog
derivata g(Sy). Neka je F,(t,x) parcijalni izvod od F(t,x). Prema It6-voj formuli i F(t,S;) je
martingal u meri Q, imamo sledece,

dF(t,S,) = F,(t,S,_)S,_b,dB,

+ j [F(t,S;— + S;—(e* — 1)) — F(t,S,-|M(dt, dx) = F,(t,S,-)S,- b.dB,
R

+ f [F(t,S,_e*) — F(t,S,_)] M(dt, dx) (10.3)
R

Pretpostavljamo da F (t, S;) zadovoljava sledecu diferencijalnu jednacinu,
dF(t,S;) = &,dS; + dK;

pri cemu &, i1 K, treba odrediti, a vazi da je K, ortogonalan u odnosu na S;. U tom slucaju
dobijamo,

57



HedZing unit-linked ugovora Zivotnog osiguranja | 2012

d<S., F(.,8)>=§d<S, S>=¢&S?|b?+ f (e* — D2h(t,x)v(dx)|dt (10.4)
R

Dodatno, koriste¢i (10.3) imamo jo$ jedan izrazzad < S. , F(:,S.) >,

d<S., F(S.)>,

= |E,(t,S,_)S2b? + f S,_(e* — 1) (F(t,S,_e¥)

R
—F(t,S;2))h(t,x)v(dx)|dt (10.5)
Treba izjednaditi formule (10.4) i (10.5), stoga vazi,

1 72
Et = _F;c(ttst—)bt +

. f [F(t,S._e*) —F(t,S;_)](e* — 1)h(t, x)v(dx)

R

takode,
th = dF(t, St) - EtdSt

gde je,
k, = b? + f (e* — 1)?h(t, x)v(dx)
R

1z gornjeg izvodenja sledi teorema.
TEOREMA 10.1.

Dekompozicija G-K-W od F (t, S;) je data slede¢im izrazom,
t
F(t,S,) = F(0,S,) + J £.dS, + K,
0

pri ¢emu su &, 1 K, dati prethodnim formulama.
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10.2. Lokalna strategija minimizacije rizika

Dosadas$nje rezultate primenjujemo na unit-linked Zivotna osiguranja. Nakon izvodenja
dekompozicije procesa vrednosti, sada mozemo odrediti rizik-minimizirajucu strategiju i
odgovarajuci proces rizika za dva tipa osiguranja: osiguranje u slucaju dozivljenja i ograni¢eno
osiguranje.

10.2.1. Osiguranje u sluc¢aju doZivljenja

Posmatrajmo prvo slucaj osiguranja za slucaj dozivljenja. Iz nezavisnosti finansijskog
trziSta i portfolia osiguranja, V;* je dato sa,

Vi = E?[Hy|F,] = Ef[g(sr)(lx — NPIF] = EQ[(L, = ND)IFIE[g(Sp)IF¢]

= E¢ 1(T, > T)|F | F(t,S) =, — N{")T—tpx+tF(t'St)
=1

U formuli EC[(L, — NDI|F,] = (I, — N))7_ pysr predstavlja broj prezivelih pojedinaca u
trenutku dospeca T. Koris¢enjem G-K-W dekompozicije za F(t, S;) iz teoreme dobijamo G-K-W
dekompoziciju procesa vrednosti ;.

TEOREMA 10. 2.

Kod osiguranja za slucaj dozivljenja proces V* ima sledec¢u G-K-W dekompoziciju:
t

Vt* = V(; + f(lx - NSI—) T—spx+sfsdss + KL!-I
0

pri ¢emu je
t

t
KtH = J(lx - NsI—)T—spJH-det _fF(S'Ss)T—spx—i-de;
0 0

dok su &, i K, dati u prethodnim formula, a K, i M! su ortogonalne u odnosu na S,.
Dokaz.
Koriste¢i teoremu (10.1) i 1t6-vu formulu, teorema se dokazuje direktno.
| |

Proces V" se moze tumaciti kao proces trzisne vrednosti celokupnog porfolia ugovora
osiguranja za slufaj doZivljenja. Posebno, podetna vrednost Vy = L, +p,F(0,Sy) se prirodno
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postavlja kao izbor za jednoktratnu premiju ¢itavog portfolia. Ovakav izbor jednokratne premije
odgovara aktuarskom principu ekvivalencije (premije i naknade treba da budu u proseku
izjednacene), ali u martingalnoj meri Q.

Koriste¢i teoremu (10.2), mozemo izvesti strategiju minimizacije rizika i proces rizika za
osiguranje u sluc¢aju dozivljenja.

TEOREMA 10.3.

Jedinstvena strategija minimizacije rizika ¢* = (¢*,n*) u meri Q za osiguranje u slucaju
dozivljenja je data sa:

&= - N1:I—)T—tpx+t€t , e = - NtI)T—tpx+tF(t' S:)— &S, te[0,T]
Proces rizika je dat izrazom, R, (¢*) = EC[(KF — K[))?|F,].

[lustrovac¢emo nas rezultat preko primera.

Primer 10. 1. Pretpostavljamo da osiguranik treba da dobije vrednost akcije u trenutku dospeca,
od osiguravaju¢e kompanije. U tom slucaju funkcija ugovora ima jednostavan oblik, g(s) = s.
Stoga je F(t,S;) = S,. Proces vrednosti je Vi = (I, — N))7_py+:S;, sa poéetnom vredno$éu
Vo = L 1PxSo. Jednostavnim raéunum dobijamo dalje ¢, = 0, K, = 0. Strategija minimizacije
rizika je,

e = (L — Ntl—)T—tpx+t ) (Ntl— - NtI)T—tpx+tSt)' t €[0,T] (10.6)

dok je proces rizika sledeci,

T 2

Rt((p*) = EQ [(KTI:I - KtH)Zl“Ft] = EQ _f T—spx+sSde£ ?t

t
T

= (lx - NtI)T—tpx+t j- EQ [(Ss)zlft]T—spx+s.ux+st

t

Strategija minimizacije rizika data sa (10.6) zavisi od procesa cena akcije S; i od
portfolia osiguranja. Strategija se moze interpretirati na slede¢i nacin: u svakom trenutku t,
osiguravaju¢a kompanija treba da drzi odreden broj akcija, koje odgovaraju ofekivanom broju
prezivelih pojedinaca. Iz razloga Sto broj akcija zavisi od predvidljivog procesa &, treba izvrsiti
odredene promene u portfoliu svaki put kada se desi smrt da bi vazila jednakost V;* = V¥ za sve
t. Dakle, prethodno receno je opisano preko adaptiranog procesa 1/, koji oznacava iznos koji
treba da bude isplacen od strane osiguravajuc¢e kompanije u vezi sa posmatranom smrcu.

Primer 10. 2. Posmatrajmo sada unit-linked zivotno osiguranja sa minimalnom zagarantovanom
sumom K. Neka je K = 0, kao u prethodnom primeru. Pokaza¢emo rezultat kada shot-noise
proces nije ukljucen (za konkretan izbor shot-noise procesa, mozemo koristiti numericke metode,
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kao na primer, Monte-Carlo simulaciju za numeri¢ko reSenje). Koriste¢i ¢injenicu da je g(s) =
max(s,K) = K + (s — K)™*, proces F(t,S;) se moze proceniti koriste¢i dobro poznatu Black-
Scholes formulu,

F(t,S,) = E2K + (Sp — K)T|F] = K + [S;®(2,) — KD(2, — bVT — ¢)]
= K®(—z, + bNT —t) + S, ®(z,)

pri cemu je ®(+) normalna raspodela i
S b?
log (;t) +(T—-10)
Z, = =
‘ bt V T - t
Tadaje V' = (I, — N g_ipy+:F(t,S,) sa poéetnom vrednoséu Vg = Le 0 F(0,5) .

Iz ovih jednostavnih primera mozemo dati numericke rezultate. Dakle, rekli smo da je
prirodno uzeti da jednokratna premija bude proces vrednosti Vy. Kako je Vg proporcionalan
veli¢ini portfolia L,., razmatramo portfolio osiguranja koji se sastoji od 2 pojedinca sa istim bojem
godina, odnosno, I, = 2. Neka osigurani imaju x = 50 godina i fiksiramo termin ugovora da
bude T = 15 godina. Koristi¢cemo slede¢u funkciju neuspeha, u, ., = 0,0005 + 0,000075858 x
1,09144** | Pri Cemu uzimamo da je zakon mortaliteta, uslovna verovatno¢a ;cps, da
osiguranici prezive jo$ 15 godina ako znamo da imaju 50 godina jeste 0,8879. Uzecemo, radi
jednostavnosti, Sy = 1 i b, = b. Prikazujemo pocetnu vrednost procesa vrednosti u tabeli, za
razli¢ite izbore volatilnosti b akcije i zagarantovano K.

b 0,15 0,25 0,35

K 0 0,5 1 0 0,5 1 0 0,5 1

Vs gls)=s 1,7758 | 1,7758 | 1,7758 | 1,7758 | 1,7758 | 1,7758 | 1,7758 | 1,7758 | 1,7758
g(s)=max(s,K) 1,7758 | 1,7515 | 2,1613 | 1,7758 | 1,902 | 2,4359 | 1,7758 | 2,0488 | 2,667

U tabeli su prikazani primeri 1i 2. U primeru pod 2 pocetna vrednost zavisi ne samo od
b negoiod K, vidi se daje V; je rastu¢a funkcijaod bi K.

10.2.2. Ograniceno osiguranja

Preostalo nam je da pokazemo rezultat i za ograni¢eno Zivotno osiguranje. Funkcija
F(t,S,) u ovom sluéaju postaje F9%(t, S,), tako da je F9“(t,S,) = E?[g(u, S,)|F,] jedinstvena
cena pod pretpostavkom odsustva arbitraze, u trenutku t, derivata g(u,S,). Tada &, postaje
& (u) 1 K, postaje K, (u). Iz nezavisnosti finansijskog trzista i portfolia osiguranja, proces
vrednosti je slededi,
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T t T

Vi = EQ[Hp|F,] = B9 f 9w SHANL| 7, | = f 9w, S,)dN! + E j 9(w, S.)ANL| 7,
0 0 t
T

t
= fg(uisu)dNé +ngu (t'St)(lx _Ntl)u—tpx+t:ux+tdu
0

t

TEOREMA 10.4.

Jedinstvena strategija minimizacije rizika ¢* = (§*,n*) u meri Q za ograni¢eno
osiguranje je data sa,

T
& = (L, - NL) j Db @dn, €€ [0,T]
t

t T

0 = f 9(w SOAN! + (L, — N f FOU(t, S )uePesettesudi — 1S,y ¢ €[0,T]
0 t

Dokaz.

Koriste¢i istu metodu kao teorema (10.2), mozemo dokazati teoremu.

11. Zakljucak

U radu je kao glavni cilj data hedZing strategija ugovora Zivotnog osiguranja. Pri ¢emu
pretpostavljamo da trziste nije kompletno, odnosno, da su skokovi u vrednosti akcije dozvoljeni.
Pored toga, efekat takve pojave moze brzo da nestane i onda cena akcije prati geometrijsko
Brown-ovo kretanje, a skokovi u vrednosti akcije su obuhvaéeni shot-noise procesom.

Za pocetak su uvedeni unit-linked produkti Zivotnog osiguranja i sli€nost sa evropskom
prodajnom opcijom. Zatim su objasnjeni diskretni modeli kretanja cene akcije i pretpostavke
teorije verovatnoce i stohasticke analize. Nakon toga smo mogli da prikazemo neprekidni slucaj i
objasnimo Brown-ovo kretanje za modeliranje cena. Otuda smo objasnili difuzne procese i
stohasti¢ke integrale, medu kojima je vazan rezultat It6-va teorema i polumartingali koji su od
znaCaja za hedZing strategiju. Potom Girsanov-a teorema koja nam daje vrlo vaZzan rezultat
prelaza iz jedne mere verovatnoce u drugu. U nastavku je dat Black-Scholes model vrednovanja
cene opcije odakle su i potekle hedzing strategije.

Uvedeni su shot-noise procesi da bi mogli da obuhvatimo skok u ceni akcije, nakon ¢ega
su date osnove rizik-minimizirajuce strategije koju su uveli FOllmer i Sondermann. Ovakva
strategija se zaniva na minimalnoj martingalnoj meri, kao i strategija predstavljena u radu. Potom
su predstavljeni portfolio osiguranja, model trzista i na samom kraju je data lokalna hedzing
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strategija za dve vrste unit-linked ugovora, a konstrukcija ovih strategija se zasniva na
Galtchouk-Kunita-Watanabe dekompoziciji. Lokalnu hedzing strategiju je predlozio Schweizer
kao nastavak na Follmer-Sondermann rizik-minimizirajuéu strategiju u sluaju kada
diskontovane rizi¢ne investicije nisu martingali, ve¢ polumartingali.

Dakle, na kompletnom trzistu postoji jedinstvena, rizik-neutralna mera, tako da je
finansijski derivat hedziran u potpunosti. Ovde je predstavljen slucaj trzista koje nije kompletno 1
predstavljeni su dodatni kriterijumi da bi se pronasla odgovaraju¢a mera. U pitanju je minimalna
martingalna mera, koja ima minimalan uticaj na model, a odgovaraju¢a hedzing strategija je
rizik-minimizirajuca.

Kako shot-noise proces nije neprekidan, rizik-minimizirajuca strategija u novoj meri ne
mora da bude lokalno rizik-minimiziraju¢a strategija u prvobitnoj meri. Dakle, ostaje nereSen
problem kako pronac¢i lokalnu rizik-minimizirajuéu hedzing strategiju u prvobitnoj meri kada
cena akcije dopusta skokove.
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