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Predgovor

Razvoj kompjutera i programa nam omogucéava da pravimo sve preciznije
aproksimacije raznih fizickih fenomena i situacija. lako postoji veliki broj par-
cijalnih diferencijalnih jednacina koje su odavno poznate, veliki broj jos uvek nije
resen, a neke se ni ne mogu resiti, tako da njihovo resavanje ili samo dokazivanje da
reSenje postoji, predstavlja veliki izazov za sadasnje i buduce generacije naucnika,
a pre svega matematicara. Bez dobro razvijenih kompjuterskih algoritama za
resavanje sistema PDJ, nalazenje dovoljno dobrih aproksimacija tih resenja pred-
stavlja skoro nemogu¢ izazov. Tako da se znacajan akcenat stavlja na razvoj
mo¢nih kompjuterskih programa koji ¢e izracunati to resenje.

Postoji veliki broj modela koji opisuju strukturu kroz koju krv tece i izmedu
razlicitih modela mogu postojati neuporedive razlike. Pre svega, jer model zavisi
od vrste i grade krvnog suda, kao i od funkcije koju isti obavlja. Razli¢iti modeli
se koriste u zavisnosti od toga da li se radi o arteriji, velikoj ili maloj, venama
ili kapilarima. Ti modeli nam omogucavaju da dobijemo aproksimaciju brzine
protoka, pritiska u arteriji, deformacije u krvnom sudu. Mi smo u ovom radu
paznju posvetili protoku krvi kroz velike arterije. Postoji i znacajna razlika izmedu
modela koji opisuju zdrav krvni sud i krvni sud kod koga je geometrja izmenjena,
jer se u slucaju opisa protoka krvi (fluida) kroz zdravu i veliku arteriju krv moze
aproksimirati njutnovskim fluidom, sto nije slucaj kada se radi o bolesnoj arteriji.

Zidovi velikih arterija se sastoje iz nekoliko slojeva, gde svaki ima drugacije
mehanicke karakteristike. Tri glavna sloja su tunika intima, medija i adventicija,
koji su razdvojeni tankom elasti¢cnom laminom. Sve do nedavno, nisu postojali
modeli i kompjuterski programi koji modeliraju protok krvi kroz viseslojnu arteriju
ali je prethodnih godina ostvaren znacaj napredak i u toj oblasti.

Nas cilj je bio da predstavimo razlicite modele koji opisuju protok krvi kroz
arteriju i da damo numericki algoritam za resavanje bar jednog od njih, a rezultate
predstavimo graficki.

Na pocetku smo se ukratko osvrnuli na primenu matematickog modeliranja u
medicini kao i na neke moguénosti i koristi koje modeliranje moze da pruzi u ovoj
oblasti.

U prvom delu rada smo smo se osvrnuli na osnovne pojmove iz mehanike fluida,
parcijalnih diferencijalnih jednacina, opisali smo osnove funkcionisanja kardiova-
skularnog sistema kao i zakonitosti proticanja krvi kroz krvne sudove.

U drugom delu rada su predstavljeni modeli. Dva su modela protoka krvi kroz
zdravu, veliku arteriju, pri cemu jedan pretpostavlja zid arterije koji se sastoji samo
iz jednog sloja, dok drugi opisuje protok krvi kroz arteriju koja se modelira kao



struktura koja se sastoji iz dva sloja. Takode, predstavili smo i model koji opisuje
interakciju izmedu protoka krvi i stenozne arterije Sto je izraz za suzenu i tvrdu
arteriju, stanje koje nastaje kao posledica talozenja masnih supstanci, holesterola
i kalcijuma na zidovima arterije, Sto kao posledicu moze imati i smrt.

U tre¢em delu rada smo predstavili numericki algoritam za resavanje modela
sa viSeslojnom strukturom i ideju numerickog algoritma za dobijanje resenja kod
jedno-i-po dimenzionalnog modela sa jednim slojem strukture koji se resava jedno-
dimenzionalnim tehnikama za dobijanje numerickih reSenja, a ima karakteristike
dvodimenzionalnog modela. Taj model smo zatim i resili, a rezultate smo pred-
stavili graficki.

Na kraju bih se zahvalila mentoru dr Marku Nedeljkovu na poverenju, podrsci i
svim savetima datim kako tokom izrade ovog rada, tako i tokom studiranja.
Takode, zahvalnost dugujem i clanovima komisije, dr Danijels Rajter—é@'rié i dr
Srboljubu Simicu.

Novi Sad, jun 2015. godine Sanja Ruzicié¢
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1 Matematicko modeliranje u medicini

Matematicko modeliranje u medicini i biologiji ima ve¢ dugu istoriju, jer su jos
drevni naucnici i filozofi pokusavali da opisu strukturu ljudskog tela, kao i vezu
izmedu razlic¢itih delova ljudskog organizma. Danas se ta opisivanja vrse kroz ho-
meostazu, ravnotezu u ljudskom organizmu. Homeostaza predstavlja tendenciju
sistema, narocito fizioloskog sistema (organizma), da odrzi unutrasnju stabilnost,
zahvaljujuci koordinisanom odgovoru organizma na situaciju koja bi mogla da po-
remeti normalne uslove ili funkcije u organizmu. Homeostaza je vrsta korektivnog
mehanizma koji na primer odrzava nivo glukoze i potrebe organizma za glukozom
i hormonima. Takode, homeostaza odrzava temperaturu na optimalnom nivou
kod sisara, koje su toplokrvne zivotinje i zahtevaju konstantu temperaturu. Isto
tako, koncentracija vode u ¢elijama i hemijska koncentracija mora da se odrzava
na odredenom nivou kako bi normalni Zivotni procesi mogli da se odvijaju. Svi ovi
procesi su neophodni kako bi telo moglo optimalno da funkcionise tako da se svako
odstupanje od ravnoteze momentalno ispravlja mehanizmom homeostaze. Ideja
homeostaze je nastala iz ideje koju su imali drevni nauc¢nici, kada je smatrano da
svaka bolest predstavlja odstupanje od prvobitne ravnoteze u ljudskom organizmu.
Moderan pristup koji ima za cilj da opise funkcionisanje fizioloskih sistema zasniva
se na c¢injenici da zivi sistemi nikada nisu u ravnotezi, jer na taj nacin ostvaruju
interakciju sa okolinom i drugim zivim sistemima. Takode, modeli bi trebali da
uzmu u obzir i mehanizme koje koriste Zivi sistemi (organizmi), kojima se sistem
vra¢a u homeostazu. U slucaju velikih promena u samom sistemu, moze se desiti
da se sistem ne vrati u pocetnu homeostazu, ve¢ da pronade novu ravnotezu.

Danas, studije koje koriste matematicko modeliranje, a naroc¢ito matematicko
modeliranje u medicini privlace znacajnu paznju i veliki deo sredstava odlazi
upravo na tu stranu. U medicini, matematicko modeliranje moze da donese
znacajan napredak u razvoju lekova ali i u unapredenju tehnologije u bolnicama,
sportskoj medicini itd.

Postoje dva glavna pristupa u matematickom opisivanju medicinskih fenomena.
Prvi se odnosi na prikupljanje velikog broja podataka, a zatim i koris¢enje mo-
dernih statistickih metoda i kompjuterskih sistema u analizi tih podataka kao i
u koriséenju tih metoda u svrhu razvoja matematickih modela. Malo je poznato
da je termin regresija dobro poznat u statistici i nastao u devetnaestom veku kao
rezultat ispitivanja nasledivanja kod ljudskih organizama. Kod drugog pristupa
postoji jos dosta prostora za napredak, a on se sastoji u predikciji ponasanja si-
stema na osnovu ve¢ poznatih mehanickih karakteristika tj. predstavljanju sistema
modelima koji verodostojno opisuju njihove mehanicke karakteristike i ponasanje.
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Opisuju se sistemi razlicite komleksnosti, jer se neki sistemi mogu opisati jed-
nostavnim modelima koji se mogu lako konstruisati i resiti, ali postoje i veoma
kompleksni modeli koji uzimaju u obzir veliki broj stvarnih procesa sa kojima je
tesko raditi [18].

Prethodnih decenija se matematickom modeliranju protoka krvi kao i elektri¢ne
aktivnosti srca posvecuje velika paznja. Pre svega, jer su kardiovaskularne bolesti
jedan od glavnih uzroka smrti u razvijenom delu sveta. Jednacine koje opisuju
protok krvi su veé¢ poznate u fizici i nazivaju se Navije-Stoksove jednacine, Sto
omogucava naucnicima da viSe paznje posvete opisivanju strukture kroz koju krv
tece ali i razvoju efikasnih kompjuterskih programa za dobijanje dovoljno dobre
aproksimacije protoka. Veoma je vazno u model ukljuciti i interakciju izmedu
fluida i strukture, jer je razmena informacija izmedu zida arterije i fluida (krvi)
toliko znacajna da svako odstupanje moze da dovede to nestabinog i nedovoljno
preciznog resenja. S obzirom da jedan kompjuterski program moze da se primeni
na grupu arterija ili grupu pacijenata sa istim osobinama, isti program se moze
iskoristiti kako bi se predvideo ishod operacije i pre nego sto se ona izvede.

Dalje ¢emo navesti nekoliko primera u kojima bi matematicko modeliranje mo-
glo ili je ve¢ omogucdilo znacajan napredan u lecenju pacijenata.

1. Aneurizma predstavlja kesasto prosirenje krvnog suda ispunjeno krvlju. Moze
se desiti da ¢ovek ceo zivot zivi sa aneurizmom, a da ni ne zna da je ima
i da se nikakvi simptomi ne pojavljuju. Medutim, ako se manifestuje to je
najcéesée u formi pucanja zida krvnog suda i krvarenja. Najcesca lokacija
za aneurizmu nalazi se u sistemu arterija koje se nalaze u samoj osnovi mo-
zga. Taj sistem je poznat po nazivu Vilisov krug (The Circle of Willis). Tako
5—6% ljudske populacije zivi sa bar jednom aneurizmom u Vilisovom krugu,
te aneurizme su najceS¢e veoma male i postoji veoma mala Sanse da ¢e da
puknu. Medutim, ukoliko se desi da ta aneurizma pukne, ishod je najcesce
fatalan. Dve vrste tretmana se koriste ukoliko se takva aneurizma otkrije,
ali su oba veoma rizicna i ne garantuju uspeh. Zbog toga je hirurgu ve-
oma znacajna procena rizika, kao i procena kada ¢e ta aneurizma da pukne.
Takode, veoma je znacajan odabir odgovaraju¢eg tretmana koji treba spro-
vesti kao i tacna lokacija gde tretman treba primeniti. Hirurg ne moze da
bude siguran da je doneo pravu odluku sve dok se licno ne uveri u stanje
pacijenta nakon Sto zapocne operaciju. Nekoliko velikih istrazivackih institu-
cija radi na ovom problemu i postoji velika Sansa da ¢e u bliskoj buduc¢nosti
postojati kompjuterski program koji ¢e odgovornom lekaru dati odgovor na
sve nedoumice i koji ¢e moéi da predviti krajnji ishod i pre nego Sto se on
desi (videti [2]).

2. Proces koagulacije krvi je veoma kompleksan proces i igra nezamenjivu ulogu
u funkcionisanju zivih organizama. Ta kompleksnost se ispoljava zbog kom-
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pleksnosti same krvi, koja je fluid cije karakteristike i ponasanje jos uvek
nisu u potpunosti objasnjeni. Zatim, proces koagulacije je veoma osetljiv
i mnoge spoljasnje i unutrasnje aktivnosti mogu da ga poremete. Takode,
postoji znacajna razlika u procesu koagulacije izmedu razlicitih vrsta zivih
organizama. Do sada je razvijeno dosta modela koji opisuju proces koagula-
cije krvi, kao i fenomene koji ga prate (videti [4]).

3. Jos jedna veoma znacajna primena matematickog modeliranja u medicini,
koja je jos uvek u zaceéu je matematicko modeliranje kancera. Razlog
zasto ova primena joS uvek nije dovoljno razvijena je velika nepredvidivost
ponasanja kancera. Modeliranje rasta kancera znac¢i modeliranje ponasanja
i evolucije bilion zivih ¢elija, gde treba obratiti paznju ne samo na fizicka
svojstva tih ¢elija (masa, brzina, temperatura), nego i na bioloska kao sto su
reprodukcija, ciklus ¢elije, komunikacija ... Ta svojstva odreduju ponaSanje
celog kompleksa celija tako da neka mutacija u DNK celije moze da iza-
zove znacajnu promenu ponasanja celije, a s obzirom da ¢elije medusobno
komuniciraju moze da izazove promenu ponaSanja velikog broja ¢elija. Kao
posledica toga, bilo koji slucajan dogadaj u celiji moze da izazove promenu
ponasanja celog tumora. Sve ovo prethodno navedeno pravi veliki zastoj u
modeliranju tumora, jer je veoma tesko predvideti ponasanje samog tumora i
to matematicki opisati (videti [17]). Ali, uzimajuéi u obzir ubrzan napredak
u ovoj oblasti i ulozena velika sredstva, verujemo da ¢e se uskoro naci resenje
i za ovaj problem.

4. Danas postoje i modeli koji opisuju cirkulaciju krvi u mozgu koja je veoma
kompleksan proces. U [5] je posebna paznja posvedena autoregulaciji koja
se definise kao sposobnost mozga da odrzava protok krvi uprkos promeni
spoljasnjih faktora. Ti faktori mogu biti pritisak, nivo ugljen-dioksida u
krvi, nivo kiseonika u krvi, funkcionalna aktivnost mozga i mnogi drugi.

5. Razvijeni su i mnogi modeli koji na osnovu parametara vezanih za svakog
pojedinacnog pacijenta, odreduju miks lekova koje pacijent treba da primi
kako bi terapija bila delotvorna. Posebno se izdvajaju oni koji odreduju
hemoterapiju kod lecenja pacijenata sa kancerom.



Deo 1
Osnovni pojmovi

2 Uvod u Mehaniku fluida

Mehanika fluida je deo mehanike koji izucava zakone ravnoteze i kretanja
tecnosti i gasova. Zajedno sa geometrijom i astronomijom, nauka o kretanju
tecnosti spada u najstarije nauke kojima se ¢ovek bavio. Poznati su kanali za
navodnjavanje, nasipi za odbranu, vestacka jezera koji su napravljeni u Kini 5000
godina pre nove ere. NeSto kasnije su slicni radovi izvedeni u Indiji, Egiptu i
Mesopotamiji i mnogi od tih objekata su i danas u upotrebi. Mehanikom fluida
su se bavili mnoge poznate istorijske liénosti kao sto su Arhimed (250 godina pre
nove ere), Leonardo da Vindi (16. vek), Galileo (17. vek), Njutn, Ojler, Lagranz,
Navije, Stoks itd [25].

2.1 Osnovne karakteristike fluida

Obicaj u fizici je da se materijali dele u tri kategorije, ¢vrsti materijali, tecnosti
i gasovi. Medutim, u mehanici fluida se posmatraju dve klase, fluidi i ne-fluidi
(¢vrsti materijali). Fluidi su materijali koje se neprestano deformisu pod uticajem
spoljasnjih sila i predstavljaju zajednicki naziv za tec¢nosti i gasove. Nije uvek
moguce nadi jasnu razliku izmedu ¢vrstih materijala i fluida, jer postoje neki ma-
terijali, kao Sto su neke vrste polimera, koje poprimaju osobine i jednih i drugih
ili one koje u zavisnosti od toga u kojim se uslovima nalaze, prelaze iz ¢vrstih
materija u fluide ili obrnuto (boja, zele). Cvrste materijale mozemo definisati kao
materijale kod kojih se pozicija i oblik elemenata iz kojih se sastoje, malo menjaju
ukoliko na njih deluje mala sila. Sa druge strane, fluide definiSemo kao materije
kod kojih se pozicija gradivnih elemenata veoma znac¢ajno menja, bez obzira na
to koliko je mala sila koja deluje na njih. Gustina supstanci u te¢nom stanju je
obi¢no mnogo veca od onih u gasovitom stanju ali se kao najznacajnija razlika
izmedu tecnosti i gasova moze navesti stisljivost. Stisljivost je osobina fluida da
pri promeni temperature i pritiska menja zapreminu. U slu¢aju gasova, svaku
primetnu promenu pritiska prati i mnogo veca promena zapremine u odnosu na
tecnosti. Poznati su slucajevi kada je ta promena zapremina priblizno ista i u
slucaju gasova i u sluc¢aju tecnosti [3, 33].

Gasovi se ¢esto posmatraju kao stisljivi fluidi, a tecnosti kao nestisljivi. Svi
fluidi su stisljivi, ali se vrlo ¢esto usvaja aproksimacija da je fluid nestisljiv, posebno
kod tecnosti.

Prilikom proucavanja protoka fluida, neophodno je obratiti paznju na nekoliko
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parametara. To su gustina, specificna tezina, specificna gravitacija i viskoznost
32].

Gustina se definise kao masa po jedinici zapremine neke supstance i oznacava se
sa p. SI jedinica za gustinu je kg/m?, a uobicajena aproksimacija za gustinu krvi
je 1060 kg/m3.

Specificna tezina se definiSe kao tezina po jedinici zapremine supstance, a njena
SI jedinica je N/m?.

Specificna gravitacija je odnos tezine tecnosti na standardnoj, referentnoj tem-
peraturi i tezine vode i nema jedinicu.

Viskoznost je mera fluidnog otpora slobodnom tec¢enju. To je vrsta unutrasnjeg
trenja odnosno otpor kojim se slojevi fluida suprotstavljaju kretanju jednih u od-
nosu na druge i analogna je trenju kod ¢vrstih tela.

Dva osnovna modela fluida su:

1. Idealan fluid je fluid kod koga je viskoznost zanemarljiva u odnosu na ostale
sile koje determinisu kretanje fluida.

2. Realan fluid je fluid kod koga viskozne i elasti¢ne sile nisu zanemarljive.

Delovanje neke sile F' na fluid se ispoljava kroz deformaciju d, tangencijalni,
smicajni napon 7 i naprezanje . Posmatrajmo liniju fluida u vremenu ¢. Ugao
izmedu linije fluida u vremenu ¢ i linije fluida u ¢+ dt (nakon nekog vremena dt) se
definise kao naprezanje . Tangencijalni napon je povezan sa stopom naprezanja y
i veza izmedu smicanja i naprezanja se ispoljava kroz viskoznost koja predstavlja
nagib krive koju formiraju smicajni napon i stopa naprezanja.

Vrsimo podelu fluida na njutnovske i nenjutnovske, gde su njutnovski fluidi oni
koje karakterise linearna veza izmedu tangencijalnog napona i stope naprezanja.
Ta veza se kod njutnovskih fluida moze predstaviti na slede¢i nacin

T="n%,

gde 7 predstavlja tangencijalni (smicajni) napon, % stopu naprezanja, a n koefici-
jent dinamicke viskoznosti (viskoznost).

Kod nenjutnovskih fluida, veza izmedu 7 i 4 nije linearna i njihova karak-
teristika je da se viskoznost menja sa stopom naprezanja, tj. nagib krive koju
formiraju 7 i 4 nije konstantan [32]. Matematicki modeli koji opisuju njutnovske
fluide su jednostavniji, pa zato iako ni jedan realan fluid ne odgovara savrseno
definiciji, za mnoge tecnosti i gasove pretpostavljamo da su njutnovski. Neki od
primera su voda i vazduh. Vazan primer nenjutnovskih fluida je krv.

Pri relativno sporom strujanju fluida kroz cev, formiraju se slojevi fluida takvi
da su brzine delic¢a iz istog sloja iste, dok se brzine slojeva razlikuju. Sa povec¢anjem
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brzine dolazi do naglih fluktuacija i formiranja vrtloga. Taj fenomen je krajem 19.
veka uocio engleski naucnik Ozborn Rejnolds (Osborne Reynolds). On je pokazao
da postoje dva razli¢ita rezima strujanja: laminarno koje se veoma organizovano i
pojavljuje se pri malim brzinama i turbulentno koje se javlja pri velikim brzinama,
jer protok sa povecanjem brzine postaje neorganizovan. Izmedju slojeva fluida
koji se krecu razli¢itim brzinama kod laminarnog strujanja deluju sile viskoznog
(unutrasnjeg) trenja koje nastoje da izjednace brzine razlicitih slojeva.

Parametar koji je veoma znacajan prilikom proucavanja protoka njutnovskih
fluida je Rejnoldsov broj Re, koji predstavlja odnos inercijalnih i viskoznih sila, a
jednak je

Re — 2puR7
n

gde p predstavlja gustinu u kg/m?, R polupreénik cevi kroz koju tece fluid u m,
n viskoznost u N s/m?  a u brzinu fluida u m/s. S obzirom da prilikom protoka
fluida kroz cev, brzina nije konstantna, kod Rejnoldsovog broja se vrlo ¢esto koristi
prosecna brzina kroz poprecni presek. Rejnoldsov broj nam pomaze da odredimo
tranziciju izmedu laminarnog i turbulentnog protoka. Laminarni protok se desava
u okolini u kojoj je Re < 2000, a turbulentni u okolini u kojoj je Re > 4000.
Oblast u kojoj vazi 2000 < Re < 4000 predstavlja oblast prelaznog rezima v [32].

U mehanici se ¢esto koristi i koeficijent kinematicke viskoznosti i koji je jednak
koliéniku koeficijenta dinamicke viskoznosti i gustine p tj.

b= —.
p

Karakteristika neviskoznog fluida je n = 0. U medunarodnom sistemu jedinica,

jedinica za merenje (dinamicke) viskoznosti je N s/m?, a jedinica za merenje ki-

nematicke viskoznosti je m?/s [25].

Prilikom kretanja fluida, pod uticajem povrsinskih i zapreminskih sila, moze
do¢i do deformacije, koja zavisi od vrste strujanja i reoloskih karakteristika fluida.
Reologija se bavi prou¢avanjem protoka fluida, deformacija i strujanja materijala, a
viskozan protok je specijalan slucaj. Drugim re¢ima, reologija je deo mehanike koji
izucava ponasanje tecnih, koloidnih i ¢vrstih sistema pod uticajem spoljasnjih sila.
Njen osnovni zadatak je da utvrdi karakteristike fluida ili ¢vrste materije u odnosu
na otpor koji ta materija pruza deformaciji pri promeni pritiska ili smicajnog
napona. Viskoznost je rezultat unutrasnjeg trenja u fluidu, pa se i meri silom
trenja koja se javlja pri kretanju. Aparat za merenje viskoznosti neke te¢nosti,
narocito lakova, ulja, i dr. naziva se reometar.
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2.2 Qjlerove i Navije-Stoksove jednacine

Najceséi nacin da se opise protok fluida je preko brzine fluida u nekoj tacki x
u vremenu t
u = u(x,t).

Brzinu u R? mozemo predstaviti preko njene tri komponente u Dekartovom koor-
dinatnom sistemu sa u = (uq, ug, uz), gde u; = u;(x1, x9, x3,t), i = 1,2,3. lako ni
jedan protok ne moze zaista biti dvodimenzionalan, vrlo se ¢esto usvaja aproksi-
macija u formi

u = (uy(xy, o, t), ug(w1, 2,1),0),

gde je brzina u nezavisna od jedne prostorne promenljive i nema komponentu u
tom pravcu.

Pre nego sto predstavimo Ojlerove i Navije-Stoksove jednacine, uveséemo osnovne
oznake i operatore koji ¢e biti koris¢eni u nastavku rada.

Ubrzanje fluida (materijalni izvod) u nekoj tacki oznacavamo sa Du/Dt, a
jednostavnom primenom pravila o izvodu slozene funkcije dobija se

Du Ou tu.v Ou n Ou n ou n Ou
—=—+u-Vu=—+u u u .
Dt ot ot ' 'Oz 0wy 0w

Posmatramo vektor brzine u = (uy(x1,..., %), ..., up(21,...,2,)) u R" i uvodimo

slede¢e oznake:
Vektor du/0dt je jednak

ou_ (dw  dw)'
o\ ot ot

nx1

Vu = (Vuy,...,Vu,) je matrica data sa
Qup .. Oup
ox1 ox1
Ou ., OQup
Ozn Oxn nxn

iu-Vu je vektor
noo, 0w
D iy Wi 0z

n Oun
Zi:l Us; ox; nx1

T
V= 87 8,..., 0
0x, Oxa oz,

nx1

Operator

7



2 Uvod u Mehaniku fluida Sanja Ruzici¢

se naziva Hamuiltonov operator.
A nazivamo Laplasov operator i predstavlja
02 0?
ViesA= 4t ——.
dx? oz
Ojlerove jednacine koje opisuju kretanje fluida predstavljaju sistem kvazili-
nearnih hiperboli¢nih jednacina i mogu se primeniti na kretanje stisljivog i ne-
stisljivog fluida. Ojlerove jednacine koje opisuju kretanje idealnog, stisljivog fluida
u R", n = 2,3 imaju sledeci oblik

Du 1
 —g—_VY 2.1
pi — 8 VP (2.1)
0
a—i + div pu = 0,
gde u = (uy(z1,...,2n),...,up(z1,...,2,)), n = 2,3 predstavlja brzinu fluida,

g gravitacionu silu koja deluje na jedinicu mase, p skalarnu funkciju pritiska, a
p gustinu fluida. Prva jednacina predstavlja drugi Njutnov zakon kretanja, dok
druga jednacina predstavlja jednacinu kontinuiteta koja opisuje Zakon odrzanja
mase. Po drugom Njutnovom zakonu je ukupna sila F' (povrsinske + zapreminske
sile) jednaka ubrzanju Gestice a sa masom m tj.

F=ma.

Po zakonu odrzanja mase u klasicnoj mehanici, masa neke ¢estice m se ne menja
u toku vremena tj.

d
—m = 0. 2.2
mm =20 (2:2)

Kako masu neke cCestice mozemo izraziti pomoc¢u gustine p i zapremine V' sa
m=pV,
jednacina 2.2 se moze napisati u obliku

dp av
ap Ay 2.3
a P =Y (2.3)

pri cemu pretpostavljamo da se p i V menjaju u toku vremena. Moze se pokazati
da jednacina 2.3 dobija oblik

dp

T + div pu = 0,

sto je oblik jednacine kontinuiteta koji mi koristimo u ovom radu [30].

8



2 Uvod u Mehaniku fluida Sanja Ruzici¢

U slucaju nestisljivog fluida, kada je gustina konstantna jednacina kontinuiteta
dobija drugi oblik tako da vazi
ouy ou,
o 0y Tt ox,
Ojlerove jednacine koje opisuju kretanje nestisljivog fluida u R", n = 2, 3 pred-
stavljamo sa

Du 1
e V4
divu = 0.

Ojlerove jednacine za nestisljive fluide u skalarnom obliku u R3, pisemo na sledeéi
nacin

8U1 X 8 1 4 U1 i 8u1 1 0p
— +tu U U = ———
ot oz 0z, Oxy p O,
au2 8U2 6%2 8U2 1 8p
— tu +u +u = -,
325 laxl 281’2 38.%‘3 p(‘?xg
0 3 8U3 8u3 8u3 1 8[)
ot +u18x1 +u28x2 +u38x3 -9 pOxs’

0 0 0

(51 4 U9 4 us _ O,
6:51 8$2 8333
gde
u(zy, w2, 23,t) = (ui1(w1, 22, 3,1), up(21, T2, 3, 1), u3(T1, T2, T3, 1)),

p = p<xlax27‘r37t)i
g = (0,0,—g)" (videti [1]).

Protok nestisljivog njutnovskog fluida sa konstantnom gustinom p i konstant-
nim koeficijentom dinamicke viskoznosti ) se opisuje Navije-Stoksovim jednacinama
koje su date sa

0
p(—u—l—u-Vu):pg—Vp—l—nAu, (2.4)

ot
divua = 0.

Navije-Stoksove ¢e biti od velikog znacaja u nastavku rada, a moze se primetiti
da je razlika izmedu Ojlerovih i Navije-Stoksovih jednac¢ina u dodatku sa desne
strane pAu, pri ¢emu p = n/p predstavlja koeficijent kinematicke viskoznosti.

U slucaju kada se fluid krece u ogranicenoj oblasti {2 C R", sa nepraznom gra-
nicom I', radi dobre definisanosti ovim jednacinama se moraju dodati odgovarajuci
grani¢ni i pocetni uslovi.
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Cilindri¢éne koordinate

Kako Dekartov sistem nije uvek najbolji za reSavanje problema, posebno onih
iz mehanike fluida, pribegava se koriséenju nekih drugih koordinata. Ceste su
cilindriéne koordinate. Ukoliko su Dekartove koordinate neke tacke M u prostoru
date sa z,y i z, tada tacku M u R? predstavljamo preko trojke (r, 0, z) na sledeci
nacin

r=rcosf, y=rsinf, z=z,
gde su r i 6 polarne koordinate projekcije tacke M na xy— ravan, a z je rastojanje
izmedu ry— ravni i tacke M. Cilindri¢cne koordinate iz Dekartovih dobijamo iz
jednacina:

r:x2+y2,tg9:g,z:z.
x

Cilindri¢ne koordinate su veoma korisne kod problema koji obuhvataju simetri¢nost
oko neke ose i u tom slucaju se z— osa uzima za osu simetrije.

2.3 ALE mapiranje

Pri proucavanju kretanja fluida razvijena su dva pristupa: Ojlerovi Lagranzov
pristup. Protok fluida mozemo zamisliti kao proces prenoSenja ili mapiranja pa-
ketica sa jedne na drugu poziciju. Jedan od nacina da se interpretira razlika
izmedu dva pristupa je da za odredeni protok krvi postoji jedinstvena brzina flu-
ida koja moze biti predstavljena na dva razli¢ita nacina, prac¢enjem specificnih
paketi¢a fluida tokom protoka (Lagranzovim pristupom) ili posmatranjem kreta-
nja paketica fluida i pra¢enjem brzine kroz fiksnu oblast (Ojlerovim pristupom).
Prirodan nacin za pracenje protoka krvi je posmatranje trajektorija na paketic¢
fluida. Poziciju jednog paketi¢a ¢emo predstaviti preko vektora (&,1,w), gde je
¢ r— koordinata, ¢ y— koordinata, a w z— koordinata datog paketi¢a. Ukoliko
poziciju paketi¢a u pocetnom trenutku ¢ = 0 oznacimo sa A = A(a, f,7), mozemo
da odredimo poziciju datog paketi¢a u bilo kom vremenu ¢ i na taj nac¢in dobijemo
trajektoriju kretanja

5 = 5 (Av t)'
Trajektorija & je zavisna promenljiva opisana preko Lagranzovog pristupa za datu
pocetnu poziciju A i vreme t koje su nezavisne promenljive. Posmatrajmo pro-
tok krvi , kao prenoSenje paketi¢a od startne pozicije A do neke pozicije £ posle
odredenog vremena i neka za datu pocetnu poziciju postoji jedinstveno £&. Promen-
ljiva A je nezavisna, prostorna koordinata u Lagranzovom koordinatnom sistemu
koji se jos naziva i materijalni koordinatni sistem, jer je u njemu pozicija paketic¢a
fundamentalna, zavisna, prostorna promenljiva. Takode, pretpostaviécemo da je
mapiranje od A do £ neprekidno i jedinstveno i da susedni paketi¢i ne mogu biti

10
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razdvojeni, niti jedan paketi¢ moze zauzeti poziciju drugog. Uvedene pretpostavke
znace da je posmatrano preslikavanje invertibilno, tj. moguce je pretvaranje La-
granzove prezentacije sistema u Ojlerovu i obrnuto:

5 = f(A,t) — A:A(§7t)

Lagranzov pristup Ojrerov pristup

Kod Lagranzovog pristupa pretpostavljamo da znamo pocetnu poziciju A (ne-
zavisnu promenljivu) i posmatramo poziciju £ kao zavisnu promenljivu, dok kod
Ojlerovog pristupa uzimamo fiksnu poziciju X = £ kao nezavisnu promenljivu sa
ciljem da dobijemo pocetnu poziciju A paketi¢a koji se trenutno nalazi na uzetoj
fiksnoj poziciji, pa A posmatramo kao zavisnu promenljivu. Lagranzov pristup
koristimo ukoliko nam je cilj da posmatramo kretanje neke materije sa protokom
fluida od izvora tj. pocetne pozicije do drugih delova domena. Medutim, moze se
primetiti da se Lagranzov pristup koristi pre svega kod problema posmatranja, a
ne kod izracunavanja protoka fluida, gde ovaj pristup ima nedostataka. Npr. uzi-
manje uzorka u prostoru se ne moze kontrolisati, jer ¢e se paketic¢i kretati zajedno
sa protokom fluida, a ne tamo gde nama odgovara. Takode, vetina primena u
inzenjerstvu i kod geofizickih fluida zahteva fiksan domen tj. koris¢enje Ojlerovog
pristupa. Dacemo jedan jednostavan primer u R [28]:

Primer 2.1 Neka je data trajektorija kretanja paketica fluida u jednodimenzio-
nalnom domenu sa prostornom promenljivom x na sledeéi nacin

E(a,t) = an/ (1 + 2t),

gde a predstvalja pocetnu poziciju, o = £(t = 0). Na taj nacin dobijamo poziciju

x posmatranog paketica u bilo kom trenutku, iako nije uobicajen slucaj kada nam

je toliko informacija dato na nacin koji nam savrseno odgovara. Iz formule koja

nam je data moZemo izracunati brzinu posmatranog paketica koja predstavija izvod

trajektorije po vremenu i koju zovemo i Lagranzova brzina, ukoliko je o konstantno
0¢ 1

Viwt) = = = a———,
(o1) ot a\/1+2t

kao i ubrzanje koje je dato sa
0%¢
ot?

Na osnovu toga, za date pocetne pozicije od nekoliko paketica mozZemo da dobijemo

trajektorije i brzine iz prethodnih jednacina, Sto se mozZe predstaviti graficki. Za
razliku od LangranZove brzine koja je data sa
9¢(4A, 1)

V(A7t) = T|A:const)

= —a(l +2t)7%2

11
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Ojlerova brzina koju definisemo na fiksnom domenu je data sa
W(ma t)’;ng(A,t) = V(Aa t):

gde je x fiksna pozicija, a A je pocetna pozicija. Sada mozZemo da izvrsimo trans-
formaciju Lagranzove brzine u Ojlerovu, tako sto cemo iz jednacine elimisati .
Iz jednacine trajektorije koja je data ma pocetku primera moZemo izraziti o sa
al&,t) = (1 4+ 2)7Y2. Zamenom a(é,t) i x umesto € u jednacinu lagranzove
brzine dobijamo Ojlerovu brzinu

w(z,t) = 2(1 +2t)" "

Iako Ojlerov pristup dobro funkcionise u sluc¢aju kada posmatramo geometrijski
fiksan domen kroz koji se krec¢e fluid, nailazimo na problem kada taj domen menja
oblik tokom vremena. Jedan od najpoznatijih metoda koji se koriste da opisu
interakciju izmedu fluida i strukture je ALE metod (Arbitrary Lagrangian Eulerian
method). ALE metod opisuje kretanje proizvoljnih delova mreze (paketic¢a) kroz
referentni domen uzimajuci u obzir kretanje svih tacaka.

Slucaj kada posmatramo model kretanja fluida kroz pokretnu oblast Qp(t),
koja zavisi od vremena, moze da prouzrokuje mnoge probleme [4]. Na primer,
aproksimacija prvog izvoda

du _u(t"tl, ) —u(t",.)
ot gl gm0
nije dobro definisana , jer u(¢",.) i u(¢", .) nisu definisani na istom domenu. Kao

nacin da se prevazide taj problem je mapiranje domena Qp(t) na fiksni, referentni
domen Q2 preko ALE mapiranja

ALE mapiranje nam je potrebno pre svega zbog numerickog resavanja jednacina.
Neophodno nam je da transformisemo izvod po vremenu brzine fluida u pomocu
pravila za izvod slozene funkcije na slede¢i nacin:

ou ou
E|QF —E—FW-VU,
gde je
Y A
ot

brzina strukture. Na taj nacin, Navije-Stoksove jednacine koje treba resiti nu-
mericki mozemo preko ALE formulacije napisati na sledeéi nacin

8_1; lop + (0 —w) - Vu+ Vp = pAu, na Qp(t) x (0,7),

0
divu =0, na Qp(t) x (0,7).

12
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2.4 Merenje napona kod deformacija

Najcesce koris¢ena velicina prilikom merenja napona je Kosijev tenzor napona.
Kosijev tenzor napona o se definiSe kao povrsinska sila koja deluje unutar ma-
terijala. To je sila koja deluje na jedinicu povrSine trenutnog, deformisanog do-
mena pa se zbog toga naziva i pravi napon. Kada je deformacija mala nema
znacajne razlike izmedu referentne i deformisane konfiguracije, pa Kosijev tenzor
napona predstavlja razuman nacin za izracunavanje sile koja deluje na jedinicu
povrsine. Medutim, u slucaju velikih deformacija, neophodno je napraviti razliku
izmedu referentne i deformisane (trenutne) konfiguracije. Postoji vise nacina za
izracunavanje sile koja deluje na neku povrsinu. Cesto se koriste Prvi i Drugi
Piola-Kirhofov tenzor napona.

Prvi Piola-Kirhofov tenzor napona S odgovara sili koja deluje u sadasnjoj kon-
figuraciji na povrsinu koja odgovara referentnoj (nedeformisanoj) kofiguraciji, dok
se drugi Piola-Kirhofov tenzor napona II takode posmatra u odnosu na nede-
formisanu konfiguraciju ali nema odgovarajucu fizicku interpretaciju. Prednost
drugog Piola-Kirhofovog tenzora napona je u tome sto je simetrican sto ga u ne-
kim sluc¢ajevima ¢ini boljom opcijom za primenjivanje od prvog Piola-Kirhofovog
tenzora.

Kako bismo objasnili odnos izmedu prvog Piola-Kirhofovog tenzora S i drugog
Piola-Kirhofovog tenzora Il definisa¢emo deformaciju na sledeéi nacin: Za svaku
tacku x € (g koja pripada nedeformisanom, referentnom domenu €2g, deformacija
je mapiranje ¢ kojim se svaka tacka z € Qg preslikava u tacku ¢(z) = = + d(x),
pri cemu d predstavlja pomeraj tacke x. Gradijent te deformacije ¢emo oznaciti
sa F' = V. Vazi

gde sa I oznacavamo jedini¢nu matricu.
Upravo nam gradijent deformacije F omogucava da napravimo vezu izmedu
prvog i drugog Piola-Kirhofovog tenzora napona tako da vazi

S = FIL
Prvi Piola-Kirhofov tenzor napona predstavljamo u obliku
S = u(Vd + (Vd)") + Adivd]I,

gde A i p predstavljaju Lameove konstante, dok je I jedini¢na matrica. S nije
simetrican Sto ga ¢ini nezgodnim za koriséenje prilikom modelovanja svojstava ma-
terijala ali je zato savrSen za opisivanje nekih fizickih zakona. Za razliku od prvog,

13
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drugi Piola-Kirhofov tenzor jeste simetrican sto ga ¢ini pogodnijim za koriséenje
prilikom opisivanja fizickih svojstava materijala (videti [19]).

Takode, drugi Piola-Kirhofov tenzor napona se moze predstaviti kao funkcija
od Grin-Lagranzovog tenzora deformacije! E kojeg definisemo preko gradijenta
deformacije F

1 1
E:§wﬁt4yzﬁwd+mﬂ+v&mﬁ.
S obzirom da E sadrzi kvadratni ¢lan, u slucaju malog gradijenta deformacije,

vezu izmedu naprezanja i gradijenta deformacije mozemo aproksimirati linearnim
izrazom koji predstavlja simetri¢ni gradijent deformacije D(d)

E ~ ~(Vd + Vvd") = D(d).

N | —

Jedan nacin da se IT predstavi kao funkcija od E je preko Saint Venant-Kirchhoff-
og modela gde vazi

II(E) = A(tr E)I 4 2uE (videti [4]).

!Pored naziva Grin-Lagranzov tenzor deformacije se za E koristi i naziv Green-St. Venant
tenzor deformacije.
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3 Parcijalne diferencijalne jednacine

Parcijalne diferencijalne jednacine (PDJ) su jednacine koje sadrze funkciju
od dve ili vise promenljivih i neke od njenih parcijalnih izvoda. Pre definicije,
uves¢emo notaciju za izvode koju ¢emo koristiti u ovom poglavlju.

Neka je data funkcija u: U — R, U C R, U je otvoren iz € U.

1. Pod uslovom da limes postoji definiSemo parcijalni izvod funkcije v u tacki

x
ou , - u(x+ he) —u(x)

gde je e; € R™ jedinic¢ni vektor sa jedinicom na i-toj komponenti. Pisa¢emo

ou
Uy =

Sliéno ¢emo oznacavati

9*u Pu

Upg, = ———, Ugpogy .= —————, itd.
T OOy’ TR OO0y,

2. (a) Vektor oblika o = (ay,...,a,), pri ¢emu je svaka komponenta «;, i =
1,...,n nenegativan ceo broj nazivamo multi-indeksom reda

lal = a1+ -+ + ap.

(b) Za dati multi-indeks a definisemo

e
D%u(z) : 0“u(z)

e — e —— T N YY)
dx{t -+ Qaon ! ’

n

(c) Za k, koji je nenegativan ceo broj, sa
DFu(x) := {Du(z)| || = k}

oznaci¢emo skup svih parcijalnih izvoda reda k.

(d) Ako D*u(x) posmatramo kao tacku u R, vazice:

1/2

|Dku‘ = Z | Dul?

|al=k

15
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(e) Za k=1, Du ¢emo predstaviti u vidu vektora
Du = (Ugy, ..., Ug,)

koji nazivamo gradijent.
Za k = 2, D?u ¢ée biti matrica iz R™™ koju nazivamo hesijan i koja je
data sa o
u
D*u = {

Ox;0x; ] i=1,..m,j=1,...,n

3. Au=>"" Uy, = tr(D*u) je Laplasijan funkcije u.
Definicija 3.1 Izraz oblika
F(DFu(x), D" 'u(x),. .., Du(z),u(z),2) =0,z € U, k> 1,k €Z
nazivamo parcijalnom diferencijalnom jednacinom k-tog reda, pri ¢emu je funkcija
F:R" xR" ' x . xR'"xRxU =R (3.1)
data, a funkcija u : U — R, U C R" je nepoznata.

Resiti PDJ znaci pronaci funkciju u iz jednacine 3.1, pod uslovom da funkcije za-
dovoljavaju odredene granicne uslove. Medutim, nije uvek moguce pronaci resenje.

Definicija 3.2 Postoje sledeci oblici Parcijalnih diferencijalnih jednacina:

1. PDJ 3.1 je linearna ako je oblika

S aul)D%u = f(x),

lo| <k

za funkcije a,, |a] < ki f koje su date. Pritom, ako je f =0, kazemo da je
PDJ homogena.

2. PDJ 3.1 je semi-linearna ako je oblika

Z ao(2)Du + ag(D*tu, ..., Du,u, z) = 0.

|a|=k
3. PDJ 3.1 je kvazi-linearna ako je oblika

Z ao(D* Y, ..., Du,u, ) D% + ag(D**u, . .., Du,u,z) = 0.
|a|=k
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4. PDJ 3.1 je nelinearna ako zavisi nelinearno od izvoda najviseg reda.

Sistem parcijalnih diferencijalnih jednacina predstavlja kolekciju vise PDJ sa vise
nepoznatih funkcija.

Definicija 3.3 Izraz oblika
F(D*a(z), D" 'u(z),...,Du(z),u(z),2) =0, 2 € U, k> 1, ke Z

nazivamo sistemom parcijalnih diferencijalnih jednacina k-tog reda, pri ¢emu je

funkcija
1

F:R™ xR™ " x...x R™ xR x U — R™

data, a funkcija
uw:U—=R" UCR" u=(u',...,u™

je nepoznata.

3.1 Klasifikacija PDJ drugog reda
Neka je data PDJ:

11 Ugpy + 2@12ny + W22 Uyy + a1u, + A2Uy + agu = 0. (32)
To je linearna jednacina drugog reda sa dve nezavisne promenljive i 6 konstanti.

Teorema 3.1 Linearnim transformacijama na nezavisnim promenljivim, jednac¢ina
3.2 se moze redukovati na jedan od tri sledeca oblika:

1. Elipticna: Ako je a%z < ay1a99, moze se redukovati na oblik

Ugy + Uyy = d, gde d = d(z,y, u, uy, uy).
2. Hiperbolicna: Ako je a3, > ajias, moZe se redukovati na oblik
Upy — Uyy = d, gde d = d(x,y, u, uy, uy).
3. Parabolicna: Ako je a2y = aj1as9, moze se redukovati na oblik
Uy = d, gde d = d(x,y,u, uy, uy),

osim ako a11 = A12 = a99.
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3.2 Najznacajnije linearne PDJ

Predstavi¢emo cetiri fundamentalna tipa linearnih PDJ za koje postoji ek-
spli¢itno resenje.

1. Transportna jednacina
Transportna jednacina sa konstantnim koeficijentima je verovatno najjedno-
stavnija linearna parcijalna diferencijalna jednacina i data je sa:

u +b- Du =0, na R" x (0,00) (homogeni oblik),

gde je b fiksni vektor u R" i b = (by,...,b,), funkcija u : R™ x [0,00) —
R,u = u(x,t) je nepoznata, x = (z1,...,z,) € R" je tacka u prostoru, a
t > 0 vreme, a Du = (ug,,...,u;,) je gradijent funkcije v u odnosu na
prostornu promenljivu z.

Pocetni uslov je dat sa u = g na R™ x {t = 0}, gde je funkcija g : R — R
data.

Na isti nac¢in mozemo definisati nehomogeni oblik po¢etnog problema sa:

u+b-Du = f, naR" x (0,00)
u = g, naR" x {t =0},

gde je funkcija f : R” — R poznata. ReSenje tako definisanog nehomogenog
pocetnog problema je dato sa:

u(z,t) :g(x—tb)—i—/tf(a:—l—(s—t)b,s)ds, re€R" t>0.
0

2. Laplasova jednacina

Jedna od najznacajnijih parcijalnih diferencijalnih jednacina je Laplasova

jednacina:
n
Ay = E Upz; = 0
i=1

ili Poasonova jednacina:

n
—Au = — E Up,w; = [
i=1

pri cemu z € U i funkcija u : U — R je nepoznata, U C R" je dati otvoren
skup i funkcija f : U — R je data. Laplasova jednacina ima veliku primenu
u opisivanju raznih fizickih procesa (za detaljnije videti [16]).
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Teorema 3.2 (Resenje Poasonove jednacine). Neka su zadovoljeni sledeci

uslovi:
o uec C*R"),
e —Au= fnaR"
Tada je sa
ulw) = [ @) 5wy
gde

o —%log|x| n=2
¢“”‘{<Mn—mmmwwa* "3,

i a(n) predstavlja zapreminu jedni¢ne lopte u R", dato resenje Poasonove
jednacine u R™.

3. Toplotna jednacina
Toplotna jednacina je jednacina oblika:

uy — Au =0 ili vy — Au = f (nehomogena),

gdet > 0,z € U, U C R” je otvoren skup, u : U — R je nepoznata,
[:Ux[0,t) = R jedata, a Au= " | Up,a,

Definicija 3.4 Fundamentalno resenje Toplotne jednacine je dato sa:

||

d(z) == (47‘(’25)_”/267T, reR" t>0
0, reR" t<0

Funkcija ® ima singularitet u (0,0) i zadovoljava:
/ O(x,t)dr =1, za svako t > 0.

Resenje pocetnog (homogenog) problema Toplotne jednacine:

u—Au = 0, na R" x (0,00)
u = g, naR" x {t =0},

je dato sa

1 |z —yl? n
u(x,t):W/Rne i g(y)dy, x € R", t > 0.
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4. Talasna jednacina
Talasna jednacina je data sa:

uy — Au =0 ili uy — Au = f (nehomogena),

gdet >0,z €U, U CR" je otvoren skup, u : U X [0,00) — R je nepoznata,
[:Ux[0,t) = R jedata, a Au=> " | Up,y,-

Talasna jednacina je uproséen model za vibraciju zice (n = 1), membrane
(n = 2) ili elasticnog tela (n = 3). U takvoj fizickoj interpretaciji funkcija
u(z,t) predstavlja neku deformaciju tacke z u vremenu t > 0, Sto ¢e biti od
znacaja u daljem radu.

Resenje za n =1 (Dalamberova formula)

Posmatramo pocetni problem za jednodimenzionalnu (homogenu) talasnu
jednacinu:
Uy — Uy = 0, na R x (0,00),

u=g,u = h, naRx{t=0},

pri ¢emu su funkcije g i h date i zelimo da izrazimo resenje tj. funkciju u
upravo preko funkcija g i h. Vazno je napomenuti da u slucaju kada u pred-
stavlja deformaciju, u; predstavlja brzinu.

Resenje prethodno definisanog pocetnog problema, poznato je kao Dalambe-
rova formula (d’Alembert’s formula) koja je data sa

1 1 x+t
u(x,w:5[g<x+t>+g<x—t>]+§/ h(y)dy, z € R, > 0.
r—t

Resenje za n = 3 (Kirhofova formula)

Posmatramo pocetni problem u R?

uy —Au = 0, na R® x (0,00),
w =g, u = h, naR®x{t=0}

Neka je u € C?*(R3 x [0, 00)) resenje tog pocetnog problema. Posle odredenih
transformacija, moze se pokazati da je reSenje pocetnog problema u tri di-
menzije dato Kirhofovom (Kirchhoff) formulom:

u(w,t) = / th(y) + g(y) + Dg(y) - (y — ) dS(y), = € R?, £ > 0,
OB(z,t)

gde B(z,t) predstavlja loptu u R? sa centrom u x i polupre¢nikom ¢ > 0.
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Resenje za n = 2 (Poasonova formula)

neka je dat pocetni problem u R%:

utt—Au = 0, naR2><(O,OO),
u =g, u = h, naR?x{t=0},

Moze se pokazati da resenje pocetnog problema u R?, uz pretpostavku da ono
zadovoljava uslov u € C%*(R? x [0,00)) i uz koriséenje prethodno navedene
Kirkohove formule ima oblik:

1 tg(y) + t°h(y) +tDg(y) - (y — x) 2
t) = = d R=. ¢ . (3.3
u(z,t) 5 /B(a:,t) (2 + |y — z|2)1/2 y, z € R* ¢ >0. (3.3)

Formula 3.3 naziva se Poasonova (Poisson) formula.

Detaljniji opis i analiza ovih jednacina dati su u [16].
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4 Prostori Soboljeva

Ovo poglavlje predstavlja kratak pregled osnovnih pojmova, definicija i teorema
iz Topologije 1 LP i prostora Soboljeva. Za detaljnije videti [20, 23].

4.1 Osnovne definicije

Definicija 4.1 Neka je A C X ¢ skup X je otvoren. x € X je atherentna tacka
skupa A ako i samo ako za svaki skup U koji je okolina tacke x vazi

UNA#Q.

Skup svih atherentnih tacaka naziva se atherencija (2atvorenje) skupa A i oznacava
se sa A. A je nagmanji zatvoren nadskup skupa A.

Definicija 4.2 Za dati skup X # 0 preslikavanje d : X* — [0, 00) je metrika na
skupu X ako i samo ako za sve x,y, z € X vazi

1 dz,y) =0 =y
2. d(z,y) = d(y,x)
3. d(z,y) < d(z,z)+d(z,y).
Tada je (X, d) metricki prostor.
Definicija 4.3 Niz < x,:n €N > u X je Kosijev niz ako i samo ako
(Ve > 0) (Ing € N) (Vn > ng) vazi d(z,,x) <e.

Definicija 4.4 Skup X sa metrikom d je kompletan metricki prostor ako i samo
ako svaki Kosijev niz u X konvergira.

Definicija 4.5 Dat je vektorski prostor X nad poljem R ili C. Preslikavange ||-|| :
X — [0,00) je norma na X ako i samo ako za svako x,y € X i a € R ili C vazi

1. ||z]| =0 & =0
2. [laz|] = laf |||l
. M +yll < el + [yl

Tada je (X, || - ||) normiran vektorski prostor.
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Teorema 4.1 Normiran vektorski prostor X sa normom || - || je Banahov ako i
samo ako je X sa metrikom d(z,y) = ||z — y|| kompletan metricki prostor.

Definicija 4.6 Dat je vektorski prostor X nad poljem R.
Preslikavanje (-]-) : X? — R je skalarni proizvod na X ako i samo ako za svako
x,y,2€ X 1 € R vazi

1. (z|z) >0

2. (x]x)=0< =0

3. (zly) = (y|z)

4. (az|y) = alz]y)
(

rtylz) = (z]2) + (y]2).
Tada je (X, (-|-)) Prethilbertov prostor.

Definicija 4.7 Prethilbertov prostor (X, (-|-)) je Hilbertov prostor ako i samo ako

je kompletan u odnosu na metriku d(z,y) = ||z —y|| = /(. —y |z — y).

4.2 [P i prostori Soboljeva

Najpre ¢emo uvesti neke osnovne pojmove:
e Sa () ¢emo oznaciti otvoren podskup od R,
e Ako S C R", sa S ¢éemo oznaciti zatvorenje skupa S u R”,

e Pisa¢emo S CC R" ukoliko vazi S C R™ i S je kompaktan (ogranicen)
podskup skupa R”

e C"™(Q), m € Ny predstavlja skup funkeija koje su definisane nad €2 i imaju
neprekidne sve izvode zakljuéno sa redom m.

Definicija 4.8 Nosac neprekidne funkcije f : Q2 — C oznacavamo sa supp f, a on
predstavlja atherenciju skupa {x € Q : f(x) # 0}.

Definicija 4.9 Podskup C{* () skupa C™(QQ) predstavija skup funkcija ¢iji su
nosaci kompaktni v Q (supp f je ogranicen i supp f C Q) tj.

CP(Q) ={ueC™Q) : supp f CC Q.}

Skup C*(Q)) nazivamo prostor test funkcija.
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1
loc

Definicija 4.10 Neka je data funkcija u definisana skoro svuda na 2. u € L
ako je u lokalno integrabilna na 2 i u € L'(A), za svaki merljiv skup A CC €.

Sada mozemo da definiSemo zZeljene prostore:

Definicija 4.11 LP(2) predstavlja prostor merljivih kompleksnih funkcija u defi-
nisanth na ) za koje vazi

/Q|u(x)|de < .

LP(Q) je vektorski prostor.

ful = ([ oy ao) W

je norma u LP(2) za 1 < p < oc.

Teorema 4.2 L(Q) z2a 1 < p < oo je Banahov prostor, a L*(Q?) je Hilbertov
prostor.

Definicija 4.12 Neka je m nenegativan ceo broj, a 1 < p < oco. Prostor H™?({)
naziva se Prostor Soboljeva i definise se sa

H™P(Q) ={ue LP(Q): D*u € LP(2) za0 < a < m},

gde je
olely
D = —————
Oxi* - - 0xfn
i a predstavlja multi-index o = (o, ..., ), |a| = a1 + -+ + a.

H™P je vektorski prostor nad poljem C pa mozemo uvesti normu

1/p
ullpme = | D IIDullZ] . za1<p< oo, (4.1)
|| <m
PO (0%
[ullmoo =" max [[D%l]o.

Uobicajeno je da se 2 izostavlja ukoliko vazi {2 = R". Takode, p se izostavlja
ukoliko je p = 2, pa tada umesto H™? pisemo H™.

Definicija 4.13 Zatvorengje prostora Cg°(Q) v H™P(Q) u odnosu na normu 4.1
je prostor H)"" ().

Vazi H?(Q) = LP(Q).

Teorema 4.3 Prostor H™?(Q)) je Banahov za p > 1, m € Ny, a prostor H™*(Q)
je Hilbertov.

Takode, prostor HJ""(Q) je Banahov za p > 1, m € Ny, a prostor HJ"*(Q) je
Hilbertov.

Teorema 4.4 Vazi H)""(R™) = H™P(R") za 1 < p < oc.
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4.3 Pojam slabog resenja

Za dati problem parcijalnih diferencijalnih jednacina kazemo da je dobro de-
finisan ako su zadovoljena sledeca tri uslova:

1. problem ima resenje (postojanje resenja)
2. to resenje je jedinstveno (jedinstvenost)

3. reSenje neprekidno zavisi od podataka datih u problemu tj. svaka mala pro-
mena u uslovima dovodi do male promene u jedinstvenom resenju (stabil-
nost).

Neke od ovih uslova je tesko posti¢i, a tu se pre svega misli na jedinstvenost
reSenja, jer postoje mnogi sistemi PDJ kod kojih se ne moze ocekivati jedinstvenost
dobijenog resenja.

Za neku parcijalnu diferencijalnu jednac¢inu k£ — og reda kazemo da ima klasicno
resenje ako je ono najmanje k puta neprekidno-diferencijabilno. Resiti PDJ u
klasi¢cnom smislu znaci zapisati klasi¢no resenje te jednacine tako da ono zadovo-
ljava uslove (1)-(3) ili bar pokazati da to resenje postoji. Mnogo tipovi parcijalnih
diferencijalnih jednacina se mogu resiti u klasicnom smislu ali se isto tako mnogi
ne mogu resiti. Zato se u mnogim slucajevima mora odustati od trazenja glatkog
resenja, ali je zato pozeljno da resenje zadovoljava uslove (1)-(3) tj. da problem
bude dobro definisan. Kod takvih problema za koje ne postoji klasi¢no resenje, a
dobro su definisani trazimo slabo resenje. Jedan od primera problema koji se ne
mogu resiti u klasicnom smislu su Zakoni odrzanja (za detajnije videti [16, 23, 31]).

Kako ne postoji jedinstvena definicija slabog resenja mi ¢emo na primeru
pokusati da sto blize priblizimo pojam slabog resenja.

Primer 4.1 Uzmimo PDJ jednacinu prvog reda u divergentnom obliku koja je
oblika
a(t, )0 f (u) + b(t, z)(div g(u)) + ¢(t, z)h(u) + d(t, z) = 0,

gde je u = u(t,z) nepoznata funkcija. Neka je to jednodimenzionalna homogena
talasna jednacina

Ut (t, ) — Uz (t,2) = 0, na (0,00) x R, (4.2)
takva da vazi

limu(t, z) = ug(x), skoro svuda na R
t—0

i granicéni uslovi postoje skoro svuda. Kao Sto je veé navedeno, (klasicno) resenje
jednodimenzionalne homogene talasne jednacine sa pocetnim uslovima

u =g, u =h, na Rx{t=0}
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je dato Dalamberovom formulom

1 1 x4+t
ulet) = Slole+ )+ gl = 0]+ 5 [ hy)dy xR t20
x—t

Ukoliko funkcije g i h nisu bar g € C*(R) i h € CY(R), klasiéno resenje nema
smasla. Medutim, to moZe biti slabo resenje.
Neka je ¢ € C§°((0,00) x R) proizvoljna test funkcija koja ima kompaktan
nosac sto znaci da vazi
lim ¢(t,x) =0,
r—100

sto je bitno prilikom koriséenja parcijalne integracije. MnoZenjem jednacine 4.2
sa test funkcijom @ integraljenjem iste dobijamo

/OOO /_OO (u(t, 2)P(t, ) — Uy (t, 2)O(t, x)) dx dt = 0.

Moze se pokazati da vazi

/OOO /_OO u(t, z)(Oud(t, ) — Oped(t, x)) dx dt = 0. (4.3)

Svaka funkcija u koja zadovoljava relaciju 4.3, za proizvoljnu test funkciju ¢, pred-
stavlja slabo resenje jednodimenzionalne talasne (homogene) jednacine®. Na taj
nacin dobijamo slabo resenje koje ne mora da bude glatko, nego je dovoljno da
bude lokalno integrabilno tj. uw € Li .. Takode, svako C* k > 2 resenje od 4.2,
istovremeno zadovoljava i relaciju 4.3 (Sto se mozZe pokazati parcijalnom integra-
cijom), pa je samim tim ono slabo. Medutim, slabo reSenje talasne jednacine 4.2

ne mora da zadovoljava Dalamberovu formulu.

Napomena 1 Ukoliko posmatramo prostore Soboljeva, klasi¢na reSenja nazivamo
jakim.

Napomena 2 Za prostore Soboljeva H"™P(Q) i funkcije u, v € H™P(Q), uslov
u = v na granici 02, za dati pocetni problem vazi ako i samo ako u—v € Hy""(Q).

2Na isti na¢in se moze pokazati da neka funkcija jeste slabo resenje sistema PDJ
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5 Kardiovaskularni sistem

Kardiovaskularni (krvni vaskularni) sistem predstavlja zatvoren sistem krvnih
sudova kroz koji protice krv. Odgovoran je za transport materija po celom telu
i kao takav povezuje sve celije tela, jer transportuje hranljive materije, vodu i
kiseonik u ¢elije, a uzima otpad koji proizvode ¢elije (npr. ugljen-dioksid). Kardi-
ovaskularni sistem ¢ine srce, krvni sudovi (arterije, kapilari, vene) i limfni sudovi.

Srce je Suplji misiéni organ cija je funkcija da pumpa krv i ¢ija je unutrasnjost
jednom uzduznom pregradom podeljena na dve polovine, levu i desnu. Obe po-
lovine se sastoje iz pretkomore i komore, koje medusobno komuniciraju putem
posebnih otvora. Iz srcanih komora polaze arterijski krvni sudovi kroz koje tece
krv ka periferiji.

Aorta

Pluéna
arterija

Desna sréana (i Leva sréana

komora komora

Slika 5.1: Srce
(Slika  preuzeta sa sajta  hitp://www.trcanje.rs/trening/poboljsanje-sportskih-
mogucnosti/)

5.1 Krv

Krv je tecnost koja neprekidno kruzi kardiovaskularnim sistemom, a sastoji se
iz krvnih celija i plazme. Veéinu krvnih ¢elija proizvodi koStana srz, sunderasto
tkivo koje ispunjava kostane supljine. Postoji tri vrste krvnih celija:

e (Crvena kruna zrnca ili eritrociti koji sadrze hemoglobin koji prenosi kiseonik
iz pluca u druge delove tela. Procenat krvi koji ¢ine crvena krvna zrnca se
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u medicini naziva hematokrit. Normalne vrednosti hematokrita se kreéu oko
45% za muskarce i oko 40% za Zene.

Bela krvna zrnca ili leukociti ¢ija uloga je borba protiv infekcija. Leuko-
citi kontrolisu imunitet i mogu unistavati viruse i ¢elije raka (T-limfociti),
stvaraju antitela (B-limfociti), bore se protiv infekcija, unistavaju bakte-
rije i uklanjaju osteéeno tkivo (Neutrofili), Monociti zajedno sa limfocitima
ucestvuju u zastiti organizma od bakterijskih mikroorganizama i infekcija.

e Krune plocice ili trombociti koji zgrusavaju krv i sprecavaju krvarenje.

Krvna plazma je tecni deo krvi koji sadrzi vodu, belanc¢evine i mineralne soli i jo$
preko sto razli¢itih materija. Ona prenosi materije vazne za zivot kao i antitela
koja stvaraju otpornost prema bolestima, hormone koji regulisu razne funkcije tela
i ugljen-dioksid iz tkiva i pluca.

Krv vrsi mnogo znacajnih funkcija za organizam, a neke od njih su:

1.

Respiratorna funkcija. Kiseonik iz vazduha ulazi krv i vezuje se za hemoglo-
bin pa se zatim transportuje zajedno sa glukozom, aminokiselina i mastima
do tkiva. Na taj nacin, u normalnim uslovima 1 litar krvi predaje vazduhu
40ml ugljen-dioksida.

Nutritivna uloga. Glukoza, aminokiseline, masti se transportuju putem krvi
do svih organa i tkiva koji ih koriste.

Regulatorna uloga. Vitamini, minerali, hormoni, produkti organizma, tkivni
produkti, hemijski aktivne materije se prenose putem krvi i regulisu aktiv-
nost odredenih organa i omogucavaju uticaj jednih organa na druge kao i
prilagodavanje aktivnosti pojedinih organa potrebama organizma.

. Ekskretorna 1 detoksikaciona uloga. Krv transportuje iz celija produkte nji-

hovog metabolizma do plu¢a, bubrega, jetre i sl.

Odbrambena uloga. Ova uloga se ostvaruje preko belih krvnih zrnaca i anti-
tela, a podrazumeva zastitu od infekcija, stranih agenasa i sopstvenih tumo-
roznih ¢elija transportom imunoglobulina i ¢elija imunog sistema.

Termoregulaciona uloga. Organizmi sa stalnom telesnom temperaturom imaju
mehanizme za odrzanje temperature tela, bez obzira na spoljasnju. Kao
glavni izvor toplote javljaju se oksidacioni procesi u ¢elijama koji se odvijaju
je do onih delova tela u kojima je proizvodnja toplote mala ili do koze preko
koje se visak toplote predaje spoljasnjoj sredini.
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7. Regulacija osmotskog pritiska, hemostaza (sprecavanje krvarenja zgrusava-
njem), odrzavanje acido-bazne ravnoteze...

5.2 Krvni sudovi

Krvni sudovi se, prema razli¢itim kriterijumima, mogu podeliti u vise vrsta, a
dva osnovna kriterijuma za podelu su grada krvnog suda i njegove funkcije.

Na osnovu strukturnih karakteristika, krvni sudovi se mogu klasifikovati u tri
osnovne kategorije: arterije, vene i kapilari. Krvni sudovi se ponasaju kao elasti¢na
tela koja pod razlicitim okolnostima menjaju volumen, odnosno dimenzije. U
zidu krvnih sudova postoje elasticni elementi, elastin i kolagen, koji obezbeduju
elasticnost. Pod uticajem sile, odnosno pritiska koji krv vrsi na zidove krvnog
suda, njegovi elasticni elementi se istezu. Za to istezanje se ne trosi biohemijska
energija, ve¢ se jedan tip energija pretvara u drugi. Medutim, u krvnim sudovima
se odvija aktivan proces, kontrakcija misica, tokom kojeg se trosi biohemijska
energija. Za kontrakciju miSi¢a su zasluzni glatki misi¢i ¢ijom aktivnoséu se menja
radijus krvnog suda. Glatki misSi¢i se nalaze u svim krvnim sudovima, izuzev
venula i kapilara [15].

Arterije su krvni sudovi kroz koje se krv sa hranljivim materijama i kiseonikom
odvodi iz srca prema tkivima. One se iduéi prema tkivima (periferiji), granaju na
sve manje i manje grane. Najmanje grane nazivamo arteriole koje zatim prelaze u
kapilare, najmanje krvne sudove. Od venskog dela kapilara polaze najsitnije vene
koje nazivamo venule i koje postaju sve vece da bi nastali veliki venski sudovi koji
se ulivaju u srcane pretkomore i kroz koje krv dolazi u srce. Prethodno opisan
sistem krvnih sudova predstavlja krvotok. Arterije imaju izrazen, deblji miSi¢ni
funkcionalno veoma vazni krvni sudovi, koji se nalaze izmedu arterijskog i venskog
sistema i spajaju najmanje arterijske i venske sudove. Kroz zidove kapilara se vrsi
razmena materija izmedu krvi i tkiva. Zavisno od funkcije koju obavlja, krvotok
delimo na:

e Mali (pluéni) krvotok koji omoguéava oksigenaciju koja se odvija u pluéima

e Veliki (sistemski) krvotok koji sprovodi razmenu materija koja se odvija u
tkivima.

Pa tako, u ljudskom telu razlikujemo dva tipa arterija. To su sistemske arterije
koje nose krv bogatu kiseonikom od srca do drugih delova organizma, a vra¢aju krv
bogatu ugljen-dioksidom nazad u srce. Za razliku od sistemskih, pluéne arterije
nose krv bogatu ugljen-dioksidom od srca do pluca i vrac¢aju krv bogatu kiseonikom
nazad u srce.
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5 Kardiovaskularni sistem Sanja RuZic¢ié

Komponentne i slojevi u krvnom sudu

Vaskularni zid se sastoji iz endotela, misicnog tkiva i vezivnog tkiva. Koli¢ina
i raspored ovih tkva su pod uticajem mehanickih faktora, a sva tkiva su prisutna
u razli¢itim proporcijama u vaskularnom zidu i imaju razlicite uloge.

Tunika
Normalna arterija ADVENTICIJA ¢

Protok krvi
el Unutrasnja
Spoljasnja elasti¢na
elasticna lamina Tunika lamina

MEDIIA

Slika 5.2: Grada arterije, ( Slika preuzeta iz rada Fluid-Structure Interaction and
Biomedical Applications [4])

Iako svi krvni sudovi odredenog poluprecnika imaju brojne zajednicke karak-
teristike, isti tip krvnog suda moze imati znacajne strukturne varijacije. Takode,
razlika izmedu razlicitih tipova krvnih sudova ¢esto nije potpuno jasna, jer je pre-
laz iz jednog tipa krvnog suda u drugi postepen. Krvni sudovi se obi¢no sastoje iz
tri tipa slojeva ili tunika:

1. Tunika INTIMA

Intima se sastoji od jednog sloja endotelnih ¢elija ispod koga se nalazi suben-
dotelni sloj rastresitog vezivnog tkiva koje sadrzi retke glatke misi¢ne celije.
U arterijama je intima odvojena od medije unutrasnjom elasticnom laminom
koja je spoljasnja komponenta intime. Unutrasnja elasticna lamina je sasta-
vljena od elastina i ima otvore koji omoguc¢avaju razmenu supstanci koje
hrane vaskularni zid (Slika 5.2). Kod zdravih osoba je intima veoma tanka
pa je njen doprinos mehanickim svojstvima arterije beznacajan. Medutim,
sa godinama intima postaje deblja i ¢vrséa pa se njena svojstva moraju uzeti
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5 Kardiovaskularni sistem Sanja Ruzici¢

u obzir. Promene u komponentama intime se najces¢e povezuju sa bolesé¢u
poznatom kao ateroskleroza.

2. Tunika MEDIJA

Media je sredisnji sloj koji se sastoji iz koncetri¢nih slojeva spiralno raspore-
denih glatkih misi¢nih ¢elija. Izmedu ovih ¢elija se nalaze odredene kolic¢ine
elasticnih vlakana, lamela, kolagena tipa III, proteoglikana i glikoproteina.
U vecim arterijama medija poseduje tanju spoljasnju elasti¢nu laminu koja
je odvaja od adventicije. Medija je najznacajni sloj kod zdravih arterija, bar
kada je re¢ o mehanickim svojstvima.

3. Tunika ADVENTICIJA

Adventicija je spoljasnji sloj koji se sastoji iz ¢elija koje proizvode elastin i
kolagen. Adventicijalni sloj se postepeno stapa sa vezivnim tkivom organa
kroz koji sud protice. U uslovima visokog pritiska vlakna kolagena se istegnu
Sto prouzrokuje da adventicija o¢vrsne, Sto sprecava pucanje arterije.

Veliki sudovi poseduju sudove sudova (vasa vasorum), arteriole, kapilare i venule
koji se granaju u adventiciji i spoljasnjem delu medije [12].
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6 Zakonitosti proticanja krvi kroz krvne sudove

6.1 Brzina protoka krvi

Merenje protoka je veoma vazno u fizioloskim istrazivanjima i medicinskoj di-
jagnostici. Nama je ovde od najveéeg znacaja merenje protoka krvi. Merenje
protoka krvi se vrsi pri operacijama nakon ¢ega se odreduje koli¢ina krvi koje srce
istisne u jednom otkucaju ili u odredenom vremenskom intervalu (merenje sré¢anog
output-a). Brzina protoka krvi u pojedinim delovima cirkulacije je neujednacena i
ona zavisi od brojnih faktora.

Protok krvi kroz krvne sudove moze biti laminaran i turbulentan. Prilikom
modeliranja protoka krvi mora se uzeti u obzir da u krvnim sudovima, naroc¢ito u
onim manjeg radijusa, krv protice razlicitom brzinom i brzina zavisi od udaljenosti
cestice krvi od sredista krvnog suda. To se moze objasniti ¢injenicom da se krv
sastoji iz tankih slojeva i da na svaki od njih deluje pritisak, tako da je brzina
protoka mnogo veca u sredini suda nego uz njegov zid. Laminarni protok krvi
nastaje zato Sto se molekuli koji dodiruju zid suda ne krecu ili se kre¢u sporije,
jer na njih deluje sila adhezije. Sila adhezije je medumolekularna sila koja deluje
izmedu razlicitih vrsta molekula, sto u slucaju protoka krvi znaci delovanje izmedu
zida krvnog suda i cestica krvi. Postoji i sila kohezije koja je sila koja deluje
izmedu istovrsnih molekula. Sila adhezije slabi idu¢i prema centru suda, a brzina
se usled toga povecava. Ukoliko krv naide na neku prepreku, kao sto je izbocina
ateromaznih naslaga (aterosklerozni plak), laminarni protok prelazi u turbulentni
i krv tada ne protice samo duz krvnog suda, nego i popreko, pa se povec¢ava otpor
pri njenom proticanju. Na taj nac¢in nastaje vrtlozenje krvi [15].

Protok tecnosti je definisan jednac¢inom

0=
gde je dV zapremina tecnosti (krvi) koja protekne u vremenu dt. Promena zapre-
mina u jedinici vremena je veli¢ina koja je u matematici i fizici poznata kao fluks.
Prethodnu jedna¢inu mozemo da izrazimo i kao

dl
Q=57 =5u

ukoliku zapreminu posmatramo kao koli¢inu krvi koja protekne u krvnom sudu i
koja prede put dl u vremenu dt i gde je S povrSina ukupnog poprecnog preseka
odredene kategorije krvnih sudova, a u brzina protoka krvi. Na taj nacin, protok
krvi ) opisujemo brzinom protoka krvi u i najéesce se i meri brzina protoka krvi,
a ne sam protok. S obzirom da je protok () konstantan, mozemo zakljuciti da
brzina protoka krvi zavisi od poprecnog preseka povrsine S kroz koju krv protice
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i to tako Sto veéi poprecni presek znac¢i manju brzinu krvi i obrnuto. Na primer,
povrsina poprecnog preseka svih kapilara u telu je oko 1000 puta veca od povrsine
poprecnog preseka aorte. Zato je najuze mesto u cirkulaciji upravo aorta, pa je u
njoj protok krvi najbrzi. U aorti i ve¢im arterijama se brzina krece u granicama
od 0.3 do 0.5 m/s (videti [15]). Pored brzine protoka krvi, merimo i pritisak.

6.1.1 Laminaran protok krvi i Puazejev zakon

Posmatramo protok krvi kroz krvni sud, kao sto je arterija. Oblik krvnog suda
mozemo poistovetiti sa cilindriécnom cevcicom poluprecnika R i duzine L. Brzina
protoka krvi je najveca u okolini ose simetrije krvnog suda i opada sa porastom
rastojanja r od ose simetrije, sve dok brzina v ne postane 0 na zidu krvnog suda.
Tu vezu izmedu brzine u i rastojanja od ose simetrije r, koja je poznata kao Za-
kon laminarnog protoka, opisao je francuski fizicar Puazej (Jean-Louis-Marie
Poiseuille) 1840. godine. Zakon laminarnog protoka je dat sa

AP

u = 477_L(R2 —r?), r €0, R], (6.1)

gde AP predstavlja razliku pritiska na krajevima cevi, a n viskoznost krvi. Ukoliko
su AP i L konstante, brzina u zavisi samo od r € [0, R]. Prose¢na promena brzine
prilikom kretanja od tacke r = r; prema r = 5 se moze napisati kao

Au  u(ry) —u(ry)

Ar ro — 1T
Ukoliko pustimo Ar — 0 dobi¢emo gradijent brzine

Au  Ou
im — = —.
Ar—0 Ar - Or
Koristeci jednacinu 6.1 dobijamo

ou APr

or oL’

Primer 6.1 (BRZINA PROTOKA KRVI)
Posmatramo jednu od najmangih ljudskih arterija. Tada mozemo uzeti sledece
vrednosti

n=0.027, R =0.008cm, L =2cm i AP = 0.04 N/cm?.
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Iz jednacine 6.1 dobijamo izraz za brzinu protoka

_0.04 (
©4.0.027-2

Neka je r = 0.002cm. U delu arterije koji odgovara rastojanju od 0.002 cm od ose
simetrije krv protice brzinom

u 0.000064 — 1) ~ 0.185(6.4 - 107° — 7).

1(0.002) =~ 0.185(6.4-107° —0.4-107°) = 0.185-6-107°
1.11-107° = 1.11cm/s.

Gradijent brzine je tada jednak

du 0.04-0.002 _

ar =002 = T on s N 74 (em/s)/em.

Kako bi izrac¢unali protok krvi @ (fluks) izdeli¢emo poluprecnik cilindri¢ne cevi
na manje intervale, jednake duzine koju ¢emo oznaciti sa Ar. Neka je ta podela
data sa ry,79,.... Tada ¢e povrSina prstena sa unutrasnjim poluprec¢nikom 7;_; i
spoljasnjim polupre¢nikom 7; biti priblizno jednaka

Ai=rin—rT  =a(r? —r2 ) =7(r; —ri_1)(r; +rim1) = 27 Ar.

i

Ako je Ar malo, brzina kroz prsten je skoro konstantna pa je mozemo aproksimirati
sa u(r;). Tada ¢e protok krvi u jedinici vremena kroz prsten biti priblizno jednak
Q; =~ 2mr; Aru(r;) pa ukupan protok krvi u jedinici vremena aproksimiramo sa

Q ~ Z 27mru(r;) Ar.
i=1

Kako se brzina povecava iduéi ka centru krvnog suda i aproksimacija ¢e biti bolja
sa povecanjem n. Pa vazi

n R
Q = lim ZQWnu(m)Ar :/ 2mru(r) dr
n—oo
i=1 0

AP AP [

R
_ onr 2L (p2 _ 2 _ =2 2. .3
/0 7rr4nL(R %) dr 2L J, (R°r —7r°)dr
_ R'AP
- 8L
Jednacina RIAD
= 6.2
Q=" (6.2
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se naziva Puazejev zakon koji se jos moze izraziti kao odnos izmedu gradijenta
pritiska AP i perifernog otpora R, koji nastaje kao rezultat trenja koje se razvija
kao rezultat protoka krvi [29]. Vazno je napomenuti da Puazejev zakon vazi samo
u sluc¢aju laminarnog protoka kada je Rejnoldsov broj Re manji od 2000, jer inace
protok postaje turbulentan i Puazejev zakon se u tom slucaju ne moze primeniti.

6.2 Faktori koji uticu na protok krvi

Kao sto je ve¢ receno, protok krvi se moze definisati kao zapremina krvi koja
prode kroz deo krvnog suda u odredenom vremenskom intervalu. Za kretanje krvi
kroz sistem krvnih sudova zasluzan je gradijent pritiska. Na primer, kod sistemske
cirkulacije, postoji veza izmedu pocetnog i zavrsnog dela sistemske cirkulacije,
a gradijent pritiska od 13.3 kPa generiSe leva komora. Medutim, krvni sudovi
pruzaju otpor krvnoj struji koji se naziva periferni otpor.

Za razjasnjavanje procesa koji nastaju u toku proticanja krvi kroz sistem krvnih
sudova se cesto primenjuju zakoni hidraulike koji, medutim vaze za idealne te¢nosti
koje proticu kroz krute cevi. Zbog toga treba imati u vidu da krvni sudovi nisu
krute cevi ve¢ elasti¢ni sudovi Ciji se precnik menja u zavisnosti od stanja organi-
zma. Takode postoji kompleksan odnos izmedu protoka krvi i potreba organizma
za hranljivim molekulima.

Prema zakonima hidraulike, protok krvi (tecnosti) kroz krvne sudove (cevi)
zavisi od dva osnovna faktora:

1. razlike pritiska na pocetku i na kraju krvnog suda, AP = P, — Py i

2. otpora R, koji trpi krv pri prolasku kroz krvni sud zbog svoje viskoznosti (1)
i trenja o zidove suda.

Protok krvi kroz krvne sudove se moze izraziti Puazejevom jednac¢inom

AP

Q=G

Iz jednacine se moze zakljuciti da se sa pove¢anjem gradijenta pritiska, povecava
i protok krvi, dok povecanje otpora smanjuje protok. Kako periferni otpor, R,,
zavisi od sledecih faktora:

e dimenzije suda (cevi), odnosno njegove duzine (L) i polupreénika (R) i
e viskoznosti krvi (n),

mozemo ga izracunati i formulom

L
Rp = K?’]ﬁ,
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gde je K konstanta za tecnost pri datoj temepraturi i njena vrednost se menja
zavisno od promene temperature (sa porastom temperature se poveéava i obrnuto).

Pod normalnim fizioloskim uslovima se ne menjaju duzina krvnog suda i vi-
skoznost krvi. Zbog toga ¢e radijus krvnog suda biti glavni faktor koji odreduje
brzinu protoka krvi. Na primer, ako se radijus krvnog suda poveca za samo 1%
smanjuje se otpor, a protok krvi se povecava za oko 100%.

Kao sto je ve¢ receno, u normalnim uslovima se viskoznost krvi ne menja.
Medutim, svaka promena hematokrita i telesne temperature utice na viskoznost
krvi, a samim tim i na periferni otpor, odnosno protok krvi. Poznato je da ukoliko
je ve¢i hematokrit to je vece i trenje slojeva krvi, a to trenje odreduje viskoznost
krvi. Na primer, kada je hematokrit povecan i do 70%, viskoznost krvi se povecava
10 puta, pa kao posledica krv otezano protice kroz krvne sudove i time opterecuje
srce. Medutim, uoceno je da je uticaj viskoznosti na protok krvi izrazen samo
u veéim krvnim sudovima u kojima krv ima svojstva njutnovskih fluida. U krv-
nim sudovima manjeg radijusa, kao Sto su na primer kapilari, krv nema odlike
njutnovskih fluida i u njima se viskoznost moze zanemariti. Ta pojava se naziva
anomalija viskoznosti krvii uocena je in vitro uslovima, ali jos uvek nije pronadeno
zadovoljavajuée objasnjenje ove pojave in vivo.

In vitro je izraz za eksperimentalnu biolosku studiju koja se sprovodi u izolova-
nim uslovima na komponentama nekog organizma. Nasuprot njoj, in vivo je izraz
za studiju koja se sprovodi na zivim organizmima u normalnim uslovima.

Za ocekivati je da ¢e veoma mala viskoznost u krvnim sudovima malog radi-
jusa omoguciti brzi protok krvi usled smanjenog otpora. Medutim, zna se da je
protok krvi najsporiji bas u kapilarima jer je potrebno vreme da se izvrsi razmena
molekula hrane i gasova, tecnosti i ekskreta izmedu krvi i ¢elija Sto je osnovna
funkcija kapilara. Ipak, zbog smanjene viskoznosti, moze se pretpostaviti da krv
u kapilarima protice lakse nego Sto bi proticala kada bi viskoznost bila veca.

Kako temperatura takode utice na viskoznost krvi, ona utice i na otpor i brzinu
protoka krvi. Promena temperature je obrnuto srazmerna promeni viskoznosti, pa
tako svako snizenje temperature tela za 1°C povecava viskoznost krvi za 2%.

Pored navedenih faktora, na protok krvi utice i tzv. transmuralni pritisak, a
to je narocito izrazeno u krvnim sudovima manjeg radijusa. Transmuralni pritisak
predstavja razliku izmedu pritiska koji vlada unutar krvnog suda i pritiska izvan
krvnog suda od strane tkiva koje ga okruzuje. Pri kontrakciji misic¢a se protok krvi
u krvnim sudovima privremeno prekida zbog toga sto je spoljasnji pritisak visi od
snazne kontrakcije, odnosno velikog naprezanja.

Iako proticanje krvi kroz krvne sudove podleze zakonima hidraulike, postoje
znacajna odstupanja od ovih fizickih zakona. Tako na primer, u kapilarima odnos
izmedu pritiska i protoka krvi nije linearan kao kod krutih cevi. Prilikom snizavanja
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pritiska u kapilaru ¢e prestati proticanje krvi kroz njega pre nego sto pritisak padne
na nulu. Pritisak pri kome krv u kapilarima prestaje da proti¢e naziva se kriticni
pritisak zatvaranja [15].

6.3 Puls i njegovo registrovanje

U normalnim uslovima ¢ovekovo srce se kontrakuje u proseku 70-75 puta u
minuti. Ovde pod normalnim uslovima podrazumevamo situaciju kada je covek
zdrav i nije pod stresom. Usled kontrakcija leva srcana komora stvara pritisak
koji je pulsativan. A istovremeno se deSava i oscilovanje zida aorte i arterija.
To ritmicko oscilovanje zida arterija u toku srcanog ciklusa naziva se arterijsk:
puls i prenosi se duz arterija u vidu pulsnog talasa. Brzina pulsnog talasa je
veca od brzine protoka krvi za oko 14-20 puta i direktno je proporcionalna veli¢ini
pritiska koji krv vrsi na zid arterije i njenoj debljini. Zbog toga su pulsne oscilacije
najizrazenije u aorti i arterijama veceg radijusa. Pulsiranje koje se pojavljuje u
venama koje su anatomski blize srcu naziva se vensk:i puls. To pulsiranje u venama
potice od promene pritiska do kojih dolazi u desnoj pretkomori.

Zid arterije pulsira tokom vremena kako krv tece kroz nju. Protok krvi kroz
arteriju je posledica razlike izmedu pritiska prilikom ulaska i izlaska iz arterije kao
i delovanja sila na elasti¢ni/viskoelasti¢ni zid arterije. Srce pulsativno izbacuje krv
samo za vreme sistole komora ali se ipak ¢elije kontinualno snabdevaju krvlju, sto
je neophodan uslov zivota ¢elija i organizma u celini, jer svaki cak i kratkotrajan
zasto]j krvotoka izaziva smrt jedinke. Medutim, energija srcanog misi¢a depono-
vana u zidu aorte pokrece krv kroz krvne sudove i za vreme dijastole komora i
to zahvaljujuéi elasticnosti aorte. Na taj nacin se odrzava stalan protok krvi kroz
tkiva izmedu dve sistole. Naime, krv se u toku sistole leve komore ubacuje u aortu
i vrsi pritisak na njene zidove, zbog c¢ega se zidovu rastezu, jer su elasticni. Na
taj nacin se jedan deo kineticke energije srca prenosi na krv, koja zatim deluje
na zid aorte koji se rasteze i kineticka energija se pretvara u potencijalnu ener-
giju rastegnutog dela aorte. Za vreme dijastole leve komore, prosireni pocetni deo
aorte, po prestanku dejstva sile (krvi), nastoji da se vrati u pocetno stanje, kao i
svako elasticno telo. Istovremeno se potencijalna energija koja je bila deponovana
u zidu aorte pretvara u kineticku koja pokrece krv u njen sledec¢i segment. Opisan
postupak obezbeduje kontinualni protok krvi [15, 27].

Interakcija izmedu krvi i elasti¢nog/viskoelasti¢nog zida, prethodno opisana,
je u matematici poznata kao problem interakcije fluida i strukture (FSI problem).
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Krvni pritisak

Zahvaljujuéi elasticnosti zida aorte, omoguéen je ne samo kontinualni protok
krvi, ve¢ i odrzavanje krvnog pritiska u aorti na relativno visokom nivou. Krvni
pritisak je pritisak koji krv vrsi na zidove krvnih sudova kroz koje protice. Kako
krv struji kroz krvne sudove koji se razlikuju po strukturi, tj. imaju vise ili manje
elasti¢nih i misi¢nih elemenata i funkciji, krvni pritisak se moze kategorisati na
osnovu toga kroz koji od krvnih sudova protice. Tako razlikujemo arterijski krvni
pritisak, kapilarni krvni pritisak i venski krvni pritisak. Od posebnog znacaja su
arterijski sistolni i dijastolni krvni pritisak.

e Sistolni arterijski krvni pritisak je najvisi pritisak izmeren u aorti i arteri-
jama veéeg radijusa za vreme sistole komora. Kod mladih i zdravih osoba
normalna vrednost sistolnog arterijskog krvnog pritiska iznosi oko 16 kPa.

e Dijastolni arterijski kruni pritisak je najnizi pritisak izmeren u aorti i arteri-
jama veceg radijusa za vreme dijastole komora. Kod mladih i zdravih osoba
normalna vrednost sistolnog arterijskog krvnog pritiska iznosi oko 11 kPa.

Razlika izmedu vrednosti sistolnog i dijastolnog pritiska naziva se pulsni pritisak i
njegova vrednost je oko 5 kPa [15].

Pilak u
koronarmaoj
arteriji

Slika 6.1: Plak u koronarnoj arteriji
(Slika  preuzeta sa  sajta  hitp://www.mojezdravlje.ba/novost/37313/Angina-
pectoris-)
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6 Zakonitosti proticanja krvi kroz krvne sudove Sanja Ruzici¢

Kako su bolesti srca jedan od glavnih uzroka bolesti, istrazivanje protoka krvi
kroz ljudski kardiovaskularni sistem je veoma znacajno. Bolest koronarnih arterija
je obi¢no izazvana aterosklerozom, koja nastaje kao posledica talozenja masnih
supstanci, holesterola, pa ¢ak i kalcijuma na unutrasnjoj povrsini zida arterija Sto
dovodi do stvaranja plaka(naslaga). Koronarne arterije su arterije koje srce snab-
devaju krvlju. Talozenje supstanci dovodi do suzavanja arterija, Sto nazivamo
stenozom, koja potom dovodi do smanjenja snabdevanja sréanog misic¢a krvlju i
kiseonikom. Nedostatak krvi i kiseonika je potencijalno ozbiljan problem, a po-
sebno moze da se ispolji prilikom fizickog napora. U slucaju kada se koronarna
arterija potpuno zatvori dolazi do infarkta srca. Generalno, postoje dva tipa plaka,
tvrd i mek. Tvrd plak je stabilan i uzrokuje o¢vrs¢avanje i zadebljanje zida arterije.
Dok je mek plak veoma nestabilan i uzrokuje pucanje zidova i stvaranje ugrusaka
sto dovodi do zatvaranja protoka krvi kroz arterije (videti [22]). Ceo komplek-
san proces koji dovodi do src¢anih bolesti jos uvek nije u potpunosti objasnjen
i jos uvek se ne zna direktan uzrok tih bolesti. Medutim, poslednjih godina je
ucinjen veliki napredak u klinickim ispitivanjima i u matematickom modelovanju
kardiovaskularnog sistema.
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Deo 11
Modeli

7 Model protoka krvi kroz jednoslojne arterije

Cilj ovog modela? je da opise protok krvi u velikim sistemskim arterijama. Ko-
risti¢emo linearan model za viskoelasticne membrane kako bismo opisali ponasanje
zida. Pretpostavicemo da se zid ponasa kao homogena, izotropna, viskoelasti¢na
membrana debljine h i sa radijalnom deformacijom n(z,t). Arteriju ¢emo mode-
lirati kao simetrican cilindar. Referentni cilindar, koji se ne menja sa vremenom,
¢emo oznaciti sa Q (vidi Sliku 7.1), sto preko cilindri¢nih koordinata mozemo
predstaviti kao

Q={(rcos,rsinf,z) e R*: r € (0,R),0 € (0,27),z € (0,L)}.

z je osa simetrije cilindra, L je duzina cilindra, R je referentni poluprecnik, a r i

I(t)

Slika 7.1: Skica referentnog domena €2 (levo) i deformisanog domena (t) (desno)

f su polarne koordinate. Bo¢nu granicu referentnog cilindra koja predstavlja zid
arterije ¢emo oznaciti sa X

Y ={(Rcosf, Rsinf,z) e R*: r € (0,R),0 € (0,27),z € (0,L)}.

3Model opisan u ovom poglavlju zasnovan je na modelu predstavljenom u [8]
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7 Model protoka krvi kroz jednoslojne arterije Sanja Ruzici¢

Zbog naprezanja zid arterije se pomera tokom vremena, pa tako posmatramo
cilindar koji se deformise tokom vremena, tako da poluprecnik obuhvata i defor-
maciju 7(z,t) u odnosu na referentnu konfiguraciju. Taj novi domen koji se menja
sa vremenom mozemo oznaciti sa €2(t)

Q(t) = {(rcos,rsind, z) € R*: r € (0, R +n(z,t)),0 € (0,27),2 € (0,L)}.
Zid cilindra koji se menja kroz vreme predstavljamo sa
N(t) = {((R4+n(z,t)) cos b, (R+n(z,t))sind, z) € R*: r € (0,R),0 € (0,27),z € (0,L)}.

Kretanje zida arterije opisujemo preko drugog Njutnovog zakona uz pretpostavku
nulte uzduzne deformacije preko jednacine®
0? Eh 1 hC, 0
f?" = hpsf)_tz + 1_ 02@” +pref% + R2 8;77

koja opisuje dinamicku ravnotezu aktivnih i inercijalnih sila. f, predstavlja radi-
jalnu komponentu spoljasnje sile koja deluje na tanku membranu, p,.¢ predstavlja
referentni pritisak, pritisak na kojem je deformacija od referentne konfiguracije
jednaka nuli, pg je gustina zida (strukture), E' je Jangov modul elasti¢nosti, o je
Poasonov odnos. C), je konstanta viskoznosti koja je uz pretpostavku elasticne
membrane jednaka 0 tj. (), = 0, dok kod pretpostavke o viskoelasti¢nim svoj-
stvima membrane koristimo C', # 0.

Jangov modul elasticnosti F je velicina koja meri ¢vrstinu elasticnog mate-
rijala i koja se koristi za klasifikaciju materijala. Jangov modul elasti¢nosti se
moze definisati kao odnos izmedu normalnog napona i uzduzne dilatacije. Tacno
odredivanje modula elasticnosti obavlja se u laboratorijskim uslovima na bazi pre-
ciznog merenja sile i njome izazvane deformacije. Da bi se tacno odredio Jangov
modul elasticnosti neophodno je poznavanje jos nekih svojstava materijala. Jedno
takvo svojstvo je Poasonov odnos o koja predstavlja odnos poprec¢ne i uzduzne
dilatacije nekog materijala. Uticaj Poasonovog odnosa je najveci prilikom protoka
fluida u uslovima visokog pritiska kada naprezanja materijala dovode do deforma-
cije. U slucaju velikih arterija i aorte, Jangov modul elasti¢nosti E se kre¢e izmedu
105 i 10° Pa, a Poasonov odnos ¢ ima vrednost oko 0.5.

Protok krvi kroz srednje i velike sistemske arterije modeliramo uz pomo¢ Navije-
Stoksovih jednacina za nestisljive, viskozne njutnovske fluide.

Brzinu fluida oznacavamo sa u(r, z,t) = (u.(r, z,t),u,(r, 2z,t)), a pritisak sa
p(r, z,t). Navije-Stoksove jednacine ¢emo predstaviti preko cilindri¢nih koordinata
sa

4Jednacinu videti u [8]
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7 Model protoka krvi kroz jednoslojne arterije Sanja Ruzici¢

ou, N ou, N ou, N o 0%u, N 0%u, N 10u,  u, (7.1)
PE ot tr or U 0z - H Or? 022  r Or r? '

2 2
pF(auz+u%+u%)+@ = u(auZ+auZ+1auZ> (7.2)

ot " or 0z or? 022 r or

ou, 8uz+% _ 0 (73)

gde je p koeficijent dinamicke viskoznosti fluida, a pr je gustina fluida.
Pritom koristimo sledece granicne uslove:

e Ulazni graniéni uslovi (z = 0)

p+0.5ppuZ = Py(t) + pres,
u, = 0 (fluid ulazi paralelno sa osom simetrije),
n = 0 (nema deformacije na ulazu)

e Izlazni granicni uslovi (z = L)

p+0.5ppuZ = Pr(t) + preg,
u, = 0 (fluid ulazi paralelno sa osom simetrije),
n = 0 (nema deformacije na izlazu).

Pocetni uslovi su dati sa

_On
T ot
u = 0,

= 0,

Sto nam zajedno sa granicnim uslovima i jednacinama koje opisuju protok fluida i
ponasanje strukture daje dobro definisan problem koji ima reSenje i moze se resiti
numericki.

Interakciju izmedu fluida i strukture opisujemo uz pomo¢ slede¢ih uslova:

e Cestice krvi se prakticno lepe sa zid arterije Sto utice da se one krecu istom
brzinom kao zid




7 Model protoka krvi kroz jednoslojne arterije Sanja Ruzici¢

e Zbir ukupnih sila koje deluju sa zida na fluid je suprotan silama koje deluju
od fluida na zid

o= ((p = prep)I — 2uD(W)n - e, (1 n %) % /14 (8.1)2, na S(t),

gde je D(u) = 0.5(Vu) + (Vu)T) simetriéni gradijent brzine, n je vektor
normalan na (), a e, je jediniéni vektor u pravcu r.

Na prethodno opisan nacin predstavljen je problem simetricnog protoka ne-
stisljivog, viskoznog fluida kroz cilindrican domen, a reSavanje tog problema znaci
reSavanje Navije - Stoksovih jednacina datih sa 7.1-7.3 na cilindricnom domenu
Q(t), zajedno sa opisanim pocetnim i granié¢nim uslovima.

Resavanje prethodno predstavljenog modela nije nimalo lak zadatak, pa se
pribegava raznim uprosc¢avanjima modela. Jedna od najvecéih prepreka u resavanju
problema je ¢injenica da su jednacine fluida nelinearne, kao i to sto je oblik domena
2(t) nepoznat i zavisi od resenja.

Mi ¢emo dalje predstaviti uproséene, redukovane modele koji se baziraju na
analizi bezdimenzionalne forme promenljivih. Fizicka veli¢ina je bezdimenzionalna
ako joj vrednost ne zavisi od izbora sistema jedinica.

7.1 Redukovane jednacine modela
7.1.1 Dvodimenzionalne redukovane jednacine

Jedan od nacina da se uproste ove jednacine je svodenje modela na bezdimen-
zionalnu formu kako bismo sve promenljive sveli na istu skalu i uveli parametar
€. Vazno je napomenuti da reSavanje jednacina u bezdimenzionalnoj formi dovodi
do bezdimenzionalnih reSenja pa treba voditi racuna da se te veli¢ine na kraju,
koriséenjem veze koju ¢emo sledece navesti, vrate u dimenzionalnu formu.

Dakle, sledeée ¢emo uvesti bezdimenzionalne nezavisne promenljive 7, 2 i £ sa

1-

r=Rr, z=1Lz, t=—t,
w

pri cemu je dobijeno da w ima oblik:

11 ME_
W = I or R(l — 0_2) Dref

tako §to je 1/w odredeno preko frekvencija oscilacija zida krvnog suda koje su
prouzrokovane talasima nastalim usled pritiska u fluidu [10]. Bezdimenzionalnu
brzinu u, deformaciju 7 i pritisak p uvodimo na slede¢i nacin

u:Vﬁa 77:577’ p:pFVQﬁa
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7 Model protoka krvi kroz jednoslojne arterije Sanja Ruzici¢

(% o)
(=

-1
+ re .
R(1 P f)

Koeficijenti V' i = su izracunati u [9] pri ¢emu koeficijent V' meri brzinu dok koe-
ficijent = meri deformaciju. Vazi

gde vazi

[I]

— PR

P = sup i + (sup / Pildr) + T / Pu(r) — Py(r)dr,

p(t) = wz + Po(t),

gde P predstavlja normu koja meri ulazni Py(t) i izlazni pritisak Pp(t), gradijent
pritiska kao i prosecan pritisak tokom jednog sré¢anog ciklusa.

Takode, ceo sistem jednacina ¢emo izvesti sa €2 tacnoséu, pri cemu € < 1, tako
da ¢emo veli¢ine u, 7 i p aproksimirati sa

u = V@ +ea +..),

n o= E@’+ep' +..),
p = peV '+ ept +...),

§to znaci da ¢emo sve ¢lanove pocev od onih sa €? zanemariti. Dalje ¢e vaZiti

[ ] a~
L=,
or
Sto znaci da vazi p = §° + ep', tj. p = p(3,1).
o W0 =0tj. u. =V(eu!+---) dok u, = V(@ +eal +---).

2

Moze se pokazati da dvodimenzionalni FSI problem opisan preko ¢ aproksi-

macije na skaliranom domenu 7 € (0,1), 2 € (0,1),% > 0, ima oblik:

e Jednacine fluida

Shaﬂz+~%+’“aﬂz+@ — L 12 ’“8az
of oz TYor Tz T RelFor \or )|
0

o, . 0, __

%( ) a~(ru2> - )
op
o5 0.
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7 Model protoka krvi kroz jednoslojne arterije Sanja Ruzici¢

Struhalov® i Rejnoldsov broj su dati sa

Lw . ppVR?
Sh = v i Re = L

e Bocni granicéni uslovi dati za Z € (0,1),f > 0 su

L 1 Eh N = n h c =00
— Pref — re - - W5z
P=brer = v [\@=o®r ") RTT RV Ran
_ on
U/T7 uz X - =~ |(3.1) O
(i i)luzn = (Sens0)
o Ulazni/izlazni granic¢ni uslovi:
- ~ PO (E) + pref
n|(z:0,f) = 07 p|(z:0,f) = pFV2 )
~ ~ PL(£) + DPref
Mozt = 0, Plozry = T
Uy 1,2=0; — 0,
ﬂrll,z:L,f = 0,

e Pocetni uslovi:

| z0 =0, 7|iz0 = 0.

Pri tome ¢ée €? aproksimacija brzine, pritiska i deformacije imati oblik:

ut = V(i +O0(?), ut = V(i.+ O(?)),
p° = prV3(p+ O(?)),
N = E(7+0¢).

Jednacine fluida u ovako redukovanom dvodimenzionalnom modelu su nelinearne
i definisane na domenu €)(¢) koji je ogranic¢en pokretnom strukturom ¢ija lokacija
zavisi od resenja pa je samim tim i dalje problem pronalazenja numerickog resenja
veoma kompleksan. Jednacine se mogu dodatno uprostiti jednodimenzionalnim
modelom, koji medutim ima dosta nedostataka. Kao jedan od nedostataka se
moze navesti ¢injenica da jednodimenzionalni model proizvodi talase koji nisu
prisutni u originalnom problemu (vidi Sliku 7.2). Jedan od nac¢ina da se prevazide
taj problem je uvodenje jedno-i-po dimenzionalnog problema koji obuhvata 2D
model, ali ima specificnu formu koja omogucava koriséenje jednodimenzionalnih
tehnika za dobijanje numerickih resenja.

SStruhalov broj se koristi kod periodi¢nog protoka
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7 Model protoka krvi kroz jednoslojne arterije Sanja Ruzici¢

x107°

Deformacija [m]

Slika 7.2: Prikaz talasa koje proizvodi jednodimenzionalno resenje

7.1.2 Jedno-i-po dimenzionalan redukovan model

Kako bi redukovane jednacine bile opravdane uvodimo sledec¢e pretpostavke:

1. Domen je cilindar sa malim odnosom izmedu poluprec¢nika i duzine tj. € =
Rmax/L < 17

2. Uzduzna deformacija je zanemarljiva,
3. Radijalna deformacije nije previse velika tj. 6 := Z/R <,

4. Poluprec¢nik referentne oblasti se sporo menja tj. R'(z) < € $to nam omogucava
da koristimo R = R(z),

5. Rejnoldsov broj Re je mali tj. Re ~ 800,
6. Parcijalni izvodi po 2z od bezdimenzionalnih promenljivih su O(1).

Radi jednostavnijeg zapisa uves¢emo slede¢i zapis dimenzionalnih promenljivih

0,0 0,1 1,0 _ ,01
U, = u, +u, +u, U = U,

n o= "+
p = p*+p",
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7 Model protoka krvi kroz jednoslojne arterije Sanja Ruzici¢

tako da vazi npr. u, = u%? + u% + u!0 = V(a2 + 6a%! + eul® 4+ O(e?)). Uz sve
pretpostavke prethodno navedene, redukovane jedno-i-po dimenzionalne jednacine
sa sporo varijaju¢im referentnim poluprecnikom R imaju oblik:

Nulta aproksimacija:
Nadi (n°9, u2?) tako da:

o 109 [,
e Ydr = 0, 7.4
o " Ro- /0 rusAr (74)
20 10 ( ud opP0
PFP—F— — = - & : (7.5)
ot ror 87“ 0z
u2?|,—o je ograniceno, u%’|,_p =0, u%;_o =0,
n*°i=0 = 0, p"0m0 = Py, p™°|.or = P,
gde
Eh n*%  hC, on*°
0,0 v
’ - B — + re e + .
P ((1— HRr P f) R R ot
0 korekcija:
Nadi (n%1, u2h)
o>t 1o [* | 10
—_— ’ d o —_—— 070 2’ 76
o TRos ), TN srait ) (7.6)
Ou! 10 8u0 N op™! (1)
PE ot ror 87‘ N 0z’ '
udl],—o je ograniceno, u2'|,_r = —novoag—%o r=pr, U= =0,
770’1|t:0 = O? 7]071|Z=0 ) 77071’Z=L = 07
gde

01 Eh N ot (™ 2 hCy (O™ ™0 o™t

Po=\a-r ")\ R R R\ ot R ot )
¢ korekcija

Nadi (ur?, ul?)

WO 2 ) = ( o / AT ,>d§) (7.8)

ou’ 10 [ oul’ oul? oul0
Pr ot _Mr(?r( or ): —rr (ui’o or +ue 0z >’ (7.9)

uz’|

: - 1,0 _ 10 _
r—o je ograniceno, u’|,—gp =0, u;"i= =0.
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Konac¢no resenje

00, , 01 _ 10 1,0
u, = u,” +uy +uy, ue = u, (7.10)

n = " 4+n" (7.11)

Prva jednacina u sva tri problema predstavlja Zakon odrzanja mase, a druga
jednacina odgovara drugom Njutnovom zakonu kretanja. Originalni grani¢ni uslovi
koji su bili definisani na domenu koji zavisi od vremena, u ovom redukovanom
modelu su modifikovani i definisani na fiksnom domenu oblika cilindra sa polu-
precnikom R.

U slucaju modela sa elasticnom membranom, za vrednost viskozne konstante
se uzima 0 tj. C, = 0.

Redukovan model prethodno predstavljen opisuje glavne karakteristike protoka
krvi kroz velike arterije i moze se primeniti na one delove vaskularnog sistema
koji podrazumeva aksijalnu simetriju. Model je detaljnije predstavljen u [8], a
numericke simulacije izvedene na osnovu tog modela su se pokazale jednostavnim
i brzim, jer zahtevaju samo tehnike za resavanje jednodimenzionalnih problema ali
sa druge strane uzimaju u obzir neke efekte koji su prisutni u dvodimenzionalnom
protoku fluida. Na ovom modelu je moguce izvrsiti mnoga uopstenja i modifikacije
kako bi se obuhvatile jos neke pojave koje ovde nisu uzete u obzir. Bez obzira na
to, i u ovakvoj formi daje veliku ta¢nost dobijenog resenja sto ga ¢ini jos boljim
aparatom za otkrivanje raznih patologija kardivaskularnog sistema.

Koriste¢i programski paket Matlab mi smo numericki resili ovaj problem, a
rezultati kao i ideja algoritma su dati u poglavlju 10.
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8 ViSeslojni FSI problem

Posmatramo problem interakcije fluida sa viseslojnom strukturom, gde se struk-
tura sastoji iz dva sloja, tankog i debelog sloja. Protok fluida(krvi) ¢emo modelirati
uz pomo¢ Navije-Stoksovih jednacina za nestisljive, viskozne, njutnovske fluide.
Aproksimacija protoka krvi sa njutnovskim fluidom je dobra ukoliko posmatramo
protok u velikim i zdravim arterijama, kao Sto su aorta i koronarne arterije. Ta-
nak sloj strukture ¢emo modelirati uz pomo¢ cilindri¢nih Koiterovih jednacina za
elasticne ljuske (eng. Koiter shell equations), a deblji sloj strukture uz pomoé
jednacina linearne elasti¢nosti. Tanak strukturni sloj se nalazi izmedu fluida i de-
belog strukturnog sloja i ima ulogu interfejsa koji ima masu. Dobiéemo problem®
koji se sastoji iz tri razlicita fizicka modela:

e Modela koji opisuje protok krvi
e Modela koji opisuje elastodinamiku tankog sloja
e Modela koji opisuje elastodinamiku debelog sloja

U slucaju interakcije izmedu krvi i kardiovaskularnog tkiva, gde imamo slucaj da je
gustina strukture (arterijskih zidova) priblizno jednaka gustini fluida (krvi), veza
izmedju fluida i strukture je znacajna i nelinearna. To znac¢i da oblast kojom se
krece fluid nije fiksna i odreduje je oblik strukture. To je ¢injenica kojoj je poklanja
dosta paznje u istrazivanju problema interakcije izmedu fluida i strukture, a to je
narocito slucaj kod interakcije izmedu krvi i kardiovaskularnog tkiva.

8.1 ViSeslojan 3D model
8.1.1 Jednacine modela

Tanak strukturni sloj modeliramo uz pomo¢ redukovanih jednacina line-
arne viskoelasti¢nosti. Posmatramo cilidriénu oblast debljine h, duzine L, sa unu-
trasnjim poluprecnikom R. Vrsimo parametrizaciju preko cilindricnih koordinata
tako da konfiguraciju membrane predstavljamo na slede¢i nacin:

I'={z = (Rcosf, Rsinf,z) € R*: 0 € (0,27),z € (0, L)}.
Neka je vektor koji predstavlja deformaciju zida strukture dat sa

77(157 2 0) = (nz(tv 25 9)7 779(157 2 9)7 777»(75, 2 9))

¢Problem opisan u ovom poglavlju zasnovan je na modelima iz [4] i [11]
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8 Viseslojni FSI problem Sanja Ruzici¢

Ukoliko pretpostavimo da deformacija strukture ne zavisi od 0, vektor deformacije
¢e tada imati oblik

n(t, z) = (n.(t, 2),n.(t, 2)),

sa odgovaraju¢im grani¢nim uslovima

1(0) = 9:1(0) = n(L) = d-n(L) = 0.

Takode, radi jednostavnosti, pretpostavi¢emo simetriju u odnosi na z — osu. Model
tankog strukturnog sloja tada na I' x (0,7") ima oblik

0?n on
h—— £e Evi . o
gde je pg gustina zida, h je debljina tankog strukturnog sloja, a f sila koja deluje
na strukturu. Izraz prhd®n/ot* # 0 znaci da interfejs izmedu fluida i strukture ima
masu. L, je operator koji modelira elasticna svojstva zida i moze biti i linearan i
nelinearan i dat je sa
2
—Coe — Co5k
Lea(n) = : (8.1)

0?2 0 04
CY0777' - Cl 3:{ + CZ% + 04 3;[

L,is je linearni operator koji modelira viskoelasti¢na svojstva zida i dat je sa

2 93
— D, p, 20

0 Otoz Ot0z2
cma—’z - - (8:2)
e _ 1y P 82n; 351,
Dy ot Dy 91927 + Dy ato: D48t824
Vazi:
_ __hE h? _ W Eo _ h Eo
Co = mi=07) (1+ W) » O =S iz 2= picers
hE h FE
Cs = 1253, Ci= 5102
h h2 h3 D, hD
Do =40, (1+ ), Di='obs Dy =g
h3
D3 = h(C,, Dy = ﬁcm
1
C _ E’U _D o EUo-'U
v T 1 . 27 v T 1 . 2"
O-'U O-'U

i I/ je Jangov modul elasti¢nosti, o je Poasonov odnos, dok su odgovarajuéi visko-
elasticni koeficijenti E, i o,,.
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4.
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Slika 8.1: Skica domena Qp(t) sa oznakama

Debeo strukturni sloj ¢emo modelirati uz pomo¢ jednacina linearne ela-
stiénosti. Definisa¢emo vektor deformacije od referentnog domena d = d(t, z).
Referentni domen g predstavlja cilindar poluprecnika R, duzine L i debljine H

Qs = {(x,9,2) eR*: 2 € (0,L),R< /a2 +y> < R+ H}.
Pretpostavicemo da je debeo sloj elasti¢ne strukture:

e homogen tj. svojstva materijala ne zavise od x

e izotropan tj. odgovor materijala na deformaciju je isti u svim pravcima.

Takode ¢emo pretpostaviti da je Vd < 1. Jednacine linearne elasti¢nosti predsta-
vljamo na slede¢i nacin
pg@ttd = div S, na QS X (O, T),
S = u(Vd + (VA)") + A(divd)I,
gde je ps gustina debelog sloja strukture, S je prvi Piola-Kirhofov tenzor napona,

A i p su Lameove konstante, a I je jedini¢na matrica. Odnos izmedu S i d zavisi
od karakteristika materijala koji se posmatra.

Protok nestisljivog, viskoznog fluida ¢emo modelirati uz pomo¢ Navije-
Stoksovih jednac¢ina. One su definisane na cilindricnom domenu Qg(t) koji se
menja sa vremenom (vidi Sliku 8.1) i dat je sa

Qp(t) = {(z,y,2) €R*: 2 € (0,L), /22 + 42 < (0, R+ n(t,0,2))},
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gde je R+1(t, 0, z) poluprecnik deformisanog domena i pretpostavljamo da je samo
radijalna komponenta vektora deformacije razlicita od 0 tj.

n= (T]TaTI@?nZ) = (777'70;0) =ne,.

e, = e,(0, z) je jediniéni vektor u r pravcu.
Navije-Stoksove jednacine za nestisljiv, viskozan fluid na Qg(t), gde t € (0,7)
su date sa

pr(0pu+u-Vu) =divo,

divu =0,

gde pr predstavlja gustinu fluida, u brzinu fluida, dok je 0 = —pI + 2urD(u)
Kosijev tenzor napona za fluide, up je koeficijent dinamicke viskoznosti.

D(u) — %(Vu + V)

predstavlja simetric¢ni gradijent brzine u. Ove jednacine su date preko Dekartovih
koordinata, za razliku od jednacina strukture koje su date preko cilindri¢nih koor-
dinata. Bo¢na granica cilindra koja odgovara interfejsu izmedju fluida i strukture
je data sa

L(t) = {(z,y,2) €ER*: 2 € (0, L), /22 +y2 = (0, R+ n(t,0,2))}.

Ulaznu i izlaznu granicu domena fluida ¢emo oznaciti redom sa [';, i [y

8.1.2 Veze izmedu razli¢itih fizickih modela

Kako imamo tri razlic¢ita fizicka modela koji opisuju tri razli¢ita fizicka procesa
koji su uzajamno povezani, neophodno je da opisemo veze izmedu svi njih kako
bismo dobili dobro definisan matematicki problem. Vezu izmedu fluida, tankog
i debelog strukturnog sloja opisujemo uz pomo¢ dva uslova koji objasnjavaju tu
vezu:

1. Kinematickog uslova povezanosti koji opisuje vezu izmedu kinematickih
svojstava, kao sto je brzina. Uslov glasi

om(t,0,z)e.(0,z) =u(t, R+n(t,0,z),0,z), (neprekidnost brzine)
n(t,0,z2)e.(0,z) =d(t, R,0, z), (neprekidnost deformacije)
(8.3)
gde je e.(6, z) jedini¢ni vektor u r pravcu.
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2. Dinamickog uslova povezanosti koji opisuje sile koje se pojavljuju na
interfejsu izmedu razlicitih fizickih modela i u ovom slucaju predstavlja drugi
Njutnov zakon kretanja, Sto znaci da je proizvod mase i ubrzanja na interfejsu
['(t) jednak zbiru svih sila koje deluju na ili sa interfejsa I'(¢). Uslov glasi

on

PKhattU+£el (n) +£m’s§

= —J(on) |(t,R1n0.) - € + RS‘( e.-e. (8.4)

t,R,0,z)

J = J(t,0,2) = /(14 (0.7)%) (R + n)% + 9gn? predstavlja Jakobijan funk-
cije koja obuhvata transformacije Ojlerovih u Lagranzove koordinate i cilin-
dri¢nih u Dekartove koordinate.

R je Jakobijan transformacije cilindricnih u Dekartove koordinate gde r = R.

n koji posmatramo na (¢, R 4+ 1, 0, z) predstavlja spoljasnji jedini¢ni vektor
normalan na deformisan interfejs T'(¢).

U slucaju kada posmatramo model sa samo jednim strukturnim slojem i to
debelim, dinamicki uslov povezanosti se znacajno menja, jer vise nemamo
tanak sloj sa masom pa on sada izgleda:

J(on) |(t,R+7779»Z) -e, + RS|(t,R797Z) e.-e.=0, nal x(0,7).

8.1.3 Granicni i pocetni uslovi

Ulazni i izlazni grani¢ni uslovi za fluid
Pokaza¢emo dva moguca primera za ulazne i izlazne granicne uslove:

e Uslovi koji se koriste kod dokaza o postojanju resenja

+0.505 |u)® = P, t),

p :01:1|:| uzez?m/out( ) na Fin/outa (85)
gde je Py 0w € Li,. poznat, a e, je spoljasnji jedini¢ni vektor normalan na
Linjout- Posmatramo slucaj gde je fluid ulazi i izlazi iz domena normalno na
ulaznu i izlaznu granicu.

e Uslovi koji se koriste kod numerickih simulacija:

on |Foui = POUt (t)

(8.6)
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Ulazni i izlazni graniéni uslovi za strukturu
o Tanka struktura
n(t,r,0,0) =n(t,r,0,L)=0,r € (0,R),0 € (0,27),t € (0,T), (8.7)
tj. u krajnjim tackama nema pomeraja tankog sloja strukture i
n.(t,r,0,0) =n,(t,r,0,L) =0,r € (0,R),0 € (0,2m),t € (0,7).  (8.8)
e Debela struktura
d(t,r,0,0) =d(¢t,r,0,L) =0,r € (R,R+ H),0 € (0,27). (8.9)

Spoljasnji grani¢ni uslovi

Pretpostaviéemo da na spoljasnju granicu debelog sloja strukture

Tet = {(2,y,2) € R*: 2 € (0,L),2° +y> = (R+ H)*}

deluje spoljasnji pritisak P,

Se, = —P.e,, na .y (8.10)

Pocetni uslovi

Pocetne brzine, kao i pocetni pomeraji su dati sa

u(0,.) = uy,

n(0,.) =m0, 9m(0,.) = vy,
d(0,.) =dy, 0,d(0,.) =V,

gde pretpostavljamo da pripadaju slede¢im prostorima

uy € L*(27r(0)),
no € Hy(0,1), vo € L?(0,1),
Vo GLQ( 5)7 doEHl(Qs).
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8.1.4 Glavni problem

Konaé¢no, problem prethodno izlozen, koji opisuje interakciju izmedu fluida i
strukture koja se sastoji iz vise slojeva je dat sa:
Pronaéi u,p,n i d tako da vazi

pr(Ou+ (u-Vi)u) =dive
divu=0

} na Qr(t),t € (0,7),

psOuyd = divS na Qg x (0,7,

Omer = u|p4y,

ne, = d|g, naI' x (0,7).

prchOun + La(n) + Lois2 = —J(on) |R+1- e, + RS |re, - e,
0,5, Ly, Lyis su definisani ranije. Treba naznaciti da su u ovakvoj formulaciji
jednacine fluida i debelog sloja strukture date u Dekartovim koordinatama, dok
su jednacine koje opisuju elastodinamiku tankog sloja date preko cilindri¢nih ko-
ordinata. Jednacine fluida su date preko Ojlerovog pristupa, a jednacine struktura
preko Lagranzovog pristupa. Ovako definisan problem obuhvata celu klasu pro-
blema, koji se na razne nacine mogu prilagoditi i uprostiti. Mi ¢emo prikazati
uproséenu dvodimenzionalnu verziju ovog problema.

8.2 Viseslojan 2D model

Model koji sledi predstavlja uproSéenje modela iz potpoglavlja 8.1, jer su
jednacine koje opisuju model date u R? a model se zasniva na modelu iz [4].

FLUID:

Protok nestisljivog, viskoznog fluida modeliramo uz pomo¢ dvodimenzionalnih
Navije-Stoksovih jednacina

pr(Ou+ (u-V)u) =dive

diva — 0 } na Qp(t),t € (0,7),

gde pr predstavlja gustinu fluida, u brzinu fluida, 0 = —pI 4+ 2urD(u) je Kosijev
tenzor napona za fluide, p je pritisak, p koeficijent dinamicke viskoznosti i D(u) =
%(Vu + V7u) je simetri¢ni gradijent od u.

Qp(t) = {(2,7) € R*: 2 € (0, L),7 € (0, R+nlt, 2))}
je cilindri¢ni domen fluida duzine L i sa poluprec¢nikom r = R.

L(t)={(z,7) €eR?*:2€ (0,L),r = R+n(t, 2)}
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je interfejs izmedu fluida i strukture. Bez ogranic¢enja opstosti posmatra¢emo samo
gornju polovinu cilindra, pri ¢emu ¢emo osu simetrije oznagciti sa I'y, (vidi Sliku 8.1).

TANAK SLOJ STRUKTURE:

Elastodinamiku elasti¢nog tankog sloja modeliramo uz pomo¢ jednodimenzio-
nalne talasne jednacine

pKhattT/ = 0282277 + f?Z € (07 L)at € (OvT)7

gde je n vektor vertikalne deformacije, pg je gustina tanke strukture, h je debljina
strukture i f je vertikalna sila koja deluje na strukturu. Tako zadata talasna
jednacina je specijalni slucaj prethodno navedenih jednacina za tanak sloj.

DEBEO SLOJ STRUKTURE:

Elastodinamiku debelog sloja modeliramo uz pomo¢ jednacina linearne ela-
sticnosti

psOud = div S, na Qg,t € (0,7, (8.11)
S = u(Vd + (Vd)") + A(divd)I,
gde je ps gustina debelog sloja strukture, S je prvi Piola-Kirhofov tenzor napona, A
i usu Lameove konstante, a I je jedini¢na matrica, d(¢, z,7) = (d,(t, z,r), d.(t, z,7))

je strukturalna deformacija debelog sloja u tacki (z,7) € {25 i u vremenu ¢. Defor-
misan domen g u t ozna¢avamo sa Qg(t). Vazi

Qs = (0,L) x (R, R + H).

Pregled parametara koris¢enih u ovom modelu dat je u Tabeli 8.1.

POVEZANOST IZMEDU FLUIDA I SLOJEVA STRUKTURE

Uslovi 8.3 i1 8.4 u slucaju dvodimenzionalnog modela dobijaju jednostavniju
formu:

e Kinematicki uslov povezanosti

(Om(t, 2),0) =u(t,z, R+ n(t,z)), (neprekidnost brzine)

(n(t, 2),0) = d(t, z, R), (neprekidnost deformacije) (8.12)

o Dinamicki uslov povezanosti
pshOun = c*0..n — J(t, z)(on) ‘(tyz,RJrn(tyz)) ce, + S‘(t’z,R) e -e. (8.13)
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J(t,z) = /(1 + (9:.n(t, 2))?) predstavlja Jakobijan transformacije Ojlerovih
u Lagranzove koordinate, dok se u ovoj verziji Jakobijan transformacije ci-
lindriénih u Dekartove koordinate ne pojavljuje jer su i jednacine fluida i
strukture pisane u Dekartovim koordinatama.

Tabela 8.1: PARAMETRI

NAzIvV | OzNAKA | JEDINICA | VREDNOST
Krv

Gustina PF kg/m3 1.1-10°
Koeficijent dinamicke viskoznosti 113 kg/ms 1,050
TANAK STRUKTURNI SLOJ (AORTA I VELIKE ARTERLJE)

Poluprec¢nik kanala Rk m 0.006 — 0.012
Duzina kanala L m 0.065-0.2
Debljina zida h m 1-2-1073
Gustina zida DK kg/m? 1.1-103
Jangov modul elasti¢nosti E Pa 10° — 106
Lame-ova konstanta 15 dyne/cm? 5.75 - 10°
Lame-ova konstanta Ak dyne/cm? 1.7-10°
DEBEO STRUKTURNI SLOJ

Poluprecnik R cm 0.5
Gustina zida ps g/cm? 1.1
Debljina zida hs cm 0.1
Lame-ova konstanta I dyne/cm? 5.75 - 10°
Lame-ova konstanta s dyne/cm? 1.7-10°
GRANICNI I POCETNI USLOVI
o Ulazni i izlazni granicni uslov

2
p+0.5pr [ul” = Pin/out(t)v na Tinjout, (8.14)

u, = 0,

pri cemu je Bn/out S LIQOC

javlja zbog kretanja fluida.

e Donja granica

(0,00) dato i predstavlja dinamicki pritisak koji se

Slede¢i uslov uvodimo zbog pretpostavke simetrije u odnosu na z— osu

u, = dyu, =0, na I['y.
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o Graniéni uslovi u krajnjim tackama

77(@ O) = 77(@ L) = 07
Ser = _Peem na Fexta

gde je P, spoljasnji pristisak, a I'.,; spoljasnja granica debelog sloja strukture
data sa
Lot = {(2,7) €R?*: 2 € (0,L),r = R},

d(t,0,r) =d(¢t,L,r) =0,r € (R, H).

e Pocetni uslovi

u(0,.) = uy,

n(0,.) = no,  9m(0,.) = vo,

d(0,.) =dy, 0,d(0,.) =V,
gde pretpostavljamo da pripadaju slede¢im prostorima

uy € L*(2r(0)),
Mo € H&<O7 1)7 Vo € L2<07 1)7
V(] S LQ(Qs), do € Hl(Qs),

i zadovoljavaju sledece uslove

(10(2),0) = do(z, R),
1m0(0) = no(L) = v(0) = vo(L) =0,
do(0,.) = do(L,.) = Vo(0,.) = Vo(L,.) =
R+ny(z) >0,z €10,1]

8.2.1 Postojanje slabog resenja

Za 2D model dat u prethodnom poglavlju sa parametrima datim sa R = L =
A=pu=pkg=ps=01iP, =0 je dokazano postojanje slabog resenja (videti [11]),
Glavna teorema je data sa:

Teorema 8.1 (GLAVNA TEOREMA ([11]))
Neka su pocetni podaci dati sa:

Vg € L2<0, 1), Uy € LQ(QHO), Vy € L2(Qs), dy € Hl(Qs) 119 € H&(O, 1)
i takvi da vazi 14+ no(z) > 0,z € [0,1] i neka su zadovoljeni sledeci uslovi:

(m0(2),0) = do(z, R),
1m0(0) = no(L) = vo(0) = vo(L) =0,
= ( )Z Vo( )Z Vo(La'):
R—I—no(z >0,z €[0,1].
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Neka jo§ Pi,, Pouy € L2 (0,00). Tada postoji T > 0 i slabo resenje (u,n, d) pro-

loc
blema navedenog u poglavlju 8.1 na intervalu (0,T), tako da su sledeée ocene ener-

gije zadovoljene
t
E(t) +/0 D(r)dr < Eo + C(||Pinllz20,) + 1| Poutl[72(0.)), t € [0, 71,

gde C' zavisi samo od koeficijenata u problemu, Ey je kineticka energija u pocetnim
uslovima, a E(t) i D(t) su dati sa:

1 1 1 1
B = sl + 510 Ba + 5l1dIZ, + 510011 +asls, )
D(t) = |D()|[72, )
Takode, jedno od sledeca dva tvrdenja je tacno:
T =00 ili
lim min (1+7(z)) =0.

t—=T z€[0,1]

Dokaz teoreme 8.1 kao i definicija slabog resenja problema mogu se videti u [11].
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Sada ¢emo prezentovati model” koji opisuje interakciju izmedu protoka krvi i
stenozne arterije. Stenoza se odnosi na stanje u krvnom sudu u kojem je one-
mogucéen nesmetan protok krvi. Ateroskleroza je stanje u arteriji koje karakterise
o¢vrscavanje, suzavanje i zatvaranje krvnog suda, koje nastaje talozenjem sup-
stanci poput holesterola, celijskog otpada i kalcijuma sa unutrasnje strane zida
arterije Sto dovodi do stvaranja ¢epa koji se naziva plak. Ukoliko plak u potpuno-
sti blokira protok krvi u arteriji, dolazi do srcanog udara. Takode, ateroskleroza
moze da izazove i Slog. Neki od faktora koji se povezuju sa aterosklerozom su
povisen nivo holesterola i triglicerida u krvi, visok krvni pritisak, pusenje...

Protok krvi kroz zdrave arterije se uglavnom moze modelirati sa njutnovskim
fluidom. Medutim, u slucaju kada je geometrija arterije izmenjena, moraju se
koristiti kompleksniji modeli tj. moraju se razviti reoloski modeli koji ¢e Sto blize
stvarnosti definisati viskoznost, kao funkciju od tenzora D(u) = 1(Vu + V7u),
odnosno od S(u) koji predstavlja drugu invarijantu tenzora naprezanja i koji je

definisan sa
(S())? = 23 D(w);,Dlw);.

U slucaju zdrave arterije mehanicka svojstva unutrasnjeg sloja arterije koji se
naziva tunika intima ne dolaze do izrazaja i mogu se zanemariti, Sto nije slucaj
kada je re¢ o obolelim arterijama, jer tada intima postaje kruca i deblja pa se njena
mehanicka svojstva moraju uzeti u obzir, sto za posledicu ima znacajne promene
u modelu, a jedna takva promena je definisanje viskoznosti koja nije konstantna
veli¢ina nego zavisi od tenzora naprezanja.

9.1 Jednacine fluida

Nestisljivi njutnovski fluidi zadovoljavaju zakon

o(u,p) = 2puD(u) — pL,

gde u predstavlja brzinu fluida, p pritisak i p koeficijent dinamicke viskoznosti.
Iako se dugo verovalo da je to zakon koji vazi za sve fluide, pokazano je da postoje
fluidi koji ne zadovljavaju taj zakon i to je klasa nenjutnovskih fluida, a fluide koji
zadovoljavaju zakon

o(u,p) = 21(S(a))D(u) — pI

nazivamo generalizovani njutnovski fludi.

"Model opisan u ovom poglavlju zasnovan je na modelu predstavljenom u [6]
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Krv se moze modelirati koriste¢i Korijev zakon (Carreau law) koji predstavlja
izraz za izracunavanje koeficijenta dinamicke viskoznosti koji zavisi od S(u) i koji
je dat sa

1= foo + (1o = poo) (1 + (AS())?) " 172, (9.1)

pri cemu se protok krvi modelira uz pomo¢ Navije-Stoksovih jednacina. Konstanta
n odreduje vrstu fluida, tako da u slucaju n = 1 imamo njutnovske fluide koji ne
zavise od S(u). A je vremenska konstanta. Kako bi se opisao protok krvi kao
nenjutnovskog fluida u [6] su iskoriséene sledece vrednosti konstanti iz modela

o = 0.0456Pa s,
oo = 0.0032Pas,

A = 10.03s,
n = 0.344.
U slucaju kada n = 1 dobija se koeficijent dinamicke viskoznosti p = po =

0.0456 Pa s koji odgovara njutnovskim fluidima. Za iste vrednosti konstanti u
se u sluc¢aju nenjutnovskih fluida moze aproksimirati sa 0.0035Pa s (videti [6]).

Posmatra¢emo oblast protoka krvi Qz kroz stenoznu arteriju. Neka je Qp
otvoren ogranicen domen koji predstavlja deo cilindri¢ne obolele arterije. Granicne
oblasti koje odgovaraju zidu arterije ¢emo oznaciti sa I'y, i [',,, dok ¢emo sa I';, i
[,y 0znaciti ulazne i izlazne (vestacke) granice, tako da vazi

ang = an U le U ng U I‘outa
Fin ﬂ Fw1 ﬂ ng ﬂ Fout = @

Takode, pretpostavi¢emo da ne postoje sile koje deluje na fluid i strukturu, sto pre
svega znaci da ¢emo ignorisati efekte koje gravitacija ima na fluid i strukturu.

Sada mozemo da definiSemo problem sa nepoznatom brzinom u = (uy,us) i
pritiskom p definisanim na Qg x (0,7) tako da vazi

pF<6_u + (u-V)u) — div(2u(S(u))D(u)) + Vp = 0, na Qp x (0,7

ot
divu = 0, na Qp x (0,7

Granicni uslovi na 9 su dati sa

QM(S(U> (Ll) -D 7T)7
u-n=0, na 'y, x (0,7),
2p(S(u))D(u) -n—pn=g, naly x(0,7),
u=0, na I'y, x (0,7),
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a pocetni sa:
u=uy, zat=0naQp,

gde je n spoljasnji normalan vektor.

9.2 Model strukture

Vaskularni zidovi imaju veoma znacajne uloge, a njihova priroda je veoma
kompleksna, pa je veoma tesko napraviti model koji taé¢no opisuje njihove me-
hanicke karakteristike, jer se zidovi sastoje iz viSe slojeva, gde svaki ima razlicite
mehanicke karakteristike. Ukoliko strukturi pripiSemo nelinearna izotropna i hi-
perelasticna materijalna svojstva, Sto je moguce, jer se ona u sustini sastoji iz
vode, jedan nacin da opisemo karakteristike strukture je upotreba St. Venant Kirc-
hoff modela koji je generalizacija linearnog modela za velike deformacije, i to u
slucaju hiperelasticnih materijala. Pritom ¢emo za opis dinamike koristiti La-
granzov pristup, gde sa {2g oznacavamo datu referentnu konfiguraciju materijala
koja ne zavisi od vremena. Kretanje strukture objasnjavamo pomocu vektora de-
formacije n : Qg% (0,T) — R?, sa granicama 95 = I'p |JTw, Uy, gde je T, deo
granice koja je zajednicka domenima fluida i strukture, tj. deo na kojem se ostva-
ruje interakcija izmedu fluida i strukture, I'y je deo u kontaktu sa spoljasnjosti i
pretpostavi¢emo da je struktura odsec¢ena na granicama I'p (Slika 9.1). Modelu
odgovara interpretacija zida arterije kao jednoslojne strukture.

Tw,
1
-_— " _— Np _ —_—
Fm WL 4/¥ ¥
Eid —"' -
I'p p

Slika 9.1: Konfiguracija ateroskleroznog plaka
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9 Model sa aterosklerozom Sanja Ruzici¢

Model za strukturu tada glasi:
Treba pronaéi vektor deformacije n = (m;,72) tako da vazi

ps — div((T+ V)TI(n)) =0, na Qg x (0,T),

n =0, na I'p x (0,7),
(I+Vn)Il(n))n=0, na 'y x (0,7,
n(z,0) = no(z), na (1g,
% = np(x), na (g,

gde je (I4+Vn)II(n) prvi Piola-Kirhofov tenzor napona, IT je drugi Piola-Kirhofov
tenzor napona, I + Vn je tenzor gradijenta deformacije, a I je jedini¢na matrica.
Oznaci¢emo sa E Green-St. Venant tenzor deformacije

B(n) = 5(Va+ (Vo)" + (V0)" Vi)

U slucaju St. Venant-Kirchhoff modela, drugi Piola-Kirhofov tenzor napona line-
arno zavisi od E tj. vazi

IT = Agtr(E(n))I + 2usE(n),

gde su
oF ) E
ipg = ———
1-20)1+0) "2 10

Lameove konstante, £ je Jangov modul elasticnosti i ¢ Poasonov odnos.

As =

9.3 Interakcija izmedu fluida i strukture

Interakcija izmedu fluida i strukture se ostvaruje na interfejsu izmedu dve
povrsi, pa uslove povezanosti definiSemo na granici I',,,. Imamo dva uslova:

e Neprekidnost brzine:

0
u= 8_7157’ na 'y, x (0,7).

e Zbir svih sila koje deluju na interfejs I',, i sa interfejsa jednak je 0 tj.

—(2p(S(u))D(u) — pI)n = TI(n) n, na L'y, x (0, 7).

Ovako definisan problem ima slabo resenje i moze se resiti numericki (videti

[6])-
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9 Model sa aterosklerozom Sanja Ruzici¢

9.4 Rezultati

Kako je za odredivanje trenja koje se ispoljava na zidovima krvnih sudova
potrebno uvesti mnoge pretpostavke i aproksimacije, cesto se deSava da reSenje
znacajno odstupa od stvarnosti. To trenje se moze odrediti resavanjem jednacina
koje opisuju brzinu protoka krvi. Kako resenje ne bi znac¢ajno odstupalo od stvar-
nosti i kako bi ta aproksimacija bila sto tacnija, vrlo su znacajne pretpostavke koje
se uvode, a koje se posebno odnose na strukturu posmatranog krvnog suda. Krv
je generalno nenjutnovski fluid ali se u sluc¢aju zdravih i velikih sistemskih arterija
moze aproksimirati njutnovskim fluidima, sto nije slucaj kada je re¢ o, na primer,
arteriolama, venama, kapilarima ili arterijama sa izrazenom stenozom. U slucaju
nenjutnovskih fluida koeficijent pravca krive koja opisuje trenje se poklapa sa ko-
eficijentom viskoznosti fluida i zavisi od pritiska, temperature i stope naprezanja.
Za razliku od nenjutnovskih, viskoznost kod njutnovskih fluida ne zavisi od stope
naprezanja.

U [6] su uporedeni rezultati izmedu modela za njutnovske fluide i modela za
nenjutnovske fluide u slucaju fiksnog i pokretnog zida.

U slucaju fiksnog zida, moze se uociti malo odstupanje rezultata dobijenih ko-
risteci svojstva njutnovskih i nenjutnovskih fluida. Isti slucaj je i kada je u pitanju
kruta struktura krvnog suda pa je u tom slucaju koriséenje svojstava fiksnog zida
prihvatljivo u modelu. Medutim, u slucaju pokretnog zida maksimum krive njut-
novskog modela mnogo premasuje maksimum krive nenjutnovskog modela, sto se
moze ocekivati jer viskoznost dobijena u slu¢aju njutnovskog fluida odgovara mi-
nimalnoj vrednosti viskoznosti koja odgovara nenjutnovskom fluidu (vidi formulu
9.1). U slucaju propustljivog zida, napon u podrué¢ju stenoze je mali u poredenju
sa slucajem kada je u pitanju kruta struktura zida.

Krvne sudove nazivamo krutim (rigid) kada je onemoguéena interakcija izmedu
krvi i zida, dok su krvni sudovi propustljivi (compliant) ukoliko postoji interakcija
izmedu zida i strukture.

Numericki rezultati su pokazali da nenjutnovski model znacajno potcenjuje
napon u podru¢ju plaka, sto znaci da predvida manji rizik od rupture (pucanja)
plaka od onog koji je zaista prisutan, dok je, sa druge strane, njutnovski model
mnogo manje predvidljiv od nenjutnovskog. Takode, rezultati pokazuju znacajne
razlike u dobijenim deformacijama strukture, jer njutnovski model predvida veéu
deformaciju strukture od one koja bi trebala biti. Moze se izvesti zakljucak da
je u slucaju krute strukture koriséenje oba modela prihvatljivo, ali zato u slucaju
pokretnog zida postoje znacajne razlike izmedu dva modela i njutnovski model
slabije predvida rizik od rupture u odnosu na nenjutnovski model.

Razvijeno je vise modela koji se bave protokom krvi kroz stenoznu arteriju.
Kao jo$ jedan primer mozemo navesti [22] gde je pored predstavljenih modela,
uradena i uporedna analiza 3 razli¢ita modela.
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Deo II1
Numericke simulacije

10 Numericki algoritam za reSsavanje jednoslojnog
modela
U ovom poglavlju objasni¢emo numericki postupak za resavanje FSI jednosloj-

nog modela predstavljenog u poglavlju 7 koji se zasniva na modelu iz [8].
Da bi se problem (7.4)-(7.11) resio numericki treba ga napisati u drugom obliku:

1. Nulta aproksimacija
Nadi (%1, u21) tako da zadovoljavaju sistem:

azno,o R 82p0,0 L 8 aug,o
s SN oy U (101
ot 2pp 0z pr 0z \ Or
ouP 10 [ ou% op®°
z_ _ - 2 = _ 10.2
PE 51 r@r(r ar) 9z (102)

sa pocetnim i grani¢nim uslovima:

0,0 . . 0,0 _ 0,0 _
u)’],—o je ograniceno, u)’|,—gp =0, w40 =0,

0,0 _ 0,0 _ 0,0 _
n"li=o = 0, p|im0 = P, p"°|=L = Pr,

i p%° koje je dato sa

Eh n®  hC, on®o
p0,0 = < +pref) -

(1-o?)R R R ot

2. 0 korekcija
Naci (%1, u21) tako da zadovoljavaju sistem

0%not R 9%t p 0 (oud! 1 02

2 2 T 4. |7":R’ - __2(77070)2 (103)
ot 2pF 0z prp 0z \ Or 2R Ot
ou! 10 ( 8u271> o™

ot Pror \"or 0z

pr (10.4)

sa pocetnim i granicnim uslovima:

0,1 : S 0,1 _ 0,0 u®
u'|,—o je ograniceno, u'|,—r = —n"0%=—

770’1|t:0 = 07 N> z=0 =Y, 77071|Z:L =Y,

0,1 —
r=R» uz |t:0 - 07
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i p®! koje je dato sa

o0 _ (__Eh 0 ? L hCy (ot 0 o
o= \a=or ")\ "R R r\a R o )

3. € korekcija
Na osnovu rezultata dobijenih iz prethodna dva sistema naci (ul? ul?) tako
da zadovoljavaju

u(r, 2, 1) = (3”00 /5800 ,t)dg), (10.5)

Oull 10 [ oul? OudP
Prar — ;E( or ) _pF( o2 E)r —|—u20 0z >’ (10.6)

sa pocetnim i grani¢nim uslovima

u; |

=0 je ograniceno, ul®,._gr =0, ull,—y=0.

4. Konacno resenje tada tma oblik

0,0 0,1 1,0 — 10
U, = uw,) +u,” +u, U =u

n = ?70,0+770,1

Jednacine 10.1 i 10.3 u prva dva sistema predstavljaju jednodimenzionalne tala-
sne (hiperboliéne) jednacine po z i t, a dobijaju se tako $to se prva jednacina u
sistemu diferencira po t, a zatim se u nju umetne druga jednacina koja predstavlja
jednodimenzionalnu toplotnu (paraboli¢nu) jednaéinu po r i t.

To ¢emo pokazati za prvi sistem, dok se drugi dokazuje analogno. U prvobitnom
obliku sistem je dat sa

o™ 10
- / udr = 0,

ot ROz
Ou20 10 6u0 N op™?
PE b1 ror \' or B 0z’
Diferenciranjem prve jednacine po t dobijamo
82 0,0 10 R o 0,0
i e i A 0,

+ [
ot? ROz J, ot
dok se Ju, /0t moze izraziti iz druge jednacine na sledeéi nacin

Ou20 1 0 ( 8u00> 1 op®?

o Fropor " or

prp 0z
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10 Numericki algoritam za resavanje jednoslojnog modela Sanja Ruzici¢

Sada prva jednacina dobija oblik

P> 10 B 1 0 [ oud® 1 9p*0
5 4+ —— r\pu———1\r —_ — dr = 0.
ot ROz J, rpg Or or pr 0z

Koriste¢i pretpostavku iz modela da pritisak p = p(z,t) ne zavisi od r, dobijamo

#Pn®0 1 1 0 ( 8u2’0>| 1o [' oy opoo
. o

o T RMoroz\""or )R T Raz ), op 02

2,.0,0 0,0 00 R
] + Lo (auz ’rzR) _ L oo / rdr = 0,
0

dr = 0,

ot? pr 0z \ Or Rpr 0z 0z
5200 o 8u2’0| _ia2po,o .
ot? pr Oz \ Or r=R 20p 022 ’

sto je i trebalo pokazati.

Prva dva sistema resavamo numericki koriste¢i FEM metod (Metod konacnih
elemenata) koji koristi aproksimacije ispod navedene i Matlab programski paket.
Tredi sistem se resava direktno koriste¢i vrednosti dobijene iz prethodna dva si-
stema. Mi ¢emo ovde predstaviti samo numericki postupak za resavanje para-
boli¢ne jednacine iz prvog sistema pa ¢emo zbog jednostavnijeg zapisa koristiti
samo oznaku u umesto u2°?, kao i i p umesto n®° i p®°. Posmatramo funkcije

o u(r,z,t) za0 <r< R 0<z<Li0<t<T,

e N(z,t)za0<z<Li0<t<T,

o p(z,t)za0 < z<Li0<t<T koju dobijamo preko funkcije n(z, ).
Vrsimo diskretizaciju vremena ¢ i prostornih promenljivih r i z na slede¢i nacin

T L
At=—, Ar= 1t
s

gde je

ka = k’At,OSI{?SS,
r, = 1Ar,0<i1<n+1,
zj = JjAz, 0<j<m+1.

Uvodimo oznake

u’ﬁj = U(Ti, Zjvtk‘)7
77? = (2, te),
p? - p(Zj,tk)-
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Koristimo sledeé¢e aproksimacije izvoda®

3uf’ i
ot
62u§, i
ot?
8u§“y i
or
62uf7 i
or?
677§C
ot
87);-“
o2
877;-“
0z
any
022

PosTuPAK:

Rl gk
i ol
uiy — 2;‘:23 tuy o(AP?),
%_A—?f‘lﬂ + o(Ar),
Ufyyj — QAUE; +ul g + o(Ar?),
W T o(A),
BTN ),
% 1 o(Az),
i —Z@‘; LUSNCY

U (k+ 1) — oj iteraciji, se najpre jednacina

ou2?
PE= 54

THrr

10 OuP op®?
r = —
or 0z’

reSava, gde se izracunava u%° po r it za svako j, 0 < j < m+1, koristeci vrednosti
za n;?’ iz prethodne iteracije. Zatim se iz jednacine

82770’0

pr 0z

R o e TG, aug»ﬂy
ot? 2pp 022 =)

or

trazi n°° po z i t, gde se koriste vrednosti za

dobijene u istoj toj iteraciji.

0,0
ou;)
or Ir=r

Toplotnu PDJ diskretizujemo na sledeé¢i nacin

k+1 _ &

U; 5 Ui

k k k
Uiy T 2U U

k k
Uiy — Uiy

At  pr Ar? TipF Ar

k—1 k—1
i P;_y

Az ’

8Koriséenje navedenih aproksimacija nije jedini izbor i isklju¢ivo je izbor autora ovog rada.
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gde vazi
k+1 k
;g =
Py = Anj + B=———,
gde je
Eh DPref hCU
A= B =
i-or R R
pri cemu su vrednosti parametara date u Tabeli 10.1.
Sledi
(SR S U ol At (L,
iy Yi-1g PrAT? ( i ot Lt prAr? \ i
Y- Aty -5

FIpp AT pp Az ’
pri ¢emu koristimo pocetne uslove
u); =0, zasve 0<i<n+1i0<j<m+1
i grani¢ne uslove
u]&j:a, u’fLH,j:O, zasve 0 <7 <m+1i0<k<s+1,a<o0.
Dalje, kreiramo tridijagonalnu matricu
St = [s(2,5)]nxn

sa elementima na glavnoj dijagonali koji su jednaki
At 1
s(iyi) =1+ a (—.—2)7

dok su elementi ispod i iznad glavne dijagonale jednaki

. _ pAt 1 . _ pAt
s(i, 1 1)_pFA7’2(1 i),s(z,z+1)_—pFAT2.

Vrednosti ufjl za sve 0 <7 < n+ 1 dobijamo na slede¢i nacin,
At )
Uit =8\Uf — —Pf,0<j<m+1,
PF
gde je
“If? ' uy;
W uk
k+1 2,j k 2,
Uj - . ) UJ - . )
k+1 k
unvj un7]
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dok je Pf’l vektor dimenzije n X 1 sa svim elementima jednakim

Pyt —pi]

Az

Pri tome treba voditi ra¢una o granicnim uslovima koji se moraju dodati u okviru
jos jednog vektora u vidu prvog i poslednjeg ¢lana tog vektora, ali ¢e u ovoj
jednacini ti clanovi biti jednaki 0 pa nema potrebe dodavati jos jedan vektor.
Treba napomenuti da, iako su svi elementi tog dodatnog vektora koji uzima u
obzir grani¢ne uslove, jednaki 0, to ne mora da znaci da je vrednost brzine na
krajevima jednaka nuli. Takva situacija objasnjava uslov da je ul|,—o ograni¢eno,
jer zbog clana koji bi trebao da stoji uz tu vrednost, a jednak je 0, ta vrednost ni
ne figuriSe u numerickom resavanju ove jednacine.

Hiperboli¢na jednacina se reSava analognim postupkom, gde se koriste vredno-
sti ufjl dobijene u istoj toj iteraciji.
Sistem smo numericki resili koriste¢i podatke date u Tabeli 10.1.

Tabela 10.1: PODACI KORISCENI U ALGORITMU

Naziv | Oznaka || Vrednost (Jedinica)
Duzina referentnog kanala L 0.13 (m)
Polupreénik referentnog kanala R 0.004 (m)
Debljina tankog elasti¢nog sloja h 0.001 (m)
Gustina fluida PF 1050 (kg/m?)
Viskoznost 1 3.5-1073 (kg/ms)
Jangov modul elasti¢nosti E 1.3-10° (Pa)
Poasonov odnos o 0.35
Viskozna konstanta Cy 103 (Pa)
Ulazni pritisak P, 0 (Pa)
Izlazni pritisak P 3500sin(27 t/T1) (Pa)
Referentni pritisak Dref 120 (mmHg)
Trajanje srcanog ciklusa Ty 0.9(s)

Pritom, koristili smo slede¢e korake diskretizacije:

Ar = 191074,
Az = 32-1073,
At = 1073

Dobijeni rezultati predstavljeni su na graficima ispod.
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Slika 10.1: Promena aksijalne brzine u zavisnosti od r, za t = 2 s
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Slika 10.2: Pritisak na izlazu iz arterije

71



10 Numericki algoritam za resavanje jednoslojnog modela Sanja Ruzici¢
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Slika 10.3: Aksijalna brzina za model elasticne membrane

Na Slici 10.1 prikazana je promena aksijalne komponentne brzine u,(r) u za-
visnosti od udaljenosti od zida arterije. Za r = 0.004m, sto odgovara polozaju
uz sam zid arterije, brzina je skoro jednaka nuli, jer se uz sam zid arterije cestice
krvi prakti¢no lepe za zid arterije i njihova brzina je priblizno jednaka brzini zida.
Brzina je najveca oko ose simetrije kada je r = 0, jer je tada sila adhezije koja
deluje na krv najslabija, sto omogucava brzi protok krvi. Na Slici 10.2 prikazana je
promena pritiska na izlazu iz arterije, pri cemu je pritisak dat u mmHg®. Moze se
videti da je kriva pritiska periodi¢na i da period odgovara jednom srcanom ciklusu
(otkucaju) koji je u nasem primeru jednak 7 = 0.9 s.

U slucaju modela sa elasticnom membranom za vrednosti parametara R =
0.008m, L = 0.1375m, h = 0.001 m i viskozne konstante C,, = 0, pri ¢emu vred-
nosti ostalih parametara odgovaraju vrednostima datim u Tabeli 10.1, mogu se
uociti razlike u aksijalnoj brzini protoka (vidi Sliku 10.3).

9mmH g je jedinica za merenje pritiska i vazi ImmHg ~ 133.332 Pa
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U narednom delu rada, predstavi¢emo FSI problem sa viseslojnom strukturom
u R? koji je predstavljen u podpoglavlju 8.2 i zasniva se na modelu iz [4]. Za
dati problem je u [11] dokazano postojanje slabog resenja sto znaci da se problem
moze resiti numericki. U ovom poglavlju ¢emo predstaviti numericki algoritam za
njegovo resavanje.

Definicija problema

Posmatramo protok nestisljivog, viskoznog fluida kroz dvodimenzionalni kanal
oblika cilindra koji je oblozen sa dva sloja zida koji je podlozan deformaciji (tan-
kim i debelim slojem). Pritom, tanki sloj strukture ima ulogu interfejsa sa masom
izmedu fluida i strukture. Kao i ranije, posmatra¢emo samo gornju polovinu si-
metricnog domena. U Tabeli 11.2 su definisane veli¢ine koris¢ene u modelu, a u
Tabeli 11.3 osnovni parametri gde su z i r Dekartove koordinate.

Tabela 11.1: DEFINICIJE DOMENA

Referentni domen za fluid Qr={(z,7)|0<z2< L, 0<r <R}
Deformisan domen za fluid Qr(t) ={(z,M)|0<z< L,0<r < R+n(t=2)}
Qs={(z,r)|]0<z< L, R<r<R+H}

Referentni domen za strukturu

Referentna boéna granica I'={(z,7)|z€(0,L), r=R}
Botna granica I'(t)={(z,r)|z€(0,L), r=R+n(z1)}
Ulazna granica i = {0} x (0, R)

Izlazna granica Fow = {L} x (0, R)
Spoljasnja granica Fewe ={R+H} x(0,L)

Protok nestisljivog, viskoznog fluida modeliramo uz pomo¢ dvodimenzio-
nalnih Navije-Stoksovih jednacina

pr(Opu+ (u-V)u) =divo(u,p)

divi — 0 na Qp(t),t € (0,7).
Spoljasnja granica fluida je ogranicena sa tankim zidom podloznim deformaciji, za
koji ¢emo pretpostaviti da je linearno elastican, pa ¢emo elastodinamiku tankog
zida modelirati uz pomo¢ Koiterovog modela za elasticnu membranu koji je dat
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sa
62772 87]r anz
pKh (9252 B 02 az - CIaZQ - fz’ na I' X <O7T)7 (111)
8277r 8nz
pchgm + Cone+ Gz = fro ma T x (0,7), (11.2)
gde je
hE hE hEo
S IR (o)

Elastodinamiku debelog zida modeliramo uz pomo¢ jednacina linearne ela-
sticnosti kojima je za razliku od jednacine 8.11 dodat ¢lan vd kako bi se uzeo u
obzir napon koji se javlja u zidovima krvnog suda kao posledica suprotstavljanja

pritisku koji deluje na zid krvnog suda i ¢iji efekti su izgubljeni u prelazu iz 3D u

2D model )

d
PS o + vd = div S(d), na Qg x (0,7).

Tabela 11.2: PREGLED OSNOVNIH VELICINA

Brzina fluida u = (us,u,)
Pritisak fluida p=(p,pr)
Kosijev tenzor napona o(u,p) = —pl + 2urD(u)
za njutnovske fluide
Simetri¢éni gradijent funkcije u D(u) = (Vu+V7u)/2

Prvi Piola-Kirhofov tenzor napona | S(d) = 2uD(d) + A(divd)I

Deformacija tanke strukture n(z,t) = (n.(2,t),m-(2,1))
Deformacija debele strukture d=(d.,d)
Sila f=(f 1)
Spoljasnji vektor normalan na I';, n;,
Spoljasnji vektor normalan na I, Nyt
Spoljasnji vektor normalan na I, Nyt

Granic¢ni uslovi su dati sa

oNin = _pzn(t)nzn na an X (07 T)7
0Nyt = _pout(t>nout na Fouz‘, X (07 T)7
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Tabela 11.3: PREGLED PARAMETARA

Duzina referentnog kanala L
Sirina referentnog kanala 2R
Debljina tankog elasti¢nog sloja h
Debljina debljeg elasticnog sloja H
Gustina fluida PF
Viskoznost fluida i3
Gustina tanke strukture PK
Gustina debele strukture ps
Lameove konstante A
Jangov modul elasti¢nosti E
Poasonov odnos o

du,
al(z,(),t) =0, u(2,0,£) =0, zar =0, na(0,L) x (0,T),
”
d(0,r,t) =d(L,r,t)=0 na[R, R+ H] x (0,T),
Sn.,; -ng; =0 na ey x (0,7)
d,=0 na ey x (0,7)

Pocetni uslovi su dati sa

an od

u=0,7n=0,—=0,d=0, — =0, zat=0.

ot ot

Interakciju izmedu fluida i viSeslojnog omotaca opisujemo pomocu ki-

nematickih i dinamickih grani¢nih uslova:
Neprekidnost brzine:

0
U(Z + 7]2(27 t)7 R+ 7']T(Z, t), t) = 8_12
Neprekidnost deformacije:

n(z,t) =d(z, R,t), na (0,L) x (0,T).

Balans sila:

[ =Se;|r —Jon|py na (0,L) x (0,7),

5

(z,t), na (0,L) x (0,7,
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gde jesila f = (f., f») data jednac¢inama 11.11 11.2, J je Jakobijan transformacije
iz Ojlerovog pristupa u Lagranzov, n je spoljasnji vektor normalan na deformisan
domen fluida, a e, vertikalni jedini¢ni vektor.

ALE Mapiranje

Koristi¢emo ALE mapiranje, koje je definisano u podpoglavlju 2.3, kako bismo
prevazisli problem koji imamo zbog domena koji nije fiksan, ve¢ se menja sa vre-
menom tj. deformise se i kako bismo resili problem koji imamo sa prvim izvodom
koji nije definisan u slucaju kada domen nije fiksan. ALE mapiranje A mapira
referentni domen p na postojeé¢i domen Qg (t) na slededéi nacin

A: QF — QF(t) C RQ,
x = A(x) € Qp(t), zax € Qp.
ALE mapiranje ¢emo definisati kao harmonicko prosirenje granice (vidi [4]) na
sledeci nacin
AA = 0, u 2 F,
-A|F = n,
A’ag p/T = 0.
Da bismo Navije-Stoksov problem zapisali u ALE formulaciji koristimo pravilo za
izvod slozene funkcije
Ju | Ju W Vu 0A
R —_— W - W = —
T ’ ot
pri cemu w predstavlja brzinu domena. Sada Navije-Stoksove jednacine imaju

oblik
Ju )
PF (E lop + (u—w) - Vu) =divo(u,p), na Qp(t) x (0,7,
divu =0, na Qp(t) x (0,7).

Problem koji opisuje strukture ostaje isti, jer su jednacine definisane na referent-
nom, fiksnom domenu, g i I

Sema razdvajanja

Za reSavanje sistema numericki nam je potrebna Sema razdvajanja, koju ¢emo
sada predstaviti. Najpre ¢emo problem napisati kao sistem prvog reda u vremenu:

0o

E_’_A((I)) = 07 U(O,T)7

®(0) = o,
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gde je A operator iz Hilbertovog prostora u sebe koji mozemo razdvojiti sa A =
Aq + A, ili uopsteno sa

Semu primenjujemo tako §to uzimamo At > 0 kao korak diskretizacije. Pritom,
uvodimo slede¢u notifikaciju

t" = nAt,
" = O(t"),
(I)O — q)(].

Zatim, za n > 0 izracunavamo ®"*! resavajuéi

0P,
5 + Ay(®;) = 0, u (" ¢"t),
(I)i(tn> _ (I)n+(i—1)/17
nakon éega uzimamo ®"+/1 = ®;(t"*1) za i = 1,...,I. Vrednost resenja i—tog

problema u ¢t = t"*! uzimamo kao pocetnu vrednost za (i + 1)—i problem na
(t",t"t1). Ovakva Sema primenjena na FSI problem bi obuhvatala predstavljanje
operatora A kao sumu dva operatora koji su dati sa

e A; : Problem vezan za debeo sloj strukture
e A, : Problem fluida sa odgovaraju¢im grani¢nim uslovima.

Takva Sema funkcionise tako Sto se prvo resava problem strukture na intervalu
(t",t"*1) sa odgovarajuéim pocetnim uslovima dobijenim iz prethodnog koraka.
Zatim se reSava problem vezan za fluid na istom intervalu (¢*, ¢"*1) ali sa pocetnim
podacima upravo dobijenim u prvom koraku.

Tacnost Seme se moze dodatno poboljsati razdvajanjem parabolicnog od hi-
perbolicnog dela FSI problema, razdvajanjem pod-problema A, na dva problema,
problem koji ne obuhvata rasipanje i na Stoksov problem, nezavisan od vremena.
Tada operator A piSemo kao A = Ay + Ay(a) + A2(b) tako da Sema razdvajanja
obuhvata tri koraka

e A; : Pod-problem vezan za strukturu
e As(a) : Stoksov problem za fluide, nezavisan od vremena

e Ay(b) : Fluid i ALE pod-problem

7



11 2D FSI problem sa viseslojnom strukturom Sanja Ruzici¢

Medutim, nije svako razdvajanje takvo da ¢e dovesti do stabilne, konvergentne
Seme. Kao jedan od nac¢ina da se poboljsa ta¢nost, koristi se kinematicka §—sema
povezanosti (u daljem teksta S—sema) koja se bazira na jos jednom razdvajanju:

on =on+ fpn — fBpn, € [0,1].

Prvi deo napona, I = on + Spn posmatramo u okviru pod - problema vezanog za
fluid, dok drugi deo, IT = —fpn posmatramo kao deo problema strukture. U [7]
je pokazano da kako (8 raste od 0 do 1 i tacnost Seme raste. Kako bi se primenila
Sema FSI sistem moramo napisati kao sistem prvog reda, a pre toga ¢emo uvesti
slede¢u notaciju:

e ve, := U|r(), iz Cega sledi da za v definisano na I' vazi 0y = v = (v.,v,) i
v predstavlja brzinu tankog sloja strukture

e V :=0d/0t, gde V predstavlja brzinu debelog sloja strukture.

Sema je data sa:

PROBLEM A, : Elastodinamicki problem strukture

U ovom koraku se resava problem debelog sloja strukture zajedno sa elastodi-
namikom membrane i koristi se deo 11— Spn dobijen iz f—Seme pri ¢emu koristimo
pritisak p dobijen u prethodnom koraku n iz dela problema vezanog za fluid.

U ovom koraku se brzina fluida u i pritisak fluida p ne menjaju tako da vazi

n+1/3 __ ..n n+1/3
/—u,p /

u =p".
Problem vezan za strukturu glasi: Pronaéin,d,v i V tako da za t € (", t"+1)
e na Qg x (¢, ¢") vazi

ov

— d = di d

ps 5 + div S(d),
od

o
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11 2D FSI problem sa viseslojnom strukturom Sanja Ruzici¢

e na ' x (¢",¢"™) vazi

2
pxh% - 02% -G %ZQZ +Sex e, = J"6p"nlra) - ez,
th% + Cony + Cy 6377; +Se, - e, = J"Bp"n|r) - ex,
on
o
n= d|F7
Vir=v,

e i da su zadovoljeni grani¢ni uslovi na T'pp x (£7, t"T1)

d|z:0 = d’z:L =0id, = 07

s s
Next - Snext =0.

e Pocetni uslovi su dati sa

d(t") =d", (") =n",
v(t")=v",  V(t")=V"

Nakon resavanja postavljamo

dn+l/3 _ d(tn+l), nn+1/3 _ n(tn-i-l)’ Vn+1/3 _ V(tn+l), Vn+l/3 _ V(tn—H)

Nakon $to je izracunata nova pozicija za strukturu, kao i domen fluida, racunamo
) b
ALE mapiranje A"*! na sledeéi nacin
p ]
AAn+1 = O, na QF,
n+1 _ . n+l
A |F =1 )

n+1 _
A" o =0.
Nakon toga mozemo da izracunamo brzinu domena w

et _ aAn—l—l
ot

W
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PROBLEM A;(a) : Stoksov problem

U ovom koraku resavamo Stoksov problem na (", ") koji ne zavisi od vre-
mena. Problem resavamo na fiksnom domenu Qz(¢") koji je odreden preko pozicije
strukture u (t"~1,¢"). Sada se pozicija strukture, kao i brzina debelog sloja struk-
ture ne menjaju tako da vazi

77n+2/3 _ nn+1/3’ dn+2/3 _ dn+1/37 Vn+2/3 _ Vn+1/3.

Koristimo pritisak p™ dobijen u (t"~1, ™).
Stoksov problem tada glasi: Pronaéiu,p i v tako da za t € (t",t"+1)

e na Qp(t") x (t", ") vazi

ou | di
—_ = dlvo
PF 8t Qp )

divu =0,

e na ' x (", ¢"™!) vazi

d(ulrw))

TR J(om|pe + Bp"nlry) = 0,

prch

vV = u|rw),

e i da su zadovoljeni grani¢ni uslovi

u,
ai(z, 0,¢) = up(2,0,t) =0,  mna (0, L),
-
u(0, R, t) =u(L,R,t) =0,
op = _pm(t)nma na Fina
ONoyt = —Pout (t)nouta na Fout-

e Pocetni uslovi su dati sa

u(t") = u”, v(t") = v/,

Nakon resavanja postavljamo vrednosti na

un+2/3 — u(tn—l—l)7 pn+2/3 — p<tn—|-1)7 Vn+2/3 _ V(tn+1>.
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PROBLEM A;(b) : Fluid i ALE problem

Sada reSavamo problem definisan na fiksnom domenu Q(¢"), gde koristimo br-
zinu domenu izracunatu u problemu A;. U ovom koraku se ne menjaju deformacija
strukture, brzina debelog sloja strukture, brzina tankog sloja strukture i pritisak
pa vazi

nnJrl — nn+2/3’ dn+1 — dn+2/3’ Vn+1 — Vn+2/3’ Vn+1 — Vn+2/3’ anrl — pn+2/3'
Problem sada glasi: Pronaéiu takvo da za t € (t",t"*1) vazi
ou
o ‘QF + (u"“/3 —w"h) . Vu =0, na Qp x (1", ")
u=v""3 nal x (" t"M),

sa ulaznim i izlaznim granicni uslovima

u= un+2/3 na Fn+2/3

428 — fx € R?|x € 0Qp(t"), ("3 —w™!) .n < 0}
i pocetnim uslovom u(#") = u"*?/3. Nakon izra¢unavanja postavljamo
u"tt = u(t").

Nakon resavanja problema Ay, As(a), i Ay(b) za t € (t",t"*1) poveéavamo n za 1
(n =mn+ 1) i vratamo se ponovo na problem A;.

11.1 Primer

Posmatra¢emo uproséen viseslojan FSI problem koji zadovoljava sledece pret-
postavke

1. Problem vezan za fluid je definisan na fiksnom, referentnom domenu polu-
precnika R i duzine L pri ¢emu pretpostavljamo da je veza izmedu fluida i
strukture linearna.

2. Ulazni pritisak p;, je konstantan, a za izlazni vazi p,,; = 0 Sto znaci da je
gradijent pritiska konstantan.

3. Samo radijalna komponenta deformacije tankog i debelog sloja strukture je
razlicita od nule $to znaci da ¢e model tankog strukturalnog sloja sada imati
oblik:

0*n,

8252 + COTIT = fTJ

prh
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a debelog strukturalnog sloja oblik:

P Ol O
pS at2 - :u 622 ILL a,r.Q '

Uslovi povezanosti i fluida i viseslojne strukture su dati sa

od,
fr:p+()\+u)ar, na I' x (0,7,
387:; = Uy, na I' x (0,7),

n, = U,, na I' x (0,7,

Za razliku od veéine, ovaj problem se moze resiti analiticki. Ukoliko posmatramo
protok krvi kroz fiksni cilindar, konstantna promena pritiska je data preko Zakona
o laminarnom protoku koji je definisan u podpoglavlju 6.1

DPin — Pout

2 .2 e _
irL (R*—r7), us =0,

uz(z,1) = ug(r) = X

a pritisak fluida je linearan unutar kanala

ou n L—
p(er) = () = Pt Pl 22 e 1) v e 0, m)

Radijalne deformacije tankog i debelog strukturalnog sloja su date sa

(&
m(z) = pc(j)
Na osnovu parametara datih u tabeli skiciran je grafik (Slika 11.1) koji prikazuje
promenu aksijalne brzine uf u zavisnosti od r gde se jasno vidi da je na r = 0 brzina
najveca, a sto se vise priblizavamo zidu arterije, brzina se smanjuje.
Dati problem se moze resiti numericki koristeci sledece
pocetne uslove (¢t = 0)

, dp(z,1) = dj(2) = i (2).

u = 0,
P = DPout,
Ny 0,
d., = 0
i granicne uslove
Din
T |2= :drz::_,vt>0
Mr|z=0 = dr|:=0 Co
Pout
rlz= :drz: :—:O,Vt>0,
Mele=r = dpf=r Co
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Tabela 11.4: PARAMETRI KORISCENI U PRIMERU

Naziv | Oznaka | Vrednost (Jedinica)
Duzina referentnog kanala L 6 (cm)
Polupreé¢nik referentnog kanala R 0.5 (em)
Debljina tankog elasti¢nog sloja h 0.02 (em)
Debljina debljeg elasti¢nog sloja H 0.1 (cm)
Gustina fluida OF 1 (g/em?)
Dinamicka viskoznost 153 0.35(g/cm s)
Gustina tanke strukture PK 1.1(g/em?)
Lame-ova konstanta Ak 4.29 - 10°% (dyne/cm?)
Lame-ova konstanta e 1.07 - 108 (dyne/cm?)
Gustina debele strukture ps 1.1 (g/em?)
Lame-ova konstanta As 4.29 - 10° (dyne/cm?)
Lame-ova konstanta s 1.07 - 10° (dyne/cm?)
Jangov modul elasti¢nosti E 10° (Pa)
Poasonov odnos o 0.35
Ulazni pritisak Pin 250 (dyne/cm?)
Izlazni pritisak Pout 0 (dyne/cm?)
gde je -
G = R0

i konstanta F predstavlja Jangov modul elasticnosti, a ¢ Poasonov odnos.

U [4] je na navedeni problem primenjena numericka Ssema za 5 = 1, sa korakom
At = 107° i koris¢ene su vrednosti parametara datih u Tabeli 11.4. Dobijeni
rezultati su uporedeni sa resenjem datim preko Puazejevog zakona. Dostignuta je
tacnost manja od 0.08% tj. dobijene su sledece relativne greske

|[u® — ul|L2@p

- ) = 778 . 1074
[ue]| 20
[Ip® — ullr2 () =1.17-107*
|p°|[ 2202
[Ing :mHLQ(O’L’ — 382107
[ul|z2(0,1)
dé — d,
1y — drflz2@) _ 5o 105

|1de]] 22 s)
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15| 8
= 10 :
S
=
=
®3N 5F N

O, |

—-0.6 —0.4 —-0.2 0 0.2 0.4 0.6
r(em)

Slika 11.1: Zavisnost aksijalne brzine uS(r) od r

S obzirom da je razmatran problem veoma uproséen, moze se reci da su rezultati
zadovoljavajuéi i da se Sema dobro ponasa.
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12 Zakljucak

Interakcija izmedu matematike, biologije i medicine kao i interesovanje ma-
tematicara za probleme u ovoj oblasti poslednjih godina ubrzano raste. Pored
velikog prakti¢nog znacaja koje to interesovanje moze da donese, na ovaj nacin se
doprinosi znac¢ajnoj popularizaciji matematike kao nauke, jer tako studenti drugih
nauka, pre svega biologije, koja se smatra nematematickom naukom mogu da se
uvere u prednosti saradnje razli¢itih nauka i budu svesni napretka koji moze da se
ostvari.

Problemi koji opisuju interakciju izmedu fluida i strukture (FSI) imaju veliku
primenu. U ovom radu je akcenat stavljen na probleme protoka krvi kroz arterije
koje se sastoje iz vise slojeva, gde svaki ima razlicite mehanicke karakteristike sto
problem ¢ini jos kompleksnijim. Cinjenica da je gustina strukture (zida arterije)
priblizno jednaka gustini krvi, ¢ini interakciju izmedu kardiovaskularnog tkiva i
krvi veoma znacajnom, jer u tom slu¢aju domen fluida nije fiksan i menja se sa
vremenom $to utice na aproksimaciju prvog izvoda koja u tom slucaju nije dobro
definisana. Nacin da se to prevazide je koris¢enje ALE mapiranja koje je definisano
u ovom radu. Cinjenica je da postoji mnogo modela koji opisuju ovaj problem.
Mogu se prona¢i modeli u 1D, 2D, 3D, modeli koji opisuju arteriju kao jednoslojnu
strukturu, ili kao viseslojnu, koji posmatraju slu¢ajeve potpuno zdrave ili defektne
arterije i mnogi drugi. Mnoge ideje su jos u zacecu.

Mi smo se odlucili da predstavimo tri modela koja bi §to vise mogla da docaraju
tu razlicitost. Tako jedan model analizira arteriju kao jednoslojnu strukturu, pred-
stavlja je u 2D ali koristi jednodimenzionalne tehnike za resavanje problema. Drugi
model vrsi aproksimaciju zida arterije kao dvoslojne strukture i daje opis nove me-
tode za resavanje tog modela, dok tre¢i model posmatra slucaj defektne arterije
sto dovodi do novih pretpostavki koje se moraju obuhvatiti u modelu. Resavanjem
prvog modela u programskom paketu Matlab uverili smo se koliko su pretpostavke
u modelu, pocetni i granicni uslovi ali i koraci diskretizacije znac¢ajni i koliko samo
malo odstupanje od dozvoljenih velic¢ina i pokusaj da se ustedi na vremenu i me-
moriji mogu da dovedu do nestabilnog resenja.

Veliki broj stru¢njaka i istrazivackih centara radi na modelima protoka krvi
kroz kardiovaskularno tkivo i konstantno se pojavljuju novi, unapredeni modeli
koji opisuju ovaj problem. To su modeli koji nisu samo teorijske prirode i koji
bi trebali da znacajno unaprede medicinske tehnike u le¢enju pacijenata, kao i da
omoguce sigurnije operacije sa mnogo jasnijim ishodom ili da omoguée detektova-
nje problema pre nego $to se on pojavi.
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