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Uvod

Sirenje zaraznih bolesti je oduvek predstavljalo neki vid pretnje po ljudsko zdravlje.
Ocekivano, to je izazivalo ozbiljne probleme za opstanak ljudskog bica, posebno
kada je u pitanju njihov ekonomski i drustveni razvoj. Borba sa zaraznim bolestima
ima veoma dugu istoriju i veoma velika dostignu¢a po tom pitanju su postignuta. Na
primer, velikie boginje su sada kona¢no iskorenjene posle uspeSne svetske
vakcinacije. Postoje i mnoge druge infektivne bolesti, kao Sto je difterija, male
boginje, veliki kasalj i tetanus, koje mogu biti ozbiljne i fatalne, ali su u mnogim
zemljama uveliko pod znatnom kontrolom.

IstraZivanje o zaraznim bolestima uz pomo¢ deterministickih matemati¢kih modela
pocelo je u 20.veku, kada je dr Ros, kasnije nagraden Nobelovom nagradom za
medicinu zbog svog znafajnog doprinosa u istrazivanju, iskoristio u svom modelu
diferencijalne jednacine za opisivanje prenosa malarije izmedu ljudskih bica i
komaraca. Zatim su Kermak i Mek Kendrik formulisali nadasve cuven |
prepoznatljiv “Susceptible-Infective-Recovered” model, tzv. SIR model (osetljiv-
inficiran-oporavljen), kako bi izucavali izbijanje “Crne Smrti” u Londonu i izbijanje
kuge u Mumbaju. Kasnije su formulisali i model “Susceptible- Infected-
Susceptible”, tzv. SIS model (osetljiv- inficiran - osetljiv), na osnovu kog su i
formalno uveli koncept “pragova” pomocu kojih merimo Sirenje neke bolesti u datoj
populaciji, $to je predstavljalo osnovu teorije dinamike epidemije.

Istrazivanja u oblasti infektivnih oboljenja mogu se u najopstijem sluc¢aju podelitii na
opisna, analitiCka, eksperimentalna i teorijska. Dinamika epidemije je vazan
teorijski pristup u istrazivanju dinamike prenosa zaraznih bolesti. Ona formuliSe
matematicke modele koji opisuju mehanizme za prenos bolesti i dinamiku
infektivnih agenasa. Ti matematicki modeli se zasnivaju na dinamici populacije,
ponasanju prenosa bolesti, odlikama infektivnih agenasa, kao i na vezi sa drugim
drustvenim 1 fizioloskim faktorima. Kroz kvantitativnu i kvalitativnu analizu, analizu
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senzibiliteta i numeriCke simulacije, matematicki modeli mogu da nam pruze dobar
uvid u to kako se zarazne bolesti Sire, da nam otkriju principe koji reguliSu samu
dinamiku prenosa bolesti i1 identifikuju vazne i osetljive parametre, kako bi nam
pruzili $to pouzdanija predvidanja i smernice, kao i korisne strategije za prevenciju i
kontrolu. Dakle, kvantitativna i kvalitativna istrazivanja, kao i analiza senzibiliteta
primenjena na parametre modela, mogu da nam pomognu u daljim istrazivanjima
kako bismo sproveli §to realnija istrazivanja i dobili Sto pouzdanija dugoro¢na
predvidanja na polju studija i eksperimenata. Stavise, kombinacija dinamike
epidemije, epidemioloske teorije, biostatistike i kompjuterskih izra¢unavanja ce
znacajno doprineti unapredivanju naseg znanja o procesima i oblastima kojima ¢u se
baviti u ovom radu.

Modeliranje zaraznih bolesti pokazalo je bogat i dinami¢an oblik ponaSanja. |z
perspektive mehanizama za prenos, ti modeli ukljucuju pregrst razlicitih faktora, dok
iz matematicke perspektive strukture modela, vide¢emo da je veéina deterministickih
modela bazirana na obi¢nim diferencijalnim jednadinama, parcijalnim
diferencijalnim jednacinama prvog i drugog reda, diferencijalnim jednadinama sa
kasnjnjem, itd. koje su kori§¢ene za starosnu strukturu, prostornu strukturu i mnoge
druge modele. Dakle, sama analiza deterministickih matematickih modela je
usmerena na dobro-postavljene modele i njihova reSenja, upornost same bolesti,
postojanje i stabilnost stabilnih resenja koje odlikuje ¢injenica da li se bolesti Sire ili
postaju endemska pojava, kao i postojanje i stabilnost periodi¢nih reSenja kojima
opisujemo oscilacije u prenosu bolesti i pojavu bifurkacije, tj.haotiénog ponasanja.

Posebnu paznju u svom radu ¢u posvetiti analizi klasicnog matematickog modela u
populacionoj biologiji, poznatiji kao stohasticki SIS model. On sluzi pretezno kao
model namenjen za izraCunavanje Sirenja infekcije i zaraze koje dovode do pada
imuniteta. Takode se pojavljuje kao poseban slucaj procesa kontakta koji objasnjava
prostorne uticaje.

Cinjenica da je ovaj model zastupljen i izvan oblasti populacione biologije &ini ga
pravim kandidatom za srz i sustinu ovog rada. Dakle, imamo ga i u oblastima poput
Sirenja tehnicke inovacije, teorije hemijskih reakcija. ..
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Deterministicka verzija SIS modela uzima formu nelinearne diferencijalne jednacine
koja moze biti reSena eksplicitno, takode se pojavljuje i fenomen bifurkacije
(haoti¢nog ponasanja) koji odgovara veoma mo¢nom kvalitativnom rezultatu praga,
koji smo ve¢ gore pomenuli. Dalje, ovaj stohasticki model poprima oblik “birth-
death” procesa, tj. procesa radanja I umiranja, sa diskretnim prostornim stanjem i
konstantnim vremenom. Obzirom da se osvréemo na epidemiju, definisacu i Stanje
procesa koje nam daje broj zarazenih (inficiranih) osoba, kao funkciju vremena, pri
¢emu je populacija od N jedinki konstantna i uzima celobrojne vrednosti, polazeéi od
nule. Model uzima u obzir dve promene, odnosno dva stanja do kojih moze do¢i u
jednom stanju- infekcija i oporavak. Osobine modela moZzemo izvesti iz linearnog
sistema diferencijalnih jednacina, koje se jo§ zovu i Kolmogorove jednacine, gde je
broj promenljivih jednak ukupnom broju stanja u jednom regionu kojima se bavimo,
a to je u naSem slucaju N+1.

Za dalji rad bi bilo od znac¢aja ako bismo uzeli u obzir deterministicku verziju ovog
modela do koje mozemo do¢i na dva nacdina. Prvi nacin tumaci Stope prenosa
deterministicki, S$to nas dovodi do nelinearnih diferencijalnih jednacina za
odredivanje proporcionalnog broja inficiranih osoba, gde reSenje dobijamo u funkciji
vremena koja je diferencijabilna, pa samim tim i neprekidna. Drugi nacin jeste da
ovaj deterministicki model aproksimiramo pomocu stohasti¢kog, i time ga svedemo
na iste diferencijalne jednacine, pustajuci populaciju N da teZi ka beskonacnosti.
Problem u ovom slucaju jeste taj Sto nam se N u potpunosti izgubi u deterministickoj
Verzijl.

Vazna Cinjenica na koju treba posebno obratiti paznju jeste ta da se i stohasticki i
deterministicki model kvalitativno slazu u vezi sa fenomenom izumiranja. Kao §to
smo napomenuli, deterministicka verzija SIS modela ima prag koji u ovom slucaju
tumacimo na sledeci nacin: ukoliko se broj zarazenih osoba populacije nalazi ispod
praga, ta populacija ¢e izumreti, dok ako je taj broj iznad praga, populacija ¢e trajati
neograniceno. Treba joS§ naglasiti da prag definiSemo kao jednu tacku, tj.parametar u
prostoru, pa kad kazemo da je populacija iznad ili ispod praga mislimo da je
odredeni parametar iznad ili ispod svog skupa vrednosti. Za razliku od njega,
stohastiCki model se zasniva na stanovistu da, bez obzira gde se nalazi populacija u
odnosu na prag, kako vreme prolazi, populacija ¢e na kraju izumreti. Jasno, ovde
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postoji problem definisanja “vremena izumiranja”, §to ¢e naS model pokuSati da

poistoveti sa pragom iz deterministicke verzije.

Dakle, pandan za stabilno-stacionarno resenje deterministickog modela se ne slaze sa
stabilno-stacionarnim  reSenjem  stohastickog modela, nego je to tzv.
kvazistacionarna raspodela, odnosno uslovljeno “neizumiranje”. Ono se dostize
kada se izumiranje javlja i u veéini slucajeva, pre nego dode do samog izumiranja
uopste, kvazistacionarna raspodela je konstantna. Jedan od razloga zasto je ona bitna
jeste da je promenljiva u zavisnosti od stanja. Drugi razlog jeste da nam ona ustvari
daje podatke o preostalom vremenu do izumiranja odredene populacije. Obzirom da
je gustina naseljenosti razli¢ita od stanja do stanja, nemoguce je pronaci eksplicitni
izraz za nju, stoga ¢emo se voditi nalazenjem najboljih moguéih aproksimacija.
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1. Stohasticki proces u pozadini

U ovom poglavlju opisujemo neke stohasticke procese koji su od izuzetne vaznosti
za izucavanje SIS modela. S pocetka ¢emo se baviti procesima koji se odnose na
mnogo Siru klasu stohasti¢kih procesa od konkretnog modela, ¢ije vrednosti ¢e nam
dobro do¢i za kvazistacionarnost, a pred sam kraj ¢emo se fokusirati konkretno na
SIS. Dakle, u prvom odeljku ¢emo formulisati jednostavan proces radanja, Cije je
izvodenje zasnovano na tri osnovne pretpostavke, a zatim ¢emo razmotriti kako
odredene vrednosti sredine i1 kovarijanse uti€u na sam proces. Takode ¢emo pruziti
numericku ilustraciju za odredene vrednosti parametara. Drugi proces koji navodimo
1 definiSemo jeste proces radanja i umiranja za stanje ogranicenog ili neograni¢enog
prostora, kao i za slucaj kada poreklo apsorbuje stanje, obzirom da je ovaj proces
jedan od najvaznijih. Formulacija je zasnovana na skupu vrednosti i promena stopa
nataliteta b,, i mortaliteta d,,, zatim na ¢injenici da ¢e se izumiranje dogoditi u
konacnom vremenskom periodu i1 da ¢e raspodela stanja za neke vrednosti
parametara ostati dugo vremena skoro konstantna pre nego §to nastupi izumiranje.
Napomenimo da se ova “skoro konstantna” raspodela odnosi na kvazistacionarnu
raspodelu, koja se ne moze utvrditi eksplicitno. Prilozi¢emo i numeric¢ku ilustraciju
primera. U tre¢em odeljku ¢emo se osvrnuti i na stohasti¢ki proces rasta, koji se
oslanja na proces radanja i umiranja. Razmatra¢emo slucajeve kada je populacija
jednaka nuli ili kada dostize sam kapacitet nosivosti. U dodatku na kraju rada ¢emo
navesti i kod za generisanje modela u programskom modelu MATLAB. Za kraj, u
¢etvrtom odeljenju ¢emo opisati i niSta manje znacajnu, kvazistacionarnu raspodelu.

Definicija 2.1 Stohasti¢ki proces je familija slu¢ajnih promenljivih {X;,t € T}, gde
je T parametarski skup ili skup parametara stohasti¢kih procesa.

Koristimo slede¢u oznaku:

pn(t) = P{Xt = Tl}.
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U definiciji stohastickog procesa smo rekli da je to familija sluc¢ajnih promenljivih,
gde je T parametarski skup. U slucaju kada je on prebrojiv, stohasticki proces
zovemo nizom ili lancem sluc¢ajnih promenljivih.

Posmatramo proces {X,,n =0,1,2,..} sa kona¢nim ili prebrojivim skupom
vrednosti, gde ¢e skup vrednosti (skup svih mogucéih stanja) biti S = {x;, x5, ... }.

Definicija 2.2 Niz slu¢ajnih promenljivih sa istim skupom stanja {xy, x,, ... } Se zove
lanac Markova, ako za proizvoljnpo re Nyon>k; >k, > -+ >k, vazi tzv.
markovsko svojstvo:

P{Xy = 20| Xy, = Xy s X, = X} = P{Xp = x| Xpe, = %},

tj. verovatnoc¢a da se proces (sistem) nade u stanju x, U trenutku n zavisi samo od
stanja u sadasnjem trenutku k4, a ne od stanja u proslim trenucima k,, ..., k,-.

Kod ovih lanaca postoje tzv.verovatnoce prelaza. Verovatnoca prelaza iz i-tog u j-to
stanje u jednom koraku je:

Pt = P(Xni = %X, = x;},

1 moze da zavisi od vremenskog trenutka ili da budu uvek iste (ne zavise od n). Ako
navedene verovatno¢e ne zavise od n kazemo da je lanac homogen, koji ¢emo
podrazumevati u daljem radu.

Matrica prelaza za jedan korak je:

P11 Pi12..
P = [Pij]i,j = Ipu P2z l

i uvek je kvadratna, a sume po vrstama su jednake jedinici.

Verovatnoca prelaza iz i-to U j-to stanje u n koraka je:
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pi,j(n) = P{Xm+n = lexm = xi}-
Matrica prelaza za n koraka je:

U lancima Markova postoje razna stanja, medutim naveS¢emo samo ono koje
korisitmo u radu.

Definicija 2.3 Stanje x; je apsorbujuce ako je p;; = 0 (odnosno, ako iz j-tog stanja
udemo u bilo koje drugo stanje je nula, ako udemo u j-to stanje skoro sigurno
ostajemo u njemu).

Obzirom da ih primenjujemo u ovom radu, definisacemo jo§ i sluéajno kretanje
(Random walk) i Braunovo kretanje.

Neka je X(t) polozaj Cestice u trenutku t, gde je t= n-At (koraci veli¢ine At). Broj
koraka koje na¢inimo u jednu stranu, S,,, definiSemo:

Sp = ?=1Xi-
Sada je polozaj Cestice X(t) u trenutku t dat sa:
X(t) =S8, Ax+ (n—S,)(—Ax) = (2S,, — n)Ax.

Vazi X(t):NV(0,td). Bez gubljenja opStosti pretpostavicemo da je d=1 i
definisa¢emo Braunovo kretanje.

Definicija 2.5 Stohasti¢ki proces {W;,t = 0} je Braunovo kretanje (Vinerov proces)
ako zadovoljava sledece uslove:

1) W, =0;
2) Prirastaji sunezavisni: zasve 0 < t; < t, < -+ <t, <--vazidasu
W W, = Wiy oo, W, =Wy,
nezavisne sluc¢ajne promenljive;
3) Za proizvoljan prirastaj vazi Wy — Wg: N (0,t — s),t > s.
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1.1 Jednostavan proces radanja

Postoje tri pretpostavke na kojima je zasnovano izvodenje jednostavnog procesa
radanja:

1. Nema pojedinaca koji umiru,
2. Ne postoje interakcije medu pojedincima,
3. Stopa nataliteta b je ista za sve pojedince.

Dakle, neka je n(t) veli¢ina populacije u trenutku t. U malom vremenskom intervalu
At porast ukupnog broja stanovnika zbog jednog pojedinca jeste AAt, dok je
povecanje ukupne veli¢ine populacije zbog svih pojedinaca bAtn(t). Dobijamo:

n(t + At) = n(t) + bAtn(t)

Ukoliko je pocetan broj stanovnika n(0) = a, onda je reSenje ove obicne
diferencijalne jednacine (ODIJ) dato sa:

n(t) = ae®’t.

Veli¢ina populacije u trenutku t je predvidena sa apsolutnom sigurnoS¢u kada su
pocetna vrednost a i stopa nataliteta b poznate.

U jednostavhom procesu radanja X;, obzirom da je jedini dogadaj koji ovde
razmatramo radanje, sredina i varijansa se mogu dobiti direktno iz inverzne
verovatno¢e binomne raspodele:

bt

He = ae

o2 = aePt(ebt - 1).
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Napomenimo da je u ovom primeru sredina jednaka reSenju deterministickog
modela, dok varijansa raste kako raste i vreme. Specijalne vrednosti sredine i
varijanse, dobijene pomocu navedenih formula, u slucaju kada je a =1,b =1 su

date u sledecoj tabeli:

t A a? o, n(t)

0 1 0 0 1

1 2.72 4.67 2.16 2.72
2 7.39 47.21 6.87 7.39
3 20.09 383.34 19.58 20.09

Tabela 1.1.1 Sredina u,, varijansa o2, standardna devijacija o,,i reSenje ODJ N(t) za jednostavan
proces rodenja za t=0,1,2,3 kadasua = 1,b = 1.

Numericka simulacija ovog procesa prikazana je na slici 1.1.1, tj. vidimo tri
stohasti¢ke realizacije u sluaju kadasua = 1,b = 11 p,(0) = 1, zatim prikazana je
i odgovarajuéa eksponencijalna kriva rasta, kao i n(t) = e’.

50

40

4]
L

Velitina populacije
o

=
=]

Vreme

Slika 1.1.1 Tri stohasticke realizacije jednostavnog procesa radanja kada je
a=1,b=1iX,=1.Isprekidanom linijom je prikazana eksponencijalna kriva rasta n(t) = e*.
Preuzeto iz Linda J.S.Allen, An Introduction to Stohastic Processes with Application to Biology,

Second Edition-Shapman and Hall
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Tabela 1.1.2 navodi slu¢ajeve kada se radanje javlja (do veli¢ine populacije od 50
stanovnika) iz dva razliCita ostvarenja za jednostavan proces radanja. Na osnovu
ovih podataka vidimo da je vreme izmedu rodenih mnogo vece u slucaju kada je
mali broj stanovnika. Kako raste broj stanovnika, do radanja dolazi mnogo ¢esce.

Vreme stohastickih realizacija u odredeno vreme t, X; = n, zavisi od verovatnoce
P (D).

Ako je p,(t) > 0, onda postoji mogucnost da stohasti¢ka realizacija ima vrednost n
u trenutku t, na primer za t=0,1,2,3 raspodele verovatnoc¢a p,(t), p;(t), po(t), p5(t)
pokazuju da je moguce dostici celobrojne vrednosti za n u trenutku t=0,1,2 ili 3.

Realizacija 1 Realizacija 2
Velicina n(t) Vreme Velicina n(t) Vreme
dogadaja t dogadaja t
1 0 1 0
2 0.138 2 1.764
3 0.407 3 2.174
4 0.575 4 2.269
5 0.755 5 2.390
6 0.766 6 2.664
7 0.943 7 2.839
8 1.173 8 2.909
9 1.463 9 3.044
10 1.511 10 3.095
50 2.890 50 4.678

Tabela 1.1.2 Za dve stohasti¢ke realizacije, vreme u kom dolazi do radanja u jednostavnom procesu
radanja sa stopom nataliteta b=1ia = 1.

10



Primena nekih stohastickih modela u epidemiologiji

1.2 Proces radanja i umiranja

Neka je X,, veli¢ina populacije u trenutku n, gde prostor stanja moze biti ili konacan
ili beskonacan, odnosno {0,1,...,N} ili {0,1,2,...}. Dalje, N predstavlja maksimalnu
veli¢inu populacije u kona¢nom slucaju. Verovatno¢e radanja i umiranja su redom
oznacene sa b; i d;. Dodatno, by =0=4d,,b; >0, 1d; >0, za i=1,2,... , osim u
kona¢nom slu¢aju, gde je by = 0. Pretpostavimo da je vremenski interval [n, n + 1],
dovoljno mali tako da se tokom njega javlja najviSe jedan dogadaj, ili radanje ili
umiranje. Pretpostavi¢emo da su verovatnoce prelaza date sa:

pji = P{Xn+1 =j|lXn = i}

b;, zaj=i+1
d;, zaj=i—-1
1—-(b;+d;), zaj=i
0, zaj#i—-1,i,i+1

za 1:1,2, s Poo = 1, i p]O =0 Zaj?f().

U slucaju kada imamo konacan prostor stanja, gde je N maksimalna veli¢ina
populacije, imamo da vazi:

Pn+in = by = 0.

11
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Matrica prelaza P za konacan lanac Markova ima slede¢i oblik:

1 d1 0 . 0 0
0 1—(by+dy) ds . 0 0
0 by 1—(ba+dy) ... 0 0
0 0 by . 0 0

0 0 0 oo 1—=(by_1+dy_1) dn
_D 0 0 - b\ -1 1— d_.\:_

Generalno, za konacan ili beskonacan prostor stanja, pretpostavljamo da vazi:

sup {b; +d;} <1,

i€{1,2,..}
tako da je P zapravo stohasticka matrica.

U svakom vremenskom intervalu [n,n + 1], veli¢ina populacije ili se povecava za
jedan, smanjuje za jedan, ili ostaje iste veli¢ine. Ovo je razumna pretpostavka samo
ako je vremenski korak dovoljno mali.

Postoje dve klase, {0} i {1,2,...,N} u kona¢nom slucaju. Lako je uociti da se nula
Cesto ponavlja, dok su sva ostala stanja prelazna. Takode postoji i jedinstvena
stacionarna raspodela verovatnoce, ©, Pn=n, gde je my = 1, i m; = 0, za i=1,2,... U
slu¢aju konacnog lanca Markova, moze se utvrditi da se eventualno izumiranje
populacije javlja iz bilo kog pocetnog stanja, odnosno da vazi:

lim P{X,, = 0} =limpy(n) =1.
n—-oo

n—-oo

12
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1.2.1 Ocekivano vreme preostalo do izumiranja

O ocekivanom vremenu preostalom do izumiranja populacije ¢emo nesto vise re¢i u
jednom od naredinh poglavlja, s tim da ¢emo navesti i aproksimacije u odnosu na
vrednost osnovnog broja (stope) reprodukcije.

Ovde ¢emo navesti neke najbitnije ¢injenice kako bismo upotpunili znacaj samog
procesa. Naime, neka je 7, oznaka za ocekivano vreme preostalo do izumiranja za
populaciju sa pocetnom veli¢inom k, a dj, verovatno¢a umiranja sa istom veli¢inom.
Onda je Ty = 0, i sledeca relacija vaziza Ty, k = 1,2, ...:

Tk = bk(l + Tk+1) + dk(l + Tk—l) + (1 - (bk + dk))(l + Tk) . (1211)

Ako je maksimalna veli¢ina populacije kona¢na, onda za k=N vazi da je:

Ty =dy(A+1y_1) + (1 —dy)(A + 1y).

Diferencijalna jednacina moze biti prikazana na sledec¢i nacin:

dka—l - (bk + dk)Tk + kak+1 = —1, k= 1,2, T (1212)

Ako je k=N, onda vazi:

dyty-1 —dyty = —1,

s tim da vidimo da koeficijenti ovih diferencijalnih jednacina nisu konstantni. Kako
god, kada je maksimalna veli¢ina populacije kona¢na, onda metodu za izraCunavanje
primenjujemo da pronademo t.

13
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Dakle,
=10 =T) 1 =17F, (1.2.13)
gde je F fundamentalna matrica, a sa tr smo oznacili operaciju transponovanja.

Nisbet i Gurnej su izveli analiticki izraz za T, Koji navodimo u sledecoj teoremi.

Teorema 1.2.1 Pretpostavimo da je {X,}N_, proces radanja i umiranja sa X, =
m > 1, zadovoljavajucéi uslove by =0 =dy, b; >0 za i=1,2,..,N-1, i d; >0 za
i=1,2,...,N. Ocekivano vreme preostalo do izumiranja populacije je tada:

L, bl---bil _,
i d, d1 d; m=

=2

(1.2.14)

m-1

by by
b1 d, - d; d

l s+1

lle +

s=1

Dokaz . Za k=1,2,...,N-1 jednacine (1.2.12) se reSavaju rekurzivno za 7, ..., Ty, da
bismo dobili formulu:

n Z 1N hbi 1.2.15
B bk o dy ¢ 2 dydp ' (12.15)
i=

zam=2,...,N. Druga suma je nula kada je k<2. Tada primenjujemo relaciju za k=N,

1
Ty = a + Tn-1»

14
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i izjednac¢avanjem dve vrednosti za Ty, dobijamo slede¢u formulu za ,:

N
1 by b4
T4 =— _—

d1 -~ dl'"di !

Zamenom 7; U (1.2.15), formula iz (1.2.14) sledi.

Primer 1.2.1 Pretpostavimo da je maksimalna veli¢ina populacije N=20 u procesu
radanja 1 umiranja, gde je b; = bi, za i=1,2,...,19, zatim d; = di, za i=1,2,...,20, gde
su b i d konstante. U slu¢aju kada je b > d imamo rast populacije, a kada je b < d,
veli¢ina populacije je u opadanju.

Razmatramo tri slu¢aja:

1) b=0.02 < 0.03=d,
2) b=0.025 =d, i
3) b=0.03 > 0.02=d.

Ocekivano vreme preostalo do istrebljenja populacije, iliti njenog izumiranja, T =
(To, -, T20)"" je graficki predstavljeno na slici 1.2.1, za svaki od ova tri sluaja. Tri
trajektorije za proces radanja i umiranja, kao i za proces jednostavnog radanja (koji
takode u ovom primeru mozemo uzeti u obzir) su predstavljene i za slucaj b=0.025
=d (kada su stope radanja i umiranja izjednacene).

15
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Slika 1.2.1 Oc¢ekivano vreme preostalo do izumiranja populacije T kada je maksimalna veli¢ina
populacije N=20, i b=0.02 < 0.03=d, b=0.025 =d, kao i slucaj
b=10.03 >0.02 =d. Imamo i tri trajektorije za slucaj kada je b=0.025 =d, a X, = 10.

1.3 Stohasti¢ki proces rasta populacije

Zbog formulisanja ovog procesa napravili smo pretpostavke na osnovu verovatnoca
radanja i umiranja, b; i d;, tako da dobijemo odgovarajuc¢u formu. Naime, ako bismo
pretpostavili ovde da je y(t) veli¢ina populacije u trenutku t, onda je stopa promene
y(t) data sa:

16
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Desna strana ove diferencijalne jednacine jeste kvadratna funkcija od y 1 jednaka je
razlici stope nataliteta i mortaliteta (radanja i umiranja). Parametar # predstavlja
unutras$nju stopu rasta, i K je i dalje kapacitet nosivosti. Takode je opSte poznato
jedinstveno resenje y(t) ove diferencijalne jednacine, koje zadovoljava il_r)g y() =K.

To zapravo znaci da veli¢ina populacije dostize kapacitet nosivosti.
Dakle, za stohasticki proces rasta pretpostavljamo sledece:
bj—d;=ri(1-i/K), (1.3.1)

zai=0,1,2,...,N, gde je r = 7At, N > K, i vremenski interval At je izabran dovoljno
mali tako da zadovoljava L'Er{l(},?.),(N}{ b; + d;} <1 (vremenski interval At je zapravo
interval od [n,n +]). Iz jednaéine (1.3.1) sledi da je verovatnoca radanja jednaka
verovatno¢i umiranja kada je veli¢ina populacije jednaka nuli (i=0), ili kada je
veli¢ina populacije jednaka kapacitetu nosivosti (i=K). Usled relacije (1.3.1),
razumno je pretpostaviti da su b; i d; ili linearne ili kvadratne funkcije po i.

Sada razmatramo dva slucaja za verovatnoce radanja i umiranja:

:2 :2
@ bi=r(i-+), di=r—, i=012..2K

A K _ ,
(b) biz{rol, i 0,1,...,1{V2N1 , di=Tl;' i=012..N.

U slucaju (a), maksimalna veli¢ina populacije je N=2K. Takode, verovatnoca radanja
raste kada je veli¢ina populacije manja od K, i opada kada je veli¢ina populacije veca

17
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od K, dok je verovatno¢a umiranja rastu¢a funkcija veli¢ine populacije. U slucaju
(b), obe verovatnoce, i radanja i umiranja, jesu rastu¢e funkcije veli¢ine populacije.
Na slici 1.3.1 imamo tri trajektorije koje graficki prikazuju reSenje jednacine u

slucaju (b).

[ - |
=] = —

laa
—

Velitina populacije
[ o
= =

] 300 1000 1500 2000
Vreme

Slika 1.3.1 Tri trajektorije koje porede deterministiko reSenje i stohasti¢ko reSenje diferencijalne
jednadine u slu¢aju (b), gde je X, = 5, b; = ri, d; = ri?/K, r=0.004, # = 1, K=50, At=0.004 i N=100.
Vreme je izrazeno u poveéanjima At, 2000 povecéanja. Preuzeto iz Linda J.S.Allen, An Introduction to
Stohastic Processes with Application to Biology, Second Edition-Shapman and Hall

Primer 1.3.1 Naves¢emo primer za slucajeve (a) i (b), uz izraunato ocekivano
vreme preostalo do izumiranja populacije. Neka je r=0.015, kapacitet nosivosti
K=10, 1 veli¢ina populacije N=20. Grafici za izraCunato ocekivano vreme preostalo
do izumiranja populacije u slucaju (a) i (b) su ilustrovani na slici 1.3.2. Mozemo
jasno uociti kako mnogo duze populacija opstaje u slucaju (a).
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Slika 1.3.2 Ocekivano vreme preostalo do izumiranja populacije kada stope radanja i umiranja
zadovoljavaju slu¢ajeve (a) i (b), uz parametre 1=0.015, K=10, N=20. Preuzeto iz Linda J.S.Allen, An
Introduction to Stohastic Processes with Application to Biology, Second Edition-Shapman and Hall

Uoc¢imo neke vaznije karakterisitke procesa na ovom primeru. Kao prvo, vidimo da
granica stohasti¢ke veli¢ine populacije ne dostize kapacitet nosivosti. DeSava se da je
stanje izumiranja apsorbujuce stanje, a ne kapacitet nosivosti. Dalje, na slici 1.3.1
vidimo da za vece veli¢ine populacije, N=100 i kapacitet nosivosti K=50, trajektorije
variraju oko K. Takode, u primeru 1.3.1, ako je maskimalna veli¢ina populacije
udvostru¢ena na N=40 i K=20 (r=0.0075), o¢ekivano vreme preostalo do izumiranja
populacije se poveéava na 7.7 X 102 u slu¢aju (a), a u slu¢aju (b) na 3.6 x 10°. Pre
izumiranja (koje moze potrajati dugo vremena), raspodela verovatnoca je priblizno
stacionarna za dug period vremena (kvazistacionarna raspodela). Ovo mozemo videti
sa slike 1.3.3, gde je raspodela verovatnoée p(n) = (po(n),p1(n), ..., p20(n)) "
nacrtana kao funkcija vremena n=0,1,...,1000. Priblizna stacionarna raspodela je

dostignuta za n=500.

Jedinstvena stacionarna raspodela odgovara procesu radanja i umiranja, kao i
stohastickom procesu rasta, 7 = (1,0,0, ...,0)*". Kako god, ako je vreme preostalo do
izumiranja dovoljno dugo, ovaj proces dostize kvazistacionarnu raspodelu
verovatnoca, raspodelu zasnovanu na neizumiranju. Za veliko K i N, vidimo na slici
1.3.3 da je sredina ove kvazistacionarne raspodele blizu K.
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Slika 1.3.3 Raspodela verovatno¢e za stohasti¢ki proces rasta u sluéaju (a) i (b), kada je r=0.015,
K=10, N=20 i X, = 1. Preuzeto iz Linda J.S.Allen, An Introduction to Stohastic Processes with
Application to Biology, Second Edition-Shapman and Hall

Za generisanje raspodele verovatno¢e ovog procesa postoji i kod programskog
paketa MATLAB, koji navodimo u dodatku na kraju rada (prilog 1).

1.4 Kvazistacionarna raspodela verovatnoca

Kada je ocekivano vreme do apsorpcije veliko, razumljivo je Sto ispitujemo
dinamiku procesa koji se odvija pre apsorpcije. Neka {X,}»-, predstavlja proces

radanja i umiranja, kojim smo se bavili u prethodnom delu rada, sa verovatno¢om
pi(n) =P{X,=i},i=012,..,N.

DefiniSemo uslovnu verovatnocu,

q;(n) = P{X, = i|X; #0,j = 0,1,2,..., N}

=P i1, N,
1-po(n)
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Raspodela gq(n) = (q;(n), ...,qy(m))", gde smo sa tr oznadili operaciju
transponovanja, definise se kao raspodela verovatnoca upravo zbog sledeceg:

N ooy = L P _ 1-po(@) _
Li=19:(n) 1-po(n)  1-po(n) L

Verovatnoca q;(n) je uslovljena brojem stanovnika i u trenutku n ne dostiZze nulu
(uslovno neizumiranje). Dalje, neka nam je data {Q,}7-,, gde je Q, slucajna
promenljiva za veli¢inu populacije u trenutku n, uslov za neizumiranje, q;(n) =
P{Q,, = i}. Stacionarna raspodela verovatnoce za ovaj proces se oznacava sa q*; q*
dakle, predstavlja kvazistacionarnu raspodelu verovatnoce, ili se naziva jo§ i
kvaziekvilibrijum raspodele verovatnoce.

Jednacine koje dalje izvodimo za q;(n) su zasnovane na onim jedna¢inama koje smo
izvodili za p;(n). Takode ¢emo videti da q* mozemo izracunati iskljucivo
indirektnom metodom.

Dakle, jednaine koje slede za q;(n+ 1) izvedene su iz identiteta p(n+ 1) =
Pp(n), gde smo matricu prelaza P definisali ranije za proces radanja i umiranja.

Iz definicije za g;, imamo:

pi(n+1)
1-po(n+1)

_<Pi(n+1)>< 1-po(n) >
\1=po(m)/\1—po(n+ 1)

_ (pi(n+1))( 1—po(n) )
1=po(m)/\1—po(n) — dip;(n)

qg(n+1) =

21
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i+ V(1 - din(m) = (222)

Primenjujuéi identitet
pi(n+1) =bi_1pi1(n) + (1 = by — d)p;(n) + dip1pir1 (M),

dobijamo sledeée jednacine:

qi(n+1)(1—dyq1(n)) = bi_1q;i-1(n) + (1 — b; — d)q;(n) + di1 i1 ()
(1.4.1)

zai=1,2,...,N, by = 0,iq;(n) = 0zai ¢ {1,2, ..., N}.

Diferencijalna jednacina za q; je slicna diferencijalnoj jednadini za p;, izuzev
dodatnog faktora koji dobijamo mnozenjem sa q;(n + 1). Analiticko reSenje za
stacionarno reSenje gq* ne mozemo dobiti direktno iz ovih jednacina, obzirom da
koeficijent zavisi od n, ali ga moZemo dobiti numerickim putem iterativnom
metodom.

Da bismo aproksimirali kvazistacionarnu raspodelu verovatnoca q* procesa {Q,}n=o.
pretpostavicemo da je d; = 0. Ekvivalentno tome, kada se veli¢ina broja stanovnika
smanji na jedinicu, verovatno¢a umiranja jednaka je nuli. Ako je pak, tokom dugog
vremenskog perioda, verovatnoca da proces ostane u stanju jedan veoma mala, onda
je ovo razumna pretpostavka.

Uzimaju¢i je u obzir, jednacina (1.4.1) postaje:
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Gn+1) =b;i_1Gi-1(m) + (1 = b; —d))gi(n) + di41G;::1(n)

gdezai=1,..,N—1vazi

Ggi(n+1) =1 -by)g(n) + dyg,(n),

kao i

gn(n+1) =by_1Gn_1(n) + (1 — dy)Gn(n).

Nova matrica prelaza odgovarajuce aproksimacije je:

[1— b do . 0 0
by 1-— [F}2+d3) 0 0
~ 0 b2 - 0 0
P = : : : : :
0 0 coo 1= (by—1+dn—-1) dy
0 0 e b\ -1 1—-d N |

gde je P podmatrica matrice P, kojoj smo obrisali prvu kolonu i prvi red i stavili da

Proces {Q,}5-0, gde je G(n+ 1) = PG(n), jeste ergodican i ima jedinstvenu

stacionarnu raspodelu verovatnoée §*, P§* = §*, gde je §* = (G;(n), ..., gx(n)',
definisanu kao:
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~x bi=b1 ~x . s
Gir1(n) = di+1'"5112 q,, | Zliv=1 g =1. (1.4.2)

Primer 1.4.1 Aproksimacija kvazistacionarne raspodele verovatno¢e §* je uporedena
sa kvazistacionarnom raspodelom verovatnoce q* kada je r=0.015, kapacitet
nosivosti K=10, i veli¢ina populacije N=20, u slucajevima (a) i (b) na slici 1.4.1.
Kvazistacionarna raspodela g* je dobijena iterativnom metodom primenom
jednacine (1.4.1). Obe raspodele imaju dobro slaganje sa veli¢inom populacije N=20,
ali kada je N=10 i K=5 onda se ove dve raspodele razlikuju, i to naroCito za
vrednosti blizu nule (slika 1.4.1, (c)).

Sredine i standardne devijacije kvazistacionarne raspodele g*, ilustrovane na slici
1.4.1 pod (a) i (b), jesu sledece:

@) pgr = 9435, g+ = 2.309
(b) ug» = 8.848, o, = 3.171
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Slika 1.4.1 Kvazistacionarna raspodela verovatnoce ¢* (puna linija), i aproksimirana kvazistacionarna
raspodela verovatnoée §* (znak dijamanta), kada je r=0.015, K=10 i N=20 u sluc¢ajevima (a) i (b). U
(c) je r=0.015, K=5, N=10, gde je b; = ri,d; = ri?/K. Preuzeto iz Linda J.S.Allen, An Introduction to
Stohastic Processes with Application to Biology, Second Edition-Shapman and Hall

Neke od razlika izmedu stohasti¢kog 1 deterministiCkog modela smo prikazali

pomocu prethodnih primera. Procena ocekivanog vremena preostalog do izumiranja

populacije, 7, kao i verovatno¢a izumiranja populacije, lim py(n) = 1, su veoma
n—-oo

vazne u stohastickoj teoriji, dok u deterministickoj prakti¢no nemaju nikakvog udela.
Za velike veli¢ine populacije, K 1 za veliko N, kao 1 dovoljno velike pocetne uslove,
deterministicki model je u mnogo boljoj korelaciji sa stohastickim modelom, nego
kada su K i N mali. Ova prica je ilustrovana na slici 1.4.2.
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Slika 1.4.2 Stohasticka raspodela verovatnoca za n=0,...,2000 i reSenje diferencijalne jednacine

stohastickog procesa rasta su uporedene za sledeCe pocetne vrednosti i parametre: r=0.004, 7 =
1,At = 0.004,

K =50,N =100,y(0) =5 = X, (gornje dve figure). Takode smo uporedili sredine ova dva modela
(donja figura).

Preuzeto iz Linda J.S.Allen, An Introduction to Stohastic Processes with Application to Biology,
Second Edition-Shapman and Hall
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2. Formulacija SIS modela

Model kojim ¢emo se baviti zove se stohasticki SIS model u epidemiji. Naime, naziv
SIS potice od toga §to podlozne (osetljive) osobe (S) postaju zarazene ili inficirane
(D), ali ne razviju imunitet nakon oporavka, ve¢ mogu odmah ponovo da se zaraze,
S—I—S. Taj ‘pritajeni’ period nije ukljuen u model, stoga pojedinci koji se
inficiraju su takode zarazni, tj.oni mogu preneti infekciju drugima. Takode
pretpostavljamo da nema vertikalnog prenosa bolesti, §to zapravo znaéi da bolest nije
preneta od majke na njeno nerodeno dete, odnosno da nema pojedinaca koji su
rodeni zarazeni, novorodencad pripadaju osetljivoj klasi.

Ukupna veli¢ina populacije ostaje konstantna sve vreme, obzirom da je broj rodenih
jednak broju umrlih, S+1=N. Dijagram na slici 2. ilustruje prelaze izmedu dva stanja,
Sil

e

ahe
A I
L} e

w M

Slika 2. Dijagram koji ilustruje SIS model u epidemiji. Podlozni pojedinac postaje inficiran sa
verovatno¢om BI/N 1 inficirani pojedinac se oporavlja sa verovatnocom y (pune linije). Verovatnoce
radanja i umiranja su jednake b (isprekidane linije).

Neka je vremenski interval [n,n + 1] dovoljno mali, tako da se najviSe jedan
dogadaj u njemu desi. Dakle, ili podloZan pojedinac postane inficiran, podloZan
pojedinac se rada (odgovaraju¢i pojedinac umire, podlozan ili zarazen), ili se
inficirana osoba oporavi. Podlozan pojedinac postaje inficiran sa verovatno¢om BI/N.
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Konstanta B je broj kontakata ostvarenih od strane jedne inficirane osobe (i
podlozZne), koji rezultiraju infekcijom tokom vremenskog intervala [n,n + 1]. Samo
BS/N ovih kontakata mogu rezultovati novom infekcijom, i ukupan broj novih
infekcija Cini Citavu klasu inficiranih individua predstavljenih odnosom BSI/N.
Osetljive i inficirane osobe se rode ili umru sa verovatno¢om b, dok se inficirane
osobe oporave sa verovatno¢om .

2.1 Deterministi¢ki model

Razmatramo dinamiku deterministickog SIS modela u epidemiji. Neka S, i I,
oznacavaju broj osetljivih i podloznih pojedinaca, kao 1 broj inficiranih pojedinaca u
trenutku n. Dinamika S, i1 I, tokom vremenskog intervala At, moze da se modelira
sistemom diferencijalnih jednacina:

Snln
Suer = Su =22+ (b +7) (2.1.1)
Snln
sz =222 4 [, (1-b—Y), (2.1.2)

gdeje n:0,1,2,..., Zatlm SO > 0, IO > 0, | SO + IO = N.

Na primer, broj novih osetljivih pojedinaca u trenutku n+1 jednak je onim
pojedincima koji nisu postali inficirani, S,,[1 — B1,,/N], plus inficirane osobe koje su
se oporavile, yI,,, plus novorodencad iz klase inficiranih, bl,,. Broj novorodencadi iz
klase osetljivih jednak je broju podloznih pojedinaca koji umru, bS,,, zato §to smo
pretpostavili da je ukupan broj stanovnika konstantan.
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Parametri su pozitivni i ograniceni iznad jedinice,

0<B<1, O<b+y<1.

Moze se uociti da je S, + I,, = N. Dalje, dovoljno je razmatrati samo diferencijalnu
jednaéinu za I,,. Zamenjujuéi S,, sa N — I,, dobijamo:

N

n

hin =l (B + 1= 7)

=L,(1+p-b-y-p2) (2.1.3)

Zbog pretpostavki koje smo uveli za parametre, kao i zbog pocetnih uslova, sledi da
je 0 < I, < N, sve vreme. Postoje dva konstantna reSenja I, = I jednacine (2.1.3).
Ova reSenja su poznata pod nazivom stabilna reSenja, ili ekvilibrijumi, gde je I,,,, =
I, = I, i za nih je karakteristi¢no da se ne menjaju sa vremenom.

Dakle, nasi ekvilibrijumi su:

=~
Il
o
=~
Il
VS
[N
[
S
+
<
N——

(2.1.4)

Moze se pokazati za model (2.1.3) da njegova dinamika zavisi od parametra R, koji
¢emo sada definisati, poznat pod nazivom osnovni broj reprodukcije:

Ry=-- . (2.1.5)
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Parametar R, ima epidemiolosko tumacenje. Naime, ako je cela populacija podlozna
i jedan zarazeni i zarazni pojedinac se uvede u stanovni$tvo, tada R, predstavlja
prosecan broj uspesnih kontakta () tokom perioda infektivnosti (1/[B+y]) koji ¢e
rezultirati novim zaraznim pojedincem.

Ukoliko je R, > 1 onda jedna zarazena osoba dovodi do vise od jedne nove
infekcije. Ako je pak R, < 1, onda jedna zarazena osoba dovodi do manje od jedne
nove infekcije. Napomenimo i to da je drugi ekvilibrijum u (2.1.4) pozitivan samo
ako je Ry, > 1. Moze se pokazati da, ako je Ry < 1, onda je lim I, = 0, a ako je
n—-oo
Ry, > 1, onda je limI,, = N(1 — 1/R,)), gde je granica za drugi ekvilibrijum data u
n—-oo

(2.1.4). Magnituda od R, odreduje da li epidemija i dalje postoji u populaciji, tj.da li
postaje endemska infekcija.

2.2 Stohasti¢ki model

Neka diskretna slu¢ajna promenljiva I, oznacava broj obolelih (inficiranih) i
infektivnih u trenutku n. Prostor stanja slucajne promenljive I, jeste skup
{0,1,2,...,N}. Matrica prelaza P je definisana, izveli smo i izraz za ocekivano
trajanje epidemije t,, kao i aproksimaciju za verovatnoéu apsorpcije, ay
(verovatnoca da epidemija izumire ), koja je data za veliku veli¢inu populacije N.

Pretpostavimo da je interval At dovoljno mali, tako da tokom njegovog trajanja (At je
vremenski interval [n,n + 1]) postoji najvise jedna promena u slucajnoj
promenljivoj I,. Ako je I, =i, onda I,,,; moze da se promeni ili u i+1 ili i-1, ili da
ostane u istom stanju i.
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Verovatnoce prelaza u jednom koraku su:

. L BI(N=1)
Dit1i = Pllpyr =i+ 1|, =i} = N I1;
Pi-1i = Pllpyy=i— 1L, =i} = (b+y)i
. . Pi(N — i) .
pii = Pl =i, =i} = 1—T— (b +y)i

=1-1I, — (b +7y)i

za i=1,2,.. .N-1 i p;; =0 ako je j # i — 1,i,i + 1. Takode vidimo da je poo = 1,

odnosno da je nulto stanje apsorbujuce. Matrica prelaza P ima slede¢i oblik:

1 (b+7) 0 . 0

0 1-1I —(b+7) 2(b+ ) . 0

0 I, 1 -y —2(b+7) ... 0

0 0 0 . N+~

0 0 0 .. 1-N(®b+7v)]

gde je max{IT; + (b +y)i} < 1.
L

Iz matrice prelaza mozemo uoditi da postoje dve klase, {0} i {1,2, ..., N}. Nulta klasa
je apsorbujuéa i preostala stanja su sva prelazna. Dakle, lim P"p(0) = (1,0, ...,0)".
n-oo

Na kraju se apsorpcija javlja u nultom stanju, gde nema inficiranih osoba. Ovaj
model je slican stohastiCkom procesu rasta za R, > 1.
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Neka je

Tada je

b, —d; =i[p —(b+vy)—Bi/N] =rAti[l —i/K],
gdejerAt=,8—(b+y)>OiK=%=N(1—1/R0).

Vrednost koeficijenta nosivosti K predstavlja stabilni ekvilibrijum deterministickog
modela, jednakost (2.1.4). Ako je Ry < 1, onda vazi b; —d; < 0 i jedino u i=0 su
ove dve stope (nataliteta i mortaliteta) jednake. Matricu prelaza P mozemo iskoristiti
za izraCunavanje raspodele verovatnoé¢e p(n), dok podmatricu koja odgovara
prelaznim stanjima moZemo iskoristiti za pronalaZzenje ocekivanog trajanja
epidemije, ' = 1'"F, gde je F fundamentalna matrica, a sa -tr smo oznadili
operaciju transponovanja.

Primer 2.2.1 Pretpostavimo da je veli¢ina populacije N=100, kao i da su vrednosti
parametara p=0.01, b=0.0025=y, i R, = 2. Slika 2.2.1 prikazuje grafik raspodele
verovatnoce p(n) kada je I, = 1, kao 1 o¢ekivano trajanje epidemije.
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Pocetan broj infektivnih, k

Slika 2.2.1 Raspodela verovatno¢e p(n) za n=0,1,...,2000 kada je I, = 1i ocekivano trajanje
epidemije 7, predstavljeno kao funkcija pocetnog broja inficiranih pojedinaca, I, = k. Parametri za
SIS model jesu f=0.01, b=0.0025=y, i Ry = 2.

Preuzeto iz Linda J.S.Allen, An Introduction to Stohastic Processes with Application to Biology,
Second Edition-Shapman and Hall

Dakle, kao $to je ilustrovano na slici 2.2.1, moze pro¢i mnogo vremena pre nego $to
se epidemija zavr$i, posebno u slucaju velikog broja populacije N, kao i velikog
pocetnog broja inficiranih pojedinaca, I, = k. U tom slucaju, umesto epidemije,
bolest postaje endemska.

Ako je N dovoljno veliko i ako je k dovoljno malo, SIS model se moze ponasati
slicno kao polubeskonacni model slu¢ajnog hoda (Random Walk), bilo da postoji
apsorpcija sa verovatnocom ay, ili da veli¢ina epidemije postaje velika i ostaje velika
dug period vremena (postaje endemska).

Verovatnoca apsorpcije a;, moze se koristiti za izraCunavanje verovatnoce da nema
epidemije (kada vrednost p,(n) = konstanta, prikazano naslici 2.2.1).
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U slic¢aju kada je x=0, verovatnoc¢a apsorpcije za model polubeskonacnog slucajnog
hoda je data sa:

(q/p)¥,zaq<p i 1,zaq = p,

gde je q verovatnoc¢a prelaza u levo ([x,x — 1]), p je verovatnoc¢a prelaza u desno
([x, x + 1]), i k je pocetna pozicija.

U SIS modelu, verovatnoca prelaza u levo je data sa (b + y)k, a verovatnoca prelaza
u desno je data sa fk(N — k)/N.

Za veliko N,

Iz modela polubeskonac¢nog slucajnog hoda sledi da je verovatnoca da bolest ne
postane utvrdena data pocetnom vrednoS¢u k inficiranih pojedinaca, jednaka

(a/p)* = (1/Ro)".

Sumiraju¢i sve, dobijamo:

po(n) =~ (1/R*,zaRy >1 i poy(n)~1,zaRy <1.

Na slici 2.2.1 imamo da je [y =1=k i Ry = 2, pa verovatno¢a da bolest nece
opstati je aproksimirana sa 1/R, = 1/2. Takode vidimo da p,(n) raste brzo do % i
ostaje aproksimirana konstantom. Porast p,(n) nakon dostizanja %2 je veoma spor, a
prosecan broj puta u prelazima (koracima) dok traje apsorpcija je reda 10%° (slika
2.2.1). Ako izrazimo vreme u sekundama, onda bi srednje vreme za zavrSetak
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epidemije iznosilo oko 800 godina, primenjujuci kvazistacionarnost kao razumnu
aproksimaciju procesa.

Izvedimo jednadine za uslovnu raspodelu q(n), na nacin koji primenjujemo u
stohastickom modelu.

Neka je

pi(n+1)

QL(n + 1) = 1_p0(n+1) :

Odatle sledi:

am+D(1-b+yYqam)= (%) .

Aproksimacija za stacionarnu raspodelu q(n) moze se naci pod pretpostavkom da,
kada je jedna osoba inficirana, ta osoba se ili ne oporavi ili ne porodi, odnosno nema
reproduktivnu sposobnost.

Priblizna kvazistacionarna raspodela je izvedena u prethodnom poglavlju, medutim,
o njoj nesto vise malo kasnije.
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3. Stohasticka diferencijalna jednacina (SDJ)
za SIS model

U predstojecem poglavlju definisaéemo stohasticke diferencijalne jednac¢ine (SDJ) za
SIS model, korak po korak, kako bismo ¢itaocu omogucili nesmetano prac¢enje toka
sadrzaja.

Koristimo sledeci zapis diferencijalne jednacine:

dI(t) = [BS®OI(t) — (u+y)I(t)]dt 3.1)

gde je y stopa koja predstavlja broj osoba izleCenih nakon infekcije, a [t,t + dt)
predstavlja mali vremenski interval. Koristili smo jos i oznaku za izvod po vremenu,
d -, koja u ovom slu¢aju govori da zelimo da posmatramo intenzivne promene koje
nastaju u ovom intervalu i koje smo upravo opisali jednac¢inom (3.1).

Najpre razmotrimo koeficijent prenosa bolesti f u ovom deterministickom modelu.
Definisacemo ga kao stopu po kojoj svaki pojedinac ima potencijalnu moguénost da
kontaktom inficira drugog pojedinca i tako mu prenese bolest. Naravno, ako je drugi
pojedinac podlozan infekciji. Tako dolazimo do broja novih inficiranih osoba u
ovom intervalu:

BS®I(B)dt,

a jedna zaraZena individua pSdt ¢ini potencijalno zarazne kontakte medusobno sa
drugim individuama. Ukoliko bismo pretpostavili da neki faktor zivotne sredine
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deluje istovremeno na svakog pojedinca u populaciji, tada bismo promenljivu 3
zapisali kao slu¢ajnu promenljivu 3, pa bi broj inficiranih osoba postao:

fdt = Bdt + odB(t),

gde je B(t) standardno Braunovo kretanje. Zamenjujuci Bdt u (3.1) sa
Bdt = Bdt + odB(t),

dobijamo:

di(t) = S(OI®)(Bdt + 0dB(t)) — (u+Y)I(t)dt (3.2)

Znajudi da vazi S(t) +I(t) = N, dobijamo SDJ za I(t) u obliku:

di(®) =IO ([BN —p—y — BI(O)]dt + o(N — I(t))dB(t)) (3.3)

Zbog narednog primera dokazac¢emo sledecu teoremu.

Teorema 3.1 Ako je

282 2772
R§=RP -2 =B 9N _qj 28 3.4
0 O 2u+y)  uty  2(u+) 7 =W (34)
onda za svaku pocetnu vrednost 1(0) =1, € (O,N), resSenje stohasticke

diferencijalne jednacine SDJ (3.3) se ponasa kao
%im sup%log(l(t)) <BN-u—y—-0.502N?2<0 (3.5)

tj. I(t) eksponencijalno tezi ka nuli, skoro sigurno. Drugim recima, bolest izumire sa
verovatnocom jedan.
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Dokaz . Pomoc¢u Itove formule imamo da vazi:

log(1(1)) = log(o) + J, f(I1())ds + [ o(N —I())dB(s),  (36)

gde je f: R — R definisana kao:

f(x) =BN —u—y—Bx—0.50%(N — x)2. (3.7)
Medutim, pod uslovom (3.4) iz teoreme 3.1, imamo da je:

f(I(s)) =BN —u—vy —0.502N? — (B — 2N)I(s) — 0.5021%(s)

<BN—u—vy—0.50%N?,
zal(s) € (0,N). Dalje, iz (3.6) sledi:
log(I(t)) < log(Iy) + (BN — u—y — 0.562N?)t + fota(N —1(s))dB(s). (3.8)
Ova nejednakost implicira:

Il:imsup%log(l(t)) <BN-—u—y—0.502N? + %imsup%fot o(N -
1(s))dB(s),s.s. (3.9)
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Imamo da vazi i
1 t
%im sup?f o(N —1(s))dB(s) =0, s.s.
—00 0

stoga smo iz (3.9) dobili zeljeno tvrdenje (3.5).

Primer 3.1 Pretpostavicemo da je jedinica vremena jedan dan, da je veli¢ina
populacije izrazena u jedinici jedan milion, ukoliko nije drugacije navedeno.
Pretpostavi¢emo slede¢e parametre sistema:

=05, N=100, u=20, y =25, o=0.035
Tada SDJ za SIS model (3.3) postaje:
di(t) = 1(t)([5 — 0.51(t)]dt + 0.035(100 — I(t))dB(t)) . (3.10)

Oznagavajuéi narednu razliku sa R§ i njenim izra¢unavanjem, dobijamo da je:

2812
BN _ TN _ 501225 _ 4491-0136<1,

S _
0 u+y 2(u+y) 45 90
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idajeo?=0.001225 < = = 0.005,

2=

Mozemo zakljuciti da, po malopre navedenoj teoremi 3.1, za svaku pocetnu vrednost
1(0) = I, € (0,100), resenje SDJ zadovoljava uslov:

%im sup%log(l(t)) < —1.125, skoro sigurno .

To bi zapravo znacilo da broj inficiranih osoba I(t) eksponencijalno tezi ka nuli sa
verovatno¢om jedan (skoro siguran dogadaj).

Kompjuterske simulacije na slici 3.1 dobijamo pomo¢u EM metoda (Euler-
Maruyama). Podrzavaju dobijene rezultate i veoma jasno ilustruju izumiranje bolesti.

—— Etochastiéki | —— Btohastiéki
80+ —— Deterministitki 25 - — Dieterministitki
60- 204

13
40
104
204 M 'I /
5-
J
0 ' L 0 4«! A
0 2 i 6 8 10 0 2 ] 5 g io
(a) (b)

Slika 3.1 Kompjuterska simulacija putanje I(t) za SDJ SIS modela (2.6), kao i odgovarajuceg SIS
modela, dobijena EM metodom sa veli¢inom koraka A= 0.001, koriste¢i pocetne vrednosti: a)
1(0)=90, i b) 1(0)=1.

Preuzeto iz A.Gray, D.Greenhalgh, L.Hu, X.Mao, J.Pan A Stohastic Differential Equation SIS
Epidemic Model, University of Strathclyde,Glasgow, Donghua University, Shanghai, China
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Primer 3.2 Tri trajektorije za SDJ SIS modela prikazane su na slici 3.2. Pretpostavili
smo da je stopa nataliteta A=0.25, zatim stopa inficiranih osoba koje su se izlecile
v=0.25, B=1 i veli¢ina populacije N=100. Pocetni uslov jeste 1(0)=2, kao i osnovni
odnos reprodukcije Ry = 2.

Broj infektivnih

Vreme

Slika 3.2 Trajektorije za SDJ SIS modela, sa gore navedenim parametrima.

Preuzeto iz Linda,J.S.Allen, An Introduction to Stohastic Epidemic Models, Texas Tech
University,USA

Kod programskog paketa MATLAB koji generalizuje ove tri trajektorije se nalazi u
dodatku na kraju rada (prilog 2).
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4. Modeli u epidemiji sa promenljivom
veli¢inom populacije

Pretpostavimo da broj stanovnika N nije konstantan ve¢ se menja u skladu sa nekim
zakonom o rastu stanovniStva. Da bismo formulisali model u epidemiji, ova
pretpostavka mora biti dovedena u vezu sa stopom nataliteta i mortaliteta
stanovniStva koje =zavise od veli¢ine populacije N. Zbog jednostavnosti,
pretpostavimo da stopa nataliteta i mortaliteta imaju slede¢i oblik:

AN)=bN i u(v) = b,

gde je A stopa nataliteta, a p stopa mortaliteta. Sad ukupna veli¢ina populacije
zadovoljava stohasticku diferencijalnu jednaéinu:

dN

& = AN) — u(N) = bN (1 -3,

gde je K>0 kapacitet nosivosti. Postoji mnogo funkcionalnih oblika u kojima
mozemo zapisati stope nataliteta i mortaliteta, a sam izbor bi trebao da zavisi od
dinamike odredene populacije koju modeliramo.

Na primer, kod Zivotinjskih oboljenja i virusnih zaraza u populaciji glodara,
pretpostavljen je stohasticki rast 1 onda izbor ove dve stope zavisi od toga da li su
radanja 1 umiranja zavisna od gustine populacije. Ve¢ kod ljudske populacije,
pretpostavka rasta se ne moze uzeti u obzir kao realna.
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Slika 4.1 O¢ekivano trajanje SIS epidemije sa veli¢inom populacije N=25, R, = 1.5 (b=1/3,y=1/3 i
B=1), kao i R, = 2 (b=1/4, y=1/4 i p=1).

Preuzeto iz Linda,J.S.Allen, An Introduction to Stohastic Epidemic Models, Texas Tech
University,USA

Deterministiki SIS model u epidemiji formulisan je za populaciju zadovoljavajuci
pritom navedenu diferencijalnu jednacinu.

Opet, zbog jednostavnosti, pretpostavicemo da nema smrti nastale prenosom bolesti,
kao i da nema vertikalnog prenosa bolesti. Sva novorodencad su osetljiva.
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Uz ove pretpostavke, deterministicki SIS model u epidemiji ima sledeci oblik:

ds S P
== N(A(n) —u(N)) - NSI+ G +I
L=y +Es1-y1, (4.1)

gde su S(0)>0i 1(0)>0.

Jednostavno se pokazuje da reSenje ovog sisitema diferencijalnih jednacina zavisi od
osnovne stope reprodukcije Ry = /(b +y).

Teorema 4.1 Neka su S(2) i I(t) resenja modela (4.1).

i) Akoje R, <1,ondaje tlirgzo(S(t),I(t)) = (K, 0).
ii) Akoje R, > 1, onda je tlirgzo(S(t),I(t)) = (K/Ry, K(1 —1/Ry)).

Zbog toga $to vazi S(t)+I(t)=N(t), ovaj proces je dvofaktorski.

Kao §to smo mogli da pretpostavimo, promenljivost u samoj veli¢ini populacije
rezultuje porastom promenljivosti u broju inficiranih osoba. Kao na primer, neka je
koeficijent prenosa bolesti =1, stopa inficiranih koji su se izlecili y=0.25=b, 1
koeficijent nosivosti K=100. Tada je osnovni koeficijent reprodukcije R, = 2.

Na slici 4.2 smo uporedili stohasticku diferencijalnu jednac¢inu SIS modela sa
konstantnom veli¢inom populacije, N=100, sa stohastiCkom diferencijalnom
jednacinom za SIS model u epidemiji sa promenljivom veli¢inom populacije, N(t).
Jedna trajektorija je za SDJ model u epidemiji protiv navedenog deterministickog
reSenja.
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Slika 4.2 SDJ za SIS model u epidemiji (a) sa konstantnom veli¢inom populacije, N=100, i (b) sa
promenljivom veli¢inom populacije, N(t). Vrednosti parametara su f=1, y=0.25=b, K=1001 R, = 2.

Preuzeto iz Linda,J.S.Allen, An Introduction to Stohastic Epidemic Models, Texas Tech
University,USA
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5. Vreme preostalo do izumiranja (istrebljenja)
populacije

Kao §to smo ve¢ spomenuli, vreme do istrebljenja populacije jeste slucajna
promenljiva koju oznacavamo Sa T, i koja zavisi od pocetne raspodele. U slucaju
kada je pocetna raspodela p(0) jednaka kvazistacionarnoj raspodeli g, tada ovu
slucajnu promenljivu oznacavamo sa 7, a sa 7,, kada je X(0)=n. Ukoliko dolazi do
apsorpcije u trenutku t, onda je vreme preostalo do istrebljenja t najvise jednako t,
dok je stanje procesa X(t) jednako nuli. Odavde zakljucujemo da su dogadaji {t < t}
i {X(t) = 0} ekvivalentni.

IzraCunavanjem verovatnoca za ove dogadaje dobijamo:
P{t <t}=P{X(t) =0} =po(t).

Najpre izucavamo t,. MoZemo pokazati da raspodela procesa, koja za uslov ima
neizumiranje, tezi ka kvazistacionarnoj raspodeli sa porastom vremena. Ovo se
odnosi i na proizvoljne pocetne raspodele koje su definisane na skupu prelaznih
stanja. Ukoliko proces traje duze vremena, s tim da znamo da nije bilo apsorpcije,
onda njegova raspodela zavisi od aproksimacija kvazistacionarne raspodele.

Dalje, izvodimo formulu za verovatnocu stanja p:

pr = —diq;pr(t), pr(0)=gq,

Sto u stvari znaci da verovatnoca proizilazi iz svakog prelaznog stanja sa istom
stopom.
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Resenje jednacine je dato u slede¢em obliku:

pr(t) = ge~ 9,

Iz ove jedna¢ine mozemo izracunati i py(t), koje zadovoljava pocetni problem:

po(t) = dyp1(t)

po(0) =0

¢ije je reSenje:

po(t) = 1 — e~utst

Ova dva izraza u kombinaciji daju resenje Kolmogorove jednacine. Mozemo do¢i do
jednostavnog reSenja, medutim ne i eksplicitnog, obzirom da nemamo nikakav
eksplicitni izraz za verovatnocu q;.

Iz kvazistacionarne raspodele mozemo do¢i do zakljucka da tyima eksponencijalnu

raspodelu sa o¢ekivanjem:

E. =
TQ diq1

Stoga vidimo da je raspodela 7, potpuno odredena verovatnocom g,;. Raspodela
vremena do izumiranja t je, u odnosu na neku proizvoljnu pocetnu raspodelu, znatno
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komplikovanija, a neki uvid u njeno ponaSanje mozemo utvrditi na osnovu
oc¢ekivanja. Naime, to obraduje proces radanja i umiranja i ovo o¢ekivanje se moze
eksplicitno odrediti kada je X(0)=n.

5.1 Aproksimacija preostalog vremena do izumiranja za SIS model

Kao §to smo ranije rekli, vreme preostalo do izumiranja, ili istrebljenja, iz

kvazistacionarnosti procesa radanja i umiranja sa kona¢nim prostorom i Sa
apsorbuju¢im stanjem u osnovi, ima eksponencijalnu raspodelu sa ocekivanjem

E;, = 1/(d1q1).

Takode smo rekli da je preostalo vreme do izumiranja iz stanja 1 jednako sa E;, =

1/ (dlpf))). Aproksimacije ovih o¢ekivanja za SIS model se jednostavno odreduju.

Preostalo vreme do izumiranja za n stanja mozemo izraziti na slede¢i nacin:
E, =E, S© =12..,N (5.1)
Tn ~— HT1%n n=1.z.., .

gde je 51(10) definisano sa S,(ll) = Zzlrk(l) ,1=01,n=12,..,N,za

k=11
0 =%1=0,1, k=1,2,..,N.
k

U ovom poglavlju ¢emo predstaviti odvojeno aproksimacije za o¢ekivanja Ez, I Bz,
u sve tri parametarske oblasti, dok ¢emo aproksimaciju za E; ,n > 1, dati samo za
parametarsku oblast u kojoj je R, striktno iznad jedinice.
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5.1.1 Aproksimacija preostalog vremena do izumiranja kada je Ry striktno iznad
jedinice

Navodimo aproksimacije za kvazistacionarnost ocekivanog vremena do izumiranja
E. , kao i ocekivanog vremena do izumiranja za n stanja E, , U parametarskoj
Q n

oblasti u kojoj je R, > 1. Aproksimacije za veli¢ine n-tog reda su ogranicene na n-
vrednosti koje su manjeg reda od N. Takode ¢emo navesti pojednostavljene izraze za

E. , kada je n manjeg reda od VN, i poseban slu¢aj kada je n=1.

Navedene rezultate objedinjujemo u slede¢oj teoremi.

Teorema 5.1.1 Ocekivano preostalo vreme do izumiranja u SIS modelu, u siucaju
kada je Ry > 11 N — oo, se aproksimira na sledeci nacin, u slucajevima kada vazi

pocetna kvazistacionarnost (ETQ) | kada za pocetnu vrednost imamo n inficiranih
osoba (E7,):

1 v2mr Ry exp(yiN)

—_— —_—~

Q" dq, d (Rp-1)?2 N

,Rop>1,N - o0 (5.1.1)

V2T _ Ry _exp(nN) (1 _ _@(B2) _
Fon™ "0 -7 VW (1 (p(yz(n))) Ry >1Ln=0(N),1<nN-c (512)

V2r Ry exp(yiN) 1 _
By~ Y e ST (1- @) Ry>1Ln=0(YN),1<nN-ow  (513)

E = 1 v2mr 1 exp(y1N)
T gp®  w Re-1 VN

Ry > 1,N — oo. (5.1.4)

Dokaz. U teoremi vidmo da izraz (5.1.1) pokazuje da aproksimacija za oc¢ekivano
vreme preostalo do izumiranja populacije iz kvazistacionarnosti eksponencijalno
raste sa N kada je R, > 1, kako je y; > 0 za R, > 1. Takode je znacajno istaci da je
vreme preostalo do izumiranja za stanje n, t,, slucajna promenljiva €iji polozaj
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(lokacija) slabo meri o¢ekivanje E; , za male vrednosti n kada je R, > 1. Razlog za
ovakvo ponasanje lezi u Cinjenici da je njegova raspodela bimodalna. Zapravo, t,, Se
moze za male vrednosti n posmatrati kao kombinacija dve slu¢ajne promenljive sa
izrazito razli¢itim ocekivanjima. U slucaju kada je n=1, proces ¢e ili dosti¢i
apsorbujuce stanje 0 veoma brzo, sa verovatno¢om 1/R,, ili ¢e sa komplementarnom
verovatno¢om 1 — 1/R, dosti¢i skup stanja gde kvazistacionarna raspodela opisuje
svoje ponaSanje i gde je ocekivano vreme preostalo do izumiranja jednako 7.

IgnoriSuéi vreme preostalo do izumiranja kada proces uzima prvi od ovih puteva,
dolazimo do aproksimacije za E;, pomocu verovatno¢e 1 — 1/R,, pomnoZene sa
oc¢ekivanim preostalim vremenom do izumiranja iz kvazistacionarnosti E:,. MoZzemo
lako uociti da je odnos dve aproksimacije (5.1.1) i (5.1.4) dat sa E;, /E;,~1 — 1/R,,
$to je isto kao i gore. Sto se ti¢e aproksimacije date u (5.1.1), nju su izuéavali i izveli
Barbour i Andersson.

Rezultat koji je izveo Barbour pokazuje da, ako sa Ty oznac¢imo preostalo vreme do
izumiranja, onda

I\l]im PlkyTy = x] = exp(—x), (5.1.5)
gde je
@-a,)° [(vi , 2\ N (@7ar@y \NO/VI (@7, +a,7,\N%2/7z
ky = &%k (Mg BN (Aar@y) SIVALE . (516
N 47 (671+6_¥2)27T (a1(71+72)) <c‘xz(71+72)) (5.1.6)

Parametri @;, @,,¥; i ¥, SU povezani sa stopama prelaza b,, i d,, na slede¢i naéin:

n? n?

bn = (Y]n - )7] W, dn = &Zn + )727 (517)

Sada mozemo parametre koje je uveo Barbour izraziti preko nasih:

CY[Zb, (72=d,)71=b,)72=0. (518)
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Zapravo, ovo nam samo govori da se Barbour viSe posvetio opStem Verhulstovom
modelu, gde stopa infekcije b,, i stopa oporavka d,, pokazuju gustinu zavisnosti.

Prva tri faktora koja se pojavljuju sa desne strane (5.1.6) je lako oceniti za ove
vrednosti Barbourovih parametara, dok za Cetvrti faktor moramo pronaci nacin da
dodemo do njegove vrednosti, u slucaju kada y, — 0. Direktnim ubacivanjem gore
navedenih vrednosti parametara, osim y,, dolazimo do zaklju¢ka da Cetvrti faktor
mozemo zapisati i na slede¢i nacin:

1472/ Nu/v2
[m] (5.1.9)

Granica za ovaj faktor, kada y, — 0, jednaka je sa

exp (N (1- %)) (5.1.10)

Izraz za ky mozemo zapisati na jo$ jedan nacin:

o =922 [ (4" enp (v (1-8)) = [ (2) " exp(w (1- 7))

(5.1.11)

Barbourov rezultat za kona¢no N i R, > 1 jeste da je raspodela za vreme preostalo
do izumiranja Ty za proizvoljnu pocetnu raspodelu priblizna eksponencijalnoj, sa
o¢ekivanom vrednosti 1/ky. Ovo mozemo uporediti sa nasim rezultatom koji kaze
da, ako je pocetna raspodela jednaka kvazistacionarnoj, onda je raspodela za t,bas
eksponencijalna, sa ocekivanjem aproksimiranim sa (5.1.1).
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Pomoc¢u gore navedenog izraza za ky mozemo pokazati da je Barbourov izraz za
1/ky jednak sa naSom aproksimacijom (5.1.1) za Ez,, koja ima prednost u ovom

slucaju zbog boljeg razumevanja. Preostale aproksimacije se dokazuju analogno.

5.1.2 Aproksimacija preostalog vremena do izumiranja kada je R, striktno ispod
jedinice

Teorema 5.1.2 Ocekivano preostalo vreme do izumiranja u SIS modelu, u slucaju

kada je Ry < 11 N — oo, se aproksimira na sledeci nacin, U slucajevima kada vazi
pocetna kvazistacionarnost (ETQ) | kada za pocetnu vrednost imamo jednu inficiranu

osobu (E7,):
=—n~=——, Ry<1, N> (5.2.1)
0

E = 1 1log(1/(1—Ryp))
T @ Tu Ro
1

, Ry <1, N> (5.2.2)

Napominjemo da su ove aproksimacije za ocekivano preostalo vreme do izumiranja
populacije nezavisne od N u ovoj oblasti, dakle, kada je R, < 1, dok u prethodno
obradenoj oblasti (kada je R, > 1) imamo da odgovarajue aproksimacije rastu
eksponencijalno sa N, kada je Ry > 1.
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5.1.3 Aproksimacija preostalog vremena do izumiranja u prelaznoj oblasti

Teorema 5.1.3 Ocekivano preostalo vreme do izumiranja u SIS modelu u prelaznoj
oblasti se aproksimira na sledeéi nacin, u slucajevima kada vazi pocetna
kvazistacionarnost (ETQ) | kada za pocetnu vrednost imamo jednu inficiranu osobu

(E,):

By = ——~VNH(p), p=0(1), N o (53.1)
K141 u
1 1/1
By = =5 (310 N+ Ho(@) , p=0(D, N > o 532)

Sto se ti¢e prelazne oblasti, mozemo istaéi nekoliko ¢injenica. Kao prvo, o¢ekivano
vreme preostalo do izumiranja za n stanja, E._, raste prilicnom jac¢inom sa n. Razlog

za OVU pojavu je zasnovan na naSim rezultatima koji ukazuju da je Ezq reda VN, dok
je E., reda logN. Samim tim, relacija Exy = Zrl‘leanTn implicira da postoji n
vrednosti za koje je E. barem reda VN, a to opet implicira da je odnos E; /E
barem reda v/N/log N za ove vrednosti n. Odnos E;y/Er, Ce, na osnovu heuristickog

zaklju€ivanja, u sve tri parametarske oblasti biti veéi od jedinice. On ce biti
ograni¢en kada N — oo u dve parametarske oblasti, kada je R, > 1 i kada je Ry < 1,
dok u prelaznoj oblasti raste zajedno sa N.

Dakle, ovaj odnos ima maksimum kao funkcija po p, za neke konacne vrednosti p za
fiksirano N, i ovakvo ponasanje je dosledno sa zaklju¢kom do kog smo dosli, a to je
da ovaj odnos jeste rastuca funkcija po Ry za R, > 1, opet za fiksirano N.
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6. Primena stohastickih modela u
epidemioloSkom izu€avanju zaraznih bolesti
i sprovodenju masovne imunizacije

Imunizacija u zajednici je danas primarni metod za smanjenje smrtnosti. Najcesce je
povezana sa deCijim virusnim i bakterijskim infekcijama. Ovakvi incidenti se
smanjuju vakcinacijom protiv infekcija kao $to su difterija i boginje, koje se javljaju
kao problem u mnogim velikim zemljama.

Iznenadujuée je koliko vakcinacija utiCe na ucestalost i raspodelu (npr, medu
starosnim grupama) infekcije u siromasnoj zajednici medu medicinskim i javnim
zdravstvenim osobljem. Ocekivanja da ¢e vakcinacija polovine neke zajednice
dovesti do smanjenja polovine istih u indikaciji infekcije jeste jedan od primera
pogresnog tumacenja i razumevanja osnovnih epidemioloskih principa. Zapravo,
ponasanje inficiranog pojedinca je uvek nelinearno na nivou populacije, i kao takvo,
uticaj modela u kreiranju masovne imunizacije mozda nije intuitivno ocigledno i
lako za predvideti. Efekti umnogome zavise od ponasanja svakog inficiranog
pojedinca, koje se naravno razlikuje i svakako zavisi i od socijalnog i demografskog
sastava zajednice.

Obzirom na slozenost veze izmedu ljudskog ‘domacina’ i parazita (izvor zaraze i
bolesti), razmatramo da li je moguce primenom stohastickih modela napraviti
racionalne odluke o optimalnoj strategiji kreiranja masovne imunizacije za odredeni
1zvor zaraze 1 bolesti u odredenoj zemlji, zajednici ili populaciji uopste.

Ovo poglavlje ¢e se, za razliku od prethodnih, osloniti na medicinske i
epidemioloSke podatke, kao i prakticne primene nasih modela.

Naime, veliki deo teorija koje su se do danas razvile opisuju direktan prenos virusne
1 bakterijske infekcije koje indukuju dugotrajan imunitet reinfekcija (Cesto se
pretpostavlja dozivotan) kod onih koji se oporave, i imaju relativno kratko trajanje (u
pitanju su dani ili nedelje od infekcije do oporavka) u odnosu na ocekivanu duzinu
ljudskog Zivota (mnogo decenija). Veoma je vazno imati, pre svega, kvantitativne
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informacije o latentnom 1 infektivnom periodu infekcije, a za neke slucajeve 1 period
inkubacije bolesti.

Na slici 6.1 je prikazan upravo latentni period, definisan kao prose¢an period od
momenta infekcije do momenta u kom pojedinac postaje sposoban za prenosenje
bolesti drugima, zarazni period kao prose¢an period u kojem je pojedinac sposoban
da prenese drugima infekciju, i period inkubacije kao prosecan period od infekcije
do pojave simptoma bolesti. Svi ovi periodi su promenljivi, ali su ¢esto izrazeni kao
prosek pod pretpostavkom kratkog trajanja u odnosu na ocekivani ljudski vek i
prosecnu ljudsku strasost u kojoj pojedinci zadobiju infekcije.

Inkubacija (dani)
-3
o g Specifitna antitela
S &
g H
£ b
5 4
|'_|
-
Vreme
Osetljivi Latentni Infelctivni [muni
(godine) (dani) (dani) (decenije)

Slika 6.1 Sematski prikaz tipi¢nog vremenskog trajanja akutnog virusa ili bakterijske infekcije kroz
infektivne periode. Vidimo da postoji prose¢no zadrzavanje u infektivnom i latentnom periodu, stoga
zakljuCujemo da su ta dva stanja prelazna u odnosu na period osetljivosti i imunizacije.

Imajué¢i u vidu ove zahteve jasno nam je zasto je toliko matematiCke literature
usmereno upravo na decija oboljenja i infekcije koje se javljaju u zajednici, kao Sto
su male boginje, zauSke, veliki kaSalj 1 difterija. NaZalost, za mnoge od njih
matemati¢ki modeli ne daju reSenje, upravo zbog toga S$to postoje neadekvatne stope
prenosa medu zaraznim pojedincima. Geneticka promenljivost koja generise razliCite
vrste bakterija i virusa umnogome otezava proces izgradnje modela, i stoga je najvise
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paznje usmereno na infektivne agense poput malih boginja koje su antigenski
stabilne u odnosu na grip, na primer.

Kljuénu ulogu u ovom epidemioloskom istrazivanju u vezi virusne i bakterijske
infekcije ima zaraZeni pojedinac (domacin). Znacajnu ulogu u slu¢aju infekcija koje
indukuju trajni imunitet kod onih koji su se oporavili, ima i pojedinac sa antitelima.
Ove osobe se oznacavaju kao osobe koje imaju infekciju, ili su je imale u nekom
trenutku u proslosti. Za vecéinu zajedno prenetih virusnih infekcija, od Zivotnog
znacaja za pojedinca jeste da nastavi da proizvodi neophodna antitela, u protivnom
ostaju podlozni ponovnoj infekciji.

Uz ove dve jedinice, ili uloge koje smo malopre opisali, pojedinci u populaciji se
mogu Klasifikovati i podeliti prema njihovom trenutnom ili prethodnom statusu u
pogledu infekcije. U praksi bismo ih mogli jo$ podeliti prema starosti, polu, ili
prostornoj lokaciji. Medutim, najpozeljnija podela jeste:

Q) Pojedinci koji su zastieni od infekcije maternalnom proizvodnjom
antitela (zastita kod odoj¢adi je obi¢no krac¢a, do 6 meseci),

(i)  Pojedinci podlozni infekciji,

(ili)  Inficirani, ali jo§ uvek nisu zarazni (latentni period),

(iv)  Infektivni prema drugima, odnosno prenose infekciju, i

(V) Pojedinci koji su se oporavili, ali nisu imuni na ponovnu infekciju (SIS
model, ukoliko bismo razmatrali imunost, bavili bismo se SIR modelom).

Kako vreme odmice, tako i pojedinci prelaze iz jedne klase ili infekcije u drugu.
Matematicki (stohasticki) modeli pokuSvaju upravo taj prelazak pojedinca izmedu
razli¢itih infektivnih statusa unutar populacije da iskoriste.

Broj pojedinaca u jednoj klasi u jednom trenutku zavisi od prose¢ne duZine boravka
u tom prostoru. Kraci period boravka indukuje manji udeo ukupne populacije u toj

infektivnoj klasi. Tako, na primer, u slu¢aju boginja, ¢iji je prosecni period zaraze
oko 7 dana, prosecna starost pri prvoj izlozenosti jeste oko 4-5 godina (u razvijenoj
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zemlji pre masovne vakcinacije), i imunitet je dozivotan (mislimo na ocekivani
ljudski vek od 75 godina). Ocekivali bismo veoma mali procenat populacije sa
trenutnom infekcijom, veéi procenat populacije osetljive na infekciju, 1 veoma veliki
procenat (ogromna vecina) koji su se oporavili i postali imuni na ponovnu infekciju
(Sematski prikaz, slika 6.2). U ovom slucaju, broj onih koji su ostali imuni na
ponovnu infekciju nema velikog uticaja.

I L
M | i Imumni
g
é 77777 Osetljivi
R 0.54 Matennski Ab
‘g
g Infektivni
[=]
A :
Latentni

0773710 15 20 25 30 35 40 45 50 355 60 65 70 75
Starost (godine)

Slika 6.2 Ekvilibrijum procenta populacije, stratifikovan spram starosti, u svakoj infektivnoj klasi za
akutne infektivne bolesti (na osnovu podataka za rubelu u UK) u jednom trenutku. Procenat
pojedinaca u latentnoj i infektivnoj klasi je skaliran faktorom 25 kako bi bio vidljiv.

Preuzeto iz Special article, The use of mathematical models in the epidemiological study of infectious
diseases and in the design of mass immunization programmes, Epidem.Info (1988), Printed in Great
Britain
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Dakle, modeli kojima smo se bavili u prethodnim poglavljima rada, najces¢e se
koriste u istrazivanju bakterijske i virusne infekcije u detinjstvu, jednostavnim
postavljanjem obi¢nih diferencijalnih jednacina koje smo izvodili ranije,

dl(t) = [BS®I(t) — (u+ y)I(D)]dt,

ili u nekim slu¢ajevima se pojave i parcijalne diferencijalne jednacine (gde
populaciju stratifikujemo po starosti ili prostornoj lokaciji), koje opisuju stope
protoka izmedu svih kategorija infekcije (na primer, osetljive, infektivne ili imune),
kao i epidemioloske parametre koji odreduju prenosivost infekcije odredenog
pojedinca i demografiju u ljudskoj zajednici (time se bavi proces radanja i umiranja).

Ove jednacine jasno odreduju i strukturu stanovnistva i navedene stope su ukljucene,
kao i svi udeli koje pruzaju bioloske i1 epidemioloske pretpostavke. Stoga definisu
koji epidemioloski faktori i promenljive moraju da se mere ili prate, takode
usmeravaju i objaSnjavaju numeri¢ka ili analiticka istrazivanja koja se bave
pitanjima kako epidemiologija odredene infekcije uti¢e na razliCite bioloSke i
demografske pretpostavke.

Sto se ti¢e samog prenosenja infekcije, naveséemo princip po kom je neto stopa
novonastalih slu¢ajeva infekcije proporcionalna gustini podloznih osoba (
koristifemo oznaku X), puta gustina zaraznih osoba (Y), puta verovatnoca
prenoSenja od infektivne do osetljive osobe f, tj.

BXY.

NaSa verovatno¢a prenosa, koju smo ranije uveli, formirana je pomocu dve
komponente, odnosno verovatnoc¢e bliskog kontakta izmedu dve osobe kod kojih se
moze javiti prenos infekcije, plus verovatnoca da ¢e do¢i do prenosa iste kao rezultat
tog kontakta ($to umnogome moze zavisiti kako od genetike, tako i od samog
‘domacina’ infekcije). Neto stopa po kojoj se javljaju nove infekcije definise
ucestalost infekcija (oznac¢i¢emo sa I, kao broj obolelih 1 inficiranih), koje mozemo
uociti neposrednim posmatranjem, ali nam ona ne govori mnogo o gustini osetljivih
(podloznih) ili zaraznih osoba, ili o verovatno¢i prenosenja 3. Dalje, osnovna stopa
reprodukcije, Ry, ima veliki epidemioloski znacaj. Ovde je predstavljena kao:

R, = BXD,
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gde je X broj prisutnih osetljivih pojedinaca ¢iji je primarni slucaj ostvarivanje
kontakta, a D duZina vremenskog intervala tokom kojeg se prenosi zaraza drugima.
Slucaj kada je Ry, = 1, predstavlja granicu ispod koje je grupa pojedinaca iz druge
kategorije nedovoljna da odrzi infekciju unutar ljudske zajednice. Za vrednosti R,
vece ili manje od jedinice, infekcija ¢e opstati. Ovim pragom kontroliSemo problem
putem masovne vakcinacije (kao $to je bio slucaj sa boginjama u UK). Da bismo
sprecili dalje Sirenje i prenoSenje infekcije, kao i smanjili ponovno osetljive
pojedince, neophodno je vakcinisati dovoljan broj podloznih i osetljivih pojedinaca,
tako da u proseku svaki pojedinac iz prve kategorije proizvodi manje od jednog
pojedinca iz druge kategorije. Osnovna stopa reprodukcije takode odreduje brzinu
kojom raste broj pojedinaca koji su imali infekciju u nekom periodu, srazmerno sa
porastom njihovih godina.

U populaciji u kojoj infekcija stabilno opstaje (i ponovo se javlja), tako da je stopa
po kojoj nastaju novi sluCajevi infekcije uravnotezena sa stopom oporavka od
infekcije, efektivna reproduktivna stopa, R, ima jedinstvenu vrednost. Za mnoge
uobicajene virusne i bakterijske infekcije, ucestalost infekcija varira, stoga i ova
reproduktivna stopa varira ispod 1 iznad svoje jedinstvene vrednosti. Medutim, u
odsustvu intervencija (pomocu nasih modela), tokom niza dugoro¢nih i kratkoro¢nih
ciklusa, reproduktivna stopa R ¢e dostizati svoju jedinstvenu vrednost. Ovu stopu
pominjemo iz razloga $to je ona usko povezana sa osnovnom stopom reprodukcije na
slede¢i nacin:

gde je x ravnotezni deo osetljivih u populaciji, ali u slede¢em primeru daje podatke i
o starosnoj strukturi populacije (na primer, ako je x; procenat osetljivih u starosnoj
strukturi i, i p; procenat stanovni$tva u istoj starosnoj strukturi, onda je X =
i1 X;p; U populaciji sa n starosnih struktura).

Smanjivanje vrednosti R, na vrednost manju od jedinstvene ¢e biti neophodno,
obzirom da ¢e nam cilj biti iskorenjavanje infekcije putem masovne vakcinacije.
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Ako imunizujemo procenat populacije (p), onda je nova stopa reprodukcije:

Ro(1 —p).

Obzirom da ta veli¢ina mora biti manja od jedinstvene kako bismo sprecili Sirenje
infekcije medu stanovniStvom, uvodimo uslov za kritiCan deo populacije koji se
mora imunizovati da bi se odstranila infekcija (p.):

Pe > [1—1/Ro].

Jo§ jedna epidemioloska osobina generisana uslovima da gustina osetljivih
pojedinaca odrzi infekciju, tice se odnosa izmedu veli€ine osnovne stope
reprodukcije i1 ekvilibrijuma (ravnoteze) prevalencije infekcije. Na slici 6.3 je
ilustrovan ovaj odnos kao nelinearan, kako teorija i predvida. Naime, obelezena
smanjenja endemske rasprostranjenosti ili ucestalosti infekcije javljaju se kao
potencijalno smanjenje prenosa infekcije u izvesnoj meri, koje prilazi pragu Ry, = 1.
Prakticna implikacija ovog zapazanja jeste da ne treba ocekivati izriito pad
ucestalog pojavljivanja infekcije odmah nakon masovne vakcinacije. U praksi, nakon
vakcinisanja dece, treba mnogo godina da protekne kako bi ta deca i njihovi
organizmi stvorili imunitet, uz veliku verovatnocu da mnogi od njih to ne uspeju
nakon prve vakcinacije.

60



Primena nekih stohastickih modela u epidemiologiji

0.0005

0.0004 -

T 1 1]
I '8
2 3 8 g
=] (=] (=]
8 & 8 3
(=] (=] o [=]
YIUEROLUT JBU2003g

0.00015 1

0.0001 4

0.00005

Slika 6.3 Predvidena ravnoteza procentualno izrazenog broja zaraZenih pojedinaca u populaciji kao

funkcije osnovne stope reprodukcije Ry, inficiranog pojedinca. Napomena: (i) ovo je deo ukupne
populacije, udeo zarazenih je veoma mali, za sve vrednosti R, (ii) najvece promene se javljaju odmah

posle vrednosti R, iznad jedinice.

kcinaciju kojoj mnogi pribegavaju, jeste

¢injenica vezana za masovnu va

heterogenosti unutar populacije ‘domacina

Jo$ jedna

infekcije (prostorno, povezano sa

b

znacaj

starenjem i genetski), kao i parazita (razliite vrste isto inficiranih organizama sa

razli¢itom infektivnosti). Jedan primer se odnosi na prostornu raspodelu uzimanja

vakcine. Nivoi pokrivenosti vakcine protiv rubeole i malih boginja u Velikoj

Britaniji, na primer, veoma se razlikuju od regiona do regiona (slika 6.4). Da bi se
efikasno smanjili 1 u Sto vecoj meri blokirali prenosi infekcije Sirom zemlje,

neophodno je osigurati ciljeve koji su prikazani u tabeli 6.1, dobijeni u svakoj oblasti

Velike Britanije. U suprotnom, grupice infekcija sa loSom pokrivenosc¢u vakcinacije
(misli se na SIS model, ukoliko su izleceni ostali podlozni infekciji), ¢e stalno

pokretati manje epidemije u drugim oblastima.
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Slika 6.4 Vakcinacija protiv difterije, velikog kaslja i malih boginja. Regionalne varijacije su uzete za

prosecne vrednosti u Engleskoj, 1986.godine.

Infekcija Prosecna Period izmedu Obuhvat Osnovna stopa
starost epidemija vakcinacijom reproduktivnosti
infekcije pre (godine) za eliminaciju
imunizacije (%)
(godine)
Male boginje 4-5 2 90-95 16-21
Veliki kasalj 4-5 3-4 90-95 16-21
Zauske 6-7 3 85-90 11-14
Rubeola 9-10 4-5 80-85 7-9

Tabela 6.1 Epidemioloski parametri za broj virusnih i bakterijskih infekcija u UK, zasnovani na
navedenim istrazivanjima sprovedena pomoc¢u matematickih modela.

Preuzeto iz Nokes D.J., Anderson R.M. Mathematical model in diseas study, Parasite Epidemiology

Research Group, Department of Pure and Applied Biology, Imperial College, London
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Drugi primer je vezan za varijacije u stopi prenosa infekcije izazvane starenjem.
Prethodni argumenti zasnovani na principu masovne vakcinacije pretpostavljaju
homogeno mesanje domaceg stanovniStva, gde meSanje ne varira sa godinama. Kao
posledica ove pretpostavke, javlja se konstantna stopa prenosa infekcije u svim
uzrastima. Medutim, u praksi to nije tako. Imamo razli¢ite stepene meSanja
pojedinaca spram starosne dobi kojoj pripadaju. Na osnovu analiza i modela
primenjenih u obradi ovih informacija dolazimo do zakljucka da je stopa infekcije
niZza u mladoj dobi stanovniStva, visa kod stanovniStva Skolskog uzrasta, a u odrasloj
dobi ponovo je niska. Implikacije ove varijacije u stopi prenosa infekcije izazvane
starenjem se realizuju kao rezultat porasta u starosnoj raspodeli. Kao posledica toga,
teoretske studije i stohasticki modeli koji razmatraju prirodu starosne raspodele
predvidaju nesto nize stope za smanjenje i iskorenjavanje infekcije vakcinacijom, u
odnosu na one koje su navedene u tabeli 6.1. Medutim, treba naglasiti da su
vrednosti u tabeli 6.1 dobijene dobrom aproksimacijom kvazistacionarne raspodele,
koja se bavi ispitivanjem dinamike procesa:

qi(n+ 1D(1 —dyq1(n)) = bi—1q;-1(n) + (1 — b; — d;)q;(n) + di41qi+1 ()

Sto se ti¢e starosne raspodele, zanimljiva je i slede¢a pri¢a. Nakon §to je uvedena
vakcinacija, smanjenje prenosa infekcije ¢e rezultirati u ukupnom procentu
stanovniStva koje je ostalo podlozno infekcijama i1 zapravo ¢e ostati jednako, tj.
aproksimirano sa onim delom stanovnistva koje se nije podvrglo vakcinaciji.
Sematski prikaz vidimo na slici 6.5. Pod uslovom da infekcija moze endemski da se
nastavi, tj. da se ne iskoreni (ako je nivo pokrivenosti manji nego $to je potrebno za
iskorenjavanje), ravnotezni procenat osetljivih pojedinaca u populaciji ostace
konstantan, bez obzira na nivo pokrivenosti koji je ispod kriticne tacke za
iskorenjavanje infekcije. llustracija ove pri¢e prikazana je na slici 6.6, gde su
uzduzne promene za starosni profil pozitivan na antitela za virus rubeole
evidentirane i pre i tokom programa vakcinacije u Engleskoj. Vakcinacija, kao $to
smo rekli, ima mali uticaj na ukupan procenat stanovniStva podloznog infekciji.

Nivo pokrivenosti menja jednostavno procenat osoba pozitivnih na antitela, koje su
stekle imunitet ili prirodnim ili vestackim putem. Kako nivo pokrivenosti prilazi
kriticnoj tacki, procenat osoba koje su imunitet stekle vakcinacijom prilazi jedinici.
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Druga posledica smanjenje stope prenosa infekcije u ‘vakcinisanoj’ zajednici jeste da
epidemija ima tendenciju da se produzi, i ovaj slufaj je zapravo danas veoma
rasprostranjen.

(a) Pre imunizacije

LA

Odrasla osoba

Procenat imunih
(=]
[

/,Ill”l’lll’lllll rryrrie

Starost ——

(b) Nakon 5to je zapoceta imunizacija

....

o

Odtrasla osoba

Procenat imunih

Starost —>

Slika 6.5 Sematski prikaz predvidenih uticaja masovne imunizacije (protiv tipi¢nih degijih virusnih i
bakterijskih infekcija) starosne raspodele osetljivih osoba. Pre imunizacije (grafik (a)), postoji ‘dolina’
osetljivih (S1) u mladoj starosnoj grupi. Pokusaj popunjavanja iste vakcinacijom (grafik (b)) utice na
smanjenje stope prenosa infekcije u populaciji, i na taj nain smanjujemo verovatnou zaraze
nevakcinisanih osoba. Kao posledica javlja se pomak u starosnoj raspodeli osetljivih (strelice
oznacene *), u odnosu na one koje su prikazane isprekidanom linijom, tj. pre vakcinacije. Kao rezultat
dobijamo da je broj ili procenat osetljivih posle imunizacije (S2) grubo nepromenjen u odnosu na broj
osetljivih pre imunizacije (S1), dok je prosecna starsot osetljivih povecana.

Preuzeto iz Nokes D.J., Anderson R.M. Mathematical model in diseas study, Parasite Epidemiology
Research Group, Department of Pure and Applied Biology, Imperial College, London
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Slika 6.6 Popre¢ni presek profila zaraZenih antitelima rubeole u Juznom Jorksiru, 1969-1985. Malu
promenu mozemo uo¢iti u starosnim profilima kada ih posmatramo uzduzno u periodu od pre
vakcinacije 1969.godine kroz niz godina praéenih vakcinacijom (uzorci za svaku godinu su
nezavisni).

Preuzeto iz Nokes D.J., Anderson R.M. Mathematical model in diseas study, Parasite Epidemiology
Research Group, Department of Pure and Applied Biology, Imperial College, London

Problemi u praksi se mogu javiti kao rezultat obe posledice. Naime, promene u
starosnoj raspodeli osetljivih pojedinaca, kao 1 ucestalost u javljanju infekcija, mogu
uticati na ucestalost pojavljivanja bolesti izazvanih infekcijom, ako postoji razlika u
komplikacijama koje infekcije izazivaju kod starijih ¢lanova populacije u odnosu na
mlade. Dugi periodi medu epidemijama mogu izazvati opadanje motivacije kod
roditelja da vakciniSu svoju decu, posebno u slucajevima kada postoji znatno duzi
period izmedu epidemija, kao i ako postoji neki mali rizik u vezi sa vakcinacijom.
Na taj nacin se opet vracamo na pricu SIS modela, ostaje nam veci broj populacije
nevakcinisan 1 kao takav, ponovo podlozan infekciji.
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Najnovija matematicka istrazivanja ovih problema, bazirana na unapredivanju
stohastickih modela o kojima smo diskutovali ranije, otkrila su da u slucaju malih
boginja, zauski i rubeole, verovatno¢a povecanja ucestalosti oboljenja moze biti
minimizirana masovnom vakcinacijom imunizovanjem velikog broja dece, i to §to je
ranije moguce. Ova istrazivanja, zasnovana na dostupnim epidemioloskim podacima,
pokazuju da je za rubeolu i zauske cilj imunizovati barem 60% - 70% dece, i to do
druge godine. Ako se vakcinacija izvr$i u neSto kasnijem uzrastu, predvida se
povecana ucestalost u javljanju komplikacija. Kao primer smo, dakle, uzeli rubeolu.

Posmatramo slucaj koji se javio u Velikoj Britaniji, gde postoji politika o tome kako
kao cilj imunizovanja treba biti usmeren na tinejdZzerke i osetljive Zene u
reproduktivnoj dobi, dok ¢e se protiv malih boginja, zausaka i rubeole (MMR)
masovno vakcinisati mlada muska i Zenska deca. Sa ovim razlikama u politici javlja
se slede¢e vazno pitanje koje se odnosi upravo na prestanak vakcinacije tinejdzera,
kada je ve¢ uvedena kohort vakcina kod dece.

Upravo nam navedeni matematicki modeli (stohasticke prirode) daju okvir za
razmatranje ovog problema. Ukratko, sam odgovor opet zavisi od kvantitativnih
¢injenica 1 podataka, kao na primer, koji procenat dece je vakcinisan u odredenom
uzrastu.

Navedeni matemati¢ki modeli takode obezbeduju sredstva za procenjivanje kako se
ucestalost i starosna raspodela infekcije i oboljenja menjanju vremenom nakon
uvodenja masovnog vakcinisanja, ili posle promene u politici vakcinisanja. Ova
istrazivanja su proizvela 1 jedno vazno predvidanje, a to je produzenje perioda
izmedu epidemija uz visoke nivoe masovne vakcinacije. Cesto se pojavljuje slu¢aj da
pokrivenost vakcinacijom raste do visokih nivoa, i samim tim raste 1 duzina intervala
izmedu epidemija na mnogo godina, a nekad su cak i decenije u pitanju. Takvi
slucajevi su zabeleZeni u Sjedinjenim Ameri¢kim Drzavama prilikom istraZivanja
ucestalosti u pojavljivanju rubeole i zauski (ilustraciju imamo na slici 6.7).

Epidemija nakon dugog perioda niske ucestalosti izazvane vakcinacijom ne treba
odmah da se tumaci kao neuspeh u delovanju vakcinacije, obzirom da znamo koliko
su ljudski organizmi razli¢iti i kako mnogi od njin nakon prvog pokuSaja ne uspeju
odmah da izgrade imunitet, ve¢ ostanu podlozni infekciji. Ove promene u dinamici
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su jednostavne i direktne posledice uticaja vakcinacije na dinamicnu (i oscilujucu)
interakciju izmedu ‘domacina’ u populaciji i onih zaraznih.

6 5

Broj zabeleZenih slufajeva (u hiljadama)
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Slika 6.7 Ucestalost zabeleZenih slu¢ajeva zauski u drzavi Tenesi, SAD, izmedu 1968. godine (godina
uvodenja vakcine protiv zauski) i 1986. Nedavni porast prijavljenih slu¢ajeva je krajnje alarmantan,
obzirom da je prethodila decenija relativno niske uéestalosti, §to smo objasnili u radu (Izvor podataka:
Odeljenje za zdravstvo i zivotnu sredinu, Tenesi).

Preuzeto iz Nokes D.J., Anderson R.M. Mathematical model in diseas study, Parasite Epidemiology
Research Group, Department of Pure and Applied Biology, Imperial College, London

Nedavna veza koja je uspostavljena izmedu matemati¢kih modela u epidemioloskoj
teoriji stvorila je znacajan set ‘alata’ za kreiranje i evaluaciju programa zasnovanih
na infekciji i kontroli bolesti u zajednici, pod uslovom, naravno, da se koriste uz
razumne pretpostavke. Trenutno, moguénost i1 potencijal ovih tehnika nije
rasprostranjen 1 uvazen medu javnim 1 zdravstvenim osobljem, a ni medu
epidemiolozima. Medutim, u Velikoj Britaniji postoje dobri kursevi koji
objasnjavaju upravo dinamiku prenosa zaraznih bolesti 1 ukljucuju sadrzaje o
primeni matematickih modela, kako bi obucili lekare 1 druga lica povezana sa javnim
zdravstvom.
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Podaci 0 masovnoj vakcinaciji koje cemo prezentovati u narednim pasusima preuzeti
SU iz maticareve godisnje knjige izveStaja,Finkenstadt, B.F.A., Department of
Zoology, University of Cambridge,Cambridge

Ukoliko bismo se fokusirali konkretno na nedeljna obavestenja o malim boginjama u
60 gradova u Engleskoj i Velsu, izveli bismo sledece zakljuc¢ke. Naime, najjasnija
dinamika epidemije bila je pred sam pocetak vakcinacije protiv malih boginja,
1967.godine. Zbog toga analiziramo podatke u periodu neposredno pre vakcinacije,
od pocetka 1944. do kraja 1966.godine. Lokalne godi$nje stope nataliteta i veliina
populacije uzeti su iz maticareve knjige godisnjih izvestaja.

Pre nego Sto je UK pokrenulo program masovne vakcinacije, dinamika bolesti
dovela je do ‘Sablona’ dvogodis$nje epidemije Sa manjim i ve¢im oboljenjima
naizmenicno. Slika 6.8 ilustruje posmatrano vreme navedenog Sablona u periodu pre
vakcinacije protiv malih boginja, odnosno ucestalost sa kojom se javljaju, za tri
grada u Engleskoj 1 Velsu, od velike do male veli¢ine populacije. U vreme vece
stope nataliteta imamo povecan procenat stanovnistva u osetljivoj kategoriji, i samim
tim je dvogodisnji ciklus epidemije preveden u godisnji. Do ove promene je doslo
usled bebi-buma oko 1947.godine, kao i u gradovima u kojima je uocena stalna
uvecana stopa rodenja, kao Sto je Liverpul. Posmatrajuc¢i Sablon za London na slici
6.8 (a), imamo primer redovne dinamike u prvoj kategoriji.
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Slika 6.8 Tlustrovani su vremenski periodi zabeleZenih slu¢ajeva za trenutno stanje u (a) Londonu (3,3
miliona stanovnika), (b) Plimut (210 000 stanovnika), Teinmut (10 000 stanovnika), u periodu pre
vakcinacije, od 1944. do 1966. godine. (Za ovo istrazivanje su uzete priblizne vrednosti broja
stanovnika u navedenim gradovima).

Sablon postaje kvalitativno razli¢it za manje populacije u kojima je broj osetljivih
pojedinaca umanjen, do te mere da je lanac prenosa infekcije bukvalno prekinut.
Vremenski periodi pokazuju ¢esto izumiranje bolesti (ucestalosti nula) nakon velikih
epidemija. Medutim, za populacije srednje veli¢ine pokazuju redovno ponavljanje
bolesti (ovu pojavu je Bartlet svrstao u drugu kategoriju).

Posmatramo sada situaciju u Plimutu, slika 6.8 (b), i vidimo da ilustruje upravo
navedeni tip dinamike. Preostao nam je jo$ slu¢aj sa malim zajednicama, kao $to je
Teinmut (slika 6.8 (c)). Ona se odlikuje predvidenim periodima izumiranja i
sporadi¢nim ponavljanjem bolesti, koje je Bartlet svrstao u trecu kategoriju. Dakle, u
vecini gradova u Engleskoj 1 Velsu, ucestalost proizilazi iz izumiranja i ponovnih
javljanja bolesti.
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Pored ve¢ poznatih i uobiCajenih primera o primeni stohastickih modela u
epidemiologiji koji se uglavnom odnose na neka oboljenja, kao $to smo i pokazali,
postoji jedna grana u kojoj takode dominiraju ovi modeli, a to je domace stocarstvo.

Roslin Institut u Edinburgu (United Kingdom) se pozabavio ovom temom na slede¢i
nacin. Posvetio se stohastickim modelima koji opisuju dinamiku prenosa bolesti u
vidu mikroparazitske infekcije u strukturisanoj zivotinjskoj populaciji, razvijenim i
primenjenim na hipoteticke epidemije koje se pojavljuju na farmi svinja. DonoSenje
racionalnih odluka u vezi sa sprovodenjem odgovarajucih strategija za infektivne
bolesti u stocarstvu zahteva razumevanje dinamike bolesti, kao i 'profile rizika' za
razli¢ite vrste zivotinja. Upravo ovo se najbolje postize putem stohasti¢kih modela
primenjenih u epidemiologiji, odnosno putem modela o kojima je re¢ u ovom radu.

Metodologije su prezentovane za:

1) procenu verovatno¢e epidemije obzirom na prisustvo zarazene Zivotinje U
posmatranoj populaciji, veli¢inu epidemije, odnosno da li je epidemija velika
(zahteva intervenciju), ili manja (izumire bez intervencije), kao i na pitanje
kako lokacija zarazene zivotinje na farmi uti¢e na verovatnocu epidemije;

2) procenu osnovnog broja (stope) reprodukcije, R,, kao i procenu
promenljivosti ovog parametra;

3) procenu ukupnog procenta zivotinja zarazenih tokom epidemije, kao i
ukupnog procenta zarazenih zivotinja u bilo kom trenutku.

Zdravstveni problemi zivotinja koji se javljaju u domacem stoCarstvu jesu velika
briga za naucnike iste oblasti, koji nastoje da se suoce sa posledicama u smislu
troskova, Zivotinjskog blagostanja i bezbednosti hrane. Uz svakodnevno prisustvo
zaraznih bolesti zahtevaju najpre razumevanje dinamike bolesti koja se pojavila, a
zatim i profile rizika izbijanja iste za razliite grupe zivotinja. Tek nakon $to se oni
kvantifikuju mogu izracunati tro§kove i alternativne strateske kontrole.

Naime, kada modeliramo zarazne bolesti, vazno je pre svega napraviti razliku
izmedu makroparazitske (npr. nematoda paraziti ), i mikroparazitske (npr. virusi)
infekcije. Makroparazitske infekcije zahtevaju znanje o obimu infekcije svake
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zivotinje prilikom modeliranja, dok mikroparazitske infekcije mogu biti modelirane
kao komparmentalni metod, odnosno 'inficiran ili ne' (o tome su nesto vise rekli
Anderson i Mej, 1992). Kod njih se namece struktura Zivota na farmi upravo zbog
heterogenosti koja utice na dinamiku i Sirenje bolesti. Ovaj primer ima za cilj da
ukaze na infekciju izazvanu mikroparazitima, kao i da demonstrira upotrebu
stohastickih modela prilikom istrazivanja ishoda epidemije (npr.osnovni broj
reprodukcije, verovatnocu izbijanja epidemije, kao i broj zarazenih zivotinja). Kao
Sablon, odnosno ‘algoritam' ¢emo uzeti promenu strukture na farmi.

Rekli smo da su parametri najjednostavnijeg stohastickog modela u epidemiji
koeficijent prenosa bolesti, 3, i stopa oporavka, y (tj.stopa inficiranih koji su se
zaleCili/izleéili). Koeficijent prenosa bolesti oznacava brzinu kojom osetljive
Zivotinje bivaju zaraZene, kao i o¢ekivani broj novih infekcija po Zivotinji izmeren
po broju osetljivih Zivotinja dnevno.

Stopa oporavka je obrnuto proporcionalna infektivnom periodu, i ona ukazuje na
ocekivani broj oporavaka izmerenih po broju zarazenih zivotinja dnevno. Oni nesto
slozeniji modeli, koji opisuju specificne bolesti, mogu imati viSe parametara
(npr.duZina latentnog perioda).

Znadi, za stohasticke modele o kojima je re¢ u ovom primeru, uzimamo u obzir dve
komponente: vreme do nastupanja sledeceg dogadaja i tip dogadaja. Dodefinisa¢emo
samo 1 srednje vreme do nastupanja sledeceg dogadaja kao funkciju ukupnog broja
zarazenih osoba na farmi (Y), zatim ukupan broj osetljivih osoba koje su u kontaktu
sa zaraZzenim zivotinjama (X), B 1y, dato kao odnos:

/(Y (y+BX)).

Vreme izmedu dogadaja dobijamo iz eksponencijalne raspodele, kao:

-Inr /(Y (y + BX),

gde je r slucajan broj iz intervala [0,1]. Slede¢i dogada; moze biti ili da zarazena
zivotinja inficira drugu Zzivotinju, ili da se ova oporavi (§to mozda najbolje
objasnjava SIR model, koje se od SIS modela razlikuje samo po ¢injenici da postoji
lek, odnosno da organizam moze da razvije trajni imunitet). Tip dogadaja se utvrduje
koriste¢i broj mogucénosti istog.
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Polazimo od posmatranja odredene farme svinja. Opis modela, koji smo u
predasnjem tekstu prilozili, moZzemo prosiriti na dozvoljenu heterogenost medu
svinjama. Pretpostavimo da postoji n vrsta (klasa) Zivotinja. Zivotinja tipa i ima
kontakt sa Zivotinjom tipa i i tipa j, Sto nam daje matrica sa elementima cj;. Vreme

izmedu dogadaja raunamo:
-In (r)()’ Y Y+ B Y, ?:1 Ctiin),

gde je cj; stopa kontakta izmedu svinja klase j i i, dok su B i y u naSem primeru
konstantne. Pretpostavicemo da postoji n vrsta (klasa) zivotinja. Stohasticki model
ilustruje modeliranje infekcije na 500 krmaca, spremnih da se oprase, na farmi svinja
(ovim primerom su se posebno bavili Mekenzi i BiSop, 1999). Postoje 54 vrste
svinja, gde sam tip opisuje fizioloSki status zivotinje na nedeljnom nivou, koji
odreduje koliko je osetljivih, a koliko inficiranih zivotinja, zatim mortalitet
nezavisno od bolesti zivotinja, kao i kontakt izmedu svinja razli¢itih tipova. Svinje
imaju i svoj 'type-age', odnosno stanje koje belezi koliko dugo su bile u svom
prvobitnom stanju. Potrebno je oko 50 nedelja od vremena inseminacije do trenutka
kada svinja postane uzgojna.

Tokom ¢etiri od tih pedeset nedelja, prasad su smestena sa svojim majkama, i odatle
potice potreba za postojanje 54 vrste svinja, ba§ zbog toga Sto razliCite starosti
zivotinja imaju drugacije nivoe osetjivosti. Za potrebe modela, uvodimo i 55.vrstu, u
koju ubrajamo jednu svinju, pocetni slucaj (pocetna zarazena zivotinja). Ovaj tip se
uvodi radi omogucavanja odredivanja izvora infekcije, kao i moguceg oporavka.
Takode poseduje 1 stvarnu stopu utvrdivanja kontakta medu Zivotinjama. Na primer,
ako 'pocetni slucaj' pripada tipu sa 25 Zivotinja, re¢ je o parenju krmace, onda je
stopa koja utvrduje kontakt izmedu tipa od 55 Zivotinja i drugo parenje jednaka 1.0
(ima kontakt samo sa parenjem), zatim stopa utvrdivanja kontakta izmedu parenja
krmace 1 pocetnog slucaja je 0.04 (tj. 1/n, gde je n broj parenja), a stopa kontakta
izmedu parenja je 0.96 (. 1-1/n).

Model se realizuje uvodenjem jedne zarazene svinje tipa i, to je pocetni slucaj.
Vreme izmedu dogadaja se obraCunava, tip prvog dogadaja se utvrduje, i sama
epidemija pocinje. Vreme izmedu dogadaja se zasniva na strukturi farme u vreme
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obracuna. Medutim, promena u strukturi farme se obracunava u smislu da se sledeci
dogadaj moze javiti samo zivotinjama prisutnim na farmi u trenutku njegovog
nastupanja. Epidemija traje sve do momenta kada na farmi nema zarazenih Zivotinja,
ili same epidemije u poslednjih godinu dana. Trajni nestanak epidemije nije moguce
modelirati, kao ni vreme tokom kojeg su sve zivotinje zdrave (ovde opet igra ulogu
SIS model, odnosno nema garancije da su zivotinje trajno izlecene, ve¢ se njihovo
stanje prati samo odredeni period). Ovo je u¢injeno za sve moguce tipove pocetnog
slucaja, a svi izlazni podaci se ¢uvaju. Belezenjem broja simulacija koje rezultiraju
tokom epidemije, mozemo utvrditi verovatnocu samog izbijanja epdemije. Model je
implementiran tako da je broj inficiranih zivotinja (n) obra¢unavan tokom simulacija.
Ako je n=1 na kraju ovih simulacija, onda epidemije nije ni bilo, ako je n>1, onda
epidemija izumire u roku od godinu dana, i to bez intervencija, i re¢ je 0 manjoj
epidemiji. A u slucaju kada je n<l, epidemija se deklarise kao velika. Granica od
godinu dana je proizvoljna i izabrana je na osnovu Cinjenice da, ako je trebala
endemska faza epidemije i da nastupi, za period te duzine bi¢e dobro uspostavljena.
Slika 6.9 ilustruje razliku izmedu velike 1 manje epidemije, s tim da je prikazan i broj
zarazenih svinja u odredenom trenutku tokom epidemije.

500

—— Velika epidemija
g 400 A
in ( s N[antja epidemija
d a00 |
g | |
fawl ||
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d [
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Vreme proteldo od potetka epidemije
(u danima)

Slika 6.9 Primer ilustruje razliku izmedu velike i manje epidemije za vrednosti parametara $=0.0005,
v=0.05.
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Sa grafika vidimo da rezultati simulacija pokazuju da postoji zavisnost izmedu
verovatno¢a nepostojanja epidemije, verovatnoce postojanja manje ili velike
epidemije, u odnosu na veli¢inu populacije i strukturu farme. Rezultati koji su
dobijeni i ilustrovani se mogu kvantifikovati prema profilu rizika kom je izloZena
svaka vrsta svinje.

Sto se ti¢e osnovnog broja reprodukcije, on je generalno predstavljen kao procena
jedne tacke ili stavke, bez indikacije promenljivosti koja je svojstvena proceni
bioloskih parametara. Kako nam je za na$ primer to svojstvo neophodno, koristimo
stohasti¢ke modele kako bismo omogucili kvantifikovanje njegove promenljivosti.

Imamo dve metode za odredivanje ukupnog procenta svinja inficiranih u toku
epidemije (1) i maksimalnog udela u jednom trenutku (y,,4,)- Prva je zasnovana na
teorijskim odnosima izmedu I, y,. | Ry pod pretpostavkom homogenog,
nestrukturisanog stanovnistva, dok druga koristi izlaz simulacija direktno:

[=1-eRoD

Ymax =1— (1 + ln(RO))/RO-

Ukupan procenat dobijamo raCunanjem ukupnog broja svinja svih vrsta, zaraZenih 1
pregradenih, kao i ukupan broj osetljivih svinja na farmi tokom simulacije.
Maksimalan procenat zarazenih u bilo kom trenutku se dobija izraCunavanjem
procenta zarazenih zivotinja u svakoj fazi epidemije.

Naime, da bismo izvrsili poredenje procenata zarazenih svinja koriste¢i osnovni broj
reprodukcije prilikom primene ovih stohasti¢kih modela, izvrSeili smo simulaciju u
kojoj su sve Zivotinje koje se nalaze na farmi bile u direktnom kontaktu. Usvoji¢emo
sledece dve strategije. Prva ukljuCuje odvajanje prasadi nakon odredenog vremena, a
druga ukljucuje promene stambene politike za krmace. Ove promene se smatraju
realnim, razli¢ite farme odvajaju prasice u razlicitom uzrastu, kao i §to mnoge farme
smestaju krmace po Supama. Modeli upravo omogucuju istrazivanje efekta promene
broja svinja na farmi uopste, kao i istraZivanje neposrednog kontakta medu njima.
Opet podrazumevamo da svaka zivotinja prestavlja pocetni slucaj. Istrazene
implementacije ukljucuju sklanjane prasadi od 3 nedelje starosti (model 1), od 12
nedelja starosti (model 2), zadrzavanje svinja od 16 nedelja starosti (model 3), i
smestanje svih krmaca zajedno u jednom objektu, umesto u Cetiri (model 4).
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Za koeficijent prenosa bolesti uzeli smo tri vrednosti ( $=0.0001, 0.0005 i 0.001),
kao i za stopu oporavka. Za prezentovanu bolest imamo infektivne periode od 100,
20 i 10 dana. Rezultati su navedeni za ukupno 5400 simulacija za svaki skup
parametrara, i prikazani kako za prosecnu, tako i za celu populaciju, omogucavajuci
po 100 simulacija za svaki tip. Prikazani su u tabeli 6.2. gde ilustruju rezultate za
farmu u celosti, obracunate u proseku za sve vrste svinja.

Verovatnoce:
B Y Nema Manja epidemija  Velika

epidemije epidemija
0.0001 0.01 0.51 0.13 0.35
0.0001 0.05 0.88 0.12 0.00
0.0001 0.10 0.95 0.05 0.00
0.0005 0.01 0.15 0.01 0.85
0.0005 0.05 0.44 0.10 0.46
0.0005 0.10 0.64 0.29 0.07
0.001 0.01 0.08 0.00 0.92
0.001 0.05 0.27 0.02 0.71
0.001 0.10 0.44 0.08 0.48

Tabela 6.2 Verovatnoce nepostojanja epidemije, postojanja manje ili velike epidemije, za razliCite
vrednosti koeficijenta prenosa bolesti (B), i stope oporavka (y).

Rezultate u tabeli 6.2 je tesko uporediti sa stvarnim patogenima (rekli smo da je rec o
mikro parazitima), obzirom da podaci o verovatnoci izbijanja epidemije zbog bilo
kojih patogena, nisu dostupni javnosti. Veoma ih je teSko proceniti, obzirom da je
veoma tesko proceniti i sam koeficijent prenosa bolesti, stoga se sluzimo sopstvenim
primerom.

Tabela 6.3 ilustruje verovatnocu javljanja svake situacije (nepostojanje epidemije,
postojanje manje ili velike epidemije) prema pocetnom slucaju za oboljenja, uz
infektivni period od 100 dana (kada je y=0.01), ili za infektivni period od 20 dana
(y=0.05). Za dobijanje ovih rezultata, iskoristili smo relativan doprinos svake vrste
svinja u ukupnom stanovnistvu farme, kao 1 za izvodenje verovatnoce da pocinje
epidemija u odnosu na odgovaraju¢i tip pocetnog slucaja koji razmatramo.
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Verovatnoca da pocetni slucaj izaziva veliku epidemiju zavisi od toga da li je pocetni
slucaj u poziciji da inficira grupu koja se sastoji od velikog broja Zivotinja, Sto opet
zavisi od infektivnog perioda. Na primer, kada je pocetni slucaj parenje krmaca, a
infektivni period kratak, svaka osetljiva zivotinja ¢e se oporaviti pre nego Sto
infekcija dosegne do uzgajalista svinja.

y=0.01 y=0.05
Tip svinje Nema Manja Velika Nema Manja Velika
epidemije  epidemija  epidemija  epidemije  epidemija  epidemija

Krmaca za 0.92 0.04 0.04 1.00 0.00 0.00
parenje 0.93 0.04 0.03 1.00 0.00 0.00
Suprasna krmaca 0.88 0.05 0.07 1.00 0.00 0.00
la 0.79 0.07 0.15 0.99 0.01 0.00
Suprasna krmaca 0.76 0.08 0.16 0.96 0.04 0.00
2a 0.79 0.08 0.13 0.87 0.13 0.00
Suprasna krmaca 0.40 0.11 0.50 0.86 0.14 0.00
3a 0.41 0.13 0.47 0.87 0.13 0.00
Suprasna krmaca 0.54 0.15 0.31 0.87 0.13 0.00
4a 0.98 0.02 0.01 1.00 0.00 0.00
Krmaca za negu 0.94 0.05 0.01 1.00 0.00 0.00

Prase za negu
Prase u jaslicama
Stara krmaca
Aklimatizovana
aktivna

Verovatnoca epidemije za date vrednosti y

Tabela 6.3 Verovatnote nepostojanja/ postojanja manje/ velike epidemije za odgovarajuéi tip
pocetnog slucaja, za koeficijent prenosa =0.0001, i stopu oporavka y=0.01 ili 0.05.

Za strukturu farme koju smo koristili u ovim nasim modelima, klase visokog rizika
su krmace u drugoj polovini trudnoce, stare krmace, prasad i svinje u razvoju. Za
infekcije sa infektivnim periodom od 20 dana i relativno niskim koeficijentom
prenosa bolesti (B), verovatno¢a da ¢e do¢i do velike epidemije je nula, a samo
zivotinje koje su u kontaktu sa velikim brojem zivotinja, pate od manjih epidemija.
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Da bismo dobili procenu ukupnog broja Zivotinja koje ¢e verovatno biti zarazene (I)
tokom epidemije, simulirana epidemija mora da traje dovoljno dugo. Slika 6.10
prikazuje kako se I, kao i trenutni procenat inficiranih Zzivotinja, menja sa
nastupanjem epidemije. Vrednosti parametara jesu B=0.0005 i y=0.01. Iako je
maksimalan procenat svinja tokom epidemije (yax) UPravo u najranijoj fazi iste,
potrebno je mnogo godina da taj broj, tj.ukupan procenat zaraZzenih svinja (1),
dostigne plato. Posle 15 meseci, I dostize svoju krajnju vrednost od 90%, a nakon 3
godine 95%. Teorijsko ocekivanje precenjuje ukupan procenat zaraZenih svinja za
11%, i maksimalni procenat zarazenih u jednom trenutku za 4%, za ove vrednosti
parametara i strukturu farme koje smo razmatrali.

0.8

=
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04

Procenat inficiranih
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Vreme proteklo od pofetka epidemije (u godinama)

Slika 6.10 Procenat zarazenih svinja procenjenih na osnovu simulacija dugoro¢ne velike epidemije
($=0.0005, y=0.01).

Slika 6.11 ilustruje procenjene vrednosti za | i y,.x predvidenih pomocu stohastic¢kih
modela za razliCite vrednosti R,. Svaka tacka predstavlja srednju vrednost pet
simulacija, od kojih je svaka stopirana kada je povecanje ukupnog procenta
zarazenih svinja bilo manje od 0.1%, u periodu od jedne godine. Koristili smo samo
simulacije koje su rezultirale u velikim epidemijama. Poredenja radi, prikazali smo
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teorijske vrednosti za R,. Razlika izmedu dva seta krivih je posledica ¢injenice da su
o¢ekivanja, zasnovana na Ry, podrazumevala homogenu populaciju svinja u
direktnom kontaktu, ali i na tome da u populaciji nema migracija ili imigracija. Stoga
smo dosli do zaklju¢ka da vazi naSa polazna pretpostavka, a to je da struktura farme
igra glavnu ulogu u Sirenju zaraze. Kako bismo ovo potvrdili, a samim tim ucinili
primer bogatijim, implementirali smo celu pricu u model u kom su sve svinje u
direktnom kontaktu i rezultat prikazali na slici 6.11. Jasno vidimo da je procenat
zarazenih svinja u skladu sa teorijskim o¢ekivanjima.

Porede¢i slike 6.10 1 6.11, dolazimo do zaklju¢ka da pregradujuéi populaciju u

diskretne grupe, smanjujemo procenat zarazenih svinja u toku epidemije, i to za
veoma zarazne bolesti.
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Slika 6.10 Poredenje ukupnog procenta svinja zarazenih tokom epidemije (m) i maksimalnog procenta
u bilo kom trenutku (A), dobijeno iz simulacije (otvoreni simboli) i iz o¢ekivanja zasnovanog na R,
(popunjeni simboli).
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Slika 6.11 Poredenje ukupnog procenta svinja zaraZenih tokom epidemije (m) i maksimalnog procenta
u bilo kom trenutku (A), dobijeno iz simulacije (otvoreni simboli) i iz o¢ekivanja zasnovanog na R U
homogenoj populaciji, gde su sve svinje u direktnom medusobnom kontaktu (popunjeni simboli).

Na§ cilj bio je da prikazemo kako navedeni jednostavni stohasticki modeli u
epidemiji, mogu biti primenjeni, pored ljudskih oboljenja, i na strukturisanu farmu,
kao 1 da istrazimo i1 pokaZemo koje informacije nam on obezbeduje. Modeli su
upotrebljeni onoliko koliko su zahtevali navedeni epidemioloski parametri,
koeficijent prenosa bolesti 1 stopa oporavka. Slicno mozemo uraditi i sa parametrima
bitnim na farmi, kao $to je stopa kontakta, da bismo ispitali efekat poljoprivredne
strukture na bolesti u epidemiologiji. Specificna oboljenja, ili aspekti njihovog
Sirenja, su 1 u predasnjim istraZivanjima bila ispitana upravo pomocu stohastickih
modela. Kao primer njihove korisnosti, Bouma (1995) je koristio SIR model kako bi
ukazao na vaznost veli¢ine populacije u prenosu bolesti.

Posebno u primerima, vise smo se posvetili demonstraciji upotrebe ovih modela u
epidemiji, ukljucuju¢i 1 uticaj koeficijenta prenosa bolesti 1 stope oporavka na
verovatnoce epidemije, broj zaraZenih svinja, kao 1 osnovnog broja reprodukcije, koji
su svi ukljuceni u istrazivanje. Verovatnoc¢a da se epidemija dogodi uopste, da ¢e biti
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manjih razmera ili pak, velikih, pruza nam korisne alate za kvantifikovanje rizika
povezanih sa odredenom strukturom farme, podgrupom Zzivotinja u okviru ove
strukture, kao i odredenih patogena. Ovi rezultati se ne mogu dobiti iz
deterministickih modela.

Autputi (izlazi) ovog modela ilustruju uticaj heterogenosti populacije na Sirenje
bolesti. Medutim, sa razli¢itim meSanjem medu grupama zivotinja ($to se u ovom
primeru odnosi na strukturu farme), oc¢ekivana dinamika bolesti, kao i sami ishodi,
zavise od promenljivosti meSanja, ili stope kontakta. Ilustrovali smo primer za
razli¢ite tipove zivotinja, i na kraju smo pokazali da veza zasnovana na homogenosti
populacije izmedu R, i procenta zarazenih zivotinja ne vazi za heterogene
populacije.
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Zakljucak

Na osnovu gore pomenutih ¢injenica, pored mnogih drugih, uofavamo zasto je
zapravo SIS model predmet mnogih izucavanja, pa je samim tim postao predmet
mog interesovanja. Videli smo koja je uloga matematickih modela, a to je
umnogome vodenje racuna i prikupljanje neophodnih epidemioloskih podataka koji
imaju znacajan doprinos prilikom epidemioloskog nadzora fokusiranih na ucestalost
infekcije i oboljenja (stratifikovani prema starosnoj dobi, polu i geografskom
polozaju), kao i1 vodenje evidencije o tatnom uzimanju vakcine. Takve informacije
treba sakupljati spram uzrasta u regionima gde se procenat podloZznih osoba
povecava srazmerno sa godinama, pre i posle sprovodenja programa uzimanja
vakcine. Takode smo videli da su ovi parametri od velikog znacaja za kvantitativnu
procenu mogucih uticaja razliCitih programa vakcinacije. Prethodni trendovi
uzimanja vakcine u Velikoj Britaniji nisu ba§ umnogome urodili plodom, ostalo je
mnogo clanova populacije podloznih ponovnoj infekciji, stoga se nadamo da ce
matematicki modeli u skorijem vremenu biti u moguénosti da maksimalno pomognu
epidemiolozima u reSavanju ovog problema i time maksimiziraju duzinu intervala
medu ponovnim epidemijama. Sto se ti¢e situacije na farmi, postoje mnogi faktori
(na primer vreme, higijena, smrtnost zavisna od bolesti,...), koji utiCu na Sirenje
zaraznih bolesti, a nismo ih uzeli u razmatranje. Navedeni primer je vise bio
namenjen ilustraciji kako jednostavni stohasticki modeli mogu da se primene i na
mikroparazitske infektivne bolesti u strukturisanoj populaciji domaéih Zivotinja.
Razvijen je tako da moze kvantifikovati posledice Sirenja virusne ili bakterijske
infekcije na farmi svinja, konkretno. Pokazuje nam relativni rizik od razli¢itih delova
farme, u smislu verovatnoce se epidemija dogodi uopste, i ako da, hoce biti manja ili
velika. Takode mozemo proceniti ukupan, kao 1 maksimalan broj zaraZenih Zivotinja
u jednom trenutku. Mozemo koristiti model i za istrazivanje efekata razlicitih
strategija za kontrolu Sirenja zaraznih bolesti (npr.vakcinacija, genetska selekcija,
izdvajanje zarazenih zivotinja), takode, Sto je umnogome odlucuki¢e prilikom
pokretanja svakog istraZivanja, pruZa nam snazan alat za kontrolu troSkova.
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Dodatak

Prilog 1. U ovom prilogu navodimo kod programskog paketa MATLAB za
generisanje raspodele stohastickog procesa rasta:

% Probability distribution for stohastic growth.
clear all

time=2000;

K=50; N=2*K; r=0.004;

en=25; % Plot every en time interval.
T=zeros(N+1, N+1); % T is the transition matrix.
p=zeros(time+1, N+1);

p(1,6)=1;

v=linspace(0,N,N+1);

bl=r*v.*(1-v/(2*K));

d1=r*v.~2/(2*K);

b2=r*v;
d2=r*v.*v/K;
b2(N+1)=0;
for i=2:N
T(i,1)=1-b1(i)-d1(i);
T(i,i+1)=d1(i+1);
T(i+1,))=b1(i);
end
T(1,1)=1; T(1,2)=d1(2); T(N+1,N+1)=1-d1(N+1);
for t=1:time
y=T*p(t, )"
p(t+1, )=y’
end
pm(1, 5)=p(1, 3);

for t=1: time/n
pm(t+1, ))=p(en*t, :);
end

mesh([0:1:N], [0: en: time], pm); % Three dimensional plot

xlabel('State"); ylabel('Time, n'); zlabel('Probability');
view(140, 30)
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Prilog 2. U prilogu navodimo od programskog paketa MATLAB koji generalizuje tri
trajektorije za SDJ SIS modela, primer 3.2 (slika 3.2):

% Stohastic Differential Equation
% SIS Epidemic Model
% Three sample paths and the Deterministic Solution
clear
beta=1,;
lambda=0.25;
gam=0.25;
N=100;
init=2;
dt=0.01;
time=25;
sim=3;
for k=1:sim
clear i, t
=L

i(j)=init;
t(j)=dt;
while i(j)>0 & t(j)<25
mu=beta*i(j)*(N-i(j))/N-(lambda+gam)*i(j);
sigma=sqgrt(beta*i(j)*(N-i(j))/N+(lambda+gam)*i(j));
rn=randn; % standard normal random number
i(j+1)=i(1)+mu*dt+sigma*sqrt(dt)*rn;
t(j+1)=t(j)+dt;
=1+
end

plot (t, i, 'r-', 'LineWidth',2);
hold on
end
% Euler's Method applied to the deterministic SIS model.
y(1)=init;
for k=1:time/dt
y(k+1)=y(k)+dt*(beta*(N-y(k))*y(K)/N-(lambda+gam)*y(k));
end
plot([0: dt: time],y,’k—°, ‘LineWidth’,2);
axis([0, time, 0.80 ]);
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xlabel('Time");
ylabel('Number of Infectives’);
hold off

Preuzeto iz Linda,J.S.Allen, An Introduction to Stohastic Epidemic Models, Texas Tech
University,USA
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