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Predgovor

Tema ovog rada je Poasonova regresija za prebrojive podatke, kao specijalni
slu¢aj uopdtenih linearnih modela. Siroka primena ovog oblika regresije u mnogim
drugim oblastima nauke i prakse bila je primarni motiv za detaljnije upoznavanje sa
teorijskom podrskom koja je vezana za njih, kao i za sprovodenje istrazivanja. U radu je
data i osnovna teorija koja se odnosi na uopstene linearne modele, sa akcentom na
Poasonovu slu¢ajnu promenljivu.

U prvom poglavlju su uvedeni osnovne oznake i pojmovi koji su neophodni za
dalje razumevanje rada. Drugo poglavlje sadrzi kratak istorijski pregled razvoja uopstenih
linearnih modela. U tre¢em poglavlju su definisani uopsteni linearni modeli, a zatim je
prikazana njihova konstrukcija i objasnjene su tri osnovne komponente. UopSteni
linearni modeli su ograni¢eni na c¢lanove jedne specijalne familije raspodela,
eksponencijalne familije, pa zbog toga dajemo detaljniji pregled osobina vaznijih ¢lanova
ove familije. Eksponencijalna familija raspodela predstavlja bazu za odredivanje funkcije
raspodele kod uopstenih linearnih modela.

Cetvrto poglavlje detaljno opisuje Poasonovu slu€ajnu promenljivu i modeliranje
prebrojivih podataka Poasonovom regresijom, koje se sastoji od Cetiri osnovna koraka:
postavljanje modela, ocenjivanje parametara modela, provera adekvatnosti modela i
zakljucivanje, u koje spadaju racunanje intervala poverenja i testiranje hipoteza, kao i
interpretacija rezultata. Ocene parametara modela su izvedene metodom maksimalne
verodostojnosti, pomocu algoritma iterativnih tezinskih najmanjih kvadrata. Posebna
paznja je posvecena definisanju i reSavanju problema prerasprsenosti ili prekoracenja
disperzije. Za prevazilazenje ovog problema predloZeni su alternativni modeli, kvazi-
Poasonov i negativni binomni model.

Peto poglavlje uvodi postavljanje Poasonove regresije za stope, tj. kada podatke
posmatramo u procentima.

Sesto poglavlje je rezervisano za primenu modeliranja Poasonovom regresijom na
primeru konzumiranja neoporezovanih duvanskih proizvoda. Podaci su obradeni u
statistickom paketu SPSS, a zatim je data analiza promenljivih u modelu, kao i zaklju¢ak o
statistickim znacajnostima parametara modela i interpretacija rezultata.



Posebno se zahvaljujem svom mentoru, prof. dr. Zagorki Lozanov-Crvenkovic¢
prvenstveno na svom stecenom znanju, zatim na stru¢nim sugestijama, pomodi prilikom
izbora literature i profesionalnom usmeravanju pri izradi ovog rada.

Takode, neizmerno hvala na ogromnoj nesebi¢noj podrsci i razumevanju Milanu, Dragici,
Goranu i Darku.

Novi Sad, Jun 2014. Sanja Bojovic
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Uvod

Standardni linearni modeli imaju Siroku upotrebu, jer se pomodéu njih mogu
modelirati mnogi tipovi podataka i postoje razne teorije njihove primene. Medutim, sve
viSe se istrazuju metode i modeli koji prevazilaze ograni¢enja standardnih linearnih
modela. Uopsteni linearni modeli, koji predstavljaju generalizaciju standardnih linearnih
modela, dopustaju izbor raspodele podataka, pa se na taj nacin viSe ne postavlja uslov da
podaci imaju normalnu raspodelu ili primenjuju transformacije podataka tako da imaju
normalnu raspodelu. Ovi modeli su ograni¢eni na ¢lanove eksponencijalne familije
raspodela koja sadrzi specijalne slu¢ajeve kao $to su normalna, binomna, Poasonova,
gama i inverzna Gausova raspodela. Specijalno, Poasonova raspodela je pogodna za
modeliranje prebrojivih podataka. Uopsteni linearni modeli su uvedeni od strane
Neldera i Vederburna, kao nacin za ujedinjenje razli¢itih statistickih modela, ukljucujuci
linearnu, logisti¢ku i Poasonovu regresiju.

Pre svega, u prvom poglavlju ¢emo uvesti oznake i osnovne pojmove, a zatim u
dugom poglavlju izloziti motivaciju rada, kao i kratak istorijski osvrt. U treéem poglavlju
¢emo najpre definisati uopstene linearne modele, koji se sastoje od tri komponente:
komponente slucajnosti, sistematicnosti i funkcije veze i bi¢e objasnjena njihova
konstrukcija. Tipovi uopstenih linearnih modela ¢e biti razmotreni u smislu izbora familije
raspodele, kao i funkcije veze i bi¢e definisan pojam kanonicke veze.

Cetvrto poglavlje ¢e biti posveéeno Poasonovoj regresiji i modeliranju prebrojivih
podataka. Najjednostavniji uopsteni linearni model za podatke dobijene prebrojavanjem
podrazumeva Poasonovu raspodelu komponente slucajnosti i kanonicku log funkciju
veze. Kao i podaci dobijeni prebrojavanjem, Poasonove raspodele uzimaju nenegativne
celobrojne vrednosti. Poasonova raspodela, koju predstavlamo kao Y ~ Pois(u),
potpuno je odredena srednjom vrednosti u, s obzirom da je njena disperzija takode
jednaka u. Ova osobina Poasonove slu¢ajne promenljive da je njena disperzija jednaka
srednjoj vrednosti predstavlja i ogranienje u izvesnom smislu. U praksi se ¢esto deSava
da je disperzija registrovanih prebrojivih podataka veéa od srednje vrednosti i taj slucaj
se naziva prerasprsenost podataka. PrerasprSenost predstavlja prekoraéenje disperzije
koje potice iz toga kako je definisana stohasticka komponenta modela, pri ¢emu je
sistematicka struktura modela tacna. Prisustvo prerasprsenosti se ne sme ignorisati, jer

1



- Poasonova regresija i primene -

Cak i ako je forma fitovanog modela ta¢na, ne uracunavanje prerasprsenosti dovodi do
netacnih ocena disperzija, ¢ime nastaju previse uski intervali poverenja i suvise male p-
vrednosti znacajnosti testova. Zbog toga ce biti uvedene metode za identifikovanje i
prevazilazenje preraspSenosti, tacnije kvazi-Poasonov i negativni binomni regresioni
model.

Takode, u ovom poglavlju ée detaljno biti izloZeni koraci statistickog modeliranja:

= (Qdredivanje modela — model se odreduje iz dva dela: jedna¢inom koja povezuje
obeleZje i nezavisne promenljive i raspodelom verovatnode obeleZja.

= QOcena parametara modela, gde ¢e se koristiti algoritam iterativnih tezZinskih
najmanjih kvadrata.

= Provera slaganja modela sa podacima.

= Zaklju¢ak — racunanje intervala poverenja i testiranje hipoteza o parametrima
modela, kao i interpretacija rezultata.

U petom poglavlju pokazujemo da moZzemo postaviti Poasonovu regresiju tako da
posmatramo podatke u procentima. U tom slucaju obelezje predstavljamo kao stopu (ili
incidencu).

U Sestom poglavlju bi¢e data primena Poasonove regresije na konkretnim podacima i
uz pomoc statistickog paketa SPSS. Model ¢e pokazivati kako razli¢iti faktori (na primer,
blizina drzavne granice, raspolozivi prihodi, itd.) uticu na pojavu i obim koriS¢enja
neoporezovanih (ilegalnih) pakovanja duvanskih proizvoda kod potrosaca.

Na narednoj stranici dat je kratak pregled sadrzaja i ideja rada.
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I. Oznakeiosnovni pojmovi

1. Oznake:

Za oznacavanje slucajnih promenljivih koristimo standardni pristup, piSemo ih velikim
slovima latinice, a registrovane vrednosti odgovaraju¢éim malim slovima latinice. Na
primer, registrovane vrednosti y4,Y,,..,Y, su realizacije slu¢ajnih promenljivih
Y1, Y, ..., Y, Gréka slova ¢emo koristiti da oznafimo parametre, a odgovaraju¢a mala
latini¢na slova za njihove ocene. Simbol A ¢emo takode koristiti za ocenjene vrednosti.
Na primer, parametar 8 je ocenjen sa ,@ ili b. U radu se ponekad ne¢emo striktno drzati
ovih pravila, ili da bismo na taj nacin izbegli suvisne zapise, gde je znacenje ocigledno iz
konteksta, ili ukoliko postoji tradicija alternativnog zapisa (na primer, e ili € za termine
gresaka).

Vektori i matrice, bilo da su stohasticki ili ne, se oznacavaju podebljanim malim i
velikim slovima, respektivno. Dakle, y predstavlja vektor realizovanih vrednosti

V1

Yn
ili vektor slu¢ajnih promenljivih

1l

J

Ya
P predstavlja vektor parametara, a X je matrica. Oznaka T se koristi za transponovane
matrice ili u slu¢aju kada vektor kolonu piSemo kao red, na primer, Y = [V, ...,Yn]T.

2. Osnovni pojmovi:

Def. 1.1: Preslikavanje Y:{l = R je slucajna promenljiva nad prostorom verovatnoca
(Q,F,P) ako Y™1(S) €F za svako S € B, gde je B =B(R) Borelovo o-polje.
Ekvivalentno, kazemo da je Y F-merljivo.



- Poasonova regresija i primene -

Kako je u prostoru verovatnoca ({, F, P) verovatnoda definisana za svaki skup iz F i
kako Y71(S) € F za svako S € B(R), to znaéi da je za svako S € B(R) definisana
funkcija

Py(S) = P{Y € S} = P{w|Y(w) € S} = P(Y"1(S)).

Tako definisana funkcija Py(S), S € B(R) zove se raspodela verovatnoéa sluc¢ajne
promenljive Y.

Def. 1.2: Slucajna promenljiva Y je diskretna (diskretnog tipa) ako postoji prebrojiv skup
brojeva Ry takav da je P{Y € Ry} = 0, odnosno ako je skup slika od Y najvie prebrojiv
skup.

Def. 1.3: Slucajne promenljive Y;,Y,,.. su nezavisne ako su dogadaji
Y, 1(S,), Y, (S,), ... nezavisni za sve Borelove skupove S; € B(R),i = 1,2, ....

Specijalno, za dvodimenzionalnu sluéajnu promenljivu diskretnog tipa (X,Y) sa
raspodelom p(xl-,yj), i,j =1,2,.. lako se proverava potreban i dovoljan uslov za
nezavisnost X i Y:

P(X=x)n{Y=y})=PX=x}-Plv=y} ij=12.
ili, krace
p(xy) =) -q(y;),  iLj=12 ..

Slu¢ajna promenljiva Y definisana nad prostorom verovatnoca (Q, F, P) je odredena
svojom raspodelom verovatnoca: VS € B, P,(S) = P{Y € S}. Vidimo da je raspodela
verovatnoca P, (+) funkcija skupova, a ne tacke. Kako bismo koristili aparat matematicke
analize, odgovaralo bi nam da definiSemo funkciju tacke koja bi u potpunosti odredivala
slu¢ajnu promenljivu Y. Zato definiSemo funkciju raspodele (verovatnoca) slucajne
promenljive Y.

Def. 1.4: Funkcija Fy (v): R +~ [0,1] definisana sa
Fr(y) = Py((-,9)) = P{w € QY (0) < y}
naziva se funkcija raspodele slu¢ajne promenljive Y .

Funkcija raspodele Fy u tacki y € R predstavlja verovatno¢u dogadaja sastavljenu od
onih elementarnih dogadaja w cija je slika Y (w) manja od y. To kraée pisemo kao

Fy(y) = P{Y <y}
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Funkcija raspodele postoji i jedinstvena je za svaku slu¢ajnu promenljivu i ona odreduje
sva bitna svojstva slucajne promenljive. Takode, treba napomenuti da iako je funkcija
raspodele jedinstvena za svaku slucajnu promenljivu, postoji beskonaéno mnogo
slu€ajnih promenljivih koje imaju iste raspodele.

Def. 1.5: Preslikavanje Y = (¥;,..,Y,), Y:Q —> R" je n-dimenzionalna slucajna
promenljiva na prostoru verovatnoca (£, F, P) ako za svako S € B,, vaii

{w|Y(w) ES}={Y €S}=Y1(S) € F.
Def. 1.6: Funkcija raspodele n-dimenzionalne slucajne promenljive Y = (Y4, ..., Y;) je

Fy(y1, o yn) = Fy,, v (V1) oY)
=PV <yidn.n{ly <y}, —0o<y,.y, <o

Def. 1.7: Ocekivanje E(Y) diskretne slucajne promenljive Y sa raspodelom p(y,), k =
1,2, ... definiSe se sa

E(Y) = Z Ve Pic)s
k=1

i postoji ako i samo ako

Z|3’k| p(yx) < co.
k=1

Def. 1.8: Momenat reda k, k € N slu¢ajne promenljive Y je E(Y¥). Centralni momenat
reda k, k € N slucajne promenljive Y je

E ((Y - E(Y))k).

Dakle, vidimo da je oekivanje u stvari momenat reda 1.

Def. 1.9: Centralni momenat reda 2 slu¢ajne promenljive Y zove se disperzija (varijansa)
slu¢ajne promenljive Y i oznacava se sa D(Y) ili 62(Y). Dakle,

D(Y) = E ((Y - E(Y))z).

Disperzija ili varijansa slucajne promenljive je brojna karakteristika koja predstavlja meru
odstupanja od srednje vrednosti.
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II. Motivacija i istorijski osvrt

Statisticko modeliranje nastalo je kao potreba da se predvidi najverovatnije
ponasanje sistema podataka u buducnosti. Osnovna svrha gradenja modela je da
dobijemo odgovarajuc¢e procene sa malim odstupanjima o tome kako je jedna ili vise
sluajnih promenljivih povezana sa jednom ili vise drugih promenljivih. Standardni
linearni modeli imaju Siroku upotrebu, jer se pomocu njih mogu modelirati mnogi tipovi
podataka i postoje razne teorije njihove primene. Medutim, sve vise se istrazuju metode
i modeli koji premasuju ogranicenja standardnih linearnih modela. Na primer, postoje
brojni tipovi podataka koji nemaju normalnu raspodelu. Da bi se prevazisao ovaj
problem mogu da se koriste transformacije u cilju normalizacije podataka. Medutim,
diskretna obelezja ¢esto znaju da imaju nule za registrovane vrednosti i njihove
standardne greske nemaju normalnu raspodelu. UopSteni linearni modeli, koji
predstavljaju ekstenziju standardnih linearnih modela, dopustaju izbor raspodele
podataka, Sto reSava problem transformacije podataka u normalno raspodeljene.
Naravno, da bismo dobili najbolje procene obelezja odredenog sistema, vrlo je vazno
fitovati podatke na odgovarajuéi nacin.

Uopsteni linearni modeli se ravijaju u proteklih vise od 100 godina. Ukratko, istorija
razvoja izgleda ovako:

= ViSestruka linearna regresija (Legendre, Gaus — pocetak XIX veka)

= Eksperimenti na osnovu analize varijanse (ANOVA) — normalna raspodela sa
vezom identiteta (FiSer, 1920. - 1935.)

= Funkcija verodostojnosti — uopsteni pristup znacajnosti proizvoljnog statistickog
modela (Fiser, 1922.)

= Testovi razblazivanja — binomna raspodela sa dodatnom log log vezom (Fiser,
1922.)

» Eksponencijalna familija — klasa raspodela sa dovoljnim statistikama® za parametre
(Fiser, 1934.)

* Probit analiza — binomna raspodela sa probit vezom (Blis, 1935.)

! Statistika je dovoljna u odnosu na statisticki model i njegov pridruzeni nepoznati parametar, ako
nijedna druga statistika koja moZe biti dobijena iz istog uzorka ne obezbeduje nijednu dodatnu
informaciju.
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» Logit za proporcije — binomna raspodela sa logit vezom (Berkson, 1944.; Djuke i
Paterson, 1952.)

= Log-linearni modeli za prebrojive podatke — Poasonova raspodela sa log vezom
(Bir¢, 1963.)

= Regresioni modeli za analizu preZivljavanja — eksponencijalna raspodela sa
recipro¢nom ili log vezom (Frajgl i Zelen, 1965.; Zipin i Armitage, 1966.; Glaser,
1967.)

* Inverzni polinomi — Gama raspodela sa reciprocnom vezom (Nelder, 1966.)

Dakle, poznato je joS od vremena FiSera (1934.) da su mnoge od najc¢esce koris¢enih
raspodela ¢lanovi jedne familije, koju nazivamo eksponencijalna familija raspodela. Do
kraja 1960.-ih, bilo je pravo vreme za sintezu ovih razli¢itih modela (Lindsi, 1971.). Nelder
i Vederburn su otisli korak dalje i 1972. ujedinili teoriju statistickog modeliranja, narocito
regresionih modela, time $to su objavili clanak o Uopstenim linearnim modelima. Oni su
pokazali dve stvari. Prvo, da je znacajan broj najc¢esée koriséenih linearnih regresionih
modela klasi¢ne statistike ¢lanova jedne familije, koji se mogu tretirati na isti nacin.
Drugo, da procene maksimalne verodostojnosti kod ovih modela mogu biti dobijene
istim algoritmom, iterativnim teZinskim najmanjim kvadratima. U daljem razvoju, oba
elementa su imala podjednaku ulogu.
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III. UopsStenilinearni modeli

Kao $to smo veé napomenuli, uopsteni linearni modeli su uvedeni od strane Neldera i
Vederburna, kao nacin za ujedinjenje razlicitih statistickih modela, ukljucujuéi linearnu,
logisticku i Poasonovu regresiju. Oni predstavljaju fleksibilnu generalizaciju klasi¢ne
linearne regresije, koja dozvoljava obelezju da ima standardne greske koje nisu normalno
raspodeljene. Uopsteni linearni modeli, dakle, uopstavaju linearnu regresiju tako Sto
dopustaju linearnom modelu da sadrzi obelezja koja imaju raspodelu razli¢itu od
normale.

Uopsteni linearni modeli su ogranic¢eni na ¢lanove jedne specijalne familije raspodela,
eksponencijalne familije, koja ima pogodne statisticke osobine. Zapravo, ovaj uslov
proizilazi iz Cisto tehnickih razloga: numericki algoritam, iterativni teZinski najmaniji
kvadrati, koji se koristi za ocene parametara modela, funkcioniSe samo unutar ove
familije raspodela. Uz pomo¢ modernih kompjutera, ovo ogranicenje se moze relativno
jednostavno prevazici.

1. Eksponencijalna familija raspodela

Eksponencijalna familija raspodela predstavlja skup raspodela koji sadrzi kako
neprekidne, tako i na diskretne slu¢ajne promenljive. Clanovi ove raspodele imaju
mnoge vazne osobine, koje se mogu razmatrati uopsteno i vaze za sve ¢lanove familije.
Eksponencijalna familija raspodela predstavlja bazu za odredivanje funkcije raspodele
kod uopstenih linearnih modela. Posmatrajmo slucajnu promenljivu Y ¢ija raspodela
verovatnoéa zavisi od parametra 6. Za raspodelu moiemo rec¢i da pripada
eksponencijalnoj familiji, ako ima sledeci oblik

f(y; 6) = s(y)t(6)e*®P®), (3.1)

gde su a,b,s i t poznate funkcije. Primetimo simetriju izmedu y i parametra 8, koja
narocito dolazi do izrazaja ako jednacinu (3.1) napisemo u slede¢em obliku

F(y;0) = e(a(y)b(9)+0(9)+d(y)),

gdejes(y) = e, a t(0) = @,
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Ako je a(y) = y, tada kazemo da je raspodela u kanoni¢kom (ili standardnom) obliku,
a b(0) se ponekad naziva prirodni parametar raspodele.

Eksponencijalna familija raspodela koju smo upravo definisali sadrzi specijalne
slu¢ajeve kao Sto su normalna, binomna, Poasonova, gama i inverzna Gausova
raspodela. Sada ¢emo razmotriti neke vaznije osobine ovih raspodela.

Gausova (normalna) raspodela sa sredinom u i disperzijom o2 ima funkciju gustine

1 _ (y_ﬂ)z
e 202

fw) =

oV2T

Funkciju gustine mozZzemo zapisati u kanonickom obliku na sledeci nacin

21
f(y;’u):e( 20262 " 257 2

Prirodni parametar je b(u) = % . U zavisnosti od vrednosti parametara u i g, grafici
krivih gustina su razliciti, ali se mogu uociti neke zajednicke crte. Sve krive gustine su
simetricne u odnosu na pravu y = u. Promena vrednosti parametra u dovodi do
translacije krive gustine duz apscisne ose. Promena vrednosti parametra o dovodi do
promene spljoStenosti krive gustine (rasprsenosti oko tacke y = u). U slucaju kada su
parametri normalne raspodele 1 = 0 i 6% = 1 dobijamo normalnu N'(0,1) raspodelu

koja se naziva standardna normalna raspodela.

Normalna raspodela se koristi za modeliranje neprekidnih podataka koji imaju
simetri¢nu raspodelu. Ona ima Siroku primenu zbog sledeée tri bitne karakteristike. Prvo,
mnoge prirodne pojave mogu dobro da se opiSu normalnom raspodelom. Na primer,
visina ili krvni pritisak kod ljudi. Drugo, ¢ak i ako slucajne promenljive nemaju normalnu
raspodelu (na primer, ako je njihova raspodela asimetri¢na), raspodela srednjih
vrednosti dovoljno velikog broja nezavisnih i jednako raspodeljenih slucajnih
promenljivih, pri ¢emu svaka od njih ima konacnu srednju vrednost i varijansu, priblizno
odgovara normalnoj raspodeli. Ovo je dokazano u Centralnoj grani¢noj teoremi, Ciju
formulaciju i dokaz dajemo u dodatku. Treée, ukoliko neprekidna promenljiva Y nije
normalno raspodeljena, cdesto se moZze identifikovati relativno jednostavna
transformacija, kao na primer, Y’ = logY ili Y’ = /Y, koja daje podatke Y’ sa priblizno
normalnom raspodelom. Zbog toga se veliki deo statisticke teorije bavi upravo
normalnom raspodelom.

Binomna raspodela je diskretna raspodela koja ima funkciju gustine

10
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f;p) = (D pY(1 —p)n.

Ovde y predstavlja broj uspesnih dogadaja u n pokusaja, a n — y je broj neuspesnih. Broj

n! . . . .. . . .
(;) = S se zove binomni koeficijent. Binomna raspodela zavisi od dva parametra

n € Nip € (0,1). Ako slu¢ajna promenljiva Y ima binomnu raspodelu sa parametrima n
i p to zapisujemo Y: B(n,p). Binomna raspodela, dakle, predstavlja model za izvodenje
n istih pokusaja, pri ¢emu se svaki od njih moze realizovati uspesno (sa verovatno¢om p)
ili neuspesno (sa verovatno¢om 1 — p), nezavisno od ishoda ostalih pokusaja. Tada
sluajna promenljiva Y: B(n,p) predstavlja broj pokusaja (od n) koji su se uspesno
realizovali. Funkciju gustine binomne raspodele moZemo zapisati u kanonickom obliku
kao

F(y;p) = e(¥108P-ylog(i-p)+nlogli-p)+log(}))

Binomna raspodela je ¢esto prvi izbor kod modeliranja procesa sa binarnim ishodima,
kao Sto su, na primer, broj kandidata koji su polozili test (mogudi ishod za svakog od
kandidata je da je polozio ili da je pao), broj pacijenata sa odredenom bolesti koji su Zivi
u navedenom vremenskom periodu nakon diagnoze (mogudi ishod je da je pacijent Ziv ili
nije).

Poasonova raspodela je diskretna raspodela sa funkcijom gustine koja zavisi od
parametra u > 0:

llye_#

y!

flrw =

)

gde y uzima vrednosti 0,1,2, ... To moZzemo drugacije zapisati kao
JCADE e(yl()gﬂ—u—logy!)'

Sto predstavlja kanonicki oblik Poasonove raspodele, s obzirom da je a(y) = y. Takode,
vidimo da je prirodni parametar log u.

Ocekivanje i disperzija Poasonove slu¢ajne promenljive jednaki su u, tako da nema
potrebe ocenjivati posebno svaki od ova dva parametra. Kao Sto ¢emo videti kasnije,
Poasonova raspodela je pogodna za modeliranje prebrojivih podataka. Kako se u
povedéava, Poasonova raspodela se pribliZava normalnoj. Primeri podataka koji imaju
Poasonovu raspodelu su broj slu¢ajnih slovnih greSaka na jednoj stranici ¢asopisa, broj
pogresnih komponenti u kompjuteru, broj Cestica pri raspadu radioaktivne materije u
odredenom vremenskom periodu. Realni podaci koji mogu biti dobro modelirani

11



- Poasonova regresija i primene -

pomocu Poasonove raspodele Cesto imaju vecu disperziju od srednje vrednosti i tada
imamo problem prerasprsenosti podataka. U tom sluéaju model mora biti prilagoden
tako da odrazava ovu osobinu. U poglavlju IV. 6. éemo se detaljnije baviti metodama
kojima se modeliranje prilagodava takvim podacima.

Gama raspodela je neprekidna familija sa funkcijom gustine odredenom
parametrima w,y > 0:

-y

v-1
— (Y ew

gde je T'(-) gama funkcijaz. Ocekivanje i disperzija gama raspodele su, respektivno,
EY)=wy i D(Y) = w?p. Parametar w uti¢e na Sirenje gama raspodele, dok
parametar 1 kontrolide nagib raspodele. Sto je parametar 1 vedi, to je raspodela vise
simetricna. Gama raspodela je korisna za modeliranje pozitivnih neprekidnih obeleZja,
kada njihova uslovna disperzija raste zajedno sa njihovom srednjom vrednoséu, ali gde je
koeficijent varijacije obelezja konstanta.

Inverzna Gausova raspodela je takode neprekidna familija odredena sa dva
parametra, i i A, sa funkcijom gustine

P _Ay-w?
p(y) = /Znyg e 2¢*,  zay>0.

Ocekivanje i disperzija za Y su E(Y)=pu i D(Y) = u3/A. Slicno kao i kod gama

raspodele, disperzija inverzne Gausove raspodele se povecava sa sredinom, ali mnogo
brze. Nagib se takode povecava sa i, a smanjuje sa A.

Primeri raspodela koje ne pripadaju eksponencijalnoj familiji su KoSijeva, uniformna,
itd.

Sada éemo prikazati osobine raspodela iz eksponencijalne familije. Pre svega,
potrebno je pokazati kako dolazimo do oéekivanja i disperzije za a(Y).

Iz definicije gustine raspodele znamo da je povrsSina ispod krive jednaka jedinici, pa
vazi

[ rooay=1 32)

> Gama funkcija je definisana kao I'(x) = fowe‘zz"‘ldz i moZe se smatrati neprekidnim uopstenjem
funkcije faktorijala, kada je x nenegativan ceo broj, x! = I'(x + 1).

12
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a ukoliko je slu¢ajna promenljiva diskretna, tada umesto integrala koristimo sume.
Ukoliko potrazimo prviizvod po 8, dobijamo

d (© d

| _rosexy=gz1=0
Za eksponencijalnu familiju raspodela uvek je dozvoljeno menjati redosled integracije i

diferenciranja (Sto ne mora uvek da vazi za raspodele koje ne pripadaju eksponencijalnoj
familiji), pa prema tome, dobijamo

“df(y;6)
———dy =0. 3.3
| Ty (3.3)
Analogno, ukoliko dva puta diferenciramo po 6 (3.2), vazi sledece
> d’f(y; 0)
¥ dv=0. 3.4
| —ay (34

Dalje, ukoliko jednacinu za raspodelu

f(y; 6) = e(a(Y)b(9)+c(9)+d(y))

diferenciramo po 8, dobijamo sledece

df (v; 0)

o= (@b’ () + ' ©))f (: 0).

Iz (3.3) sledi

f (@()b'(8) + ¢'(0))f(y; 6) dy = 0

(0]

| aow@rwoav+ | c@rod=o

Kako iz definicije olekivanja sledi da je ffooo ay)f(y;0) dy = E(a(y)), a ha oshovu
(3.2) vazidaje ffooo c'(B)f(y;8) dy = c'(0), sledida je

b’(B)E(a(y)) +c'(8) = 0.
Dakle, vazi da je

c'(6)

E(a(N)) = IOk

(3.5)

13
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Na sli¢an natin dolazimo i do D(a(Y)).

d*f (y; 6)

g = @B’ ©®) +¢(©)f: ) + (@b (O) + " O)F 3:6).  (36)

Na osnovu (3.5), prvi sabirak sa desne strane jednakosti (3.6) moze biti napisan kao

(@@)b'(6) + @) £(;0) = b'*(0) (ay) - E(a(1))) £(7;:6).
Tada iz (3.4) sledi

f »d*f(y;0)

107 dy = b'*(0)D(a(V)) + b"()E(a(Y)) + c"(8) = 0,

— 00

© 2
jer je po definiciji f_oo (a(y) - E(a(Y))) f(y;0)dy = D(a(Y)).
Dakle, za disperziju dobijamo da je

b"(8)c'(8)—b'(6)c" (6)
b'*(6) '

D(a(V)) = (3.7)

Dobijene jednakosti za ocekivanje i disperziju mogu biti pokazane za sve specijalne
slu¢ajeve raspodela iz eksponencijalne familije. Na primer, posmatrajmo kanonicki oblik
Poasonove raspodele

fsw = e(vlog u—u—logy!)'

gdeimamo dajea(y) =y, b(8) =logu, c(6) = —pid(y) = —logy!.

Tada je
"(8) -1
E(a(Y))z—z,(9)=— =M
m
(6)c'(8)—b' (8)c” (H) =0
b"(6)c'(8)—b'(8)c" (0 2
p(a(Y)) = ¢ ) ¢ :ul —
e

14
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2. Konstrukcija uopstenih linearnih modela
Uopsteni linearni modeli predstavljaju znacajnu generalizaciju linearne regresije u

uopsteniju, eksponencijalnu familiju. Na slici 1. moZzemo videti graficku reprezentaciju
uopstenog linearnog modela, koji je zasnovan na slede¢em:

» Registrovane vrednosti se ukljuuju u model putem linearne funkcije (X7 ).
= Uslovno ocekivanje zavisne promenljive se predstavlja kao funkcija linearne
kombinacije:
EYIX)=p=fX"B).
= Dobijena vrednost se izvodi iz eksponencijalne familije raspodela sa sredinom (.

Slika 1. Reprezentacija uopStenog linearnog modela

Xp Yn B

Naredna slika definiSe odnose izmedu promenljivih kod uopstenih linearnih modela.

Slika 2. Odnosi izmedu promenljivih kod uopstenih linearnih modela

Dakle, uopsteni linearni modeli se sastoje od tri komponente:

= Komponenta slu€ajnosti definiSe uslovnu raspodelu obelezja, Y; (za i-tu od n
nezavisnih vrednosti), za date vrednosti nezavisnih promenljivih u modelu. U
originalnoj formulaciji raspodela za Y; je ¢lan eksponencijalne familije raspodela,
kao Sto su normalna, Poasonova, binomna, gama ili inverzna Gausova raspodela.

= Komponenta sistemati¢nosti ili linearno predvidanje (prediktor) je linearna
funkcija parametara regresije

15
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ni = Bo + P1Xi1 + B2 Xiz + -+ + B Xik-

Kao i u linearnom modelu, parametri x;; su prethodno definisane funkcije
nezavisnih promenljivih koji ne moraju biti linearno nezavisni, i prema tome,
mogu da sadrze kvantitativne nezavisne promenljive, transformacije
kvantitativnih nezavisnih promenljivih, polinomne parametre, itd. Zaista, jedna od
prednosti uopstenih linearnih modela je to Sto je struktura linearnog predvidanja
poznata.

Glatka i invertibilna funkcija veze g(:) transformise ocekivanje obeleZja,
w; = E(Y;), u linearno predvidanje, tj. povezuje komponentu sistematicnosti sa
srednjom vrednosti od Y:

gu) =n; = Po + PiXir + B2 Xiz + - + BrXix -

Kako je funkcija veze invertibilna, moZzemo takode da napisemo

Uy = 9_1(77i) = 9_1(,30 + f1Xi1 + foXip + -+ PrXik)

pa se stoga uopSteni linearni modeli mogu posmatrati i kao linearni modeli
transformacija ocekivanja obelezja ili kao nelinearni regresioni modeli obelezja. Inverzna
veza g~1(*) se naziva i funkcija srednje vrednosti. Najéedée korid¢ene funkcije veze i
njihove inverzne vrednosti su date u tabeli 1. Primetimo da veza identiteta naprosto
vraéa nepromenjen argument, n; = g(u;) = p; , a prema tome i y; = g () =n; i
ona predstavlja najjednostavniju funkciju veze. Druge funkcije veze dozvoljavaju
nelinearnost parametra y u odnosu na predvidanje.

Tabela 1. Najéesce koris¢ene funkcije veze i njihove inverzne vrednosti

Veza 1 = g() pi=g"'(m)
Identitet Ui n;
Log In, w; el
Inverzna wi~t n; 71
Inverzno-kvadratna w2 m—%
Kvadratni koren N n;?
Logit In, e !
1= 1+e
Probit D~ 1(u;) D(n;)
Log log —In,(—In, u;) e
Komplementarna log log In,(—In, (1 — 1)) 1—e e

16
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Napomena: u; je olekivana vrednost rezultata; n; je linearno predvidanje; ®(-) je
kumulativna funkcija raspodele normalne raspodele®.

Poslednje cCetiri funkcije veze u tabeli 1. su za binomne podatke, gde Y; predstavlja
udeo uspesnih ishoda od n; nezavisnih binarnih pokusaja; dakle, Y; moze da primi
vrednosti O,nii,n%, ...,n;—_il, 1.

Dobar izbor veze ¢e nam otkloniti ogranicenja u vezi domena ocekivanih rezultata. Na
primer, pretpostavimo da je obelezje Y prebrojiva slu¢ajna promenljiva, koja moze da
primi samo nenegativne celobrojne vrednosti, 0, 1, 2,... Prema tome, i ofekivanje u; ¢e
biti nenegativno (mada ne i obavezno ceo broj), a log veza ¢e preslikati y; na celu realnu
osu. Medutim, to ne znadi da izbor funkcije veze treba da bude u potpunosti odreden

domenom obelezja.

Pogodna osobina raspodela eksponencijalne familije je to Sto je uslovna disperzija za
Y; funkcija njene sredine y;, recimo v(y;), i parametra disperzije g;. U tabeli 2. prikazane
su disperzije, kao funkcije od y; i g;, za naj¢esce koriséene eksponencijalne familije.
Takode, prikazani su i domeni obeleZja i takozvane kanonicke (ili prirodne) funkcije veze
u odnosu na svaku familiju. UopsSteni linerani modeli imaju prednost u odnosu na
transformacije obelezja kod linearne regresije. To je zbog toga Sto je izbor transformacije
delimi¢no razdvojen od raspodele obelezja. Kanonicka veza pojednostavljuje uopsteni
linearni model, mada se mogu koristiti i neke druge funkcije veze. Prednost kanonickih
veza je to Sto minimalna dovoljna statistika® za B postoji, tj. sve informacije o § sadrzane
su u funkciji istih dimenzija kao i . Konkretno, veze koje se koriste variraju od jedne
familije do druge, ali i od jednog do drugog softvera. Tako, na primer, ne bi bilo previse
korisno koristiti identitet, log, inverznu, inverzno-kvadratnu ili kvadratni koren vezu za
binomne podatke, niti bi imalo smisla uzimati logit, probit, log log ili komplementarnu
log log vezu za nebinomne podatke.

Tabela 2. Kanonicke veze, domen rezultata i uslovne funkcije disperzija za raspodele iz
eksponencijalne familije

3 . .. . .y v vie ol
Kumulativna funkcija raspodele normalne raspodele, koja se obi¢no oznacava grékim velikim slovom

®, je integral
1 X _tZ
d(x) =— e 2 dt.
V21 J_»

4 Dovoljna statistika je minimalna dovoljna ako se moZe predstaviti kao funkcija bilo koje druge
dovoljne statistike. Drugim re¢ima, S(X) je minimalna dovoljna, ako i samo ako
1. S(X) je dovoljna,
2. Ako je T(X) dovoljna, onda postoji funkcija f tako da je S(X) = f(T(X)).
Intuitivno, minimalna dovoljna statistika najefikasnije hvata sve moguce informacije o parametru 6.
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Familija Kanonicka veza Domen od Y; D(Y;In;)
Gausova Identitet (—00, +00) of,
Binomna Logit 0'1’—'nl M
n; n;
Poasonova Log 0,1,2,.. Ui
Gama Inverzna (0, 00) ol
Inverzna Gausova Inverzno-kvadratna (0,0) o;u;’

Napomena: o; je parametar disperzije, n; je linearno predvidanje, a u; je ocekivanje od
obeleZja Y;. Za binomnu familiju, n; je broj ponavljanja.

3. Tipovi uopstenih linearnih modela
Uopstene linearne modele delimo na standardne i ekstenzije.
Standardni modeli — Uz pomo¢ softvera za uopsStene linearne modele mogu se

fitovati standardne raspodele, kao $to su Poasonova, binomna, normalna, log-normalna,
gama, log-gama, eksponencijalna, Pareto, inverzna Gausova i niz funkcija veze:

= |dentitet U
L 1
= Reciprocna p
= Kvadratno inverzna /%
= Kvadratni koren Nm
= Eksponencijalna (u+cq)e , C11Cy Su poznate
"= Llog logu
* Logit logni_#
= Komplementarna log log log (— log%)
= Probit ¢! (%)

Ekstenzije — Brojne ideje mogu da se koriste za softvere da bi se fitovao model koji
nije iz uopstene linearne familije, kao na primer, model cija je raspodela blizu
eksponencijalnoj familiji, koji ima parametre unutar funkcije veze, parametre unutar
funkcije disperzije, nelinearnu strukturu, itd.

Dalje, prilikom izbora modela, Citav niz regresionih modela se uzima u razmatranje.
Sada ¢emo uvesti terminologiju, pomocu koje ¢emo opisivati zajednicke mogucnosti koje
se mogu posmatrati.
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=  Kompletan, potpuni ili zasicen model:
Model ima onoliko parametara, koliko i registrovanih vrednosti, odnosno, n
linearno nezavisnih parametara. Dakle, on reprodukuje podatke tacno, ali bez
pojednostavljivanja, i prema tome nije previSe pogodan za interpretaciju.

=  Nula-model:
Ovaj model ima jedinstvenu srednju vrednost za sve registrovane vrednosti. On je
jednostavan, ali obi¢no nema dovoljno reprezentativnu strukturu u odnosu na
podatke.

=  Maksimalni model:
Predstavlja najvedi, najkompleksniji model koji smo spremni da razmotrimo.

= Minimalni model:
Ovaj model sadrzi minimalan skup parametara koji moraju biti prisutni.

= Trenutni model:
Ovaj model se nalazi izmedu maksimalnog i minimalnog modela i trenutno je

predmet istrazivanja.

Zasi¢eni model opisuje registrovane vrednosti tacno, ali bas zbog toga ima vrlo male
Sanse da bude pogodan za ponavljanje istrazivanja uz koris¢enje istih metoda, ali drugih
registrovanih vrednosti. On ne naglasava vazne osobine podataka. Nasuprot tome,
minimalni model ima dobre Sanse da odgovara i podacima iz ponovljenih istrazivanja.
Medutim, bitne karakteristike podataka su kod minimalnog modela obi¢no ispustene.
Dakle, mora se pronadi balans izmedu uspesnosti fitovanja podataka i jednostavnosti.
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IV. Poasonova regresija za prebrojive podatke

Poasonova regresija je oblik uopstenih linearnih modela, gde slu¢ajnu promenljivu
modeliramo pretpostavljajuéi da ima Poasonovu raspodelu. Poasonova raspodela
podrazumeva slucajne promenljive sa nenegativnim celobrojnim vrednostima, kao Sto
su, na primer, prebrojivi podaci. Takvi podaci se mogu prikazati kao frekvencije, pomocu
tabela kontigencije. Takode, mogu se prikazivati i kao broj ostvarenih dogadaja, na
primer broj saobracajnih nesreéa, koji se analiziraju u odnosu na neke nezavisne
promenljive, Sto u ovom slucaju moze biti broj registrovanih motornih vozila ili rastojanje
koje prelaze vozaci. Dakle, zavisna promenljiva predstavlja broj dogadaja u odredenom
vremenskom intervalu.

Kao sto smo ve¢ napomenuli, kod linearnih modela procene srednjih vrednosti mogu
da budu negativne, medutim kada posmatramo prebrojive podatke, sredine moraju biti
nenegativne. Prebrojivi podaci mogu uzimati samo (nenegativne) celobrojne vrednosti,
Sto ih Cini nekonzistentnim sa Gausovim greSkama. Dalje, prebrojivi podaci cesto
ispoljavaju heteroskedasti¢nost, gde veca disperzija prati vecu srednju vrednost.
Najjednostavniji uopsSteni linearni model za podatke dobijene prebrojavanjem
podrazumeva Poasonovu raspodelu komponente slucajnosti. Kao i podaci dobijeni
prebrojavanjem, Poasonove slucajne promenljive uzimaju nenegativne celobrojne
vrednosti.

1. Poasonova slucajna promenljiva - osnovne osobine i primeri

Poasonova raspodela je diskretna raspodela koja predstavlja verovatnocu da se
odredeni broj dogadaja ostvari u zadatom vremenskom intervalu, ako se dogadaji
ostvaruju nezavisno od vremena realizovanja poslednjeg dogadaja.

Slu¢ajna promenljiva Y ima Poasonovu® raspodelu sa parametrom u, ako za u >0
uzima celobrojne vrednostiy = 0, 1, 2, ... sa verovatno¢om

> Poasonova raspodela je nazvana po francuskom matemati¢aru Simonu Denisu Poasonu (1781.—
1840.), koji je prvi uveo ovu raspodelu i objavio je zajedno sa njegovom teorijom verovatnoce 1837. godine
u delu pod nazivom “IstraZivanje o verovatnoci presuda u krivicnim i gradanskim pitanjima”.
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i =1
© i
i=0

Disperzija slu¢ajne promenljive Y ~Pois(u) je
d i

D(Y) =E(Y?) —E?(Y) = z izl:—!e‘” —u?

= e H(uPet + pet) —u? = p.

Poasonova raspodela, koju predstavljamo kao Y ~ Pois(u), potpuno je odredena
srednjom vrednosti i, posto je njena disperzija takode jednaka u. Iz tog razloga, kada su
vrednosti u proseku vece, one viSe i variraju. Kako su ocekivanje i disperzija jednaki,
faktor koji utice na jedno, uticac¢e i na drugo. Dakle, ne mozemo pretpostaviti da vazi
homoskedasti¢nost za Poasonove podatke.

Primer 1. Pretpostavimo da se na odredenoj lokaciji nalazi biljka &iji broj jedinki po m?
ima raspodelu prema Poasonovom procesu sa srednjom vrednosti 0.2 jedinke po m?.
Hoéemo da odredimo verovatnocu da se na 9 m? ne nalazi ni jedna jedinka ove vrste.

Kako broj jedinki ima Poasonovu raspodelu sa sredinom u =9 - 0.2 = 1.8, verovatnoca
da na 9 m? ne Zivi ova biljka je
—1.81 0

e .
P{Y = 0lp = 1.8} = —— = 0.16523.
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Poasonova slu¢ajna promenljiva je zatvorena u odnosu na sabiranje, sto znaci da je
suma nezavisnih Poasonovih slu¢ajnih promenljivih Poasonova slu¢ajna promenljiva sa
srednjom vrednosti koja je jednaka sumi odgovarajuéih srednjih vrednosti. Specijalno,
ako suY; i Y, nezavisne, gde Y;~Pois(u;),zai = 1,2, tada

Yl + YZNPOiS(Ill + ,uz)

Iz toga sledi da je Poasonova slucajna promenljiva sa sredinom u jednaka zbiru u
nezavisnih Poasonovih slucajnih promenljivih sa sredinom 1, pa iz Centralne grani¢ne
teoreme (Ciju formulaciju i dokaz dajemo u dodatku) sledi da kako u raste, Poasonova
sluajna promenljiva postaje priblizno normalna. Sada ¢emo dati formalan dokaz osobine
zatvorenosti u odosu na sabiranje.

Teorema 1.: Ako su Y;~Pois(u;), i = 1,2, ... nezavisne sluajne promenljive, gde je

Y u; < oo, tada je
Sy = Z Y;~Pois (Z ,ul-).

Dokaz: Da¢emo primer koji je specijalni slu¢aj teoreme za i = 2. Generalizacija dokaza se
dobija indukcijom.

Neka slucajna promenljiva Y; ima Poasonovu Pois(u,) raspodelu, sluéajna
promenljiva Y, ima Poasonovu Pois(u,) raspodelu i neka su Y; i Y, nezavisne. Odredimo
raspodelu zbira ¥; + Y,.

Najpre, primetimo da slucajne promenljive Y;,Y,1Y; + Y, imaju isti skup mogucih
vrednosti. Za proizvoljnon € {0, 1, 2, ...}, imamo

P{Y, +Y, = n} = ZP({Y1 — K} n{Y, =n—k}).

k=0

Kako su slu¢ajne promenljive Y; i Y, nezavisne, imamo da je

P{Y, + Y, =n}=ZP{Y1 — Kk} PY, =n—k}
k=0
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n
1 n
— p—(uy+uy) — k, n-k
e Zn!z:(k)u1 H2

k=0
_ (ug + p)"

. e~ (Hitu2) n=0,1,..

Dakle, Yl + Yz: POiS(ﬂl + /12)
|

Korisna posledica ove osobine u praktiénom radu je to sto moZzemo da analiziramo
individualne ili grupne podatke, a da dobijemo isti rezultat. Specijalno, neka Y;; oznacava
broj dogadaja koji su se dogodili u j-toj jedinici i-te grupe i neka Y; oznacava ukupan broj
dogadaja u grupi i. Tada, pod uobiajenim pretpostavkama o nezavisnosti, ako
Y;j~Pois(u;), za j = 1,2, ...,n;, tada Y;~Pois(n;u;). To znaci da ako su individualne
prebrojive slu¢ajne promenljive Y;; Poasonove sa sredinom y;, tada je i ukupna slucajna
promenljiva Y; Poasonova sa sredinom mn;u;. Dakle, dobijamo istu funkciju
verodostojnosti ako radimo sa pojedinacnim prebrojivim podacima Y;; ili sa ukupnim ;.

Poasonova raspodela je povezana sa druge dve diskretne raspodele, binomnom i
multinomijalnom. Prvo éemo dati vezu izmedu binomne i Poasonove raspodele. Ako je
broj uspesnih ishoda u n pokusaja binomne raspodele, gde broj pokusaja n —» o, a
verovatnoca uspesnog ishoda p — 0, tako da np — u, raspodela uspesnih ishoda je
priblizno Poasonova sa sredinom u. Odavde sledi da je Poasonova raspodela dobar izbor
za modeliranje retkih dogadaja, tj. dogadaja koji se najverovatnije nece desiti u bilo kojoj
pojedinacnoj situaciji (kako je p malo), ali mogu da se dogode prilikom mnogo nezavisnih
pokusaja (odnosno, n je veliko). U praksi, binomnu raspodelu B(n,p) aproksimiramo
Poasonovom ako je n veliko i np < 10. Tada uzimamo u = np i prelazimo na Poasonovu
raspodelu Pois(u).

Teorema 2.: Neka je S,, sluCajna promenljiva koja predstavlja broj realizacija dogadaja, tj.
Bernulijeva slu¢ajna promenljiva, S,,: B(n,p). Ako je u Bernulijevoj Semi np —» u > 0,
kadan — o, onda

J
P{Sn:j}_)‘ljl._'e_u, j:0,1,..., n — oo,
Dokaz: Na osnovu pretpostavki teoreme imamo da je

p~E, kadan — oo.
n

Sada je

23



- Poasonova regresija i primene -

Pis, =3 =)/
_n(n—l) wn—j+1)

i p/(1—p)*/
n-1).n-j-1) / —J
_n(n j!n J (%)1(1_%)n1
J n inn—1 n—j+1
SR 0 R e
Kako je
(- en e
(1_%)—j%n;1...n—7];+1_)1, n — o,
sledi

j
P{Sn=j}_)‘l]l._|e_“, j=01,.., n — oo,

Poasonova raspodela je usko povezana i sa multinomnom raspodelom, koja
predstavlja uopsStenje binomne raspodele. Za n nezavisnih pokusaja, gde svaki od njih
vodi do realizovanja (uspesnog pokusaja) tac¢no jedne od k kategorija, pri cemu svaka
kategorija ima unapred datu verovatnoéu uspeha, multinomna raspodela daje
verovatnodéu uspesnosti proizvoljne kombinacije brojeva razli¢itih kategorija. Parametri
koji odreduju multinomnu raspodelu su, dakle, broj dogadaja n > 0 i p4, ..., pr koje
predstavljaju verovatnode realizacije svake kategorije (naravno, Zi-‘zlpi = 1). Srednja
vrednost je data sa E(Y;) = np;, dok je disperzija D(Y;) = np;(1 — p;). Neka su dalje, sa
Y, ..., Y oznaceni moguci ishodi svakog pokusSaja i pretpostavimo da je verovatnoca
realizacije Y; u svakom pokusaju jednaka p;, i = 1, ... k. Verovatnoca da se u n pokusaja
Y, realizovalo tac¢no y; puta, Y, realizovalo ta¢no y, puta, itd. data je sledecom
funkcijom

f(ylf s Yo L, D1y ""pk) =
=P{r1=y}v.u{li=wn} =

n! k
——p Y1 L p Yk, kada Z i =n
= Ity PP e

0, inace
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za nenegativne celobrojne vrednosti vy, ..., Y. Za k = 2 dobijamo binomnu raspodelu,
koja je dakle, specijalan slu¢aj multinomne.

Multinomna raspodela se najceSée koristi za uzorkovanje sa vracanjem, kada imamo
vise od dve kategorije. Na primer, neka je populacija od n elemenata podeljena u
kategorije Ej, ..., E, veli¢ine n4,..,n, . Multinomna raspodela daje verovatnode za
nekoliko mogudih kombinacija slu¢ajnog uzorka sa vra¢anjem veli¢ine n, koji je uzet iz
ovako date populacije.

Kao drugi primer, posmatrajmo bacanje dvanaest kockica. Kolika je verovatnoéa da se
svaki broj dobije dva puta? Oznacdimo sa Ej, ..., E4 Sest mogucih brojeva, gde za svaki od

njih postoji dva moguca ishoda, a verovatnoda svakog ishoda je % . Dakle, odgovor je
121276712 = 0.0034.

Veza izmedu Poasonove i multinomne raspodele je data na sledeéi nacin. Ako
posmatramo K nezavisnih Poasonovih slucajnih promenljivih {Y,...,Yk} sa sredinama

H;, njihova zajednicka raspodela, koja zavisi od ukupnog broja prebrojivih podataka }; Y,
K

je multinomna sa verovatnoéom m; = SY
j i

. Ova veza se pokazala veoma bitnom u analizi

tabela kontigencije.

Primer 2. U klasicnom tekstu o teoriji verovatnoée Feler (1957.)° je ukljucio brojne
primere registrovanih vrednosti koje imaju Poasonovu raspodelu, kao $to su na primer
podaci o broju avionskih bombi koje su pale na juzni deo Londona tokom Il svetskog rata.
Grad je bio podeljen na 576 malih oblasti, svaka veli¢ine Cetvrtine kvadratnog kilometra,
a zatim su prebrojavane oblasti koje su pogodene tacno k puta. Ukupno je bilo 537
pogodaka, pa je prosecan broj pogodaka po oblasti 0.9323. Kako normalna raspodela
nije pogodna za prebrojive podatke, Poasonova raspodela predstavlja standardni izbor.
Registrovane vrednosti u tabeli 3. su veoma blizu Poasonove raspodele sa sredinom
u = 0.9323. Dalje, u ovom primeru svaki dan moZemo posmatrati kao veliki broj
pokusSaja, gde svaka od oblasti ima malu verovatno¢u da bude pogodena. Ako
pretpostavimo da su dani medusobno nezavisni, onda nas to dovodi do binomne
raspodele koja je veoma dobro aproksimirana Poasonovom. Drugi primeri dogadaja koji
odgovaraju ovoj raspodeli su radioaktivna dezintegracija, razmena hromozoma unutar
c¢elija, broj telefonskih poziva pogresnog broja, broj bakterija u razli¢itim delovima
Petrijeve Solje.

® Feller, William (1957) ‘An Introduction to Probability Theory and Its Applications’, second edition,
John Wiley & Sons, Inc.

25



- Poasonova regresija i primene -

Tabela 3. Broj avionskih bombi koje su pale na juzni London tokom Il svetskog rata

Pogoci 0 1 2 3 4 5+
Registrovani 229 211 93 35 7 1
Ocekivani 226.7 211.4 98.6 30.6 7.1 1.6

Sada ¢emo pogledati neformalno alternativno izvodenje Poasonove raspodele u
smislu stohastickih procesa. Pretpostavimo da se dogadaji ostvaruju slu¢ajno u vremenu
tako da su ispunjeni sledeci uslovi:

= Verovatnoca da se dogadaj ostvari barem jednom u datom vremenskom periodu
proporcionalna je duZini tog vremenskom intervala.

= Verovatnoda da se dogadaj ostvari dva ili viSe puta u malo vremenskom periodu je
zanemarljiva.

» Broj dogadaja koji se desio u jednom vremenskom intervalu nezavisan je od broja
dogadaja koji se desio u drugom vremenskom intervalu, ukoliko su intervali
disjunktni.

Tada je raspodela verovatnoée broja ostvarenih dogadaja u odredenom vremenskom
intervalu Poasonova sa sredinom u = At, gde je A stopa ostvarivanja dogadaja po
jedinici vremena, a t je duzina vremenskog intervala. Proces koji zadovoljava tri gornja
uslova se naziva Poasonov proces. Poasonova raspodela je ¢esto asimetricna na desnu
stranu, pa sledi da je dobro da se koristi za retke dogadaje.

U primeru avionskih bombi ovi uslovi mogu biti ispunjeni. Sto duZe traje rat, to je
veéa verovatnoéa da c¢e odredena oblast biti pogodena makar jednom. Takode,
verovatnoda da ¢e jedna oblast biti pogo¢ena dva puta u toku istog dana je, na srecu,
veoma mala. | na kraju, to Sto je oblast pogodena u bilo kojem danu je nezavisno od
onoga Sto se dogada u susednim oblastima.

2. Model Poasonove regresije

Statisticko modeliranje se odvija u Cetiri koraka:

=  Postaviljanje modela — model se odreduje iz dva dela: jednacinom koja povezuje
obelezje i nezavisne promenljive i raspodelom verovatnoce obelezja

= Ocenjivanje parametara modela

=  Provera adekvatnosti modela — koliko model dobro fituje podatke
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» Zaklju¢ak — racunanje intervala poverenja i testiranje hipoteza o parametrima
modela, kao i interpretacija rezultata

3. Postavljanje modela

Pretpostavimo da imamo uzorak obima n, dat sa y;,y,, ..., ¥, koji moZe da se
posmatra kao realizacija nezavisnih Poasonovih slu¢ajnih promenljivih, gde je
Y;~Pois(u;) i pretpostavimo da ho¢emo da pustimo da srednja vrednost y; (a samim
tim i disperzija) zavise od vektora nezavisnih promenljivih x;. Efekat nezavisnih
promenljivih na slucajne promenljive Y; se modelira kroz parametre ;.

Mogli bismo da postavimo jednostavan linearni model oblika
u; = E(yilx) = x{ B,

ali ovaj model dopusta da linearno predvidanje sa desne strane jednakosti ima bilo koju
realnu vrednost, dok Poasonova srednja vrednost sa leve strane, koja predstavlja
ocekivanje prebrojive slu¢ajne promenljive, mora da bude nenegativna.

Jednostavno resSenje ovog problema jeste da umesto toga modeliramo logaritam
srednje vrednosti koristeci linearni model. Dakle, moZzemo racunati logaritam n; = log i;
i pretpostaviti da se transformisana srednja vrednost ponasa po linearnom modelu
n; = x! B. To zna¢i da ¢emo koristiti uopsteni linearni model sa log vezom. Na osnovu
toga mozemo zapisati model u slede¢em obliku

log u; = X7 . (4.1)

Iz jednacine(4.1) jednostavno dobijamo model za srednju vrednost
— — xT[Z
p = EQyilx) = e*iP,

Dalje,

T
ow _ 0EGulx) _ 9 ()
axi axi axi

T
= e*iPB; = ;.

Vidimo da u ovom modelu parametar regresije f; predstavlja oCekivanu promenu
logaritma srednje vrednosti po jedinici promene za X;. Povecavanje X; za jednu jedinicu

mnoZi srednju vrednost od Y; faktorom efi, tj.

* Akojep; =0, tadaje efi =1, paY; i X nisu povezani
= Akojef; <0,tadaje efi < 1ip =E(Y) je efi puta manje nego kada je X = 0
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= Akojef; > 0,tadaje ePi > 1ip =E(Y) je e puta vece nego kada je X = 0.

Glavna pretpostavka Poasonovog modela je da su sredina i disperzija jednake, tj.

T
E(yilx;) = w; = €8 = D(y;|xy).

Ukoliko imamo slucaj da je E(y;|x;) < D(y;|x;), podaci su prerasprseni i Poasonov
model mora biti modifikovan da bismo dobili dobro slaganje modela sa podacima.

Nezavisne promenljive X = (X;,X,,...,X;) u Poasonovim regresionim modelima
mogu biti:

1. sve kategoricke; tada za modeliranje prebrojivih podataka koristimo tabele
kontigencije i ovi modeli se konvencijom zovu log-linearni modeli;

2. numericke ili kombinacija numerickih i kategorickih promenljivih; ove modele
nazivamo Poasonovim regresijama;

3. Ukoliko je Y/t promenljiva koju modeliramo, ¢ak iako su sve nezavisne
promenljive kategoricke, regresioni model ¢emo nazivati Poasonov, a ne log-
linearni.

4. Ocene parametara modela

Metoda maksimalne verodostojnosti i algoritam iterativnih teZinskih

najmanjih kvadrata

Posmatrajmo uopSteni linearni model koji sadrZi nezavisne slucajne promenljive
Yy, ..., Y, i neka su y,, ..., y, njihove realizovane vrednosti. Za pocetak ¢emo definisati
potrebne funkcije, koje koristimo za metodu maksimalne verodostojnosti.

Funkcija maksimalne verodostojnosti za Y; predstavlja verovatno¢u da dati uzorak
bude izabran, dakle,

1;(6,,y;) = P{Y; = y;} = e(ib@D+c(0+dlp),
gde 6;,i = 1, ...,n predstavlja parametar raspodele.

Kako funkcije 1;(0;) iIn;(0;) postizu maksimum za istu vrednost 6;, Cesto je lakSe naci
maksimum prirodnog logaritma funkcije verodostojnosti. Tada je

Inl;(6;,y;) = y;b(6;) + c(6;) + d(yy).
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Dalje, izvod funkcije In [;(0;, y;) po 6; je

d1nl;(6;,y;)

Ui(Ouy) = — 4 = y;b'(6;) + ¢'(6)).

Funkcija U; se naziva skor statistika i ona predstavlja ocenu nepoznatog parametra ;.
Kako U; zavisi od y;, mozemo je posmatrati kao slu¢ajnu promenljivu

U; = Y;b'(6,) + c'(6)). (4.2)
Ocekivana vrednost za U; je

EU;) = b'(6)E(Y) + ¢'(6),
pa iz (3.5) dobijamo da je

"(9:
E(Ul) = b'(@l) <— %) + C,(ei) =0.

Disperzija od U; se naziva matrica informacija i nju ¢emo oznacavati sa J;. Na osnovu
osobina disperzije o linearnim transformacijama slu¢ajne promenljive i (4.2), dobijamo

Ji = DUy = b"*(8)D(Y)).
Dalje, iz (3.7) sledi

b"(6)c'(0) B

c"'(9).

Skor statistika U ima primenu kod statisti¢kog zaklju€ivanja o parametrima uopstenih
linearnih modela, kao Sto éemo videti u poglavlju IV. 5.

Za statistiku U vazi da je
D(U) = EWU? = —-EU").
Prva jednakost sledi iz osobine disperzije koja vazi za sve slu¢ajne promenljive, da je
D(X) = E(X?) — E*(X),
pa kako je E(U) = 0, dobijamo da je D(U) = E(U?). Da bismo izveli drugu jednakost,

prvo ¢emo da diferenciramo U po 6. Dakle, iz (4.2) dobijamo da je

U’_aU_ Yblle ,,9
= =5 = a(Nb"(8) +¢"(6).
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Tada je ocekivana vrednost od U data na sledeci nacin

E(U) =b"(0)E(a(Y))+c"(0) =

(6
=b"(0) <— %) +¢"(6) = -D(U).

Dakle, pokazali smo da vaZi i druga jednakost.

Nakon $to smo uveli potrebne definicije, metodom maksimalne verodostojnosti
¢emo izvesti ocene parametara B, koje su povezanesaY;, i =1,...,n, kroz E(Y;) = y; i
glu) = xl-TB. lako se u nekim specijalnim slucajevima ocene mogu dobiti konkretnim
matematickim izrazima, uglavnom u te svrhe koristimo numericke metode. Ove metode
su naravno iterativne i bazirane su na Njutnovom algoritmu.

ZasvakoY;, i =1,...,nvaii

c'(6y)
bll Bl ! 91 _bl gl 14 gl
by = 0K b,)g(g_)( x50 (44)
g(u) = x[ B =n;. (4.5)

Funkcija maksimalne verodostojnosti za sve Y; je

zn: zn: b(ei)+zn:c(9i)+zn:d(}’i)-
i=1 i=1 i=1

i=1

Da bismo dobili ocenu parametra f3;, potrebno je da izraCunamo
n
dlInl; 06; a,ul-
Z Z (4.6)
6,8] o 20, a,ul 6,81

koriste¢i pravilo lanca za date diferencijale. Razmotriéemo svaki cCinilac iz (4.6)

pojedinacno. Prvo,

dlInl;
00;

_ylb(6)+c(6)_b(0)(yl i)

Drugo,
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99; 1
opi Ol
06;

Iz (4.3) i (4.4) dobijamo da je

ou;  c'(8)  c'(OHb"(0)
| na kraju, iz (4.5) sledi da je

Oy _ Opy Omy _ Oy

_x .
aﬁ] a’h a.Bj ani Y
Dakle, statistika U; je

n n
=Z<a In ll%%) 2 (yl (a.ul>
£\ 00; Ou;0p; ~ D(Y) an;
i=1 i=1
Matrica varijanse i kovarijanse za U; ima oblik

I = E(UU),

koji predstavlja elemente matrice informacija J. 1z (4.7) sledi

o= (5 (G () 35 (e )
_ zn: E((Y; — u)®)xijxik (%) ,

< (b)) 0w

(4.8)

jer je E((Yi —u)(Y, — ,ul)) =0, za sve i # [, kako su svi ¥; medusobno nezavisni. Ako
iskoristimo da je E((Y; — p;)?) = D(Y;), (4.8) moZe da se napise kao

n 2
Jjk = Tk <%) :

4.9
i D(Y;) \on; (49)
=1
Tada je
b = pm=1) 4 (gm-D) " y(m-1) (4.10)
gde je b vektor ocena parametara B1, .-, Bp U m-toj iteraciji. U jednacini (4.10)
(gtm)™

7
je inverzna matrica matrice informacija sa elementima J; datim sa (4.9), a

31

4.7)



- Poasonova regresija i primene -
U1 je vektor sa elementima datim u (4.7), pri ¢emu su sve ocene dobijene u b1,
Ako sada pomnozimo obe strane jednakosti (4.10) sa gim-1, dobijamo
Jm-Dpm) = gm-1p0m-1) 4 jm-1) (4.11)
Iz (4.9) J moZemo zapisati kao
J=X"WX,

gde je W dijagonalna matrica dimenzijan X n, sa elementima

ou = s (2 @12

Izraz sa desne strane jednakosti (4.11) je vektor sa elementima

> (5 O, (2

k=1i=1 i=1

ocenjenim u b1 Ovo sledi iz jednakosti (4.9) i (4.7). Dakle, desna strana jednakosti
(4.11) moie biti napisana kao

XTWz,
gde z ima elemente
& 9
- Ui
zi = Z xeby™ Y + (i — o) (a—l> (4.13)
e Ul
pri ¢emu su u; |—‘ dobijeni za b™M~D.

Prema tome, iterativna jednacina (4.11) moze biti zapisana kao
XTwxp™ = xTwz. (4.14)

Ovaj oblik je analogan normalnim jednacinama za linearne modele dobijene tezinskim
najmanjim kvadratima, pri ¢emu je razlika u tome Sto se kod uopstenih linearnih modela
ocene racunaju iterativno, jer u opstem slucaju z i W zavise od b. Dakle, za uopstene
linearne modele ocene dobijene metodom maksimalne verodostojnosti podrazumevaju
algoritam iterativnih teZinskih najmanjih kvadrata.

Vecina statistickih softvera, koja sadrzi pakete sa procedurama za fitovanje uopstenih
linearnih modela, bazirana je na efikasnom algoritmu (4.14). Algoritam je napravljen
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tako da uzima neku pocetnu aproksimaciju b©® za ocenjivanje z i W, a zatim se resSava
(4.14) da bismo dobili b, koje se dalje koristi za dobijanje bolje aproksimacije za z i
W, i to se nastavlja dok ne dostignemo Zeljenu konvergenciju. Kada je razlika izmedu
b= i p™ dovoljno mala, b se uzima kao ocena dobijena metodom maksimalne
verodostojnosti.

Naredni primer prikazuje primenu algoritma iterativnih tezinskih najmanjih kvadrata.

Primer 3. Podaci dati u tabeli 4. su vesStacki generisani realizovani prebrojivi podaci za Y
posmatrani za razliCite vrednosti nezavisne promenljive X.

Tabela 4. Podaci za primer Poasonove raspodele

y; 2 3 6 7 8 9 10 12 15
X -1 -1 0 0 0 0 1 1 1

Slika 3. Graficki prikaz podataka iz primera 3.

16 -
*
N
- . i
.
L 4
.
0
-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5
X

Pretpostavimo da su Y; Poasonove slu¢ajne promenljive. U praksi, pretpostavke o
raspodeli podataka bismo doneli ili na osnovu numericke provere ili na osnovu vizuelnih
zakljuéaka o srednjim vrednostima i varijansama. Za date podatke moZemo da
primetimo da se disperzija povecava sa Y, Sto potvrduje pretpostavku da podaci imaju
Poasonovu raspodelu. Tada znamo da je

E(Y)) = D(Y)). (4.15)
Model definiSemo tako Sto pretpostavimo da su Y; i x; u linearnom odnosu
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E(Y;)) = pu; = p1+ Box; = XiTB'

gde je

p=[5]ix =[]

zai = 1,...,n. Dakle, uzimamo da je funkcija g (u;) funkcija identiteta
gu) = p; =x{ B =n;.
Tada je Z_:: = 1, $to pojednostavljuje jednacine (4.12) i (4.13). 1z (4.12) i (4.15) sledi

_ 1 _ 1
DY) Byt Baxi

Wi

Koristeci ocenu b = [z;] za B, jednacina (4.13) postaje

z; = by + byx; + (i — by — byx;) = y;.

Takode

> T L

i=1 b1 + byx; i=1b; + bzxil
L
[ L1 b1 + byx; i=1 b1 + byx;

J=XTwx =

Z" Vi
i=1 by + byx;

X"Wz = zn x|
i=1 b1 + bax;
Ocene metodom maksimalne verodostojnosti su dobijene iterativno iz jednacina
XTwxX)m=Dpm = (XTWz)™m-D,
(m-1)

gde (m — 1) oznacava ocenuu b

Za podatke koje posmatramon =9
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2 X1 1 -1
15 Xg 1 1

Sa slike 3. dobijamo pocetne ocene bil) =7i bgl) = 5.Tada je

9.869048
0.583333)

1.821429 -0.75

T 1 _
XWX [ —0.75 1.25

| xTwzy® = [
pa sledi,

b = (XTWx)D) " (XTWz)® =

_ [0.729167 0_4375] [9.869048] _ [7.4514
0.4375 1.0625110.583333 4.9375)

Iterativni proces se nastavlje dok niz ne konvergira za datu veli¢inu. Ocene dobijene
metodom maksimalne verodostojnosti su f; = 7.45163 i S, = 4.93530. Za ove
vrednosti inverzna matrica matrice informacija J = X' WX je

0.7817 0.4166

-1 _
J _[0.4166 1.18631°

Tada je, na primer, 95% interval poverenja za 5,

49353 + 1.96V1.1863ili (2.80,7.07).

5. Provera adekvatnosti modela i statisticko zakljucivanje

Dva osnovna alata statistickog zakljuéivanja su intervali poverenja i testiranje
hipoteza. Intervali poverenja, koje nazivamo jos i intervalima ocena, se sve vise koriste
od testiranja hipoteza, jer Sirina intervala poverenja daje i meru preciznosti sa kojom ¢e
zakljucak biti donesen. Oni su konceptualno mnogo jednostavniji nego odredivanje moci
statistickih testova. Testiranje hipoteza se izvodi tako Sto se poredi koliko dobro dva
povezana modela fituju podatke. Za uopstene linearne modele, dva modela bi trebala da
imaju istu raspodelu verovatnoéa i istu funkciju veze, ali linearni prediktor jednog
modela treba da sadrzZi viSe parametara od drugog modela. Jednostavniji model, koji
odgovara nultoj hipotezi H,, mora biti specijalan sluc¢aj drugog, opstijeg modela. Ukoliko
jednostavniji model fituje podatke podjednako kao i opstiji model, tada ¢emo koristiti,
naravno, jednostavniji model i hipoteza H, se ne odbacuje. Ako opstiji model fituje
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podatke znacajnije bolje, tada odbacujemo hipotezu H, u korist alternativne hipoteze
H;, koja odgovara opstijem modelu. Da bismo uporedili dva modela, postavljamo
statistike koje opisuju koliko dobro model fituje podatke, tj. koliko se model slaze sa
podacima. Takve statistike mogu biti bazirane na maksimalnoj vrednosti funkcije
verodostojnosti, maksimalnoj vrednosti logaritma funkcije verodostojnosti, kriterijumu
minimalne vrednosti sume kvadrata ili razlici statistika za odstupanje reziduala. Proces i
logika mogu biti sumirani na sledeéi nacin:

1. DefiniSemo model M,, koji odgovara nultoj hipotezi Hy, a zatim definiSemo uopsteniji
model M; (pri ¢emu je M, specijalan slu¢aj modela M;).

2. Fitujemo model M, i izraCunamo statistiku G, koja pokazuje koliko se model dobro
slaZe sa podacima. Zatim, fitujemo model M; iizraCunamo statistiku G; koja pokazuje

koliko se taj model dobro slaZe sa podacima.

G
Go
4. Koristimo uzoracku raspodelu za G; — G, (ili neku analognu statistiku) da bismo

3. Izrac¢unamo poboljSanje u fitovanju, obi¢no G; — G, ali moZzemo da posmatramo i

testirali nultu hipotezu da je G; = G, protiv alternativne hipoteze G, # G,.

5. Ukoliko nulta hipoteza da je G; = G, nije odbacena, tada H, nije odbacena i
jednostavnosti radi, koristitemo model M,. Ukoliko je hipoteza da je G; = G,
odbacena, tada je odbacena i hipoteza H, i smatramo da je model M; bolji.

Za oba tipa statistickog zakljuivanja, i intervale poverenja i testiranje hipoteza,
potrebna je uzoracka raspodela. Za intervale poverenja potrebna je uzoracka raspodela
ocena. Kod testiranja hopoteza potrebna je uzoracka raspodela statistike koja pokazuje
koliko se model dobro slaze sa podacima.

Ukoliko je S statistika koju posmatramo, tada je osnovna ideja da je pod odredenim
uslovima aproksimacija

S—E(S)

JD(S

~(0,1)

ili, ekvivalentno’

(s —E())

D) ~x2(1),

gde su E(S) i D(S) olekivanje i disperzija od S, respektivno.

7 Ako su Xj, ..., X, nezavisne slu¢ajne promenljive sa V' (0,1) raspodelom, tada X2 + - + X2 ~ x2(n).
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S1
Ako imamo vektor statistika koje posmatramo s=[5
S
p

ocekivanjem E(s) i asimptotskom matricom varijanse i kovarijanse V, tada priblizno vazi
daje

, Ssa asimptotskim

(s —E(s)) V"1(s — E())~x%(p) (4.16)

Sto obezbeduje da je matrica V nesingularna, pa postoji jedinstvena inverzna matrica
VL

Uzoracka raspodela za skor statistiku

Pretpostavimo da su Y3, ..., Y,, nezavisne slucajne promenljive iz uopstenog linearnog
modela sa parametrima 8, gde je E(Y;) = ;i g(u;) = x7 B = n,. 1z jednacine (4.7) skor
statistike imaju slededéi oblik

n
U.ZO_L:Z Mx..(%) i=1..p
TTop L\ py) TUNan) )

Kako je E(Y;) = w;, za sve i, sledi da je
E(U)=0, zaj=1,..,p,

Sto je konzistentno sa opStim rezultatom da je ocekivanje od skor statistike jednako O.
Matrica varijanse i kovarijanse za skor statistiku je matrica informacija (J sa elementima
matrice

Jjx = E(UjUy),
koji su dati jedna¢inom (4.9).

Ukoliko postoji samo jedan parametar 3, skor statistika ima asimptotsku uzoracku

raspodelu
U
—~N(0,1)
VJ

ili ekvivalentno,
U2
—~X?(1),
3 (D
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jerieE(U)=0iD(U) = J.

Ukoliko imamo vektor parametara

B1
B=|"|
By
tada je skor statistika vektor
Uy
u=|:],
Up

koji ima multivarijantnu normalnu raspodelu U~N'(0, ), makar asimptotski, pa sledi da
za vece uzorke vazi da je

UT g tu~X2(p).

Tejlorov red aproksimacija

Za dobijanje asimptotskih uzorackih raspodela za razlicite statistike korisno je koristiti
Tejlorov red aproksimacija. Tejlorov red aproksimacija za funkciju f(x), sa jednom
nezavisnom promenljivom x, u tacki t je

d 1 92
O = O +@-0(2) 4760 <%> ‘o
x=t -

Za logaritam funkcije verodostojnosti koja ima samo jedan parametar £ prva tri ¢lana
razvoja Tejlorovog reda aproksimacija u tacki ocene b su

In1(8) = InL(b) + (8 ~ DU(b) + (B~ b)2U'(D),

pri ¢emu je U(b) = dInl/dp statistika koja predstavlja ocenu parametra 8, za § = b.
Ako U'(b) = 9%Inl/dp? aproksimiramo njegovim ocekivanjem E(U") = —J,
aproksimacija postaje

1
Inl(B) = Inl(b) + (B = b)U(D) =5 (B~ b)*J(b),

gde je J(b) informacija za f = b. Odgovarajuca aproksimacija za logaritam funkcije
verodostojnosti za vektor parametara g je
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1
Inl(B) = Inl(b) + (B —b)'U(b) — E(ﬁ —b)'J(b)(B - b),
gde je U vektor, a J matrica informacija.

Za funkciju U sa jednim parametrom f prva dva ¢lana Tejlorovog niza aproksimacija u
tacki b daju

U(B) =U(b) + (B —b)U'(b).
Ako U’ aproksimiramo sa E(U") = —, dobijamo

u(p) =U(b)— (B —b)J(b).
Analogno, za vektor parametara 8 dobijamo

U(B) =U(b) - J(b)(B - b). (4.17)

Uzoracka raspodela za ocene dobijene metodom maksimalne

verodostojnosti

Jednacdina (4.17) se moze iskoristiti za dobijanje uzoracke raspodele ocene dobijene

metodom maksimalne verodostojnosti b = ﬁ Po definiciji, b je ocena koja maksimizira
Ini(b) (kaoil(b)), paje U(b) = 0.Tada je

Uup)=-Jb)(B—b),

ili, ekvivalentno

(b-p)=J'U,

¢ime je obezbedeno da je J nesingularna matrica. Ako je J konstantna, tada je
E(b—B) =0, jer je E(U)=0. Dakle, E(b) =B, barem asimptotski, pa je b
konzistentna ocena za . Dovoljan uslov za konzistentnost je da je

lim E((b— B)?) = 0.
Matrica varijanse i kovarijanse za b je
E((b—B)(b—-P")=J EWUTJ =77,

jerjeJ ' = EWWUT),a (g HT = 371, kako je J simetri¢na matrica.
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Asimptotska uzoracka raspodela za b je, na osnovu (4.16)

(b—B)"Ib)(b - B)~x*(p). (4.18)

Ova statistika se naziva Valdova statistika.

Statistika odnosa logaritama funkcija verodostojnosti

Jedan od nadina da procenimo adekvatnost modela jeste da ga uporedimo sa
opstijim modelom, koji sadrzi maksimalan broj parametara koji se mogu oceniti. Takav
model se zove kompletan (potpuni ili zasi¢en) model. To je uopsteni linearni model, koji
ima istu raspodelu i funkciju veze kao i model koji posmatramo.

Pretpostavimo da ima n promenljivih Y;,i = 1, ..., n koje posmatramo, pri ¢emu sve u
opétem sluaju imaju drugacije vrednosti za linearnu komponentu x! 8. Tada se potpuni
model definiSe sa n parametara. U ovom slucaju, maksimalan broj parametara koji mogu
biti ocenjeni za potpuni model jednak je broju potencijalno razli¢itih linearnih
komponenti, $to moZe biti manje od n.

Opstije, ozna¢imo sa m maksimalan broj parametara koji mogu biti ocenjeni. Neka
Bmax 0znacava vektor parametara potpunog modela, a b4, 0cenu za B4, dobijenu
metodom maksimalne verodostojnosti. Funkcija verodostojnosti za potpuni model u
tacki byax, L(Bmax; V), bice veca od bilo koje druge funkcije verodostojnosti za date
registrovane vrednosti, sa pretpostavkama o istoj raspodeli i funkciji veze, jer ona daje
najkompletniji opis podataka. Oznadimo sa [(b; y) maksimalnu vrednost funkcije
verodostojnosti za posmatrani model. Tada pomocu odnosa

[(Brmax; ¥)
L(b; y)

mozZemo da ocenimo koliko se dobro model slaze sa podacima. U praksi se koristi

1=

logaritam gornjeg razlomka, $to zapravo predstvlja razliku izmedju logaritama funkcija
verodostojnosti

log A =logl(bqy; V) —logl(b; y). (4.19)

Velike vrednosti dobijene za log A ukazuju na to da posmatrani model slabo opisuje
podatke u odnosu na potpuni model. Da bismo odredili kriticnu oblast za log 4, potrebno
je da znamo njegovu uzoracku raspodelu.
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U narednom poglavlju vide¢cemo da 2logA ima hi-kvadrat raspodelu. Prema tome
2 log A je statistika koju ce3ée koristimo umesto log 4.

Uzoracka raspodela za odstupanje reziduala

Odstupanje reziduala, koje nazivamo joS i statistika logaritama funkcija
verodostojnosti, je

D, = 2(Inl(bpmax, y) — Inl(b,y)).

Iz jednacine

1
[nl(B) = Inl(b) + (B~ b)'Ub) — 5 (B~ b)'J(bB)(B ~ b),

ako je b ocena dobijena metodom maksimalne verodostojnosti za parametar f8, tako da
jeU(b) = 0, sledi

1
Inl(B) — Inl(b) = _E(ﬁ —b)'J(b)(B - b).
Prema tome, statistika

2(Inl(b,y) —Inl(B,y)) = (B —b)'J(b)(B — b)
ima hi-kvadrat raspodelu y?(p), gde je p broj parametara, iz (4.18).

Odavde mozZemo izvesti uzoracku raspodelu za odstupanje reziduala

D, = 2(Inl(bymqy,y) — Inl(b,y)) =
= 2(Inl(bpmax,y) — MI(Brmax,y)) — 2(nl(b,y) — Inl(B,y))
+2(Inl(Bmax,y) — InL(B,y)). (4.20)

Za 2(Inl(bpgy, ) — M 1(Bimax,¥)) znamo da ima y2(m) raspodelu, gde je m broj
parametara potpunog modela. Dalje, 2(Inl(b,y) — Inl(B,y)) ima x?(p) raspodelu,
gde je p broj parametara u modelu koji posmatramo. Na kraju, v = 2(Inl(Bmax. V) —
Inl(B,y)), je pozitivna konstanta koje ¢e biti blizu nule ukoliko posmatrani model fituje
podatke priblizno dobro kao i potpuni model. Dakle, tada je uzoracka raspodela za
odstupanje reziduala, priblizno,

D,~x*(m —p,v),
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gde v predstavlja parametar necentralnosti raspodele y2. Odstupanje reziduala postavlja
bazu za vedinu testova hipoteza kod uopstenih linearnih modela.

Primer 4. Odstupanje reziduala za Poasonov model

Pretpostavimo da su Y, ..., Y, nezavisne slufajne promenljive i Y;~Pois(y;). Tada je
logaritam funkcije verodostojnosti

Inl(By) = Zyi log u; — Zui - ZIOgyi!-

Za zasi¢en model, y; su razli¢ite za sve i = 1, ...,n, tako da je B = [y, ..., 4y .Ocene
dobijene metodom maksimalne verodostojnosti su fi; = y;, pa je maksimalna vrednost
logaritma funckije verodostojnosti

Inl(Bmaxy) = Z yilogy; — Z Yi— Z log y;!.

Pretpostavimo da model koji Zelimo da koristimo ima p < n parametara. Ocena
dobijena metodom maksimalne verodostojnosti b se moze koristiti da bismo izra¢unali
ocene fi;, pa su tada fitovane vrednosti y; = fi;, jer je E(Y;) = u;. Maksimalna vrednost
logaritma funckije verodostojnosti je u ovom slucaju

nl(h,y) = ) yilog9i— ) 9= ) logyi

Tada je D,
D, = Z(ZTL l(ﬁmax'y) - lnl(b’y))

=2 (Z yilog i% - Z(}’i - 37i)>-

Za vedinu modela se moze pokazati da je ). y; = Y. ¥;. Dakle, D, se moZe napisati u

D, =2 E log 2.
= 0; log—,
T L el

gde je o; oznaka za registrovanu vrednost y;, a e; oznacava ocenu ocekivane vrednosti
Yi-

sledeéem obliku

Vrednost za D, se u ovom slucaju moze izracunati. Ta vrednost se moze uporediti sa
raspodelom y?(n — p). Sledeéi primer ilustruje ovu ideju.

Podaci u tabeli 5. odgovaraju primeru 3. gde su podaci sa Poasonovom raspodelom
modelirani linearno (pravom linijom). Fitovane vrednosti su
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Yi = by + byx;

gde je b, = 7.45163, a b, = 4.9353. Tada je D,, = 2(0.94735 — 0) = 1.8947, sto je u
slaboj vezi sa stepenima slobode, n —p =9 —2 = 7. U stvari, D, je ispod 5% repa
raspodele y2(7), prema ¢emu se model dobro slaZe sa podacima (3to je i logi¢no za mali
skup vestacki generisanih podataka).

Tabela 5. Rezultati Poasonove regresije iz primera 3.

X; Yi Vi yilogy:/y;
-1 2 2.51633 -0.45931
-1 3 2.51633 0.52743
0 6 7.45163 -1.30004
0 7 7.45163 -0.43766
0 8 7.45163 0.56807
0 9 7.45163 1.69913
1 10 12.38693 -2.14057
1 12 12.38693 -0.38082
1 15 12.38693 2.87112
Ukupno 72 72 0.94735

Testiranje hipoteza

Hipoteze o vektoru parametara B duZine p mogu da se testiraju pomocu uzoracke
raspodele Valdove statistike

(B-B) 9B - B)~x*®).

Alternativni metod koji se koristi je poredenje dva modela i koliko se oni dobro slazu sa
podacima. Modeli moraju biti ugnjezdeni ili u hijerarhijskom odnosu, tj. moraju imati istu
raspodelu verovatnoca i istu funkciju veze, gde je linearna komponenta jednostavnijeg
modela M, specijalni slucaj linearne komponente uopstenijeg modela M;.

Neka nulta hipoteza
B
Hy:B=Bo=|:
Pa
odgovara modelu M, a uopstenija hipoteza

43



- Poasonova regresija i primene -

Hi: B =B =

ﬁ.l]
By

odgovara modelu My, pricemujeqg <p < n.

Testiramo hipotezu H, protiv H; koristeéi razliku izmedu statistika za odstupanje
reziduala

ADy = Dyo — Dy =
= Z(Inl(bmax’y) — Inl(by, y)) - Z(Inl(bmax' y) — lnl(bl; Y))
= 2(Inl(by,y) — Inl(by,y)).

Ukoliko oba modela dobro opisuju podatke, tada D,o~x?(n —q) i D,y ~x2%(n — p),
pa AD,.~x?(p — q), uz pretpostavku da vaZi potrebna nezavisnost promenljivih. Ako je
AD, konzistentna sa y%(p — q) raspodelom, obi¢no biramo model M, koji odgovara
hipotezi H, jer je on jednostavniji.

Ukoliko vrednost za AD, upada u kriticnu oblast (odnosno, vrednost je veéa od
gornjeg repa raspodele y2(p — q) za 100 x a%), tada odbacujemo hipotezu H u korist
hipoteze H,, zbog toga Sto model M; znacajno bolje opisuje podatke od modela M, (iako
to i dalje ne znaci da se model M; narocito dobro slaze sa podacima).

Kako se odstupanje reziduala moZe izraCunati na osnovu registrovanih podataka, AD,
predstavlja dobar metod za testiranje hipoteza.

6. Prerasprsenost ili prekoracenje disperzije

lako Poasonova slucajna promenljiva obezbeduje slu¢ajnost u strukturi prilikom
modeliranja prebrojivih podataka, ona nije dovoljno fleksibilna da izdrZi sve probleme
ovakve regresije. Poasonova sluéajna promenljiva je ograni¢ena u smislu da je njena
disperzija jednaka srednjoj vrednosti. Zato se uvode razna uopsStenja Poasonove regresije
koja mogu biti vrlo korisna za neke skupove podataka, jer pomoc¢u njih, na primer,
objasnjavamo vecu disperziju nego Sto je ocekivana (prerasprsenost) i viSe ili manje
registrovanih vrednosti prebrojivih podataka (Cesto vise ili manje nula nego Sto je
ocekivano).

Postoje najmanje Cetiri razloga zasto dolazi do vecih varijacija oko uslovnog
ocekivanja Poasonovog regresionog modela. Pre svega, moZe doci do izostavljanja bitnih
parametara. Drugo, mogu biti netacni oblici koris¢enih funkcija. Tre¢e, moze da postoji
slu¢ajna varijacija uslovnih ocekivanja. Cetvrto, moZe postojati zavisnost izmedu
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dogadaja koji €ine prebrojive podatke. PrerasprSenost ne predstavlja tek bilo koju veéu
varijaciju uslovnih raspodela prebrojivih podataka. Prekoracenje usled izostavljanja
bitnih parametara ili druge greske u sistematicnom delu modela ne predstavljaju
prerasprsSenost. Ukratko, ukoliko postoje greSke u sistematickom delu Poasonovog
modela, ne postoji drugi nacin popravljanja osim postavljanja ovog dela kako treba.
Ukoliko je sistematicki deo modela tac¢an, Sto znaci da ni jedan vazan parametar nije
izostavljen i da su funkcije dobro definisane, a ipak postoje povecane varijacije oko
fitovanih vrednosti, uzrok moze biti stohasticko uslovno ocekivanje. PrerasprSenost
predstavlja prekoracenje koje potice iz toga kako je definisana stohasticka komponenta
modela, pri ¢emu je sistematicka struktura modela tacna. Potencijalno reSenje moze biti
zamena Poasonove raspodele negativnom binomnom raspodelom.

Najcesdi slucaj zbog Cega dolazi do prerasprsenosti je nemodeliranje heterogenosti,
gde razlike u srednjim vrednostima medu registrovanim vrednostima nisu uzete u obzir u
modelu. Primetimo da se ovo takode moze desiti i za binomne podatke (a prema tome i
u logistickom regresionom modelu), jer binomna slucajna promenljiva takode ima
osobinu da je njena disperzija tano determinisana sredinom. Postoje specifi¢ni testovi
pravljeni tako da identifikuju prerasprsenost, ali obi¢no su dovoljne standardne statistike
za procene slaganja modela sa podacima, X2 i G2. Prisustvo preraspréenosti se ne sme
ignorisati, jer ¢ak i ako je forma fitovanog Poasonovog modela tacna, ne ura¢unavanje
prerasprsenosti dovodi do ocena disperzija procenjenih koeficijenata koje su previse
male, ¢ime nastaju previse uski intervali poverenja i suvise male p-vrednosti znacCajnosti
testova. Specijalno, ocene standardnih greski procenjenih koeficijenata su previse male
za faktor koji predstavlja odnos izmedu prave standardne devijacije i procenjene
devijacije na osnovu Poasonove regresije. Na primer, ako je prava standardna devijacija
od y za 20% veda od devijacije na osnovu Poasonove regresije, procenjene standardne
greSke bi morale biti za 20% vece da bi uspele da reflektuju situaciju.

Kako je prerasprsenost prebrojivih podataka vrlo €est slucaj, postoji nekoliko modela
koji su razvijeni za takve podatke. Kvazi-Poasonova i negativna binomna regresija su
najcesce koriséene i dostupne su u najvec¢em broju softvera.

Kvazi-Poasonov i negativni binomni model imaju isti broj parametara i oba mogu da
se koriste za reSavanje problema prerasprsenosti prebrojivih podataka. U velikom broju
slucajeva, oba metoda ¢ée dati sli¢ne rezultate, medutim postoje bitne razlike izmedu ova
dva modela. Disperzija kod kvazi-Poasonovog modela je linearna funkcija srednje
vrednosti, dok je kod negativnog binomnog modela disperzija kvadratna funkcija sredine.
Ova razlika u obliku disperzije utice na teZinske koeficijente u algoritmu iterativnih
tezinskih najmanjih kvadrata prilikom fitovanja modela prema podacima. Kako je
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disperzija funkcija srednje vrednosti, veliki i mali prebrojivi podaci ¢e imati drugacije
tezinske koeficijente kod kvazi-Poasonove i negativne binomne regresije.

Kvazi-Poasonov model

U slucaju kada je disperzija prebrojivih podataka veéa nego Sto je modelirana sa
Poasonovim modelom, jedan od nacina da prevazidemo ograni¢enje da je srednja
vrednost jednaka disperziji jeste da uvedemo parametar disperzije, koji ¢e dozvoljavati
prekoracenje disperzije u ovom smislu.

Neka su Y, ..., Y, nezavisne slu¢ajne promenljive i neka je E(Y;) = p;. Sada ¢emo
uvesti parametar disperzije 8, takav da je

D(Y;) = 0u;.

Kada je 8 > 1, tada je disperzija vec¢a nego Sto je srednja vrednost, a za 8 < 1 imamo
slucaj disperzije koja je manja u odnosu na ocekivanu po Poasonovom modelu.
Prilagodavanje Poasonovog regresionog modela pomodéu parametra disperzije koji je
linearno zavisan od funkcije sredine, naziva se kvazi-verodostojan metod (ili kvazi-
Poasonov metod).

Naziv kvazi-verodostojna funkcija je prvi uveo Vederburn 1974. godine da bi opisao
funkciju koja ima slicne osobine kao i funkcija verodostojnosti, osim Sto kvazi-
verodostojna funkcija zapravo ne uzima u obzir ni jednu raspodelu verovatnoc¢a. Umesto
da ukljucuje raspodelu verovatnoca podataka, ovaj metod definiSe samo odnos izmedu
funkcije srednje vrednosti i disperzije. Dakle, disperzija je u stvari prikazana kao funkcija
srednje vrednosti.

Kao posledicu uvodenja parametra disperzije za prerasprSene podatke dobi¢emo

ocene standardnih gre$aka, koje su sve pomnozene sa V6 u odnosu na Poasonov
regresioni model. Prema tome, ukoliko zanemarimo prekoracenje disperzije, mozemo
dodi do pogresnih zakljucaka.

Negativni Binomni model

Za Poasonov model kod koga prepoznajemo Sum kod merenja prebrojivih podataka,
mozemo definisati i drugu modifikaciju kod koje na standardni model dodajemo
stohasticki deo ¢, tj.
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logd; = xT B + ¢

Ocekivanje i disperzija za svako ¢; su jednaki nuli i sva g su medusobno nezavisno
generisana. Kao posledica uticaja €;, A; predstavlja modifikovanu verziju od y; za Sum ¢;.
Cak i ako posmatramo jedan slu¢aj, A; moZe da varira za razli¢ite registrovane podatke,
tako da slucajevi sa istim skupom pretpostavki u opstem slucaju neée imati istu vrednost
A. Ovako posmatran model za prebrojive podatke moze da se shvati kao Poasonov
model sa dvostrukom slucajnosti, jer pored slu¢ajnosti koja je uklju¢ena u formulaciju
Poasonovog modela, postoji i drugi izvor sluCajnosti koji je generisan u ¢;.

U ovakvoj formulaciji bitno je napomenuti da je xiTB dobro definisano. Nijedna
promenljiva nije izostavljena i funkcije su dobro definisane. Drugim recima, sistematicki
deo modela je tacan.

Pre nego Sto predemo na procese za ocenjivanje parametara regresije, potrebno je
da postavimo odredene pretpostavke o osobinama za ¢;. Poasonova formulacija moze
biti izmenjena, tako da je

e MMi(p;2,)”
fOrlx, ) = —— -

Vi
$to znadi da uslovna raspodela za y; koja zavisi od x; i 4;, ipak ostaje i dalje Poasonova.
Medutim, sada se postavlja pitanje kako da odredimo raspodelu za y; koji zavise samo
od x;, jer su x; zapravo nezavisne promenljive koje posmatramo.

Funkcija raspodele za y; koja zavisi samo od posmatranih x; je data sa

re +y)
dx) = —~" 7Y . ¥i(1 — )0
f(yllxl) F(yl + 1)F(0) rl (1 rl) )
gde je
- Ui
o to

Iz matematicki prakti¢nih razloga koristimo gama raspodelu, a parametar 6 je odreden a
priori ili ocenjen.

Gornja formulacija nam daje negativhu binomnu raspodelu. Negativha binomna
raspodela je diskretna raspodela verovatnocéa koja pokazuje broj uspesnih pokusaja u
nizu nezavisnih i jednako raspodeljenih Bernulijevih pokusaja, pre nego $to se odredeni
broj neuspesnih pokusaja dogodi. Ova raspodela se bavi nenegativnim celim brojevima,
ali sa manjim ograni¢enjima u odnosu na Poasonovu raspodelu. Negativnha binomna
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raspodela ima dodatni parametar koji dozvoljava da disperzija bude veéa od ocekivanja.
Ocekivanje je jednako u;, Sto odgovara Poasonovoj raspodeli. Ovo je veoma vazan odnos
izmedu dve raspodele, jer to implicira da je funkcija oCekivane srednje vrednosti ista, bilo
da koristimo Poasonovu ili negativhu binomnu raspodelu. Obe raspodele, u sustini,
procenjuju istu stvar. Zbog toga, u praksi se Cesto deSava da ocenjeni koeficijenti
regresije pomocu ove dve procedure nemaju velike razlike. Dakle, ukoliko postoje
problemi sa funkcijom srednje vrednosti kada koristimo Poasonovu raspodelu, isti
problemi ¢e ostati i ako predemo na negativnu binomnu raspodelu.

Disperzija za uslovnu srednju vrednost y; nije u;, vec

w1+ (1/)u;) = p; + (1/0) ;.

Za 6 > 0, disperzija je modifikovana tako da re$ava prerasprienost. Sto je manja
vrednost parametra 8 > 0, to je veca prerasprsenost i raspodela se sve vise razlikuje od
Poasonove. Ukoliko 8 — oo moZemo da se vratimo na Poasonovu raspodelu, jer tada
negativna binomna raspodela tezi Poasonovoj. Ukoliko je 8 < 0, tada imamo slucaj da su
disperzije manje nego $to je to po Poasonovom modelu ocekivano. Medutim, kakva god
da je vrednost parametra 6, svako y; je pomnozeno istim faktorom.

Vrednosti parametara f i 6 mogu biti ocenjene metodom maksimalne
verodostojnosti. Takode, moZemo dobiti i ocene standardnih gresaka za oba parametra.
Dakle, moZzemo da zaklju¢imo da ukoliko je sistematic¢ki deo Poasonovog modela tacan,
negativna binomna raspodela moze resiti odredene probleme vezane za prekoracenje
disperzije.

Jedan od nacina da proverimo da li postoji prerasprsenost podataka je da to uradimo
pomocu ocena iz negativnog binomnog modela. Kako nam ovaj model daje ocenu
parametra disperzije 8, potrebno je da testiramo da li je 8 znacajno razlic¢ito od 0. Dakle,
postavljamo hipotezu H,: 8 = 0, protiv alternativne hipoteze H,: 6 # 0. U slucaju kada
je:

1. 8 = 0, koristimo Poasonov model;
2. 8 > 0, postoji prerasprsenost;
3. 8 <0, disperzija je manja od srednje vrednosti (Sto je redak slucaj).
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V. Poasonova regresija za stope

Kao $to smo videli, kod Poasonovog modela obelezje Y; je prebrojiva slucajna
promenljiva. Medutim, moZemo posmatrati i Y;/t, stopu (ili incidencu) kao obeleZje, pri
¢emu t predstavlja vreme, prostor ili neki drugi skup. Tada imamo sledeé¢u uopSsteni
linearni model:

gu;) = Po + P1Xix + B2Xiz + -+ + BrXix.

= Komponenta slucajnosti: Slu¢ajna promenljiva Y; ima Poasonovu raspodelu, a t
predstavlja prostor ili vreme. Ocekivanje za stopu Y;/t je E(Y;/t) = u;, dakle vaZi
E(Y) = wt;

= Komponenta sistematicnosti ili linearno predvidanje za Poasonovu regresiju je
linearna funkcija parametara regresije iz skupa nezavisnih promenljivih
X = (Xl,Xz, ,Xk),

* Funkcija veze je logaritam stope, log(Y;/t).

Poasonov regresioni model za ocekivanu stopu ostvarivanja dogadaja je
log(u;/t) = x] B.

Ovo moZemo zapisati kao
logy; —logt = x{ B
logu; = x' B +logt.

Clan logt sluZi za pode$avanje. Grupa posmatranja moZe imati istu vrednost t ili svako
pojedinano posmatranje moze imati drugaciju vrednost. logt takode uti¢e na ocenu
srednje vrednosti prebrojivih podataka

T T
W = eXiBtlogt — toxi B

Odavde vidimo da su prebrojivi podaci proporcionalni u odnosu na t. Primetimo da
tumacenje ocene parametara f ostaje isto; jedino Sto moramo da pomnoZimo
prebrojive podatke sa t.
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VI. Konstrukcijaianaliza modela Poasonove regresije
na primeru konzumiranja neoporezovanih

duvansKkih proizvoda

Decenijskim istrazivanjima naucno je provereno da cigarete predstavljaju proizvod
koji odredenom upotrebom izaziva zavisnost. Medutim, potrosaci su u najve¢em broju
zemalja prilino osetljivi na promene cena ovog proizvoda. DefiniS§imo dostupnost kao
odnos trziSne cene paklice cigareta na najpopularnijoj ceni, sa jedne strane, i prosecnog
raspoloZivog mesecnog prihoda, sa druge strane, gde prosecni raspolozZivi mesecni
prihod podrazumeva ostatak od prose¢nog mesecnog prihoda, nakon plac¢anja svih
redovnih fiksnih mesecnih troSkova. Prag dostupnosti predstavlja najveci procenat
prosecnog raspolozivog mesec¢nog prihoda, koji je potrosa¢ spreman da da za jednu
jedinicu proizvoda. Zbog intenzivne akcizne politike, u vecini zemalja potrosaci su
dovedeni do praga dostupnosti kod cigareta, Sto znaci da svako sledeée poveéanje cena
uzrokuje prelazak dela potrosaca legalnih cigareta na, jeftinije, ilegalne.

Udeo drzavnih prihoda od akciza na cigarete ima tendenciju smanjivanja sa razvojem
ekonomije. U zemljama koje nemaju dobro razvijenu i zdravu ekonomiju, procenat
drzavnog budZeta koji dolazi od akciza na cigarete dostize i 10%. Zbog toga je pravilna
dinamika akcizne politike klju¢na za planiranje razvoja zemalja u tranziciji.

U ovom radu ¢emo pokazati kakva je zavisnost broja paklica na koje nije placen
porez, a koje su prodate u radnji u odnosu na razli¢ite faktore, kao Sto su, na primer,
udaljenost radnje od najblize granice, pol, starost i stepen obrazovanja potrosaca,
dostupnost cigareta potrosacu, itd. Podaci su vestacki generisani, a populacija je veli¢ine
N = 300.

Metodologija istraZzivanja se zasniva na anketiranju potrosa¢a na mestu prodaje,
licem u lice, sledec¢im upitnikom:

Upitnik:

1. Koliko imate godina?
2. Pol m/z
3. Stepen obrazovanja (1-8)
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Koliko tacno cigareta popusite dnevno u proseku?
Koliki je Vas prosec¢an mesecni prihod?
Koliko ta¢no mesecno troSite na cigarete u proseku?

NS oA

Da li primate neki oblik socijalne pomoci? da/ne
Popunjava anketar:

8. Da li se radnja se nalazi u mestu koje ima vise ili manje

od 5,000 stanovnika? vise/manje
9. Koja je udaljenost radnje od najbliZe granice (u km)?
10.Paklica koju ima potrosac ima:

i. akciznu markicu Republike Srbije
ii. akciznu markicu druge zemlje
iii. nema akciznu markicu

U tabeli 6. prikazujemo kratak pregled svih nezavisnih promenljivih modela, kao i
njihove osnovne karakteristike. Za nezvisnu promenljivu AkcMarkica uzimamo vrednosti
O=potrosac je kupio paklicu cigareta sa akciznom markicom Republike Srbije i n=potrosac
je kupio paklicu cigareta sa akciznom markicom neke druge zemlje ili bez akcizne
markice, gde je n > 0 broj paklica koje je kupio potrosac.

Tabela 6. Nezavisne promenljive modela, njihove potencijalne vrednosti i SPSS naziv

Promenljiva Vrednosti SPSS naziv

Godine 18,19,20,... God

Pol O=muski Pol
1=Zenski

Stepen obrazovanja 1=l stepen StObraz
8=VIII stepen

Dnevna potrosnja cigareta (0, +) ADC

Prosecan mesecni prihod (0, +) PrMesPr

Mesecna potrosnja na cigarete (0, +) PrMesCig

Primanje nekog vida socijalne pomoci 0=da SocPom
1=ne

Urbanost naselja u kome se nalazi objekat  O=urban UrbRur
1=rural

Udaljenost objekta od najbliZe granice (0, +) distkm

51



- Poasonova regresija i primene -

Nakon $to smo uneli podatke u softverski paket za obradu podataka SPSS, pozivamo
analizu za Poasonovu regresiju. U modelu ¢emo razmatrati kakav je uticaj svih nezavisnih
promenljivih pojedinaéno na zavisnu promenljivu, kao i uticaj nekih kombinovanih
faktora, kao Sto su interakcije izmedu broja godina i prosecnog broja konzumiranih
cigareta, tipa naselja u kome je posmatrani objekat i prosecnog broja konzumiranih
cigareta, prosecnih mesecnih prihoda i prose€ne mesecne potrosnje na cigarete. Za Hi-
kvadrat test i intervale poverenja koristi¢emo Wald-ovu statistiku, pri ¢emu je nivo
intervala poverenja 95%.

Prvo, primetimo na osnovu tabele 7. da su sve ankete uzete u obzir od strane SPSS-a,
prilikom analize (Sto je i logi¢no, s obzirom da su podaci vestacki generisani), a to znadi
da u podacima ne postoje outlier-i, niti nedostaju informacije unutar unesenih podataka.
U slucaju da postoje prazne Celije u tabeli sa podacima, SPSS ¢e jednostavno izostaviti
ceo red podataka.

Tabela 7. SPSS pregled nakon procesiranja unetih podataka

Case Processing Summary
N Percent
Included 300 100.0%
Excluded 0 0.0%
Total 300 100.0%

U tabeli 8. prikazujemo kako izgleda pregled kategorickih nezavisnih promenljivih u
modelu. MoZzemo da primetimo da je populacija skoro ravhomerno raspodeljena prema
polu (muski/Zenski), da oko 12% anketirane populacije prima neki vid socijalne pomodi,
kao i da je odnos urban/rural 55.3%/44.7%.

U tabeli 9. dajemo pregled informacija o zavisnoj promenljivoj, kao i o neprekidnim
nezavisnim promenljivama u modelu, gde moZzemo da vidimo koje su njihove minimalne
i maksimalne vrednosti, sredina i standardna devijacija.

Sada ¢emo pogledati rezultate koji govore o ukupnoj znaéajnosti i valjanosti samog
modela. Ako pogledamo meru za odstupanje reziduala i vrednost za Pirsonovu Hi-
kvadrat statistiku u tabeli 10. vide¢emo da one iznose 0.656 i 1.743. Za Poasonovu
regresiju ove vrednosti treba da budu blizu jedinice, jer ukoliko su veée od 2 imamo
indikaciju da su podaci prerasprseni. Dakle, u nasem sluc¢aju mozemo da zaklju¢imo da se
model dobro slaZze sa podacima, prema ovom indikatoru.
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Dalje, posmatrajmo omnibus test, koji uzima u obzir statistiku odnosa logaritama
funkcija verodostojnosti, koja ima Hi-kvadrat raspodelu. Omnibus test predstavlja
testiranje hipoteza pri ¢emu se porede dva modela, trenutni model i model u kome su
svi ocenjeni parametri jednaki nuli. Ovaj test pokazuje koliko puta je verovatnije da ée se
registrovani podaci bolje slagati sa jednim, nego sa drugim modelom. Na osnovu p-
vrednosti koju smo dobili, moZzemo da zaklju¢imo da se model zna¢ajno dobro slaze sa
podacima.

Ukoliko Zelimo da poredimo nas model sa nekim drugim modelima, to moZzemo da
uradimo pomocu pokazatelja kao Sto su AIC, AICC (koji prepravlja model za manje
uzorke), BIC i CAIC. Dakle, ovi kriterijumi su uporedivi sa drugim, neugnjeZdenim
modelima. U slucaju poredenja vise modela, bolji ¢ée biti onaj model koji ima manje
vrednosti za ove kriterijume.

Tabela 8. SPSS pregled informacija o kategorickim nezavisnim promenljivim u modelu

Categorical Variable Information
N Percent

Factor Pol 0 149 49.7%
1 151 50.3%

Total 300 100.0%

StObraz 1 37 12.3%
2 48 16.0%

3 47 15.7%

4 33 11.0%

5 30 10.0%

6 40 13.3%

7 33 11.0%

8 32 10.7%

Total 300 100.0%

SocPom 0 36 12.0%
1 264 88.0%

Total 300 100.0%

UrbRur 0 166 55.3%
1 134 44.7%

Total 300 100.0%
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Tabela 9. SPSS pregled informacija o neprekidnim promenljivama u modelu

Continuous Variable Information
Std.
N Min Max Mean Deviation

S:zsglcéent AkcMarkica 300 0 4 14 518
Covariate God 300 18 64 41.45 13.607

ADC 300 17.1 21.9 19.444 1.4366

PrMesPr 300 | 13732 | 69285 | 41075.03 14694.946

PrMesCig 300 2562 | 4669 | 3626.24 603.701

distkKMm 300 3 120 59.84 34.663

Tabela 10a. SPSS pregled informacija o ukupnoj znacajnosti modela
Goodness of Fit®
Value df Value/df

Deviance 184.262 281 .656
Scaled Deviance 184.262 281
Pearson Chi-Square 489.845 281 1.743
Scaled Pearson Chi-Square 489.845 281
Log Likelihood® -121.824
Akaike's Information Criterion (AIC) 281.648
Finite Sample Corrected AIC (AICC) 284.363
Bayesian Information Criterion (BIC) 352.020
Consistent AIC (CAIC) 371.020
Dependent Variable: AkcMarkica
Model: (Intercept), Pol, StObraz, SocPom, UrbRur, God, ADC, PrMesPr, PrMesCig,
distKM, PrMesPr * PrMesCig, God * ADC, UrbRur * ADC
a. Information criteria are in smaller-is-better form.
b. The full log likelihood function is displayed and used in computing information
criteria.
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Tabela 10b. SPSS pregled informacija o ukupnoj znacajnosti modela

Omnibus Test®

Likelihood Ratio Chi-Square df Sig.
32.891 18 .017

Dependent Variable: AkcMarkica
Model: (Intercept), Pol, StObraz, SocPom, UrbRur, God, ADC, PrMesPr, PrMesCig,
distKM, PrMesPr * PrMesCig, God * ADC, UrbRur * ADC

Compares the fitted model against the intercept-only model.

U tabeli 11. imamo pregled uticaja svih promenljivih modela. lzrazi koji imaju
znacajnosti manje od 0.05, imaju primetan i znacajan efekat na model i na zavisnu
promenljivu. Dakle, nezavisne promenljive koje imaju efekta na model su prosecni
mesecni prihod, prose¢na mesecna potrosnja na cigarete, udaljenost najblize granice,
kao i promenljiva koja predstavlja interakciju izmedu prosec¢nih mesecnih prihoda i
proseCne mesecne potroSnje na cigarete (odnosno, promenljiva koja predstavlja
dostupnost cigareta potrosacu).

Tabela 12. sa ocenama parametara modela pokazuje efekte svakog faktora na model.
Pored toga Sto su prikazani nestandardizovani koeficijenti regresije, njihove standardne
greske i intervali poverenja, vidimo takode i intervale poverenja za eksponencijalne
nestandardizovane koeficijente. Eksponencijalni koeficijenti su prikazani u koloni Exp(B) i
njih posmatramo kada prikazujemo rezultate regresije u obliku stope (ili incidence). Ove
vrednosti su jednostavno izraCunate kao eksponencijalne vrednosti koeficijenata
regresije. U slu¢aju kada je vrednost eksponencijalnog nestandardizovanog koeficijenta
jednaka 1, tada taj koeficijent regresije nema uticaja na model. U slu¢aju kada je njegova
vrednost u intervalu (0,1), tada su parametar i zavisna promenljiva u inverznom odnosu,
a kada je > 1, tada koeficijent ima pozitivan uticaj na model.
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Tabela 11. SPSS pregled znacajnosti pojedinacnih izraza u modelu

Tests of Model Effects
Type lll

Source Wald Chi-Square df Sig.
(Intercept) .157 1 .692
Pol .485 1 .486
StObraz 2.769 7 .905
SocPom 2.698 1 .100
UrbRur .078 1 .780
God 499 1 480
ADC .346 1 .557
PrMesPr 4.921 1 .027
PrMesCig 4.625 1 .032
distKm 5.954 1 .015
PrMesPr * PrMesCig 6.161 1 .013
God * ADC 391 1 .532
UrbRur * ADC .065 1 .799
Dependent Variable: AkcMarkica
Model: (Intercept), Pol, StObraz, SocPom, UrbRur, God, ADC, PrMesPr, PrMesCig,
distKM, PrMesPr * PrMesCig, God * ADC, UrbRur * ADC
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Tabela 12a. SPSS pregled svih parametara modela

Parameter Estimates
95% Wald
Confidence Interval Hypothesis Test
Wald
Std. Chi-
Parameter B Error Lower Upper | Square | df | Sig.
(Intercept) -2.371 6.7221 -15.546 10.804 124 1| 724
[Pol=0] -.231 .3313 -.880 419 485 1| .486
[Pol=1] 0°
[StObraz=1] .052 .7846 -1.486 1.590 .004| 1| .947
[StObraz=2] .661 .7015 -714 2.036 887 | 1| .346
[StObraz=3] .288 .7040 -1.092 1.668 167 | 1| .682
[StObraz=4] .163 7761 -1.358 1.685 .044 | 1| .833
[StObraz=5] .728 7224 -.688 2.144 | 1.016 | 1| .313
[StObraz=6] 113 .7784 -1.413 1.639 .021 ] 1| .885
[StObraz=7] .022 8277 -1.601 1.644 .001| 1| .979
[StObraz=8] 0°
[SocPom=0] 682 4155 -.132 1.497 | 2.698 | 1| .100
[SocPom=1] 0?
[UrbRur=0] -1.188 | 4.2536 -9.525 7.149 | .078| 1| .780
[UrbRur=1] 0°
God -.102 .1443 -.385 .181 499 | 1| .480
ADC -.201 .3109 -.811 .408 418 | 1| .518
PriviesPr 00016 | /-2633F-| 1.877E- .000 | 4.921| 1| .027
05 05
PrMesCig .002 .0008 .000 .003| 4625 | 1| .032
distkM -.013 .0052 -.023 -.002 | 5954 | 1| .015
PrMesPr * -5.116E- | 2.0613E- | -9.156E- | -1.076E-
PrMesCig 08 08 08 08 6.161) 1) .013
God * ADC .005 .0074 -.010 .019 391 1| .532
[UrbRur=0] * 055 2177 -371 482 | .065| 1| .799
ADC
[UrbRur=1] * 0?
ADC
(Scale) 1°
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Tabela 12b. SPSS pregled svih parametara modela (nastavak)

Parameter Estimates
95% Wald Confidence Interval for
Exp(B)
Parameter Exp(B) Lower Upper
(Intercept) .093 1.772E-07 49241.042
[Pol=0] 794 415 1.520
[Pol=1] 1
[StObraz=1] 1.053 .226 4.902
[StObraz=2] 1.936 490 7.658
[StObraz=3] 1.334 .336 5.301
[StObraz=4] 1.177 .257 5.390
[StObraz=5] 2.071 .503 8.533
[StObraz=6] 1.119 .243 5.147
[StObraz=7] 1.022 .202 5.175
[StObraz=8] 1
[SocPom=0] 1.979 .876 4.467
[SocPom=1] 1
[UrbRur=0] 305 7.298E-05 1272.243
[UrbRur=1] 1
God .903 .681 1.198
ADC .818 445 1.504
PrMesPr 1.00016 1.000 1.000
PrMesCig 1.0017 1.000 1.003
distkM .987 977 .998
PrMesPr * PrMesCig .9999999 1.000 1.000
God * ADC 1.005 .990 1.019
[UrbRur=0] * ADC 1.057 .690 1.619
[UrbRur=1] * ADC 1
(Scale)
Dependent Variable: AkcMarkica
Model: (Intercept), Pol, StObraz, SocPom, UrbRur, God, ADC, PrMesPr, PrMesCig,
distKM, PrMesPr * PrMesCig, God * ADC, UrbRur * ADC
a. Set to zero because this parameter is redundant.
b. Fixed at the displayed value.
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Takode, za neformalnu i intuitivnu proveru modela prikazaéemo na grafiku
odstupanje reziduala naspram ocekivanih linearnih predvidanja.

Slika 4. SPSS grafik odstupanja reziduala prema ocekivanim linearnim predvidanjima
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1,000 o

0,000
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-1,000] 82 @y

-2,000 o

I T | I
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Sa grafika na slici 4. mozemo da vidimo da su podaci centrirani, jer ne izlaze van
intervala (—3.3, +3.3) vrednosti odstupanja reziduala, $to znaci da su dobro grupisani.

S obzirom da i nakon detaljne analize parametara modela na zavisnu promenljivu
znacajno utiCu prethodno uolene Ccetiri nezavisne promenljive, ostali faktori ne
predstavljaju znacajne komponente modela.

Dakle, iz modela smo zakljudili da je udaljenost posmatranog objekta od granice
znadajna promenljiva, sa koeficijentom regresije —0.013, pa dobijamo da je
eksponencijalni koeficijent exp(—0.013) = 0.987. Kako je za ovaj parametar ocenjena
vrednost eksponencijalnog koeficijenta u intervalu (0,1), to znadi da su parametar i
zavisna promenljiva u inverznom odnosu. Na osnovu toga, moZzemo da zaklju¢imo da sa
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svakim kilometrom bliZze granici (tj. sa smanjenjem razdaljine radnje od granice), stopa
konzumacije neoporezovanih paklica cigareta raste za 1 — 0.987 = 1.26%.

Dalje, sa svakom jedinicom povecéanja prose¢ne mesecne potrosnje na cigarete, stopa
konzumacije neoporezovanih paklica cigareta raste za 0.17%, jer su vrednosti
koeficijenta regresije i njegove eksponencijalne vrednosti u modelu jednake 0.002 i
1.0017, respektivno. Kako povedanje mesecne potrosnje na cigarete medu potrosacima
moze da bude uzrokovano ve¢om konzumacijom ili kupovinom skupljeg proizvoda, uz
modifikaciju upitnika moZze se proveriti da li ovaj porast konzumacije zapravo predstavlja
sliku potrosaca koji pusi viSe od proseka populacije, i pri tome kupuje Sto jeftinije
dostupne cigarete.

Parametri modela koji predstavljaju prosecni mesecni prihod i interakciju izmedu
prosecnih mesecnih prihoda i prose¢ne mesetne potroSnje na cigarete (odnosno,
dostupnost cigareta potrosacu) imaju koeficijente regresije 0.00016 i —0.0000001,
respektivno. Sa poveéanjem prosecnih mesecnih prihoda povedava se i konzumacija
neoporezovanih paklica cigareta i to za 0.016% po jedinici plaéanja, Sto je u ovom
slu¢aju dinar, dok povecéanje dostupnosti cigareta potroSacu uzrokuje smanjenje
vrednosti posmatrane zavisne promenljive —0.00001% .
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VII. Zakljucak

U ovom radu dat je pregled konstrukcije uopstenih linearnih modela, kao pogodne
generalizacije regresionih modela, pri ¢emu podaci imaju raspodelu iz eksponencijalne
familije raspodela. Nakon upoznavanja sa opstim karakteristikama uopstenih linearnih
modela i njihovih tipova, posebno je obradena Poasonova regresija, gde je pored
pregleda osobina Poasonove slucajne promenljive data i metodologija modeliranja i
analize podataka ovom regresijom.

Poasonova regresija je dobar izbor u slu¢aju kada su podaci prebrojivi, kao na primer
S$to je broj dogadaja u nekom ograni¢enom vremenskom intervalu, pri ¢emu su dogadaji
medusobno nezavisni. Kako ovaj oblik regresije predstavlja dobar alat za obradu i
analizu, modeliranje Poasonovom regresijom dostupno je u vedini softverskih paketa za
statisticku obradu podataka. Prilikom modeliranja podataka Poasonovom regresijom
potrebno je obratiti posebnu paznju na mogucéu prerasprSenost podataka ili
prekoracenje disperzije. Kao Sto smo videli, prerasprsenost predstavlja prekoracenje koje
potiCe iz toga kako je definisana stohasticka komponenta modela, pri ¢emu je
sistemati¢ka struktura modela ta¢na. U slucaju prerasprsenosti podataka, mogu se
koristiti neki od modela koji su razvijeni za ovakve podatke, kao $to su na primer Kvazi-
Poasonov iili Negativni Binomni model, ¢iji je teorijski pristup objasnjen u poglavlju IV. 6.

Na kraju rada dat je primer konstrukcije modela Poasonove regresije o konzumiranju
neoporezovanih duvanskih proizvoda u zavisnosti od nekoliko promenljivih faktora, pri
¢emu su analizirani ocenjeni parametri modela, kao i slaganje modela sa podacima u
statistiCkom programu SPSS.
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VIII. Dodatak

Klasi¢na centralna grani¢na teorema i dokaz:

Teorema: Ako su X, X,,

nezavisne slucajne promenljive sa istom raspodelom i
kona&nom disperzijom D(X;) = 62,k = 1,2, ... onda vaii

n_ X —E(XM_, X L
P{ k=14%k Xk=1Xk) < x} 5 _J e~ Zdt, n — oo,
VD=1 Xk) V2T )0

Dokaz: Ozna¢imosa E(X) = a,k = 1,2, ... Tada je

X, —EX X, —a
k ( k)= k , k=1,2,...
VD (Xy) o

Karakteristi¢na funkcija® za Xy je

tiE(X;) t22E((X;)?
fr(®) =1+ 1(, 2N S ) )+0(t2), k=1,2,..,

Znamo da je E(X}) = 0, jer X ima V'(0,1) raspodelu. Tadaza k = 1, 2, ..., vazi

D(Xp) = E((X») — E*(Xp) =1,

pa sledi da je E((X;)?) = 1. Kada uprostimo jednacinu za karakteristiénu funkciju,
dobijamo

tz
fi®=1-S+0@), k=12

Dalje je

;cl=1Xk - E(Z?=1Xk) _ ZZ=1Xk —na

VD (k=1 Xi)

no?

® Karakteristi¢na funkcija sluc¢ajne promenljive X, u oznaci fx(t), je funkcija fx: R + C, data sa
fx(t) = E(eY), teRi?=—1.
Svakoj funkciji raspodele odgovara ta¢no jedna karakteristi¢na funkcija.
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=X1+...+Xn—na=L(X1—a+m+Xn—a>
no? Vn

1
=— X7 + -+ Xp).

Vn

Kako su Xy, ..., X;, nezavisne promenljive, karakteristi¢na funkcija slu¢ajne promenljive

Ti=1 X —EQkaXi) _ 1, .
- = = (X{ + -+ X3)

VD (Qk=1 Xi) Vn

je

Dakle, karakteristi¢na funkcija slucajne promenljive

D=1 Xk — EQje=1 Xi)

VD (k=1 Xi)

konvergira ka karakteristi¢noj funkciji slu¢ajne promenljive sa normalnom N'(0,1)
22=1Xk_E(Z;cl=1Xk)

JPEhe=1 Xk)

slu¢ajnoj promenljivoj sa normalnom N (0,1) raspodelom, kada n — oo, $to je i trebalo
pokazati.

konvergira u raspodeli’ ka

raspodelom, pa slu¢ajna promenljiva

? Niz slu¢ajnih promenljivih X5, X5, ... konvergira u raspodeli ka slucajnoj promenljivoj X, kada n — oo,
ako niz odgovarajucih funkcija raspodele Fy, (x), Fx,(x), ... kompletno konvergira ka funkciji raspodele
slu¢ajne promenljive X, Fy(x) ($to znali da konvergira za svako x € RU {—o0, o} za koje je Fyx(x)
neprekidna funkcija).
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