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Uvod

Analiza vremenskih serija predstavlja jednu od statistickih disciplina koja
Ssemo kao familiju slu¢ajnih promenljivih koje su uredene u odnosu na vre-
menske trenutke. Osnovni ciljevi analize vremenskih serija je pronalazenje
modela kojim ¢e se definisati zakonitosti u ponasanju posmatranog sistema,
te predvidanje njegovog buducéeg stanja na osnovu poznatih stanja u proslo-
sti i sadasnjosti. Boks-Dzenkinsov model predstavlja sistematski pristup koji
omogucava da na osnovu analize podataka izaberemo model koji na najbolji
nacin opisuje kretanje vremenske serije

U prvom delu bi¢e definisani osnovni pojmovi analize vremenskih serija kao
Sto su stacionarnost vremenske serije, autokovarijaciona i autokorelaciona
funkcija.

U drugom poglavlju prikazane su tri klase modela stacionarnih vremenskih
serija: autoregresioni modeli, modeli pokretnih proseka i autoregresioni mo-
deli pokretnih proseka.

Kako su ¢esto pretpostavke o stacionarnosti narusene u tre¢em poglavlju
bavimo se izgradnjom autoregresionih integrisanih procesa pokretnih sredina
(ARIMA) koji se koriste u analizi vremenskih serija kada je vremenska serija
nestacionarna i diferenciranjem postizemo stacionarnost.

Centralno mesto rada predstavlja Boks-Dzenkinsov model koji je zasnovan
na klasi ARIMA modela. Ovaj pristup sastoji se iz tri faze: identifikacije mo-
dela, ocenjivanja parametara modela i provere adekvatnosti izabranog mo-

dela.

U poslednjem delu rada ¢emo kroz prakti¢an primer objasniti postupak pri-
mene modela koriS¢enjem programskog paketa EVIEWS.



Glava 1

Uvod u analizu vremenskih serija

1.1 Vrste i specificnosti vremenskih serija

Predmet analize vremenskih serija predstavlja skup sluc¢ajnih promenljivih
koje su najc¢esée uredene u odnosu na vreme, obi¢no u jednakim vremenskim
intervalima. Kazemo najcesSce, jer takode uredenje moze postojati u odnosu
na prostor i takve serije nazivamo prostornim. Statisticka analiza vremenskih
serija se znatno razlikuje u odnosu na klasi¢nu statisticku analizu gde pola-
zimo od skupa od n nezavisno i jednako raspodeljenih slu¢ajnih promenljivih,
tj prostog slucajnog uzorka. Naime u analizi vremenskih serija posmatramo
serije koje su uredene u odnosu na vreme, pa samim tim razmatramo skup
opservacija koje su medusobno zavisne.

Jedna od osnovnih podela vremenskih serija jeste na prekidne i neprekidne.
Razlika izmedu ove dve serije ogleda se u nac¢inu na koji registrujemo podatke.
Pod neprekidnim vremenskim serijama smatramo one serije ¢ije vrednosti
postoje u svakom momentu, dok su sa druge strane prekidne poznate samo
u odredenim momentima (dnevno, mese¢no, godisnje).

Slede¢a vazna podela vremenskih serija jeste na stacionarne i nestacionarne.
Definicija 1.1.1. Vremenska serija je stacionarna ukoliko njena svojstva

ostaju nepromenjena tokom vremena, pa samim tim ispoljava odredeni obra-
zac koji nam sluzi kao osnova za predvidanje buducih vrednostu.

Na slede¢em grafiku dat je primer jedne stacionarne i nestacionarne vremen-
ske serije.
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Slika 1.1: Grafik stacionarne i nestacionarne vremenske serije

U nastavku navodimo nekoliko karakteristi¢nih odlika ekonomskih vremen-
skih serija.

1. Trend. Trend vremenske serije je usko povezan sa kretanjem vremen-
ske serije jer se njime opisuje tendencija razvoja serije tokom duzeg
vremenskog perioda. Osnovna podela trenda je na rastuci i opadajuéi.
Rastuéi trend ukazuje na rast vrednosti vremenske serije tokom vre-
mena. Razlikujemo jo$ i deterministicki i stohasticki trend. Trend je
deterministicki ukoliko mozemo prognozirati njegove promene tokom
vremena. Kod deterministickog trenda predvidamo vrednosti vremen-
ske serije na osnovu raznih matematickih funkcija kao $to su: kva-
dratna, trigonometrijska ili linearne funkcije oblika a+bt, gde su aib
parametari dok je t oznaka za promenljivu trenda. U suprotnom trend
je stohasticki i zbog prisustva stohasticke komponente ne mozemo pred-
videti ponasanje vremenske serije.

2. Postojanje strukturnog loma. Strukturni lom se javlja kao po-
sledica odredene pojave ¢iji se rezultat manifestuje u promeni kretanja



vremenske serije. Samim tim skup opservacija koje predstavljaju struk-
turni lom karakterise nestandardno kretanje vremenske serije u odnosu
na opservacije koje su prethodile pomenutoj pojavi. Primer struktur-
nog loma jesu posledice vremenske katastrofe kao $to su poplave koje za
rezultat imaju promene kretanja u spoljnotrgovinskoj razmeni, zaposle-
nosti i sl. Promene u kretanju vremenske serije moze biti jednokratnog
karaktera ili moze dovesti do nepromenljivih, trajnih promena.
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Slika 1.2: Primer vremenske serije sa trendom i primer strukturnog loma

3. Sezonska komponenta. Sezonske vremenske serije su kako im i samo
ime kaze, vremenske serije koje karakterise odredeni obrazac u kreta-
nju tokom godine- mese¢no, kvartalno ili polugodisnje. Primer sezonske
komponente pojavljuje se kod turisticke sezone na moru koju karakte-
riSe rast u julu, a pad u oktobru.

4. Nestabilna varijansa. Postojanje nestabilne varijanse se odrazava u
promeni varijabiliteta tokom vremena usled uticaja razli¢itih informa-
cija pozitivnog ili negativnog karaktera na trziSte. Varijabilitet raste



sa pojavom negativne vesti. Tako na primer negativna informacija po-
put rata u nekoj od zemalja bogatih sirovom naftom utice na rast cene
nafte na trzistu, dok se obustava bombardovanja tretira kao pozitivna
vest koja doprinosi padu cene nafte.

Slika 1.3: Primer vremenske serije sa nestabilnom varijansom

1.2 Ciljevi analize vremenskih serija

Analizom vremenskih serija nastojimo da opiSemo i objasnimo posmatranu
vremensku seriju, ali takode i da predvidimo njeno buduce kretanje. Samim
tim mozemo da definiSemo fundamentalne ciljeve u analizi vremenskih serija:

1. Opisivanje vremenske serije. Predstavlja prvu fazu u analizi vre-
menske serije. Znacaj opisivanje vremenske serije ogleda se u tome Sto
na taj na¢in dolazimo do klju¢nih informacija o osobinama vremenske
serije koje predstavljaju osnovu za dalju analizu. Na taj nacin odredu-
jemo da li je vremenska serija stacionarna ili ju je potrebno transfor-
misati i sl.

2. Objasnjenje. Da bismo objasnili vremensku seriju, potrebno je da
pronademo odgovarajué¢i model koji najbolje opisuje datu vremensku
seriju i njenu putanju.

3. Prognoziranje. Krajnji cilj u analizi vremenskih serija predstavlja
predvidanje na osnovu dobijenog modela. Da bi prognoza bila Sto re-
levantnija, u svakoj fazi koriste se razni kriterijumi na osnovu kojih
testiramo koliko je izabrani model dobar za predvidanje i samim tim
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bolji od konkurentskih. O spomenutim kriterijumima vise ¢emo navesti
u cetvrtoj glavi.

1.3 Osnovni pojmovi i oznake

U ovom poglavlju predstavi¢éemo neke od osnovnih oznaka i veli¢ina koje se
koriste u analizi vremenskih serija. Medutim da bismo razumeli ove pojmove
prvo navodimo neke od fudamentalnih definicija iz verovatnoce.

Definicija 1.3.1. Neka je Q) skup svih mogucéih ishoda nekog eksperimenta.
Elemente ovog skupa obeleZavamo sa w 1 nazivamo elementarnim dogadajima.

Definicija 1.3.2. Podskup skupa elementarnih dogadaja definisemo kao slu-
cajan dogadaj A.

Definicija 1.3.3. (Aksioma o polja) Neka je F podskup partitivnog skupa
P(Q). F je o polje nad 2 ako su zadovoljeni sledeéi uslovi:

1. Qe F
2. Ac¢ F =AcF
3. (Al)leNQf=>Uﬁ1AZ€f

Definicija 1.3.4. (Aksioma verovatnoée) Funkcija P koja preslikava skup
F +— [0,1] nazivamo verovatnoéom na prostoru (Q0,F), gde je F o-polje
nad skupom elementarnih dogadaja ), ako vazi:

1. P(Q) =1,
2. Ako (Ai>i€N - .F, Az N Aj = @7 1 7é j, Z7j:1727 tada:

gL

P(3 A) = t;ilP(Ai)-

t

Il
—

Uredena trojka (U, F,P) naziva se prostor verovatnoda.

Definicija 1.3.5. Preslikavanje X : € — R zove se slucajna promenljiva ako
za svako S € B wvazi:

XS eF

gde je B = B(R) Borelovo o-polje.



Za stohasticki proces X; definiS§emo:

e Funkcija sredine procesa data je sa:
p=FE(X),teT
e Disperziju procesa definisemo na slede¢i nacin:
oy = E(X))?— E*(Xy),teT
e Kovarijansa stohastickog procesa:
Ye(t, 8) = cov(Xy, X) = E(X; — E(Xy))(Xs — E(Xy)), t,s €T
e Korelaciju stohastickog procesa izrazavamo na slede¢i nacin:

_ cov( Xy, Xy)
Vvar (X;) var (X;)

pz(t, s) ,t,seT

Neka je dat niz slucajnih promenljivih X;,..,X,,. Vrednost vremenske serije
u trenutku t obelezavamo sa X, gde je t oznaka za mesec, godinu i sl.

e Da bismo predvideli buduc¢e vrednosti vremenske serije koristimo pro-
gnozu za h buducih perioda unapred na osnovu n opservacija Xi,..,X,,
u oznaci X, (h).

e Gresku prognoze koja se javlja usled odstupanja izmedu stvarne i pred-
videne vrednosti definiSemo na sledeé¢i nacin:

A

én(h) = Xn+th - Xn(h)

e Pored navedenih oznaka, u analizi vremenske serije veoma cesto se ko-
risti i operator docnje odnosno operator kasnjenja prvog reda definisan
sa LX, = X,;_1, koji predstavlja vrednost promenljive koja kasni jedan
period u odnosu na sadasnji trenutak.

e Operator prve diference AX;=X; — X;_1 oznacava razliku izmedu vred-
nosti vremenske serije u dva uzastopna vremenska trenutka. Operator
diference reda k definiSemo kao A, X;=X; — X;_j i ¢esto se koristi prili-
kom analize vremenskih serija koje opisuju mesecne, kvartalne ili godi-
snje promene u kretanju, tj kod vremenskih serija koje sadrze sezonsku
komponentu.



Osnovni pojmovi u analizi vremenskih serija
Do definicije vremenske serije dolazimo na osnovu pojmova slu¢ajne promen-
ljive i stohastickog procesa.

Definicija 1.3.6. Skup mogucih ishoda nekog eksperimenta naziva se slu-
cagna promenljiva.

Neka je dat skup slu¢ajnih promenljivih X; (w),w € ,t € T, gde je  oznaka
za skup svih moguéih ishoda eksperimenta, dok je T skup indeksa. Da bismo
definisali slu¢ajan proces koji koristimo u daljoj analizi vremenskih serija za
skup indeksa T biramo skup prirodnih brojeva T= N = {1,2...}

Definicija 1.3.7. Slucajni (stohasticki) proces predstavija kolekciju slucagnih
promenljivih koje su uredene u odnosu na vreme.

Definicija 1.3.8. Familija slucajnih promenljivih koje su uredene u odnosu
na vremenske trenutke nazivamo vremenskom serijom.

Jedno od osnovnih svojstava vremenske serije jeste da li je ona stacionarna
ili nestacionarna.

Definicija 1.3.9. Stohasticki proces X, je striktno (strogo) stacionaran
ako se prilikom transliranja u vremenu, za svaki podskup iz T i bilo koji
prirodan broj k € T, svojstva stohastickog procesa ne menjaju tj za funkcije
raspodele vazi:

F(th,...,th) — F(Xt1+k7---7th+k)

Definicija 1.3.10. Stohasticki proces X; je stacionaran u Sirem smislu
t7 slabo stacionaran ako vaZe sledece osobine:

1. E(X}) = p = const t=1,2,..
2. var(X,) = BE(X; — p)* = const., t=1,2,..

3. Kovarijansa izmedu clanova vremenske serije se ne menja prilikom
transliranja u vremenu tj vazi: cov(Xy, Xp—g) = Y, t= 1,2,.., k= 1,2,...

Definicija 1.3.11. Slabo stacionaran proces je ergodican ako sa povecanjem
obima uzorka aritmeticka sredina jedne realizacije vremenske serije konver-
gira ka stvarnoj srednjoj vrednosti populacije, odnosno vazi uslov:

)}gu, T — oo

10



Najjednostavniji stacionarni, potpuno slu¢ajan proces, predstavlja proces be-
log Suma. Sam naziv procesa belog Suma proizilazi iz spektralne analize bele
svetlosti gde spektar bele svetlosti sadrzi u jednakim merama svih sedam
osnovnih boja.

Definicija 1.3.12. Beli Sum u oznaci e;, t = 1,2,.. je niz slucajnih promen-
ljvih koje su nekorelisane i sa sledecim osobinama:

1. E (et) =0
2. var (e;) = E(e;)* = 02 = const., t = 1,2,...

3. cov (e e k) = Eleesy) =0, t = 1,2,3,.. k= 1,2,...

1.4 Autokovarijaciona i autokorelaciona funk-
cija

Definicija 1.4.1. Autokovarijacioni koeficijent na docnji k definisan je sa:

Ye = CO'U(Xt,Xt,k) = E(Xt — M)(thk — /,L), k= 1, 27 (141)

Definicija 1.4.2. Koeficijent korelacije izmedu X; i X,_; nazivamo autoko-
relacioni koeficijent na docngi k:

cov( X, Xi—i) _ g

N Vovar (Xp)var (Xi—) 70

Pi =1,2,.. (1.4.2)

gde je autokorelaciona funkcija skup autokorelacionih koeficijenata uredenih
u odnosu na vremenske trenutke.

Teorema 1.4.1. Za stacionaran stohasticki proces X, sa autokovarijacionom
Vi © autokorelacionom funkcijom py vaZe sledece osobine:

1. v = var (Xy) iz dega sledi da py=1.
2. Simetricnost funkcije u odnosu na 0: Y, = Y_p, Pr = P—k-
3o el <o i okl <1

4. Matrica autokovarijacionih koeficijenata data je u sledecem obliku:

11



70 Yoo Ykl

T, — ’)fl Yo Ve—2

Ye—1 Ye-2 0

Definisimo matricu Py ¢iji su elementi autokorelacione funkcije

1
P.=—T,
Yo

Matrica Py je pozitivno semidefinitna.
Dokaz.

1. Tvrdenje sledi na osnovu definicija autokorelacionog i autokovarijacio-
nog koeficijenta na docnju reda 0.

2. v = cov(Xy, Xi—k) gde na osnovu uslova stacionarnosti sledi da je:
cov( Xy, Xi—g) = cov(Xy—p, Xi) = v

3. Da bismo pokazali tvrdnju da je varijansa vremenske serije vec¢a od
apsolutne vrednosti autokovarijacionog koeficijenta uvedimo sluc¢ajnu
promenljivu Y = A\ X + A\ X;_,. Varijansa slu¢ajne promenljive Y je
jednaka:

var(Y) = var(MX; + XX 1) = (A2 + 2202 + 20 Moy, > 0

zadi =X =1= %=

za A\, = 1, Ay = —1 dobijamo 02 > v, = pp < 1

4. Matrica autokorelacionih koeficijenata je pozitivno semidefinitna ako je
determinanta matrice i svi njeni glavni minori pozitivni ili jednaki nuli.
Na osnovu dokaza iz koraka 3. da je varijansa linearne kombinacije dve
slu¢ajne promenljive nenegativna, uopstenjem se dobija da je varijansa
slucajne promenljive A\; Xy + Ao X;_ + - - - + A\ Xy_x11 nenegativna.

12



Ocena autokovarijacione i autokorelacione funkcije

Definicija 1.4.3. Ocenu autokovarijacionog koeficijenta i, slabo stacio-
narne i ergodicne vremenske serije X1 ,..., X , definiSemo pomocu sledecih
ocena:

1 T _ _
1 %= (Xt_ X) (Xt—k_ X>
T 25

1 T _ _
2. = —— Xi— Xe_p— k—=1,2,.
Yk T_ktk+1( t X)( t—k X); 15

gde je X oznaka za sredinu vremenske serije.

Definicija 1.4.4. Ocenu autokorelacionog koeficijenta u oznaci py dobijamo
na sledecéi nacin:

T _ _
R > <Xt_ X) (th— X)
= L& _ =k k=012, .. (1.4.3)

w 5 <Xt— )_()2

t=1

Uzoracki korelogoram skra¢eno ACF (engl. autocorrelation function)
predstavlja graficki prikaz ocena autokorelacionih koeficijenata u odnosu na
docnje.

Za testiranje valjanosti nulte hipoteze o odsustvu autokorelacije na docnji k
protiv alternativne o prisustvu autokorelacije Hy: pp # 0, k = 1,2,... testi-
ramo da li ocena pripada intervalu ( -1.96/v/T, -1.96 /+/T ). Ukoliko ocena
autokorelacionog koeficijenta ne pripada navedenom intervalu, na nivou zna-
¢ajnosti 5% odbacujemo nultu hipotezu.

13



Glava 2

Analiza linearnih vremenskih
serija

U ovom poglavlju predstavicemo neke od osnovnih osobina linearnih vremen-
skih serija i modele kojim ih mozemo predstaviti.

Definicija 2.0.5. Vremenska serija X; je linearna ako se moZe predstaviti
na sledeéi nacin:

Xi=p+ Y vjej, =1 (2.0.1)
j=0

gde vazi da je :

o ¢, je niz nekoreliranih slucagnih promenljivih sa istom raspodelom(najsesée
normalnom),

e 1 je ocekiwana vrednost od X;.

Voldova teorema razlaganja tvrdi da je prethodna specifikacija linearnog pro-
cesa dovoljna da obuhvati sve slabo stacionarne procese. Naime teorema kaze
da svaku slabo stacionarnu vremensku seriju mozemo predstaviti kao zbir dva
medusobno nekorelisana procesa- deterministicke i stohasticke komponente.

Deterministicku komponentu mozemo aproksimiritai nekom matematickom
funkcijom i predvideti na osnovu informacija iz proglosti, dok nasuprot tome
slu¢ajnu komponentu ne mozemo predvideti prema vrednostima iz proslosti.

Teorema 2.0.2. (Voldova teorema razlaganja) Stohasticka komponenta
slabo stacionarne vremenske serije X; moZe se predstaviti u obliku linearnog
procesa na sledeéi nacin:
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Xt — U= Zl/)jet,j, ’Lpg =1 (202)
7=0

e Deterministicku komponentu vremenske serije ¢ini njena srednja vred-
nost = E(Xy).

e ¢; predstavlja proces belog Suma za koji vazi:

o2 k=0
0,k #0

1,k=0
0,k 0

U nastavku odredujemo ocekivanu vrednost, autokovarijacionu i autokorela-
cionu funkciju linarnog procesa.

1. Ocekivanje:

B(X,) = B(u) + i WiE(en;) = p

2. Varijansa:
Var(X;) = BE(X, — p)?
= E(er + rei1 + haepo +...)°
= E(e?) + 0 E(e? )+ -+ 21 Elee;_1) + 2o E(erei_o) + ...

=’ vl
i=0
3. Autokovarijaciona funkcija:

Y = B(Xy — p)(Xip — )
= Eles +re1 +1hoeso+ -+ g+ ... )(€rp + 11 +...)
= 0 (Vg + V1¥ps1 + Votbria +...)

oo
=0’ Z Vipti-
i=0
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4. Autokorelaciona funkcija:

Y Vithiy
Yk =0
Pk = "= "
i=0

Uslov stacionarnosti linearnog procesa izrazavamo preko ¢ pondera, kojih
ima beskona¢no mnogo. Samim tim da bi vazio uslov stacionarnosti po-
trebno je pokazati da je 7, konac¢no za svako k. Bez umanjenja opstosti
pretpostavljamo da je p = 0:

ikl = |E(Xi X )| < [Var(X)Var(X, ) = 02 3 47
1=0

oo

Uslov stacionarnosti linearnog procesa: > 1)? < oo.
=0

Na osnovu izvedenih karakteristika linearnog procesa zakljuc¢ujemo:

1. Varijansa linearnog procesa predstavlja funkciju varijanse belog Suma
o0

i ) pondera pri tome vazi da je ona kona¢na kada je > ¢? < co.
i=0

2. Autokovarijacioni koeficijent predstavlja funkciju varijanse belog Suma
i 9 pondera.

3. Autokorelacioni koeficijent je izrazen samo preko v pondera.

2.1 Autoregresioni AR modeli

Autoregresioni modeli predstavljaju jedan od nacina za opisivanje slabo sta-
cionarnih vremenskih serija. Kao $to im i samo ime kaZe, autoregresioni
modeli predstavljaju modele sa regresijom na sopstvene vrednosti.

Definicija 2.1.1. Autoregresioni model reda p definiSemo na sledeéi nacin:

X =01 Xe 1+ 0 Xi o+ o+ 0 Xo p+ e (2.1.1)
gde vazi da je :

e ¢, proces belog Suma,
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® ¢1,..., 0, autoregresiont parametri.

Iz definicije zakljuc¢ujemo da je vrednost vremenske serije u trenutku t, line-
arna kombinacija p sopstvenih vrednosti u trenutcima ¢t —1,..,¢ — p plus deo
procesa u trenutku t- e; koji ne mozemo da objasnimo preko datih vrednosti.

Posmatranom modelu reda p pridruzimo karakteristi¢nu jednacinu oblika:

9P = g = o’ — = =0
gde su gy, ..., g, reSenja (koreni) karakteristi¢ne jednacine.

Vremenska serija je stacionarna ako su svi koreni po modulu strogo manji
od 1. Ukoliko postoji neko g; po modulu jednako 1, takvu vremensku seriju
smatramo nestacionarnom odnosno sa jedini¢cnim korenima.

2.1.1 Autoregresioni model prvog reda- AR(1)

Definicija 2.1.2. Autoregresioni proces prvog reda u oznaci AR(1) zapisu-
jemo pomocu sledece jednakosti:

Xt = ¢1Xt—1 + €4 (212)
gde vazi da je e; proces belog Suma, ¢1 autoregresioni parametar.

AR(1) je linearan proces:

Na osnovu operatora kasnjenja prvog reda LX; = X; 1, AR(1) model mo-
7zemo predstaviti na sledeéi nacin:

€t
(I-6l)Xi=e= X = g7
Koris¢enjem uslova |¢1| < 1 izraz
1
(1—¢1L)

predstavlja zbir ¢lanova geometrijske progresije (1+¢1 L+ ¢2L? + @3 L3+ ...):

X, =1+ ¢ L+ QL+ QL2+ . )ey
=e + P11 + ¢%6t—2 + ¢i’€t—3 + ...
= e+ 1€1 + oo+ sz ...
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Time smo pokazali da pri uslovu |¢1| < 1i; = 7. j=1,2,.. , autoregresioni
model prvog reda je specijalan slucaj linearnog procesa.

Stacionarnost AR(1) procesa:

Rekurzijom od nazad, AR(1) model postaje:

Xi=o1(1 Xia+e1)+ e
= ¢%(¢1Xt—3 +er9) + e+ prepy

=e + ¢re-1 + (ﬁfet_g + ...
Na osnovu prethodno izvedenog dobijamo da je :
> E(X;) =0
> var(X;) = var(e; + ¢rei1 + d3ero+...) = o*(1 + @3 + ¢ + 8 + ....)

Kako vazi da je varijansa linearnog procesa konacna za:
oo
29 <o
i=0

zakljucujemo da ce linearni proces dat sa vrednos¢u pondera 1; = qb{ kon-
vergirati ako je |¢1| < 1 &to je ujedno i uslov slabe stacionarnosti AR procesa
prvog reda.

Na osnovu prethodnih zakljucaka sledi da je varijansa slabo stacionarne vre-
menske serije:

Autokovarijaciona i autokorelaciona funkcija

Da bismo odredili autokovarijacionu i autokorealcionu funkciju, izraz
Xi=;1 Xp 1+ 6
mnozimo sa X;_g, k > 0 pa je o¢ekivana vrednost jednaka:
E(XtXt—k) - ¢1E(Xt—1Xt—k) = E(etXt—k)
Kako smo ranije definisali, za autokovarijacioni koeficijent vazi:

Y& = COU(Xt, Xt—k) = E(Xt - M)(Xt—k - N)
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odnosno za slabo stacionarnu vremensku seriju (E(X;) = 0) dobijamo da je
koeficijent v, = E(X; X, ), odakle sledi:

Ve = E(XtXt—k)
= E(e; + ¢rei1 + diepo+...)
(er—k + Pr€—k—1 + Per—po+...)
= o1 (1+ o7+ 1 +...)
o
1— ¢}

Naposletku deljenjem prethodnog izraza sa 7 dobijamo diferencnu jednacinu
koju koristimo za izra¢unavanje autokorelacione funkcije AR(1) procesa:

o’

1 — 2
7o o

1 - ¢f

U nastavku dajemo graficki prikaz autokorelacione funkcije AR(1) procesa
za pozitivnu(a) i (b) negativnu vrednost ¢; parametra.

U uﬂuﬁ

WU@

1 2 1 2 3 4 5 6
(a) Vrednosti _c.Jpad-aju.pol (b) Vrednosti opadaju po
eksponencijalnoj krivoj oscilatorno eksponencijalnoj putanii

Slika 2.1: Autokorelacione funkcije AR(1) procesa
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2.1.2 Autoregresioni model reda p - AR(p)

Autoregresioni model reda p ima sledeé¢i oblik :

Xi =01 Xi 1+ 0 Xi o+ o+ 0 X, + e (2.1.3)

Stacionarnost AR(p) modela

Da bhismo odredili uslov stacionarnosti autoregresionog procesa reda p pola-
zimo od karakteristi¢ne jednacine:

gp — ¢1gp—1 — ¢2gp—2 — .. — ¢p = O

Proces je stacionaran ako su koreni karakteristi¢ne jednac¢ine po modulu ma-
nji od jedinice.
Autokovarijaciona i autokorelaciona funkcija

Polazimo od izraza (2.1.3) koji mnozimo sa X;_; da bismo dobili da je oce-
kivana vrednost jednaka:

E(XiXik) — 01 BE(Xi1 Xok) — oo — 9 B( Xy p Xy i) = E(er Xi)
Odnosno neposredno sledi:

Vi = P1Vh—1 — oo — PpYh—p = Ele: Xs 1)

e = {9251%—1+¢2%—2+"'+¢p%—p+02;k5:0 (2.1.4)

D1 V-1 + P2Vk—2 + - + OpVi—p, k>0

Kako smo ve¢ naveli, autokovarijacioni koeficijent na rastojanju 0 je varijansa
vremenske serije, pa dobijamo:

0.2

L—=¢ip1 = — dppp

Yo = var(X;) =

Autokorelaciona funkcija za proces reda p definisana je sa:

Pk = Q1pk—1+ -+ Gppr—p , k>0.

Prethodna relacija daje nam sistem od p jednacina koje nazivamo Yule-
Walkerovim jednacinamas:
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p1 = Q1+ Qap1 + -+ Pppp_1

Pp = P1Pp—1+ Gappo+ -+ @

Preko ovih jednadina uspostavljamo relaciju izmedu koeficijenata AR (p) mo-
dela i p autokorelacionih koeficijenata. U nastavku dajemo matri¢ni prikaz
Yule-Walkerovih jednacina.

p1 1 p1 ot Ppet o3}
1 ... B
S I | P ¢_2 (2.1.5)
| pp i L pp—l ,Op—2 T 1 1L pr ]

Iz navedenog zaklju¢ujemo da su parametri autoregresionog modela jedno-
zna¢no odredeni skupom autokorelacionih koeficijenata.

2.2 Parcijalna autokorelaciona funkcija

U prakti¢noj primeni ¢esto se nailazi na problem odredivanja reda AR pro-
cesa. Parcijalna autokorelaciona funkcija predstavlja jedan od nacina za
odredivanje reda autoregresionih modela. Njen znacaj ogleda se u tome $to
predstavlja pokazatelj korelisanosti izmedu dve promenljive nakon odstranji-
vanja uticaja ostalih ¢lanova vremenske serije.

Kao $to smo prethodno definisali, autokorelacioni koeficijent na docnji k,
kojim merimo korelaciju izmedu X; i X;_; predstavljen je sa:
cov( Xy, Xi—k) )

k— =—, k=1,2,.
Vovar (X)) var (X,_) 7o

p

Parcijalni autokorelacioni koeficijent dobijamo eliminacijom uticaja ¢lanova
vremenske serije X; 1 ,...,X;_r11 na X; i1 X; .

Do vrednosti parcijalno autokorelacijonog keficijenta na docnji k dolazimo
preko Yule-Walkerovih jednacina za autoregresiju k-tog reda:

Xt = 0 Xoo1 + 0o Xoo + oo + O Xo—i + €
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za p=kig@;, = ¢; i putem Cramerovog postupka resavamo dobijeni sistem
jednacina:

k=1= ¢11=p

L ;po;
L m pr 1 po
p1 P2 P2 P1 P3
Zak?:2:>¢22: , Zakj:3:>¢33:—
L m L p1 p2
p1 1 pr 1 p
p2 p1 1
odnosno u opstem slucaju vazi:
1 pr P2 Pr—2 P1
pr L pro pre3 po
Pk—1 Pk—2 Pr-3 -  P1 Pk
Dok = (2.2.1)
1 P1 P2 1 Pr-2 Pk-1
P L pr o pr—s pr—2
Pk-1 Pk—2 Pk—3 - P1 1

Na osnovu prethodnih izraza, parcijalni autokorelacioni koeficijenti za AR
procese dati su sa:

° AR(l) gbu =P = ¢1 , gbkk =0 za k>1.

2
L; P2 = P '021 = ¢2, O = 0 za k>2.
1 — ¢ L —pi

o AR(pP) ¢wr # 0 za k=1,...p , ¢pp = ¢ za k=p, ¢y, = 0 za k>p.

b AR(2) $11=p1=

Zakljucak: Parcijalni autokorelacioni koeficijenti su jednaki nuli za docnje
ve¢e od reda AR procesa. Znacajna ¢injenica koju koristimo prilikom odre-
divanja reda AR procesa jeste da parcijalni autokorelacioni koeficijent ¢,
kod AR(p) modela jednak je poslednjem autoregresionom koeficijentu ¢,
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Na kraju navodimo interval poverenja za testiranje statisticke znacajnosti
parcijalnih autokorelacionih koeficijenata. Naime Quenouille(Kveni) je po-
kazao da za procese reda p vazi:

Vg N (0,1)

odnosno interval poverenja izvodimo iz:

a=P{—c < Vg < c} = P{—% < ow < 5}

14+«

gde je ¢ kvantil reda 5=, dok je n obim uzorka.

Kona¢no, na nivou znacajnosti « = 95% interval poverenja za ¢, definiSemo
kao sledeci skup:

2.3 Modeli pokretnih proseka

slz
sz

Naredna klasa modela koja ima Siroku primenu u modeliranju vremenskih
serija jesu modeli pokretnih proseka. Naziv modela na engleskom jeziku je
"Moving average models'"pa se samim tim koristi skra¢enica MA.

2.3.1 Modeli pokretnih proseka prvog reda- MA(1)

Definicija 2.3.1. Proces X;, t € T se naziva proces pokretnih proseka prvog
reda ako je:

X, =¢e —bie,4 (2.3.1)
gde je
e ¢; proces belog Suma,
e 0 nepoznati parametar.

Iz definicije MA procesa zaklju¢ujemo da je ocekivana vrednost F(X;) = 0.

1. Autokovarijaciona i autokorelacione funkcija

T = E(XtXt—k) = E(et - elet—l)(et—k - elet—k—l)
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(1+6%)0?, k=0
e = { —0,02, k=1 (2.3.2)
0, k>1

Na osnovu definisanosti autokovarijacione funkcije dobijamo izraz za
autokorelacionu funkciju:

1, k=0
Vi 01
= — ——, k=1 2.3.3
0, k>1

» Autokorelaciona funkcija nije jedinstveno odredena tj. procesi

. 1
Xy =e — 016,y 1 Xy =€ — e_et—l
1
0
1+ 6%

imaju iste autokorelacione funkcije p; =

» —0.5 < pr < 0.5 za svako k vrednosti autokorelacione funkcije su
ogranicene.

—0
pr=—p= pl+0+p=0= 01,,, =

N R

—14 /1 —4p? c
2p1

1—4p2>0 = |p] <05

» Kako je MA(1) linearni proces sa kona¢nim oc¢ekivanjem i kona¢nim
brojem parametara, i vazi da je:

var(Xy) = var(e; — 01e,1) = 02 (1 + 03), t.
var(X;) < oo

dolazimo do zakljucka da ¢e proces pokretnih proseka uvek biti slabo
stacionaran.
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2. Invertibilnost

Polazimo od MA(1) procesa X; = e; — 61e;-1 koji je ekvivalentan jed-
nakosti:

e = X+ bheiq

Ukoliko u poslednjoj jednakosti zamenimo e;_1, €;_o, ... sa X;_1+6016;_9, X o+
01e;_3, ... dobijamo slededi izraz:

Xi=e — 01(Xi—1 + 0164)
= —elXt,1 — ef(thg + 6161573) + e

= —0h X1 — Q%Xtﬂ - Q?Xt—3 — ot ey

AR model beskona¢nog reda dobijamo uvodenjem smene 7; = —9{,
j=1,2,... iz ¢ega neposredno sledi uslov invertibilnosti tj ekvivalent-
nosti MA modela i stacionarnog AR modela:

|91‘ <1

1
= (14+ 60, L+ 6°L% + ...

3. Parcijalni autokorelacioni koeficijent

Na osnovu definisanosti parcijalnog autokorelacionog koeficijenta (2.2.1)
dobijamo da vazi:

01(1 — 6,)
(1+6%) (1 —6,)

¢11=p1=— (2.3.4)

odnosno za proizvoljno k:

k 2
Orr = —%, k=1,2,3... o¢w € (—0.5, 05> (235)
1—6]
Zakljuc¢ak: Vrednost parcijalne autokorelacione funkcije za negativno
0, na prvoj docnji je pozitivna, a zatim naizmeni¢no menja znak. Za
pozitivno 6; vrednost parcijalne autokorelacione funkcije je negativna.
Sa rastom kaSnjenja parcijalni autokorelacioni koeficijenti opadaju.
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2.3.2 Modeli pokretnih proseka reda g- MA(q)

Definicija 2.3.2. Proces X;, t € T se naziva proces pokretnih proseka reda q
ako ga moZemo predstaviti kao zbir ¢lanova procesa belog Suma u trenutcima
t,t—1,...,t—q:

Xt = € — 91615—1 — = qut_q
gde je
e ¢; proces belog Suma,

e 01,...,0, nepoznati parametri.

Uz uslov m = —b6,,...,my = —0, i m; = 0 za j>q, na osnovu izraza za
autokovarijacionu funkciju linearnog procesa dobijamo da vazi:

Yo =0 (1467 + - +6¢°)
Ve = U2<_0k + 016k+1 +ooe 4+ eqfkeq% k= 1727 - q
Ve = 07 k>q

U skladu sa prethodnim definis§emo autokorelacionu funkciju:

1, k=0

—Op + 010311 + -+ - + Oy,
L+0F+-- +02

Pr = o k=1,2,....¢ (2.3.6)

\O, k>q

Vazno svojstvo autokorelacione funkcije predstavlja njena definisanost nakon
q docnji. Kako je autokorelaciona funkcija jednaka 0 nakon q docnji, ovu
osobinu lako mozemo da iskoristimo da bismo identifikovali red procesa.

Na kraju odeljka navodimo dualnost veze izmedu MA(q) i AR(c0) modela.

1. Autoregresionom modelu kona¢nog reda odgovara MA model besko-
nac¢nog reda. Kao posledica javlja se slicnost u kretanju obi¢ne autoko-
relacione funkcije AR modela i parcijalne autokorelacione funkcije MA
modela.

2. MA modelu kona¢nog reda odgovara AR model beskonac¢nog reda. Ta-
kode javlja se sli¢nost u kretanju obi¢ne autokorelacione funkcije MA
modela i parcijalne autokorelacione funkcije AR modela.
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3. Za docnje vece od reda procesa autokorelaciona funkcija AR(p) procesa
i parcijalna autokorelaciona funkcija MA(q) procesa lagano odumiru,
dok su parcijalna autokorelaciona funkcija AR(p) procesa i autokore-
laciona funkcija MA(q) procesa jednake 0.

2.4 Autoregresioni modeli pokretnih proseka

U prethodnim poglavljima sumirali smo autoregresione modele i modele po-
kretnih proseka kao nacine za definisanje stacionarnih i invertibilnih procesa.
Problem na koji nailazimo predstavljaju modeli koji zahtevaju korisé¢enje ve-
likog broja koeficijenata Sto samim tim otezava rad i smanjuje efikasnost
ocenjivanja samih modela. Kao odgovor na ovaj problem uvedena je nova
klasa modela- autoregresioni modeli pokretnih proseka tj skra¢eno ARMA
modeli.

Definicija 2.4.1. Proces {X;,t € T} je ARMA(p,q) ako ga moZemo defini-
sati na sledeci nacin:

(1— 1L —¢pl? — - — ¢ L)Xy = (1 — L — o L* — - -+ — ,L%)e; (2.4.1)
gde je:
e p red autoregresione komponente,
e ¢ red komponente pokretnih proseka,

e ¢, proces belog suma.

2.4.1 ARMA(1,1) model

Definicija 2.4.2. Proces {X;,t € T'} definisemo kao ARMA(1,1) proces ako
zadovoljava uslov:
Xt - ¢1Xt_1 = €t — 8161}_1 (242)

gde leva strana jednakosti predstavlja AR komponentu ARMA modela reda
p=1, dok je desna strana jednakosti jednaka MA komponenti reda g=1.

Polaznu jednakost (2.4.2) moZzemo da predstavimo i preko operatora docnje
na sledec¢i nacin:

(1— L)X, = (1— 60, L)e, = ®(L)X, = O(L)X,

Pri tome polazimo od pretpostavke da polinomi AR i MA modela respektivno
®(L) i ©(L), nemaju zajednickih faktora tj ¢ # 6;. U suprotnom bi dobili
proces belog Suma.
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1. Stacionarnost i invertibilnost modela:
AR(1) i MA(1) su specijalni slu¢ajevi ARMA(1,1) modela pa samim
tim ARMA model ima sli¢ne osobine. Ukoliko ARMA(1,1) model pri-

kazemo koris¢enjem AR forme 7 (L) X; = e; dobijamo da su 7- ponderi
dati sa:

ﬂm:u—mL—mB—”q:iiii
gde je

(1—-0,L)(1 —mL—mLl?—...)=(1—-¢L)
tj. vazi

(1 - (7T1 +91)L— (7T2 —7T101)L2 - ) = (1 —¢1L)

Ukoliko u prethodnoj jednakosti izjednac¢imo koeficijente uz L dobijamo
sledece jednakosti:

L: 7T1L—¢1L:—91L:>7T1 :gb1—91

L2Z 7T2L2 — 917T1L2 =0= Ty = 917T1 = 91(¢1 — 91)

odnosno u opStem slucaju:
m =0 (1 —01),5 > 1

Uslov stacionarnosti:

Ako je |61] < 1 = 7 ponderi konvergiraju,tj AR proces je stacionaran.

Da bismo pokazali invertibilnost procesa polazimo od MA(1) modela:
V(L) e =X,

gde su ¢ ponderi dati sa:

1-6,L

Y(L)= A+ L+l?+...) = Y

28



odnosno mozemo da zapiSemo u slede¢em obliku:

(1= L)1+ L+ el?+...)=(1—6,L)

Izjednacavajuéi koeficijente sa leve i desne strane prethodne jednakosti,
dobijamo relaciju:

=] o1 —01),5 > 1 (2.4.3)
Uslov invertibilnosti:

Ako je |¢1] < 1 = 1 ponderi konvergiraju,tj MA proces ¢e biti inverti-
bilan.

Kao posledica izraza (2.4.1.2) zaklju¢ujemo da ARMA(1,1) model je
specijalan slucaj linearnog procesa i na osnovu njegovih parametara, a
koris¢enjem jednakosti (2.4.1.2) dobijamo parametre linearnog procesa.

. Varijansa:

Polazimo od ARMA(1,1) modela koji mnozimo sa e;:
Xier = (1 Xio1 + e — brei_1)ey
Uzimajuéi ocekivanu vrednost dobijamo:
E(Xe;) = E(e?) — 01E(er_1e;) = E(e?) = o2

Na osnovu prethodnog mozemo da izvedemo varijansu ARMA(1,1) pro-
cesa :

var(X;) = var(¢1 X1 +e; — O1e,1)
= ¢2var(Xe_y) + var(e;) + 02var(e,_,)
+ 2¢1c00( X1, €;) — 201cov(ey, e 1) — 2¢101c00( X1, €41).

1 —2¢.0, + 0?
= Y% = 1_1<;% 102

Zaklju¢ujemo da varijansa ARMA(1,1) modela zavisi samo od parame-
tara modela.
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3. Autokovarijaciona funkcija:
Mnozeéi ARMA(1,1) model sa X;_; dobijamo:

Xi Xt o = 01 Xe 1 Xy — e 1 Xy p + e Xy,
gde je opsti oblik autokovarijacione funkcije:

Ve = 01Yk-1 + ElerXi—k) — O1E(er—1 Xi—k)

k=1
T =d1v + ElerXio1) — O E(e—1.Xi1)
= 170 — 9102
1 — 200, + 07
_ ¢1 — G201 + 107 — 6, 2
1 — o7
_ (1 —61)(1 — ¢191)02
(1—¢7) ‘
k>1:
Ve = P1Vk-1 (2.4.4)

4. Obi¢na i parcijalna autokorelaciona funkcija:

Na osnovu izraza za autokovarijacionu funkciju izvodimo formulu za
obi¢nu autokorelacionu funkciju:

1 k=0
(1 — 01)(1 — ¢101)

P [ =206, + 62 " (2:4.5)
O1PK-1 E>1

Iz jednakosti (2.4.5) mozemo da zaklju¢imo da autokorelaciona funkcija
ARMA(1,1) modela zavisi od parametara AR i MA modela na rasto-
janju 1, dok je za docnje veée od reda 1 ekvivalentna autokorelacionoj
funkciji AR(1) modela.
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Na kraju navodimo osobine autokorelacione i parcijalne autokorelacione funk-
cije ARMA((p,q) modela:

e Prvih q autokorelacionih koeficijenata zavisi od AR i MA komponenete.

e Za docnje vece od reda q, autokorelaciona funkcija se ponasa kao kod
AR modela.

e Parcijalna autokorelaciona funkcija za docnje reda 1,2,...,p zavisi od
parametara AR i MA modela.

e Za docnje vece od p, odnosno ako su docnje veée od reda AR kompo-
nente, parcijalni autokorelacioni koeficijenat karakterise ponasanje koje
je sli¢no parcijalnoj autokorelacionoj funkciji kod MA modela.
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Glava 3

Autoregresioni modeli pokretnih

proseka za integrisane vremenske
serije (ARIMA modeli)

U prethodnim poglavljima objasnili smo metode za definisanje stacionarnih
vremenskih serija. Naime stacionarni stohastic¢ki proces odlikuje:

e Konstantnost sredine
e Konstantnost varijanse

e Autokovarijaciona funkcija zavisi samo od vremenskog intervala

Nestacionarne vremenske serije su serije sa vremenski zavisnim nivoom i/ili
varijansom.

Stacionarnost vremenske serije mozemo posti¢i odgovarajué¢im transformaci-
jama. Medutim da bi definisali odgovarajuc¢u transformaciju potrebno je da
odredimo uzrok nestacionarnosti procesa.

U skladu sa dugoro¢nim rastom (padom) tokom vremena, vremensku seriju
mozemo da definiSemo pomocu sledeé¢e dve klase modela:

1. Trend-stacionarna klasa modela:
Xe=po+pt+ 2, t=1,2,.., Py, 1 = const. (3.0.1)

Pod trend-stacionarnom klasom modela podrazumevamo modele koji se
sastoje od dve komponente, funkcije linearnog trenda kojim je opisano
deterministicko kretanje i slucajne greske modela za koju pretposta-
vljamo da je stacionarna vremenska serija- Z;. Stacionarnost postizemo
eliminisanjem deterministicke komponente.
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2. Vremenske serije Cije je kretanje tokom vremena potpuno slu¢ajno na-
zivaju se diferencno-stacionarne vremenske serije:

(1 — L)Xt = 5 + Zt s t:1,2,.. y 5 = CO’I’LSt., ¢(L) Zt =0 (L) €

Diferencno-stacionarni procesi su procesi kod kojih stacionarnost po-
stizemo diferenciranjem.

Definicija 3.0.3. Vremenska serija X; je integrisana reda d ako je dife-
renciranjem d puta transformisemo u stacionarnu vremensku seriju . Red
integrisanosti d oznacavamo X; ~ I(d).

Autoregresioni modeli pokretnih proseka za integrisane vremenske serije se
koriste u analizi vremenske serije kada je data serija nestacionarna. Da bi
postigli stacionarnost potrebno je da diferenciramo seriju.

Definicija 3.0.4. ARIMA(p,d,q) model definisemo pomocu jednakosti:

¢(L)(1— L)X, =6y + 0O (L) e, (3.0.3)

gde vazi:
e p(L)=1—¢p1L—...—¢,L7);0(L)=(1—60,L—.... — 6,L9).

e p je oznaka za red autoregresione komponete AR(p), dok ¢ predstavlja
red komponente pokretnih proseka u oznaci MA(q)

e ¢; oznacava proces belog Suma

Koliko puta je potrebno diferenicrati seriju, odnosno red integrisanosti dat
je sa d. Vrednost konstante 6 je povezana sa redom integrisanosti.

Vremenska serija menja svoja svojstva prilikom odabira odredene vrednosti
za red integrisanosti. Tako dobijamo sledec¢e osobine:

e d=0 tada imamo jedan stacionarni proces za koji vazi

O = pu(l — 1 — ... — @), p = E(Xy)

e d>0 sledi da 6y oznacava postojanje deterministickog trenda
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e Ukoliko za diferenciranu vremensku seriju procenimo da ne postoje
indikcije o postojanju deterministickog trenda tada konstantu nec¢emo
ukljuciti u model za prognoziranje.

Za vrednost parametra 6y = 0, dobijamo ARIMA proces:
¢ (LYWy =0 (L)e;, W,=(1-L)%X,
Za d > 1 vazi:
X, =8"W,,S=01+L+L*+...)

U skladu sa prethodnim zaklju¢ujemo da "integrisani” u nazivu ARIMA mo-
dela potic¢e od sumiranja stacionarnog procesa d puta.

U nastavku poglavlja navodimo dva primera ARIMA modela.

3.1 Proces slucajnog hoda

Proces sluc¢ajnog hoda (engl. random walk process) predstavlja najjednostav-
niji primer ARIMA modela gde za parametre p,d,q uzimamo vrednosti 0,1,0
respektivno. Na taj nac¢in dobijamo model definisan slede¢om jednacinom:

Xt = thl + Ct (311)
Gore izlozena jednakost odnosi se na klasican slucajan hod gde je Xoq = 0.

Naziv slu¢ajan hod proistice iz definisanosti samog procesa. Naime ponasanje
ovog procesa podseca na pijanog Coveka, koji krivuda tokom kretanja i Cije
je kretanje nepredvidivo.

b
.
=
N
SN \“v AR
=

AN

Ukoliko vremenska serija poseduje konstantni prirast oznacen sa >0 tada
proces slucajnog hoda definiSemo na sledeci nacin:
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Xt = 6 + Xt—l + e (312)

U tom slucaju X; nazivamo procesom slucajnog hoda sa konstantom. Njego-
vim diferenciranjem dobijamo stacionarnu seriju, pa ga svrstavamo u grupu
diferencno-stacionarnih procesa.

Za ¢1 = 1 proces AR(1) svodi se na proces slu¢ajnog hoda i autokorelaciona
funkcija sluc¢ajnog hoda je neopadajuc¢a. Parcijalna autokorelaciona funkcija
je jednaka nuli na svim docnjama, osim prve docnje gde je blizu jedinice.

Diferenciranjem procesa slu¢ajnog hoda dobijamo proces belog Suma ¢ija je
autokorelaciona funkcija jednaka nuli na svim docnjama.

Na osnovu grafika vremenske serije mozemo da uoc¢imo da li je proces slu-
¢ajnog hoda sa konstantom ili bez kao $to mozemo da vidimo na sledecoj
slici.

6 40
4
30
2
0 20
-2 -
10|
-4
6 T T T T T T 0 T T T T T T
5 10 15 20 25 30 5 10 15 20 25 30
(a) bez konstante (b) sa konstantom

Slika 3.1: Proces slu¢ajnog hoda

3.2 ARIMA(0,1,1)
Kada za parametre modela uzmemo vrednosti p=0, q=1 i d=1 dobijamo

proces definisan sa:
Xt = Xt—l + € — 916,5_1. (321)

odnosno koris¢enjem operatora docnje:

(1- L)X, = (1—0,L)e,1, |01 <1. (3.2.2)
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Diferenciranjem ARIMA(0,1,1) procesa dobijamo stacionarni MA(1) proces.
Samim tim obi¢na i parcijalna autokorelaciona funkcija prvih diferenci imaju
sve odlike kao kod pokretnih proseka prvog reda.

Za sve ARIMA modele sledi zajednicko svojstvo da vrednost autokorelaci-
onih koeficijenata lagano odumire ka nuli, dok su parcijalni autokorelacioni
koeficijenti su jednaki nuli na svim docnjama osim prve, gde teze jedinici.

Na sledeé¢i nacin ARIMA proces predstavlja skup specijalnih sluc¢ajeva neki
od prethodno razmatranih modela:

AR(p) MA(q) ARMA (p,q) Beli sum Slu¢ajan hod

ARIMA (p,0,0) ARIMA(0,0,q) ARIMA (p,0,q) ARIMA(0,0,0) ARIMA(0,1,0)

3.3 Testovi jedini¢nog korena

Jedan od nacina za odredivanje reda diferenciranja jeste na osnovu obi¢nog
i parcijalnog uzorackog korelograma. Kako ovaj pristup ne moze u svim
slu¢ajevima da nam pomogne u donoSenju odluke da li je seriju potrebno
diferencirati ili ne, formalniji pristup koji se Cesto koristi jeste testiranje pri-
sustva jednog ili viSe jednini¢nih korena.

Na osnovu testa jednini¢nih korena mozemo da odredimo:
e stacionarnost odnosno nestacionarnost vremenske serije

e U sluc¢aju kada serija nije stacionarna odredujemo broj jedini¢nih ko-
rena

3.3.1 Diki-Fulerov test (DF) test

Jedan od testova jedini¢nih korena jeste Diki-Fulerov test, nazvan po nauc-
nicima koji su zasluzni za njegovo definisanje Diki i Fuleru.

Da bismo prikazali postupak testiranja jedini¢nih korena koristi¢emo auto-
regresione modele. Ograni¢enje na AR modele nije posebno restriktivno jer
stacionarnost ARMA modela zavisi od AR komponenete.

Polazimo od autoregresionog modela prvog reda AR(1), i zelimo da utvrdimo
da li je vremenska serija X, stacionarna:

X=X+ e
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gde je e; greska modela sa svojstvima belog Suma.

Kako putanje vremenske serije X; zavisi od vrednosti parametra ¢, za testi-
ranje stacionarnosti koristimo sledece hipoteze:

Hy: 9=1 = X, poseduje jedini¢ni koren.
Hy: ¢<1 = X, je stacionarna vremenska serija.

Da bismo testirali nultu hipotezu da je proces nestacionaran protiv alterna-
tivne, primenom metode obi¢nih najmanjih kvadrata koristimo ocenu para-
metra ¢ za testiranje hipoteza na uzorku obima T:

T
> XX
n t=2
p="0——— (3.3.1)

~

odnosno njegove standardne greske ocene s(¢):

T T
Z Xt2 - ¢ Z XtXt—l
=2 t=2
(T'—-1)—-1

2

Test-statistiku koju koristimo za testiranje hipoteza :

~

¢—1
(%)
karakteriSe t-odnos izmedu ocene koeficijenata i njegove standardne greske

koji su definisali Diki i Fuler. Fuler je pokazao da taj odnos nema standardan
t-raspored ako je ta¢na nulta hipoteza.

(3.3.2)

Vrednost DF statistike poredimo sa kriticnom vredno$é¢u. Nultu hipotezu
prihvatamo kao ta¢nu u slucaju kada je vrednost test statistike veéa od kri-
ticne vrednosti.

Ukoliko utvrdimo postojanje jedini¢nog korena tada nastavljamo postupak
testiranja prve diference:

Hy tacna => serija ima bar dva jediniéna korena i potrebno je daljim testi-
ranjem druge diference testirati stacionarnost.

netacnag = rva diferenca je stacionarna i vremenska serija ima jedan
Hy net > d t k d
jedinicni koren. Samim tim postupak testiranja je zavrien prihvatanjem al-
ternativne hipoteze.
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Kao $to ¢emo pokazati u nastavku raznim modifikacijama DF statistike mo-
zemo da promenimo njen raspored.

1. Autoregresioni proces prvog reda mozemo zapisati i kao slede¢u jedna-
kost:

Xi=Xi1=(0—1)Xi1 te
AXy = (¢ —1) X1 + e
Smenom ¢ = ¢ — 1, AR(1) proces transformisemo na sledec¢i nacin:

AXt = @Z}Xt_l + e (333)

Modifikacijom pocetnog modela testiranje se svodi na ispitivanje tac-
nosti hipoteza:

Hy: v =0 = X, ima jedan jedini¢ni koren .
Hi: ¢ <0 = X, je stacionarna vremenska serija.

Kao i u slu¢aju polaznog modela izracunatu vrednost DF test statistike:

(3.3.4)

poredimo sa kriti¢nom vrednoséu.

2. Uvodenjem konstante u model E(X;) = u, menjamo raspored statistike
i dobijamo modifikovani model:

Xi—p=0¢(Xe1—p) +e
Smenom Sy = u(1 — ¢) dobijamo novu jednacinu:

Xy = Bo+ X1 + ey,
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AXt = ﬁo + th,1 + €. (335)

Testiramo nultu hipotezu o prisustvu jedni¢nog korena nasprem alter-
nativne o stacionarnosti vremenske serija:

Hy: ¢ =0 = X, ima jedan jedini¢ni koren .

Hi: ¢ <0, = X, je stacionarna vremenska serija.

DF test statistiku modifikovanog modela 7, poredimo sa kriticnom
vrednoséu.

. Naredna modifikacija predstavlja uvodenje linearnog trenda ¢ime dobi-
jamo model gde se srednja vrednost vremenske serije menja u svakom
momentu zavisno od kretanja p + bt :

Xe—p—=bt=0[Xi 1 —p—bt—1)]+e,

X =pu(l—0¢)+bp+b(1—0¢)t+ X, 1 +e,

Xy = 60+ﬁ1t+¢Xt—1 + €, /80 = M(l —¢)+¢bzﬂ1 = b(l _¢) (3-3-6)

Testiranja prisustva jedni¢nog korena vrsimo preko hipoteza:

Hy: ¢ =1 = X, ima jedan jednini¢ni koren sa konstantnim prirastom.
Hi: ¢ <1 = X, je trend-stacionarna vremenska serija.

Test statistiku 7 kojom ocenjujemo zavisnost vremenske serije X; od
X;_1, linearnog trenda i konstante dobijamo ocenom parametara mo-

dela:
AXt = B() + 52’: + th_l + ¢;. (337)

U sledec¢oj tabeli dajemo prikaz razli¢itih varijanti DF testa i modela
koji ocenjujemo.

Kritiéne vrednosti za DI test statistike date u tabeli 3.3 izra¢unavamo
koris¢enjem jednakosti:

Boo+ = + = (3.3.8)
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Tabela 3.1: DF test statistika

DF test E(X:) Model

statistika
T 0 AXy =YX +e
u 1 AX, = Bo+ VX1 + e
Tt o+ bt AX; = Bo+Pt+v X1 +e

4. Kod autoregresionih procesa viseg reda koriste se modifikacije pret-
hodno navedenih modela. Polaznom modelu se dodaju promenljive
AX;_1,...,AX, g, ¢ime dobijamo model:

AX; =00+ 0t+oXi 1+ 0AX, 1+ ... + RAX 1+ (3.3.9)

U modifikovanom modelu 9y, ....,dr su oznake za parametre modela.
ADF(K) predstavlja oznaku za prosirenu DF test statistiku koju
dobijamo iz prethodnog modela, i koriste se iste kriti¢ne vrednsti kao i
kod DF test statistike.

Cilj je izabrati odgovaraju¢u vrednost parametra K, tj promenljivih
AX;_;, i=1,...,K. Dobrim izborom vrednosti K osiguravamo da ¢e au-
tokorelacija biti eliminisana. Sa druge strane ukoliko odaberemo K vedée
od optimalne vrednosti parametra K, u model uklju¢ujemo nepotrebne
parametre. Posledica odabira pogresne vrednosti parametra K ogleda
se u neopravdanom odbacivanju odnosno prihvatanju nulte hipoteze o
prisustvu korena.

U toku izbora reda K mozemo da koristimo tri strategije:
(a) Strategija od posebnog ka opstem ogleda se u progirivanju modela
sve dok se ne utvrdi da je autokorelacija eliminisana. Prvo se do-

daje AX,; 1 , i ukoliko se na osnovu standardnog t-testa utvrdi
njena znacajnost, postupak se zavrsava zaklju¢kom da ADF(1)
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test statistika odgovarajuéa, u suprotnom dodajemo sledec¢u pro-
menljivu i nastavljamo testiranje.

(b) Strategija od opsteg ka posebnom ima suprotan pristup utvrdi-
vanju reda K u odnosu na prethodno opisanu strategiju. Naime
ovde polazimo od testiranja poslednje promenljive u nizu AX;_;
za koju proveravamo statisticku znacajnost. Ukoliko se utvrdi da
je statisticki znacajna, zadrzavamo sve prethodne promenljive u
nizu i koristimo ADF(K) model. U suprotnom datu promenljivu
izostavljamo iz modela i prelazimo na testiranje AX; j 1.

(c) Strategija izbora informacionih kriterijuma osigurava optimalni
izbor broja parametara K. Informacioni kriterijum oznacavamo
sa 1C i definiSemo kao funkciju:

IC(K) = Ln(s?) + g(&£2)

gde s% ocena varijanse sluc¢ajne greske zavisi od obima uzorka T

i broja ocenjenih parametara (K+3). g predstavlja nenegativnu
rastucu funkciju.

Tabela 3.2: Informacioni kriterijumi

Funkcija g Informacioni Naziv modela
kriterijum
2 Ln(s?) + 2(5£2) Akaikeov model (AIC)
InT Ln(s?) + InT(E£2) Svarcov model (BIC)
2InlnT Ln(s?) + 21nlnT(k—;‘°’) Hana-Kvinov model (HQ)

Sa rastom K dolazimo do:

e Smanjenja Ln(s?)

e Povecanja g(%:2)

Prethodni rezultat ukazuje nam na suprostavljene zahteve funkcije I1C,
gde sa jedne strane tezimo preciznom ocenjivanju kroz povecavanje reda
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K, dok sa druge strane nastojimo da obezbedimo ekonomi¢nost modela
kroz manji broj parametara. Kako bi pokazali da se AIC kriterijumom
mozemo dovesti do izbora manjeg broja parametara u odnosu na opti-
malan broj, posmatrajmo sledec¢e nejednakosti:

Za dato KiT > 8 vrednost évarcovog kriterijuma je vec¢a od vrednosti
AIC $to samim tim znadi da Svarcovim kriterijumom vise kaznjavamo
povecanje vrednosti parametra. Kako vazi da 2[ininT > 2 za T > 16
dolazimo do konac¢nog zakljucka:

SC>HQC=>AIC

U praksi je najzastupljeniji Svarcov kriterijum.
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Tabela 3.3: Kriticne vrednosti DF test statistika

N Model Nivo znacajnosti Boo Greska ocene o 0B
1% -2.5658 0.0023 -1.960 -10.04
1 Bez konstante 5% -1.9393 0.0008 -0.398 0.00
10% -1.6156 0.0007 -0.181 0.00
1% -3.4335 0.0024 -5.999 -29.25
1 Bez trenda 5% -2.8621 0.0011 -2.738 -8.36
10% -2.5671 0.0009 -1.438 -4.48
1% -3.9638 0.0019 -8.353 -47.44
1 Sa trendom 5% -3.4126 0.0012 -4.039 -17.83
10% -3.1279 0.0009 -2.418 -7.58
1% -3.9001 0.0022 -10.534 -30.03
2 Bez trenda 5% -3.3377 0.0012 -5.967 -8.98
10% -3.0462 0.0009 -4.069 -5.73
1% -4.3266 0.0022 -15.531 -34.03
2 Sa trendom 5% -3.7809 0.0013 -9.421 -15.06
10% -3.4959 0.0009 -7.203 -4.01
1% -4.2981 0.0023 -13.79 -46.37
3 Bez trenda 5% -3.7429 0.0012 -8.352 -13.41
10% -3.4518 0.0010 -6.421 -2.79
1% -4.6676 0.0022 -18.492 -49.35
3 Sa trendom 5% -4.1193 0.0011 -12.024 -13.13
10% -3.8344 0.0009 -9.188 -4.85
1% -4.6493 0.0023 -17.188 -59.20
4 Bez trenda 5% -4.1000 0.0012 -10.745 -21.57
10% -3.8110 0.0009 -8.317 -5.19
1% -4.9695 0.0021 -22.504 -50.22
4 Sa trendom 5% -4.4294 0.0012 -14.501 -19.54
10% -4.1474 0.0010 -11.165 -9.88
1% -4.9587 0.0026 -22.140 -37.29
5 Bez trenda 5% -4.4185 0.0013 -13.641 -21.16
10% -4.1327 0.0009 -10.638 -5.48
1% -5.2497 0.0024 -26.606 -49.56
5 Sa trendom 5% -4.7154 0.0013 -17.432 -16.50
10% -4.4345 0.0010 -13.654 -5.77
1% -5.2400 0.0029 -26.278 -41.65
6 Bez trenda 5% -4.7048 0.0018 -17.120 -11.17
10% -4.4242 0.0010 -13.347 0.00
1% -5.5127 0.0033 -30.735 -52.50
6 Sa trendom 5% -4.9767 0.0017 -20-833 -9.05
10% -4.6999 0.0011 -16.445 0.00




Glava 4

Boks Dzenkinsov model

Planiranje predstavlja znac¢ajan faktor u raznim sferama poslovanja pocev
od biznisa preko industrije pa sve do drzavnih institucija i vlade. Osnovu
buduce odluke ¢ine oc¢ekivane vrednosti odredenih promenljivih. Kako bismo
uvideli znacajnost planiranja, u nastavku teksta navodimo primer gde nam
predvidanje moze pomod¢i u planiranju i donoSenju buducih odluka.

Primer 4.1 Kompanija X se bavi proizvodnjom kancelarijskog materijala, u
svrhu veleprodaje. Da bi zadrzala konkurentnost na trzistu kompanija treba
da proizvodi i ¢uva odredene koli¢ine materijala. Sa druge strane ¢uvanje
inventara dovodi do povec¢anja rashoda i smanjenja profita. Cilj kompanije
je da maksimizira profit i minimizira rashode. Da bi to ostvarili potrebno
je da dobro procene ocekivanu vrednost buducée prodaje, odnosno da urade
prognozu prodaje na kojoj ¢e se temeljiti njihove buduce odluke.

Sistematski pristup kojim iz Siroke klase ARIMA modela izdvajamo model
koji na najbolji nac¢in opisuje kretanje odredenog skupa podataka vremenske
serije koncipirali su Boks i Dzenkins.

Cilj modeliranja jeste da pronademo odgovaraju¢u vezu izmedu istorijskih
podataka koje koristimo da bi izgradili model, i trenutnih vrednosti vre-
menske serije. Boks-DzZenkinsov model se koristi samo kod ve¢ih primena.
Naime usled kompleksnosti modela potrebno je uzorkovati ogromnu kolic¢inu
podataka, minimum 50 perioda, da bi model dao odgovarajuc¢u prognozu.
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Model za prognoziranje ¢esto nije podvrgnut osnovnom kriterijumu Da li je
model dobar za primenu? Da bismo izbegli gresku koja je ¢esta u praksi
navodimo principe koje model treba da ispuni da bi se smatrao dobrim:

1.Ekonomaicénost Pri izboru modela jedan od osnovnih kriterijuma ko-
jim se vodimo jeste da je model ekonomican, odnosno da sadrzi mali broj
koeficijenata. Uslov ekonomicnosti je posebno znac¢ajan kod kompleksnih
modela, kao $to je Boks Dzenkinsov, koji zahtevaju veliku koli¢inu poda-
taka. Mnoge kompanije temelje svoje poslovanje na principu ekonomicnosti-
pojednostavljivanjem procesa i uStedom u odredenim sferama poslovanja,
povecace efikasnost poslovanja. Kako bismo ispunili uslov ekonomic¢nosti pri
izboru modela, ukoliko imamo vise modela sa istim osobinama, biramo uvek
najjednostavniji.

2.Identifikabilnost Identifikabilnost je znacajan faktor u interpetaciji
modela. Za model se kaze da je neidentifikovan ako postoji ¢itav niz vredno-
sti saglasnih sa podacima. Pojam identifikacije ima drugacije znacenje kod
ekonometrijskih modela i u slu¢aju Boks Dzenkisovog modela. Naime kao
Sto ¢emo videti i detaljnije objasniti u nastavku rada, kod Boks-DzZenkinsa u
fazi identifikacije biramo samo uzu klasu ARIMA modela.

3.Konzistentnost sa podacima Na osnovu raznih testova za proveru
da li je model adekvatan, moze se utvrditi njegova konzistentnost sa po-
dacima. Jedan od uslova koji model treba da zadovoljava da bi se smatrao
dobrim modelom jeste da se dobro prilagodava podacima. Pored toga od mo-
dela se o¢ekuje da ima male reziduale sa odlikama potpuno sluc¢ajnog procesa.

4.Konzistentnost sa teorigjom Jedan od osnovnih principa koji po-
kazuje koliko je model dobar jeste njegova konzistentnost sa teorijom ali i
zdravim razumom. Pod tim podrazmevamo da ako iz teorije proizilazi da
znak koeficijenata treba da ima odredeni predznak ili veli¢inu, dobijeni re-
zultati ocenjenog modela treba da su u saglasnosti sa tim zakljuccima.

5.Prihvatljivost podataka Pod kriterijumom prihvatljivosti modela
podrazumevamo da vrednosti koje model generise treba da zadovoljavaju
definiciona ogranicenja. Da bismo priblizili ovaj princip navodimo primer:

Primer 4.2 Posmatrajmo vremensku seriju koja opisuje kretanje ucesca po-
reza na dohodak gradana u ukupnim poreskim prihodima budzeta Republike
Srbije. Iz poznatih definicionih ogranicenja proizilazi da opservacije ove vre-
menske serije ne mogu uzeti vrednosti veée od 100, kao ni negativne vrednosti.
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Kao $to smo videli iz primera, da bi model bio prihvatljiv treba da ima ne-
negativne vrednosti i manje od 100, odnosno treba da zadovoljava odredena
ogranicenja.

6.Uspesnost prognoziranja Jedan od ciljeva analize vremenskih serija
jeste predvidanje buduéeg ponaSanja, odnosno razvoja posmatrane pojave.
Stoga da bismo se osigurali da ¢e na$ model na dobar nacin predvideti bu-
duce ponasanje, vazno je da zadovoljava kriterijum uspesnosti prognoziranja.
Sta podrazumevamo pod kriterijumom uspesnosti prognoziranja? Podrazu-
mevamo da model vremenske serije daje precizne prognoze. Kako
je navedeni kriterijum usko povezan sa konstantnoS$c¢u koeficijenata modela,
preciznost prognoze mozemo proveriti na osnovu ponovnog ocenjivanja koe-
ficijenata, van prvobitno koris¢enog uzorka. Ukoliko dobijene ocene koeficije-
nata statisticki znacajno ne odstupaju od prvobitno dobijenih ocena, model
mozemo smatrati stabilnim. Model je uspesniji u prognoziranju i samim

dratnu gresku prognoze, dok su sve ostale karakteristike jednake.

7.0buhvatnost Pod obuhvatnoséu modela podrazumevamo modele ko-
jima moZemo da opiSemo i objasnimo rezultate konkurentnog modela, odno-
sno konkurentski model ne mozemo da iskoristimo u svrhu poboljSanja naseg
modela. Vazno je napomenuti da ukoliko je neki model obuhvatniji, da bismo
se opredelile za njega on treba da zadovoljava i sve prethodne kriterijume do-
brog modela. U suprotnom se opredeljujemo za konkurentski model.
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Boks Dzenkinsov pristup se sastoji iz tri faze:

IDENTIFIKACIJA  f[«--------

OCENJIVANJE

PROVERA ADE-
KVATNOSTI

Da li je model
adekvatan?

DA

e

Kao $to mozemo da zaklju¢imo na osnovu slike, Boks-Dzenkinsov model je
iterativan, tj sastoji se iz trostepenog pristupa. Kako je pristup cesto sadr-
zavao veliki stepen subjektivnosti, definisani su brojni testovi i kriterijumi
koji u navedenim fazama davaju smernice za dalje odluke.

U fazi identifikacije testovi jedni¢nih korena i razni kriterijumi za izbor reda
procesa, pomazu prilikom odabira odgovarajuc¢eg modela, usled cega je ot-
klonjeno prisustvo subjektivnosti u datoj fazi. Prvo je potrebno izracunati
autokorelacionu i parcijalnu autokorelacionu funkciju da bi mogli da identifi-
kujemo odgovarajuc¢i model iz Siroke klase ARIMA modela. Nakon toga sledi
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ocena parametara na osnovu istorijskih podataka i reziduala.

Poslednji korak predstavlja provera adekvatnosti modela gde testiramo da li
reziduali predstavljaju proces belog §uma i testiramo koliko su ocenjeni koefi-
cijenti statisticki znacajni. Ukoliko postoji odstupanje, potrebno je napraviti
modifikaciju modela i ponoviti trostepeni pristup Boks DzZenkinsa sve dok ne
dobijemo adekvatan model za datu vremensku seriju.

U nastavku rada dajemo detaljniji opis navedenih faza Boks-DzZenkisovog
modela.

4.1 Identifikacija modela

Prvi korak u iterativnom pristupu izbora odgovaraju¢eg modela predstavlja
faza identifikacije modela. Ova faza je ujedno i najzahtevnija jer je potrebno
izabrati odgovaraju¢i model iz Siroke klase ARIMA modela. Kao kriterijum
izbora koriste se ocenjene autokorelacione i parcijalne autokorelacione funk-
cije koje se porede sa svojim teoretskim vrednostima. Model kod kojega su
ocenjene vrednosti najpribliznije teoretskima ulazi u uzi izbor.

U fazi identifikacije modela mi dobijamo samo uzi izbor ARIMA modela-
kandidata za konacan model, koji ¢e biti podvrgnuti daljem testiranju u
narednim fazama.

Da bismo dobili uzu klasu ARIMA modela, potrebno je dati odgovor na
sledec¢a pitanja:

1. Da li je potrebno stablizovati varijansu?

Boks Dzenkinsov pristup polazi od stacionarne vremenske serije gde su podaci
predstavljeni u jednakim vremenskim intervalima. U zavisnosti od toga da lii
je polazna serija stacionarna ili ju je potrebno transformisati da bi se postigla
stacionarnost biramo odgovaraju¢i ARMA odnosno ARIMA model.

Jedan od kriterijuma za izbor uze klase ARIMA modela mozemo dobiti po-
smatranjem i analizom grafickog prikaza vremenske serije. Na osnovu gra-
fickog prikaza mozemo do¢i do vaznih zaklju¢aka o karakteristikama posma-
trane vremenske serije. Predstavljanjem vrednosti graficki mozemo uociti
vezu izmedu opservacija, tj na koji nacin su povezane, i samim tim pronaci
odgovarajuci obrazac.

Cilj analize grafika jeste da utvrdimo da li je serija stacionarna ili treba da
izaberemo odgovarajué¢u transformaciju za postizanje stacionarnosti, a kao
najcesce transformacije koriste se logaritamska za stabilizovanje varijanse i
diferenciranje za postizanje stacionarnosti.

48



Stabilizovanje varijanse

Kada je proces nestacionaran u varijansi, potrebno je da odgovarajucon
transformacijom stabilizujemo varijansu.

Posmatrajmo nestacionarnu vremensku seriju ¢ija se varijansa menja sa pro-
menom sredine serije:

Var(X;) = ch(u) (4.1.1)
gde smo sa c obelezili konstantu.

Da bismo stabilizovali varijansu potrebno je da odredimo funkciju f za koju
¢e varijansa transformisane serije f(X;) biti konstantna.

J(Xe) = f () + () (X = )

Var(f(X)] = [f'(n)]?Var(Xe) = c[f' (u)]*h(p)

Za postizanje stacionarnosti transformisane serije treba da je zadovoljen
uslov:

1
f'(e) ) (4.1.2)
Na osnovu koga dobijamo:
1
fue) = /mdﬂt (4.1.3)

U cilju stabilizovanja varijanse koristi se tzv. Box-Coxova transformacija,
koja je za vremensku seriju X; definisana izrazom:

X} -1
tA , A#£D
X) = (4.1.4)

log(X:), A=0

Koeficijent transformacije A dobijamo minimiziranjem sume kvadrata rezi-
duala transformisane serije:

(X} — p)? — min

M=

S(\) =

=1
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gde je p* sredina transformisane serije.

Pri koriséenju Box-Coxove transformacije treba voditi rac¢una o slede¢em:

e Box-Coxova metoda definisana je samo za pozitivne vrednosti vremen-
skih serija. Dodavanjem konstante svim opservacijama postizemo po-
zitivnost pri ¢emu ¢e korelaciona struktura ostati nepromenjena.

e Transformaciju za stabilizovanje varijanse treba sprovesti pre ma koje
druge transformacije

2. Koliko puta je potrebno diferencirati seriju da bi postigli staci-
onarnost?

Prvo ¢emo izvrsiti transformaciju za stabilizovanje varijanse, a zatim dife-
rencirati vremensku seriju. Razlog tome nalazi se u ¢injenici da opservacije
diferencirane serije mogu biti sa negativnim predznakom.

Postoje dva nacina na koje mozemo da odredimo koliko je puta potrebno
diferencirati seriju da bi se postigla stacionarnost:

e Obic¢na i parcijalna autokorelaciona funkcija. Najjednostavniji
pristup odredivanja stvarne vredosti d, odnosno reda diferenciranja,
predstavlja graficki prikaz vremenske serije. Nedostatak ove metode
odredivanja reda diferenciranja ogleda se u tome $to nekad ne mozemo
da procenimo da li je vremenska serija trend ili diferencno stacionarna.
Da bi prevazisli nedostatak metode grafickog prikaza, za razli¢ite di-
ference vremenske serije vrsi se ispitivanje uzoracke autokorelacione
funkcije. koliko uzoracka autokorelaciona funkcija lagano i skoro li-
nearno opada (slika 4.1) dok je parcijalna autokorelaciona funkcija je
presecena posle prve docnje (slika 4.2), to nam je jasan indikator da je
nestacionarna i da je potrebno diferencirati datu vremensku seriju

U slucaju kada nismo u moguénosti da utvrdimo na osnovu grafickog
prikaza da li serija poseduje trend(ili je on dosta mali) i samim tim ju je
potrebno diferencirati, tada ¢emo porediti korelogram vrednosti auto-
korelacione funkcije sa korelgoramom njenih diferenciranih vrednosti.
Ukoliko diferencirana ACF ne odumire brze time zaklu¢ujemo da je
polazna vremenska serija stacionarna i nije ju potrebno transformisati.

Diferenciranje se preporucuje i u slu¢aju kada nismo u moguénosti na
osnovu grafickog prikaza odrediti da li je zaista potrebno da izvrS§imo
diferenciranja. Diferenciranjem dobijamo stacionarnu seriju, medutim
ukoliko prekomerno diferenciramo seriju mozemo dobiti model sa ve¢im
brojem koeficijenata.
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Slika 4.1: Grafik autokorelacione funkcije
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Slika 4.2: Grafik parcijalne autokorelacione funkcije

e Test jedini¢nog korena. Na osnovu testa jedini¢nog korena o kojem
smo vise naveli u delu 3.3, donosimo zakljuc¢ak da li je seriju potrebno
diferencirati ili ne.

3. Koliki je red autoregresione i komponente pokretnih proseka?

Da bismo odredili red autoregresione i komponente pokretnih proseka po-
trebno je da analiziramo grafike autokorelacione i parcijalne autokorelacione
funkcije AR, MA i ARMA procesa, prethodno transformisanih u koraku 2.
Do verovatnih vrednosti za p i q dolazimo tako Sto koristimo teorijska sazna-
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nja AR, MA i ARMA modela, kratko sumirana u tabeli 4.1.

Tabela 4.1: Obi¢na i parcijalna autokorelaciona funkcija AR(p), MA(q),
ARMA(p,q)

Model Obi¢na autokorelaciona Parcijalna autokorelaciona
funkcija funkcija
Vrednosti funkcije lagano Ako je red procesa veéi od
AR(p) odumiru ka nuli tokom vre- p, parcijalna autokorelaciona
AP mena. funkcija je jednaka 0. U su-
protnom vrednosti su razli¢ite
od nule.
Opadaju tokom vremena i Vrednosti funkcije lagano odu-
MA(q) za red procesa veéi od q jed- miru ka nuli tokom vremena.
MAala nake su nuli.
Vrednosti funkcije lagano Vrednosti funkcije lagano odu-
odumiru ka nuli tokom vre- miru ka nuli tokom vremena.
ARMA(p,q) mena.

Kao $to smo prethodno naveli jedan od nacina za odredivanje reda diferen-
cirane serije sastoji se u koriséenju ocenjenih autokorelacionih funkcija gde
poredimo izgled uzorackih korelograma sa teorijskim.

Problem na koji nailazimo odnosi se na ¢injenicu da nekad nismo u moguéno-
sti na osnovu izgleda korelograma precizno odrediti red procesa, i samim tim
je potrebno da predlozimo dva ili vise modela koji ¢e ué¢i u narednu fazu. Me-
dutim usled velikog stepena subjektivnosti koji se javlja prilikom ovog nacina
odredivanja reda procesa, nastojalo se razviti standardan obrazac odrediva-
nja reda serije putem koriséenja informacionih kriterijuma o kojima smo vise
naveli u delu 3.3.1.

Postupak se sastoji u minimiziranju funkcije informacionih kriterijuma:

. pP+q
IC(p,q) = Ln, + ——=g(n)

gde je ocena varijanse reziduala ARMA (p,q) modela- O'g’q dobijena metodom
najvec¢e verodostojnosti.
Do vrednosti p i q dolazimo minimiziranjem slede¢ih kriterijumas:

1. Akaikeov informacioni kriterijum.

AIC(p,q) = Lng?, + 2211 (4.1.5)

n
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2. Bayesov informacioni kriterijum.

BIC(p,q) = Lno, , + % n(n) (4.1.6)

3. Kriterijum konacne greske prognoziranja.

FPE(p,q) = L P45 (4.1.7)

n—p—q ™

4. Da li je potrebno u model ukljuéiti slobodan ¢lan za d—=17

Konstantu ukljuc¢ujemo u model ako serija pokazuje prisustvo deterministic-
kog trenda ili rasta. Prema Boks-Dzenkinsu za d=1 konstantu ukljuc¢ujemo
u model ako vremenska serija sadrzi znacajan trend.

e Jedan od nacina da utvrdimo da li je potrebno ukljuciti slobodan
¢lan jeste graficki prikaz serije (Trend predstavlja dugoro¢nu tendenciju
rasta-pada u kretanju vremenske serije).

e Drugi pristup ogleda se u testiranju statisticke znac¢ajnosti srednje vred-
nosti prve diference vremenske serije. Stok-Votsonovim testom testi-
ramo nultu hipotezu Hy: E(AX;) = 0 protiv alternativne da je slobodan
¢lan statisticki znacajan, koriS¢enjem t-testa. Ako je srednja vrednost
prve diference vremenske serije jednaka nuli i sama konstanta je jadnaka
nuli. Nasuprot tome ako je srednja vrednost prve diference vremenske
serije razli¢ita od nule to oznacava da serija ima konstantu odnosno
poseduje linearni trend.

Ukoliko je konstanta pozitivna to oznacava da je deterministicki trend prisu-
tan u seriji rastuci, a u slucaju negativne konstante trend je opadajuci.
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4.2 Ocenjivanje parametara modela

Prilikom ocenjivanja parametara AR modela koristimo metod obi¢nih naj-
manjih kvadrata. Ovaj metod daje pristrasne i nekozistentne ocene u slu-
¢aju ARMA modela, pa prilikom ocenjivanja parametara ARMA modela
koristimo druge metode, najceS¢e metod nelinearnih najmanjih kvadrata. U
nastavku rada dajemo kratak prikaz ovih metoda.

4.2.1 Metod obi¢nih najmanjih kvadrata

Metod obi¢nih najmanjih kvadrata se pokazao kao najefikasniji kod AR mo-
dela. Stoga da bismo objasnili kako dolazimo do ocena parametara modela
posmatrajmo AR model prvog reda:

Xt = ¢1Xt—1 + €t (421)

Polazimo od modela sa stacionarnom vremenskom serijom X; i o¢ekivanom
vredno$éu nula, za koji pretpostavljamo da zadovoljava sledece pretpostavke:

Ele) =0 (4.2.2)
var(e;) = o* (4.2.3)
E(erer—) =0,k #, (4.2.4)
E(X;—1e) =0 (4.2.5)
e : N(0,0%) (4.2.6)

Primenom metode obi¢nih najmanjih kvadrata dobijamo ocenu autoregresi-
onog parametra ¢, za vrednosti vremenske serije Xo,.....,X7:

T
()
=

()

Iz prethodno definisane ocene i na osnovu pretpostavke (4.2.5) znamo da
vazi:

(4.2.7)

T T
. > Xi X Y (1 X1 + €)Xy
e
>, >,
t=1 t=1
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T T
Z e Xi—1 Z E(etXt—l)
=B+ 55— | =+ F——.
> Xy > Xiy
t=1 t=1

Odnosno dobijamo da ako je ispunjen uslov da je serija greSaka proces belog
Suma, ocena parametara u AR modelu dobijena metodom obi¢nih najmanjih
kvadrata je nepristrasna:

E(¢1) = (4.2.8)

U nastavku pokazujemo konzistentnost date ocene.

Polazimo od varijanse:

var(¢) = E(¢y — E(d1))* = E(1 — ¢1)° (4.2.9)

iz Cega sledi jednakost:

T
X, N\ 2
—Zet t 1) —E<(61X0)2+-~-+€162X0X1+--')

E(¢1 — ¢1)* = E<t—; T
E XtQ—l Z X;L—l
i=1 i=1

Na osnovu uslova (4.2.2)-(4.2.6) dobijamo:

~ o2

var(r) = —
SXE,
t=1

(4.2.10)

Da bismo pokazali da se sa povec¢anjem veli¢ine uzorka ocena parametra tezi
tom parametru, deljenjem izraza (4.2.10) sa T, dobijamo da sa porastom
obima uzorka vazi tvrdenje o konzistentnosti ocene:

T g

var(¢r) = i) T —0 (4.2.11)

Ocena dobijena metodom najmanjih kvadrata ima asimptotski normalnu ras-

podelu:
A 42
¢ N(le, ! T¢1)
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4.2.2 Metod nelinearnih najmanjih kvadrata

Ideja metode nelinearnih najmanjih kvadrata ogleda se u pronalazenju ocene
0, koja minimizira sumu kvadrata reziduala:

T
> e (4.2.12)

t=1

U nastavku prikazujemo postupak nelinearnih najmanjih kvadrata kod MA
modela prvog reda.

Xy =e —bheg
Za uzorak obima T obrazujmo niz sluc¢ajnih greski eq, ..., er:
€t = Xt + 91et_1 (4213)

Izborom proizvoljne vrednosti 6, = 7 € (—1,1) formiramo seriju reziduala:

t—1: él = X1 + QTéO

t=T" éT = XT + GTéT,1

Za pocetnu vrednost slucajne greske uzimamo vrednost ¢y = 0. Konac¢no
dobijamo vrednost rezidualne sume kvadrata::

T

S(07) =D& = Yl (42.14)

t=1

Nastavljamo postupak proizvoljnog izbora ¢, € (—1,1) kako bi dobili novu
vrednost za rezidualnu sumu kvadrata. Konac¢na ocena 6; po metodu naj-
manjih linearnih kvadrata je ona ocena koja minimizira funkciju (4.2.12).

U slucéaju MA(q) ili ARMA(p,q) modela da bismo dosli do odgovarajuce
vrednosti za koju se postize minimum koristimo jedan od algoritama nume-
ricke optimizacije, kao Sto je Gauss-Newtonov. Postupak primene algoritma
prikazujemo na MA(1) modelu.

Funkciju e; = e;(6;) aproksimiramo linearnom funkcijom nepoznatog koefi-

cijenta ¢ na osnovu Tejlorovog razvoja funkcije oko pocetne ocene 0;:

de: (07)
do,

en(0)) ~ (07 + (6, — 07) (4.2.15)
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Odnosno za polazni model (4.2.13) dobijamo:

det(Ql) _ 91 det,1 (91)

N 421
a0, g, o) (4.2.16)

Iterativni postupak izbora najbolje ocene se nastavlja sve dok razlika u dve
uzastopne iteracije nije manja od 0.0001.

Prilikom primene metode najmanjih linearnih kvadrata potrebno je odrediti
pocetne vrednosti sluc¢ajne greske i po¢etne vrednosti parametra 6,. Kao sto
smo prethodno naveli, za pocetnu vrednost slu¢ajne greske uzimamo 0, dok
do pocetnih vrednosti parametara mozemo doé¢i primenom metode momenta.
Dodatno kod ARMA modela javlja se problem izbora poc¢etnih vrednosti
Xo, X1, ..., koji prevazilazimo tako §to za date vrednosti uzimamo aritmticku
sredinu raspolozivih opservacija.

Metod momenta

Metod momenta koristimo da bismo dobili pocetne ocene koeficijenata. U
osnovi metode momenta nalazi se postupak izjednacavanja teorijskih mome-
nata koji su funkcija nepoznatih koeficijenata sa realizovanim vrednostima
uzorackih momenata. U nastavku prikazujemo postupak metode momenta

kod ARMA modela.
Posmatrajmo ARMA(1,1) model:

Xt - ¢1Xt71 = €t — 9161571 (4217)

Na osnovu autokorelacione funkcije (2.4.5) izvodimo ocenu za parametar ¢;.
Naime kako je ps = ¢1p; prema metodu momenta p; izjednacavamo sa uzo-
rackim autokorelacionm koeficijentom na prvoj docnji r; pa dobijamo:

A tzTJQ(Xt— X)X~ X)

pPL=T1 = — 7 - ,
;(Xt— X)?

A é(xt— ) (Xia— X)

P2 =Ty = —

S (X X)?

t=

—_

57



Ocena parametra ¢; data je slede¢om jednako$cu:
b =2 (4.2.18)
1
Do ocene za parametar #; dolazimo reSavanjem kvadratne jednacine:
(¢1 — 01)(1 — ¢161)
1— 2¢10, + 02

r =

(4.2.19)

4.3 Provera adekvatnosti modela

Poslednji korak u Boks-Dzenkinsovom trostepenom pristupu predstavlja pro-
vera adekvatnosti modela. Jedan od osnovnih uslova koje dobar model treba
da zadovoljava jeste ekonomic¢nost modela. Da bismo procenili da li smo iza-
brali najjednostavniji model koristimo informacione kriterijume. Pored toga
da bismo smatrali da je nas model adekvatan potrebno je da proverimo da
li su zadovoljene pretpostavke modela tj. da serija reziduala ima normalnu
raspodelu i da su reziduali neautokorelisani.

Jarque Bera test

Jarque Bera test (u oznaci JB) koristi koeficijent asimetrije i koeficijent spljo-
Stenosti reziduala za testiranje da li ocenjene veli¢ine znacajno odstupaju od
normalne raspodele. Ocene koeficijenata asimetrije i spljoStenosti date su
sledeé¢im izrazima:

A3
P
e Koeficijent asimetrije: &3 = ZT t
~4
P
e Koeficijent spljostenosti: dy = ZT ¢

gde su 7; standardizovani reziduali.

JB test statistikom testiramo sledece hipoteze:

Hy: Serija ima normalnu raspodelu (a3 = 0, ay = 3).
H;: Serija nije normalno raspodeljena.

Ukoliko je hipoteza Hy tatna ocene koeficijenta asimetrije i koeficijenta spljo-
Stenosti imaju normalne raspodele:
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naziva se Jarque Bera test statistika.

Ako je nulta hipoteza ta¢na sledi da JB : A2 , pa samim tim nultu hipotezu
odbacujemo za JB vece od kriti¢ne vrednosti 2.

Test autokorelisanosti reziduala

Jedan od nacina za testiranje prisustva autokorelacije je putem ocenjene
uzoracke, obi¢ne i parcijalne autokorealcione funkcije. Ako su vrednosti au-
tokorelacione funkcije unutar intervala ( -1.96/v/T, -1.96/+/T ) na nivou
znacajnosti 5% prihvatamo nultu hipotezu da su autokorelacioni koeficijenti
jednaki nuli. Formalniji pristup testiranju autokorelasanosti reziduala pred-
stavlja Boks-Pirsova (engl. Box-Pierce) test statistika koju objasnjavamo
u nastavku.

Testiramo hipotezu da su svi autokorelacioni koeficijenti jednaki nuli:

T A A
Z tCt—k
~ =k+1
=" (4.3.2)
> €
t=1

Testiranje se izvodi na osnovu Boks-Pirsove statistike(u oznaci BP(K)):

K
BP(K)=T> p; (4.3.3)
k=1
Za tatnu nultu hipotezu vazi da BP(K) statistika ima hi-kvadratnu raspodelu:
BP(K) : )\%(ﬂ)fq.
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Ukoliko u modelu imamo i konstantu tada je potrebno da broj stepeni slobode
umanjimo za 1.

Ljung i Boks su pokazali da za obime manjeg uzorka (ve¢ za n=100) aprok-
simacija hi-kvadratnom raspodelom dovodi do potcenjivanja postojanja au-
tokorelacije. Samim tim uveli su modifikaciju BP statistike da raspored pod
nultom hipotezom bude blizi hi-kvadratnoj raspodeli.

Ljung-Boksovom statistikom (u oznaci Q) testiramo hipotezu da su podaci
nekorelisani protiv alternativne da nisu, primenom test statistike:

K

Q(K) = T(T +2) Tp_’“ Ry (4.3.4)
k=1

Za K se preporucuje jedna od sledec¢ih alternativa:

K:%; K =VT; K =InT.

Pored ovih metoda za testiranje adekvatnosti modela mozemo se koristiti i
slede¢im:

1. Dodavanjem novih koeficijenata polaznom ocenjenom modelu dobijamo
prosireni model. Polazni model smatramo adekvatnim ukoliko ocene
dodatnih promenljivih nisu znacajne, u suprotnom polazni model sma-
tramo neadekvatnim.

Prilikom uopstavanja ARMA(p,q) modela istovremenim dodavanjem
AR i MA komponente javlja se problem prisustva zajednickih faktora.
Naime posmatrajmo ARMA(1,1) model:

X; — ;1 X1 = e — brepq (4.3.5)
Za t=t-11imnozenjem sa c i oduzimanjem od (4.3.5) dobijamo ARMA(2,2):
Xi—(c+ o) Xi g+ Xy o=e— (c+61)eg 1+ cbie o (4.3.6)
Polinomi AR i MA komponente sadrze zajednicki element:
A=L)(1—cl)=1—(c+o)L+epl?  (437)

tj.
(1—6,L)(1 —cL) =1~ (c+6,)L + ct, L* (4.3.8)
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samim tim koeficijenti ARMA(2,2) modela nisu jedinstveni kako je ¢
proizvoljno. Posledica ovoga je nemogucénost identifikovanja i ocenjiva-
nja modela ukoliko ne pretpostavimo da polinomi ¢(L) i #(L) ne sadrze
zajednicke faktore.

Takode tokom prosirivanja modela sugeriSe se prosirenje u skladu sa
rezultatima analize reziduala. Odnosno ako npr. MA(1) poseduje ko-

relaciju na drugoj docnji, proSiricemo prvo model na MA(2) a ne na
ARMA(2,2).

. Preciznost prognoze. Poslednji korak u proveri adekvatnosti modela je-
ste testiranje pokazatelja preciznosti. Naime za izabrane modele pored
izracunavanja vrednosti informacionih kriterijuma, za odabir kona¢nog
modela koristimo pokazatelje preciznosti prognoze date u tabeli 4.2.

Ocenjujemo model do trenutka m, preostale vrednosti g="T-m koristimo
za ocenu kvaliteta prognoze. Prognozirane vrednosti oznacavamo sa
Xin(1),...,X,,(g) dok su stvarne vrednosti date sa X,,41, ..., Xpig-

Tabela 4.2: Pokazatelji preciznosti prognoze

Koren srednje kvadratne 19 N
greske EZ (Xints — Xin(4))?
gj=1
Srednja apsolutna greska 19 oo
prognoze *Z Xm+j - Xm(j)‘
: 9j=1
Srednja apsolutna 100 2. | Xy, _x )
procentualna greska — |
X g j=1 Xm+j
prognoze
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Glava 5

Primena Boks Dzenkinsovog
modela

U ovom poglavlju primenom Boks DzZenkinsove metodologije objasni¢emo iz-
bor odgovarajuceg modela. Posmatramo vremensku seriju indeks potrosackih
cena u Republici Srbiji.

Mese¢no kretanje indeksa potrosackih cena u periodu od januara 2010. do
novembra 2015. dato je na slici 5.1.
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Slika 5.1: Kretanja indeksa potrosackih cena
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Na grafiku(slika 5.2) je prikazano mese¢no kretanje indeksa potrosackih cena
u toku 71 meseci. Indeks se kretao u u intervalu od najnizeg 131.40 u toku
januara 2010 do najvise 183.80 zabeleZena u junu 2015. Srednja vrednost je
165.29, dok je standardno odstupanje 16.75.

Series: INDEKS
Sample 2010M01 2015M11
Observations 71

87 Mean 165.2901
Median 173.8000
64 Maximum 183.8000
Minimum 131.4000
Std. Dev. 16.74678
4 Skewness -0.588634
Kurtosis 1.937389

Jarque-Bera  7.440503
Probability 0.024228

Slika 5.2: Histogram kretanja indeksa potrosackih cena

Za potrebe razvoja adekvatnog modela testira¢emo stacionarnost vremenske
serije posmatranjem korelograma i primenom ADF testa.
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Slika 5.3: Obi¢ni i parcijalni korelogram polazne serije indeksa potrosackih
cena
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Tabela 5.1: Rezultati ADF testa za stvarnu seriju podataka (INDEKS).

ADF test Konstanta Konstanta 1 Bez konstante i
trend trenda

INDEKS -2.912972 -0.523386 2.837863

Krit. vred- -3.527045 -4.094550 -2.598907

nost 1%

Krit. vred- -2.903566 -3.475305 -1.945596

nost 5%

Krit. vred- -2.589227 -3.165046 -1.613719

nost 10%

Na osnovu rezultata ADF testa (tabela 5.1) i korelograma (slika 5.3) mozemo
da zaklju¢imo da serija nije stacionarna pa samim tim ne mozemo da formi-
ramo odgovarajué¢i ARIMA model na osnovu stvarne serije podataka indeksa
potrosackih cena.

Za diferencirane podatke rezultati ADF testa za stvarnu i transformisanu
seriju podataka ukazuju da je potrebno izvrsiti diferenciranje kako bi dobili
stacionarnu vremensku seriju. Stabilizacija varijanse je postignuta logarit-
movanjem polazne serije.

HHHHWHMHHUH HHHHUHH( HMHMU nﬂﬂu HuHﬂHﬁHu [

e e LA S B S e e N A
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24

ACF(d(logINDEKS)) PACF(d(logINDEKS))

Slika 5.4: Obi¢ni i parcijalni korelogram diferencirane logaritamski transfor-
misane serije indeksa potroSackih cena

Na osnovu analize korelograma prve diference logaritmovane serije predlozeni

su sledeéi modeli ¢iji su koeficijenti statisticki znacajni i reziduali ispunjavaju
osnovne pretpostavke modela:

64



e Primenom Jarque Bera testa za navedene modele je utvrdeno da zado-
voljavaju uslov normalnosti reziduala.

e Reziduali ne pokazuju prisustvo autokorelacije i heteroskedasti¢nosti
te samim tim nam mogu biti osnova za predvidanje buduceg kretanja
indeksa potrosackih cena.

Tabela 5.2: Predlozeni modeli na bazi diferencirane logaritamski transformi-
sane serije podataka d(log(INDEKS)).

Model 1 Model 2 Model 3 Model 4 Model 5 Model 6 Model 7
AR(1) v v v v v v
AR(2) v
AR(3) v
AR(9) v
MA(1) v v v v v v
MA(2) v v
MA(3) v

Tabela 5.3: Vrednosti informacionih kriterijuma za predlozene modele na
bazi diferencirane logaritamski transformisane serije podataka.

|| MODEL 1 MODEL 2 MODEL 3 MODEL 4 MODEL 5 MODEL 6 MODEL 7
AIC -8.622682 -8.616781 -8.607980 -8.698373 -8.596482 -8.594563 -8.633061
BIC -8.558440 -8.519646 -8.478467 -8.601237 -8.465923 -8.430033 -8.529247

Tabela 5.4: Vrednosti pokazatelja preciznosti prognoze za predlozene modele.

MODEL 1 MODEL 2 MODEL 3 MODEL 4 MODEL 5 MODEL 6 MODEL 7
0.004957 0.002168 0.005266 0.001330 0.004349 0.003672 0.004527
Koren srednje kvadratne
greske prognoze
Srednja apsolutna greska 0.004455 0.001848 0.004793 0.001196 0.003865 0.003237 0.003735
Srednja apsolutna procen- 0.196762 0.081626 0.211677 0.052823 0.170708 0.142976 0.164951
tualna greska prognoze

Od predlozenih modela izabran je model 4 bez konstante koja se pokazala
statisticki neznacajnom. Naime model 4 ima najmanju vrednost informaci-
onih kriterijuma (tabela 5.3) u odnosu na preostale modele kao i najmanje
vrednosti pokazatelja preciznosti prognoze (tabela 5.4).
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Na slici 5.5 prikazano je predvideno kretanje indeksa potrosackih cena za
period od decembra 2015. do aprila 2016.
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Slika 5.5: Kretanja indeksa potrosackih cena i predikcije dobijene na osnovu
modela 4
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Zakljucak

Analiza vremenskih serija ima primenu u raznim nau¢nim oblastima pocev od
ekonomije pa sve do meterologije gde se koristi u kretanju temperature, brzini
vetra i sl. Za razliku od regresionih modela gde kretanje jedne promenljive
objasnjavamo preko jedne ili vise promenljivih, kod ARIMA modela kretanje
promenljive opisujemo njenim sopstvenim proslim vrednostima i stohastickim
greskama iz prethodnog perioda.

U radu je predstavljen Boks-Dzenkinsov pristup prognoziranja koji podrazu-
meva sprovodenje tri faze: identifikovanja, ocene parametara modela i pro-
vere adekvatnosti.

ARIMA modeli iako zahtevaju dosta iskustva u odabiru adekvatnog modela
i koriste se samo kod veéih uzoraka, Siroko su zastupljeni u analizi i predvi-
danju buduceg kretanja odredene pojave narocito zbog svoje strukture koja
obuhvata komponente autoregresionog modela(AR), modela pokretnih pro-
seka(MA) kao i kombinaciju prethodna dva modela - ARMA model.

Na osnovu Boks-Dzenkinsove metodologije analizom mese¢nih podataka in-
deksa potrosSackih cena u periodu od 2010. do novembra 2015. predlozeno
je nekoliko modela, a na kraju koris¢enjem pokazatelja preciznosti prognoze
izabran je najadekvatniji model.

67



Prilog

U ovm delu prikazani su podaci o indeksu potrosackih cena u Republici Srbiji
za period od januara 2010. do aprila 2016.

Tabela 5.5: Podaci o indeksu potrosackih cena

Period Indeks Period Indeks
Jan-10 131.4 Okt-11 154.0
Feb-10 131.8 Nov-11 155.3
Mar-10 133.4 Dec-11 154.3
Apr-10 134.1 Jan-12 154.4
Maj-10 136.1 Feb-12 155.7
Jun-10 136.7 Mar-12 157.4
Jul-10 136.6 Apr-12 158.3
Avg-10 138.5 Maj-12 160.5
Sep-10 140.3 Jun-12 162.4
Okt-10 141.7 Jul-12 162.6
Nov-10 143.7 Avg-12 165.3
Dec-10 144.2 Sep-12 169.1
Jan-11 146.2 Okt-12 173.8
Feb-11 148.3 Nov-12 173.8
Mar-11 152.2 Dec-12 173.1
Apr-11 153.8 Jan-13 174.1
Maj-11 154.4 Feb-13 175.1
Jun-11 154.0 Mar-13 175.1
Jul-11 153.2 Apr-13 176.5
Avg-11 153.1 Maj-13 176.5
Sep-11 153.3 Jun-13 178.2
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Period Indeks Period Indeks
Jul-13 176.6 Dec-14 180.0
Aug-13 177.3 Jan-15 179.6
Sep-13 177.3 Feb-15 181.1
Okt-13 177.6 Mar-15 182.4
Nov-13 176.5 Apr-15 183.4
Dec-13 176.9 Maj-15 182.9
Jan-14 179.5 Jun-15 183.8
Feb-14 179.7 Jul-15 182.1
Mar-14 179.1 Avg-15 183.7
Apr-14 180.1 Sep-15 183.7
Maj-14 180.2 Okt-15 183.3
Jun-14 180.4 Nov-15 183.1
Jul-14 180.2 Dec-15 182.8
Avg-14 179.9 Jan-16 183.8
Sep-14 181.1 Feb-16 183.7
Okt-14 180.8 Mar-16 183.5
Nov-14 180.8 Apr-16 184.2

69




Literatura

1]

2]

131
4]

5]

6]

7]

18]

A.Pankratz. Forecasting with Univariate Boz-Jenkins models: Concepts
and Cases. John Wiley and Sons,Inc, 1983.

Zlatko J.Kovaci¢. Analiza vremenskih serija. Univerzitet u Beogradu,
Ekonomski fakultet, 1995.

Zagorka Lozanov-Crvenkovi¢. Statistika. Novi Sad, 2012.

R.A.Davis P.J. Brockwell. Introduction to Time Series and forecasting.
2nd edition, Springer-Verlag New York,Inc, 2002.

Danijela Rajter-Ciri¢. Verovatnoca. Univerzitet u Novom Sadu, Prirodno-
matematicki fakultet u Novom Sadu, 2009.

George C.S. Wang. A guide to box-jenkins modeling. The journal of
business forecasting, 27(1):19-28, 2008.

W.W.S. Wei. Time Series Analysis Univariate and Multivariate methods.
2nd edition, Pearson Addison Wesley, 2006.

A. Nojkovi¢ Z. Mladenovi¢. Primenjena analiza vremenskih serija. Centar
za izdavacku delatnost Ekonomskog fakulteta u Beogradu, 2012.

70



Biografija

Sandra Kovacevi¢ rodena je 16. jula 1990. godine
u Zagrebu. Zavrsila je osnovnu skolu “Vasa Sta-
ji¢” u Novom Sadu 2005. godine i iste godine upi-
sala je Gimnaziju "Jovan Jovanovi¢ Zmaj”’ u No-
vom Sadu, prirodno-matematicki smer. Po zavr-
Setku gimnazije, 2009. godine, upisala je osnovne
akademske studije na Prirodno-matematickom fa-
kultetu u Novom Sadu, smer Primenjena matema-
tika, modul Matematika finansija. Osnovne studije
zavrsava 2012. godine sa prosekom 9,04. U oktobru
iste godine upisala je master studije na istom smeru.
Polozila je sve ispite predvidene nastavnim planom
i programom master studija u junu 2015. godine i
time stekla uslov za odbranu master rada.

71



UNIVERZITET U NOVOM SADU
PRIRODNO - MATEMATICKI FAKULTET
KLJUCNA DOKUMENTACIJSKA INFORMACIJA

Redni broj:

RBR

Identifikacioni broj:

IBR

Tip dokumentacije: Monografska dokumentacija
TD

Tip zapisa: Tekstualni Stampani materijal
TZ

Vrsta rada: Master rad

VR

Autor: Sandra Kovacevié

AU

Mentor: prof. dr Zagorka Lozanov-Crvenkovié¢
MN

Naslov rada: Boks Dzenkinsov model
NR

Jezik publikacije: Srpski (latinica)

JpP

Jezik izvoda: s / e

JI

Zemlja publikovanja: Republika Srbija
VA

Uze geografsko podrucje: Vojvodina
UGP

Godina: 2016.

GO

Izdava¢: Autorski reprint

1Z

Mesto i adresa: Departman za matematiku i informatiku, Prirodno-matematicki
fakultet, Univerzitet u Novom Sadu, Trg Dositeja Obradovic¢a 4, Novi Sad,
MA

Fizicki opis rada: (6 glava, 75 strana, 11 tabela, 12 slike, 8 referenci, 1 prilog)
FO

Nauc¢na oblast: Matematika

NO

72



Naucna disciplina: Statisticko modeliranje

ND

Kljucne reci: statistika, vremenske serije, stohasticki procesi, Boks Dzenkin-
sov model

PO

UDK

Cuva se: Biblioteka Departmana za matematiku i informatiku Prirodno-
matematickog fakulteta Univerziteta u Novom Sadu

CU

Vazna napomena:

VN

Izvod: Ovaj rad bavi se Boks-Dzenkinsovim modelom. Definisani su osnovni
pojmovi vezani za slu¢ajne procese kao Sto su stacionarnost, autokovarijaci-
ona i autokorelaciona funkcija. Prikazani su modeli stacionarnih vremenskih
serija: autoregresioni modeli (AR), modeli pokretnih proseka (MA) i au-
toregresioni modeli pokretnih proseka (ARMA), dok je u trecem poglavlju
objasnjen autoregresioni integrisani procesi pokretnih sredina (ARIMA) koji
predstavljaju osnovu za Boks-DzZenkinsov model. Na kraju u petoj i Sestoj
glavi prikazan je Boks-Dzenkinsov model i uradena je primena modela na
indeksu potrosackih cena kori§¢enjem programskog paketa EVIEWS.

1Z

Datum prihvatanja teme od strane NN veca: 30.10.2014.

DP

Datum odbrane: Jul 2016.

DO

Clanovi komisije:

KO

Predsednik: dr Danijela Rajter-Ciri¢, redovni profesor, Prirodno-matematicki
fakultet, Univerzitet u Novom Sadu

Mentor: dr Zagorka Lozanov-Crvenkovié¢, redovni profesor, Prirodno-matematicki
fakultet, Univerzitet u Novom Sadu

Clan: dr Ivana Stajner Papuga, vanredni profesor, Prirodno-matematicki
fakultet, Univerzitet u Novom Sadu

73



UNIVERSITY OF NOVI SAD
FACULTY OF SCIENCE
KEY WORDS DOCUMENTATION

Accession number:

ANO

Identification umber:

INO

Document type: Monograph type

DT

Type of record: Textual printed material
TR

Contents Code: Master thesis

CcC

Author: Sandra Kovacevié¢

AU

Mentor: Zagorka Lozanov-Crvenkovié¢, Ph.D.
MN

Title: The Box Jenkins model

TI

Language of text: Serbian (Latin)

LT

Language of abstract: en / s

LA

Country of publication: Republic of Serbia
CP

Locality of publication: Vojvodina

LP

Publication year: 2016.

PY

Publisher: Author’s reprint

PU

Publ. place: Department of Mathematics and Informatics, Faculty of Scien-
ces, University of Novi Sad, Trg Dositeja Obradovi¢a 4, Novi Sad

PP

Physical description: (6 chapters, 75 pages, 11 tables, 12 pictures, 8 referen-
ces, 1 appendix)

PD

74



Scientific field: Mathematics

SF

Scientific discipline: Statistical Modeling

SD

Subject / Key words: statistic, time series, stochastic processes, The Box-
Jenkins model

SKW

ucC

Holding data: Library of the Department of Mathematics and Informatics,
Faculty of Sciences, University of Novi Sad

HD

Note:

N

Abstract: This thesis deals with Box-Jenkins model. Some basic terms for
stochastic processes are defined such as stationarity, correlation and auto-
correlation function. The models of stationary time series are presented: au-
toregressive models (AR), moving-average models (MA) and autoregressive
moving-average models (ARMA), while the third section explains autore-
gressive integrated moving average model (ARIMA), which is the basis for
the Box-Jenkins model. At the end of thesis, in the fifth and sixth head is
explained Box-Jenkins model and made the application of the model to the
consumer price index using Eviews software package.

AB

Accepted by the Scientific Board on: 30.10.2014.

ASB

Defended: July 2016.

DE

Thesis defend board:

President: Danijela Rajter-Ciri¢, Ph.D., full professor, Faculty of Sciences,
University of Novi Sad

Mentor: Zagorka Lozanov-Crvenkovi¢, Ph.D., full professor, Faculty of Sci-
ences, University of Novi Sad

Member: Ivana Stajner Papuga, Ph.D., associate professor, Faculty of Sci-
ences, University of Novi Sad

75



	Uvod
	Uvod u analizu vremenskih serija
	Vrste i specificnosti vremenskih serija
	Ciljevi analize vremenskih serija
	Osnovni pojmovi i oznake
	Autokovarijaciona i autokorelaciona funkcija

	Analiza linearnih vremenskih serija
	Autoregresioni AR modeli
	Autoregresioni model prvog reda- AR(1)
	Autoregresioni model reda p - AR(p)

	Parcijalna autokorelaciona funkcija
	Modeli pokretnih proseka
	Modeli pokretnih proseka prvog reda- MA(1)
	Modeli pokretnih proseka reda q- MA(q)

	Autoregresioni modeli pokretnih proseka
	ARMA(1,1) model


	Autoregresioni modeli pokretnih proseka za integrisane vremenske serije (ARIMA modeli)
	Proces slucajnog hoda
	ARIMA(0,1,1)
	Testovi jedinicnog korena
	Diki-Fulerov test (DF) test


	Boks Dženkinsov model
	Identifikacija modela
	Ocenjivanje parametara modela
	Metod obicnih najmanjih kvadrata
	Metod nelinearnih najmanjih kvadrata

	Provera adekvatnosti modela

	Primena Boks Dženkinsovog modela
	Zakljucak
	Prilog
	Literatura
	Biografija

