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1 Uvod

Tema master rada su ortogonalni polinomi, i njihove primene a stohastickoj
analizi. Rad se sastoji iz tri dela.

U prvom delu bi¢e re¢ o osnovnim matematickim pojmovima i definiSemo or-
togonalne polinome. Naveséemo nekoliko teorema vezano za nule ortogonalnih poli-
noma, i naveS¢emo teoremu o rekurzivnoj relaciji tih polinoma. Posebno ¢emo anal-
izirati Hermitove, Legendreove, Charlierove, Laguerreove i Jacobijeve polinome. Svaki
od ovih polinoma precizno definiSemo, i dajemo formule, pomoc¢u kojih ih mozemo
izracunati.

Drugi deo se sastoji od osnovnih pojmova stohasticke analize. Prvo definisemo
verovatnocu, prostor verovatnoce, slucajne promenljive, pa stohasticke procese. Bice
re¢ o lancima Markova, o procesima radanja i umiranja, Poasonovom procesu i Bra-
unovom kretanju. Posle toga bavimo se stohastickom integracijom u odnosu na
Braunovo kretanje. Za to ¢emo pokazati i par primera.

Zadnji deo ovog rada je primena ortogonalnih polinoma koji su spomenuti u
drugom delu u vezi stohastickih pojmova. Prvo pokazujemo kako ih mozemo koristiti
kod procesa radanja i umiranja, i kod slucajnog hoda, kada zelimo da izracunamo
verovatnoce prelaza kod ovih procesa. Druga primena je u stohastickoj integraciji.
Ovde pokazujemo kao se racuna stohasticki integral u odnosu na Braunovo kre-
tanje pomoc¢u Hermitovih polinoma, a pomoc¢u Charlierovih polinoma kako racunamo
stohasticki integral u odnosu na Poasonov proces. Trec¢a primena je aproksimacija
raspodele slucajne promenljive pomocu ortogonalnih polinoma. Prvo definisemo jaku
i slabu polinomnu ekspanziju, pa ¢emo ih pokazati na primerima.



2 Ortogonalni polinomi

2.1 Osnovne definicije

Pre definicije ortogonalnih polinoma moramo definisati neke osnovne matematicke
pojmove.

Definicija 2.1. Za dati skup X # 0 preslikavange d : [0,00) je metrika na skupu X
ako 1 samo ako za sve x,y,z € X vazi

1 dz,y) =0 x=y
2. d(z,y) = d(y, )
3. d(z,y) < d(z,z) +d(z,y).
Tada je (X, d) metricki prostor.
Definicija 2.2. Niz {z, }nen v (X, d) je Kosijev niz ako i samo ako
(Ve > 0)(Ing € N)(n,m > ng = d(x,, ) < €).

Definicija 2.3. Metricki prostor (X, d) je kompletan ako i samo ako je svaki Kosijev
niz u X konvergentan.

Definicija 2.4. Dat je vektorski prostor X nad poljem R. Preslikavange || - || : X —
[0,00) je norma na X ako i samo ako za svako x,y € X i a € R vazi

1 ||z] =0 x=0
2. Nlaz| = [l

3 Ml +yll < {lzll + yll-

Tada je (X, || - ||) normiran vektorski prostor.
Teorema 2.1. Normiran vektorski prostor X sa normom || -|| je Banahov ako i samo
ako je X sa metrikom d(z,y) = ||z — y|| kompletan metricki prostor.

Definicija 2.5. Neka je (X, +,-,R) vektorski prostor. Preslikavanje (-,-) : X? — R
je skalarni proizvod na prostoru X ako © samo ako za svako x,y,z € X, sve a € R
vazi:



Tada je (X, (-, ")) unitaran prostor.

Definicija 2.6. Unitaran prostor (X, (-,-)) je Hilbertov prostor ako i samo ako je
kompletan u odnosu na metriku d(x,y) = ||x — y|| = /{x —y,x — y).

Definicija 2.7. Neka je (X, (-,-)) unitaran prostor. Vektori x,y € X su ortogonalni
ako 1 samo ako (x,y) = 0.

Na osnovu ovih pojmova mozemo precizno definisati Sta su ortogonalni polinomi.

Definicija 2.8. KaZemo da su polinomi Py, Py(z), Py(x), ..., P,(x) ortogonalni u od-
nosu na meru pu(x) na intervalu (a,b), ako

<H($)7Pj(fﬂ)>=/ Py(2)P;(w)dp(z) = o, (1)

gde c; konstanta, a 05 je Kronekerov delta simbol. Ako je mera pi apsolutno neprekidna
sa funkcijom gustine p(z) u odnosu na Lebegovu meru, onda (1) postaje

(Pi(), Py(x)) = / i) Py (x)plx)de = 26,

a ako je diskretna onda (1) prima oblik

Funkciju p(x) koja je pozitivna i integrabilna na (a,b) nazivamo tezinskim faktorom
ili gustinom ukoliko je fab p(r)dr = 1.

2.2 Osobine ortogonalnih polinoma

U ovom delu ¢emo pokazati kao izgleda rekurzivna relacija izmedu ortogonalnih poli-
noma, i naves¢emo dve teoreme vezane za nule ovih polinoma.

Prvo primetimo da su ortogonalni polinomi linearno nezavisni. Takode oni ¢ine bazu
vektorskog prostora L?((a,b); p) to jest svaka funkcija

b
feX(ab)p) = {f: (a,b) = R| / F(@)Pple)dz < o0}

moze da se prikaze u obliku
fx) = d;P(x);z € (a,b),
i=0

gde je .
(£.P) [ (@) Pa)pla)da

2 2
G G

di:

i=0,1,2,...

i¢; sudatiu(1).



Teorema 2.2. Neka je p(x) funkcija tezine na intervalu (a,b), i neka su Py(zx), Py(z),
Py(x), ... ortogonalni polinomi u odnosu na datu funkciju teZine oblika

Po(2) = ana™ + ap_12" "t + ... + a1 + ag, an # 0.

Tada postoje nizovi {\,} i {0,}, takvi da za n = 1,2, ... vazi rekurzivna formula

- Pan(e) = (= A Pa(e) = 80P ()
1 2a nizove Vazi
C_BE, _ (ePue), Pa)
P | P[>
Dokaz.
Kako je xP,(x) polinom (n + 1)-og stepena, mozemo ga napisati u obliku
n+1
zP,(z) = Z cxPr(z),
k=0

gde je
(zP,(x), Py(z))
[P ()12
Kako je P, ortogonalno na sve polinome do stepena n — 1, vazi slede¢a jednakost:

(xPy(x), Pe(x)) = (Pu(z),2Pp(x)) =0,k =0,1,2,....,n — 2.

Cr =

Dakle, ¢, =0za k <n—2paje
2P, () = cpi1Poii(x) + ¢ Po(x) + cn1 Pooq (7).

Uporedujuéi koeficijente uz ¢lanove ™! u polinomima P, (x) i zP,(z), dobijamo
da je a, = cpi1an11. Odavde sledi da je
an

Cn+1 = .
Qp41

Ovo iskoristimo, i dobijamo da

c _ (zPu(), Py (7)) _ (Pu(), 2P 1 ()) _
" [ Pa1(2)]? [ Po1(2)]]?

1 Ap—1
-~ TGP <Pn(x), ——Pu(2) + q<x>> :

n

gde je g(x) polinom stepena najvise (n — 1). Odavde sledi, zbog ortogonalnosti da je

L [R@IP
tn || P (2)]?
I na kraju,
P, Paa)
b [P ()2
&

U daljem tekstu ¢emo formulisati tvrdenje o nulama ortogonalnih polinoma.
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Teorema 2.3. Neka je P, ortogonalni polinom na intervalu (a,b). Tada P, ima n
razli¢itih realnih nula na intervalu (a,b), i polinomi P, i P, nemaju iste nule.

Teorema 2.4. Neka su v; < x9 < ... < x, nule ortogonalnog polinoma P, na in-
tervalu (a,b) i xg = a i x,11 = b. Tada na svakom intervalu [z;,x;11],i = 0,1,...,n
postoji samo jedna nula polinoma P, 1.

2.3 Neki specijalni ortogonalni polinomi

Postoji jako puno tipova ortogonalnih polinoma. U slede¢em delu ¢emo predstaviti
neke od tih, koje ¢emo koristiti u ovom radu.

Mnogi problemi primenjene matematike dolaze od diferencijalne jednacine
s(@)y” +7(@)y" + Ay =0, (2)

gde je s(x) polinom najvise drugog stepena, 7(x) polinom najvise prvog stepena, a A
je konstanta. Ukoliko je A oblika

1
A=\, =-—n7' — én(n —1)s",

tada diferencijalna jednacina (2) ima partikularno resenje y(x) = y,(x), koje je poli-
nom n-tog stepena. Ovi polinomi su ortogonalni i zadovoljavalju uslov:

b
/ Y ()Y (2)p(2) = d26pm, —00 < a < b < o0,

Funkcija tezine p(x) zadovoljava diferencijalnu jednac¢inu

(s(x)p(x))" = 7(x)p(x). (3)

U zavisnosti od toga, kako izgleda funkcija s(z), gornja jednacina (3) ima 5 ra-
zlicitih reSenja. Funkcija tezine ortogonalnih polinoma p(x) je i funkcija gustine
neke raspodele. Ovde ¢emo navesti resenje diferencijalne jednacine (2), i to da koja
raspodela odgovara tim polinomima.

e Funkcija s(z) je konstantna. Neka je s(z) = 1. Tada je funkcija tezine p(x) =

L c=2* Ova funkcija je funkcija gustine normalne raspodele A° (0, %) Tada je

—e
7(x) = =2z i A\, = 2n. Polinomi, koji zadovoljavalju jednacinu (2) su Hermitovi
polinomi, i oznacavamo ih sa H,(x).

e Funkcija s(x) je linearna. Neka je s(z) =z i 7(x) = —x + a + 1. Tada funkcija
tezine p(z) = ﬁxae*x. Ova funkcija gustine odgovara Gamma raspodeli
I'(a,1). Tada A\, = n i polinomi koji zadovoljavaju jednacinu (2) su Gener-
alizovani Laguerreovi polinomi, i oznacavamo ih sa LY. Zaa =0 dobijamo
Laguerreove polinome, i oznacavamo sa L, (x).



e Funkcija s(z) je kvadratna sa pozitivnom diskriminantom. Ako uzmemo s(x) =
1—2?i7(x) = —(a+ B+ 2)x +  — q, tada je funkcija tezine p(z) = (1 —
7)%(1 + z)%. Dalje, A\, = n(n + a + B + 1), i polinomi, koje dobijamo kao
reSenje differencijalne jednacine su Jacobijevi polinomi, i koristimo pls )(x)
kao oznaku za te polinome. Ovi polinomi su ortogonalni na intervalu (—1,1)
ako su parametri o, § > —1.

e Funkcija s(x) je kvadratna, a determinanta je 0. Tada, posle affine transfor-
macije dobijamo da funkcija tezine p(z) = Ca—e~%. Ako je p(x) definisana na
intervalu (0, +00),ia > 11 > 0, onda je p(z) integrabilna. Tada je s(z) = x?
i7(x) =(2—a)r+ B. Ti polinomi, koje ovako dobijamo su Besselovi polinomi.

e Funkcija s(x) je kvadratna, a diskriminanta negativna. Ovako dobijeni plinomi
su Romanovskijevi polinomi. Tada je funkcija tezine p(x) = C(1 + z?)~
efarets@) ode je C konstanta. Ovi polinomi su ortogonalni na intervalu (—oo, 0o)
u odnosu na funkciju tezine p(z).

Sad ¢emo uvesti diskretne ortogonalne polinome, ali pre toga moramo definisati
Pochhammerov simbol, hipergeometri¢ne redove i diferencni operator unapred i un-
azad.

Definicija 2.9. Pochhammerov simbol oznacavamo sa (a), i definisemo kao:

(@) = 1, ako n=0;
"l ala+1)...(a+n—1), akon=123,....

Pochhammerov simbol mozemo napisati preko Gama funkcije,

(a), = %,n > 0.

Definicija 2.10. Hipergeometricne redove oznacavamo sa ,F, i definiSemo kao:

pEy(ar, .. a0, ., 045 2) = Z %i,

= jo(bg)j 7!

gde b; £0,—1,-2,....i=1,...,q.

Primer 2.1. Fj su eksponencijalni redovi, 1 Fy su binomialni redovi a o F; su Gauss-
ovi hipergeometri¢ni redovi.

Mozemo analizirati konvergenciju ovog reda.
e Ako p < ¢q onda ,F, apsolutno konvergira za |z| < co

e Ako p = ¢ + 1 onda ,F, apsolutno konvergira za |z| < 1 i divergira za |z| > 1.
Kada je >>7 b > >"F | a;, red je konvergentan i za |z| = 1.

e Ako p > ¢+ 1 onda ,F, divergira za Vz # 0
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Definicija 2.11. N-tu parcijalnu sumu hipergeometricnog reda oznacavamo sa p,Fy ¢
definisemo kao:

= 3 (a1);---(ap); 2

pFy(ar, . ap; by, by z) =

gde b; £0,—1,-2,....,i=1,...,q.

Definicija 2.12. Diferencni operator unapred oznac¢imo sa Af(x) i definisemo na
sledeci nacin:

Af(x) = flx+1) = f(x)

Definicija 2.13. Diferencni operator unazad oznac¢imo sa Vf(x) i definiSemo na
sledeci nacin:

Vi) = fz) = flz = 1)

Analogno jednacini (2) imamo diferencnu jednacinu, odakle dobijamo jos ¢etiri tipova
ortogonalnih polinoma. Ta jednacina je

s(x)AVy(z) + 7(x)Ay(z) + Ay(x) = 0, (4)

gde je s(z) polinom najvise drugog stepena, 7(x) polinom najvise prvog stepena, a A
konstanta. Koristec¢i definiciju 2.12 i definiciju 2.13 dobijamo sledece:

(s(z) +7()y(x + 1) = 2s(z) + 7(2))y(x) + s(x)y(z — 1) = —Ay(z).
Ako ponovo A ima specijalan oblik
/ ]' "
A=\, =—-nT —in(n—l)s :
gornja diferencna jednacina (4) ima partikularno resenje y(x) = y,,(x), koja je polinom

n-tog stepena, ako ne postoji drugi polinom manjeg stepena, koji zadovoljava ovu
jednacinu. Ovi polinomi su ortogonalni, i zadovoljavalju uslov:

Z ym(x)yn (:c)p(x) = di(smm

dok diskretna tezinska mera p(x) zadovoljava diferencnu jednacinu

A(s(x)p(x)) = 7(2)p(x). (5)

Ovu jednac¢inu mozemo napisati na sledeéi nacin:

plz) — sl@+1)

pl+1) _ s(z)+7()

Sad ¢emo analizirati reSenje diferencne jednacine, kao Sto smo radili kod diferencijalne
)
jednaéine.



I Neka je s(x) kvadratni polinom. Tada resenje diferencne jednacine (4) su Hahnovi
polinomi

Qn(x;aaﬁaN):SFVZ(_n7n+OZ+6+17_1';05—{_17_]\[;1)‘

Ovi polinomi su ortogonalni u odnosu na funkciju gustine

[N\ (a+1).(B+ 1)y
p(x) = (x) CETET). ,v=0,1,..., N,

koja odgovara hipergeometrijskoj raspodeli.

IT Neka je s(x) polinom prvog stepena. Tada posmatramo tri slucaj:

m(y + )
s(x) +7(x) = m(y—=) |

gde m i v pozitivne konstante. Tada jednacina (5) ima sledeée resenje:

m " (e
¢ gj(m—&-l)) !
plx) =

__Cm®
2T (y+1—2)
Cm”

x!

1. U prvom slucaju

m

=—C=1—-p),0<pu<l,y>0.
1 (1—p) <l

1
Tada je funkcija tezine

(Ve
x!

p(x) = (1—p)p

Ovo odgovara Pascalovoj raspodeli Pa(~, p). Odgovarajuéi polinomi su
Meixnerovi polinomi, sa oznakom M, (z; 7, i), 1 ortogonalni su na intervalu
(0, 00).

2. U drugom slucaju

v=N,m= %,0 <p<1,0=(1-pV N
-Pp
Tada je funkcija tezine

pla) = <N>p“”(1 -p)"7,

X

koja odgovara binomialnoj raspodeli B(V,p). Tada polinomi, koje dobi-
jamo su Krawtchoukovi polinomi, oznac¢imo ih sa K, (z; N, p) i ortogonalni
su na intervalu (0, N).



3. Treci slucaj je kad

Tada je funckija tezine

Ova funkcija odgovara Poasonovoj raspodeli P(u), odgovarajuéi polinomi
su Charlierovi polinomi sa oznakom C,,(x; ), i ortogonalni su na intervalu

(0, 00).

ITI Kad s(x) = 1, tj. konstantna, taj sluc¢aj nas ne interesuje, zato $to iz ovog slucaja
ne dobijamo nove polinome.

Ove ortogonalne polinome, koje smo dobili kao resenje diferencijalne i diferencne
jednacine, mozemo svrstati u hijerarhijsku Semu hipergeometrijskih polinoma, u kojoj
se nize klase mogu dobiti odgovaraju¢im granicnim procesima. Na sledecoj slici je
prikazana ova hijerarhija ortogonalnih polinoma.

2F1(2) Mener i Jacobiovi Meixnerovi Krawtchoukovi

Pollaczekovs polinomi polinomi polinomi

polinomi

i - Charlierovi
OF1(1)/2F0(1) Laguerreovi ) A
polinami polinomi
Hermitovi polinomi

2F0(0)

U sledecem tabelu ¢emo prikazati kako sledi iz jednog polinoma drugi.

Jacobijevi — Laguerrovi limg_yoo PP (1 - %”) = L%(x)
Jacobijevi — Hermiteovii | limg e /2P (x/iﬁ) = H,(z)/(2"n))
Laguerreovi — Hermiteovi | lim, o0 (2)"2L% (V2az + a) = (=1)"H,(z)/n!
Charlierovi — Hermiteovi | lim,_,(2a)"?C,, (v2az + a,a) = (—1)"H,(z)
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U slede¢im poglavljama ¢emo malo detaljnije predstaviti neke specijalne ortogo-
nalne polinome, koji smo videli u ovom delu. Prvo ih definiSemo, pa navodimo
Rodriguesovu formulu za ortogonalne polinome, funkciju generatrisu za ortogonalne
polinome, rekurzivnu formulu za te polinome,i grficki ¢emo prikazati prvih nekoliko
polinoma.

2.4 Hermitovi polinomi

Hermitovi polinomi imaju dva ekvivalentna oblika. Jedan tip koriste ve¢inom u fizici,
a drugi u verovatno¢i. Oni se razlikuju samo u konstanti. Ovde ¢emo prikazati oba
tipa.

2.4.1 Hermitovi polinomi

Definicija 2.14. Polinomi Hy(x), Hy(x), Hy(x), ..., H,(z), ... su Hermitovi polinomi,
ako su ortogonalni u odnosu na funkciju tezine p(x) = e na intervalu (—oo, +00).

Skalarni proizvod dva Hermitova polinoma je
(Hi(x), H;(z)) = / Hi(:v)Hj(as)e_xzdx = 2'\/mil6;5,1 # j.

Rodriguesova formula za Hermitove polinome je:

dr
Hn — (—1)" 22 % ]
(z) = (=1)%" ——e

Funkcija generatrise za ove polinome je:
e e t"
g(;ut) — ¢t tor ZHH(J})E,TL = O, 1,2,
n=0

Teorema 2.5. Hermitovi polinomi zadovoljavaju sledecu rekurentnu relaciju
Hy1(x) =22H,(x) — 2nH, 41 (x),
sa pocetnim vrednostima Hy =1 1 H; = 2x.

Dokaz. Diferenciramo funkciju koja generise Hermitove polinome g(z,t) po t,

% =2(x —t)g(z,1).
2w — 1) ZHn@)g _ Zan(x)t:l! |

tn

Uporedujemo koeficijente uz -, i dobijamo trazenu relaciju. ¢

11



Primer 2.2. Prvih 5 Hermitovih polinoma su:
H()(I') =1
H1 (SC) = 2r
Hy(z) = 42* — 2
Hs(z) = 82° — 12z
Hy(z) = 162" — 482% + 12
Hs(r) = 322° — 1602° + 120z

Na sledec¢oj slici su prikazani prvih 5 Hermitovih polinoma.

100 [

—100 |

2.4.2 Stohasticki normalizovani Hermitovi polinomi

Definicija 2.15. Polinomi Ho(z), Hy(z), Ha(2), ..., Ho(2), ... su stohasticki normal-
izovani Hermitovi polinomi, ako su ortogonalni u odnosu na funkciju tezine p(z) =

12 .
e~z na intervalu (—oo, +00).
Skalarni proizvod dva Hermitova polinoma je

~

~ 22
(H,(x), Hy( H )e~ T dx = 2mild;;, i # J.

Rodriguesova formula za Hermitove polinome je:

ﬁ 12 dn 12
W) = (=1)"ez e 2.
(1) = (~1)ye% o
Funkcija generatrise za ove polinome je:

’Vl

_ —ﬁ—‘rta}
g(x,t) =e 2 Z
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Teorema 2.6. Hermitovi polinomi zadovoljavaju sledecu rekurentnu relaciju

Hpi1(z) = 2H,(z) — nH,_1(z),

sa pocetnim vrednostima Hy =11 H; = x.

Dokaz. Diferenciramo funkciju koja generise Hermitove polinome g(z,t) po t,

WL (o~ 1yg(a,)
(@ =) > B’y = Sl ()

Uporedujemo koeficijente uz %, i dobijamo trazenu relaciju. ¢

Primer 2.3. Prvih 5 Hermitovih polinoma su:

Hy(z) =1
Hi(z) ==
Hy(z) =2>—1

Hs(z) = 2° — 3
Hy(z) = 2* — 62° + 3
Hs(z) = 2° — 102% + 152

Na sledec¢oj slici su prikazani prvih 5 Hermitovih polinoma.

10 -

5

0
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2.5 Legendreovi polinomi

Definicija 2.16. Polinomi Py(x), Pi(x), Py(x), ..., Py(z), ... su Legendreovi polinomi,

ako su ortogonalni u odnosu na funkciju tezine p(x) = 1 na intervalu [—1,1].

Skalarni proizvod dva Legendreova polinoma je

1
2
(P(o), B@) = [ Po)P(a)de = 5000 £
1 2 +1 +1
Rodriguesova formula za Legendreove polinome je:
1 da
P, (z) = — (2 =1)",n=0,1,2,...
(0) = gy (@ = 1) =0,1,2
Funkcija generatrise za ove polinome je:
Ju", Ju| < 1.

T, U P.(
glo,u) = V1 —=2zu+ u? Z
Teorema 2.7. Legendreovi polinomi zadovoljavaju sledecu rekurentnu relaciju

(2n+ 1)z P, (z) — nP,_1(z)

Pn xTr) = )
+1(2) ——
sa pocetnim vrednostima Py =11 P, = .
Dokaz. Diferenciramo fukciju g(z,u) po u,
0 r—u
—g(z,u) = ————g(z,u
ou (@, u) 1—2xu—|—u29( u)

odavde dobijamo da

(r —u) ZP 1—2xu—|—u ZnP n-t

n=0

Uporedimo koeficijente uz u"™ pa dobijamo da
zP,(z) — Pooi(z) = (n+ 1) Py () — 22nP,(z) + (n — 1) P,y (2)

2n+1)zP,(z) = (n+ 1)Pyy1(x) + nPy_1(x).

Primer 2.4. Prvih 5 Legendreovih polinoma su:



32t -1

Py(x) 5

5x3 — 3z

Pg(l') = —2

35x% — 3022 + 3
Py(r) =
8
63x° — 7023 + 15z

Ps(v) = 3

Ovi polinomi su prikazani na sledecoj slici.

2.6 Charlierovi polinomi

Definicija 2.17. Polinomi Cy(x,a),Ci(x,a),Co(z,a),...,Cp(z,a), ...
polinomi, ako su ortogonalni u odnosu na funkciju tezine p(x) = ‘;—Te
(0, 4+00).

Rodriguesova formula za Charlierove polinome je:

Funkcija generatrise za ove polinome je:

)" = "
h=e(1—=) =Y Cuz,a)—,|t| <a.
9(a.t) ( ) > Calm,a) <

su Charlierovi

—a

na intervalu

Teorema 2.8. Charlierovi polinomi zadovoljavaju sledecu rekurentnu relaciju

Cropi(z) = (a+n— :U)C’nix) — 716’%1(:3)7

sa pocetnim vrednostima Cy =1 1 C] = x.
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Primer 2.5. Prvih 5 Charlierovih polinoma sa funkcijom tezine p(x) = <5 su:
Co(x, 1) =1
Ci(z,1) ==z
Co(z,1) = -2 +2 -1
Cs(z,1) =2 —32* + 2 — 2
Cy(z,1) = —2* +62° — 72> + 20— 3
Cs(z,1) = 2° — 102* 4 272% — 182 + 7w — 4

Na slici su prikazani prvih 5 Charlierovih polinoma sa funkcijom gustine p(z) = 11

2.7 Laguerreovi polinomi

Definicija 2.18. Polinomi Lo(x), L1(x), Lo(z), ..., Ly(x), ... su Laguerre-ovi polinomi,
ako su ortogonalni u odnosu na funkciju tezine p(x) = e~ na intervalu (0, +00).

Skalarni proizvod dva Laguerreova polinoma je

(L), Ly(x)) = /0 " Li@)Ly(x)e—"de — @531 4]

Rodriguesova formula za Laguereove polinome je:

dn
Ly(x) =e"—(2"e*),n=0,1,2, ...
() = 2 (a"e™)
Funkcija generatrise za ove polinome je:

o0

1 e tm
glo,t) = T—e T = ZLn(x)m, It < 1.

n=0
Teorema 2.9. Laguerre-ovi polinomi zadovoljavaju sledeéu rekurentnu relaciju

2n+1—2z)L,(z) —nL,_(x)
(n+1) '

Ly (:E) =
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Primer 2.6. Prvih 5 Laguerreovih polinoma su:

Lo(z) =1

x> 3z

xt 223
L4(x):ﬂ—7+3x2—4x+1
x® bxt  had
Ls(z) = ———+ — — — +52* =5z + 1
5(x) 120+24 5 + 5x T+

Prvih 5 Lagguereovih polinoma su:
50
o

20F

_ooL

2.8 Jacobijevi polinomi

Definicija 2.19. Polinomi P\*”(z), P/ (z), P{*P)(2), ..., P\*" (%) su Jacobijevi
polinomi, ako su ortogonalni u odnosu na funkciju gustine p(z) = (1—2)*(1+2z)° na
intervalu (—1,1).

Skalarni proizvod dva Jacobijeva polinoma je

1
(P@) PO @) = [ PO @) a)do =

)
-1

2000 Tli+a+ 1)+ 8+1)

%itatirl Tatatpsnn Cwi7?i
Rodriguesova formula za Jacobijeve polinome je:
P(O"B)(x) = <_1)n(1 —x) (14 :16)_ﬂﬂ ((1 — )" (1 + 95)”+5) n=0,12,..
" 2nn]! dzm
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Funkcija generatrise za ove polinome je:

gz, t) = 2RV 1+t + Ry Y1 —t+ R =) PP ()" |t| < 1,]z| < 1,
n=0

gde je R = /1 —2xt + t?

Teorema 2.10. Jacobijevi polinomi zadovoljavaju sledecu rekurentnu relaciju

2n(n + o+ B)(2n + a+ § — 2) PP (z) =
=C2n+a+B-1)(2n+a+p)2n+a+ B —2)z+a — 52)P7§Cf16)($>
—2n+a—-1)n+8-1)2n+a+ B)Pﬁf)(@-
Primer 2.7. Prvih 5 Jacobijevih polinoma su:

PV (2) =1

3

x 11z

PV (@) = — a2+ —= +1
6 6

4 5pd 3522 257
P(lvl) :m_ P R
R YR I TR T

5 4 17 1522 137z
pAVy = T 1

s =t T T T

Na slici su prikazani prvih 5 Jacobijevih polinoma sa parametrima a =118 =1

+1

Na slici se vidi, da ovi polinomi imaju slican oblik kao Legendreovi polinomi. To
je zato Sto su oni uopstenje Legendreovih polinoma, za o = 0 i 8 = 0 dobijamo
Legendreove polinome.
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3 Osnovni pojmovi stohasticke analize

U ovom delu ¢emo se baviti sa teorijom verovatnoce, stohastickim procesima i sto-
hastickom integracijom.

3.1 Osnovni pojmovi teorije verovatnoce

Skup svih moguéih ishoda nekog eksperimenta oznacavac¢emo sa €. Elemente skupa
) nazivamo elementarnim dogadajima i oznacavacemo ih sa w. Slucajan dogadaj
A je podskup skupa elementarnih dogadaja €2. On se sastoji od onih elementarnih
dogadaja w koji imaju svojstvo kojim se dogadaj A definise. Ozna¢imo sa F klasu
dogadaja kod nekog eksperimenta. Drugim recima, F je podskup partitivnog skupa
od Q,F C P(Q2). Prirodno je zahtevati da ova klasa bude zatvorena u odnosu na
operacije komplemantiranja, prebrojive unije i preseka. Taj zahtev formulisSemo u
sledecoj definiciji koja se zove jo$ i aksiomatika o-polja.

Definicija 3.1. Podskup F partitivnog skupa P(Q2) je o-polje ili o-algebra nad Q ako
vaze uslovi:

(i) Qe F
(ii) ako A€ F, onda A € F,
(iii) ako {A;}ien C F, onda |J;o, A; € F.
Neke od osobina o-polja F koje slede direktno iz definicije su:
L. 0eF.
2. Ako Ay, ..., A, € F,onda |J;_, 4; € F.
3. Ako A, ..., A, € F,onda ., 4; € F.
4. ako {A;}ieny € F, onda (2, A; € F.

Primer 3.1. Borelova g-algebra B, je najmanja o-algebra koja sadrzi sve otvorene
podskupove u R".

Definicija 3.2. Neka je ) skup elementarnih dogadaja i@ F o-polje nad 2. Funkcija
P : F—[0,1] se zove verovatnoéa na prostoru (2, F) ako zadovoljava uslove

(i) P(Q) =1,
(ii) Ako {A;}ien CF, AiNA;j=0,i#j,4,5=1,2,..., onda

Prostor verovatnoéa je uredena trojka (2, F, P), gde je Q skup svih elementarnih
dogadaja, F je o-polje nad 2, a P je verovatnoca na (Q, F).
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Definicija 3.3. Preslikavanje X : Q — R"™ je slucajna promenljiva ako za inverzno
preslikavanje vazi X~ Y(B) € F, B € B,, ili ekvivalentno, ako je X F-merljivo.

Definicija 3.4. Ocekivanje E(X) slucajne promenljive X definise se sa

B(X) = /Q 2(w)dP(w).

Specijalno, ako je X diskretna slucajna promenljiva
E(X) = Z$kp(33k)>
k=1

i ono postoji ako i samo ako
E(X) = Z |k |p(zr) < 00.
k=1

Moze se pokazati da je, za apsolutno neprekidnu slucajnu promenljivu X, sa gustinom
vx (), otekivanje

B0 = [ mox(a),

o0

i ono postoji ako gornji integral apsolutno konvergira, odnosno, ako

B = [ " Jelox(@) < oo

o0

Sad ¢emo definisati vise vrsta konvergencije slu¢ajnih promeljivih.

Definicija 3.5. Niz slucajnih promenjivih X1, Xo, ... konvergira u verovatnoci ka
slucajnoj promenljivoj X, X, 2 X ako, za svako £ > 0,

P{X, - X|>¢} = 0,n — oc.
Teorema 3.1. Ako je g(z),z € R neprekidna funkcija i ako
X, 5 X, n— oo,

tada
9(Xn) KN g(X),n — oo,

Definicija 3.6. Niz slucajnih promenljivih X1, Xs, ... konvergira u raspodeli ka slu-
cajnoj promeljivoj X, X, — X, kad n — 0o, ako niz odgovarajuéih funkcija raspodele
Fx,(x), Fx,(z), ... kompletno konvergira ka fukciji raspodele sluc¢ajne promenljive X,
Fx(z), (sto znaci da konvergira za svako x € RU{—o00,00} za koje je Fx(x) nepre-

kidna funkcija.)
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Teorema 3.2. Ako niz slucagnih promenljivih X1, Xo, ... konvergira u verovatnoci ka
slucagnoj promenljivoj X, kad n — oo, onda taj niz konvergira i u raspodeli ka X,
kad n — oo.

Obrnuto ne vazi.

Definicija 3.7. Niz slucajnih promengivih X1, Xo, ... konvergira u srednje-kvadratnom
ka slucajnoj promenljivoj X, ako je E(X?) < oo za sven € N i E(|X,, — X|*) — 0.
To oznacimo sa

X, i X,n — oo.

Teorema 3.3. Ako niz slucajnih promenljivih konvergira u srednje-kvadratnom, onda
konvergira i u verovatnoci.

3.2 Stohasticki procesi

Zamislimo da u svakom vremenskom trenutku iz intervala I posmatramo neku karak-
teristiku X odredenog fizickog sistema i neka je ta karakteristika slucajna velicina.
Dakle, X (t)(t € I je fiksirano) je jedna slu¢ajna promenljiva. Tada na skup svih
slucajnih promenljivih {X (¢),t € I'} mozemo gledati kao na sluc¢ajnu veli¢inu koja se
menja u vremenu, tj. kao na slu¢ajnu funkciju vremena. Tako dolazimo do pojma
stohastickog procesa.

Definicija 3.8. Stohasticki proces je familija sluc¢ajnih promenljivih {X (t),t € I},
gde je I takozvani parametarski skup stohastickog procesa.

Napomena 3.1.

o {X(t),t € I} moraju biti definisane na istom prostoru verovatnoce (S, F, P).

e Za fiksirano t € I dobijamo sluc¢ajnu promenljivu na prostoru (2, F, P), a za fik-
sirano w € ) dobijamo funkciju vremena, koju zovemo trajektorija stohastickog
procesa.

3.3 Lanci Markova

U definiciji stohastickog procesa smo naglasili da je to familija slu¢ajnih promenljivih
{X(t),t € I}, gde je I parametarski skup. U sluc¢aju kada je I prebrojiv, stohasticki
proces zovemo nizom ili lancem slué¢ajnih promenljivih. Posmatramo proces {X,,,n =
0,1,2,...} sa kona¢nim ili prebrojivim skupom vrednosti. Skup vrednosti, tj. skup
stanja ¢e biti S = {xy, za, ...}

Definicija 3.9. Niz slucajnih promenljivih sa istim skupom stanja {1, xs,...} se zove
lanac Markova ako za proizvolino r € N in > ky > ko > ... > k. vazi tzv. Markovsko
sv0735tvo:

P(Xn = $n|Xk:1 = xkj)Xk:Q = Tkqy, ""Xk'r = ilj‘kr) = P(Xn = xn‘Xkl = ZBkl),

7. verovatnoca da se proces nade u stanju x, u trenutku n zavisi samo od stanja u
sadasnjem trenutku ki a ne od stanja u proslim trenucima ko, ..., k,.
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Kod ovih procesa interesovac¢e nas verovatnoce prelaza iz jednog u drugo stanje, tj
verovatnoce prelaza.

Definicija 3.10. Verovatnoca prelaza iz i-tog u j-to stanje u jednom koraku je

n,n+1 . o
bij = P(Xnp1 = 24| X, = 1)
Ako gore navedene verovatnoce ne zavise od n kazemo da je lanac homogen.

Definicija 3.11. Matrica prelaza za jedan korak je
P11 P12 P13
P=pjl=| P P22 Pz

Definicija 3.12. Verovatnoca prelaza iz i-tog u j-to stanje u n koraka je
Pij(n) = P(Xnpin = 2| X = 2:)
Definicija 3.13. Matrica prelaza u n koraka je
Pu = [pij(n)]

Od izuzetnog znacaja su jednacine Cepmen-Kolmogorova, koje ¢emo pokazati u sle-
decoj teoremi.

Teorema 3.4. Neka su p; j(n) = P(Xpin = 2| X, = x;) verovatnoce prelaza u n
koraka. Tada vaZi sledece:

p’Lj n -+ m szk: pk:]

Dokaz. -
P(Xn+m:j|X0:Z):ZP( n—i—m_]? _k|X0_Z)
k=1

= P(Xpim = j1X, =k, Xo = i) P(X,, = k| Xo = i) = Zpkj m)par(n)
k=1

Posledica 3.1. Matrica prelaza u n koraka P, je matrica prelaza za jedan korak na
n-ti stepen P™.
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Primer 3.2. Markov lanac ¢iji skup stanja dat sa ¢ = ..., —2,—1,0,1,2,... se zove
slucajan hod ako za neke p,q € (0,1) i r € [0, 1] matrica prelaza izgleda:

To Po 0 0 O
@ r1 pr 00

P= 0 g m12 p2 0 --- !

igj+r;+p;=1,7=1,2,... Naviz slucajan hod proizilazi od toga Sto na ovaj proces
mozemo gledati kao na model Setnje po ravnoj liniji, gde u svakom trenutku vremena
¢inimo ili korak u desno sa verovatno¢om p; ili korak u levo sa verovatnocom g; ili
ostanemo u istom mestu sa verovatno¢om 7;,7 = 1,2, ....

U nastavku ¢emo pretpostaviti da lanac Markova ima kona¢no mnogo stanja S =
{1, 29, ...,x,}. Sa p;(n) ¢emo oznacavati verovatnoéu da u trenutku n sistem bude u
i-tom stanju, tj p;(n) = P(X,, = x;). Za fiksirano n dobi¢emo

X . ( Il (I;'Q DY xm )
"\ m(n) pan) - pm(n)
Zan = 0 dobi¢emo p,(0) takozvanu pocetnu verovatno¢u. Pocetni vektor tada izgleda
na slede¢i nacin:

p(0) = ( p2(0) p2(0) -+ pum(0) )
Analogno,
p(k) = ( (k) pa(k) - pwlk) ).
Tada jednacine Cepmen-Kolmogorova mozemo napisati pomoéu gornje notacije:
p(k) = p(0)P".
Ako p(k) ne zavisi od k kazemo da je lanac stacionaran.

Definicija 3.14. Ako postoji ng € N tako da matrica P,, = P™ ima sve pozilivne
elemente kaZemo da je odgovarajuci lanac Markova sa matricom prelaza P ergodican.

Za ergodicne lance postoje za svako i verovatnoce p; = limy,opij(n) koje zovemo

finalnim ili grani¢nim verovatno¢ama. To znaci da iz bilo kojeg stanja posle dovoljno

dugo vremena sistem zavrsi u stanju j sa verovatnocom pj. Kod ovih lanaca finalne
, .. . . x ok 3 m L

verovatnoce dobijamo iz sistema p* = p*P i ijlpj =1.

Definicija 3.15. o Stanje x; je dostizno iz stanja x; ako postoji ng € N tako da
Dij (no) > 0.

e Stanje x; je absorbujuce ako je p;; = 1.

e Stanje x; je povratno ako postoji ng € N tako da p;;(ng) > 0.
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3.4 Procesi radanja i umiranja

Procesi radanja i umiranja su takvi lanci Markova, kojima je parametarski skup [
neprekidan, a skup stanja S = {x1, z9, ...} prebrojiv ili konacan, i stanje uvek se za 1
povecava ili za 1 smanje. Ovo ¢emo precizno formulisati u sledec¢oj definiciji.

Definicija 3.16. Procesi radanja i umiranja { X, t € [0,00)} su takvi lanci Markova,
kojima je skup stanja S = {—1,0,1,2...} i zadovoljava sledeée uslove:

() P(Xysn=i+1|X, =i) = Nh+o(h),h—0,i €S

(i) P(Xyn=i—1|Xs=1) = ph+o(h),h — 0,i >0

(iii) P(Xoyn =i[X, =) =1— N+ m)h+o(h),h —0,i€ S

(iv) P(X, = j|X, =) = d;

(V) P(Xgpr = —1|X, = —1) = L, P(Xy 1y = i| X, = —1) = 0,t > 0,i # —1

/’LOZOJ)\O>OJ)\'L>O7/’I’Z>O7221

Parametri \; i y; se nazivaju parametri radanja i umiranja redom. Oznacimo sa m,
potencijalne koeficijente, koje definiSemo na sledeéi nacin:

~ Aods A
Mo - [y

i>1

Ur
iﬂ'ozl.

3.5 Poasonovi procesi

Pre definisanja Poasonovog procesa moramo definisati proces prebrajanja.

Definicija 3.17. Stohasticki proces {X;,t > 0} je proces prebrajanja ako X; pred-
stavlja broj dogadaja koji su se pojavili do trenutka t, ukljucujuci i trenutak t.

Procesi prebrajanja moraju zadovoljati slede¢e osobine:

(i) X, >0,t>0

(ii) X; ima celobrojne vrednosti

(i) s<t= X, < X;

(iv) X; — X predstavlja broj dogadaja koji se dese u intervalu (s, t]

Definicija 3.18. Proces prebrajanja {X;,t > 0} se zove Poasonov proces sa stopom
rasta A\, A > 0 ako
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(ii) Proces ima nezavisne prirastaje

(iii) Broj dogadaja u proizvoljnom vremenskom intervalu duZine t ima Poasonovu
raspodelu sa srednjom vrednoséu X, Xy — X : P(AE):

At)"
P(Xepy — X, =n) = e—MQ,t >0,n=0,1,2,...
n!
Uslov (#i7) znaci da raspodela broja dogadaja koji se pojavljuje u bilo kom intervalu
zavisi samo od duzine tog intervala.
Specijalno za s = 0 posmatrajmo X; — Xo = X;. Tada

P(X;=n)= e”\tM

n! "’

odavde sledi da X; : P(At).

Uslov (7ii) iz Definicije 3.18 se ¢esto u praksi tesko proverava pa samim tim koris-
¢enjem iskljucivo ove definicije ¢esto ne¢emo biti sigurni da li je dobro da modeli-
ramo Poasonovim procesom. Zbog toga uvodimo ekvivalentnu definiciju Poasonovog
procesa.

Definicija 3.19. Stohasticki proces {X;,t > 0} se zove Poasonov proces sa stopom
rasta \, A > 0 ako

(i) Xo=0

(ii) Proces ima nezavisne i stacionarne prirastaje
(iii) P(Xp=1)=Ar+o0(h),h—0

(iv) P(X,>2)=0(h),h—0

Teorema 3.5. Poasonov proces je proces Markova.

Dokaz. Neka je {X;,t > 0} Poasonov proces sa stopom rasta A i neka je 0 < t; <
ty < ... < t, < thy1 < ... 1mneka su by, b, ....;0,,0,11,... realni brojevi takvi da
by <by <...<b, <byyq < ... Treba da pokazemo sledece:

P(Xi, ., =bpi1|Xo=0,Xy, =b1,.., Xy, =b,) = P(Xy,,, = bpy1| Xy, = bn).

P(th+1 = bn+1|X0 = O,th = bl, ...,th = bn) -
P(XO = O,th = b17 ...,th = bn7th+1 = bn+1) _
P(Xo=0,X;, =by,..., X;, = by)
P(th - Xto — b]_ - O,th - th — bg - bl, ...,th+1 - Xt — bn+1 - bn)

n

P(Xy, — X4y =01 —0,X,, — Xy, =by— by, ., Xy, — Xy, =by —bp1)
P(th — Xto - bl - O)P(Xt2 - th = b2 - bl)...P<th+1 - th - bn+1 - bn)

P th — Xto — bl - 0)P(Xt2 — th - b2 - b1>P(th - th71 - bn - bn_1>
— P(th-H — th — bn+1 - bn) — P(th+1:bn+1|th — bn)
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3.6 Braunovo kretanje
Definicija 3.20. Stohasticki proces { B;,t > 0} je Braunovo kretanje ako zadovoljava:

(i) Prirestaji su nezavisni, tj za sve 0 < t; < ty < ... < t, < ... vaZi da su
B, B, — By,, ..., B, — By, , nezavisne slucajne promenljive

(iii) B; — Bs : N(0,t — 8),t > s

Ako u (#ii) specijalno uzimamo s = 0 dobijamo B, — By = By, : N(0, ).

Trajektorije Braunovog kretanja su funkcije neogranic¢ene varijacije, stoga nije moguce
definisati klasican Lebeg-Stiltjesov integral po trajektoriji Braunovog kretanja. Vise
o toga bice u sledecem poglavlju.

3.7 Stohasticka integracija

Analiza stohastickih dinamickih sistema cesto dovodi do diferencijalne jednacine ob-
lika:

dXt - b(Xt, t)dt + B(Xt, t)dBt
Xo = Xp

odnosno ako jednacinu gore zapiSemo u integralnom obliku:
L t t
Xy :X0+/ b(Xs,s)ds+/ B(Xs, s)dBs.
0 0
Nas zadatak je da definiSemo integral f(f GdB za §to siru klasu stohastickih procesa

(G. Da bi definisali stohasticki integral prvo moramo definisati neke osnovne pojmove.

Definicija 3.21. (i) o-algebra B, = F{B;,0 < s < t} zove se istorija Braunovog
kretanja do trenutka t.

(ii) o-algebra B = F{Bs; — By, s >t} zove se buduénost Braunovog kretanja posle
trenutka t.

Definicija 3.22. Familija U(-) o-algebri iz F se zove neanticipirajuca o-algebra ako
(1) Ut) DU(s);0<s<t

(i) U(t) 2B, t>0

(iii) U(t) je nezavisno od BVt >0

Definicija 3.23. Stohasticki proces G(t) je neanticipirajuci ako je za svako t > 0
G(t) U(t)-merljivo.

Definicija 3.24. Stohasticki proces G(t) = G(t,w) je progresivno merljivo ako nean-
ticipirajuca 1 zajednicko merljivo po t i po w.
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Definicija 3.25. 1.2(0,T') je prostor progresivno merljivih stohastickih procesa G koji
imagu osobinu da je

T
E(/ G?dt) < 0o
0

Definicija 3.26. L1(0,T) je prostor progresivo merljivih stohastickih procesa F koji
imaju osobinu da je

E(/OT |Fldt) < oo

Definicija 3.27. Stohasticki proces G € 1L.2(0,T) je step proces (stepenasni proces)
ako postoji particija P{0 =ty < t; < ... < t,, = T} tako da G(t) = Gg, b, <t <
ot k=01, .,m—1

Definicija 3.28. Neka je G € L%(0,T) step proces. Tada je

T m—1
/ GdB =Y Gi(By,, — By,)
0 k=0

Itov stohasticki integral step procesa G.

Teorema 3.6. Za sve konstante a,b € R i za sve step procese G, H € 1L2(0,T) vazi:
(i) [ (aG +bH)dB =a [ GAB+b [ HdB

(i) E(f, GdB)=0

(iii) E(([, GdB)?) = E(J, G*dt)

Dokaz.

(i) Sledi iz definicije

(11) G(t) =G, tp <t < tk+1,k =0,1,....,m — 1 Tada je

T m—1 m—1
E( / GdB) = E(Y. Gu(By., — By,) = 3 E(Gi(B., — By,)) =
0 k=0 k=0
m—1
= E(Gk)E<Btk+1 - Btk)) =0,
k=0

posto je Gy, nezavisno od By, ., — By, i By,,, — By, : N (0, tp41 —t)). Ova nezavis-
nost sledi jer je G, U(t)-merljivo a By, ,, — By, predstavlja jedan deo buduc¢nosti.

(iii)

m—1

B(( / GAB?) = 3 E(G;Gu(Bu,,, — Bi)(By,.. — By,))

k,j=0
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Posmatrajmo slucaj kad j < k. Tada By, ,, — By, nezavisno od G ;G (B,
Tada kao kod (i7) dobijamo E((fOT GdB)?) = 0.

Analogno, kad j > k dobijamo E((fOT GdB)?) = 0.
U slucaju kad k = j

B.).

1 Pt

T m—1
E((/ GdB Z E G Gk‘ Btk+1 Btk)(Bthrl - Btj)) =
0

k,j=0
m—1 m—1
= E<GZ(BM€+1 Btk Z E Btk+1 - Btk>2) =
k=0 k=0
m— m—1

B(GE) (b — ) = B(Y Gt — 1)) = B( | G

k=0

<&

Zelimo da za proizvoljan G € L2(0,T) definisemo fOT GdB. To radimo tako, da ap-
roksimiramo progresivno merljive procese step procesima. Moze se pokazati, da se
svaki G € IL?(0, T) moze aproksimirati nizom step procesa {G, },en 1 smislu srednje-
kvadratne konvergencije :

T
E(/ (G — Gp)*dt) — 0,n — oo.
0

Dalje vazi da je niz integrala step procesa {fOT GndB},en Kosijev.

Konacno, definisemo
T T
/ GdB = limn_m/ G,dB.
0 0

Osobine Itovog itegrala koji su vazele za step procese, vaze i u opstem slucaju.

Teorema 3.7. Za sve konstante a,b € R i za sve procese G, H € 1L.2(0,T) vazi:
(i) [ (aG +bH)dB =a [ GAB+b [ HdB

(i) B(f, GdB) =

(iii) E((J, GdB)?) = E(f, G*dt)

(iv) E((J," GdB)([, HdB))= E(f, GHdt)

Sad ¢emo definisati stohasticki diferencijal pomocu stohastickog integrala, i polse
¢emo formulisati dve vazne teoreme za stohastickog diferencijala.
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Definicija 3.29. KaZemo da stohasticki proces X; dat sa relacijom

T T
X = X0+/ f(s)ds—i—/ G(s)dB;

0 0
ima stohasticki diferencijal i to je upravo
Teorema 3.8 (1. Itova teorema). Neka je u = u(t,xy, xo,...,24) neprekidna na
to, T), definisana na [to, T] x R? sa neprekidnim parcijalnim izvodima Ugy Uz Ugy; 5
1,7 = 1,2,....d. Dalje neka je dato d jednodimenzionalnih stohastickih procesa X;,
i =1,2,...,d svojim diferencijalima dX;(t) = f;(t)dt+G;(t)dBy;, 1 = 1,2, ...,d u odnosu
na isto Braunovo kretanje By. Tada stohasticki proces Yy = u(t, X1(t), ..., Xq(t)) ima
stohasticky diferencijal © on je dat sa

d d d
dY, = wdt + ) up dX; + % D)ty dXidX;.
=1

i=1 j=1
U ovoj teoremi za d = 1 ako umesto diferencijale dX;(t) zamenimo f;(¢)dt + G;(t)dB;
dobijamo sledec¢u teoremu.

Teorema 3.9 (2. Itova teorema). Neka je u = u(t,z) neprekidna funkcija defin-
isana na [to, T| xR sa neprekidnim parcijalnim izvodima ug, Uy, Uz Neka je stohasticki
proces Xy dat svojim stohastickom diferencijalom dX; = f(t)dt + G(t)dB;. Tada sto-
hasticki proces Yy = u(t, Xy) ima stohasticki diferencijal i on je dat sa

1
dYy = (ug + uq f(t) + 5um(ﬁ(t))dt + u, G (t)dB;.

t BQ_
/BsdBS: t t.
0

Primer 3.3. Pokazimo da

2
Prvo napisemo ovo u ekvivalentan oblik,

B} —
BtdBt:d< t2 t) .

Koristimo Itovu-teoremu za Y = X’z_t, gde X; = B;. Tada

1 1
dY = (—5 + §)dt + B:dB;.
Primer 3.4. Pokazimo da
t
/ 3(B? — 5)dB, = B} — 3LB,.
0

Prvo napisemo ovo u ekvivalentan oblik,
3(B —t)dB; = d(B} — 3tB;).
Koristimo Itovu-teoremu za Y = X? — 3tX;, gde X; = B;. Tada

1
dY = (=3B, + §6Bt)dt + (3B? — 3t)dB,.
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4 Primena ortogonalnih polinoma u stohastickoj
analizi

4.1 Procesi radanja i umiranja i ortogonalni polinomi

Neka je dat proces {X;,t > 0}, proces radanja i umiranja sa skupom stanja S =
{—1,1,0,2,...} i parametrima \;, i;, kao u definiciji 3.16. Za analizu ovih procesa
koristi¢emo takozvane polinome radanja i umiranja {Q,(z),n > 0}. Ovi polinomi
zadovoljavalju rekurzivu relaciju

_:UQn(w) = ,unQn71<x) - ()\n + ﬂn)@n($> + )\nQnJrl (LL’), n 2 07
sa pocetnim vrednostima Q_1(x) =01 Qo(z) = 1.

Teorema 4.1. Verovatnoéa prelaza iz i-tog u j-to stanje kod procesa radanja i umi-
ranja { X, t > 0} data je sa:

P(Xt = j|X0 = Z) = Ty /OO e_thz(w)Qj($)d¢(I),l,] - 07 1727 eyt > 07
0

gde je ¢ funkcija gustine sa nosacem u [0, 00).

Ako uzmemo ¢ = 0 u gornjoj teoremi onda se moze pokazati da su polinomi {@,,,n >
0} ortogonalni u odnosu na tezinsku funkciju ¢(zx).

Primer 4.1 (M/M/oco redovi ¢ekanja). M/M/oco je primer redova ¢ekanja sa
skupom stanja S = {0,1,2,...} gde svako stanje sistema opisuje trenutacni broj kli-
jenata koje treba usluziti. Pri tome, klijenti pristizu sa stopom rasta A prema Poa-
sonovoj raspodeli i prebacuju sistem iz stanje ¢ u stanje ¢ + 1, a vreme opsluzivanja
svakog klijenta prati eksponencijalnu raspodelu sa parametrom p tako da je stopa
prelaska iz stanja i u stanje ¢ — 1 jednka sa iu. (Uvek postoji dovoljan broj servera
tako da se svaki klijent trenutac¢no opsluzuje).

U ovom primeru parametar radanja A, = \ a parametar umiranja je p, = nu, gde
_ /wy

A i p pozitivne konstante. Tada m; = e 2 0 a polinomi radanja i umiranja
zadovoljavalju slede¢u rekurziju:
0=nuQ,—1(z) + (x — A = nu)Qn(z) + \Qns1(z),n >0, (6)
1 Qo(z) =11Q-1(x) =0.
Jednakost (6) delimo sa u i dobijamo
x A A
0= 1Quer(w)+ (£ 2= 1) Qulo) + 2Quas(ahn 2 0
B H

tada ova rekurzija odgovara rekurziji Chralierovog polinoma, tj
x

Qn(z) = Cn(;)

sa funkcijom tezine e/ “%, n =20,1,2,... To znaci da verovatnocu prelaza iz i-tog

u j-to stanje mozemo izracunati pomoc¢u Charlierovog polinoma.
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Primer 4.2 (Linerani model procesa radanja i umiranja). U ovom primeru
uzimamo parametre radanja i umiranja da budu: A\, = (n + B)A i p, = nu, gde

. J
A, 8> 0. Tada m; = ([% <3> ,j =0,1,2,... Ovde mozemo posmatrati 3 razlicita

o
slucaja.
1. Slucaj, A < p. Tada su polinomi radanja i umiranja Meixnerovi polinomi
Qi(a) M( N) = 0,1,2
i\Z) =My | —— 0, — ), t=U,1,4,...
p=A

i funkcija tezine odgovara verovatnoc¢i diskretne raspodele

B n
Pn = (1—%) %(2) ,n=0,1,2,..

skoncentrisane u tackama (p— A\)n,n =0, 1,2, ... 2. Slucaj, A > p. Tada su polinomi
radanja i umiranja ponovo Meixnerovi polinomi

_(HY z A
Qi(z) = (X> Mi(A_M—B,B,X),z_o,l,z,...

i funkcija tezine odgovara verovatnoci diskretne raspodele
1\ (B ("
= (1-5) (5) n=012.
o= IVARETEACV AR

skoncentrisane u tackama (n+ 8)(n — A\)n,n =0,1,2, ...
3. Slucaj, A = p. U ovom slucaju dobijamo Laguerreove polinome

Q) = L) 0 >0,

B) A
Tada su ovi polinomi su ortogonalni u [0, 00) sa funkcijom gustine Gama raspodele
1 z
— p-1_—-%
p(m)—/\ﬂr(ﬁ)x e x,x>0.

4.2 Slucajan hod i ortogonalni polinomi

Neka je {X,,,n =0,1,2,...} slucajan hod sa matricom prelaza

To Po 0 0 O
g1 ™ pr 0 O

qz2 T2 P2
Pretpostavimo da p; > 0,r; > 0,¢; > 0ip;+r;+¢ = 1,5 > 1. Kao i kod

procesa radanja i umiranja koristimo polinome {Q;,7 = 0,1,...}. Ovi polinomi se
zove polinomi sluc¢ajnog hoda i zadovoljavalju rekurzivnu relaciju

2Qj(r) = ¢;Qj-1(x) + r;Q;(x) + pjQj+1(x), j = 0,
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sa pocetnim uslovima Q(z) =11 Q_1(z) = 0.
Koristimo slede¢u notaciju:

__ Pop1-Pj-1

mo=1,7; = ,7 > 1.
qi192 -+ - gj

Teorema 4.2. Postoji jedinstvena Borelova mera ¢ na intervalu [—1, 1] takva da su

polinomi Q,, ortogonalni u odnosu na tezinu ¢ na [—1,1]. Verovatnoca prelaza iz i-tog
u j-to stanje kod slucajnog hoda {X,,n > 0} data je sa:

1

P(Xm+n = j‘Xm = Z) =T, /1 anl<£L‘)QJ(Q?)d¢(l'),Z,j =0,1,2,..,n >0.
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4.3 Primena ortogonalnih polinoma u stohastickoj integraci-
ji

U ovom delu bavi¢emo se stohastickom integracijom pomocu ortogonalnih polinoma.
Ali pre toga moramo ponoviti neke osnovne pojmove klasi¢ne teorije integrala. Znamo
da u klasi¢noj teoriji Rimanovog integrala vazi formula:

b
| #a)iz =P ) - Fla)
gde je F bilo koja primitivna funkcija za f na [a, b].
Sad ¢emo izracunati neke odredene integrale. Dati su polinomi

xn
po(x) = o > 0.

Ovi polinomi zadovoljavaju pravilo

/ (@) = po (1)

t ptn t1
/ / e / dto e dtn_]_dtn - pn+l (t)'
0 Jo 0

Integracija eksponencijalne funkcije e* je

t
/exda::et—eozet—l.
0

Postoji relacija izmedu eksponencijalne funkcije i polinoma.

I an(x)

Pokazacemo da postoje analogne formule sa ovim lepim osobinama i za stohasticku
integraciju.

4.3.1 Stohasticka integracija u odnosu na Braunovo kretanje B,

Teorema 4.3. Vuzi

. H, (Bt
/ H, 1(Bs,s)dB, = M,n =1,2,3,...
0

n

gde su H,(z,t) = (t)%ﬁn(%) Hermitovi polinomi sa parametrom t, a H,(z) su sto-
hasticki Hermitovi polinoms.
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Dokaz. Integralnu jednacinu mozemo napisti na ekvivalentan nacin
dH,(By,t) = nH,_(By,t)dB;.

Ovu stohasticku diferencijalnu jednacinu resavamo pomocu teoreme 3.9, i za to treba
da znamo parcijalne izvode za H,(z,t). To ¢emo precizno formulisati u slede¢im
lemama.

Lema 4.1. _ B B
H,1(x,t) = xHy(x,t) — tnH, 1(x,1).

Dokaz.

o045 (5) -0 (3. (7) o (35)-

H,(x,t) — tnf]n_l(x, t).

I
8

<&

Hermitove polinome sa parametrom t mozemo napisati i u obliku

ﬁ, 12 d?’L 12
w(T,1) = (—t)"es —e 5.
(2,) = (—t)"eF e

Ova formulacija je vazna zbog izracunavanja parcijalnih izvoda.

Lema 4.2.
%f[n(a:,t) = nH,_(z,1).
Dokaz. 3 o
~H,(2,t) = — [ (=t)"e% % | =
Ox (z,%) 8:5(( Jre dzn* )
Lt 2 dv 2 w2 dhT 2
= (—t> (Ee 2t dxne 2t + e2t dxn—i—le Qt) =
x ~ ~
= —H,(z,1) — _Hn-&-l(xat) =
t t
1 ~ ~ ~ ~
=7 n+1(,t) + nHy (2, t) — n nt1(2,t) = nH, 1 (2, 1).
o
Lema 4.3.

oy 1) = =5n(n = D Hy (2, 1)
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Dokaz.

ot ot dx™
_ ooy 22 dV a2 R Lo22 1odmtt o, 2
= n(—t) et dxne 2% — (—t) 62t2—t2%6 % + (-t) €2t2_t2dxn+1 < e 2t> (7)

Koristimo Leibnizovu formulu

n

RS (Z) g (a)

k=0

dobijamo da

dci;:lm?ei = xQ%egi + 2711’6;;;_116 2 +(n— 1)71;2;_22 %
Ubacimo ovo u (7)
%fln(x,t) _ H, o (z,t) + n(nQ— 1)ﬁn_2(x,t)
Koristimo lemu 4.1
%(mﬁ[n_l(a:,t) (= V)tHo(z,1)) — % Aot + =V E =

1
= —§n(n —1)H, _s(x,t).
<

Sad se vra¢amo na dokaz teoreme 4.3. Na osnovu teoreme 3.9 je

~ 0 ~ 1 9% ~ 0 ~

Parcijalne izvode znamo iz leme 4.2 i leme 4.3.

1 ~ 1 ~ ~
= (—én(n — 1)H,_o(By,t) + §n(n — 1)H,_o(B;, t)) dt +nH,_1(By,t)dB;
I konacno _ _
dHn(Bt, t) = an,1<Bt, t)dBt
<

Primer 4.3. Zelimo da izra¢unamo integral fg BsdBs. Uzmemo Hy(x) = x 1 Hy(z) =
22 — 1. Tada Hy(z,t) = Vi< =z i Hy(z,t) =t (% — 1) = 22 — t. Tada je integral

NG
t BQ_t
/ B,dB, = — .
0 2
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Primer 4.4. Zelimo da izracunamo integral fo 2—5)dB;. Uzmemo Hy(z) = 2 —11

Hs(z) = 2® —3z. Tada Hy(x, t)—t(——l) =z —t1H3(:E,t):\/t_<“”—:3—3

Ve Vi) T

2% — 3tz. Tada je integral

/t(Bz—s)dB _ Bi-3iB
0o ’ 3

Funkcija generatrisa za Hermitove polinome je zadata sa:

> 2
Z Z— — 75t
ol

n=0

Uzmemo ovo, da bismo izrazili stohasticki analogon eksponencijalne funkcije

o0

Z Bt t
Bt? —= ! = e_ 2 +Bt

n=0

Tada je integral eksponencijalne funkcije:

/tY(BS, $)dB, = Y (B, t) — Y(By,0) = Y (B, t) — 1.

4.3.2 Stohasticka integracija u odnosu na Poasonov poces

Stohasticki proces {N;,t > 0} je Poasonov proces sa parametrom A = 1, ako N,
ima Poasonovu raspodelu sa parametrom ¢, tj. P(t). Posto E(NV;) =t # 0 mi
¢emo se baviti sa kompenzovanim Poasonovim procesom M; = N; — t. Charlierovi
polinomi su ortogonalni polinomi u odnosu na funkciju gustine Poasonove raspodele
P(t). Funkcija generatrisa za ove polinome je:

> 2" Z\ %
Gt = (1-2)
nz:% (@ )n! ¢ t
Teorema 4.4. _
t
/ (N, s)dM, = CortNit)
0 n S— S n+1 )

gde je 5n(:v;t) je normalizovan oblik (vodeci koeficijent je jednak jedinici) Char-
lierovog polinoma.

Dokaz. Dokaza¢emo malo opstije tvrdenje. tj.

¢ Y (N t,w) — 1
/ Y(NS_,S,(U)dMS: ( & 7w> )
0 w
gde je
_ —tw X _ ~ . w™
V(X tw)=e™1+w)* =>" Cn(X;t)—
m=0
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Sa 7; ozna¢imo vreme i-tog skoka u Poasonovom procesu {N;,t > 0}. Stavimo da je
7o = 0. Vazi
N,_= lim Ny=:-1,71>1.

S—Ti,8<T;

Tada imamo

t t ¢
/ Y (Ns_, s,w)dM, = / e (14 w)N-dN, — / e (14 w)Ve-ds =
0 0 0

Nt Ny Ti t
=Y e 1wV =y / e (1+w)Vods — / e (1+w)Vomds =
i—1 i=1 Y Ti—1 TN
Nt Nt T t
=Y e (1t w) T - Z/ e (14 w)'ds — / e (14 w)ds =
i—1 i=1 Y Ti—1 TNt
Nt ) N [T — e Timw N W T TN W
_ Tiw 1 7 1 71— 1 t =
;e (1+w) +;( +w) ( » )+( +w) ( » )
e®a+w)N -1 Y(N,tw)—1
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4.4 Aproksimacija pomocu ortogonalnih polinoma
4.4.1 Aproksimacija vektora iz separabilnog Hilbertovog prostora

Teorema 4.5. Neka je H separabilan Hilbertov prostor i {e;}ien ortonormirana baza
tog prostora. Tada svako x € H mozZemo zapisali u obliku

oo
Tr = E Xi€q,y
i=1

gde su ovi koeficijenti x; dati sa formulom x; = (x,e;). Na osnovu Parsevalovog
identiteta vazi ||z]|? = oo, |i|* < co. Tada vazi

n 2

Tr — E €T;€;

=1

— 0,n — 0.

Na primer za prostor H mozemo uzeti

L*R) = {f: R—>R|/ r)|?dr < oo}
Takode mozemo uzeti prostor
PR = {f R RI [ @) < o0},

. 2 ve . . . .
gde je du = e dxr Gausova mera. Bazu ovog prostora ¢ine Hermitovi polinomi, za

koje vazi
_J 0, L#J;

Ako normiramo Hermitove polinome, dobijamo ortonormiranu bazu
H; H;

= — y

IHl - \/2ul/m

Tada svaku funkciju f € L*(R, 1) moZzemo zapisati u obliku

= Z fihi(x)

hi:

i=0,1,2, ...

Koeficijente f; racunamo formulom

—/ f(z)hi(x)e™™ dm/ f(x ) *xde,i:O,l,Z,...
—0 2’2‘

322
Primer 4.5. Posmatrajmo funkciju f(z) = e~ 2 € L*(R,pu). Grafik ove funkcije
izgleda ovako.

38



-4
U programskom paketu Mathematica smo izracunali aproksimacije, odnosno parci-

jalne sume f(z,n) =>"" fihi(z). Na primer za n = 1,2,3,4,5 su

2

f($’1>: g

f($,2>:\/§—%

2 —2+42°
f(a:,3>=\/;—%¢;

2 —244x% 12 —48x2 + 1624
flx,4)=4/= — + )
3 616 1446

Na sledeé¢im slikama su prikazane aproksimacije za n = 5,10 i 50.

1.
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I L |

-4 -2

Vidimo da veé¢ 10 sabiraka dobro aproksimira funkciju, a za 50 originalna funkcija i
aproksimacija se poklapaju.

Primer 4.6. Posmatrajmo funkciju f(x) = { (1)’ ;{njée[_l’l]; Grafik ove funkcije
ovako izgleda.
1.5
0.5;
= = , 1 2
sl

I ovaj primer smo izracunali u programskom paketu Mathematica. Parcijalne sume
fla,n) =" fihi(x) zan=1,2,3,4,5 su

fz,1) = erf(1) = 0.842701
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4x% — 2
2e\/T

42% —2

f(z,3) = erf(1) — evr

4a® —2 162" — 4822 + 12
2e\/T * 48e\/T

4a® —2 162" — 48z% + 12
2e\/m i 48e+/T

Na slede¢im slikama su prikazane aproksimacije za n = 5,10, 50 i 100.

f(z,2) =erf(1) —

f(z,4) =erf(1) —

f(z,5) =erf(1) —

15
i

RN

05

-05%

15

05

-05%
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1.5

/\Vg-;vf\
/ 05; \
T VAR
-05¢L
151
P 2\
/ 05| \
TANVAN ‘ JAVIVAY
2 \J/ \/—1 1\/ ./ 2
-05¢L

U ovom primeru originalna funkcija i aproksimacija se ne poklapaju, ali vidimo da
kako pove¢avamo n aproksimacija postaje bolja, i kad n — oo aproksimacija ¢e teziti
ka originalnoj funkciji u L*(R, x) normi.
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4.4.2 Aproksimacija raspodele slucajne promenljive

Sad ¢emo analizirati sluc¢aj kad uzmemo prostor H = L*(f2), prostor slu¢ajnih pro-
menljivih sa konaénom disperzijom. Preciznije,

L*(Q) ={Z:Q — R|E(Z?) < oo},
gde je
B(Z) = [ 1Z@)PaPw) = [ |:PdFA(2)
Baza ovog prostora su ortogona?ni polinomi koji za]iovoljavalju sledece
E(®,(2)2,(Z)) = Ybmn,m,n € N, (8)

gde je

Kada je Z apsolutno neprekidna slucajna promenljiva, tada funkcija gustine postoji,
i dFy(z) = p(z)dz a ortogonalnost mozemo napisati na sledeéi naéin:

E(®,,(2)%,(2)) = /@m(z)@n(z)p(z)dz = YnOmn, m,n € N.
Analogno, kada je Z diskretna slu¢ajna promenljiva, tada ortogonalnost ovako izgleda:
E@u(2)00(2) = 3 @0 (5)®n(20)ps = Ym0 € N,
Ali u oba slucaja koristi¢emo notaciju:
BU2) = [ fG)aFa(e)

®,,(2) su ortogonalni polinomi sa funkcijom tezine p(z), koja je istovremeno i funkcija
gustine odnosno raspodela verovatnoca slucajne promenljive Z. U sledecoj tabeli su
prikazane raspodele za odgovarajuce ortogonalne polinome.

Raspodela sluc¢ajne promenljive Z Polinomna baza ® Nosac
Normalna Hermitovi polinomi (00, 00)
Gamma Laguerreovi polinomi la, 00)
Beta Jacobijevi polinomi [a, D]
Uniformna Legendreovi polinomi [a, b]
Poasonova Charlierovi polinomi {0,1,2,...}
Binomna Krawtchoukovi polinomi | {0,1,2,..., N}
Negativna binomna Meixnerovi polinomi {0,1,2,...}

Primer 4.7. Neka je Z : N(0,1). Tada je funkcija gustine
L2
z) = ez,
pl2) = 7=
Relacija (8) tada definige stohasticke Hermitove polinome {H,,(Z)}, i baza je
Ho(Z)=1,H\(Z) = Z, Hy(Z) = Z* — 1, Hy(Z) = Z° - 32, ...
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Primer 4.8. Neka je Z : U(—1, 1) uniformno raspodeljeno na intervalu (—1,1). Tada
i ze 1]
99 )

" . Relacija (8) tada definise Legendreove

pmmmmmw@:{OZ#Hu

polinome {P,,(Z)}, i baza je

3 1
P(Z)=1,P(Z) = Z P(Z) = 522 T

Iz relacije (8) vidimo, da ortogonalne polinome mozemo uzeti kao bazu, kada zelimo
da aproksimiramo neku funkciju, koja zavisi od poznate slucajne promenljive Z. To
¢emo ovde definisati.

Definicija 4.1. Neka je Z sluc¢ajna promenljiva sa poznatom raspodelom i f : R — R
merljiva funkcija. Nosac slucajne promeljive Z je 1. Jaka polinomna ekspanzija je
In(Z) € Py(Z), gde je Pn(Z) prostor polinoma do stepena N, za koji vazi

1£(Z) = fx(2)]| = 0, N = oo

Za jaku polinomnu ekspanziju mozemo uzeti ortogonalnu projekciju. Tada

fx = " Riu(2), Ji = —B([(2)04(2),
0 Tk

gde su @ (7) ortogonalni polinomi, a 7 je norma k-tog ortogonalnog polinoma. Pos-
tojanja i konvergencija ove projekcije sledi direktno iz klasi¢ne teorije aproksimacije,
tj.

1f = fnll = 0,N — oo, (9)
gde je norma || - || definisana kao L*-norma na prostoru L?(Iz), I, C R snabvedenog
merom dF,.

WW=IU@W&@=MWQ)

Kada polinomna ekspanzija fx konvergira u normi (9), tada fy konvergira ka funkciji
f u verovatnodi, tj. fx(Z) & f(Z), N — oo, to implicira konvergeniju u raspodeli,
tj fn(2) = f(Z),N = 0.
Ovo ¢emo prikazati na jednom primeru.
Primer 4.9. Neka je Y = ¢ gde X : N(u,0?) . Tada Y ima lognormalnu raspodelu.
Funkcija gustine ove raspodele je

1 OB

= e 20 5 Z O
Py (y) yO'\/% Y

Uzmimo slu¢ajnu promenljivu Z : N'(0,1). Tada X = u+0Z 1Y = f(Z) = ete’?.
Za bazu uzmemo Hermitove polinome. Tada jaka polinomna ekspanzija ima oblik

Nk
2 g

Yn(Z) = el t(0?/2) E :ka(Z)‘
k=0

U programskom paketu MatLab smo izracunali ove ekspanzije za N = 3,5,7,10. Na
slede¢em grafiku su one prikazane.
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Lognormalna raspodela

450

400

350

300

250

Y@)

200

150

100

50

-10 -8 -6 -4 -2

Vidimo da ova polinomna ekspanzija dobro aproksimira originalnu raspodelu, a veé¢
za N = 10 ekspanzija i originalna raspodela se poklapaju.

Kada je u pitanju jaka polinomna ekspanzija, mi znamo informacije i o funkciji f
i o raspodeli sluc¢ajne promenljive Z, i znamo kako izgleda raspodela za f(Z). Ali
ponekad mi ne znamo ove informacije, tj. ne znamo zavisnost izmedu f i Z. [ u ovom
slucaju mozemo napraviti nekakvu aproksimaciju, ali konvergencija ¢e biti slaba. Ovo
¢emo sad preciznije definisati.

Definicija 4.2. Neka je Y data slucajna promenljiva, ciju raspodelu znamo, i neka
je Z sluc¢ajna promenljiva iz skupa raspodeli koje odreduje neku familiju ortogonalnih
polinoma. Slaba polinomna ekspanzija je Yy € Py, gde je Py(Z) prostor polinoma
do stepena N, za koju vazi da Yy konvergira ka'Y u slabom smislu, tj. u verovatnoci.

Iz jake polinomne ekspanzije sledi slaba polinomna ekspanzija, dok obrnuto ne mora
da vazi. Slaba polinomna ekspanzija nije jedinstvena.

Ako znamo raspodelu za Y, ali ne znamo tacno funkcionalnu zavisnost izmedu Y i
Z tada ne mozemo koristiti ortogonalnu projekciju. Tj. za N-tu parcijalnu sumu od
polinomne ekspanzije

N
Yy = Z akq)k(Z)a
k=0

gde su koeficijenti dati sa

ay = iE(YCI),C(Z)),I{::0,1,...,N, (10)
Vk
ne znamo izrac¢unati, posto ne znamo na koji nacin Y zavisi od Z. Da bi to mogli
izracunati trebace nam sledeca teorema.
Pomocu niza realizacija uniformne (0, 1) raspodele, moze se u opstem slucaju dobiti
niz realizacija slucajne promenljive X sa proizvoljnom raspodelom. Ovo se bazira na
slede¢em tvrdenju.
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Teorema 4.6. Neka slucajna promenljiva X ima uniformnu U(0, 1) raspodelu i neka
je funkcija raspodele F neprekidna i strogo rastuca. Tada slucajna promenljiva Y =

F~YX) ima funkciju raspodele F.

Dokaz. Kako je F neprekidna i strogo rastucéa, postoji inverzna funkcija F~!: [0,1] —
R. Tada je

Fy(y) = P(Y <y) = P(F(X) <y) = P(X < F(y)) = F(y).
O

Raspodela sluc¢ajne promenljive Y je Fy : Iy — [0,1], aza Z je Fy : I — [0,1].
Tada U = Fy(Y) = Fz(Z) ~ U(0,1). Slucajne promenljive tada mozemo na sledeéi
naéin izraziti: Y = F,,'(U) 1 Z = F,;*(U). Sad mozemo (10) zapisati u ekvivalentom
obliku

1 1 [
ar = —Ey(Fy  (U)2r(F7 ' (U))) = —/ FyH (u)u(Fy* (u))du. (11)
Tk Ve Jo

U gornjoj jednakosti umesto Y = F}-'(U) mozemo koristiti i Y = Fy ' (Fz(Z)), i u
tom slucaju (11) postaje

1 1

ar = —Ey(Fy ' (F7(2))2(2)) = —/ Fy ' (F(2))24(2)dFy(Z).

Yk Ve J1,

Konvergencija slabe polinomne ekspanzije sledi iz sledeceg tvrdenja.

Teorema 4.7. Neka je Y slucajna promenljiva sa funkcijom raspodele Fy = P(Y <
y) 1+ BE(Y?) < oco. Neka je Z slucajna promenljiva sa funkcijom raspodele Fy =
P(Z < z) i E(|Z]*™) < c0,¥Ym € N tako da baza polinomne ekspanzije je ®,,(Z) 1
vazi Ez (P (2)P,(Z)) = Yn0mn, Ym,n € N. Neka je

Yy =) ax®(Z), (12)
gde su
0 = %EZ(Fyl(FZ(Z))qu(Z)), k=0,1,.. N. (13)

Tada Yy konvergira u verovatnoci ka Y. Takode, YN konvergira i u raspodeli ka Y .

Dokaz. Neka je B
Y £ G(Z) = Fy ' (Fz(2)),

gde G2 FyloFy: Iy — Iy. Y ima istu raspodelu kao i Y, tj. Fo = Fy i Y =P Y i
E(Y?) < co. Odavde sledi da

B = [ aR) = [ (@)l [ (A < oo

Iz
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Dalje, Y = G(Z) € L%(I;). Kako (12) i (13) odreduju ortogonalnu projekciju od
Y, Yy konvergira jako (u srednje-kvadratnom) ka Y, §to implicira konvergenciju u
verovatnodi, sto dalje implicira konvergenciju u raspodeli. ¢

Ovo ¢emo pokazati na primerima.

Primer 4.10. Neka je Y slucajna promenljiva sa Beta raspodelom. Tada je funkcija
gustine

ply) =CL—y)*(L+y)",y >0,

za normalizirajuéu konstantu C' > 0. Tada ako uzmemo za bazu Jacobijeve polinome,
onda imamo jaku polinomnu ekspanziju. Ovo smo veé videli kako se racuna, pa zato
uzmimo neku drugu bazu. Na primer uzmimo Hermitove polinome za bazu. U ovom
slucaju imamo slabu polinomnu ekspanziju. Tada moramo numericki aproksimirati
(11). Na slede¢im grafikonima su prikazane ove polinomne ekspanzije za n = 5,7, 15.

Aproksimacija eksponencijalne raspodele

20 T

0/ 4

Y@)

.60 F 4

-80 [ 1

-100 [ 4
—— eksponencijalna raspodela

aproksimacija

120 L L L L L L L
0 1 2 3 4 5 6 7 8

Aproksimacija eksponencijalne raspodele

450

400

350 /Z
300 1
250 1

g 200 F ~
150 | 1

100 1

50 1

= eksponencijalna r
aprc
50 L L L L L L L

o
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1400 Aproksimacija eksponencijalne raspodele

1200

1000

600 i

Y(2)

200 1

0 [~ == eksponencijalna r N

e AP C

200 L L L L L L L
0 1 2 3 4 5 6 7 8

Iz grafikona vidimo da kad pove¢avamo n aproksimacija postaje bolja.

Primer 4.11. Neka je Y slucajna promenljiva sa eksponencijalnom raspodelom.
Tada funkcija gustine

ply) =e ¥,y =>0.

Uzmemo Hermitove polinome za bazu. U ovom slucaju imamo slabu polinomnu
ekspanziju. Tada moramo numericki aproksimirati (11). Na sledeéim grafikonima su
prikazane ove polinomne ekspanzije za n = 5, 10, 15.

Aproksimacija eksponencijalne raspodele

700
600 [
500 [
400
S
>
300 [
200 [
100 beta raspodela
aproksimacija
0
0 1 2 3 4 5 6 7 8
z
05 X 104 Aproksimacija eksponencijalne raspodele
0
0.5 [ 1
8 L J
T 1
15 1
2F
beta raspodela
s aproksimacija
25 L L L L L L L
0 1 2 3 4 5 6 7 8
z

49



«10%4 Aproksimacija eksponencijalne raspodele

T

Y(2)

beta raspodela
aproksimacija

0 1 2 3 4 5 6 7 8

Iz grafikona vidimo da kad pove¢avamo n aproksimacija postane bolja.

Ovi primeri pokazuju da i slaba polinomna aproksimacija daje dovoljno dobre rezul-
tate.
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5 Zakljucak

Cilj ovog master rada je bio da primenimo ortogonalne polinome u stohasticko]
analizi. Prva primena se odnosila na izra¢unavanje verovatnoce prelaza iz i-tog u j-to
stanje kod procesa radanja i umiranja. Tamo smo videli da se u tim verovatno¢ama
pojavljuju ortogonalni polinomi.

Druga primena, analogno prvoj, je bila izracunavanje verovatnoce prelaza iz
i-tog u j-to stanje kod sluc¢ajnog hoda.

Treca primena je bila primena ortogonalnih polinoma u teoriji stohasticke in-
tegracije. Pomoc¢u Hermitovih polinoma lako se izracunava integral u odnosu na
Braunovo kretanje. Za integrale u odnosu na Poasnov procesa moramo koristiti Char-
lierove polinome.

Zadnja primena je bila aproksimacija raspodele slucajne promenljive pomocéu
ortogonalnih polinoma. Prvo smo pokazali kako se aproksimiraju vektori iz sepa-
rabilnog Hilbertovog prostora. Za slucajne promenljive iz prostora promenljivih sa
kona¢nom varijansom postoje dve polinomne ekspanzije, koje smo koristili: jaka i
slaba polinomna ekspanzija. Za jaku polinomnu ekspanziju mozemo koristiti ortog-
onalnu projekciju. Kod slabe polinomne ekspanzije ne znamo vezu izmedu slucajne
promenljive koju aproksimiramo i slucajne promenljive koja se poljavljuje u bazi poli-
nomne ekspanzije. Zato moramo drugacije racunati ovu ekspanziju. Ovo smo pokazali
i na primerima, za koje smo smo koristili programski paket MatLab.

Zakljucak ovog rada je da pomocu ortogonalnih polinoma lakSe racunamo
neke verovatnoce stohastickog procesa, i mozemo zadati formule za stohasticke in-
tegrale, i na kraju pomoc¢u ovih polinoma mozemo aproksimirati raspodelu slucajne
promenljive, samo treba na pogodan nacin izabrati optimalnu polinomnu bazu za
datu raspodelu.

o1



Literatura

1]

2]
3]

[4]

[9]

[10]

[11]

[12]

[13]
[14]

[15]

[16]

Ferenc Bartha, Oravdzlatok o Matematikai Médszerek a Fizikdban 2.
eloadasokhoz

[.S. Gradshteyu, I.M. Ryzhik, Table of Integrals, Seriers and Products, 2007

Mourad E.H. Ismail , Classical an Quantum Orthogonal Polynomials in One
Variable, Cambridge University Press, 2005

Kiyosi 1to, Multiple Wiener Integral,Journal of the Mathematical Society of
Japan Vol. 3, No. 1, May, 1951.

Dunham Jackson, Fourier Series and Orthogonal Polynomials, The Mathemat-
ical Association of America, 1941

G. Kewlani, J. Crawford, K. lagnemma, A polynomial chaos approach to the
analysis of vehicle dynamics under uncertainty

Kurili¢ M., Osnovi opste topologije, Univerzitet u Novom Sadu, Novi Sad, 1998

Wuan Luo, Wiener Chaos FExpansion and Numerical Solutions of Stochastic
Partial Differential Equations, In Partial Fulfillment of the Requirements for the
Degree of Doctor of Philosophy, California Institute of Technology Pasadena,
California

Nedeljkov M., Parcijalne diferencijalne jednacine, Univerzitet u Novom Sadu,
Novi Sad, 2004

Anthony O’Hagan, Polynomial Chaos: A Tutorial and Critique from a Statis-
ticians Perspective

Nicolas Privault, Wim Schoutens, Krawtchouk Polynomials and Iterated
Stochastic Integration

Danijela Rajter—éirié, Verovatnoca, Univerzitet u Novom Sadu, Prirodno-
matematicki fakultet u Novom Sadu, Novi Sad, 2009

Giovanni Sansone, Orthogonal Functions, Dover Publications, New York, 1991

Wim Schoutens, Stohastic Processes and Orthogonal Polynomials, Springer,
New York, 2010

Gébor Szeg6, Orthogonal Polynomials, American Mathematical Society Provi-
dence, Rhode Island, 1939

Piyush. M. Tagade, Han-Lim Choi,A Generalized Polynomial Chaos-Based
Method for Efficient Bayesian Calibration of Uncertain Computational Mod-
els, Inverse Problems in Science and Engineering Vol. 00, No. 00, Month 200x,
120

52



[17] Dongbin Xiu, Numerical Methods for Stohastic Computations, Princeton Uni-
versity Press, Princeton and Oxford, New Jersey, 2010

93



Appendix

U ovom appendixu bi¢e predstavljeni svi kodovi koje smo koristili u Mathematici i u
MatLabu.

Slede¢i kodovi smo koristili za izcrtavanje ortogonalnih polinoma.

H[D, ] =1;
H[1, x ] =x;

Hln ,x] :i=x+H[n-1, x]-(n-1)*H[n-2, x]
Table[H[n, x], {n, 0, 5}]

{1, %, -1+%%, -2x-x(-1+x%), -3 (-1+x%) sx (-2x-x[-21:x%)), -9 (-2x+x (-1:%°)) +x (-3 [-1+x%) sx [-2x-x (-1-%7)))]}

Plot[Evaluate[Table[H[n, x], {n, O, 5}]], {x, -2.5, 2.5}, PlotRange » {-10, 10}, PlotStyle » {Red, Orange, Yellow, Darker[Green], Blue, Purple}]

Plot [Evaluate[Table[LagunerreL[n, x], {n, 0, 5}11, {x, -5, 15}, PlotRange =+ {-20, 50},
Plot5tyle + {Red, Orange, Yellow, Darker[Green] , Blue, Purple}]

Plot [Evaluate[Table[JaccbiP[n, 1, 1, x], {n, 0, 5}]11, {x, -1, 1}, PlotRange -+ {-1.5, 1.5},
PlotStyle -+ {Red, Orange, Yellow, Darker[Green] , Blue, Purple}]

Plot[Evalunate [Table [HermiteH[n, x], {n, 0, 5311, {x, -2.5, 2.5}, PlotRange - {-130, 130},
PlotStyle » {Red, Orange, Yellow, Darker|[Green] , Blue, Purple}]

Charlier[n , x ] = (-1} *nsn! «LagnerrelL[n, -1-x, x] =+ (-1)

1) n: LaguerreL(n, -1-x, x]

(-1} n1 LaguerreL[n, -1 - x, x]

-13" n ! LaguerreL(n, -1 - x, x]

|

Plot[Evaluate[Table [Charlier[n, x], {n, 0, 5}11, {x, 0, 5}, PlotRange —» {-150, 170},
PlotStyle » {Red, Orange, Yellow, Darker[Green] , Blue, Purplel}]

Ove kodove smo koristili kod primera (4.5) i kod primera (4.6) za aproksimaciju
vektora iz separabilnog Hilbertovog proostora.

flx]:=e T

kf[n ] := Integrate[(f[x]+HermiteH[n, x])/E*x*2, {x, -Infinity, Infinity}]/(2%*n+ni+Sqrt[Pi])

hix , n ] := Som[kf[i]+HermiteH[i, x], {i, 0, m}]

hix, 5]

| R - -

/2 -2:4x* 12-48x*:16x°

s +

V3 646 144 486
2 -2+4x? 12-48x*:16x*

Plot[{f[x], C} ¥: } {x, -5, 5}, PlotRange > {0, 1}, PlotStyle - {Red, Darker[Green]}]
3 6 V6 1246
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hix, 10]
Ty - - -
| -2-4x? 12-48x®-16x' -120-720x°- 480 x* - 64 x"

2 5 i :
N = - [1680-13440 x® - 13440 %' - 3584 x® - 256 %) / (2482832 V6 | -
N 3 66 1448 5184 46 : £ :

[-30240+ 502400 x* - 403200 x* - 161280 x° - 23040 x* - 1024 ') / (14929 920 /6 |

2 -24+4x® 12-48x*+16x' -120+720x" - 480 x* + 64 x°
Plot[{f[xl, = + = +
3

G 124 51846
(1680 - 13440 %% + 13440 x* - 3584 x° 1 256 x"}/ (243 832 e ) =
(-30240+ 302 400 x* - 403200 x* + 161280 x° - 23040 = + 1024 x“‘}/ (14929 920 V6 )}, {x, -5, 5},

PlotStyle - {Red, Darker[Green] }]

Plot[{f[x]1, hx, 501}, {x, -5, 5}, PlotStyle - {Red, Darker[Greenl}]

-glx]:=If[-12x21,1, 0]

kf[n ] := Integrate[(g[x]+*HermiteH[n,6 x])/E”*x"2, {x, -Infinity, Infinity}]/(2*nznl+Sqgrt[Pi])
hix , n ] := Sum[kf[i]+HermiteH[i1, x], {i, O, =n}]
hix, 5]

-2-4x 12-48xf:16x}
- ¥ +ErfI1]
zenn s@en

-2:4x* 12_48x%:16xt

+
2em 18evn

E’lotE{g[x], o +Erf{1]}, {x, -2, 2}, PlotRange + {-0.5, 1.5}, PlotStyle - {Red, Darker[(}reen]}]

Plot[{g[x], h[x, 101}, {x, -2, 2}, PlotRange + {-0.5, 1.5}, PlotStyle » {Red, Darker[Green]}]
Plet[{g[=], hix, 501}, {x, -2, 2}, PlotRange -+ {-0.5, 1.5}, PlotStyle » {Red, Darker[CGreen]}]
Plot[{g[x], hIx, 1001}, {x, -2, 2}, PlotRange » {-0.5, 1.5}, PlotStyle » {Red, Darker[Green]}]

Ove kodove smo koristili za izcrtavanje jake i slabe aproksimacije slucajne promenljive.

'5kanction strongl
LW = 'linewidth':FS5 = 'fontsize'; M5 = 'markersize';
z = chebfun('z", [-10 101};
N=10:H=[1,=]*
Flfor n = 1:N-1
H{:,n+2) = z.*H({:,n+1l) - n*H({:,n):
rend
rho = exp(-z.72/2):; rho = rho/sum{rho); % Gustina Normalne raspodele

W= exp(-2.72/4); w = w/sgrt{sum(w."2)); % koren iz gustine
HW = repmat{w, [1 HN+1]) .*H:
G = HW'*HW
mu = 1; sigma = 0.5; vy = exp(mut+sigma*z);
rhs = (repmat (rho, [1 H+1]).*H)"' * y; %*skalarni proizvod za y 1 H
¢ = rhs .S diag(G) fresi normalne jednacine
clf, ploc{[v,H*c],LW,2), title{'Lognormalna raspodela')
xlabel {'Z'}, ylabel ('Y (Z)"'}
-end
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Fﬁkunctiun weakl

LW = 'linewidth'; FS = 'fontsize'; MS = 'markersize';
N = 15;

FY = chebfun(@(v) l-exp(-v},[0 8]1):

z = chebfun ('z', [0 8] };

w = exp(-z."2/4) / sart(sum({exp(-z."2/2)))}; 3%kvadratni koren iz funkcije gustine

FZ = cumsum{ w."2 ) % raspodela za Z
FY = (FY-FY(0))/(FY(8)-FY(0}}:
FZ = (FZ-FZ(0))/(FZ(B)-FZ(0)):

FYinv = inv(FY); % 1lnverz

v = FYinv(FZ):

T = chebpoly (0:H, [0 B]):

WT = repmat (w,[1 N+1]).*T; wWy = w.*y;

c = WL \ wy

clf, plot([v,T*c],LH,2)

title ('Aproksimacija eksponencijalne raspodele')
xlabel ('Z'), ylabel ('Y (Z)"')

legend ({'eksponencijalna raspodela', 'aproksimacija', 'Location', '"southwest'}

- end

fa&unction weak?

LW = 'linewidth'; F5 = 'fontsize'; M5 = 'markersize';
N = 15;
FY = chebfun(@(y}) 1-v~2,[0 B]):

z = chebfun{'z', [0 8] }:

w = exp(-z."2/4) / sgrt(sum(exp(-z.72/2))): % kvadratni koren iz funkcije gustine

FZ = cumsum{ w."2 }; % raspodela za Z
FY = (FY-FY(0))/(FY(B)-FY(D)):
FZ. = (FZ-FZ(0))/(FZ(B)-FZ(0)}):

FYinv = inv(FY):; % inverz

y = FYinv (FZ);

T = chebpoly{0:N, [0 8]):

WI = repmat(w, [1 H+1]).*T; wy = wW.¥*y;

c = WL\ wy

clf, plot([v,T*c], LW,2)

title ('Aproksimacija eksponencijalne raspodele')

xlabel {('Z'}, vlabel('Y(Z)}')

legend {'beta raspodela', 'aproksimacija', 'Location’', 'southwest')

-end
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