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UuvoD

U skladu sa razli¢itim uslovima, investiciona odluka trebala bi da sadrzi sve
segmente na osnovu kojih se odluka moZe doneti. Osnovna karakteristika investiranja jeste
vreme, jedini nenadoknadivi resurs, u kome se odvija proces investiranja. Vremenski
period izmedu ulaganja u sadasnjosti i efekata koji se ocekuju u budu¢nosti je najceSce
veoma dugacak i odredujuce utice na valjanost celokupnog procesa [10]. Dakle, postoji
odredeni rizik koji se pojavljuje u investiranju. Prema Pierre Massel - u investiranje jeste
razmena neposrednog i izvesnog zadovoljenja od koga se odustaje, za nadu koju covek
dobija i koja se zasniva na investiranom dobru.

Donosenje teskih odluka je velika stvar. Rukovodstva kompanija Cesto Zele da
steknu svoj prvi podsticaj, pri ¢emu su prilicno Cesto nagradivani od strane akcionara koji
misle da je odlu¢no delovanje znak menadZera koji ¢e stvoriti dobru akcionarsku vrednost i
dobar ambijent za napredak kompanije. Ipak, pravi ishodi nisu sigurni zbog promene
trziSta, promena u sirovinama i trosSkovima energije, promena u tehnoloSkim planovima,
promena u ekonomskoj klimi itd. U cilju podrzavanja i motivisanja teskih odluka, brojne
metode su se razvile, a standardni pristupi podrazumevaju koriS¢enje metode neto
sadasnje vrednosti sa brojnim pretpostavkama o buduéem razvitku glavnih troskova i
profitabilnosti.

Samo mali broj odluka po¢ivaju na principu ,sad ili nikad“. Cesto je moguce odloZiti,
izmeniti ili podeliti sloZene odluke na strateske delove koji mogu proizvesti znacajne efekte
i samim tim znacajno smanjiti nesigurnost. U takvim slu¢ajevima moZemo se posluziti
teorijom realnih opcija. U prvom delu rada definiSu se fazi skupovi i njihove osobine, a
drugi deo rada sadrzi pregled teorije realnih opcija sa stanovista fazi logike.

Cesto postoji neizvesnost u pogledu ulaznih podataka neophodnih za donos3enje
odluke. Takode, u odredenim situacijama odluka se donosi na osnovu iskustva, intuicije i
subjektivne procene odredenih parametara od strane donosioca odluke. Pri donosSenju

1 Pierre Benjamin Daniel Masse (1898 - 1987) je bio francuski ekonomista, inZinjer, primenjeni matematicar i
visoki zvanicnik u Vladi Francuske.
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odluka u uslovima neizvesnosti i rizika koristili su se metode teorije verovatnoce. Medutim
pojavila se teorija fazi skupova koja predstavlja pogodan matematicki aparat za uspesniju
formulaciju neizvesnosti, nesigurnosti i subjektivnosti.

Fazi logika se nastavlja na klasi¢nu logiku, odnosno klasi¢na logika je specijalan
slucaj fazi logike. Dok u dvovrednosnoj logici jedan element pripada ili ne pripada
odredenom skupu, u fazi logici je to malo drugacije. U fazi logici elemenat u odredenoj meri
pripada pojedinom skupu. Drugim re¢ima, jedan elemenat moZe da pripada ve¢em broju
skupova pri ¢emu se razlikuje u ,jacini pripadnosti“. U ovom radu bi¢e opisano delovanje
fazi skupova na vrednost realnih opcija koje se koriste u investicionom odlucivanju.

Prvo poglavlje rada nas uvodi u same pocetke fazi misli. Kroz prvo poglavlje
vide¢emo ko je tvorac fazi logike, kada je ona nastala i kakve vrste neizvesnosti su dovele
do pojave fazi logike. Upozna¢emo se sa principom nekompatabilnosti i na samom kraju
prvog poglavlja vide¢emo razvoj fazi misli kroz istoriju.

Drugo poglavlje rada pocinje izlaganjem o osnovnim pojmovima fazi misli. U okviru
tog poglavlja upoznacemo se sa fazi skupovima i njihovim osobinama. Nakon fazi skupova
fokus se stavlja na fazi brojeve koji predstavljaju specijalan slucaj fazi skupova. U tom delu
rada upoznacemo se sa vrstama fazi brojeva od kojih ¢emo izdvojiti dve vrste: trougaoni
fazi broj i trapezoidni fazi broj. Izdvajanje ove dve vrste se vrsi zbog njihove Siroke primene
u praksi, a samim tim i u vrednovanju realnih opcija. U drugom poglavlju dat je pregled fazi
relacija, fazi o¢ekivane vrednosti, fazi varijanse i fazi kovarijanse.

Trece poglavlje rada pocinje sa razmatranjem razli¢itih modela i metoda u
vrednovanju realnih opcija. Prvi metod koji ¢e se obraditi jeste metod neto sadaSnje
vrednosti (NSV) koji predstavlja nefleksibilan metod. Nakon njega, upoznajemo se sa prvim
fleksibilnim modelom koji se koristi u vrednovanju realnih opcija (ROV) a predstavlja
prosirenje Black - Scholes-ovog modela (neprekidni model). Sledec¢i model koji se u ovom
poglavlju obraduje jeste fazi model vrednovanja realnih opcija (FROV) koji predstavlja
proSirenje ROV modela uvodenjem fazi skupova i fazi brojeva. Na samom Kkraju ovog
poglavlja upoznac¢emo se sa diskretnim modelom koji se koristi u vrednovanju realnih
opcija, a nosi naziv Binomni model.

Cetvrto poglavlje rada donosi metod fazi isplativosti kao najnovije metode
vrednovanja realnih opcija. U njemu se opisuje motivacija nastanka metode, nakon Cega se
prelazi na njegovu matematicku formulaciju. U okviru matematicke formulacije pojavljuju
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se pojmovi: fazi srednja vrednost pozitivnog dela fazi broja i verodostojna srednja vrednost
pozitivnog dela fazi broja. Cetvrto poglavlje sadrZi objasnjenje ovih pojmova. Na samom
kraju rada data su dva primera. Kroz njih je prikazana prakti¢cna primena metode fazi
isplativosti.

Sva potrebna racunanja i svi potrebni grafici uradeni su u programskim paketima
Matlab, Mathematica i Excel.

Pre nego Sto odpocnu redovi ovog naucnog rada Zeleo bih da iskaZem izuzetnu
zahvalnost svojoj mentorki prof. dr Ivani Stajner Papugi koja mi je u svakom trenutku pruZala
pomod, motivaciju, savete i razumevanje. Posebno joj se zahvaljujem na predloZenoj temi koja
je bila interesantna, inovativna i na znanjima koja mi je prenela tokom studiranja.

Zahvaljujem se prijateljima i kolegama koji su mi na bilo koji nacin pruZili sugestije,
pomo¢ i podrsku u toku mog studiranja.

Posebno i najdublje se zahvaljujem svojoj porodici, roditeljima i sestrama koji su mi
pruZzali beskonacnu podrsku i pomo¢ na mom putu usvajanja novih znanja.

Novi Sad, 2017. godine Radovan Lopusina
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1. ISTORIJAT RAZVOJA FAZI MISLI

Do pocetka osamdesetih godina cesto je stavljeno na stranu postojanje raznih
vidova neizvesnosti, nepodloZnih izraZavanju jednom jedinom dimenzijom verovatnoce,
iako je joS od ranije poznata mnogostrukost koncepcija i pojmova verovatnoce. Kahneman i
Tversky (1982.), pod uticajem Heiderove teorije atribucije, piSu o neizvesnosti i pripisuju
neizvesnost spoljaSnjem svetu ili naSem stanju znanja. Eksterna (objektivna) neizvesnost
se pripisuje dispozicijama objektivne stvarnosti, a interna (subjektivnha) neizvesnost se
pripisuje stanju znanja odnosno neznanja. Kahneman i Tversky ukazuju na Cetiri varijante
neizvesnosti s obzirom na nacin njihovog ocenjivanja. Ova cetiri vida neizvesnosti ne
iscrpljuju sve, niti isklju¢uju mesovite vidove neizvesnosti. Njihovo razlikovanje je znacajno
stoga Sto zakoni teorije verovatnoce nisu jednako primenljivi na razli¢ite vidove
neizvesnosti.

Na raznorodnost neizvesnosti i nepodloZnosti raznih vrsta neizvesnosti
predstavljanju posredstvom verovatnoce ukazivao je i George Klir (1988.). Vrstama
neizvesnosti Klir smatra:

e nespecificnost,

e rasplinutost,

e disonancui

e konfuziju.

Verovatnoca u kontekstu bajesovskog pristupa, prema njegovom uverenju, podesna
je samo u sluéaju disonance, Dempster - Saferova verovatno¢a je prikladna za
nespecii¢nost, disonancu i konfuziju, dok se rasplinutost njima ne moZe obradivati, te je u
tu svrhu neophodna rasplinuta (fazi) logika.

Smisao, vrednost, nacin i proces reSavanja problema odlucivanja u oblasti
strategijskog upravljanja odredeni su kulturnim, socijalnim, vremenskim, vrednosnim ali i
logickim kontekstom. Pre viSe od tri decenije razvijena je rasplinuta (fazi) logika. Koncept
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fazi logike osmislio je Lotfi Zadeh?, profesor na Univerzitetu u Kaliforniji i predstavio ga ne
kao kontrolnu metodologiju ve¢ kao nacin obrade podataka tako Sto se dozvoljava
delimi¢na pripadnost nekom skupu umesto jasne pripadnosti ili nepripadnosti. Prvi rad
posvecen fazi logici objavio je Zadeh joS davne 1965. godine pod naslovom ,Fazi skupovi“
koji je objavljen u prestiZnom medunarodnom casopisu ,Information and control”. Ovaj
pristup teoriji skupova nije bio primenjen na upravljanje sistemima do 70-tih godina zbog
nedovoljnih sposobnosti racunara tog vremena. Profesor Zadeh je zastupao misljenje da
ljudima nisu potrebne precizne i numericki ta¢no definisane informacije, a da su oni ipak
sposobni za visoko adaptivno upravljanje. S tim u vezi, profesor Zadeh je tvorac i Cesto
citiranog principa nekompatabilnosti koji glasi:

,Sto se blize posmatra realan problem, njegovo resenje
postaje sve vise fazi."

Ovaj princip se moZe uzeti za jednu od centralnih
tema istrazivanja i prakti¢cnih primena fazi skupova i fazi
tehnologija. Za simuliranje racionalnog zaklju¢ivanja u
uslovima neodredenosti ponudeno je dosta metoda, koje su
u praksi pokazale sa manje ili vise uspeha (faktor
pouzdanosti, Bajesova verovatnoca, fazi koncept). Fazi
tehnologije predstavljaju pokuSaj da se neprecizne informacije predstavljaju i obraduju
pomoc¢u racunara, ¢ime bi se obezbedila prisnija veza izmedu Ccoveka, koji po prirodi

Lofti Zadeh (1921. -2017. )

ovakve informacije koristi, i racunara koji manipuliSe iskljuivo brojevima i fiksnim
simbolima. Zbog toga su fazi tehnologije orijentisane ka cCoveku, i ¢esto se nazivaju
humanim tehnologijama.

Neki od najznacajnijih dogadaja iz istorije fazi skupova su svakako: pocetak
izuCavanja fazi logike u Japanu 1972. godine, razvoj prvog industrijskog kontrolera od
strane Mamdanija u Londonu 1974. godine, kao i prva prakti¢na realizacija fazi kontrolera
za upravljanje proizvodnjom cementa 1980. godine od strane danske kompanije Smidth.
Zbog izuzetno prakti¢ne orjentacije japanskih istrazivaca, inZenjera i drugih struc¢njaka, fazi

2 Lofti Aliasker Zadeh je matematicar, elektrotehnicar, naucnik i istrazivac¢ vesStacke inteligencije, profesor na
Univerzitetu Kalifornija, Berkli.
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inZenjerstvo se u Japanu razvilo u mo¢nu nau¢nu granu. Godine 1985. formirano je
Medunarodno drustvo za fazi sisteme, a 1989. u Jokohami osnovan je LIFE - medunarodni
istrazivacki institut koji je pored najboljih japanskih istrazivaca okupljao i istraZivace u
oblasti fazi sistema iz celog sveta.

Od kraja osamdesetih do danas fazi tehnologije su se stalno razvijale. Tako danas
postoje realizovani sistemi koji upotrebljavaju ove tehnologije u sklopu fazi baza podataka,
fazi sistema za obradu slike, fazi ekspertskih sistema, fazi sistema za podrsku pri donoSenju
odluka, fazi sistema za kvalitativno modeliranje, fazi analizu podataka, identifikaciju
sistema i uopsStavanje podataka.
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2. UVODNI POJMOVI

U ovom delu rada dat je pregled pojmova vezanih za fazi aritmetiku, odnosno fazi
skupove. Pored fazi skupova predstavljeno je objaSnjenje fazi brojeva koji predstavljaju
specijalan slucaj fazi skupova. U okviru ovog poglavlja pojasni¢emo i fazi relacije, fazi
srednju vrednost i fazi varijansu Cije razumevanje je neophodno za dalju obradu rada.
Literatura kori$¢ena pri izradi ovog poglavlja rada [2,3,5,9,13,17,18,25,26].

Tradicionalni ekonomski modeli zasnovani su na klasicnoj matematici utemeljenoj
na aristotelovskoj dvoelementnoj logici. Sa pojavom fazi matematike, kao sredstva za
modeliranje pojave koje su proZete neodredenosS¢u i nekompletnoS¢u, stvara se mnogo
adekvatnijji okvir za modeliranje ekonomskih pojava. Novi koncept je rezultirao pojavom
pribliZznog rezonovanja i fazi sistema kontrole koji su se pokazali kao efikasno sredstvo pri
donosenju odluka u uslovima neodredenosti.

U aristotelovskom konceptu, odredeni element ili pripada ili ne pripada nekom
skupu, tre¢e mogucnosti nema. Medutim, ovako precizan pristup nije odgovarajuci za
modeliranje pojava koje su proZete neodredenosc¢u. Poznat je Wang3-ov paradoks: ako je
x mali broj onda jetoix + 1. Ako je i x + 1 mali broj ondajetoi (x + 1) + 1. Tako dolazimo
do zakljucka da je milijarda mali broj, kao i beskona¢nost. ReSenje koje je mogla da ponudi
klasi¢na matematika bilo bi da se odabere proizvoljna, ali jasna granica izmedu skupa malih
i velikih brojeva. Pojam fazi skupa, potpuno suprotan pojmu tradicionalnog aristotelovskog
skupa, uvodi, kao Sto je ve¢ receno, Zadeh 1965. godine. Ovim konceptom se dopusta
nijansiranje stepena pripadnosti elementa odredenom skupu. KoriS¢ena literatura je [18].

U svakodnevnom jeziku u prenoSenju znanja i informacija pojavljuje se velika
nepreciznost i neodredenost, rasplinutost (eng. fuzziness). Karakteristike ,mlad“, ,zdrav®,
,nizak" su jednostavni primeri takvih termina. Npr. ako se uzme primer iz Zivota ,Devojka
ocenjujemo sa 8.7“ Fazi pristup, pored nepreciznosti, karakteriSe i postepenost prelaza iz
jedne u drugu krajnost, npr. od ukusnog do neukusnog jela. Lofti Zadeh je rekao: ,Kako

3 Hao Wang (1921. - 1995.) je bio kineski filozof i matematicar.
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sloZenost sistema raste, sposobnost da se donesu precizni, a istovremeno i znacajni iskazi o
njegovom ponasanju opada dok se postigne prag iza kojeg preciznost i znacajnost ne
postanu medusobno iskljucujuce karakteristike“.

2.1. FAZI SKUPOVI

U slucajevima kada je nemoguce napraviti jasnu razliku izmedu pripadnosti ili
nepripadnosti nekog elementa datom skupu, ne mogu se koristiti principi klasi¢ne teorije
skupova. Susret sa ovakvim situacijama u svakodnevnom Zivotu je veoma cest. U nastavku
je dat originalan primer: studentima Prirodno - matematickog fakulteta u Novom Sadu je
postavljeno pitanje da li se slazu da je dobro zavrSiti smer primenjene matematike, pri
¢emu su ponudeni slede¢i odgovori: nemam misljenje, ne slazem se, delimi¢no se ne
slazem, delimic¢no se slazem i slazem se. Na ovom primeru se vidi da je univerzalni skup,
skup svih studenata Prirodno - matematickog fakulteta, a posmatra se njegov podskup
saCinjen od studenata koji se slazu sa prethodno navedenom tvrdnjom. Ve¢ na ovom
primeru se vidi da nije upitanju klasican skup, jer postoje studenti koji se samo u odredenoj
meri slazu sa datom tvrdnjom. Upravo zbog ovakvih neodredenosti koje se javljaju veoma
Cesto, u istim ili slicnim situacijama, nastala je potreba da se one matematicki opisu, pa se
javljaju fazi skupovi.

Dakle, ovo posmatranje naglaSava prazninu koja postoji izmedu mentalne
reprezentacije stvarnosti i uobi¢ajene matematicke reprezentacije koja je bazirana na
binarnoj logici, brojevima, diferencijalnim jedna¢inama i sli¢no. Klasi¢na logika ne moze da
izmeri kategorije u kojima se pripadanje javlja postepeno. Fazi skup dozvoljava da neki
element samo u odredenoj meri pripada skupu, kao Sto su u prethodno datom primeru
studenti koji se delimi¢no slaZzu. Funkcija kojom se opisuje stepen pripadnosti nekog
elementa se naziva funkcija pripadnosti (eng. membership funciton).

Funkcije pripradnosti kod obi¢nih skupova je precizna i moZe uzeti samo dve
vrednosti. Medutim, u svakodnevnom Zivotu osim brojeva neminovno je sretati se i sa
raznim lingvistickim terminima koje je potrebno modelovati, a za koje je jako tesko
napraviti jasnu razliku da li pripadaju ili ne pripadaju nekom skupu. Recimo, ako se

10
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posmatra temperatura na kojoj se voda ledi, skup ¢e ciniti sve vrednosti stepena koje su
ispod nule ukljucujuéii nuly, tj. A = {x € U|x < U}. Samim tim funkcija pripadnosti je:

_{1, za x <0
HA=10, zax>o0.

Ovde je jasno da je granica za temperaturu zamrzavanja tacno definisana i bilo koja
temperatura ako se uzme, ona Ce ili pripadati skupu 4 ili ne¢e. Medutim, Sta ako se uzme da
je skup ,skup niskih temperatura“? Sada nije moguce odrediti jasnu granicu, i ona zavisi od
subjektivnih osecaja pa vidimo da ovde primena logike klasi¢nih skupova nije od koristi jer
je potrebna gradacija. Ideja je da se definiSe delimi¢no pripadanje nekog elementa skupu.
Sada funkcija pripadnosti ne uzima samo vredonsti 0 i 1, ve¢ sve vrednosti iz zatvorenog
intervala [0,1] i na taj nain daje stepen pripadanja nekog elementa skupu. Kori$¢ena
literatura je [2,3,25,26].

Setimo se opet primera sa studentima. U njemu smo naveli odgovore: nemam
miSljenje, ne slazem se, delimi¢no se ne slazem, delimi¢no se slazem i slazem se. Tim
odgovorima se mogu dodeliti vrednosti: 0, 0,25, 0,5 i 1, redom. Na ovaj nacin brojevima je
opisan subjektivan osecaj svakog ispitanika (studenta).

Fazi skup se definiSe upravo preko svoje funkcije pripadnosti, a funkcija
pripadnosti je data slede¢om definicijom.

Definicija 2.1. [2] Funkcija pripadnosti za fazi skupove, u oznaci u je preslikavanje u:U —
[0,1], gde je U univerzalni skup.

Definicija 2.2. [2] Neka je X c U obi¢an skup. Fazi skup A se definise kao skup uredenih
parova binarne relacije:

A= {(x,1a(0)|x € X, pa(x) € [0,1]}

gde je u4(x) funkcija pripadnosti. Ona odreduje ocenu, odnosno stepen kojim neki element
X € X pripada fazi skupu A.

Dakle, vidimo da je fazi skup A, skup uredenih parova (x, Ua (x)), gde je x element
univerzalnog skupa A, a p4(x) vrednost funkcije pripadnosti za element x. Ova definicija
povezuje svaki element skupa A sa realnim brojem p,(x) iz intervala [0,1]. Logi¢no, $to je
veca vrednost za u,(x) to je veli stepen pripadnosti. Fazi skup se formalno moze
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poistovetiti sa svojom funkcijom pripadnosti, tj. moZe se posmatrati i kao funkcija koja
elemente domena (skupa X) preslikava u interval [0,1].

Ha(x):X - [0,1].

Ako fazi skup ima kona¢no mnogo elemenata, oni se mogu nabrojati i obi¢no se
elementi koji imaju nulti stepen pripadnosti (elementi za koje je vrednost funkcije
pripadnosti nula) ne navode. Takode, ukoliko fazi skup ima konacan broj elemenata oni se
mogu prikazati i pomocu tabele, navode¢i u jednom redu elemente, a u drugom
odgovarajuce vrednosti funkcije pripadnosti.

Primer 2.1. [2]

a) Recimo da treba opisati visinu ljudi uz pomo¢ klasi¢nog skupa. Neka je
pretpostavka da je ¢ovek visok ukoliko je njegova visina bar 180cm, inace je nizak (neka je
pocetna visina 160cm). Dakle, skup je A = {visoki ljudi}, a njegova funkcija pripadnosti je:

(x) = {O, ako je 160 < x < 180,
HalX) = 1, ako je x = 180.

Graficki, nasa funkcija sada izgleda na sledec¢i nacin:

o o o oy
IN o (o4] o

'@‘J“‘\“‘\“‘\“‘\“‘\

o
o

160 170 180 190 200

Slika 2.1. Funkcija pripadnosti klasi¢nog skupa A
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Ovakav nacin razmisljanja je, kao Sto se i vidi sa slike, ,,ograni¢en“. KaZemo da je ovakvo
razmiSljanje ,ograniCeno“ zbog toga Sto ne dozvoljava gradaciju, odnosno postepeno
povecavanje visine. Upravo zbog toga moZe se do¢i do pogresnih zakljucaka. Naime, po
ovom modelu osoba koja je visoka 179cm, spada u niske ljude (funkcija pripadnosti je
nula), a osoba koja je samo jedan centimetar viSa spada u visoke ljude. Takode, osoba koja
ima 180cm i osoba koja ima 200cm su visoke, a pri tome razlika medu njima je velika.

Ovakvi problemi, pre svega lingvisticki, moraju se posmatrati na drugi nacin. Upravo
tu dolazi do izrazaja ,neodredenost” (rasplinutost). Zato, u primeru pod b) prikazujemo
fazi skup jer kod njega se nema ovakvih nedostataka.

b) Posmatrajmo istu situaciju kao i u primeru pod a), pri ¢emu ¢emo skup A =
{visoki ljudi} opisati pomocu fazi skupa. Neka je A = {(x, u4(x))} fazi skup kod koga je
x€[160cm, 200cm] i

(x — 140)?,za 160 < x < 170,

. 2
aty =4 230

1

2
~ 5302 (x —200)%,za 170 < x < 200.

Ovu funkciju moZemo graficki prikazati tako da x predstavlja visine na horizontalnoj
osi, a na vertikalnoj osi, vrednosti funkcije pripadnosti prikazuju sa kojim stepenom se ljudi
mogu kategorisati kao visoki tj. sa kojim stepenom pripadaju skupu visokih ljudi.
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1.0}

0.8}

0.6}

0.4}

170 180 190 200
Slika 2.2. Grafik funkcije pripadnosti fazi skupa iz primera pod b)
Primer fazi skupa je dat i u slede¢em primeru.
Primer 2.2. [25]

Neka je X skup svih ljudi. Posmatraju se tri fazi podskupa: mladi 4, srednjih godina
B, i stari C. Odgovarajuce funkcije pripadnosti su date na Slici 2.3.

1.0

oA B

20 40 60 B0

Slika 2.3. Grafik funkcije pripadnosti fazi podskupova A, B i C
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Sa grafika se moZzmo uociti da mladi ljudi koji imaju od 0 do 20 godina imaju vrednost
funkcije pripadnosti 1, a kako broj godina raste vrednost njihove funkcije pripadnosti
linearno opada. Analogno, kod ljudi koji po starosnoj dobi pripadaju skupu C, a imaju od 45
do 60 godina, njihova funkcija pripadnosti linearno raste, odnosno za ljude od 60 godina pa
naviSe, funkcija pripadnosti ima vrednost 1. Kod ljudi koji po starnosnoj dobi pripadaju
skupu B vrednost funkcije pripadnosti je 1 na intervalu [30, 50], a na intervalima [20, 35] i
[45, 60] funkcija pripadnosti linearno raste odnosno opada, respektivno.

Analiticki, prethodno definisane funkcije pripadnosti mogu biti predstavljene na sledeci

nacin:
- napodskupu A
1, x € [0,20],
pa(x) = { 1 7
15x + 3,x € [20, 35].
- napodskupu B
(L, 2
=X "3 x € [20,35],
MB(X) = 11 x € [35l 45]1
| 1
k—1—5x+4, x € [45,60].
- napodskupu C
1
() = {Ex ~3,  x€[45,60],
1, x € [60,100].

Sada kada smo uveli fazi skupove moZemo konstatovati da se obi¢ni skupovi mogu
posmatrati kao specijalan slucaj fazi skupova kada je funkcija pripadnosti jednaka jedinici.
Ukoliko je funkcija pripadnosti u,(x) = 0 za svako x € X, tada je skup A prazan skup.

Definicija 2.3. [13] Visina hgt(A) fazi skupa A je supremum funkcije pripadnosti, tj.

hgt(A) = sup pua(x),
xeU
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pri ¢emu vaZi da ako fazi skup A ima kona¢no mnogo elemenata, visina se definiSe kao
maksimum funkcije pripadnosti tj.

hgt(A) = max u,(x).
x€U

hgt(A)

Slika 2.4. Visina fazi skupa A

Definicija 2.4. [9] Fazi skup je konveksan ako i samo ako
pa(Axy + (1 = Dxz) = min{p, (1), ua(xz)}, x1,x, € U, A € [0,1].

Iz definicije 2.4. vidimo da ukoliko uzmemo dva elementa x i y iz konveksnog fazi
skupa, i pri tome ih spojimo jednom duZi, vrednost funkcije pripadnosti za ma koju tacku te
duzi mora biti veca ili jednaka minimumu funkcija pripadnosti elemenata x i y.

Ukoliko postoji problem sa stepenom neodredenosti, to moZemo modelirati i
odgovaraju¢om verovatno¢om Koja je isto funkcija sa vrednostima na intervalu [0,1]. Zbog
toga, dat je prikaz primera koji ¢e ukazati na osnovnu razliku u primeni verovatnoce i
funkcije pripadnosti.

Primer 2.3. [17]

Neka je X skup svih teCnosti. Uo¢imo njegov fazi podskup A: ,tec¢nosti pogodne za
pice“. Tako Ce teCnosti kao Cista voda imati vrednost funkcije pripadanja 1, dok recimo vino
moZe imati stepen 0,6, voéni sok 0,8, rakija 0,2, sona kiselina 0. Ako sada zamislimo
situaciju da se Zedni putnik nalazi u pustinji i da nailazi na dve boce sa tecnostima gde na
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prvoj pise vrednost funkcije pripadanja u, = 0,92 a na drugoj boci verovatnoca da je pitka
tec¢nost 0,92. Koju bocu ¢e putnik izabrati? Da je funkcija pripadnosti 0,92 znaci da se u boci
nalazi tec¢nosti izmedu kisele vode i soka, Sto je prili¢no prihvatljivo. Za razliku od prve
boce izborom druge boce putnik moZe dobiti i pitku vodu no isto tako moze dobiti i otrov.
Ocigledan izbor ¢e biti prva boca.

Definicija 2.5. [13] Fazi skup A je normalizovan ako je hgt(A) = 1, odnosno ako postoji bar
jedan element, iz univerzalnog skupa, takav da je vrednost funkcije pripadnosti jednaka
jedinici. U suprotnom fazi skup je subnormalizovan.

Definicija 2.6. [13] Jezgro core(A) fazi skupa A je klasi¢an skup svih elemenata x € U takvih
da je vrednost funkcije pripadnosti jednaka jedinici tj.

core(A) = {x € Uluy(x) = 1}
Dakle, to je skup svih onih elemenata koji u potpunosti pripadaju datom skupu.

Definicija 2.7. [13] Nosac¢ supp(A) fazi skupa A je klasi¢an skup svih elemenata x € U cija je
vrednost funkcije pripadnosti veéa od nule, tj.

supp(4) = {x € X|u,(x) > 0}.

1, —— Normalizovan

—Subnormalizovan

Slika 2.5. Normalizovan i subnormalizovan fazi skup
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core(A)

supp(4)

Slika 2.6. Jezgro i nosac fazi skupa A

2.2. OPERACIJE SA FAZI SKUPOVIMA

U ovom delu rada dat je preged operacija sa fazi skupovima koje predstavljaju
prirodna uoprostenja operacija sa klasicnim skupovima. Sledi pregled osnovnih operacija
nad fazi skupovima, pa u skladu sa tim definiSemo: neka je U univerzalni skup, a skupovi
A, B i C fazi skupovi definisani na slede¢i nacin:

A={(xua(®)},  wuax) €101],
B={(xuz()}, up() €lo1],

C={(x,uc®)},  nc(x) elo1].

Kao Sto smo vec¢ rekli, operacije sa fazi skupovima predstavljaju prirodna uopstenja
operacija sa klasi¢nim skupovima pa je zbog toga prirodno da formule za operacije sa
klasi¢nim skupovima iskazanim sa karakteristicnim funkcijama prenesemo na funkcije
pripadanja. Na taj nain imamo uniju i presek. KoriS¢ena literatura je [2].
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taup(x) = max(ﬂA (%), up (x)),

Slika 2.7. Funkcija pripadnosti unije fazi skupova predstavljena crvenom bojom.

tang (x) = min(ﬂA (%), up (x)),

Slika 2.8. Funkcija pripadnosti preseka fazi skupova predstavljena crvenom bojom.

NAPOMENA: Trougaone norme i trougaone konorme (eng. triangular norms and triangular
conorms) predstavljaju specijalne operacije na jedinicnom intervalu. UopStenja unije i
preseka fazi skupova mogu se prosiriti uvodenjem trougaonih normi i trougaonih konormi.
One se razlikuju samo po rubnim uslovima Sto se moZe primetiti iz njihovih definicija. U
tom cilju sledi prikaz definicije trougaone norme i konorme.Trougaona norma T (t-
norma) je funkcija T: [0,1]? — [0,1] takva da za svako x,y,z € [0,1] vaZe slede¢e osobine:
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(T T(x,y) =T, x) komutativnost
(T2) T(x,T(y,2)) = T(T(x,),2) asocijativnost
(T3)T(x,y) <T(x,z)zay <z monotonost

(T4)T(x,1) =T(1,x) =x,T(x,0) =T(0,x) =0. rubni uslovi

Trougaona konorma S (t-konorma) je funkcija S: [0,1]?> — [0,1] takva da uz pretpostavku
X,y,z € [0,1] vaze sledece osobine:

(51) SCx,y) = S(y,x) komutativnost
(52) S(x,5(y,2)) = S(S(x,¥),2) asocijativnost
(S3)S(x,y) <S(x,z)zay <z monotonost
(54)S(x,1) =1,5(x,0) =0 rubni uslovi

Definicija 2.8. [2] Fazi skupovi A i B su ekvivalentni, A = B, akko za svako x € U vaZi:

pa(x) = pup(x).

Definicija 2.9. [2] Fazi skup A je podskup fazi skupa B, A € B, ako za svako x € U vaZi da je:

pa(x) < pp(x).

Definicija 2.10. [2] Fazi skup A je pravi podskup fazi skupa B, A € B, ako je A podskup od B i
A # B, tj. ako vaZe sledeca dva uslova istovremeno:

1) pu(x) < ug(x), za svako x € U,

2) uas(x) < pg(x), za bar jedno x € U.

Definicija 2.11. [2] Fazi skupovi A i A¢su komplementi ako za svako x € U vaZi:
Hae(0) = 1 - pa ().

Obi¢ni skupovi imaju vaZnu osobinu isklju¢enja trec¢eg, odnosno: AN A =@ i AU
A¢ = U. Medutim, ovaj princip, tj. princip isklju¢enja treceg ne vaZi za fazi skupove, §to je
logi¢no jer kod fazi skupova ne vazi pravilo da element pripada odnosno ne pripada skupu
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(Sto je slucaj kod klasi¢nih skupova). Da princip iskljuCenja treceg ne vazi kod fazi skupova
ilustrova¢emo sledecim slikama:

U U

Slika 2.9. Zakon iskljucenja treceg vaZi za klasi¢ne skupove, leva slika: A N A¢ = @, desna
slika: AU A¢ = U.

Slika 2.10. Zakon iskljuc¢enja treceg ne vaZi za fazi skupove, leva slika: A N A€ # @, desna
slika: AU A¢ = U.

Definicija 2.12. [17] Za fazi skup A defnisacemo njegov y —presek, u oznaci [A]Y, kao
klasi¢an skup elemenata x, koji pripadaju tom fazi skupu A, najmanje sa stepenom y:

[A]Y = {x|x € X, ua(x) 2 ¥}, @ €[0,1].

Na ovaj nac¢in moZe se definisati granica stepena pripadnosti i da se svi elementi ¢iji
je stepen pripadnosti strogo manji od ¥y ne uzmu u razmatranje. Takode, y —preseke
uvodimo ukoliko Zelimo da odradimo neku operaciju sa fazi brojevima (o njima ¢emo
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govoriti u nastavku rada) tako Sto ih ,iscepkamo” na y —preseke koji su intervali, odradimo
Zeljenu operaciju, pa zatim dobijene intervale rekonstruiSemo u fazi broj.

Svaki fazi podskup se moZe rekonstruisati pomocu svojih y —preseka, preko
specijalnih fazi podskupova y[A]Y. Dakle, vazi sledeca teorema o dekompoziciji fazi skupa.

Teorema 2.1. [17] Za svaki fazi podskup A vaZi:
a= ] var,
velo.1]
gde je U unija fazi skupa.

Pre nego Sto bude dat pregled dokaza ove teoreme, sledi formalni i graficki prikaz funkcije
yIAJY (x):

M@= e

yIA]Y

Slika 2.11. Graficki prikaz funkcije y[A]Y
Dokaz:

Neka je x proizvoljan fiksan element iz U. Oznacimo p(x) =r.

22



FAZI SKUPOVI I NJIHOVA PRIMENA U INVESTICIONOM ODLUCIVANJU

Tada je

HU, 0,1 VIA] Ay (X) = sup py 4 (%) —max( sup pyayr (x), sup Hy[a y(x)>

vE[0,1] ve[o,r] ye(r1]
Kako je zay € [0,r] uvek
pa(x) =712y, toje pyay =,
azay € (r,1] uvekje
pa(x) =1 <y,paje pyay =0
pa vazi

‘que[o1 y[A] y(x) - ?['Lp]y =r= .uA(x)-
Y

2.3. FAZI BROJEVI

Fazi skupovi definisani na skupu realnih brojeva R imaju poseban znacaj u teoriji
fazi skupova. Fazi skupovi se, pod odredenim uslovima, mogu posmatrati kao fazi brojevi.
Fazi brojevi su od suStinskog znacaja za primenu pa se stoga, iako su oni specijalni fazi
skupovi, koristi posebna oznaka kao bi se istakli. U ovom delu rada sledi prikaz osnovnh
definicija specijalnih fazi skupova tj. fazi brojeva.

Fazi brojevi svoju primenu nalaze u programiranju, inZinjeringu za komunikacione
proizvode, a eksperimentalne nauke, a konsultantske i finansijske institucije su sve ces¢i
korisnici fazi brojeva.

Definicija 2.13. [9] Za fazi skup A nad skupom realnih brojeva, kaZe se da je fazi broj A ako
su zadovoljeni slede(i uslovi:

1. A je konveksan,

2. postoji tacno jedno X € R takvo da je u,(x) =1,

23



FAZI SKUPOVI I NJIHOVA PRIMENA U INVESTICIONOM ODLUCIVANJU

3. funkcija pripadnosti pu4(x) za x € R je bar po delovima neprekidna.

Definicija 2.14. [9] Modalna vrednost fazi broja A je vrednost X kojoj odgovara maksimalni
stepen pripadnosti.

Kao Sto smo ve¢ naglasili, zbog znacajnosti fazi brojeva koristicemo drugacije
oznake za njih, pa u skladu sa tim fazi brojeve ozna¢avamo sa velikim masnim slovima: A,
B, C, .., a njihove funkcije pripadnosti sa: uy (x), ug(x), uc(x), ...

Definicija 2.15. [9] Fazi broj je strogo pozitivan, tj. A > 0, ako i samo ako je nosac tog fazi
broja takav da vaZi:

supp(A) c (0, +),
odnosno strogo negativan, tj. A < 0 ako i samo ako je nosac tog fazi broja takav da vaZi:
supp(A) € (—,0).

Definicija 2.16. [9] Za fazi broj se kaZe da je fazi - nula broj, u oznaci sgn(A) = 0, ako nije ni
pozitivan ni negativan, tj. ako vaZi 0 € supp(A).

Na sledecoj slici prikazani su strogo pozitivan fazi broj, strogo negativan fazi broj i
fazi - nula broj.

[« ]

Slika 2.12. Zelena boja - strogo negativan fazi broj, crvena boja - fazi - nula broj,
plava boja - strogo pozitivan fazi broj
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Definicija 2.17. [9] Fazi broj je simetri¢an ako njegova funkcija pripadnosti zadovoljava:

pp (X + x) = pp(x — x),Vx € R

Slika 2.13. Funkcija pripadnosti simetri¢nog fazi broja.

U cilju kori$¢enja fazi brojeva i fazi relacija u ma kom inteligentnom sistemu, moraju
se izvrsavati aritmeticke operacije (narocito sabiranje, oduzimanje, mnozZenje i deljenje) sa
ovim fazi veli¢inama. Proces koris¢enja osnovnih operacija sa fazi brojevima zasniva se na
primeni Zadehovog principa prosirenja. Ovaj princip omogucava Kkoris¢enje klasi¢nih
matematickih operacija tako da se proSire i primene na fazi brojeve.

Sledi prikazi Zadehovog principa prosirenja:

Definicija 2.18. [26] Neka su A4, A,, ..., A, fazi podskupovi klasi¢nih skupova X4, X, ..., X,
respektivno i neka je dato preslikavanje f: X; X X, X ... X X, = Y takvo da za svaku n-torku
(X1, X2, ooy Xp) € X1 X Xy X .o X Xy vazi: f(xq, %3, ...,X,) =y €Y. Tada je

B =f(41,4,, ..., 4,)

fazi podskup od Y cija je funkcija pripadnosti:
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sup min{ﬂAl (x1),HA2 (x2), .. yHa, (xn)} ) ako postojiy = f(x1, X2, .., Xp)
up(y) =13 »
0, inace.

Drugim rec¢ima, princip prosirenja govori da je slika nekog fazi skupa takode fazi skup cija je
funkcija pripadnosti pg (y).

U nastavku je dat originalan primer Zadehovog principa proSirenja.
Primer 2.4.

Neka su data dva fazi skupa A4; ={(-3,0.2),(—1,0.1),(2,0,8)},4, =
{(—2,0.4),(0,0.6)} i preslikavanje f(x;,x;) = |2x,| — x,. Kori$¢enjem Zadehovog principa
prosirenja treba odrediti skup B = f (44, A,). Kako bi prezentacija primera bila preglednija

koristi¢e se tabela. U prvu kolonu unose se elementi prvog skupa zapisanih u obliku

(ra; (x1))

1 , dok se u prvu vrstu tabele unose elementi drugog skupa zapisanih u obliku

x;?AZ(XZ)), a zatim se u preseku i —te vrste i j — te kolone nalazi element y; ; = f(xll-,xzj).
Stepen pripadnosti za taj element se dobija kao min{u a, (x1), g, (xz)}.
—2(0,4) 0¢0.6)
—3(0,2) g(0.2) 6(0.2)
—1(0,1) 440,1) 2(0,1)
2(0,8) 6(0:4) 440,6)

Sada sledi prikaz nove tabele u kojoj Ce biti prikazane vrednosti y; ;, stepen pripadnosti za
te vrednosti i supremumu svih stepena pripadnosti.

y = f(xq,x2) = [2x1] — x, min{#Al(?ﬁ)' Ha, (xz)} sup min{ﬂAl(xl)uqu (xz)}
2 0.1 0.1
4 0.1,0.6 0.6
6 0.2,0.4 0.4
8 0.2 0.2
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Na kraju smo dobili trazeni skup B = {(2,0.1), (4,0.6), (6,0.4), (8,0.2)}.

U zavisnosti od tipa funkcije pripadnosti, dobijaju se razliciti fazi brojevi. Zadeh je
klasifikovao ove funkcije u dve kategorije: linearne i nelinearne. NajceS¢e vrste funkcija
pripadnosti, odnosno fazi brojeva su:

trougaoni fazi broj,
trapezoidni fazi broj,
interval kao fazi broj,
Gausov fazi broj.

U nastavku ¢emo se baviti trougaonim i trapezoidnim fazi brojevima, jer se najcesce
susrecu u praksi. Prikaz trougaonih i trapezoidnih fazi brojeva uradeno je uz pomoc¢ [5,13].

2.3.1. Trougaoni fazi brojevi

Definicija 2.19. [5] Trougaoni fazi broj A, odnosno, trougaoni broj sa funkcijom pripadnosti
Ua(x) je definisan funkcijom pripadnosti oblika:

a—x

1-—- , zaa—a<x<a
a
_ xX—a
pa(x) =41 - R zaa<x<a+p
k 0, inace.

Trougaoni fazi brojevi se oznacavaju sa A =tfn(a—a,a,a+ ), ali zbog
jednostavnosti uvodi se sledeci zapis A = (a, a, B).

U ovom zapisu vrednost a predstavlja modalnu vrednost fazi broja, a a i  su
odstupanja sa leve i desne strane, respektivno (u nekim literaturama se a i f jo$ nazivaju
leva i desna Sirina, respektivno). Interval [a — @, a + ] predstavlja nosac fazi broja, a tacka
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(a,1) je vrh fazi broja. Trougaoni fazi brojevi se jo$ nazivaju i linearni jer imaju linearnu
funkciju pripadnosti.

Primetimo da trougaoni fazi broj A = (a, a, §) moZemo zapisati i preko y —preseka:

A =[a-— (1 -py)a,a+ (1 —-y)B], Vy€[01].

I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
a

Slika 2.14. Trougaoni fazi broj A = (a, a, B)

a+p

Ako se modalna vrednost, tj. tacka a € («, ) nalazi ta¢no na sredini nosaca, tj.

(a—a) +(a+p)
a= 3 \

tada kaZzemo da je taj trougaoni fazi broj simetri¢an, pri ¢emu je njegova funkcija
pripadnosti:

{ X—Qa
2 ) zaa < x <aq,
a—a
pax) = Zx_'B, zaa<x<pf
a—p
I 0, inace.
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I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
a

Slika 2.15. Simetricni trougaoni fazi brojevi

a+a

Kao $to je ve¢ napomenuto, funkcija pripadnosti trougaonih fazi brojeva je linearna
funkcija, pri ¢emu se sastoji od dva linarna dela koja se spajaju u tacki (a,1) koja
predstavlja maksimum. Stoga, mnogi autori definiSu levi i desni trougaoni fazi broj. Levi
trougaoni fazi broj u oznaci Al je Al = (a — a,a,a), dok desni trougaoni fazi broj u oznaci
A" je A" = (a,a,a + B). Levi trougaoni fazi broj opisuje pojave poput velikog profita,
velikog rizika, dok desni trougaoni fazi broj opisuje pojave poput malog profita, malog
rizika i sli¢no.

2.3.2. Trapezoidni fazi brojevi

Kako bi bio dat pregled trapezoidnih fazi brojeva, neophodno je da se pre svega
upoznamo sa L — R fazi intervalima, jer su trapezoidni fazi intervali specijalna vrsta L — R
fazi intervala. Vrlo Cesto se u literaturi trapezoidni fazi intervali nazivaju trapezoidni fazi
brojevi, pa stoga ih i u ovom radu nazivamo trapezoidni fazi brojevi.
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Ako neki fazi skup A ne zadovoljava jedan od tri uslova navedenih u definiciji fazi
broja (definicija 2.13.), on nece biti fazi broj. Medutim, ukoliko je naruSen samo drugi uslov,
dakle da za fazi broj A postoji vise od jedne modalne vrednosti onda za taj broj kaZzemo da
je fazi interval.

Definicija 2.20. [5] L — R fazi interval u oznaci A = (a,b,a,),r se definise preko svoje
funkcije pripadnosti oblika:

r 0, r+f< x<l—a,

Lc;x) a—a<x<bh,

pa(x) = 1

Specijalno, za L(x) = R(x) = 1 — x dobijamo trapezoidni fazi broj. Trapezoidni fazi
broj ima oznaku A = (a,b,a —a,b + ). Zbog jednostavnosti, uvodi se kraci zapis
trapezoidnog fazi broja A = (a,b,a,f). Takode, trougaoni fazi brojevi predstavljaju
specijalni slucaj trapezoidnih fazi brojeva kada je a = b.

Definicija 2.21. [5] Funkcija pripadnosti trapezoidnog fazi A broja je oblika:

a—Xx

r1— , a—a<x<a,
a
1, a<x<bh,

pa(x) =+
x—>b

1-— ., a<x<b+§p,
B

\ 0, inace.

gde je [a — a,a + B] nosac trapezoidnog fazi broja, a [a,b] interval na kome je stepen
pripadnosti jednak 1.
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b

Slika 2.16. Trapezoidni fazi broj

b+p

Definicija 2.22. [5] Ako vaZi [a —a,a] = [b,b + ], onda je trapezoidni fazi interval

. .y a+b
simetric¢an u odnosu na pravu x = T

Analogno, kao Sto smo definisali levi i desni trougaoni fazi broj, tako definiSemo i
levi i desni trapezoidni fazi broj. Levi trapezoidni fazi broj je Al = (a —a,a,b,b) sa
nosatem [a — a,b], a desni trapezoidni fazi broj je A" = (a,a,b,b+ ) sa nosatem
[a,b + B].

Kao i trougaoni, i trapezoidni fazi broj se moZe prikazati putem y — preseka. Neka je
A = (a, b, a, ) trapezoidni fazi broj. Ocigledno je da vazi:

[A]Y =[a-(A-pY)a,b+ A -y)Bl, Vye[01]
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2.4. FAZI RELACIJE

Klasi¢ne relacije pokazuju da li su neki elementi u relaciji ili ne. Medutim, fazi
relacije dozvoljavaju elementima da budu u odredenoj meri u relaciji, pa zato i imaju Siroku
primenu. Dakle, prelaz od pojma klasi¢ne relacije ka pojmu fazi relacije moguce je
obezbediti uvodenjem koncepta ,jacine“ relacije izmedu pojedinih elemenata. Izlaganje fazi
relacija i operacija sa njima oslanja se na [2,9].

Definicija 2.23. [2] Neka je dat Dekartov proizvod:
AXB ={(x,y)|x € A,y € B},

gde su A i B podskupovi univerzalnih skupova U, i U, respektivno. Fazi relacija na A X B u
oznaci R(x,y) se definise kao skup:

R= {(x; J’):ﬂﬂe(x; y)l(x; J’) €EAX Bl :uR(xl 3’) € [0'1]};
gde je uz(x,y) funkcija dve promenljive koja se zove funkcija pripadnosti.

Funkcija pripadnosti ug(x,y) daje stepen pripadnosti uredenog para u R,
pridruzujuc¢i svakom paru (x,y) u A X B jedan realan broj iz intervala [0,1]. Taj stepen
pripadanja, pokazuje stepen kojim je x u relaciji sa y. Pretpostavka je da je funkcija uz (x, y)
po delovima neprekidna ili diskretna nad domenom A X B (opisuje povrs). Formalno, fazi
relacija je klasi¢na trinarna relacija, tj. to je skup uredenih trojki.

Definicija 2.24. [2] n-arna fazi relacija R je uredeni par:
R, = ((al,az, o @), ur(aq, ay, ..., an)),
gde je
(ay,ay, ...,a,) €Ay X Ay X .. X A, i ugp(aq,a,, ...,a,) € [0,1].

Fazi relacije u odnosu na klasi¢ne relacije poseduju vecu ,izrazajnu moc¢“ koja se
odnosi na x i y zbog funkcije pripadnosti ugz(x,y) koja dodeljuje specifitne vrednosti
(ocene) za svaki par (x, y). Stoga je uobicajeno koristiti sledece izraze: x je mnogo vece od
v, x je blizu y, x je bitan u odnosu na y, x i y su skoro isti, x i y su jako daleko, itd.
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Primer 2.5. [2]
((xlf yl); 0)’ ((xlf yZ)’ 01): ((Xl, y3): 02);

R = ((xz» Y1), 0-7); ((xz» Y2), 0-2): ((xz' V3), 0-3),

Posmatrajmo fazi relaciju koja se sastoji od kona¢nog broja uredenih parova,
((xs’h); 1); ((x3, V2), 0-6): ((xs, Y3), 0-2)

Ona takode moZe biti zapisana kao tabela (matrica):
= y V1 Y2 Y3
X
R X1 0 0.1 0.2
X 0.7 02 03
1 0.6 0.2

Ug (xlﬂ y3) = 02'

gde brojevi u Celijama predstavljaju vrednosti funkcija pripadnosti:
.uR(xlt yZ) = 01'
HZR(XZI y3) = 03'

HR(xlryl) = O'
pr(x2,¥,) = 0.2,
px(x3,y3) = 0.2,

,UR(X3, yZ) = 06'

Hz(x2,y1) = 0.7,
Ako pretpostavimo da je x; =1,x,=2,x3=3,y,=1,y,=2,y; =3, tada R

.uIR(xlr yl) = 1'

moZemo predstaviti tackama u trodimenzionalnom prostoru (x, y, ).
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!
.

mmmmmm b

[

Slika 2.17. Fazi relacija R opsana kao x je veée od y

Kako su vrednosti funkcije pripadnosti 0.7, 1, 0.6 ispod glavne dijagonale (u pravcu x) date
tabele vece od onih koje se nalaze iznad (u pravcu y), 0.1, 0.2, 0.3, tada kaZzemo da relacija
R opisuje: x je vece od y.

Fazi relacija R moZe da se predstavi i pomocu fazi grafa gde vrednosti na vezama
izmedu ¢vorova predstavljaju stepen pripradanja.

®- 2

()

0.3

®

Slika 2.18. Fazi relacija R predstavljena kao fazi graf

()

0.6
0.2

©

0.2
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Primer 2.6. [2]
Posmatrajmo sledec¢a dva skupa ¢iji su elementi kompanije:
A = {kompanija a,, kompanija a,, kompanija a3},
B = {kompanija b;, kompanija b,}.

Neka je R fazi relacija izmedu ova dva skupa koja predstavlja relaciju ,,veoma daleko“ koja
se odnosi na udaljenost izmedu kompanija:

(((kompanija a,, kompanija by),0.9),)
((kompanija a;, kompanija b,), 0.6),
((kompanija a,, kompanija b,), 1),
((kompanija a,, kompanija b,),0.4), [
((kompanija az, kompanija b,), 0.5),
\((kompanija as, kompanija b,),0.1) J

Kao $to smo rekli u prethodnom primeru, fazi relacija moze biti predstavljena i tabelarno:

= kompanija by kompanija b,
kompanija a, 0.9 0.6
R
kompanija a, 1 0.4
kompanija a; 0.5 0.1

Funkcija pripadnosti pokazuje koliko su kompanije udaljene jedna od druge, pa se
tako moZe re¢i da su Kompanijaa, i Kompanijab; na velikoj udaljenosti (funkcija
pripadnosti iznosi 1), dok kompanije Kompanija a; i Kompanija b, (funkcija pripadnosti
iznosi 0.1).
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2.4.1. Osnovne operacije sa fazi relacijama

Neka su R i R, dve fazi relacije nad A X B, gde su:
Ry ={(Gymr,em)},  @y) €AxB,

Ry ={(@ur, 9}, @y eAxE.

Na dalje ¢emo koristiti funkciju pripadnosti ug, (x,y) i ug,(x,y) kako bi pokazali operacije
sa fazi relacijama R, i R,.

Definicija 2.25. [2] Dve fazi relacije su ekvivalentne, u oznaci R, = R,, ako i samo ako za
svaki par (x,y) € A X B vaZi:

Uz, (X, y) = Ug, (X, y)

Definicija 2.26. [2] Dve fazi relacije su u inkluziji, u oznaci Ry € R,, ako za svaki par (x,y) €
A X B vaZi:

pr, (%, y) < pg,(x,y).

U tom slucaju kazemo da je R, inkluzija na R, ili kaZemo da je R, veca od R,. Ako vaZi da je
R, € R, iistovremeno bar za jedan par (x,y) vaZi:

tr, (x,y) < pg,(x,y),
tada imamo strogu inkluziju R, c R,.
Definicija 2.27. [2] Komplement relacije R, u oznaci R, se definie kao:

pr(x,y) =1 —puzp(x,y),

pri emu mora da vaZi za svaki par (x,y) € A X B.
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Definicija 2.28. [2] Presek dve fazi relacije R, i R,, u oznaci Ry N R,, se definise kao:
Hr,nr, (%, ) = min{ug, (x, ), uz,(x, )}, (x,y) € AXB.
Definicija 2.29. [2] Unija dve fazi relacije R, i R,, u 0znaci R, U R, se definise kao:
Hr,ur, (%, y) = max{ug, (x,¥), uz,(x, )}, (x,y) € AXB.
Primer 2.7. [2]

Posmatrajmo relacije R, i R, koje su date tabelarno:

= Y1 Y2 Y3 = M1 Y2 Y3

» X1 0 0.1 0.2 » X1 0.3 0.3 0.2
' Xy 0 0.7 0.3 i Xy 0.5 0 1
X3 0.2 0.8 1 X3 0.7 0.3 0.1

Koriste¢i definicije za presek i uniju dve relacije (Definicija 2.24. i Definicija 2.25) za svaki
par redom (x;,¥;),i,j = 1,2,3, dobijamo:

= Y1 Y2 V3 = 1 V2 V3

X1 0 0.1 0.2 Xq 0.3 0.3 0.2
RiNR, Ri{UR,

X, 0 0 0.3 Xy 0.5 0.7 1

X3 0.2 0.3 1 X3 0.7 0.3 1
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2.5. FAZI SREDNJA VREDNOST, FAZI VARIJANSA I FAZI
KOVARIJANSA

Neka je A, B € F fazi broj pri ¢emu je [A]Y = [a,(¥), a,(V)], [B]Y = [b1(y),b,(¥)]y €
[0,1]. Slede definicije fazi srednje vrednosti, fazi varijanse, fazi standardne devijacije fazi
broja A, kao i fazi kovarijansa izmedu fazi brojeva A i B. Izlaganje u ovom poglavlju
zasnovano je na [5].

Definicija 2.30. [5] Fazi srednja vrednost fazi broja A se definise kao:

L a®) + a)
1 y - TR g,
E(A) = f V@) + @) dy = 2 ,
0 Jy vy

tj. E(A) je prosek aritmeticke sredine svih skupova y — nivoa tj. aritmeticka sredina od a,(y)
ia,(y)jeupravoy.

Definicija 2.31. [5] Neka je A fazi broj, [A]Y = [a,(y),a,(¥)],y € [0,1]. Funkicja f:[0,1] - R
se zove teZinska funkcija (eng. weighting function) ako je f nenegativna, monotono rastuca i
zadovoljava slede(i uslov:

Jﬂw=1

Sada se moze dati definicija f- tezinske fazi srednje vrednosti.
Definicija 2.32. [5] f - teZinska fazi srednja vrednost fazi broja A se definise kao:

! a;(y) + a(y)

B = [ 22 gay.

0

Ovako definisana f- teZinska fazi srednja vrednost se moZe posmatrati kao generalizacija
prethodno definisane fazi srednje vrednosti (Definicija 2.32.). Ako se stavi da je f(y) =
2y,v € [0,1], dobija se:
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1 1
B = [ 20220500 - [ a0+ axplvay = B

Definicija 2.33. [5] Fazi varijansa fazi broja A se definise kao:
2 1 ai(y) +a;(y) 2 () + ap(¥) 2
@ = [r| [ - am| + [ am)| ar
0
odnosno:

1

1 2
) =5 [ @) - a@)'ay
0

tj. fazi varijansa fazi broja A je definisana kao ocekivana vrednost kvadrata odstupanja
izmedu aritmeticke sredine i krajnjih tacaka nivoa.

Definicija 2.34. [5] Standardna devijacija fazi broja A definise se kao:

o(A) =+/0?%(A)

Definicija 2.35. [5] Fazi kovarijansa izmedu fazi brojeva A i B je definisana kao:

1

1
CovaB) =5 [ 1(@0) - & ())(20) = by ay
0

MozZe se uociti da ako je A = (a, @, ) trougaoni fazi broj sa centrom a, levom i desnom
Sirinom «a i B, respektivno, tada je y — nivo od A:

[AlY =[a— (1 -p)a,a+ (1 -y)Bl, Vy€e[01],

i vazi da je fazi srednja vrednost trougaonog fazi broja A jednaka:

@)= [ Yle-(-pata+@-nplay=a+=F
0

a fazi varijansa:

39



FAZI SKUPOVI I NJIHOVA PRIMENA U INVESTICIONOM ODLUCIVANJU

1 1 2
s =3[ vle+p -1 - (@-at-yyiay ="

Fazi kovarijansa dva trougaona fazi broja [A]" = [a;(y),a,(¥)], [B]Y = [b:(¥),b,(¥)],¥ €
[0,1], pri cemuje [B]Y = [b — (1 —y)ag, b + (1 — y)PB3], jeste:

1
1
Cov(A,B) = f Y(a:(¥) — a: (1) (b.(¥) — b1 (1)) dy
0

ya+@—-y)a—a+@—p)a)b+A-y)Bs—b+ (1 —y)ag)dy

va—x

O‘\HO‘SHO%HO%H

Y(Ba — Bay + aq — aay)(Bg — By + ap — agy) dy

va—x

)’(aA + fa—v(as + IBA))(OCB + fp —v(ap + ,33)) dy

NIH

v(aqa + )1 —y) (ap + Bp)(A —y)dy

NIH

1
= (s + B + ) [ra-pra
0
1
= 5@+ B + ) [ v =2y + vy

1
= > (s + B) s + o) j 0 - 2v2 +y%) dy
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2

1 1 1 1
= E(QA + Ba)(ag + Bp) (E ~3 + Z) = E(“A + Ba)(ag + Bs)

i _ (ay + Ba) - (ap + Br)
12 24 '

Takode, ako je A = (a, b, @, B) trapezoidni fazi broj tada je y — nivo od A:
[AY =[a-(1-y)a,b+(1-y)Bl, Vvye[o0l],
i vazi da je fazi srednja vrednost trapezoidnog fazi broja A jednaka:

1 a+b B-a

EW) = [ vla-G-pa+b+a-ppldy =2 +525
0

a fazi varijansa:

— a)? _ 2
(b—a) +(b a)(a+ﬁ)+(a+ﬁ).

2A=
o°(A) 4 6 24

Slede originalani primeri fazi srednje vrednosti, fazi varijanse, fazi standardne devijacije, i
fazi kovarijanse.

Primer 2.8. Neka je dat trougaoni fazi broj A = (4,2,5). Odredimo njegovu srednju
vrednost, varijansu, standardnu devijaciju.

5-—2
E(A)=4+=——=4+05=45

(2+5)% 49
2(4) =22 22 _ 904,
o°(A) 24 22~ 20

a(A) = /o2(A) = /2,04 = 1,43.

Primer 2.9. Neka su dati trougaoni fazi brojevi A = (4,1,5) i B = (5,2,6). Tada je fazi
kovarijansa izmedu ova dva broja dobija na slede¢i nacin:

a=4 b=5
(XA=1 a3=2
,8A=5 ﬁB=6
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(1+5)-(2+6) 6-8 48

Cov(A,B) = >Z E =34

3. MODELI ZA VREDNOVANJE INVESTICIJA

U ovom poglavlja dat je pregled razli¢itih modela vrednovanja investicija, pocevsi od
nefleksibilne metode (neto sadasnja vrednost), do fleksibilnih metoda (ROV, FROV,
binomno stablo). Izlaganje u ovom poglavlju zasnovano je na [1,4,5,7,8,14,15,19,20,23,24].

3.1. NETO SADASNJA VREDNOST

Vrednovanje je proces kvantifikacije cele imovine ili investicionog projekta. Svrhe i
razlozi vrednovanja imovine su raznoliki. Tipi¢ni primeri ukljucuju finansijske izvestaje,
kapitalna budZetiranja, strateSka planiranja i upravljanje rizicima. Postoje brojne
tradicionalne metode za analizu investicionih odluka. Medu njima, napopularniji metod je

neto sadasnja vrednost (NPV4) [19].

Neto sadasnja vrednost predstavlja razliku izmedu sadasnje vrednosti neto priliva
tj. oCekivanih efekata investicije i sadaSnje vrednosti odliva gotovine tj. inicijalnog
kapitalnog izdatka [23].

Neto sadasnju vrednost racnuamo kao:
NPV =V — 1,

gde je:

4 Net present value
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V' —diskontovani efekti svedeni na sadasnju vrednost,
I — vrednost investicionih ulaganja,

pri ¢emu godiSnje neto prilive svedene na sadasnju vrednost racunamo kao:

— cfi cf C_f" = \ C—fl
V=dotar i taem Yt aeon _;(Hr)i’

gde cf;,i = 1,2, ...n, oznacava neto priliv u i —toj godini, a r predstavlja godiSnju kamatnu
stopu.

Sada formulu za NPV moZemo zapisati na slede¢i nacin:

n
cf,
NPsz -— |.
LT+
i=

Dakle, u osnovi neto sadaSnje vrednosti jeste da pokaZe sposobnost projekta da
vrati sredstva uloZena u njega. Neki investicioni projekat e biti prihva¢en ukoliko je neto
sadasnja vrednost projekta pozitivna a nece biti prihva¢en ukoliko je neto sadasnja
vrednost projekta negativna. Sledi primer izra¢unavanja neto sadasnje vrednosti.

Primer 3.1.

Koriste¢i metodu NPV oceniti da li je ekonomski prihvatljivo realizovati datu
investicionu mogu¢nost ako je planirano ulaganje od 120.000 dinara, pri ¢emu je kamatna
stopa 12%, i ako imamo godiSnje neto prilive u periodima eksploatacije 4 godine: u prvoj
godini 25.000 dinara, u drugoj 40.000, u tre¢oj 52.000 dinara i u ¢etvrtoj godini 75.000.

Resenje: Znamo da je vrednost investicionog ulaganja 120.000 dinara, odnosno I = 120.000
dinara. Zatim ra¢unamo diskontovanu vrednost neto priliva:

_ 25000 40000 52000 75000
T (140,12)'  (1+0,12)2 ' (1+0,12)3 ' (1+0,12)*

= 138.885,6 din.

NPV =V —1 =138.885,6 — 120.000 = 18.885,6 din.
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Zakljucak: Jeste ekonomski prihvatljivo realizovati datu investicionu moguc¢nost jer je
NPV > 0.

SuStina neto sadasSnje vrednosti jeste da se obracunava na osnovu diskontovanog

novcanog toka (DF(C®). Diskontovani novcani tok u ocenu valjanosti investicije ukljucuje
faktor vremena, tako Sto postuje ¢injenicu da vreme ima svoju finansijsku dimenziju, tj. ono
bukvalno postuje poslovnu izreku ,Vreme je novac.“.

U industrijskoj primeni NPV, postavljaju se pitanja u vezi sa tim kako novcani tokovi
i odgovarajuca diskontna stopa trebaju biti determinisani i kako rizik treba obracunati.
Kriti¢ari NPV pruZaju razliCite taCke glediSta zaSto je standardan metod NPV deficitaran i
daju razlicite teze kako bi to pokazali. Neki su predlozili upoterbu simulacija za poboljsanje
statistickog NPV, dok drugi predlazu ukljuc¢ivanje stabla odlucivanja. Kao Sto je istaknuto
od strane mnogih koji su pisali o ovoj temi, postoje tri karakteristike investicija, koje, ako
su prisutne zajedno, ¢ine koriS¢enje standardne NPV metode neadekvatnom za dobijanje
prave vrednosti investicije. Te karakteristike ukljucuju sledece:

1. nepovratni troSkovi - vecina investicija imaju nepovratne troskove, dakle
donosenje odluka je nepovratno,

2. buduca neizvesnost pokretacke vrednosti - vecina investicija su podloZni
ekonomskim i tehnickim nesigurnostima, pri ¢emu informacije dolaze postepeno
kako bi resile neizvesnosti,

3. ne nestaju investicione mogucnosti - prilike za ulaganje ne nestaju uvek ako
odluka nije odmah doneta tj. odluke se mogu odlozZiti, pa stoga investiciono
pitanje nije samo ,Ukoliko se investira...?“ ve¢ i ,Kada treba investirati?*.

Kada postoji neizvesnost, nepovratnost a pri tome Sanse za investiranje ne nestanu
odmah tada se pojavljuju dve situacije:
1. moze biti optimalno ¢ekati novu informaciju pre donosenja investicionih odluka,
2. fleksibilnost moZe biti dostupna (pri dolasku novih informacija) kako bi
promenila prethodno izabranu strategiju.

Drugim re¢ima, u prisustvu nepovratnih troskova, neizvesnih ekonomskih i
tehnickih faktora kao i Sansi za cekanje, racionalni investitori reaguju strateski do
postepenog dolaska informacija, u smislu investicionog ¢ekanja (ovakav pristup se josS zove

5 Discounted cash flow
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»Cekaj i vidi“) ili revizije prethodno izabrane strategije. Medutim, pretpostavka standardne
NPV metode je da se investiciona odluka donosi u trenutku analize (ovakav pristup se jo$
naziva ,ovde i sada“) ¢ime se ne ostavlja mesta za buducu fleksibilnost donosioca odluka
jer se neizvesnosti u buduénosti reSavaju. Ovo predstavlja suStinsku manu NPV metode.
Buducdi da ovaj problem nije pokriven klasicnom metodologijom, sve viSe donosioca odluke
se okrece konceptu realnih opcija. Koris¢ena literatura je [1,19,20,23].

3.2. VREDNOVAN]JE REALNIH OPCIJA

U poglavlju dat je teorijski i prakti¢ni osvrt na model vrednovanja realnih opcija na
koje se nadovezuje prikaz istog modela sa fazi stanovista. Izlaganje ovog dela rada oslanja
sena [4,5,8,14,15,19,21,22,24].

3.2.1. Teorijski pristup

Realne opcije su, u kontekstu ovog razmatranja , bazirane na istom principu kao i
finansijske opcije. Realne opcije prvi put se pojavljuju 1977. godine, a uveo ih je Stewart C.
Myers da bi primenio teoriju finansijskih opcija kod odlucivanja kompanije o investicijama.
Drugim re¢ima, preduzece utvrduje opcije kod pocetnog ulaganja, a ukoliko ekonomski
parametri projekta budu povoljni preduzece kasnije moze da realizuje opciju. U suprotnom
dolazi do napustanja opcije, a to znaci da preduzece nece investirati. Vazno je napomenuti
da mnoge svetske kompanije poput Boinga primenjuju teoriju realnih opcija za
vrednovanje investicionih odluka.

Kao Sto je napomenuto, NPV nema fleksibilnost pri donoSenju odluka. Drugim
reCima, taj metod svaku investiciju posmatra kao Sansu ,sad ili nikad“. Medutim, realne
opcije nemaju takav odnos prema investicijama. Investitor kroz realne opcije moZe da
saceka odredeno vreme, u pogledu donoSenja odluke, sve dok dodatna korisna informacija
ne potvrdi ili ne opovrgne investicionu odluku.

Svaka opcija podrazumeva tri vrste ucesnika:
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e prodavca opcije,
e kupca opcijei
e brokera.

Prodavac opcije dobija cenu ili premiju zato $to kupcu ustupa opciju, odnosno daje
mu pravo da kupi ili proda osnovno sredstvo. Kupac opcije pla¢a prodavcu cenu opcije kako
bi stekao pravo da zahteva prodaju ili kupovinu osnovnog sredstva. Broker nastoji da
pronade kupce i prodavca opcije i omoguci zakljuenje ugovora, a kao naknadu za to ima
posrednicku proviziju.

Vrste realnih opcija su:
e opcije za odlaganje projekta,
e opcije za proSirenje projekta i
e opcije za napustanje projekta.

Opcije za odlaganje projekta (eng. wait) - za neke investicione projekte postoji
opcija Cekanja, Sto implicira da se projekat ne mora realizovati odmah. Ukoliko se
kompanija odlu¢i na ovakvu vrstu realne opcije, ona cekanjem moZe dobiti nove
informacije o stanju na trzistu, cenama, troskovima pa samim tim ima vece Sanse za uspeh.
Ovakav tip opcije predstavlja americku kupovnu opciju na vrednost projekta sa cenom
izvrSenja.

Opcije za proSirenje projekta (eng. expand) - ova vrsta realne opcije se koristi
kada kompanija realizuje odredene projekte kako bi u buduénosti mogla da ulaZe u druge
projekte ili da ude na nova trzista. Kompanija koristi opciju za prosirenje projekta onda
kada je sadasnja vrednost ocekivanih novcanih tokova viSa od troSkova ulaska na trziste ili
realizacije projekta. Opcija za proSirenje obima projekta predstavlja americku call opciju,
dok opcija za smanjenje obima projekta (prodajuci deo projekta) predstavlja americku put
opciju.

Opcija za napustanje projekta (eng. abandon) - ovakva vrsta realnih opcija se
koristi u slu€aju kada novcani tokovi od realizacije projekta nisu priblizno jednaki
ocekivanim. Opcije za napustanje projekta za fiksnu cenu je americka put opcija.

Realna opcija predstavlja pravo, ali ne i obavezu na akciju odlaganja, proSirivanja,
ugovaranja ili otkazivanja projekta za unapred utvrdenu cenu, za unapred odreden
vremenski period, odnosno Zivotni vek opcije. Imati realnu opciju znaci imati mogucnost

46



FAZI SKUPOVI I NJIHOVA PRIMENA U INVESTICIONOM ODLUCIVANJU

donoSenja odluke za ili protiv (tokom odredenog perioda) investicionog ulaganja bez
obavezivanja unapred. Ona predstavlja odredenu vrstu fleksibilnosti koja je ugradena u
realnu aktivu ili investicioni projekat. Svaka opcija ima vrednost koja se racuna tako Sto se
od tekuce cene haritje odbije izvr$na cena.

Kao $to smo napomenuli, realne opcije su bazirane na slicnom principu kao i
finansijske opcije, pa stoga postoji odredena korespodencija izmedu njih S$to je
predstavljeno u Tabeli 3.1. Model realnih opcija investiciju posmatra kao opciju na novcani
tok.

FINANSIJSKE OPCIJE REALNE OPCIJE

Call opcija —  Realna opcija

Sadasnja vrednost cene akcije —  Sadasnja vrednost ocekivanih novcanih tokova
Cena izvrSenja —  SadaSnja vrednost investicionih troskova
Datum dospeca —  Investicioni period

Bezrizi¢na kamatna stopa —  Bezrizi¢na kamatna stopa

Volatilnost cene akcije —  Volatilnost ocekivanog novcanog toka
Dividende R Mogénost troskova tokom investicionog

perioda

Tabela 3.1. Korespodencija izmedu finansijskih i realnih opcija

Modeli za procenu vrednosti realnih opcija ukljucuju Black - Scholes-ov® model,
binomni model, model Monte Carlo simulacija itd. U ovom radu bazira¢emo se na Black -
Scholes - ov i binomni model koji predstavljaju neprekidni i diskretni model, respektivno.
[zlaganje u ovom poglavlju se oslanja na [4,5,19,21,22].

6 Fischer Sheffey Black (1938. - 1995.) i Myron Samuel Scholes su americki strucnjaci za finansijsku
ekonomiju. Dobitnici su Nobelove nagrade 1997. godine za ekonomiju.
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3.2.2. Numericki pristup

Podsetimo se Cinjenica i formulacije Black - Scholes modela. Prodaja ili kupovina
osnovnog sredstva za prethodno definisanu cenu naziva se izvrSenje opcije. Opcija ¢e se
izvrsiti samo ako je vrednost osnovnog sredstva veca od cene izvrSenja u slucaju call opcije
(pravo da se kupi osnovno sredstvno), odnosno samo ako je vrednost osnovnog sredstva
manja od cene izvrSenja u slucaju put opcije (pravo da se proda osnovno sredstvo). Za
riziko neutralne investitore Black - Scholes formula za cenu call opcije je [4]:

CO = SON(dl) - Xe_rTN(dz).

U nastavku predstavljamo prosirenje Black -Scholes - ovog modela (prosirili smo sa
aktivama koje isplacuju dividende), kao metode za vrednovanje realnih opcija.

Vrednost realne opcije se izracunava na sledec¢i nacin [5]:
ROV = S,e9TN(d,) — Xe "TN(d,)

gde su

2

ln(s—)g)+(r—8+%>T
d, = — ,

dz =d1_0—ﬁ

Dakle, vrednost realne opcije u predstavljenom modelu moZemo posmatrati kao
funkciju slede¢ih promenljivih:

e S, -sadasSnja vrednost oCekivanih novcanih tokova,

e X - predstavlja nominalnu vrednost fiksnih troskova,

e 1 - bezrizicna kamatna stopa,

e T -vreme do dospeca opcije (izraZzeno u godinama),

e ¢ -rizik ocekivanih novcanih tokova,

e § - izgubljena vrednost tokom trajanja opcije,

e N(d) - verovatnoca da sluCajna promenljiva koja ima standardnu normalnu

raspodelu bude manja od d.
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Stavise, N(d) predstavlja funkciju raspodele normalne slu¢ajne promenljive (funkcija
raspodele standardizovane slucajne promenljive):

Primer 3.2. [4]

Kompanija A koja se bavi proizvodnjom nafte ima moguénost da dobije
petogodisnju licencu za naftne platforme. Kada se platforme razviju, ocekuje se da ¢e dati
prinos od 50 miliona barela nafte. Trenutna cena barela nafte iz oblasti gde posluje
Kompanija A je $10, a sadasnja vrednost troskova razvoja je $600 miliona dolara. Tada je
NPV projekta:

50 miliona x $10 — $600 miliona = —$100 miliona.

SuoCena sa ovakvom situacijom, Kompanija A bi ocigledno propustila priliku za
investiranje. Medutim, pitamo se Sta bi pristup vrednovanju realnih opcija ucinio u istom
slucaju. Za pocetak, ovakav pristup vrednovanju bi prepoznao vazZnost neizvesnosti i
nesigurnosti. Postoje dva glavna izvora nesigurnosti u poglednu vrednosti platforme:
kolicina nafte i cena nafte. Pretpostavimo, primera radi, da ova dva izvora nesigurnosti
zajednicki rezultiraju standardnom devijacijom od 30%. Drzanje opcije takode obavezuje
imaoca da servisira godis$nje fiksne troskove odrzavanja aktive i neka to bude $15 miliona.

Ovo predstavlja isplatu u vidu dividendi u iznostu od 3 procenta (tj. 15/500) vrednosti

imovine. Znamo da period trajanja opcije T iznosi 5 godina i da je bezrizi¢na kamatna stopa
5%. Imamo sve informacije nepohodne za procenu vrednosti realne opcije, pa je:

ROV =500-e7%035.058 — 600 - e~2955.0,32 = $251 milion — $151 milion
= 100 miliona.

Suocavaju¢i se sa odlukom koja se odlaZe, namece se glavno pitanje na koje bi
kompanija trebala da odgovori:
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Koliko dugo (izraZeno u T vremenskih perioda) treba odlagati odluku, ako se odluka
uopste i donese? 1z ideje vrednovanja realnih opcija moZemo uociti pravilo za donosenje
optimalnih odluka (strategija).

PRAVILO ODLUCIVANJA: [5] Pretpostavimo da imamo priliku za odloZenu odluku P,
sa duzinom od L godina sa oc¢ekivanim novcéanim tokovima:

(cforcfrr s Cft)

gde je cf; gotovinski priliv koji kompanija ocekuje da proizvede u i - toj godini, pri cemu je
i =0,1,..,L. Kada je maksimalno vreme odlaganja T, donosenje odluke o investiciji (drugim
re¢ima izvrsiti opciju) je u vremu t',0 < t' < T, za koju je opcija (ROV;,) pozitivha i dostiZe
svoju maksimalnu vrednost:

ROV = o, ROV = o {Vie N (dy) = XN (@)

Primetimo da se u formuli iznad pojavljuje V;. Ova veli¢ina se definiSe na sledeci nacin:

Vt = PV(CfO' cfl! ""CfL' .BP) - PV(CfOI Cfl: ""Cft—l' ﬁP) = PV( Cft' ---:Cle .BP)

i predstavlja sadas$nju vrednost agregatnih novcanih tokova koja je proizvedena odlukom
koju odlaZemo t godina pre nego S$to je prihvatimo. Stoga imamo da je:

L t L
cf; cfi cf;
PR /T R, /i
Tt LTy T T LT Ay T LTt B
j=1 j=1 j=t
a fp predstavlja rizik (ovaj rizik je prilagoden diskontovanoj stopi koja se odnosi na

odluku).

Naravno, pravilo odluc¢ivanja se menja svakog puta kada dobijemo ili saznamo novu
informaciju tokom perioda odlaganja kako bi videli optimalnu investicionu strategiju koju
menjamo u kontekstu novih informacija.

Ocigledno, ukoliko donesemo odluku odmah, bez cekanja, tada dobijamo:

L
Vo = PV (cfo, cfr,rCfr Bp) = Z%
j=0 P
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a kako vazi da je:

%1_1;% d, = %1_r)r(1) d, = +oo, lTl_r)r(l) N(dy) = lTl_r)r(l) N(d;) =1,

sledi:

L Cf
R = —X = —J - — X,
OVO VO ]Zo(l'*'ﬁp)]

Vidimo da, ukoliko donesemo odmah odluku, metod vrednovanja reale opcije se
poistovecuje sa NPV metodom. Dakle, pravilo odluc¢ivanja takode ukljucuje neto sadasnju
vrednost pretpostavljenih novcanih tokova.

Realne opcije su koriS¢ene kao strategijski intrumenti, gde su stepeni slobode nekih
akcija ograniceni od strane moguc¢nosti kompanije. Posebno je ovo slucaj kada su posledice
odluke znacajne i imaju uticaj na trziste i poziciju kompanije u odnosu na konkurente. U
principu, realne opcije treba poZeljno posmatrati u Sirem smislu, gde rukovodstvo
kompanije ima stepen slobode da promeni, pa ¢ak i ponisSti, moguénosti za ponovno
investiranje.

3.3. VREDNOVAN]JE FAZI REALNIH OPCIJA

Generalno govoreci, sadasSnja vrednost oCekivanih novcanih tokova se ne moZe
proceniti jedinstvenom vrednosc¢u. U ovom delu ¢emo pretpostaviti da oc¢ekivani novcani
tokovi odluke ,zatvoriti - ne zatvoriti“ ne mogu biti okarakterisani sa jednim brojem (Sto
treba da bude u slu¢aju dono$enja veoma, veoma teskih odluka). StaviSe, iskustva na
projektima u velikim investicijama pokazuju da rukovodstva kompanja mogu da procene
sadasnju vrednost ocekivanih novcanih tokova pomocu fazi logike, odnosno Kkoristeci
trapezoidne fazi brojeve. Pomocu trapezoidnih fazi brojeva moZemo proceniti fazi sadasnju
vrednost oCekivanih nov¢anih tokova projekta, koja je oblika [4]:

S:E) = (Slf S, Q, .B)’
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tj. najceS¢e moguce sadaSnje vrednosti oc¢ekivanih novcanih tokova se nalaze u intervalu
[s1,5,], $to predstavlja jezgro trapezoidnog fazi broja Sy, a (s, + B) je potencijal rasta a
(s; — a) je potencijal pada sadasnje vrednosti ocekivanih novcanih tokova. Interval
(s; — a,s, + P) predstavlja nosac predstavljenog trapezoidnog fazi broja.

Slicno sadasnjoj vrednosti o¢ekivanih novcanih tokova i o¢ekivani troskovi se mogu
proceniti pomocu trapezoidnh fazi brojeva na sledeci nacin:

X = (xl; X2, a’, ﬁ,)

tj. najceSce moguce vrednosti ocekivanih troskova leze u intervalu [xy, x,], Sto predstavlja
jezgro trapezoidnog fazi broja X, a (x, + ') je potencijal rasta i (x; — a’) je potencijal pada
vrednosti ocekivanih troskova. Interval (x; — a’, x, + B") predstavlja nosa¢ predstavljenog
trapeziodnog fazi broja.

Moramo napomenuti da se raspodele moguénosti ocekivanih troskova i sadasnje
vrednosti ocekivanih novc¢anih tokova mogu predstaviti nelinearnim funkcijama
pripadnosti (npr. Gausovom, S funkcijom, L funkcijom, Gama funkcijom itd.). Medutim,
matematicki gledano, lakse je koristiti linearnu funkciju pripadnosti, i $to je vaznije,
menadZeri kompanija preferiraju trapezoidne fazi brojeve u odnosu na Gausov fazi broj
kada su u pitanju procene nesigurnosti u vezi sa budu¢im novcéanim prilivima i odlivima.

Bazirano na prethodnom poglavlju (gde smo razmatrali vrednovanje realnih opcija)
i na razmatranju koje smo sproveli u ovom poglavlju, dajemo sledecu formulu za
izraCunavanje vrednosti fazi realnih opcija (FROV7)[5]:

FROV = S,e9TN(d,) — Xe "TN(d,),

gde je:

(5 - 5+9)1

__\E(X)
d, = — ,

7 Fuzzy real option value
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dz =d1—0'\/7

Dakle, vrednost fazi realne opcije u predstavljenom modelu moZemo posmatrati kao
funkciju sledec¢ih promenljivih:

o E(S,) - fazi srednja vrednost sadasnje vrednosti o¢ekivanih nov¢anih tokova,

o F (X) - fazi srednja vrednost ocekivanih troskova.

o 7= O'(SO) - fazi varijansa sadasnje vrednosti ocekivanih novcanih tokova,
pri cemu ostale promenljive imaju isto znacenje kao i kod ROV modela.

Koriste¢i operacije nad trapezoidnim fazi brojevima dobijamo sledeci oblik za
FROV:

FROV = (51, 52, a, ﬁ)e_sTN(dl) - (x11x21 a,l ﬁ,)e_rTN(dZ)
= (513_6TN(d1) —x,e7"TN(dy), 523_6TN(d1) — x,7"TN(dy),

ae 9TN(d,) + B'e""N(d,), Be ®TN(d,) + a’'e TN (d))).

S;") pri raCunanju d4, jer % moZe da ne bude
fazi broj. Takode, vrednost fazi realne FROV c¢e takode biti fazi broj s obzirom da
predstavlja razliku dva fazi broja.

Napomena: Ne smemo Koristiti izraz E (

Primer 3.3. [4]
Zelimo da nademo vrednost fazi realne opcije pod sledeéim pretpostavkama:
Sy = ($400 miliona, $600 miliona, $150 miliona, $150 miliona)

Predstavimo raspodelu mogucnosti sadasnje vrednost ocekivanih novcanih tokova.
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250 400 600 750  milioni $

Dalje, pretpostavimo da je r = 5% godiSnje, T = 5 godina, § = 0,03 po godini i da je
X = ($550 miliona, $600 miliona, $150 miliona, $150 miliona).

Predstavimo sada raspodelu moguénosti oc¢ekivanih troskova.

Prvo ra¢unamo:

= $154.11 miliona,

o(50) - J@Z s Gt ) @B
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tj. (Sy) = 30.8%.
Dalje racunamo:

S1+s -
1 2+B

a I I
> e = $500 miliona,

E(So) =

!

Xx1+x, B —a

EX) == 6

= $600 miliona.

Dalje,

500

2

2
In (600) + (0.05 — 0,03 + 2308 ) .5

N(d) =N = 0.589,

0,308 -/5

N(d,) = 0.321.
[z formule za dobijanje vrednosti fazi realne opcije dobijamo:
FROV = ($40.15 miliona, $166.58 miliona, $88.56 miliona, $88.56 miliona).

Ocekivana vrednost FROV je $103.37 miliona, nace$¢e moguce vrednosti se nalaze u
intervalu [$40.15 miliona, $166.58 miliona], potencijal pada tj. najve¢i moguéi gubitak
iznosi $48.41 milion i potencijal rasta tj. najve¢i moguci dobitak iznosi $255.15 miliona.

Analogno sa modelom realnih opcija i kod modela vrednovanja fazi realnih opcija
postoji pravilo odlucivanja koje pomaZe kompaniji da donese pravu odluku. U nastavku
¢emo prikazati pravilo odlucivanja kod FROV modela.

PRAVILO ODLUCIVANJA: [5] Neka P predstavlja odluku koju je moguée odloZiti sa
dolaze¢im novcanim tokovima i troskovima koji se odlikuju trapezoidnim raspodelama
mogucnosti (ovu raspodelu smo videli u razmatranju iznad). Pored toga, pretpostavimo da je
maksimalno vreme odlaganja odluke T, a da je stopa prinosa na projektu Bp. U ovim
okolnostima, kompanija e doneti odluku (tj. izvrSiti realnu opciju) u trenutku t',0 < t' <T,
za koji je vrednost opcije, FROV,1, pozitivna i dostiZe maksimalnu vrednost. Dakle,

FROVy = max FROV, = tzr(r)}%?iT{ﬁe‘&N(dl(t)) —Xe "'N(d, (D)},
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gde su

Vt = PV((;TO' Eflr - CfLJ BP) PV(CfO' Cfl) - E—f?—;' ﬁP) = PV( E—f;' ""6}2' BP)
L —

_ , G
~oht Z @+ 6y Z aTee T+ )T

E(V) o?
) ln(E(X)>+<F_8+7)T
1 O'\/T )
d, =d, —oVT.

Sa E se oznacava operator fazi srednje vrednosti, pa E (X ) oznacava fazi srednju vrednost
ocCekivanih troskova, pri cemu:

_a(W)

~E(V)

predstavlja fazi varijansu ukupnih ocekivanih novcanih tokova u odnosu na njihove srednje
vrednosti (i stoga se predstavlja kao procentualna vrednost).

Medutim, da bi nasli maksimalni element iz skupa:
{FROV,, FROVy, ..., FROV}},

$to nije ni malo lak zadatak zato Sto to ukljucuje rangiranje trapezoidnih fazi brojeva,
uvodimo vrednosnu funkciju koja poredi vrednosti fazi realnih opcija trapezoidne forme
FROVt = (C%, Cf, Ay, ﬁt):

CtL+C5 Br — a;

U(FROVt) = 2 + rA ) 6 )

gde r, > 0 predstavlja investitorov stepen averzije prema riziku. Ako je:
e 1, = 1, investitor je rizik neutralan (tada poredi fazi srednje vrednosti),
e 14 > 1,tadainvestitor ima naklon prema riziku (prihvata rizik) i
e 1, < 1,tadainvestitor ima averziju prema riziku (investitor je rizik odbojan).
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3.4. BINOMNI MODEL VREDNOVAN]JA REALNIH OPCIJA

Binomni model predstavlja jedan od numerickih metoda vrednovanja realnih
opcija. Ovaj model nosi naziv joS i CRR® model zbog naucnika koji su ga objavili 1979.
godine (Cox - Ross - Rubinstein). Model objaSnjava geometrijsko Braunovo kretanje u
diskretnim vremenskim trenucima. Kako bismo pratili razvoj opcije na osnovnu imovinu
uvodi se binomno stablo pri ¢emu se definiSe broj koraka, odnosno broj vremenskih
trenutaka. Koris¢ena literatura je [5,7].

Iz prakti¢nih razloga, i u radu sa rukovodstvom kompanije binomni model realnih
opcija je laksi za koriS¢enje i objasnjavanje u smislu raspolozivih podataka. U nasem radu,
osnovno binomno ,okruzenje“ je predstavljeno pomoc¢u dva binomna stabla:

1. binomno stablo osnovne imovine i
2. binomno stablo vrednosti opcije.

Na Slici 1. vrednosti u i d opisuju geometrijsko Braunovo kretanje novcanih tokova
tokom vremena, gde q predstavlja verovatnocu kretanja osnovne imovine na gore,a 1 — g
predstavlja verovatnoc¢u kretanja osnovne imovine na dole. Vrednost osnovnog sredstva se
razvija tokom vremena prema verovatno¢ama vezanim za kretanje q i 1 — ¢q, i multiplikati-
vnim faktorima u i d (Slika 3.1.).

8 Cox Ross Rubinstein
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Suu

Sud

/
\.

/\/k

Sdd

t=0 =1 t=2

Slika 3.1. Binomno stablo osnovnog sredstva za dva perioda

Koriste¢i model Cox - Ross — Rubinstein dobijamo sledece formule:

u = eVt kretanje na gore
1_ -om -
d=—=¢ %A kretanje na dole
u
erAt d
q= verovatnoca kretanja na gore
u—d
pr=1—¢q verovatnoca kretanja na dole

gde o predstavlja volatilnost cene osnovnog sredstva a At predstavlja vremenski
inkrement.

Binomno stablo vrednosti opcije se sastoji od ¢vorova (Slika 3.2.), pri ¢emu
vrednosti ¢vorova u trenutku isteka opcije (svi krajnji ¢vorovi) imaju vrednost:

- max{(§ — K), 0} ukoliko se radi o call opciji i

- max{(K — S), 0} ukoliko se radi o put opciji.
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CALL OPCIJA PUT OPCIJA
_y 0t+2= max{Suu-K,0} max{K-Suu,0}

a_
- ﬂ;i.'.l -_
q - ~—_
0 qq 2 0¥t= max{Sud-K0) |max{K-Sud0}
1-q9 "*of, -

10 "updd - max{Sdd-K0}  |max{K-Sdd,0}
Slika 3.2. Binomno stablo vrednosti opcije za dva perioda

Vrednost opcije preostalim ¢vorovima se racuna pomocu vrednosti opcije iz
naredna dva ¢vora, koja poisticu iz ¢vora u kome racunamo vrednost opcije. Pomo¢u CRR
modela dobijamo formulu prema kojoj racunamo vrednost opcije u trenutku ¢:

0, = e_mt[q 01+ (1 —q)- Ogl+1]

gde je:
- 0 vrednost opcije u trenutku ¢,
- 0f, vrednost opcije u trenutku t + 1, ako se cena osnovnog sredstva povecala
za stopu u od trenutka ¢,
- 0%, vrednost opcije u trenutku t + 1, ako se cena osnovnog sredstva smanjila za
stopu d od trenutka t.

Primetimo da prethodna formula predstavlja diskontovanu vrednost od ocekivane
vrednosti opcije u trenutku t + 1, odnosno diskontovanu vrednost od E (O, 1).

Binomni model predstavlja diskretni model (vrednosti ra¢unamo u diskretnim
vremenskim trenucima), i njegova tac¢nost raste sa porastom broja vremenskih intervala.
Ukoliko broj perioda tezi ka beskonacnosti tj. At — 0 dobijmo neprekidni model tj. Black -
Scholes model. Na kraju, povlastica koja se dobija koriS¢enjem fazi brojeva i modela fazi
realnih opcija u modelu Black - Scholes i binomnom modelu je ta da mozemo:

e predstavljati neizvesnost u procenama buducih troSkova i novéanih tokova i
e uzeti u obzir ove faktore kada donosimo odluku da zatvorimo postrojenje
sada ili da odloZimo odluku za t godina.
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Primer 3.4. Posmatrajmo akciju sa volatilno$¢u o = 0,2. Trenutna cena akcije je 62%$. Data
je evropska call opcija na ovu akciju koja dospeva za dva meseca i Cija je strike cena K =
60$. Godisnja kamatna stopa je 10% i kapitaliSe se mesec¢no. Odredicemo cenu opcije
koristec¢i binomni model.

S =62% T =2 r=10%
o=10% K = 60% 1
At = —

12

1
u = eoVAt — eo’zg = 1,05943

1 o2 [X
d=—=e"=e o2t _ 0,9439

1
e —d  e"'12-09439
u—d  1,05943 —0,9439
uS = 1,05943 - 62$ = 65,68%
dS = 0,9439 - 62$ = 58,52$

q= 0,558

uuS = 1,05943 - 65,68% = 69,59%
udS = 1,05943-0,9439 - 62% = 62%
ddS = 0,9439 - 58,52$ = 55,24%

Sada naSe binomno stablo za akciju izgleda ovako:

569,595
4 65683
525 : N
o 58,523
~ o2

Sada racunamo cenu evropske call opcije:
= max{uuS — K, 0} = max{69,59$ — 60%$,0} = 9,59%

0%, = max{udS — K,0} = max{62$ — 60%$,0} = 2$
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08, = max{ddS — K, 0} = max{55,24$ — 60$,0} = 0$
1
Oty =e ™ (q 0, + (1 - q) - 0%) = ~o%12. (0,558 9,59$ + (1 — 0,558) - 2$) = 6,18%

1
0, =e(q- 0FL + (1 —q)- 08%) = e >12- (0,558 2$ + (1 — 0,558) - 0$) = 1,11$

Vrednost opcije je:

1
0=e™q- 0} +(1—q)-0%,)=e""12- (0,558 6,185 + (1 — 0,558) - 1,11%) = 3,91$

4. FAZIISPLATIVOST

U ovom poglavlju, dat je prikaz metod fazi isplativosti za vrednovanje realnih opcija.
Na pocetku prikazana je motivacija za nastanak ovog modela, odnosno sa modelom iz kojeg
je nastao metod fazi isplativosti. Nakon motivacije, ima¢emo detaljan pregled metode fazi
isplativosti, kao i nacin racunanja vrednosti opcije. Kroz ovo poglavlje proZimace se novi
pojmovi: fazi srednja vrednost pozitivnog dela fazi broja i verodostojna srednja vrednost
pozitivnog dela fazi broja. Ovi pojmovi nam sluZe za izracunavanje vrednosti realne opcije i
detaljno su objasnjeni u ovom poglavlju. Na kraju vide¢emo prakti¢nu primenu ove metode,
odnosno videcemo kako metoda radi na realnim primerima, uz datu originalnu korekciju
primera. U ovom poglavlju koriS¢ena je literatura [5,6,11,12,16,27].

4.1. MOTIVACIJA

Vrednovanje realnih opcija predstavlja tretiranje investicione moguc¢nosti i razlicitih
tipova fleksibilnosti kao opcije pri ¢emu ih vrednuje modelima. Realne opcije su korisne
kao model za strateSko i operativno donoSenje odluka i kao alat za vrednovanje i
numericku analizu. Ovaj deo rada se fokusira na koriS¢enje realnih opcija u svrhe
numericke analize, a narocito ¢emo obratiti paZnju na izvodenje vrednosti realne opcije za
datu investicionu mogu¢nost ili rukovodstvenu fleksibilnost.
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Realne opcije se obi¢no vrednuju istim metodama koje se koriste u vrednovanju
finansijskih opcija tj. Black - Scholes formula za izracunavanje cene opcije, binomni model
vrednovanja opcija i Monte - Carlo metoda. Vecina ovih metoda je sloZena i zahteva dosta
dobro razumevanje slozenih matematickih procesa, pri ¢emu se pojavljuju problemi pri
njihovom koriS¢enju u praksi.

Medutim, pojavio se novi pristup vrednovanju realnih opcija, nazvan Datar -

Mathews metod (DM° metod), gde se vrednost realne opcije racuna iz raspodela isplata,
dobijenih iz raspodele neto sadasnje vrednosti za projekat generisan Monte - Carlo
simulacijom. Kreatori DM metode pokazuju da njeni rezultati konvergiraju ka rezultatima
iz Black - Scholes modela. Ovaj metod predstavlja pojednostvaljenje u racunanju vrednosti
realne opcije, ¢ine¢i ga jasnijim i donose¢i metod vrednovanja koji je veoma blizak praksi.
Najpozitivnija odlika DM je da na njega ne uti¢u problemi sa pretpostavkama povezane sa
trziSnim procesima. Metoda DM Kkoristi scenarije novcanih tokova kao ulazni faktor za
Monte - Carlo simulaciju kako bi dobila raspodelu za investicione ishode. Upravo ovu
metodu su naucnici Collan, Fuller i Mezei iskoristili kako bi napravili novi metod za
vrednovanje realnih opcija nazvan Metoda fazi isplativosti za vrednovanje realnih opcija koji
ne koristi simulacije.

Simulacije nisu apsolutno neophodan korak u Datar - Mathews metodi, pa u tom
smislu metoda fazi isplativosti i DM metoda nisu toliko razli¢iti. Medutim, ono S$to je
potpuno drugacije je to da je DM metoda zasnovana na teoriji verovatnoce i kao takva ima
potpuno drugaciju osnovu od metode fazi isplativosti. To znaci da su nacini na koje ova dva
modela posmatraju neizvesnost potpuno drugacija.

Pored teorije verovatnoce, postoje i drugi nacini koji se koriste za posmatranje
neizvesnosti ili nepreciznosti u budu¢im procenama, a to su fazi logika i fazi skupovi. Kao
$to smo ve¢ i napomenuli, u klasi¢noj teoriji skupova, element u potpunosti ili pripada ili ne
pripada nekom skupu. Ovaj tip dvovrednosne ili ,ta¢no - neta¢no“ logike se obi¢no koristi u
finansijama. Dvovrednosna logika jeste osnovna pretpostavka teorije verovatnoce.
Medutim, ona predstavlja problem jer se finansijske odluke obi¢no donose u uslovima
neizvesnosti.

9 Vinary Datar i Scott Mathews su kreirali DM metod 2000. godine za kompaniju Boing. Vinary Datar je bio
profesor na Sijetl Univerzitetu, dok je Scott Mathews bio tehnicki saradnik u kompaniji Boing.
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U kontekstu finansijskih investicija, neizvesnost predstavlja prakticno nemoguénost
davanja apsolutno tacnih i preciznih procena, na primer buduéih nov¢anih tokova. Sa druge
strane, fazi skupovi se mogu Kkoristiti za formalizovanje netacnosti koje postoje pri
donoSenju odluka. Fazi skupovi su skupovi koji dozvoljavaju gradaciju pripadnosti kao $to
je ,bududi novcani tok u godini x je oko y evra®“. To znaci da se fazi skupovi mogu koristiti
za formalizovanje netacnosti koje nastaju pri donoSenju odluka. Zaista, koriS¢enje teorije
fazi skupova u ekonomiji dovodi do rezultata koji se ne mogu dobiti klasi¢cnim metodama. .
U prakticnim primenama najviSe koriS¢eni fazi brojevi su trougaoni i trapezoidni fazi
brojevi. Oni se koriste zbog toga Sto Cine mnoge operacije moguc¢im i intuitivno

Kada zamenimo ,obicne“ (nefazi) brojeve sa fazi brojevima, moZemo konstruisati
modele koji ukljuCuju ljudsku nepreciznost. To ove modele €ini mnogo bliZim realnim
situacijama. Takode, zamenom nefazi brojeva sa fazi brojevima automatski znaci da
dobijeni modeli takode moraju da prate pravila fazi aritmetike.

4.2. METOD FAZI ISPLATIVOSTI

Metoda Datar - Mathews podrazumeva da je ponderisani prosek pozitivnih ishoda
fazi NPV (drugim re¢ima, pozitivnih ishoda raspodele isplativosti) vrednost realne opcije.
Posto u ovoj metodi radimo sa fazi brojevima, ponderisani prosek predstavlja fazi sredinu
pozitivnih ishoda NPV.

Ovde ¢emo Kkoristiti fazi brojeve kako bi prikazali ocekivane buduce raspodele
troSkova i prihoda projekta, a samim tim i profitabilnost NPV ishoda. Fazi NPV,
predstavljena kao fazi broj, predstavlja raspodelu isplativosti projetka.

Trougaoni fazi broj koji opisuje NPV je definisan sa tri tacke (Slika 4.1.). Tri tacke
koje definiSu fazi NPV se dobijaju predikcijom tri scenarija, odnosno tako Sto odredimo
NPV za sva tri scenarija.
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mmde s ==

Oblast koja
_— odreduje pondere
"

Stepen
pripadnosti
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A+ a+p
'ﬁ—l l
|
20% oblasti su negativni 80% oblasti su pozitivni fazi NPV ishodi, vrednostiu

fazi NPV ishodi i sve skladu sa ocekivanjem (srednja vrednost pozitivne
vrednosti su 0 oblasti, A+)

=]
o
i
=
=]
o

Slika 4.1. Trougaoni fazi broj A definisan sa tri tacke {a, a, B} opisuje NPV potencijalnog
projekta

Nakon odredivanja fazi NPV prelazimo na odredivanje vrednosti realne opcije.
I[zraCunavanje vrednosti realne opcije (ROV) iz fazi neto sadasnje vrednosti (iz raspodele
NPV) jeste fazi sredina NPV gde su vrednosti ispod nule (negativni ishodi NPV) ra¢unate
kao nula. Sledec¢a definicija nam daje obrazac za racunanje vrednosti realnih opcija putem
fazi NPV.

Definicija 4.1. [5] Vrednost realne opcije iz fazi NPV se ra¢una na sledeci nacin:

_ foooA(x)dx
ROV = W X E(A+)

gde:

A predstavlja fazi neto sadasnju vrednost (fazi NPV),
E(A,) predstavlja fazi srednju vrednost pozitivnog dela fazi NPV,

fjooo A(x)dx - ovaj integral racuna oblast ispod Citavog fazi broja A, i

) 000 A(x)dx - ovaj integral racuna oblast ispod pozitivnog dela fazi broja A.
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MoZemo primetiti da kada je ceo fazi broj iznad nule tada je vrednost realne opcije
upravo fazi sredina fazi broja, a kada je ceo fazi broj ispod nule tada je vrednost realne
opcije nula. Ova metoda govori da kada koristimo fazi brojeve, ponderisani prosek
pozitivnih vrednosti raspodele isplata je niSta drugo do ponderisana fazi sredina pozitivnih
vrednosti fazi NPV.

Kako bi vrednost realne opcije bila odredena neophodno je da odredimo fazi
srednju vrednost pozitivhog dela NPV. Pored fazi srednje vrednosti u literaturi se mozZe
naci i verodostojna srednja vrednost koju moZemo Kkoristiti za izracunavanje vrednosti
realne opcije. U nastavku dat je prikaz fazi srednje vrednosti i verodostojne srednje
vrednosti pozitivnih delova fazi broja. U naSem slucaju, taj fazi broj ¢e predstavljati fazi
NPV.

4.2.1. Fazi srednja vrednost pozitivnog dela fazi broja

U slucaju fazi srednje (ocekivane) vrednosti, racunanje sredine pozitivnog dela je
definisan sa Cetiri slucaja. Koris¢ena je literatura [5,6].
1. Slucaj kada je: 0 < a — a. U ovom slucaju ceo fazi broj je iznad nule pa je fazi
srednja vrednost pozitivnog dela fazi broja upravo sama fazi srednja vrednost:
p—«a

E(A_,_) :E(A) =a+T.

2. Slucaj kada je: a — a@ < 0 < a. U ovom slucaju fazi srednja vrednost pozitivnog
dela fazi broja se racuna kao:

3
—a (a—a

B +( >
6 6a?

3. Slucaj kada je: a < 0 < a + f. U ovom slucaju fazi srednja vrednost pozitivnog

E(A,)) =a+

dela fazi broja se racuna kao:

(a+p)°

E(A_l_) = W
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4. Slucaj kada je: a + f < 0. U ovom slucaju ceo fazi broj je ispod nule pa je njegova
vrednost nula tj.

E(A,) =0,

4.2.2. Verodostojna srednja vrednost pozitivnog dela
fazi broja

Za fazi promenljive, Cije su raspodele fazi brojevi, definisana je fazi srednja vrednost
sa kojom smo se susreli u prethodnom delu rada. Medutim, ta definicija je striktno vezana
za formu fazi broja pri Cemu se ne moZe proSiriti na druge klase fazi raspodele (npr.
diskretna fazi raspodela). Kako bi se taj problem prevaziSao definiSe se mera
verodostojnosti, u okviru koje se razvila i verodostojna ocekivana vrednost (eng.
credibilistic expected value).

U ovom delu rada prikazace se postupak koriS¢enja mere verodostojnosti i
verodostojnu ocekivanu (srednju) vrednost za procenu fazi realnih opcija. Prvo je data
definicija mere verodostojnosti.

Definicija 4.2. [6] Neka je 6 neprazan skup i neka je P(0) partitivni skup od 6. Skupovna
funkcija Cr se zove mera verodostojnosti ako zadovoljava sedeca Cetiri uslova:

1. Cr{f} =1

2. Crjerastuca, tj. Cr(C) < Cr(D)zaC c D

3. Cr(C)+Cr(C% =1 zasvako C € P(0)

4. Cr{U;C;} A 0,5 = sup;Cr{C;} za svako {C;} sa Cr{C;} < 0,5.

Prva primena mere verodostojnosti jeste novi koncept ocekivane vrednosti za
normalizovan fazi skup, odnosno za fazi brojeve.

Definicija 4.3. [6] Ocekivana vrednost normalizovane fazi varijable & je definisan na sledeci
nacin:
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Ec[é]= | Cr{é =r}dr— | Cr{¢é <r}dr
Jerezner- |

pod uslovom da je bar jedan od integrala konacan.

U slucaju verodostojne ocekivane vrednosti, racunanje sredine pozitivnog dela je
definisan formulom:

o

E.[A,] = f Cr{A = r}dr.
0

4.2.2.1. Verodostojna srednja vrednosti za trougaoune fazi brojeve

Ovde postoji Cetiri slucaja kada racunamo verodostojnu srednju vrednost pozitivne
oblasti trougaone fazi isplate:
1. Slucaj kada je: 0 < a — a. U ovom slucaju verodostojna ocekivana vrednost se
racuna kao:
p—a
Ec(Ay) =Ec(A) =a+ 2
U ovom slucaju fazi srednju vrednost trougaonog fazi broja ¢emo oznacavati sa
Ep(A), akao $to smo to videli u prethodnom delu rada ona je:
f—a

E-(A) = _
p(A) =a+ 7

Ako poredimo ovu vrednost sa verodostojnom srednjom vrednos¢u dobijamo:
|Ep(A) — al| < |Ec(A) — al.

Takode, moZemo zakljuciti da vazi Ep(A) < E;(A) ako i samo ako je leva Sirina
(@) manja od desne Sirine (f) trougaonog fazi broja A = (a, a, B).
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2. Slucaj kada je: a — @ < 0 < a. U ovom slucaju verodostojna oCekivana vrednost

se racuna kao:

o)

Ec[AL] =fCr{A2r}dr:f<_+

0

a+pf

Jar+ [ (

a

a

1 1

2

a—r
2a

r—a

2

>d _a, ek
2 L P
0

3. Slucaj kada je: a < 0 < a + . U ovom slucaju verodostojna ocekivana vrednost

se racuna kao:

o)

&MszCﬂAzﬂm=j~<

0

a+p 5
a a f
dr==+—+-—.
T=2%ap Ty

1

2

r—a

2B

)

0

4. Slucaj kada je: a + f < 0. U ovom sluc¢aju verodostojna oCekivana vrednost ima

vrednost nula tj.

4.2.2.2.

Ec[A{] = 0.

Verodostojna srednja vrednosti za trapezoidne fazi brojeve

Da bismo izraCunavali vrednost realne opcije iz raspodele isplativosti NPV
trapezoidne forme moramo posmatrati trapezoidnu fazi raspodelu isplate A koja je

definisana sa:

A(u) =+

\

u a—a
—— , zaa;—a<u<aq
a a
1, zaa; S uU<a
u a,+p
_ﬁ 5 zaa, <u<a,+pf
0, inace

gde je y —nivo od A definisan sa [A]Y = [ya + a; — a,—yB + a, + B]. U slucaju trapezoidne
forme, verodostojnost ima sledeci oblik:
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( 0, zar<a, —«
1 a—x <<
- — , zaa,—a<x<a
o 1 1
1
Cr{A <r} =1 > zaa; <x < a,
1+x—a <x<a,+p
- , zaa, <x<a
> 28 2 2
\ 0, zaa,+f < x.

Ovde postoji pet slucajeva kada ra¢unamo verodostojnu srednju vrednost pozitivne
oblasti trapezoidne fazi isplate:
1. Slucaj kada je: 0 < a; — a. U ovom slucaju verodostojna ocekivana vrednost se
racuna kao:

a,+a, -«
2 4

Ec(Ay) = Ec(A) =

U ovom slucaju fazi srednju vrednost trougaonog fazi broja ¢emo oznacavati sa
Ep(A), akao $to smo to videli u prethodnom delu rada ona je:

a,+a, f-a

Ep(A) = 2 6

Ako poredimo ovu vrednost sa verodostojnom srednjom vrednos¢u dobijamo:
|Ep(A) — al| < |Ec(4) — al.

Takode, moZemo zakljuciti da vazi Ep(A) < E;(A) ako i samo ako je leva Sirina
(@) manja od desne Sirine () trapezoidnog fazi broja A = (a4, a,, a, B).

2. Slucaj kada je: a; —a<0<a;. U ovom slucaju verodostojna ocekivana
vrednost se racuna kao:

aq az az+p
Ec[A ]—J(1+a1_r>d +J1d +J (1 r_az)d _G, o B
el = )27 e )T ) 29 2 28 )Y T T Ty
0 a; az

3. Slucaj kada je: a; < 0 < a,. U ovom slucaju verodostojna ocekivana vrednost se
racuna kao:
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az a+p
1 1 r—a a, pf
EC[A+]=fEdT+ f (E_ 28 2) T=7+Z.
0 a;

4. Slucaj kada je: a, <x<a,+ . U ovom slucaju verodostojna ocekivana
vrednost se racuna kao:

az+p

Eelal = | (;_rgﬁaz)dr=%+g+§.

0

5. Slucaj kada je: a, + B < 0. U ovom slucaju verodostojna ocekivana vrednost ima
vrednost nula tj.

Ec[A{] =0.

4.3. PRIMENA METODE FAZI ISPLATIVOSTI

U primeni predstavljene metode prikazacemo dva primera koja se razlikuju po
poziciji fazi NPV u odnosu na nulu. Prvi primer ¢e predstavljati slucaj kada je cela fazi NPV
iznad nule, a drugi primer ¢e predstavljati sluc¢aj kada se nula nalazi u nosacu fazi NPV. Za
izraCunavanje vrednosti realne opcije koristice se fazi srednja vrednost pozitivnog dela fazi
broja (fazi NPV).
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4.3.1. Prakti¢na primena metode fazi isplativosti

Primer 4.1. (Dati primer predstavlja originalnu korekciju reSenja zadatka objavlje-
nogu [11]).

U ovom primeru Zelimo da izraCunamo vrednost realne opcije iz poslovnog slucaja.
Za analizu problema i kalkulacije vrednosti realne opcije koristicemo programski paket
Excel. Ulazne informacije su dostupne u obliku tri scenarija buducih novcanih tokova i to:
1. dobar (optimistican),
2. osnovni (najviSe verovatan) i
3. loS (pesimistiCan).

Vrednosti u scenarijima su date od strane rukovodstva kompanije kao ,obi¢ni“
(nefazi) brojevi. Iz scenarija troskova i prihoda, tri scenarija za NPV su kombinovani, gde
su novcani tokovi troskova diskontovani bezrizicnom stopom, a novcani tokovi prihoda su
diskontovani po stopi koja je prilagodena riziku. NPV se racuna za svaki od ova tri
scenarija posebno. Ideja koriS¢enja odvojenih novcanih tokova za troskove i prihode jeste
da se naglasi razli¢itost procesa novc¢anog toka i razli¢itost nivoa rizika. Kroz sledece slike
vide¢emo postupak racunanja vrednosti realne opcije putem metode fazi isplativosti.

A B @ D E F G H ] K L M N 0 p
; [ ]
3 Novtani tokovi trofkova Rf=0,05
4 0 0,5 1 1,5 2 25 3 3,5 4 45 5 6
5 |CF dobar 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
6 |CF osnovni 0,60 0,60 0,60 0,60 0,60 0,60 0,08 0,08 0,00 0,00 0,00 0,00
7 [CFlos 0,40 0,40 0,40 0,40 0,40 0,40 0,33 0,33 0,05 0,05 0,00 0,00
8 |PV dobar 1,00 0,98 0,95 0,93 0,91 0,89 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
9 |PV osnovni 0,60 0,59 0,57 0,56 0,54 0,53 0,07 0,07 0,00 0,00 0,00 0,00
10 |PV los 040 0739 0738 037 0,36 0,35 0,29 0,28 0,04 0,04 0,00 0,00
1
12 0-05 0-1 0-1,5 0-2 0-25 0-3 0-35 0-4 0-45 0-5 0-6 0-7
13 (Suma PV dobar 1,00 1,98 2,93 3,86 476 5,65 5,65 565 5,65 5,65 5,65 5,65 }» ’
14 Suma PV osnovni 0,60 1,19 1,76 2,31 2,86 3,39 3,46 3,53 353 353 353 3,53
15 |Suma PV los 0,40 0,79 1,17 1,54 1,91 2,26 2,55 2,82 2,86 2,90 2,90 2,90

Slika 4.2. Prikaz novcanih tokova, sadasnje vrednosti i sume sadas$njih vrednosti za troskove
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Na Slici 4.2. prikazan je novcani tok (CF), sadasnja vrednost (PV) i sume sadasnje
vrednosti za troSkove u sva tri scenarija (dobar, osnovni i loS scenario). SadaSnja vrednost
novcanog toka se racuna tako Sto ga diskontujemo sa diskontnom stopom Rf = 0,05.
Nakon toga sumiramo sadasnje vrednosti do poslednjeg perioda (vrednosti oznacene
Zutom bojom).

18 Novtani tokovi prihoda Ra=0,15

19 0 0,5 1 15 2 2,5 8 3,5 4 4,5 5 6
20 |CF dobar 1,80 3,50 4,50 4,80 540 6,10 6,30 6,50 6,80 6,90 1550 15,50
21 |CF osnovni 0,56 1,21 1,56 195 2,49 3,04 3,41 3,48 358 356 7,60 7,90
22 |CF los 0,31 0,61 0,75 0,91 1,13 1,33 1,46 1,53 1,57 1,60 3,29 3,39
23 |PV dobar 1,80 3,26 391 3,89 4,08 4,30 4,14 3,99 3,89 3,68 7,71 6,70
24 |PV osnovni 0,56 1,13 1,36 1,58 1,88 2,14 2,24 2,13 2,05 1,90 3,78 3,42
25 [PV los 0,31 0,57 0,65 0,74 0,85 0,94 0,96 0,94 0,90 0,85 1,64 1,47
26

27 0-05 0-1 0-15 0-2 0-25 0-3 0-35 0-4 0-45 0-5 0-6 0-7
28 |Suma PV dobar 1,80 506 8,98 12,87 1895 21,25 2540 29,38 3327 3695 44,65 51,36
29 |Suma PV osnovni 0,56 1,69 3,04 4,63 6,51 8,65 10,89 13,03 1508 1697 20,75 2417 }»
30 |Suma PV lo§ 0,31 0,88 1,53 2,27 3,12 4,06 5,02 596 6,86 7,71 9,35 10,81

Slika 4.3. Prikaz novcanih tokova, sadasnje vrednosti i sume sadasnjih vrednosti za prihode

Na Slici 4.3. prikazan je novcani tok (CF), sadasnja vrednost (PV) i sume sadasnje

vrednosti za prihode u sva tri scenarija (dobar, osnovni i lo§ scenario). Sadasnja vrednost
novcanog toka se racuna tako Sto ga diskontujemo sa diskontnom stopom Ra = 0,15.
Nakon toga sumiramo sadasnje vrednosti do poslednjeg perioda (vrednosti oznacene
Zutom bojom).

Kada smo ovo odradili prelazimo na odredivanje neto sadasnje vrednosti za sva tri
scenarija i time formiramo raspodelu fazi NPV.

32

b 0-05 0-1 0-15 0-2 0-25 0-3 0-35 0-4 0-45 0-5 0-6 0-7

34 |Fazi NPV dobar 140 427 781 1133 1505 1899 2285 2656 3040 3404 4175 4845
35 |FaziNPV osnovni) -004 050 129 231 365 526 744 950 1155 1345 1723 2064
36 |Fazi NPV lo¢ 069  -1,10 -140 159 -164 -159 063 031 121 206 370 516

37

Slika 4.4. Prikaz fazi neto sadasnje vrednosti za sva tri scenarija
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Na Slici 3. prikazane su neto sadasnje vrednosti za sva tri scenarija. Fazi neto
sadasnje vrednosti za sva tri scenarija dobijamo na slede¢i nacin:

1. fazi NPV za dobar scenario: od sume PV prihoda za dobar scenario oduzmemo
sumu PV troSkova za loS scenario,

2. fazi NPV za osnovni scenario: : od sume PV prihoda za osnovni scenario
oduzmemo sumu PV troskova za osnovni scenario i

3. fazi NPV za loS scenario: od sume PV prihoda za lo$ scenario oduzmemo sumu
PV troSkova za dobar scenario.

Na ovaj nacin formiramo fazi NPV projekta Sto je prikazano i graficki.

Fazi NPV projekta

60,00
50,00
40,00
30,00
20,00

10,00

0,00

0-05 0-1 0-15 0-2 0-25 0-3 0-3,5 0-4 0-45 0-5 0-6 0-7
-10,00

e Fazi NPV dobar  ====Fazi NPV osnovni Fazi NPV los

Grafik 4.1. Graficki prikaz generisanja fazi NPV

Dakle, na ovaj nacin formiramo trougaoni fazi broj koji predstavlja fazi NPV projekta.
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R 5 T u v W
Isplativost dobar scenario 48,45
Isplativost osnovni scenario 20,64
Isplativost los scenario 5,16

514 20,64 48,45
Isplativost los Isplativost osnovni [splativost dobar
scenario scenario scenario

Slika 4.5. Prikaz fazi NPV kao trougaonog fazi broja

Dobijeni fazi NPV je raspodela isplativosti za investiciju. Vrednost realne opcije za
investiciju se racuna iz dobijene fazi NPV prema formuli:

_ waA(x)dx
ROV = m X E(A_l_)

Posto vidimo da se ceo fazi broj nalazi iznad nule, tj. 0<5,16 =a—¢,
primenjujemo prvi slucaj pri izraCunavanju fazi srednje vrednosti pozitivnog dela (u ovom
slucaju celog fazi broja) fazi broja, pa dobijamo:

B —a 27,81 — 15,48
E(Ay) = a+~———=20,64+ - = 22,695.

Vrednost koli¢nika integrala je 1 jer se ceo fazi broj nalazi iznad nule. Sada imamo
sve $to nam je potrebno da bismo dobili vrednost realne opcije, pa je:

ROV =1-22,695 = 22,695.
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U slede¢em primeru ¢emo prikazati slucaj kada nije ceo fazi broj iznad nule.

Primer 4.2. [27]

kalkulacije vrednosti realne opcije koristi¢emo opet programski paket Excel.

L R R

o B W =S

Pretpostavimo da imamo tri scenarija kao i u primeru 4.1., odnosno imamo dobar,
osnovni i lo$ scenario. Dati su nam novi podaci o nov¢anim tokovima troskova i prihoda.
Racunski deo je analogan sa prvim primerom, pri ¢emu su izmenjeni novcani tokovi
scenarija za troSkove i prihode, a kamatne stope su ostale iste. Za analizu problema i

A B C D E F G H ] K L ] M a P Q R
Novéani tokovi troskova Rf=0,05
0 0.5 1 15 2 25 3 35 4 45 5 6 7 8 5 10
CF dobar 15,00 0,00 0,00 0,00 32500 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
CF osnovni 15,00 0,00 0,00 0,00 32500 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
CF 108 15,00 0,00 0,00 0,00 32500 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
PV dobar 15,00 0,00 0,00 0,00 29478 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
PV osnovni 15,00 0,00 0,00 0,00 29478 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
PV log 15,00 0,00 0,00 0,00 29478 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
0-05 0-1 0-15 0-2 0-25 0-3 0-35 0-4 10-45 0-5 0-6 0-7 0-8 0-9 0-10 0-11
Suma PV dobar 1500 1500 1500 1500 30978 309,78 309,78 309,76 309,76 309,76 309,76 30978 309,78 309,78 309,78 309.7§
Suma PV osnovni 1500 1500 1500 1500 30978 309,78 309,78 309,76 309,76 309,76 309,76 30978 309,78 309,78 309,78 309.7§
Suma PV log 1500 1500 1500 1500 30978 309,78 309,78 309,78 30976 309,78 309,76 30978 309,78 305,78 309,78 309.7§

Slika 4.6. Prikaz novcanih tokova, sadasnje vrednosti i sume sadasnjih vrednosti za troskove

P
i)

P
=)

Novcani tokovi prihoda Ra=0.13

0 0.5 1 15 2 2.5 3 3.5 B 45 5 6 7 8 9 10
CF dobar 000 000 000 000 000 000 6000 000 11600 000 153,00 17700 223,00 26800 31400 0,00
CF osnovni 000 000 000 000 000 000 5200 000 6200 000 7400 7700 89500 10400 122,00 0,00
CFlog 000 000 000 000 000 000 2000 000 2300 000 2400 1800 2000 20,00 2200 000
PV dohbar 000 000 000 000 000 000 5260 000 6632 000 7607 7652 8383 6761 6926 0,00
PV osnovni 000 000 000 000 000 000 3419 000 3545 000 3679 3329 3346 3400 3468 0,00
PV 10§ 000 000 000 000 000 000 1315 000 1315 000 1193 776 752 654 625 0,00

0-05 0-1 0-15 0-2 0-25 0-3 0-35 0-4 0-45 0-5 0-6 0-7 0-8 0-9 0-10 0-11

Suma PV dobar 000 000 000 000 000 000 5260 5260 11892 11B92 19499 27151 35535 44296 53222 153222
Suma PV osnovni 000 000 000 000 000 000 3419 3419 6564 6964 10643 13972 17318 20718 24186 24186
Suma PV log 000 000 000 000 000 000 1315 1315 2630 2630 3823 4601 5353 6007 6633 6633

Slika 4.7. Prikaz novcanih tokova, sadasnje vrednosti i sume sadasnjih vrednosti za prihode
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Fazi NPV projekta
300,00
200,00

100,00

0,00
0-050-10-150-20-250-30-350-40-450-5 0-6 p~7 08 09 0-10_O-

-100,00
-200,00
-300,00
-400,00

e Fazi NPV dobar  e====Fazi NPV osnovni Fazi NPV lo$

Grafik 4.2. Graficki prikaz generisanja fazi NPV

Dakle, na ovaj nacin formiramo trougaoni fazi broj koji predstavlja fazi NPV projekta.

Isplativost dobar scenario 22243
Isplativost osnovni scenario| -67,93
Isplativost los scenario -243,46

-243 46 -67,93 233 43
Isplativost los Isplativost Isplativost dobar
scenario osnovni scenario  srenario

Slika 4.8. Prikaz fazi NPV kao trougaonog fazi broja
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Da bismo odredili vrednost realne opcije neophodno je prvo odrediti fazi srednju
vrednost pozitivnog dela fazi NPV. Vidimo da se jedan deo fazi NPV nalazi ispod a drugi
deo iznad nule. Kako vazi da je a = —67,93 <0 < 222,43 = a + f§ primenjujemo treci
slucaj pri odredivanju fazi srednje vrednosti pozitivnog dela tj.

(a+p)3 _ 222,433 222,433

E(A) = 682  6-(222,43 — (—67,93))2 6 - 290,362

= 21,75.

Sada prelazimo na racunanje povrsine cele fazi NPV, kao i povrSine pozitivnog dela
fazi NPV, tj. odredujemo integrale. Povrsna cele fazi NPV je:

o a at+p
_JA(x)dx= j(l—aa;x)dx+j (1—x;a)dx=a;ﬁ.

U nasem slucaju dobijamo da je:

(o]

a+ —67,93 — (—243,46)) + (222,43 — (—67,93
f A(x)dx = p = ( ( )) ( ( )) = 232,945.
2 2
Povrsina pozitivnog dela fazi NPV je:
[0%0) a+ﬁ
fA( Yd —f (1 x_a)d = +ﬁ+a2
x)dx = ; x=a+ 20
0 0
U nasem slucaju dobijamo da je:
r B a? 222,43 + 67,93 (—67,93)?
]A(x)dx =a+—-—+—=—-—6793+ + = 85,2.
2 28 2 2-(222,43 — (—67,93))

0

Sada imamo sve Sto nam je potrebno da bismo dobili vrednost realne opcije, pa je:
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Vidimo da jednostavnost ovog modela predstavlja prednost nad kompleksnijim
metodama. Koriste¢i trougaone i trapezoidne fazi brojeve implementacije u tabelarnim
programima ¢inimo mnogo lakSim. Ovakav pristup daje da mogu¢nost vrednovanja realnih
opcija pronade put do Sto veceg broja ljudi. Ovaj metod je fleksibilan i moZe se koristiti
kada je fazi NPV dobijena iz scenarija. Fazi NPV predstavlja raspodelu mogucih vrednosti
koje moze uzeti NPV. To znaci da je po definiciji u trenutku procene nemoguce ostvariti
vrednost izvan tog fazi broja. Prakti¢no to je sinonim za situaciju kada je vrednost realne
opcije nula (sve vrednosti fazi NPV su ispod nule).

Metod postavlja pitanje dinamiCke prirode procene profitabilnosti investicije, Sto
drugim recima predstavlja procenu promena kada se informacije promene. Kako se
novcani tokovi pribliZavaju, informacije se menjaju i neizvesnost je smanjena i to bi trebalo
da se odrazi na fazi NPV. Odraz se ogleda u tome da Sto je veca neizvesnost raspodela bi
trebala da bude Sira, a kada je neizvesnost smanjena, Sirina raspodele se smanjuje. Samo
ako postoji potpuna izvesnost, raspodela fazi NPV se predstavlja kao jedinstven broj.
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ZAKLJUCAK

Vreme je jedini nenadoknadivi resurs. Upravo vremenski period izmedu ulaganja
koje se desava u sadasnjosti i efekata tih ulaganja koje ¢e se desiti u buduénosti determinise
celokupan proces investiranja. Proces investiranja prolazi kroz odredenu nesigurnost i
neizvesnost pa je prirodan motiv svakog investitora da minimizira ta dva faktora.
Nesigurnost i neizvesnost se mogu posmatrati uz pomo¢ teorije verovatnoce. Medutim,
kroz ovaj rad upoznali smo i drugi nacin koji nam pomazZe u posmatranju i analizi
nesigurnosti i neizvesnosti a to je fazi logika. Kroz fazi logiku, odnosno fazi skupove,
neizvesnost pribliZavamo praksi, pri ¢emu nam daje mnogo laksi nacin njenog posmatranja
u odnosu na teoriju verovatnoce.

Postoje razlic¢iti modeli i metode koje se koriste u investiranju. Jedna od osnovnih
metoda jeste metoda neto sadasnje vrednosti. Videli smo da ona predstavlja nefleksibilan
metod, tj. metod po kome se odluka o investiciji donosi odmah. Takav nacin investiranja,
drugim recima ,sad ili nikad"“, moZe dovesti do kraha investicije, jer svaka investicija zavisi i
od informacija koje se pojavljuju tokom perioda u kome se dobijaju efekti ulaganja. Zbog
toga sve viSe investitora pribegava realnim opcijama. One nam donose odredenu
fleksibilnost u investiranju. Drugim re¢ima, pomocu njih gubitak moZemo ograniciti, s tim
da odluka da li ¢e se investirati ili ne, se ne mora doneti odmah.

Prvi metod koji smo predstavili jeste metod vrednovanja realnih opcija (ROV). On
predstavlja proSirenje Black - Scholes-ovog modela. Kod ROV metode, projekat se
posmatra kao opcija na osnovni novcani tok, dok optimalnu investicionu strategiju Cini
optimalno pravilo odluc¢ivanja momenta u kome ¢e se opcija izvrSiti. Nakon toga, ovaj
metod smo prosirili sa fazi brojevima i dobili smo metod vrednovanja fazi realnih opcija
(FROV). Novcani tok se retko kada moZe okarakterisati sa jednim brojem. Uglavnom, njega
investitori procenjuju sa intervalom u ¢emu nam pomazu fazi brojevi. Pomocu trapezoidnih
fazi brojeva odredujemo sadasnju vrednost novcanih tokova i troSkova koje koristimo u
modelu FROV. Kao i kod ROV metode, ovaj metod posmatra projekat kao opciju na novc¢ani
tok, a investicionu strategiju ¢ini pravilo odlucivanja momenta u kome ¢e se izvrsSiti
investicioni projekat.

Sa pojavom najnovije metode koju nazivamo metod fazi isplativosti, vrednovanje
realnih opcija smo pribliZili korisnicima tj. investitorima. Ovaj metod ne zahteva
poznavanje komplikovane matematike. U okviru ove metode, fazi brojevi se koriste kako bi
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prikazali fazi NPV. Metod se bazira na tri scenarija procenjena od strane rukovodstva.
Kombinacijom ova tri scenarija formira se fazi NPV odakle dobijamo vrednost realne opcije
kao ponderisani prosek pozitivnog dela fazi NPV. Fazi NPV predstavlja raspodelu svih
vrednosti koje moZe uzeti NPV. Drugim refima nemoguce je da se ostvari vrednost izvan
nosaca fazi NPV. Metod takode postavlja pitanje dinamike profitabilnosti investicije. On
reguli$e $irinu nosaca raspodele fazi NPV u zavisnosti od informacija koje dolaze. Sirina
nosaca je proporcionalna sa neizvesnoScu Sto znaci sledece: veca neizvesnost Siri nosac
(Sira raspodela fazi NPV) i obrnuto.
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