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Glava 1
Uvod

Prostori Soboljeva imaju veoma vaznu ulogu u teoriji parcijalnih
diferencijalnih jednacCina, analize, matematicke fizike, diferencijalne
geometrije, kao i u drugim oblastima matematike.

Ovi prostori se definiSu preko L? prostora, pa su oni opisani u pr-
vom delu rada. Za ovo su bili potrebni osnovni pojmovi teorije mere
i definicija Lebegovog integrala. Videcemo prednosti Lebegovog
integrala nad Rimanovim, kao i neke ,,lepe* osobine L? prostora.

Zatim je neophodno definisati prostore distribucija i slabe izvode,
Sto je uradeno u narednom, Cetvrtom poglavlju.

Poglavlje pet je srZ rada - definicija prostora Soboljeva i predsta-
vljanje znacCajnih osobina 1 teorema. Definisani su prvo prostori sa
pozitivnim indeksom - prostori H?"™, a zatim se definicija proSiruje
na prostore sa negativnim indeksom: H?~", a potom i na prostore
sa realnim indeksom: H°. Na kraju poglavlja su opisani prostori
Soboljeva sa specificnim domenom, §to je zapravo uvod u poslednje
poglavlje - opis nehomogenog granicnog problema.

U poslednjem poglavlju je na primeru elipticne jednacine pred-
stavljena primena prostora Soboljeva u teoriji parcijalnih diferenci-
jalnih jednacina. Definisan je granini problem za elipticnu jedna-
¢inu 1 potom je pokazano kako se, u zavisnosti od regularnosti po-
Cetnih uslova, reSenje ovog problema mozZe naci u prostorima H*(€2)
ili H*(Q)), gde ée fokus biti na ovom poslednjem. Kako je pro-



stor H*(£2) zapravo dual prostora H*({2) znacajnu ulogu odigrace
dualni (adjungovani) operatori 1 njima ¢e biti posvecena odredena
paZznja.

Za pocetak, ipak, recimo nesto o tvorcu - Sergeju Soboljevu.



Glava 2

Sergej Soboljev

Sergej Soboljev roden je 6.10.1908. u Sankt Peterburgu. Ve¢ sa
12 godina je bio upoznat sa elementarnom algebrom, geometrijom
1 trigonometrijom. 1929. diplomirao je na lenjingradskom fakul-
tetu za matematiku 1 fiziku. Nakon diplomiranja pozvan je da radi
na SeizmoloSkom institutu, gde je, za deceniju rada, resio mnoge
vazne probleme matematicke fizike, a takode je uveo nove teorije i
konstrukcije. Sa samo 25 godina postao je dopisni ¢lan Akademije
nauka u Sovjetskom Savezu. Za vreme Drugog svetskog rada bio je
ukljucen u realizaciju projekta za nuklearno oruzje 1 bio je postavljen
za zamenika direktora na Institutu za atomsku energiju.

Neki od najbitnijih pojmova koje je Soboljev uveo su pojam sla-
bog reSenja, distribucije, prostori Soboljeva i Soboljeva nejednakost.

Njegova definicija slabog reSenja je trijumfovala nad ostalim jer
je mogla da se prilagodi brojnim problemima, a kako je znatno osla-
bila uslov glatkosti - mnoge klase funkcija sa prekidima su postale
dostupne.

1935/36 Soboljev je uveo pojam distribucije, mada nije koristio
termin ,,distribucija®. Pod ovim je podrazumevao funkcionele nad
prostorom C* funkcija sa kompaktnim nosaéem. Mnogi drugi nauc-
nici su dalje razvili teoriju distribucija. Ispostavilo se da su distribu-
cije u bliskoj vezi sa mnogim poljima matematicke analize.

Jedan od najvaznijih problema matematicke fizike 20-tog veka



je bilo dokazivanje dobre postavljenosti Dirthleovog i Nojmanovog
problema za Laplasovu jednacinu kao i uopStenije elipticne jedna-
¢ine drugog reda. Soboljev je resio centralni problem: pronasao je
adekvatne prostore funkcija: prostore Soboljeva. Zajedno sa Sobo-
ljevim nejednakostima, ovi prostori su imali fundamentalnu ulogu u
teoriji PDJ-a, matematicke fizike, diferencijalne geometrije i drugih
polja matematiCke analize.



Glava 3

Lebegova mera i integral

3.1 Osnovni pojmovi

Naves¢emo neke pojmove teorije mere na R".

Definicija 3.1.1 Kolekcija >: podskupova od R" naziva se sigma al-
gebra ako vaZi sledece:

I. R" e X
2. Ako A€ Sonda A® ={z €eR": 1 ¢ A} €2
3. Ako Aj €%, j=1,2,..ondalJ;Z, Aj € X

Skup iz X zove se merljiv skup. Svaki otvoren skup iz R" je
merljiv.

Definicija 3.1.2 Mera p na ¥ je funkcija iz ¥ u [0, 0] za koju vazi:

p(lJA) => w4y
j=1 j=1
za bilo koje Aj € ¥ takve da A; (A =0 za j # k.

Definicija 3.1.3 Ako je A = {x € R"| a; < z; < b;,j =1,...,n}
interval u R" onda je Lebegova mera skupa A:



Ako je E merljiv skup onda je
m(E) =inf{m(U); U D E, U je otvoren}.

Napomena 3.1.4 Koristicemo izraz ,,skoro svuda* Sto znaci svuda
osim na skupu mere nula.

Definicija 3.1.5 Funkcija koja slika prostor sa o -algebrom u to-
poloski prostor je merljiva ako je inverzna slika otvorenog skupa
merljiv skup.

Neka A C R". Funkcija x 4(x) definisana sa

(2) lakoz € A,
€Tr) =
x4 0 ako x ¢ A.

Nekajesada f: A CR" — R". s = > ajxa,, gde je A; C
A merljiv skup i a; € R, ¢emo nazivati jednostavnom funkcijom.

DefiniSemo -
/AS(x)dx =Y aju(4y)

Jj=1

Lf(x)d$:SUp[45(x)dx,

gde se supremum uzima po merljivim, jednostavnim fukcijama s
koje su jednaki nuli van A i zadovoljavaju: 0 < s(x) < f(z) na A.
Ako f uzima vrednosti u R korisimo: f = f* — f~ gde su [t =
max(f,0) 1 f~ = —min(f,0) merljive i nenegativne. Lebegov
integral realne funkcije je:

[ 1@ = [ Fraa- [ @i

Ako je ovaj integral konacan kazemo da je funkcija (Lebeg) integra-
bilna na A. Klasa ovakvih funkcija se oznacava sa L!(A).
Sada moZemo definisati i Lebegov integral kompleksne funkcije:



Definicija 3.1.6 Neka je f = u + v gde su u,v realne funkcije
(f je merljiva ako i samo ako su u,v merljive). f € L'(A) ako
1] = (u? +v)Y2 € LY(A). Za takvo f € L'(A) Lebegov integral

" /Af(x) :Au(x)dx+i[4v(x)dx.

Lako je pokazatida f € L'(A) akko u,v € L'(A).

Bitna teorema vezana za ove prostore je:

Teorema 3.1.7 (O dominantnoj konvergenciji)

Neka je A € R™ merljiv skup i { f,,} kovergentan niz kompleksnih
merljivih funkcija na A. Ako postoji funkcija g € L'(A) takva da je
| fu(2)| < g(x) za svako n i za svako x € A onda

lim fn(x)da::/ lim f,(x)dx
A

n—oo A n—oo

Teorema 3.1.8 Neka je f : [a,b] — R ogranicena. Tada ako je f
Riman integrabilna, onda je i Lebeg integrabilna i Rimanov integral
funkcije f je jednak Lebegovom.:

b
u/‘11x>dx:: f(x)dz
a [a,b]

Zarazliku od Riman integrabilnih funkcija, Lebeg integralne funk-
cije ne moraju biti ograni¢ene. Takode interval na kojem integriramo
moZe biti neogranicen. Tako svaka funkcija za koju Rimanov inte-

gral: 1
[ 5@l

ima konacnu grani¢nu vrednost kada e — 0 je Lebeg integrabilna na
[0, 1], Stavise:

1
fmwzglﬂmw

0,1
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Tacnije, svaki apsolutno konvergentan nesvojstveni integral postoji
kao Lebegov integral.
Treba napomenuti da nesvojstveni integrali

/01 f(x)dx ili /000 f(x)dx

nisu Lebegovi u slucaju kada

1 a
lim/ f(2)dz = 00 il lim/ £(2)|dz = oo.
e—0 ¢ 0

a—00
Na primer,
/OO |Sm(:c) de = o0
0 T
1 Lebegov integral funkcije # ne postoji. Ali, Rimanov integral
konvergira:

/ sm(x)dx _
0 X

N[ X

3.2 L? prostori

Uvodni pojmovi  Oznacimo sada sa €2 otvoren podskup od R". Sa
indukovanom topologijom iz R" ovo je potprostor Ciji su otvoreni
skupovi istovremeno otvoreni i u R". U ovom poglavlju bie nam
potrebno 1 nekoliko slede¢ih pojmova.

Ako G C R" oznaavamo sa G zatvaranje skupa G u R”. Pisa-
éemo G CC Q ako G C Qi G je kompaktan (ograni¢en) podskup
od R".

C™(€2), gde me N je skup funkcija koje su definisane nad €2 i
imaju neprekidne sve izvode zakljuéno sa redom m.

Definicija 3.2.1 Nosac neprekidne funkcije f : 2 — C je adheren-
tan skup za skup {x € Q; f(x) # 0}. Nosac oznacavamo sa supp f.

11



Definicija 3.2.2 Podskup C{'(2) od C™(X2) je skup funkcija Ciji su
nosaci kompaktni u Q) (supp f je ogranicen i supp f C ).

Definicija 3.2.3 Funkcija u definisana skoro svuda na Q je lokalno
integrabilna na € ako v € L'(A) za svaki merljiv skup A CC (.
Pisemo u € L] ()

Neki pojmovi funkcionalne analize Neka su X 1 Y metricki pro-
stori. Linearna funkcija (operator) L iz X u Y je ograniCena ako
postoji M > 0 takodaVz € X

[Lzfly < M[z||x.

L je neprekidna ako i samo ako je ograniCena. Skup svih linearnih
funkcijaiz X uY se oznacava sa £(X,Y'). Norma u ovom prostoru
je data sa:

IL|| = inf{M > 0: |Lz|y < M|z|x Yz € X}.  (3.1)

Ako je Y kompletan, £(X,Y) je Banahov.

Funkcionela nad X je funkcija koja slika X +— C. Dual od X,
u oznaci X', je skup svih linearnih, neprekidnih funkcionela nad X .
X’ sa dualnom normom (3.1) je Banahov prostor.

Ako je X C Y 1 operator inkluzije je neprekidan, tj. iz x,, —
xu X sledi z, — xuY,ondaY’ C X'u smislu da restrikcija
funkcionele iz Y’/ na X pripada X'.

Homeomorfizam je neprekidna bijekcija takva da je njena inver-
zna funkcija takode neprekidna. Homeomorfizmi oCuvavaju topolo-
Ske osobine prostora.

Injekcija f iz X u Y koja je homeomorfizam izmedu X i f(X) na-
ziva se potapanje, obeleZavamo je sa X — Y. Intuitivno, potapanje
nam dopusta da tretiramo X kao podskup od Y.

Neka su (X, dx) i (Y, dy) metricki prostori. Preslikavanje f :

X — Y se naziva izometrija ako Va, b € X vazi

dY(f(a)v f(b)) - dX(av b)

12



Svaka izometrija je automatski injekcija 1 neprekidno preslikavanje
(potapanje). Ako je izometrija izmedu X 1Y sirjektivna, kazemo da
su X 1Y izometricni.

Neka je (X, dyx) metricki prostor. Metricki prostor (Y, dy) je
kompletiranje X ako i samo ako:

e Y je kompletan

e postoji f : X — Y izometrija

o fIX]=

Definicija DefiniS§imo sada L? prostore:

Definicija 3.2.4 Sa L?(Q)) oznacavamo prostor merljivih komplek-
snih funkcija u definisanih na 2 za koje vaZi:

/\u )Pdr < oo (3.2)

Napomena 3.2.5 U LP(X) identifikujemo funkcije koje su jednake
skoro svuda na ). Stoga su elementi prostora LP((Q) klase ekviva-
lencije merljivih funkcija koje zadovoljavaju (3.2), gde su dve funk-
cije ekvivalentne ako su jednake skoro svuda na (). Ipak, zbog jed-
nostavnosti poistovecujemo klase sa elementom klase i pisemo da
u € LP(QQ) ako u zadovoljava (3.2) i kaZemo da je uw = 0 ako je
u = 0 skoro svuda na Q). LP($2) je vektorski prostor.

Funkcionela || - ||, definisana sa

1/
full, = ( [ Jutoypas)” 3.3

jenormau LP(2) zal < p < oc.
Naveséemo i dve bitne nejednakosti:

1. Helderova nejednakost: Nekaje 1 < p < oo, p' = ]% iu €
LP(Q), v € LV (Q) tada uv € L'(Q) i vazi

/ u(z)o(@)|dz < ul, |0l

13



2. Nejednakost Minkovskog: Ako 1 < p < oo onda

lu +vllp < flull, + vl

Definicija 3.2.6 Merljiva funkcija u na €} je esencijalno ogranicena
ako postoji konstanta K takva da je |u(z)| < K skoro svuda na ).
Najmanje takvo K je esencijalni supremum od |u| na ) i oznacava
se €SS Sup,cq |u(x)|. Sa L>(Q2) oznacavamo vektorski prostor esen-
cijalno ogranicenih funkcija na €2, a ponovo identifikujemo funkcije
koje su skoro svuda jednake na Q). Norma na L>(X) je:

||t|loo = esssup |u(z)]
e

Teorema 3.2.7 L[P(Q) za 1 < p < oo je Banahov prostor. L*(R) je
Hilbertov prostor sa skalarnim proizvodom:

(u,v) = /Q u(z)o(z)dz.

Teorema 3.2.8 LP(Q2) je separabilan za 1 < p < oco. Ako je 1 <
p < oo onda je LP(2) refleksivan.

Teorema 3.2.9 Neka je fQ dr = p(2) <ooil <p<q< oo Ako
u € LY(Q) ondaw € LP(Q) i

1/p—1
lull, < ()"l

odnosno vazi
L1(Q) — LP(Q).

Dokaz Dokazzap = gjejasan. Nekal < p < g < oc0iu €
L9(Q). Tada u? € L9/?(Q) i Holderova nejednakost daje:

/Q|u(g;)|de = (/Q\U(:c)\mdx)p/q(/gmx)lp/q
< (/Q\U(x)|qu>p/q(/gldx)lp/q

14



Sto je ekvivalentno sa
1/p—1/
lullp < (u()™ " lull,

O

Sli¢no se moZe pokazati da je LP(Q) C L () zal < p <
oo 1 svaki domen {2 (zbog konacnosti Lebegove mere kompaktnog
skupa).

Vratimo se na Helderovu nejednakost. Eksponent p’ naziva se
dualni za p, sada ¢emo i opravdati taj naziv. Helderova nejednakost
pokazuje da svaka funkcija g € L¥ () generise neprekidnu linearnu

funkcionelu nad L?({2) datu sa:

I(f) = /Q f(2)g(x)d. (3.4

Moze se pokazati i da je svaka neprekidna linearna funkcionela nad
LP()) oblika (3.4):

Teorema 3.2.10 Nekaje 1 <p < ocil/p+1/p* = 1. Tada je
(I(Q)) = I7(9)

u sledecem smislu: za svaku neprekidnu linearnu funkcionelu | na
LP(Q) postoji jedinstveno g € LP (Q) takvo da

I(f) = / f(@)g(x)dr, Vf € LX),

Sta vise, ||I|| = ||glly (|| || oznac¢ava dualnu normu,).

15



Glava 4

Distribucije 1 slabi izvodi

4.1 Distribucije

Sa a ¢éemo oznacavati multiindeks: o = {ay, ..., . }, |a] = a1+
... + a,, a D® ¢e oznacavati
aaﬁ—...—&—an

- Ox{'... Oxp"
an

Takode, sa 2, gde je x € R", ¢emo oznaliti z* = z{"...x2

KaZzemo da niz {¢,} € C§°(Q2) konvergira u smislu prostora
D(Q) ka funkciji ¢ € C§°(2) ako su zadovoljeni sledeci uslovi:

() postoji skup K CC € takav da supp ¢,, C K za svako n (5to
implicira suppe C K)i

(22) limy— 00 D*¢p(x) = D*¢(x) uniformno na K za svaki multi-
indeks a. Odnosno vazi

| — P|C™(Q)]] ako j — oo Vm € Ny

DO{

gde || - |C™(€2)|| oznacava normu u prostoru C"(€2) definisanu sa

IFIC™(Q)]| = ) sup D f(x)] < o0

la|<m xef)

(sa kojom je ovaj prostor Banahov).
Dakle prostor C§°(£2) sa gore definisanom konvergencijom ozna-
¢avamo sa D({2) a njegove elemente - test funkcije.

16



Definicija 4.1.1 Neprekidna linearna funkcionela nad D(S2) naziva
se distribucija.

Prostor distribucija oznacavamo sa D’(€2), on je dakle dual pro-
stora D(€2), a distribucije preslikavaju D(€2) u C. Neprekidnost vazi
u nizovnom smislu:

T(pj) = T(¢) zaj — oo kada god ¢, - )
Koristimo oznaku:
T:¢p—=<T, ¢>.

U odnosu na uobicajene operacije sabiranja i mnozenja, D’ (€2)
¢ini vektorski postor nad C:

<SH+T,p>=<S,0>+<T,¢p>,¢€ D)

< p>=c<T,p> ¢cD)

Konvergencija u prostoru D’(£2) je definisana na sledeci nacin:
T, — T in D'(2) ako i samo ako < T),, ¢ >—=< T, ¢ >uC za
svako ¢ iz D(2).

Definicija 4.1.2 Prostor distribucija A C D'(Q)) naziva se norma-
lan prostor distribucija nad Q) ako je C§°()) gust u A i ako je iden-
ticko preslikavanje D()) — A neprekidno (1. iz u, — u u D(Q)
sledi u,, — uw u A). Dual prostora A smatramo potprostorom od
D'(92) (restrikcije sa A na D(SY) su distribucije).

1
loc

Regularne distribucije  Svakoj funkciji u € L, .(€) odgovara di-

stribucija T, € D({2) definisana sa:

T, = / u(z)p(x)dx, ¢ € D). 4.1)
0

17



Jasno ovako definisano 7;, je linearna funkcionela na D(£2). Da bi
pokazali da je i neprekidna pretpostavimo da ¢,, — ¢ u D(£2). Onda
postoji K CC Q takav da sup(¢, —¢) C K zan = 1,2,3.... Stoga:

|1z<¢n>——lz<¢>|s;supxeK¢¢ncr>—-¢<x>y/;|ucsﬂdx

Posto ¢,, — ¢ onda desna strana tezi nuli, pa je T" neprekidno. Ova-
kve distribucije nazivaju se regularne distribucije.

Napomena 4.1.3 Nije svaka distribucija regularna. Ako na primer
pretpostavimo da 0 € €, lako se moZe pokazati da ne postoji lokalno
integrabilna funkcija § takva da za svako ¢ € D(2) vaZi:

| sta)ota)de = o(0)
S druge strane, lako je videti da je

0(¢) = ¢(0)

neprekidna, linearna funkcionela na D(X2), tj. distribucija.

Napomena 4.1.4 Funkciju u poistovecujemo sa regularnom distri-
bucijom T,. Kako je LP(Q) C Li () za svaki domen ), prostor

loc

LP(92) je takode prostor (regularnih) distriucija.

4.2 Pojam slabog izvoda

Neka u € C1(Q2) i ¢ € D(Q). Kako je ¢ jednaka nuli van nekog
kompaktnog skupa u {2, parcijalnom integracijom po promenljivoj
x; dobijamo:

0 0
ngwmmwmz—ﬁumggcmm.

Sli¢no, parcijalnom integracijom |«| puta dolazimo do:

j/<19au<w>>¢<x>dx =:(—4)“”b/nu<x>z>a¢<x>dx.
Q

Q

18



ako u € Cl°/(Q). Ovo je motivacija za uvodenje sledece definicije
izvoda DT distribucije 1"

(D°T)(¢) = (=1)IT(D"9).
Pokazimo da je ovako definisan izvod distribucije takode distribu-

cija. Kako D“¢ € D(Q2) zasvako ¢ € D(Q2), DT jeste funkcionela
na D(2). Jasno DT je linearno. Pokazimo jo§ da je neprekidno.

Neka ¢, Dg) ¢. Tada je

supp(D"¢;) C supp(¢;) C K
za neki kompaktan podskup K od (). Takode

lp; = ™ ()| = 0 = [[D%¢; — D¢ [C™(Q)] = 0

Sada znamo da T'(D“¢;) — T(D“¢) pa sledi da DT (¢p;) —
DT().

Dakle svaka distribucija ima izvode proizvoljnog reda u D'(2).
Stavise, preslikavanje D® iz D'(Q2) u D'(R) je neprekidno. Ako
T, — TuD(Q)iakoje ¢ € D(2) onda

DT,(¢) = (=1)*'T,(D"¢) = (=1)IT(D"¢) = D*T(9)

Sada ¢emo uvesti pojam slabog izvoda lokalno integrabilne funk-
cije. Neka u € Lj,.(Q2). Tada moZe ali ne mora postojati funkcija
ve € L}, .(Q) takva da je T,,, = D*(T,) u D'(Q). Ako takva v,
postoji ona je jedinstvena do na skup mere nula i zove se slabi ili
distribucioni parcijalni izvod od u 1 oznacCava se sa D“u.

Dakle D“u = v, u slabom (distributivnom) smislu ako v € L, ()

zadovoljava:

/Qva(:c)qb(a:)dx: (—1)|a/u(:c)Do‘gb(:c)dx.

0
Ako v ima izvod u klasi¢nom smislu, onda je to izvod 1 u distributiv-
nom smislu. S druge strane, ako lokalno integrabilna funkcija v ima
slabi izvod, onda je ona skoro svuda diferencijabilna i u tim tatkama
je slabi izvod jednak jakom.
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Primer 4.2.1 Neka je Q2 = R i u(x) = |z|. Ova funkcija nije dife-
rencijabilna u nuli, ali videcemo da ima slabi izvod.
Neka ¢ € D(R).

/_OO 2|6/ (2)dz = —/_O x¢’(x)dx+/oooxgb’(:c)da:

(@)= / o) + (26(2)) 75 / e

(parcijalna integracija)

= —/ sgn(x)¢(x)dx
Dakle,
1, zaz >0,
sgn(z) = {0, zaz =0,
-1, zax <0

je slabi izvod od |x|.

4.3 Furijeova transformacija i temperirane distri-
bucije

Definicija 4.3.1 Neka je n € N.

S(R") = {¢ € C°(R") : ||¢|lrs < 00 Vk € Ny, € Ny}

gde je
19lls = sup (1+ [«[)*2 Y [D¢(x)].

Tl
z€R o<l

Kazemo da niz {¢;}32; C S konvergira u S ka ¢ € S ako

lp; — éllks — 0, zaj — ocoisvek,l €Ny
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Ako je u definiciji 4.3.1 stavimo [ = 0 onda imamo da |p(z)| <

cx(1+|z|)~* mora da vaZi za sve ki = € R™. Sli¢no za izvode od ¢.

Zato se S obi¢no naziva Svarcov prostor brzo opadajucih funkcija.
Iz definicije sledi da je

D(R") C S(R"), i ¢, B ¢ implicira b, 5 6.

S druge strane, postoje funkcije koje su u .S, a nisu u D, istaknut
primer je:
o(x) =ell  zeR"

Definicija 4.3.2 Neka ¢ € S(R"). Tada

H(E) = (Fo)(€) = (2m) 2 / e p(x)dr, €€ R

n

se naziva Furijeova transformacija od ¢, a

~

5(E) = (F16)(6) = (2m) ™" / e p(2)dr, € € R

je inverzna Furijeova transofrmacija od ¢.

Moze se pokazati da ako ¢ € S onda F¢), F 1o € S;
¢o=FF '¢=F'Fg.
Stavise, i i F~' su injektivna preslikavanja prostora S(R"):
FS=F'S=0.

Takode vazi
F(F(0)(x) = ¢(—x).
Prostor neprekidnih linearnih funkcionela nad S(R") oznacavamo
sa S'(R") ili S’. Elementi S’ nazivaju se temperirane distribucije ili
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distribucije sporog rasta. Neprekidnost, konvergenciju i ostale oso-
bine definiSemo isto kao i kod D'(R"). Vazi:

S'(R™) c D'(R")

tj. restrikcija od T € S’(R") na D(R") je elemenat od D'(R").
Moze se pokazati i:

LP(R") C S"(R") za 1<p<oo.

usmisludaza f € L vazi
f(z)p(x)dr < oo, za ¢€S
Rn

Kako je S(R") € LP(R") sledi da moZemo smatrati da je S(R") C
S’(R™). Zato sada moZemo proSiriti Furijeovu transformaciju sa S
na S’

Definicija 4.3.3 Neka T € S'(R"). FT i F'T se definisu sa:
(FT)9) =T(9) i (F'T)(¢)=T(9), ¢e€SR"
Ponovo vazi:
FS =F18 =49,
Takode, ako 7" € S’(R") i a je multiindeks onda z*7T" € S’(R") i
DT € S'(R™) i imamo sledeée vazne osobine:

o F(D°T)=ila™(FT) i F(a°T)=i""D*(FT). e

Na kraju, ako f € LP(R") za 1l < p < oo, onda znamo da
Ff € S'(R™). MoZe se pokazati i sledeca osobina: Restrikcije od

FiF ! na L?(R") generiSu unitarne operatore na L?(R") (§to znali
daje | Ffll=|fll, ¢ FL?>=L?ivaz

FF ' =F'F=idp
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Glava 5

Prostori Soboljeva

5.1 Definicija i osobine
Definicija 5.1.1 Neka je m nenegativan ceo broj, al < p < oc.
Prostor:

H™P(Q) ={ue LP(Q): Du e LP(2) za 0 < a < m}

gde je D izvod u distribucionom smislu, naziva se prostor Sobo-
[jeva.

U odnosu na uobicajene operacije H"?(£2) je vektorski prostor
nad poljem C. U taj prostor uvodimo normu:

lullpme = (D D))" zal<p < oo, (5.1)
la|<m
[llmoo = max [[D%l|o
0<]|a|<m

Ako je 2 = R" tada je uobicajeno da se simbol R" izostavlja.
Takode se p = 2 izostavlja, pa umesto H™? pisemo H™.
Jo$ jedan prostor nosi ime Soboljeva:

Definicija 5.1.2 H""(Q2) = zatvaranje prostora C§°(Q) u H™?(2)
u odnosu na normu (5.1) .

Jasno, H?(Q) = LP(9).
Takode, H,"" () je normalan prostor distribucija.
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Teorema 5.1.3 Prostor H™P()) je Banahov (1 < p < oo, m €
No). Prostor H"™*(Q)) je Hilbertov.

Dokaz Nekaje {u,} Kosijev nizu H™"(Q2). To znacidaje { D“u,, }
Kosijev u LP(Q2) za 0 < |a] < m. Kako je L”(Q2) kompletan tako
{D%“u} ima granicu u LP(2). Zapis§imo: u, — u i D%u, — u, u
LP(€2) kada n — oo. Pokazaéemo da ovo implicira da D%u,, — u,
u D'(Q) i onda, kako je diferenciranje neprekidna operacija u D’ (€2)
sledi¢e da je u, = D“u. Dakle, na osnovu Helderove nejednakosti,
za proizvoljno ¢ € D(() vazi:

T, — Tl < /Q un() — u(@)||$(@)|dx < [l llwn — ully

za0 < [af <mip’ = -5 To znatida u, — uuD'(), aslitno se
pokazuje da I pa,, — 1, . MozZemo zapisati:
T,,.(6) = lim Tpe, (&) = lim (—1)°T, (D"6) = (~1)°T,(D"6).
odnosno

T, (0) = Tpey, ili u, = D%.
Odatle v € LP i D% € LPilim, . ||un — t|lm, = 0. H™P(Q) je
kompletan.

Lako se proverava da sledeci izraz definiSe skalarni proizvod u
prostoru H™?2(Q):

(U, V). = Z / DuD, wu,v € H*™(Q)
Rn

|| <m

g

Teorema 5.1.4 Prostor H"?(QQ) je separabilan za 1 < p < oo, a
refleksivan za 1 < p < oc.

Dokaz Neka je N broj indeksa « za koje vazi |«| < m. Posmatra-
¢emo proizvod prostora LP(2): LY, = Hf\il LP(Q2) sa normom:

N |2) P 1<
HquJ\f _ {(Zgl HUij) zZa Sp<o0 (52)

max; ey gl 2 p=oo
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Topologija u HjV:1 (LP(€2), || ||5) je ekvivalentna sa topologijom koju
norma (5.2) indukuje u proizvodu L%, = Hf\i | LP(Q2). Kako je L?
separabilan za 1 < p < oo 1 refleksivan za 1 < p < oo tako isto
vazi i za proizvod LY. Svakom u € H™P moZzemo dodeliti dobro
definisan vektor Pu € L%;:

Pu= (u(al), e u(aN))

gde su oy, ..., a poredani u proizvoljnom, ali fiksiranom poretku.
Kako je || Pul|pn = ||t||myp, P je izometrija iz H™P()) na potpro-
stor H C LY,. Kako je H™P(§2) kompletan, H je zatvoren potpro-
stor od L. Svaki potprostor separabilnog potprostora je separabi-
lan, a svaki zatvoren potprostor refleksivnog prostora je refleksivan.
To vazi za H a zbog izometrije i za H"?({2). O

Teorema 5.1.5 Prostor H]""(Q) je Banahov, a prostor H}"*(Q) je
Hilbertov.

Dokaz Zatvoren potprostor Banahovog (Hilbertovog) prostora je
Banahov (Hilbertov). O

Recimo sada nesto i o aproksimaciji glatkim funkcijama.
Oznacimo sa C skup:

C={peC™Q): |[dllmp < o0} (5.3)

Ovo je oCigledno podskup od H™?(Q)). Odatle sledi i da je C
podskup od H™?(Q). Kako je H™?(Q2) kompletan, tako je i C' ta-
kode kompletan. Identicko preslikavanje je izometrija izmedu C' i
C, tj. C je kompletiranje od C. Dakle kompletiranje od C' je pod-
skup od H"P(£2). Pokaza¢emo da je kompletiranje od C' ustvari bas
skup H™P(£2). Pre toga ¢e nam biti potrebni neki novi pojmovi.

Teorema 5.1.6 Neka je A proizvoljan podskup od R" i O kolekcija
otvorenih skupova u R" koji pokrivaju A, odnosno takvih da je A C
Uveo U. Tada postoji kolekcija ® funkcija ¢ € C3°(R") koja ima
sledece osobine:
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L.VpediVreR", 0<o(x) <1

2. Ako je K kompaktan podskup od A, sve sem konacno mnogo
funkcija ¢ € ® su identicki jednake nuli na K.

3. Za svako ¢ € ® postoji U € O tako da suppp C U.
4. Za svako v € AvaZi ), d(z) = L.

Ovakva kolekcija ® naziva se C* podela jedinice za A podredena
Q.

Takode ¢e nam biti potrebna funkcija ¢ija je svrha upravo aprok-
simiranje distribucija glatkim funkcijama, pomocu konvolucije.

Neka je J nenegativna, realna funkcija iz C§°(£2) koja ima sle-
dece osobine:

1. J(z) =0, za|z| > 1,

2. fgn J(x)de = 1.
Ako je € > 0, funkcija J.(x) = ¢ "J(x/€) je nenegativna, pripada
C3°(Q) i vazi:

1. J(z) =0, za|z| > €

2. fgn Je(x)dz =1

Konvolucija:

Jovula) = [ Ao = gulw)dy, (5.4)

definisana za funkcije u za koje desna strana gornje jednacine ima
smisla, naziva se (Soboljevo) uglacanje u. MozZe se pokazati da ako
u € L (R"), gde u = 0van 2, onda J, * u(x) € C®(R").

loc

Lema 5.1.7 Neka je 1 < p < coiu € H™P(Q). Ako Q) CC Q
onda
lim Joxu=u u H™ Q).

e—0t
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Sada mozemo dokazati teoremu:

Teorema 5.1.8 C = H™P(Q), odnosno H™?(Q)) je kompletiranje
prostora C' (5.3), 1 < p < o0.

Dokaz Ustvari cemo pokazati da ako u € H™?(§2) i e > 0 onda
postoji ¢ € C>(Q2) tako da ||u — ¢||;m, < €.

Da bi iskoristili lemu moramo se ograniciti na €2 CC (2, ali
koristimo 1 podelu jedinice koja je takva da postoji samo konacno
mnogo ¢ € P koje ne nestaju na €.

Zak=1,2, ... nekaje

Qe ={xeQ: |z| <k, dz,00) > 1/k}

gde je d udaljenost tacke od skupa: d(x, G) = inf,cq | — y| za neki
G C Rn, 1x € R™ Nekaje QO =0 = (. Vazi Q. C Qk+1, k =
1,2...1Q = U2, Q. Takode:

O = {Uk; : Uk = Qk+1 N (Qk_l)c, k = 1,2, }

je kolekcija otvorenih podskupova od € koji pokrivaju 2. Neka je ¢
podela jedinice za (2 podredena O. Neka ¢;, oznacava sumu konacno
mnogo funkcija ¢ € @ Ciji su nosaci sadrzani u Uy.

Za svako x € ), CC ) mozemo napisati u kao

u(w) = 3 oy(@)ux)

gde se samo kona¢no mnogo sabiraka sume razlikuje od nule. Dalje,
moZemo izabrati €;, tako da:
€
H‘Jék * (¢ku) - ¢ku|lm,p79k < ﬁ
(nejednakost vazi po prethodnoj lemi, jer ¢ppu € H™P(S2)).
Neka je ¢ = > 2, Je, * (¢ru), gde se ponovo na €2 samo ko-
na¢no mnogo sabiraka razlikuje od nule, pa ¢ € C*(£2). Takode,
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mozZemo pisati:

k
u(z) = di(@)ulz), ¢z) = Z S * (f5u) ().

J=1

Onda imamo da je
k
lw = Sllmpsn < Z [Je; * (dju) — djullmpo, <€
j=1

A kako je 0 = Ué?:le, a niz parcijalnih suma u prethodnoj
nejednakosti je ogranicen i rastuci, po teoremi o monotonoj konver-
genciji sledi

[v = @llmpa <€ O

Teorema 5.1.9 D(R") je gust u H™P(R").

Ideja dokaza Dokaz seizvodi takode pomocu funkcija (5.4). Neka
fe H™ i f, = J.x fiz (5.4). Tada se pokazuje da D f;, =
(D*f)p, anaosnovu togada | D*f — D® fu|lr — 0, h = 0, |a] <
m. Zbog toga

freC*nH™ ¢ f,— fuH"™ kadah — 0.

Zbog ovoga je dovoljno aproksimirati funkcije g € C*° N H™? u
H™P funkcijama iz D. Neka ¢ € Di¢(z) = 1 za |z| < 1. Tada
vazi

D3> ¢(277x)g(x) = glx)u H™? z2aj —o00 O

Posledica 5.1.10 Akoje 1 < p < oo tadaje H)""(R™) = H™P(R").

Posledica 5.1.11 S(R") je gust u H™P(R").

Dokaz ZnamoD C S C H™P,pa H™ =D C S C H"P? =
H™P sledi S = H™P.

28



5.2 Prostori Soboljeva sa negativnim indeksom

Podsetimo se, ako je H, () normalan prostor distribucija,
(H{™(€2)) smatramo potrostorom prostora distribucija.

Napomena 5.2.1 Prostor L*(2) poistovecujemo sa njegovim dua-
lom, ali za prostor Hy""(2) to ne radimo.

Teorema 5.2.2 Distribucija v € D'($2) je neprekidna linearna funk-
cionela nad H)™ (), 1 < p < oo, m € Ny, ako i samo ako je u
oblika:

u = Z D%, (izvod je u distribucionom smislu)  (5.5)
|a|<m
gde suu, € LV (Q), |o| <m, p' = L5, (zap=1, p = o).

Dokaz Pokazimo da je uslov (5.5) dovoljan. Neka je u € D'(Q2)
oblika (5.5). Treba pokazati da u € (H,""(Q))". Neka je prvo ¢ €
C°(Q2). Tada vazi:

(u, ) = Z (D%uq, @) = Z (_1)|a‘<umDa¢> -

al<m laj<m

S (- / ta(2) DO (x)d

Q

|al<m

Na osnovu Helderove nejednakosti imamo:
o)l < 3 [ D olds
|a|<m Q
< 2 e

laj<m

Dl < Cll@llpm.0; (5.6)

p/

gde je C' = (Zlal <m HuaHg:)l/ 7 gde smo iskoristili Helderovu
nejednakost za sume. Ovo znaci da je u neprekidna funkcionela nad
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C5°(€) u odnosu na normu 5.1 i da se moZe prosiriti na H;"" (1),
pau € (Hy(Q)).

Pokazimo sada da je uslov (5.5) potreban. Ponovo ¢emo kori-
stiti prostore LY sa normom (5.2). MoZe se pokazati: za svaku £
neprekidnu linearnu funkcionelu nad L%, postoji jedinstveno u €
Zf\il L (Q), p' = 2% tako da za svako f € L%, vazi:

L) = (uf) =3 [ wifd.

Zapravo, (L%) je izomorfan sa S | L (Q).
Neka u € (H,""(2))". Preslikavanje Hy""(2) u L%, definisano
sa:
it (DY, ..., DOV )

je izomorfizam prostora Hy""(f2) i potprostora od L%, koje ¢emo
oznaciti sa L. Izrazom

(DY@, ..., D) = u(o)

je definisana neprekidna linearna funkcionela U nad L. Neprekidne
(ogranicene) linearne funkcionele nad potprostorom normiranog pro-
stora imaju proSirenje na dati normiran prostor (specijalan slucaj
Han - Banahove teoreme). Dakle U se moZe prosiriti na L% kao ne-
prekidna linearna funkcionela U, za koju vazi U = U nad L. Kako
Uc Zf\il L7 () sledi da postoje funkcije u,, € L” () tako da je

N

U=> (—1)"u,.

1=1

Kako je za ¢ € H;""(Q):

(U, (D", ..., D*¢)) = (u, $)
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tako i za ¢ € C§°(Q?) vazi:
(U, (¢, 0@)) =3 (=1)* (ua,, 1)

- <Z Daiuaw ¢> - <u7 ¢>

1=1

Dakle dobili smo da je u = sz\i 1 D%u,,, Sto je 1 trebalo pokazati.
O

Definicija 5.2.3 H?»""(Q), 1 < p < o0, m > 1 je potprostor od
D'(2) ¢iji su elementi oblika

U= Z D%u,, (5.7)

gde su u, € LP(Q).
U prostor H?~™(2) uvodimo normu
: 1/
lllp-me = nf{( Y [luall?) "} (5.8)
la|<m

gde se infimum uzima po svim reprezentacijama od v oblika 5.7.
Posmatrajmo v iz (H{"™(€2))’. Dualna norma od u je:

[ll m.0 = sup{[{u, ®)[; [|dllpma < 1}

Na osnovu (5.6) dobijamo da je

sup [, )} < (D (lually))

||¢Hp,maﬂgl \a|§m

Moze se pokazati da je zapravo:

ullpma = lully—mo

Ovim je dokazana sledeca teorema:
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Teorema 5.2.4 Prostor (H)"(Q2))', 1 < p < oo sa dualnom nor-
mom je izometri¢an sa H? =™ (Q) i normom 5.8

DokaZimo sada dve teoreme za prostore H>~"(Q) = H~™(Q) i
m72 m
H)""(Q) = HJ'(Q2).

Teorema 5.2.5 Prostori H)'(2) i H~"(Q2), m € N su izometricni.
Izometrija tih prostora je definisana sa

)du— > (-1)D*ue H™Q). (5.9)

la|<m

Dokaz Sa (5.9) je definisano preslikavanje iz H}"(2) u H~™(Q)

jer je
Z ( |a|D2a Z D“ua,
|a|<m la|<m
gde je u, = (—1) D € L3(Q).
Pokazimo da preslikavanje (5.9) ,,na®“. Neka g € H~"'({2), onda
je g neprekidna linearna funkcionela nad H/"(£2).
Koristiéemo Risovu teoremu o reprezentaciji:
Ako je H Hilbertov prostor i g neprekidna linearna funkcionela
nad H, onda postoji y € H takvo da g(x) = (z,y) Vx € H.
Takode, ||g||" = ||z

U nasem slucaju, to znaci da postoji f € H{'({2) tako da za svako
¢ € H"(Q) vazi:

(9:8) = (6, f mQ—Z/D% )D° f(x)da
la]<m
gl = Il fllm.0- (5.10)

Ozna¢imo sa f = h € HJ*(Q2), onda imamo ustvari da je:

(9,0) = Y (=1)"UD**h, ¢),

la|<m
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odnosno da je g distribucija oblika g = Z|a|§m(—1)‘o‘|D20‘h, h €
H"(€2). Znamo da je ||gl|" = llgll-ma i [Allmo = [flmao. pa iz
(5.10) sledi da je (5.9) izometrija:

Igll-m.0 = [IPllmo. O

Teorema 5.2.6 (i) Prostor H="™(Q)), m € N je Hilbertov.
(i) H™™(Q2), m € N je normalan prostor distribucija.

Dokaz (i) Tvrdenje sledi na osnovu toga §to je (5.9) izometrija.

(77) Neka je f izometrija (5.9). f je bijekcijaiz C5°(€2) na C5°(£2),
tj. C5°(€2) je podskup H"™(£2). Proizvoljno u € H"™(f2) se moZe
napisati kao u = f(v) za neko v € H{'(2). Tada postoji niz
v, € C§°(Q) koji tezi ka v u H{"(Q2). Sledi da f(v,) tezi ka f(v)
u H (), akako f(v,) takode pripada C3°(€2) sledi da je C5°(2)
gustu H"(Q). O

5.3 Prostori Soboljeva sa realnim indeksom

53.1 H*R"), H§(R")

Sada ¢emo pomocu Furijeove transformacije definisati prostore
H>(R") i H*(R") kada s € R, koje krace zapisujemo H* i H.
Za s € Ny ova definicija Ce se poklapati sa prethodnom definicijom

Soboljevih prostora. Prvo pokazimo sledecu teoremu (H™(R") =
H™),

Teorema 5.3.1 (i) Distribucija u pripada H™, m € N ako i samo
ako je u temperirana distribucija i vaZi

a(l+ |y )" e L?, yeR" (5.11)

(23) Distribucija g pripada H™™, m € N ako i samo ako je g tempe-
rirana distribucija i vazi

A+ yH) ™2 el? yeR" (5.12)
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Dokaz (i) Nekau € H™. To znai da D € L?, |a|] < m.
Znamo da za L? funkcije vaZi:

[D%ully = [|F (D).
Za funkcije iz S’ (a L? C S’) znamo da vazi

F(D) = il*ly F(u)
pa je

1Dl = [y F ()]s
pa sledi da il°ly® F(u) € L% Uslov day®F(u) € L* V|a| < mje
ekvivalentan sa uslovom da (1 + |y|?)"™/2F (u) € L?. Tako dobijamo
da vazi (1).

(i) Neka g € H~™(Q2). Tada na osnovu teoreme 5.2.5 postoji
h € H" () tako da je

g _ Z (_1)|a|i2\a|y2aib.

a|<m

Iz (i) sledi da je (1 + |y|?)™/?h € L?, pomnoZeno sa (1 + |y|?)~™ i
dalje pripada L?, pa imamo:

(L4 gl = Y (=)l (14 |y*) 7 2h € L2,

|a|<m

Neka je sada g temperirana distribucija za koju vazi (5.12). Tada
je g(1+]y|?)~™ temperirana distribucija. Kako je Furijeova transor-
macija bijekcija na prostoru S’ moZemo reéi da postoji h € S’ tako
daje h = g(1+ |y[2)~™1ih(1+ |y[2)™? pripada L2. Na osnovu (i)
sledi h € H™, i imamo § = (1 + |y|?)™h. MozZe se pokazati da iz
ovoga sledi

g(r)=(1—4N)"h(x), h€ H™,

odakle dobijjamoda g € H~™. O
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Definicija 5.3.2 Za proizvoljno s € R sa H® oznacavamo prostor
temperiranih distribucija za koje vaZi:

ue H < (1+|y?)*ael? yeR"

Vazi:
H" C H?, za —o00 < 89 <81 <00

1 posebno
H81CH82CL2, za 0 < 89 < 81 < 00
Norma u prostoru H? je data sa
uls = 11+ y[))**@)l 2, y € R (5.13)
a skalarni proizvod sa:

fu, o], = / a1+ [y dy, woe H”, yeR"
(5.14)

Definicija 5.3.3 H;(R") je zatvaranje D(R") u H*(R").

Teorema 5.3.4 Neka s € R. Prostori H® sa skalarnim proizvodom
(5.14) su Hilbertovi. VaZi:

S(R™) Cc H*(R") C S'(R")
i S(R™) je gust u H®.
Dokaz Oznadimo sa w, = (1 + |y|?)*/%. Po definiciji,
U: f—wFf : H — L? (5.15)

generiSe izometriju. Ako je g € L? proizvoljno, moZemo izabrati
f = F Y wsy) € S'(R") i time vidimo da je ovo preslikavanje
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sirjektivno, odnosno unitarno. Kako je L? Hilbertov, tako je i H*
Hilbertov. MoZe se pokazati da preslikavanje

f=wsf, seR

definiSe bijekcijuiz S u S, iiz S’ u S’. Kako je F takode bijekcija
na ovim prostorima tako U definiSe bijekcijuiz Su S,iiz S’ u S'.
Kada je m € Ny znamo davazi S C H™ C L?> C S’i S je gustu
H™. Odatle imamo prvo S C H™ C H® C S’, akako je S gustu
L? onda je S gustiu H? jer je U unitarno. O

Teorema 5.3.5 Prostor H®, s € R je refleksivan i separabilan Hil-
bertov prostor.

Dokaz Ovo je posledica toga Sto je preslikavanje (5.15) izometrija
iz H* i L? koji je refleksivan i separabilan.

Teorema 5.3.6 Dual prostora H® je H™® i dualna norma se poklapa
sa | | _s.

Dokaz Pokazimo prvo da ako v € H ™~ tada je to neprekidna line-
arna funkcionela nad H°. Kako je S gust u H® onda je ekvivalentno
pokazati da je u neprekidna linearna funkcionela nad .S u odnosu na
| |s. Zbog definicije Furijeove transformacije na prostorima S i 5" i
na osnovu Helderove nejednakosti za ¢ € S imamo:

~

(u(z), p(z)) = (u(z), F(d(—y))) = (a(y), ?(—y»
= (1 +|y»)ay), (1 + [y*)*d(—y))

= [ WP Pal) 1+ o)y < Jul-Jol,

Sto znaci da je u neprekidno nad S u odnosu na normu | |.
Neka je sada u neprekidna linearna funkcionela nad S u odnosu
na normu | |;. Za proizvoljno ¢ € S vazi

[(u, 9} < Clgls,
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za neko C. Ako ponovo iskoristimo da je (u(z), ¢(z))
= (u(y), ¢(—y)) dobijamo

[(a(y), o(—y)| < Clo(@)ls = CIIL+ [yI*) o).

Preslikavanje ¢(z) — &(—y) = ¢(y) iz (S, | |s) u S sa normom:
[l = 11+ 191*)2b(y)ll2

je izometrija pa dobijamo da je

[{a(y), v () < Clyy)lsa,

tj. da je u neprekidna linearna funkcionela nad (S,] |51). Kori-
sti¢emo prostor (L2,] |s1), to je prostor funkcija f za koje vaZi
af € L? azaa éemo uzeti a = (1 + |y|?)*/%. Za prostore L2
vaZe iste osobine kao za prostore L2 (S, ] |s1) je gustu (L2, | |s1),
a dual od (L2, | |51) je (L2.1,] |=s1). Odavde sledi da @& € L?_, $to
znatidau € H°.

Kako vazi da je |u|_s identi¢no sa dualnom normom od @, koja
je identi¢na sa dualnom normom od u, vaZzi i poslednji deo tvrdenja.
O

532 H*(D)

Prostori Soboljeva nalaze svoju primenu u reSavanju grani¢nih
problema. Kasnije ¢emo videti kako se formalno opisuju ovi pro-
blemi, ali jasno je da Ce oni ukljucivati funkcije koje su definisane
na granici nekog skupa. Prvi korak ka predstavljanju grani¢nog pro-
blema bice definisanje prostora H*(I").

I ¢e biti granica skupa €). Da bi se ona opisala bi¢e nam potrebni

Elementi diferencijalne geometrije

Definicija 5.3.7 Neka je U C R” otvoren i ¢ : U — R" glatka
funkcija, gde je k < n. 1 se naziva imerzija ako je za svako x € U
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rang Jakobijana Di(x) maksimalan, odnosno jednak k. Za rang
r(Dv) vazi:

r(Di(x)) = dim im(Dy(z)) = dim(R*) — dim(ker Dy)(z)).

Stoga sledi da je ker Dy(x) = {0} i Di(x) je injektivno za svako
.

Definicija 5.3.8 Podskup M od R" se naziva k - dimenzionalna bes-
konacno diferencijabilna (pod)mnogostrukost (k < n) ako vaZi:

Za svako p € M postoji otvorena okolina W od p u R",
otvoren podskup U od R* i imerzija 1 : U — R",
takva da je : U — (U) homeomor fizam i (U) = M N W.

Y dakle topoloski identifikuje U i Y(U) = M NW (M NW nosi
indukovanu topologiju iz R"). 1 se naziva lokalna parametrizacija
mnogostrukosti M.

Jedini¢ni krug je jednodimezionalna mnogostrukost u R?. Sfera
je dvodimezionalna mnogostrukost u R3. Svakako i otvoren pod-
skup od R" je mnogostrukost, sam R"” je mnogostrukost. Ali postoje
1 apstraktniji skupovi koji su podmnogostrukosti. Na primer, moZe
se pokazati da je skup

SL(n,R) := {A € R”| det A =1}

podmnogostrukost od R"™ dimenzije n? — 1.

Reci ¢emo joS Sta podrazumevamo pod glatkom funkcijom nad
mnogostrukostima (parcijalni izvodi se definiSu u unutrasnjoj tacki
skupa, pa definiciju glatke funkcije znamo samo kada je otvoren
skup u pitanju, zato nam je sada potrebna nova definicija).

Definicija 5.3.9 Neka su M C R™ i N C R" mnogostrukosti. Pre-
slikavanje f : M — N je glatko (C'*°), ako za svako p € M postoji
otvorena okolina U, od p u R™ i glatka funkcija f : Up = R" takva
da f\MmU,, = f|MﬂUp-
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Napomenimo samo da je specijalan slu¢aj N = R" ukljuen u
ovu definiciju. Takode, lako se moZe pokazati da je kompozicija
glatkih funkcija glatka funkcija.

Ako je f bijektivnoi fi f~! su glatke, f nazivamo difeomorfi-
zmom.

Definicija 5.3.10 Neka je M k - dimenziona mnogostrukost u R".
Karta (yp, V') mnogostrukosti je difeomorfizam otvorenog skupa V- C
M na otvoren skup u R,

Dve karte 1 (V1) 1 p2(V2) su (C*) kompatibilne ako su (V4 N
Va) i p2(Vi N Va) otvoreni u R i promena karata

2091 1(ViNVa) = pa(ViN Vh)

je difeomorfizam.

C™ atlas od M je familija A = {(pa, Va)| @ € A} karti koje su
u parovima kompatibilne, takva da M = |, Va

Lako se moze pokazati da ako je ¢ lokalna parametrizacija za
M, tada je ¢ := ¢t : W N M ~ U karta M. Takode, moZe se
pokazati da je familija ovakvih karti u parovima kompatibilna, pa
imamo atlas za M.

Sada ¢emo definisati skup €2 i do kraja rada ¢emo smatrati da on
ima ovakve osobine.

( Neka je Q ogranicena oblast (otvoren i povezan skup) u R™
sa granicom I', gde je I" beskonacno di ferencijabilna
mnogostrukost redan — 1,

a §) se lokalno nalazi na jednoj strani granice I,

drugim recima Q je kompaktna mnogostrukost sa granicom
|I' klase C.

(5.16)
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Vratimo se sada na definisanje prostora H*(I'). Videcemo ka-
snije da ako je €2 otvoren skup H*({2) moZemo definisati kao su-
Zenje elemenata iz H*(R"). Medutim za mnogostrukost I' ovo nije
moguce uraditi. U ovom slucaju Zelimo da domen ne bude mnogo-
strukost I" ve¢ R" 1,

Neka je {(¢;,G,), j = 1,2,...,u} atlas od I'. Neka, osim toga,
@, slikaju Gjuloptu @ = {y e R" 1 : |y| < 1}.

Neka je {c;} podela jedinice na I'. Podelu jedinice na proizvolj-
nom skupu smo definisali u teoremi 5.1.6, sada ¢emo samo malo
drugacije formulisati osobine ove kolekcije:

rozj € D(I") = prostor beskonacno diferencijabilnih
funkcijana T,

o ima kompaktan nosac u Gy,

| 2a svako x € N'wazi 3 5 aj(z) = 1.
(5.17)
Za proizvoljnu funkciju v definisanu na I' vazi

I
U = Z aju nal.
j=1
DefiniSimo dalje:

i (au)(y) = (au) (o5 (), v € Q.
Kako o (pa i aju) ima kompaktan nosa¢ na G tako o7 (aju) ima
kompaktan nosac na (celom) () i stoga ¢} (a;u) moZe biti do - defi-
nisana na ceo R"!. tako $to se produZi nulom van Q.
Linearno preslikavanje:

U — gp;’f(ozju)

je neprekidno preslikavanje L!(T') — L'(R"™!), a takode D(T') >
D(R" 1), pa se ono produzava na linearno neprekidno preslikavanje
iz D'(R"1) — D'(T).

Sada ¢emo definisati H*(I") za svako realno s:
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Definicija 5.3.11

H(T) ={u| ¢j(yu) € HS®R™™), j=1,..,u}  (518)
Napomena 5.3.12 Prethodna definicija ne zavisi od izbora sistema
lokalnih karata (@;, G;) i podele jedinice c;.

U H*(I') moZemo uvesti normu:

el s Z lj(ju)

koja ocigledno zavisi od sistema {y;, G;,c;}. Ali ove norme su
medusobno ekvivalentne, a H*(I") sa normom (5.19) je Hilbertov
prostor.

Vazi:

)2 (5.19)

Hs Rn 1)

Teorema 5.3.13 D(I') je gust u H*(I").

Dokaz Treba pokazati da za proizvoljno v € H*(I") postoji niz
¢©n € D(T) koji tezi ka u kada n — oo u prostoru H*(T"). Tj.:

1/2
%S(Rﬁ,fl)) — O,

lon = ullmy = (D 1} (as0n) = @} (aju)
kada n — ooc.

Za @ (oju) postoji niz ¢j, € D(R"!) takav da 1), — @5 ()
kada n — oo u prostoru H*(R""!). MoZzemo pretpostaviti da 1,
ima kompaktan nosac u |y'| < 1, a odavde sledi da postoji ¢,, tako
da je v, = ¢} (ajpn) za svako j, odakle sledi teorema.

Teorema 5.3.14 (H*(I")) = H5(I'), VseR

533 H(Q), H(Q)

Resenja grani¢nog problema trazi¢emo u prostorima H*(€2), da-
kle umesto H*(R") sada ¢emo definisati i prostore H*(2) i Hj(£2).
Ali prvo ¢emo uvesti jedan bitam pojam, koji ¢e nam koristiti u da-
ljem radu.

41



Interpolacioni prostor Neka su X 1Y separabilni Hibertovi pro-
stori 1 neka vazi

X CY, inkluzija je neprekidna i X gust u'Y.

Tada postoji prostor [ X, Y]y, 6 € [0, 1] takavdavazi X C [X,Y]y C
Y, kao 1 nejednakost:

—0 0
lullpxy, < Cllullx llully  Vu e X.

Ovde je
(X, Y]p=X

(X, Y], =Y

Osobine
e X jegustu[X, Y]y, VO
e Neka su 6y i 0; dva fiksirana broja iz [0, 1] i §; < #;. Tada
(X, Y]y, C [X,Y]y,.
Takode, [ X, Y]y, je gustu [ X, Y]y, .

Kako vazi X C [X,Y]y C Y, pri ¢emu je svaki prostor gust u
narednom (i ne identifikujemo prostor sa svojim dualom), tako vazi:

Y C[X,) Y], Cc X’
pri tom je ponovo svaki skup gust u narednom. Vazi 1 teorema:
Teorema 5.3.15 Za svako 0 € [0, 1] vaZi:

(X YTy =Y, XTig

pri ¢emu su odgovarajuce norme ekvivalentne.
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Sada imamo sve potrebne pojmove za opis prostora H*(€2).

Za () definisano u (5.16) i s > 0 prostori H*(£2) su suZenje ele-
menata iz H*(R") na ). Prostori H(£2) su i dalje zatvaranje D(2)
u H*(2). Norma u ovom prostoru je data sa:

|w|| s () = inf ||U||gs@ny, U = u, skoro svuda na Q.

Prostori H*(£)) se mogu definisati i kao prostori koji se nalaze
mizmedu* prostora H" i H™, odnosno interpolacioni prostori. Ova
definicija je ekvivalentna prethodnoj.

Za X = H'iY = H™ (m je ceo pozitivan broj), imamo da je

H*(Q) = [H™(Q), H ()],

gdejes = (1—0)m, 0 € (0,1). Neke od osobina koje ¢emo navesti
u ovom odeljku su posledica osobina interpolacionih prostora. Prva
od njih je

Teorema 5.3.16 Prostor D(R") je gust u H*(R") za svako s.
H(RY) = HY(R")

Dokaz Znamo da je X gustu [X, Y]y, pa sledi da ako je X, C X,
X gust u X, onda je X, gustu [X,Y]y. Za s > 0 moZemo uzeti
X = H™R") (mceloim > s), X = D(R"), Y = L*R").
Za s < 0 moZzemo iskoristiti dualnost pa imamo X = L*(R") i
Y =H ™R").O

Za dalji rad bi¢e nam potrebne i glatke funkcije koje nisu neop-
hodno jednake nuli na granici.

Za otvoreno 2 funkcija ¢ € C™(€2) ne mora biti ograni¢ena na
). Ako je ¢ € C™(£2) ograniCena i uniformno neprekidna na 2
onda ona ima jedinstveno ograni¢eno 1 neprekidno produzenje na
zatvaranje 2 od Q. Vektorski prostor D(2) se sastoji iz funkcija ¢ €
C™(€2) za koje je D¢ ograniCena i uniformno neprekidna funkcija

na € za svako 0 < |a| < m. D(£2) je Banahov prostor sa normom:

l¢s D(Q)|| = max sup|[D¢(z)|.

O<|a|<m zeQ
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Kako su sve funkcije iz D(€)) ogranicene i uniformno neprekidne

na €2 tako vazi D(§2) C D(Q2). Ali funkcije iz D(€2) ne moraju biti
jednake nuli na granici od ().

Nave$cemo sada neke osobine ovih prostora.

Iz osobina interpolacionih prostora sledi sledeca

Teorema 5.3.17 Neka je s = m(1 — ), a m je ceo pozitivan broj.
Vo € [0,1] H™(Q2) je gust u H*(Q2).

Zapravo, mozemo videti da je H*' gustu H?*? za proizvoljno s; >
S9.

Vratiéemo se na kratko na prostore H™(€2), m € Nj. Recimo
prvo nesto o operatoru produzenja.

Teorema 5.3.18 Za svako celo m > 0 postoji operator p sa slede-
¢im osobinama:

p € L(HNQ), HYR™), VEk, 0<k<m,
pu = u skoro svuda na Q, Yu € H(Q).
Napomena 5.3.19 Preslikavanje ,,suZenje* na €):
u +— rou = suzenje u na )

je linearno neprekidno preslikavanje iz H*(R™) u H*(Q) za svako
celok > 0.

Teorema 5.3.20 D(X2) je gust u H™ ().

Dokaz Neka je pu € H™(R"), tada postoji niz ®; € D(R") koji
tezi ka pu u normi prostora H™(R") (teorema 5.1.9). Zato vazi

u=rq(pu) = zliglo ro®; wuprostoru H™(Q)

odakle sledi potreban rezultat jer ro®; € D(12).

Teorema 5.3.21 Iz prethodne dve teoreme sledi: D()) je gust u
H*(Q2), s > 0.
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Potom imamo sledece osobine:

Teorema 5.3.22 Za s > 5 vaZi inkluzija:

H*(Q) C C(2),
pri cemu je operator inkluzije neprekidan.

Napomena 5.3.23 Ova inkluzija znaci da ako v € H*()) onda se u
skoro svuda poklapa s nekim elementom v € C(Q) i identifikujemo
u sa tim elementom.

Napomena 5.3.24 Ovaj rezultat ne moZe biti uopsten. Na primer,
ako jen = 2, s = 1, a ) je krug |x| < 1/2, onda H*(Q)) nije

sadrZan u C(Q); funkcija
x +— log|log|x||

pripada H* ali ne pripada C(X)).

Fram Ta
X 7oy

-0.707
-0.707
2.5

y 0.707

I CION D)
D[ CCRID)
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Posledica 5.3.25 Zas > 5 +m meNy (QCR"), vaZi

H*(Q) c C™(Q)

ako je C™(§)) snabdeven normom }_, ., maxycq |D(z)|. Pri
tom je operator inkluzije neprekidan.

Posledica 5.3.26 .
(H"(Q) =D(Q)
k=0

Teorema 5.3.27 D(2) gust u H*(QY) (1. H{(QY) = H*(QY)) ako i
samo ako je s < % U suprotnom imamo pravu inkluziju: H{(€2) C

Ideja dokaza MozZe se pokazati da je
D(Q) gust u HY?(Q).
A kako vazi
HY2(Q) c H*(Q), HY*Q) je gust u H¥(Q), s<1/2,

to je i dovoljno. 0O
DefiniSimo:
H(Q) = (Hy(Q), s> 0
Ovo je ponovo podskup od D'(£2). Za Q2 = R"™ ova definicija se po-
klapa sa teoremom 5.3.6. Takode, na osnovu teoreme 5.3.27 znamo
da je
(H*(Q) =H*(Q) za s<1/2.

Objasni¢emo jos jedan znaCajan pojam - trag funkcije.
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Trag funkcije  Ako funkcija pripada D(£2) tada se njen trag moZze
definisati kao restrikcija na neku (n — 1) - dimenzionalnu mnogo-
strukost sadrZanu u (2, u nagem slu¢aju ée to biti I". Ako je funkcija
iz L, (Q) ili LP(Q) onda funkciju moZemo proizvoljno da defini-
Semo na [' jer je I' mere nula. To znaci da ne moZemo definisati
njen trag na [ na jedinstven nacin u L; (Q) (LP(2)). Za funkcije iz
H™P(Q), m € N je moguce definisati jedinstven trag. Naveséemo
primer traga funkcije iz H*(Q2).

U ovom primeru uze¢emo malo drugacije uslove za domen: 2
ograniena oblast Cija je granica je sastavljena od konacno mnogo
zatvorenih (n — 1) - dimenzionalnih povrsi klase C' koje se me-
dusobno seku. Neka je I' (n — 1) - dimenzionalna povr$ klase C'
sadrzana u ) koja se moZe prekriti sa kona¢no mnogo otvorenih
skupova.

Ako je f € H'() tada postoji niz {f,} iz C*(Q) koji u normi
prostora H1({2) konvergira ka f. MoZe se pokazati da postoji kon-
stanta C' takva da

| flrllz2y < Cll flla)-

Niz {f.} je Kosijev u H'(Q2) pa iz ove nejednakosti sledi i da je
{f.lr} Kosijev u L*(T"). L*(T") je kompletan pa {f,|r} konvergira
ka nekom fr € L*(T"). MoZe se pokazati da fr ne zavisi od izbora

niza { f,}.

Ovim smo dakle pokazali da za f € H'(§)) postoji jedinstven
element fr € L*(I") tako da postoji C' > 0 (koje ne zavisi od f)ida
vazi

[ frllze@) < Cllfllme)-
Drugim re¢ima preslikavanje iz H'(Q) u L*(T"), f — fr je nepre-
kidno i injektivno. Trag funkcije f € H'(Q) nad T je fr € L*(T).

Ako je f € HL(Q) iz konstrukcije traga sledi da je fr = 0, a

moZze se pokazati i obrnuto tvrdenje.

GraniCni uslovi u diferencijalnim jedna¢inama podrazumevaju da
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znamo kakva je funkcija na granici skupa, ali Cesto se traZe i izvodi
po normali. Kako ¢e nas zanimati reSenje koje je iz prostora Sobo-
ljeva, nemamo klasi¢nu diferencijabilnost 1 izvode po normali pa Ce
biti potreban malo drugaciji pristup. Sada ¢emo se vratiti na uobi-
Cajenu definiciju 5.16 za €2 i I" i dati teoremu o tragu, koju ¢emo
koristiti u ostatku rada. Ova teorema preciznije ,,locira* trag funk-
cije nego prethodni primer.

Teorema 5.3.28 Teorema o tragu u H™ ()
Neka <) zadovoljava uslove (5.16). Tada preslikavanje

UH{% j:O,...,m—l}, (5.20)

(gde je % J - ti izvod po normali, a normala na granicu I je orjen-

tisana ka unutrasnjosti od §2) iz D(2) u (D(I"))™ neprekidno se pro-
duzava do neprekidnog linearnog preslikavanja

j m—1 ‘
U {% j=0,,m—1}, H™(Q)w— [ H™72(D).
§=0

Kako su prostori D(2) i D(I') gusti u H™(2) i H™(I") respek-
tivno, svaka funkcija iz H™({2) moZe se aproksimirati nizom funk-
cija iz D(Q). Ove glatke funkcije imaju izvode po normali koji su
glatke funkcije na granici. Niz ovih glatkih funkcija na granici onda
teZi ka funkciji koja je u H™1/>7J(T"). Za dokaz teoreme je zbog
ovoga dovoljno pokazati da je preslikavanje (5.20) neprekidno u od-
nosu na topologiju prostora H™(Q) i H™~'/27J(T"), ali to neéemo
pokazivati.

Dakle, funkciju iz H™(£2) moZemo (neprekidno i linearno) pove-
zati sa njenim tragom koji je u H™/274(I"), a trag moZemo zami-
Sljati kao njen izvod po normali.
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Glava 6

Primer primene - Nehomogeni
graniCni problem

6.1 Motivacija

Pocnimo sa formalnim opisom problema. Neka je O skup u R"
sa granicom 0O. Neka u O i 0O deluju respektivno linearni diferen-
cijalni operatori P i ();, 0 < j < v. Pod nehomogenim grani¢nim
problemom podrazumevamo problem sledeceg tipa: neka su f i gj,
0 < j < v elementi prostora F'i G, F' je prostor funkcija nad O, a
G prostor funkcija nad 0O. U prostoru U funkcija nad O, trazimo
element u, koji zadovoljava sledece jednacine:

{Puf u O

6.1
Qju=g; nadO 0<j<w. (©.1)

Cilj je pokazati da za f € F'ig; € G; postoji jedinstveno reSenje
koje neprekidno zavisi od pocetnih uslova, odnosno pronaci prostore
F'i GG za koje takvo reSenje postoji. Naravno postoje razni izbori za
prostore U i {F,G;}, a prostori Soboljeva su se pokazali najkori-

-----

pokazuje znacaj nehomogenih grani¢nih problema 1 ¢iji opstiji slu-
¢aj ¢emo razraditi u nastavku.

49



Dirihleov problem za Laplasovu jedna¢inu Neka je O skup 2 u R"
sa granicom I, za P uzimamo operator Laplasa: A\; v = 0, i Q)
identicki operator. Tada problem (6.1) postaje:

{Auf u Q

6.2
u=go=g9 na T (62

Ponovo je pitanje u kojim prostorima da biramo f i g tako da
problem (6.2) ima jedinstveno reSenje. Klasi¢an odgovor je, na pri-
mer: ako su f i g kvadratno integrabilne funkcije (kao i neki nji-
hovi izvodi) na €2 i I' respektivno, tada je reSenje u problema (6.2)
(sa svojim izvodima) takode kvadratno integrabilno. Pokazalo se da
je prirodna familija za prostore F' i GG familija Soboljevih prostora
H*(Q) i H*(I"). Vazi slededi rezultat:

Teorema 6.1.1 Neka je s nenegativan realan broj. Ako [ € H*()
ige H/ 2(T") onda postoji jedinstveno reSenje u problema (6.2)
koje pripada H*"%(Q)). Preciznije, operator u — {/\u,ulr} je izo-
morfizam

iz HQ) u HY(Q) x HY2(T)

Prirodno je razmotriti 1 sluaj negativnog s jer se u razmatranju
problema (6.2) Cesto deSavaju slucajevi da je, na primer, f = 0, a
g je neka neregularna funkcija, npr. g je kvadratno integrabilna na
I' (Sto se javlja u teoriji optimalnog upravljanja) ili g je jednostavno
distribucijana I'. Ispostavlja se da je takvo GG podskup od H?, s < 0.
I u slu¢aju negativnog s problem moZe biti reSen, a prostori 4, F'su
ponovo podskupovi od H?, ali za negativno s.

U nastavku Ce biti definisan opStiji problem, kada je operator P
elipti¢ni operator (bice oznacen sa A), kada su (); normalni grani¢ni
operatori (oznaceni sa Bj) i kada oni zadovoljavaju odredene uslove
eliptiCnosti.

50



6.2 Definicija problema za elipti¢nu jednacinu

Neka je €2 ogranicena oblast u R" sa granicom I, gde je I" bes-
konac¢no diferencijabilna mnogostrukost reda n — 1
Neka je u R" definisan linearni diferencijalni operator:

AD)u= > a,D"u (6.3)

la|<1

reda [ sa konstantnim koeficijentima. Za £ = (&1, ...,&,) € R” defi-
niSemo karakteristicni polinom operatora A:

podsetimo se &P = £ ...&bn,
Definicija 6.2.1 Operator A se naziva elipticnim ako

Ao(€) #£0 VEER", £#0

Teorema 6.2.2 Ako je n > 2 svaki eliptican operator je parnog
reda.

Definicija 6.2.3 Operator A definisan u (6.3) za | = 2m naziva se
regularno elipti¢an ako je elipti¢an i ako za svaki par linearno neza-
visnih vektora £, &' € R" polinom Ay(§ + 7&') komplesne promen-
ljive T ima m korena sa pozitivnim imagirnim delom.

Napomena 6.2.4 Smatracemo da je A uvek reda 2m.

Moze se pokazati:

Teorema 6.2.5 Za n > 2 svaki elipticni operator je regularno elip-
tican.
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Neka je sada
Au=3" (~1)PD?(ap(2) D),

Ipl,lg|<m

gde a,, € D(€). Osobine (regularne) elipti¢nosti definisemo ana-
logno operatoru sa konstantnim koeficijentima.
Operatore B;, 0 < j < u — 1 definisane sa:

Bip= > bja(x)D, bjo € D(T) (6.4)
|a|§mj

naziva¢emo grani¢nim operatorima. Ovde D“ oznacava izvod po
normali na granici I' 1 podrazumevacemo ovo znacenje (samo) kada
koristimo graniCne operatore.

Neka je I'; neki deo granice I'.

Definicija 6.2.6 KaZemo da je sistem operatora {B 0 L normalan
na 'y ako:

LY hem, bin(x)€" £ 0 Vo € Ty iVE # 0inormalno naT u
tacki x
2.m; #Fm;zai # J.
Pretpostavimo sada da v = m, onda moZemo dati:
Definicija 6.2.7 Sistem operatora { B; } 0 L pokriva regularno elip-
ticni operator A na 'y ako za svako x iz Iy i za svaki par nenula

vektora £,& € R" takvih da je € tangentan, a &' normalan na I u
tacki x, polinomi kompleksne promenljive T:

Z bja €+T€) J=0,...,m—1

lar|=m;

su linearno nezavisni po modulu polinoma [[", (7 — 7,7 (2,£,£))
gde sut; (z,&, &) koreni polinoma Ay(z,E+7E") sa pozitivnim ima-
ginarnim delovima.
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Sada mozemo definisati grani¢ni problem. Neka je:

(i)  ograniCena oblast u R" sa granicom I', gde je I" besko-
nacno diferencijabilna mnogostrukost reda n — 1

(ii) Operator A zadat jednacinom

Au= Y (=1)"D(ay(x) D), (6.5)

pl,lgl<m

njegovi koeficijenti a,, pripadaju D(Q) i A je regularan elipti¢ni
operator u ).
(iii) Operator1 B; zadati sa:

Bju = }: bin(x) D" u, (6.6)

|h|<m;

bin € D(I'),0 < m; < 2m — 1, sistem {Bj};l:_ol normalan na I" i
pokriva Anal.
Granicni probem za elipti¢nu jednacinu je:

{Auf uQ

. (6.7)
Bju=g; mnal, j7=0,1,..,m-1

6.3 Adjungovani operator i Formula Grina

Formulu Grina koristi¢emo u nekim narednim teoremama. Za
nju ¢e nam biti potrebna definicija adjungovanog operatora. Prvo
¢emo navesti definiciju za slucaj kada je A neprekidno preslikavanje
1izmedu normiranih vektorskih prostora, a potom i uopstenje.

Akojeu € X', av € X sa (u,v) ¢emo oznacavati u(v), gde
(, ) predstavljaju bilinearnu formu - funkcionelu iz X’ x X koja je
linearna po oba Clana.

Definicija 6.3.1 Neka su X i Y normirani vektorski prostori i neka
A : X — Y linearan, neprekidan operator. Neka je y* € Y, a
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x* € X'. Ako par (y*, x*) zadovoljava jednacinu
(y*, Ax) = (x*,z) Vre X

tada je x* jedinstveno odredeno sa y*. Stoga moZemo definisati ope-
rator A* 1 Y' — X' takav da je A*y* = x* i to je adjungovani
operator za A. On dakle zadovoljava jednacinu:

(y*, Az) = (A"y",z), zeX,y eY’ (6.8)

Jednacinu (6.8) ¢emo nazivati bilinearni identitet 1 ona dakle sluzi
da se definiSe adjungovani (dualni) operator za A. Moze se pokazati:

Teorema 6.3.2 A* € L(Y', X') i ||A*|| = ||A]l-

Medutim, u nasem slucaju operator A je diferencijalni opera-
tor, pa stoga nije ograni¢en. Neograni¢ene operatore definiSemo na
podskupu normiranog prostora. Ako na primer imamo normirani
prostor C([0,1]), A = d/dxr moZemo definisati samo na podskupu
¢([0,1]).

Definicija 6.3.3 Neka su X,Y normirani vektorski prostori. Pre-
slikavanje A koje svakom x iz D(A) C X dodeljuje jedinstveno
y € Y se naziva operator na D(A). Operator A je linearan ako je
D(A) vektorski potprostor od X i ako je A(axy + fxg) = aAxy +
BAxy, Vry, w0 € D(A) i a,B € C. A je gusto definisan ako je
D(A) gustu X.

Primer 6.3.4 Neka je Au = u' definisan na D(A) - skupu svih ne-
prekidno diferencijabilnih funkcija na [0, 1],

A: D(A) c L*([0,1]) — L*([0,1]).

A je linearan, a i neogranicen. Uzmimo na primer niz funkcija
iz D(A): f,(x) = sin2mna, za njih vazi || f.ll: = 1/V/2, dok
|Afull2 = 2mn/V/2 — oc. Takode, A je gusto definisan.
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Ovaj operator se moZe posmatrati kao operator iz X — X za
mnoge druge normirane prostore X i i dalje ce biti neogranicen. S
druge strane, on jeste ogranicen kao operator X, — Xo za neke
parove normiranih prostora X, Xs i takode kao operator X — X
za neke topoloske vektorske prostore X. Na primer kada

A (CHI), ) = (O, | o)
za neki otvoren interval I C R, gde je || f||l1 = || flloo + ||.f]| -

Sada Zelimo da definiSemo dual linearnog operatora, tj. hoemo
da vazi
A*y*(z) = y*(Ax), Yo € D(A).
KaZemo da y* € D(A*) ako postoji z* € X’ takvo da
z*(z) = y*(Ax), Yo € D(A).

Postojanje ovakvog z* viSe nije zagarantovano. Kada takvo z* po-
stoji, definiSemo A*y* = x*. Takode x* mora biti jedinstveno. Ispo-
stavlja se da ovo vazi ako i samo ako je D(A) gust u X. Dakle A*
definiSemo za linearan operator A : D(A) — Y, gde je D(A) gustu
X. D(A*) je skup onih y* € Y za koje postoji * € X' takvi da je
z*(x) = y*(Ax), Vo € D(A). Ovo z* je jedinstveno i A*y* = x*.
Ponovo imamo bilinearni identitet:

(y*, Ax) = (A"y*,z), =€ D(A),y" € D(A")

Sada se postavlja pitanje kako konstruisati A* za zadato A kori-
ste€i bilinearni identitet. Prvo ¢emo definisati formalni adjungovani
operator (izraz ,,formalni* se koristi kada ne uzimamo u obzir pro-
store na koje deluju operatori):

Definicija 6.3.5 Neka je A diferencijalni operator. Formalni adjun-
govani operator A* je diferencijalni operator koji zadovoljava

(Au,v)e = (u, A™),y (/ Auvdx = / uA*vdx) (6.9)
0 0
za sve u,v € D(Q).
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Do A* se dolazi tako Sto fQ Auvdx reSavamo parcijalnom inte-
gracijom, kako imamo funkcije koje nestaju na granici, dobi¢emo iz-
raz oblika [, uA*vdz. Kako za ovakve funkcije vazi da je [, udv =
— fQ vdu jednakost (6.9) je u nekom smislu uopStenje ovog izraza.
Polazimo od ovog izraza zbog analogije izmedu (6.8) i1 skalarnog
proizvoda kada smo u Hilbertovim prostorima.

U naSem slucaju dobijamo da je

Au= Y (=1)PDP(ap,(x) D).

pl,lq|<m

Ono $to ¢emo kasnije koristiti je: ako ovakvo A* definiSemo na
D(Q) koji je gust u L?(Q), A* : v — A*v € D(Q), onda je operator
(A*)* = A njegov (pravi) dual koji slika neki podskup od D'(£2) u
D'(Q) i vazi

(Au,v) = (u, A™),

kao 1 (linearnost):
(Au, v) = (u, A*v),

Sto se u slucaju regularnih distribucija poklapa sa izrazom (6.9).

Moze se pokazati da je A (regularno) eliptican ako i samo ako je
A* (regularno) eliptic¢an.

Teorema Grina govori o tome Sta se dogada kada radimo sa funk-
cijama koje nisu nula na granici.

Neka je {F;}/~, sistem grani¢nih diferencijalnih operatora defi-
nisan sa:

Fip = Z fin()D"¢,  fu(z) € D)

|h[<m;

Definicija 6.3.6 Sistem operatora {F;}!" je Dirihleov sistem reda

vnal'y (deo 1), ako je on normalan na I'y, a red m; prolazi kroz sve
vrednosti 0,1, ....,v — 1 kada 1 ide od 0 do v — 1.
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Teorema 6.3.7 Neka operatori A i {B; };77“:_01 zadovoljavaju uslove
(47) i (#i1). Onda moZemo izabrati, i to ne na jedinstven nacin, drugi
sistem granicnih operatora {5 ?;51 sa beskonacno diferencijabil-
nim koeficijentima na I', S je reda j1; < 2m — 1, tako da operatori
{By, ..., Bm_1,50, ---, Sm_1} obrazuju Dirihleov sistem reda 2m na
I'; a ako je ovaj izbor napravljen, postoji 2m granicnih diferenci-
jalnih operatora C;,T;,j = 0,...,m — 1 definisanih na jedinstven
nacin sa slede¢im osobinama:

1. koeficijenti operatora C; i T; pripadaju D(T").
2. Cjjereda?2m —1 — pj, aT)reda2m — 1 —m;.

3. sistem {Cy, ...,Cp,_1, Ty, ..., Tpn_1} je Dirihleov sistem reda 2m

na I pri ¢emu za svako u,v € D(2) vazi formula Grina:

m—1 m—1
/Auz_)dx—/uA_*vdxz Z/Sjumda—Z/Bjude
Q 0 pEniay o /T
(6.10)

Napomena 6.3.8 Kako su T; i C; granicni diferencijalni operatori,
zau € D(Q)vaZidaje Tju =0, Cju=0, j=0,..,m— 1.

Posledica 6.3.9 Akojeu € D(QQ), ondaje Bju =0, j =0,...,m—1

ako 1 samo ako
/Auvdx:/uA*vdx
Q Q

za svako v € D(Q) koje zadovoljava uslove Cjv = 0, j = 0,...,m—
1.

Kazemo da je sistem {C} ;7“:_01 iz prethodne teoreme konjugovan
za sistem {B; };-”:_01 u odnosu na operator A i formulu Grina. Takode
kaZemo da je grani¢ni problem {A*, C'}:

Au=f uf
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Ciu=g; nal, 7=0,1,...,m—1 (6.11)

formalno konjugovan za problem (6.7) u odnosu na formulu Grina
(6.10).

Teorema 6.3.10 Neka je operator A, definisan sa (ii). Sistem

{B; };77':_01 normalan na I' pokriva A ako i samo ako svaki norma-
lan sistem {C) };’1:_01, konjugovan sistemu { B, }T:_ol u odnosu na Ai
formulu Grina, pokriva operator A*.

6.4 Postojanje resenja u prostorima sa pozitivnhim
indeksom

Prvo ¢emo razmotriti postojanje reSenja u prostorima H2>"+"(Q)
pri celom r > 0, m € Nj.

Bice nam potrebna definicija kolicnickog skupa. Ako je X vek-
torski prostor i V' neki njegov potprostor, koli¢nicki skup X/V je
skup svih klasa ekvivalencije, takvihdajea ~ b < a—b € V.
Ako je V jezgro linearne funkcije f, ovaj uslov je ekvivalentan sa
f(a) = f(b). Dimenziju prostora X /V nazivamo kodimenzija V' u
prostoru X.

DefiniSimo sada operator P sa:

P: u— Pu={Au; Byu,..., By_1u} (6.12)

Kazemo da je P operator s indeksom ako su dimenzije njego-
vog jezgra i njegovog prostora slika konacne, i da je prostor slika
zatvoren, a indeks operatora je zadat sa

X(P) = dim(ker(P)) — codim(Im(P)).

Moze se pokazati
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Teorema 6.4.1 Neka vaze (i), (ii) i (iii). Neka je {A*, C'} formalno
konjugovan problem u odnosu na formulu Grina (6.10). Tada ope-
rator P slika
m—1
H>™7(Q) — H'(Q) x [ B> V2(T), r=0,1,2..;
§=0

njegovo jezgro je konacno - dimenzioni prostor:

N ={u] weD),Au=0,Byu=0,..., By_ju=0},

a skup slika je potprostor od H" (§2) X H;n:_ol H2mFr=mi=1/2(T) ele-
menata {f; go, ..., gm-1} koji zadovoljavaju uslov

m—1
/ fodz +) / giT;vdo =0 (6.13)

za sve v koji pripadaju konacno - dimenzionom prostoru

N*={v] veD(),Av=0,Cov=0,...,Cp_1v =0}

(a T; su operatori iz formule Grina). Tako definisano ‘P je operator
s indeksom i njegov indeks je zadat sa

X(P) = dimN — dimN".
Neka je H*"*"(€)/N koli¢ni¢ki prostor od H*""(2) po N. Sa

m—1
{HT(Q) % H H2m+r—mj—1/2(1—w); N*, 7—}
5=0
oznaci¢emo potprostor prostora

m—1
Hr(g) > H H2m+r—mj—1/2<F)
=0

definisan uslovom (6.13). Prelaskom na koli¢nicki prostor dobijamo
bijekciju, pa teoremu 6.4.1 moZemo formulisati i na sledeci naCin:
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Teorema 6.4.2 Operator P definise linearni homeomorfizam iz
H?*™+"(Q)/N na

m—1
{Hr >< H H2m+r mel/Q( ),N*,T}
7=0

Kori$¢enjem interpolacije, prethodna teorema se moze preformu-
lisati 1 za realno s > 2m:

Teorema 6.4.3 Neka vaZe (i), (ii),i(iii). Operator P iz (6.12) defi-
nise linearni homeomorfizam

iz H*(Q)/N na {H*?™(Q XHHS miV2(T). N* T}

za svako realno s > 2m.
Napomena 6.4.4 Iz prethodnih teorema sledi da ako f € D(Q) i
g; € D(T) onda reSenje u problema (6.7) pripada D(XQ).

6.5 Postojanje reSenja u prostorima sa negativnim
indeksom

U ovom delu ¢emo sa r oznacavati nenegativan realan broj.
Neka vaze (i), (i), (i7i). Koristeéi teoremu 6.3.10 mozemo za-
kljuciti da sistem {C) ;”:_01 pokriva A* i onda moZemo primeniti te-
oremu 6.4.1 postavivsi A* umesto A i {C} };Zf umesto { B; };.”:_01
Oznacdimo sa HZ" " (Q):

HE™(Q) = {us we HM(Q), Cu=0, j=0,.,m— 1},

gdejer > 0;sa {H"(2); N} prostor
{H"(Q); N} ={f] fEH’"(Q),/fﬂd:c:O Vue N}, r>0.
0
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Sa A* oznaCavamo i operator A* po prelasku na koli¢nicki prostor
po N* (A*v* = A*v, zawv € v*). Onda dobijamo sledeci rezultat:

Teorema 6.5.1 Operator A* definise linearni homeomorfizam iz
HZ™7(Q)/N* na {H"(Q); N} za svako realno r.

Napomena 6.5.2 U teoremi 6.4.1 smo imali kolicnicki prostor po je-
zgru operatora ‘P, sada taj rezultat prenosimo, ali nas zanima samo
operator A*. Da bi se bijekcija o¢uvala u kodomenu posmatramo

samo elemente oblika {f;0,..0}, f € {H"(2); N}, a u domenu
samo klase koje se slikaju u takve elemente - HZ"*"(Q).

Cilj je da se vratimo na operator A = (A*)* ¢iji domen Ce biti
podskup od H7"(£2), tj. Zelimo da , transponujemo* ovaj izomorfi-
zam, medutim za r > 1/2 dual za prostor H"(2) nije H " (2) (on
uopste ne pripada prostoru distribucija). Zato moramo posmatrati
restrikciju operatora A* na

X)) ={v] ve H""(Q), Cuv=0j=0,..,m—1,
A'v e Hj(Q), r >0}

Sa normom:

] %(T(Q) = HU”%{zmw(m + [|Av| %IT(Q)

ovaj prostor je Hilbertov.
Ako oznacimo {H"(Q); N} N H(Q2) sa { Hj(2); N} onda iz de-
finicije prostora X" () i teoreme 6.5.1 sledi da:

Teorema 6.5.3 Operator A* definise linearni homeomorfizam iz
X"(2)/N*na {Hj(Q2); N}, r > 0.

Ovaj rezultat je polazna tacka za primenu metoda transpozicije.
Pod transpozicijom podrazumevamo:
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Teorema 6.5.4 Neka vaZe pretpostavke (i), (ii), (ii1) za fiksirano re-
alno r > 0. Tada za svaku antilinearnu formu v — L(v*) na
X"(2)/N* postoji jedinstveni element u* u prostoru { Hj(2); N}/
koji neprekidno zavisi od L (u topologiji dualnog prostora) i takav
da

(u*, A*v*) = L(v*) Yo* € X"(Q)/N*,
gde zagrade oznacavaju bilinearnu formu na dualnom paru
{Ho(2); N} i {Hg(€2); N'}.

Moze se pokazati
{Hy(Q); NY = H™"(Q)/N.

Onda ako je zadana neprekidna antilinearna forma L na X" (§2)/N*¥,
tada postoji element v € H () definisan do na funkciju (iste
klase) po NV, za koji vazi

(u, A*v) = L(v*) Wo* € X"(Q)/N* i Vve X"(Q) (6.14)
koje pripada v*

gde zagrade oznacavaju bilinearnu formu na dualnom paru H " ()
i Hj(Q).

Napomena 6.5.5 Teorema 6.5.4 sa jednacinom (6.14) daje u nekom
smislu reSenje grani¢nog problema (6.7) u prostorima H™"(2). Bi-
rajuci odredenu formu L, u odgovarajucoj interpretaciji pojavice se
jednacina Au = f i granicni uslovi Bju = g;,j = 0,...,m — 1.

Ideja je da se forma L razdvoji na dva dela L = L; + Lo, gde
¢e L, generisati jednacinu Au = f u smislu distribucija na €2, a Lo
graniCne uslove Bju = g; u nekom najprirodnijem smislu koji Ce
biti razjasSnjen.

Neka je K" (€2) Hilbertov prostor distribucija na €2 takav da:

X"(Q) Cc K"(Q) C L*(Q) sa neprekidnim potapanjem
i D(Q2) je gust u K"(£2).

(6.15)
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Takvi prostori postoje uvek, npr. K" (2) = H*(Q2), 0 < s <
1/2, (D(R) je tada gust u H*(Q) a X" C H?, jer je H*™ C
H* 2a0 < s <1/2). Osim toga, posto je D(2) C X"(2), X"(£2)
je takode gust u K" (£2). Zato moZemo identifikovati dual K" ({2)
od K" () kao potprostor prostora D'(2) i ako f € K~"(£2), onda je
forma

Ly(v) = (f,0)
(gde zagrade oznacavaju bilinearnu formu na dualnom paru K" (2)
i K"(Q))) definise antilinearnu i neprekidnu formu na X" (€2).
Za izbor forme L, moramo prvo razmotriti preslikavanje

v To={Tyw,.., Th-1v}

kada v € X"(2), gde su T} operatori iz teoreme Grina 6.3.7 (gra-
ni¢ni diferencijalni operatori reda 2m — 1 — m;, m; je red operatora
B;). MoZemo okarakterizovati sliku 7 (X" (2)). Vazi:

Teorema 6.5.6 Neka vaze (i) i (ii) i sistem {B normalan nal.
Tada je operator v — To linearan i neprekldan

m—1
iz X?”(Q) U H Hr+mj+1/2(r)
=0

za svako realno r > 0 i operator T ima linearan i neprekidan inver-
zni operator - operator produZenja sa granice na oblast ().

Prvi deo teoreme je direktna posledica teoreme o tragu 5.3.28, dok
drugi deo neCemo pokazivati.
Ova teorema pokazuje da postoji ,,optimalan* izbor Lo:

Ly(v) = > (g;,Tyv), g; € H " (1)
7=0

gde zagrade oznacCavaju bilinearnu formu na dualnom paru
H—=mi=Y2(T) i H™+ms+1/2(T). Za svako r > 0 forma L je nepre-
kidna i antilinearna na X" (2) pri proizvoljnom izboru
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g;i € H=mi~Y2(T). Zasto je ovo optimalan izbor videéemo na
kraju, kada poveZzemo L, sa grani¢nim uslovima (operatorima). Sada
¢emo jo$ neko vreme posvetiti reSavanju problema Au = f.

Neka je sada L(v) = Li(v) 4+ La(v).

Pretpostavljajuci da je L(v) = L(v*) za bilo koje v € X"(Q2)
koje je element klase v* € X"(Q)/N* (tj. L(vy) = L(vp) =
L(v*), za vi,v2 € v" & vy —v9 € N¥), vidimo da L definise
neprekidnu, antilinearnu formu na X" (€2)/N* ako i samo ako

m—1
0+ {95, Tjv) =0 YveN". (6.16)
7=0

Iz ovoga zakljuCujemo:

Teorema 6.5.7 Neka vaZe pretpostavke (i), (ii), (iii) i r > 0. Tada
ako f € K7"(Q),g; € H ™~ VT), j =0,..,m—1ivaZe
uslovi (6.15), (6.16), tada postoji funkcija u € H™" (), definisana
sa tacnos¢u do na funkciju iz N, takva da

—_

(u, A0) = (f,0) + > (g;, Tjv) Vv e X"(Q). (6.17)
J

3

Il
o

Pri tom, {f,qo, ..., gm-1} — u* = u + N je neprekidno linearno
preslikavanje iz potprostora od

m—1
Q) % H H—r—mj—1/2(1—\)’
=0

elemenata koji zadovoljavaju uslov (6.16) u H~"(2) /N.

Podsetimo se, kada A* : D(Q) — D(Q)) tada A : D'(Q) —
D'(Q) i vazi bilinearni identitet (6.8). Stoga ako zapiSemo (6.17) za
v € D(Q2) dobijamo

(u, A70) = (f,7) Vv € D(Q)
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i onda u zadovoljava jednacinu
Au = f, (6.18)

u smislu distribucija na ().
Moguce je joS izabrati pogodno f i interpretirati grani¢ne uslove
,,sadrzane* u (6.17).

U teoremi Grina smo videli da kada se proSirimo sa D(£2) na
D(Q) pojavljuju se neki graniéni izrazi. Kasnije ¢emo videti da se
to dogada i na prostoru X" (€2). Sada Zelimo da prostor K" (€2) D
X"(£2) bude minimalan prostor normalnih distribucija, ¢iji ¢e dual
biti potprostor prostora distribucija 1 na kojem ¢e granicni uslovi
ponovo nestati. Kombinacijom Grinove formule na X" (£2) i biline-
arnog identiteta dobi¢emo grani¢ni problem i njegovo resenje.

Za pocetak uvodimo prostore B*(2).

Neka je p(x) funkcija iz D(2), pozitivna nad €2, jednaka nuli na
granici I', a u okolini I" uporediva po redu sa rastojanjem d(x, ),

odnosno:

. p()
1 f— *
e—eoer d(z, ) a7 0

takve funkcije postoje uvek jer je I' beskonacno diferencijabilna
mnogostrukost.

Definicija 6.5.8 Za s = 0, 1, ... i prethodno dato p neka je
B (Q) = {u| plD e L*Q), |a] < s}

Sa normom

lulls@ = > 19Dl 2(0)-

o <s

Prostor B°({2) je Hilbertov i vazi:
BY(Q) = L*(Q), H*(Q) C B¥(Q) C L*(Q), (6.19)
pri ¢emu je inkluzija neprekidna.
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Teorema 6.5.9 D(X2) je gust u B(€).

Definicija 6.5.10 Neka je k > 0 ceo broj, 0 < 0 < 1is =k + 0.
Za ovakvo s prostor B*()) definisemo kao interpolacioni prostor
izmedu B*1(Q), B*(Q)
B () = [B'(Q), B 1
Iz ove definicije 1 odnosa (6.19) sledi:
H*(Q) C B5(Q) C BY(Q) Cc L*(Q), 0<s <s.

Vazi da je D(£2) gust u B*(2) za svako realno s > 0.

Dakle B*(£2) je (normalan) prostor distribucija na €2, a njegov
dual se moze identifikovati sa prostorom distribucija. Ovaj dualni
prostor oznacavamo sa:

(B5(Q)) = B™(Q), s> 0.

Izbor prostora K" (Q)) Za svako r > (0 definiSemo
K"(Q) = B*""(Q).

Iz prethodno navedenog vidimo da za ovakvo K" (£2) vazi (6.15).

Sada teoremu 6.5.7 moZemo formulisati na sledeci nacin. Videli
smo daw € H"(Q2)ida Au € K~"(2). Oznac¢imo zato sa D" (12)
prostor

D(Q) ={ul weHT(Q), Aue B2 "(Q)} r>0
Sa normom

HUH%IZ"(Q) - HUH%{—T(Q) + HAUH?g_zm_T(Q).

Tada vazi:
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Teorema 6.5.11 Neka vaZe pretpostavke (i), (ii), (iii) i neka je r > 0
fiksirano. Tada ako f € B~2"""(Q), g; € Hm=1V2(T), j =
0,...,m—1, ivaZiuslov (6.16), onda postoji u € D" (2), definisano
do na funkciju iz N, takvo da:
m—1
(u, A0) = (f,0) + > (g;, Tj) Yo e X'(Q).  (620)
=0
Pri tom, preslikavanje { f; go,..., gm—1} — u* = u + N koje deluje
iz potprostora prostora

m—1
B*me’f‘(Q) > H H*T—mj—l/Q(F),

koji obrazuju elementi koji zadovoljavaju uslov (6.16), u H~"(Q2)/N
je linearno i neprekidno.

Sada ¢emo videti i kako se javljaju i tumacde granicni uslovi.
Kako reSenje trazimo u H~"({2) ponovo nam treba tumacenje iz-
voda na granici I' 1 ponovo ¢emo dati teoremu o tragu, samo ovaj
put za elemente iz D ,"(£2). Prvo navedimo teoremu:

Teorema 6.5.12 Neka vaZe (i) i (ii). D(Q) je gust u D" (Q), za
svako r > 0.

Teorema 6.5.13 Neka vaZe (i) i (ii) i neka je {B J}jm:_ol sistem nor-
malan na I'. Tada za svako r > 0, preslikavanje v +— Bu :
{Byu, ..., By,_1u}, koje deluje iz D(Q) u (D(T'))™ produzava se do
linearnog neprekidnog preslikavanja

iz D" (Q)u [[H VAT,

Osim toga, zaw € D" () iv € X"(Q) vaZi formula Grina:

m—1

(Au, v) — (u, A*v) = Z (Bju, Tjv), (6.21)
7=0
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gde prve zagrade oznacavaju bilinearnu formu na dualnom paru
B~2m(Q) i B> (Q), druge zagrade su bilinearna formu na paru
H™"(Q) i H)(RY), a zagrade sa desne strane su bilinearna forma na
paru H="=m=1/2(T) § H™+mi+1/2(T),

Dokaz Nekajeu € D" (Q)i¢; € HT™HVAT), j=0,....,m—
1. Uzmimo operator produZenja inverzan za 7 iz teoreme 6.5.6 1 pri-

menimo ga na {Qy, ..., o1 }. Dobijamo funkciju v, € H*(Q)
takvu da:

ij¢ =0, ij¢ = gbj, j=0,....m—1, iA*U¢ c HS(Q),
pri Cemu vy neprekidno zavisi od ¢;. Zatim, razmotrimo izraz
Z(vg) = (u, A*vy) — (Au, 0y), (6.22)

gde leve zagrade oznacavaju bilinearnu formu na dualnom paru
H="(Q) i H} (), a desne na paru B2"7"(Q) i B>"*"(Q) (podse-
timo se da v, € X"(Q) C B*"*"(Q)). Z(v,) ne zavisi od korisce-
nog operatora produZenja: ako su vy, ve razliita produZenja onda
se moZe pokazati da xy = v; — vy € HY"1"(2) pa vaZi

(u, A7) = (Au, ),

iz Cega sledi Z(vy) = Z(v2).
Dakle, Z zavisi samo od ¢ pa moZemo pisati Z(¢) umesto Z(vy).
Iz (6.22) vidimo takode da je ¢ +— Z(¢) neprekidna antilinearna

forma na
m—1

H HT-I-mj-i-l/Q (F) .

j=0
Kako je Z izrazeno preko v onda je Z oblika:

Z(¢) =) (mju,¢;), (6.23)

gde Tju € H"~"~2(TD).
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Ponovo koristeci izraz (6.22) za Z(¢) vidimo da je preslikavanje
u +— Tju linearno i neprekidno iz D () u H—"~"~1/2(Q)),

Sada pokazimo da je u — 7;u trazeno produZenje operatora u
Bju, tj. da je

Tju = Bju, zau € D(Q). (6.24)

Ako je dato ¢; € D(I'), 7 =0, ...,m — 1 tada se moZe konstruisati
operator produZenja v iz D(I") u D(2). Zatim po formuli Grina, za
Z(¢) vazi

m—1 m—1
=) / BjuTyudo =) / Bjud;da, Ve¢; € D(I),
j=0 /T j=0 7t

odakle uz (6.23) sledi (6.24).

Primetimo da je preslikavanje 7; jednozna¢no definisano opera-
torom B; jer je, kao $to smo ranije videli, D(€2) gust u D" ().

Konacno, iz prethodnih razmatranja sledi formula Grina (6.21),
jerako v € X"(Q) tada ¢; = Tjv € H'™™+/2(T) i u (6.22) mo-
Zemo staviti vy, = v, pa imamo da (6.21) sledi 1z (6.22) 1 (6.23).
U

Sada moZemo dati najbolju interpretaciju teoreme 6.5.11.

ZareSenja u, dobijena u teoremi 6.5.11, znamo da vaze jednacCine
(6.21) 1 (6.20). Ali mi ve¢ znamo (vidi (6.18)) da Au = f, gde su
Au, f € D'(Q) D B™*™"(Q), pa vazi

(Au, ) = (f, ), Yve B (Q) D X"(Q),

1z Cega sledi:

—_

w—g;. Ty =0 Vo e X"(Q),
=0
a takode zbog teoreme 6.5.6 vazi jednacina

m—

Z gj’qu —0 vgb] c Hr—‘—mj—l—l/Q(F)
7=0
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stoga Bju = gj, j =0,....,m — 1.
Na ovaj nacin dokazana je:

Teorema 6.5.14 Neka vaZe (i), (ii), (iii) i neka je s < 0 realan broj.
Tada je operator:

P u— Pu={Au; Byu,...,Bn_1}

linearni homeomorfizam iz D% (2) /N na prostor
m—1
BS—Qm(Q) % H Hs—mj—1/2(r); N* T
j=0

elemenata iz

m—1
Bs—Qm(Q) « H Hs—mj—l/Q(l—w)
§=0

koji zadovoljavaju uslov (6.16).

Konacno, ovo je proSirenje teoreme 6.4.3 na prostore H*(€)) za
s < 0.
Ovim smo ustvari resili granicni problem (6.7):

Au= fuQ (6.25)

Biu=gjnal, 7=0,...,m—1, (6.26)

tako $to smo ustanovili da za zadato f € B*2"(Q) (6.25) vazi u
smislu distribucija na €2, a za zadato g; € H* " ~Y%(T') grani¢ni
uslovi (6.26) vaze u smislu teoreme o tragu (6.5.13). Na taj nacin
dali smo ,,prirodan‘ smisao problemu (6.7) u prostorima H*(€2), s <
0.
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Glava 7
Zakljucak

Ovaj rad je pokuSaj da se napravi sazet opis prostora Soboljeva 1
teorije koja stoji iza njih; da se dobije ideja o mestu koje ovi prostori
zauzimaju u teoriji parcijalnih diferencijalnih jednacina. Rad se zato
sastoji iz ove dve celine.

Zbog prirode Soboljevih prostora, videli smo pojmove iz raznih
oblasti: teorije mere, distribucija, slabih izvoda, Furijeove transfor-
macije, teorije operatora i diferencijalne geometrije. Sami prostori
imaju niz zanimljivih osobina, koji se veéinom odnose na dualne
prostore 1 na aproksimaciju glatkim funkcijama.

Drugu celinu poceli smo sa granicnim problemom za elipticnu
jednacinu, a potom smo videli kako se konstruiSu prostori u kojima
treba birati pocetne uslove da bismo dobili resenje u H°(Q2). U
ovom procesu javljaju se diferencijalni operatori, adjungovani ope-
ratori, konjugovani grani¢ni problem; podloga je teorija distribucija.

Sve ovo ucinilo je pisanje rada zanimljivim 1 znacajnim isku-
stvom.
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