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YBoJ y (hpakTaliHy F€OMETPHU]Y

BehnHa dusmykmx cuctema npuvpoae M JbyACKUMX MpeameTa HUCY peryrnapHuM reomeTpujcku
obnuun crtangapaHe Eyknmnacke reomeTpuje. buonosum cy TpaguvumoHanHo mMogenuvpanu
npupony kopuctehu Eyknuacko npenctaerbakbe npupogHux objekata. [peacTtasrbanu cy
OTKyLaje cpua CMHYCHUM Tanacuma, YyeTuHapcko Apsehe Kynama, XMBOTMHCKa CTaHWLWITa Kao
npocte obnactn n henujcke membpaHe Kao KpuBe WM NPOCTE NOBPLUMHE. AN HAy4yHULM CYy
cnosHanu ga ce MHore npupoaHe KOHCTpyKUmje 6orbe kapaktepully kopuwherweM dpakranHe
reomeTpuvje. Bbuonowkn cuctemum M npouecu ce TUMUYHO KapakTepuy Mo Bulle HMBOA
noacTpyKTypa, ca UCTUM ONWTMM WabnoHOM Koju ce noHaerba. PpaktanHa reomeTpuja Ham
Aaje CKopo HeorpaHudeH 6poj HaunHa 3a onucuBawe, Mepewe U npegsuharbe NPUPOAHMX
deHomeHa. Ann ga nm je moryhe gedwumHucatn ueo cBeT kopuctehm oBe maremaTudke
jeoHa4ynHe? ®dpakTanu cy Hajborba Mmoryha geckpunumja MHOMMX NPUPOAHUX (POPMMU, Kao LUTO Cy
obane, nnaHvHe Uy 4enoBU XNBUX OpraHn3ama.

®pakTtanHa reomeTpuja je npoxeTra y MHOMMM obractMma Hayke, Kao LTO Cy acTpodusuka,
OronoLuke Hayke, 1 OHa je jeqHa o4 HajBaXKHUjUX TEXHUKA Y KOMMNjyTEPCKOj rpadounLm.

% i &
ppakmanu myre, CamypHosux
MPCMeHo8a U CHeXCHe Naxysee KpeupaHu y cogpmeepy GIMP

Cnuka. “/lsodumeH3uoHanHu”

Huko He 3Ha konuko 3Be3ga CBETNM Ha Hawem Heby, anu ga nu ce vkag nuTtamo Kako cy
HacTare u Kako Cy Ha Kpajy noHawune cBoj Aom y YHusep3ymy? Actpodmsnyapu cmaTpajy aa je
KIby4 oBoOr npobnema y dpakranHoj npupoan mehyssesgaHor raca. PpakranHa pacnogena je
Xvjepapxujcka, kKao TparoBu AvMa unu tanacactu obnuum Ha Heby. TypbyneHuuja obnukyje u
obnake Ha HeBy n obnuke y ceemupy Aajyhm nm HenpaBuiiHy LWEMY KOja ce MoHaBIba, Kojy 6u
6uno Hemoryhe onncatn 6e3 pakTanHe reomeTpuje.



1 YBoa y (hpakranHy reomeTpujy

Hay4Hmum cy oTKpunu aa je OCHOBHa apXuTekTypa XpoOMO30oMa Hamnuk CTpykTypu apeeTta. CBaku
XpOMO30OM Ce CcacToju O BulEe ,MakMX XPOMO3OMa“ Ma MX CTora MOXeMO cMaTpaTtu
dpakTanuma.

Hajuewha npumeHa dpakrana y CBakOAHEBHOM >XMBOTY je Yy KOMMjyTEPCKMM Haykama.
YMeTHUUKM KoMmnjyTepcke rpaduke KOpucte MHore ppaktanHe ¢opme ga 6u kpeupanu
TEKCType nejsaxa n apyre komnnekcHe mopgene. Moryhe je kpeupaTu pasHe BpCTe pasHUX
~PpakTanHux ancmdurkaTa“ cnuka NPUPOSHMX CLEHa Kao LITO Cy: Nej3ax mecela, NiiaHUHCKM
BeHUM n obane. Ann cpaktann mory Takohe GuTM KOPULITEHW 3a Mogenupare NpUPOaHUX
obGjekaTta, omoryhaBajyhm Ham pa marematuykm geduHuwemMo Halwy OKonMHy ca Behom
npeumsHowhy Hero nkaga paHuje

45

Cnuka. “TpooumeH3uoHanHu” ppakmanu KpeupaHu y cogomeepy Mandelbulb 3

MHorm HaydHMUM cy cxBaTuin ga je copaktanHa reomeTpuja mohaH anaT 3a oTKpuBaH-€ TajHu
3a LWMPOKY Pa3HOMMKOCT CUCTEMA W peLlaBate BakHUX Nnpobnema y npuMmereHoj Hayuu. Jlucta
no3HaTux om3nvkux ppakTanHmx cuctema je Benuka u pacte 6p3o. Ppaktann nobosbliaBajy
Hawly NPeUn3HOCT Yy ONUCKMBakY U Kracudgukosarby ,CnyyajHux opraHckux objekata nako HUCy
nepcekTHn. Moxaga cy camo 6nuxm Hawem NpMpogHOM CBETY anu He U UCTU. Hekn Hay4yHuum
jow yBek Bepyjy Aa npaBa CNy4ajHOCT MOCTOjU M Aa HujedHa maTemMaTudka jegHavvMHa Hukag
Hehe MoXn ga je onuwe nepdekTHo. He moxe ce ca curypHowwhy pehu ko je y npasy.

Cnuka. ®pakmanu Koju npedcmassvajy nojase y ceemupy KpeupaHu y cogpmeepy Chaotica

BpuTtaHcku kapTorpadu cy nmanu npobnem ca mepeweMm ayxuHe bputaHcke obane. Obana
MepeHa Ha 0bMyHMM Manama je Guna ckopo aynno kpaha og obane mMepeHe Ha geTarbHUM
mManama. LUto cy 6nwxe rmeganu, Buwe agetarba n Behe gyxuHe obane je 6uno. Hucy 3Hanu ga
Cy NpoHaLUn jegHy of HajBaXXHMjux ocobnHa pakTana.




1 YBopg y cbpaktanHy reomeTpujy

[lBe HajBakHMje ocobuHe dpakTana cy:

1. CaMOCnMYHOCT — Kog npanpaTtu cBaku Manu nuct (geo Beher) uma mctm obnuvk kao u
Leo nucT nanpatu. JInct nanpaTtu je camocnnyaH.

2. HeuenobpojHy oMmeHsnjy — knacnyHa reomeTtpuja ce 6aBu objekTMma ca uenodpojHum
oumeHsnjama: 0D-tauvka, 1D-nuvHuje n kpuse, 2D-kBagpatu u kpyroBu, 3D-kyne u

chepe...

MHorn npupogHun dpeHomenm cy 6orbe onncann kopuctehu anmeHsuje namehy aea uena 6poja.
dpaktanHa kpuea he nmaTtn gumeHsnjy nameny 1 n 2 y 3aBUCHOCTM Of TOra KonMKo npocTopa
3aysuma. Ppakrtan bpexyrbkactor TepeHa he umatv gumeHsnjy mamehy 2 n 3. ®dpakrtanHu
nejsax NPeKpuBeH BENMKUM MNiaHMHama ca 3aobrbeHMM BpxoBuMa 6uTn Gnvkn 2 gumeHsuje,
pok he rpyba noBpLUMHa cacTaBibeHa O4 MYHO MMaHuHa cpefhe BennymHe 6utn onmke 3
anmveHsuje. InveHsnjama cdpakrana ce Hehemo 6aBuT y OBOM pagy.

MaHgenbpoToB ckyn

PasBoj pavyHapa cepamgeceTMx rogumHa npowsior Beka omoryhno je martematmyapy
MaHgoenbpoTy ga ucupTa xurbage Tadaka jeQHOCTaBHUX uTepaTuBHMX yHKumja. Tako je
pgowno p[o crBapakwa MangenbpoToBor ckyna Koju npeacTtaeBrba  3avetak  PpakrtanHe
reomeTpuje. lNpumeTno je ga ce o4 Beoma MNPOCTUX uTepaTuBHUX yHKUMja MOry gobutm
jeanHcTBeHN BeckoHayHn objekTn koju noacehajy Ha pasHe obnuke y Nnpupoau u Koju Mory Aa
onuuwy pasHe KommnnekcHe nojase. MangenbpotoB 4vyBeHu uutaT: ,Obnaum Hucy cdepe,
nnaHWHe HWUCy Kyne, obarne HWCY KpYyroBW, KOpa ApBeTa Huje rnatka, HUTU ce Myhe Kpehy
npasnm nuHWjama“ rosopu o HeMOryhHoOCTU eyknuacke reomeTpuje a geduHuile nojase u
obnuke y npupoaum.

MaHngen6bpoToB CKyn je cKyn Tavaka y KOMMneKkcHoj pasHu. [la 6Gucmo ra Hanpasunmn KOpUCTUMO
anroputam 3acHOBaH Ha pPeKyp3nBHOj hopMynu:

2
Z,=7Z +C.
PasgBajamo Tayke y KOMMMEKCHOj paBHU y [Be KaTeropuje:

e Tauke yHyTap Mangen6poToBor ckyna
e Tayke BaH Mangen6poToBor ckyna



1 YBopg y cbpaktanHy reomeTpujy

Hnp. ako nounkwemo ca Z, =0 n C=1 gobujamo Hu3 0,1,2,5,26,... Koja TeXN BECKOHAYHOCTK.

Kako je oBaj HM3 HeorpaHuyeH, 1 Huje enemeHT Mangen6poTtoBor ckyna. Ca gpyre cTpaHe,
C=-1 pgaje vns3 0,-1,0,—1,0,... Koju je orpaHuyeH, na je —1 enemeHT MangenbpoToBor ckyna.

Moxemo gogenutun 6ojy 3a Tayke BaH MaHgenbpoToBor ckyna. Hbuxose 60je 3aBuce oa Tora
KOJIMKO je UTepaumja HeonxogHo ga ce yTBpam Aa cy oHe BaH MangenbpoTtoBor ckyna.

Kako kpenpamo MaHgenbpoTtoB ckyn?

Ha 6ucmo kpeunpann Manaen6poToB ckyn mopamo ga m3abepemo Tauky C Ha KOMMIEKCHO)
paBHU. KomnnekcaH 6poj koju ogroBapa oBoj Tadku je C=a+b-i. Kaga uspadyHaBamo

BpeAHOCT npsor uspasa: Z, = Z, + C kopuctehu Hyny kao BpegHocT og Z,, nobujamo C kao
pesyntar. Cnegehn kopak ce cactoju of ybauusawa pesyntata y Z, W MOHaBrbakwa
kankynauuje. Capa je pesyntatr komnnekcaH 6poj C,+C. 3atum Tpeba Aa [odenumo

BpedHOCT 3a Z,u noHasrbamo npouec onet. OBaj npouec mMoxe OUTU npeactaBrbeH Kao

KpeTarwe noyetHe Tayke C no pasHu. LTa ce gewapa ca TaykoM kaga NoOHaBbaMoO UTepaumje
dyHkumnje? Oa nu he octatn 6nndy KoopanHaTHOr noveTka unm he ce ygaroasatu 6e3 rpaHuue?
Y npBom cnyyajy, mu kaxxemo ga C npunaga MaHgen6potoBom ckyny. VMHade kaxemo ga vae y
bGeckoHaHoOCT 1 goaerbyjemo 6ojy 3a C y 3aBMCHOCTM of Op3uHe kojoM Tadka ,6exn” og
KoopAnHaTHOr noyeTka.

b

CnukKa. lNpukasaH je MaHOenbpomos ckym, a 3amum U mpu c/uKe yeeau4yaHoe MaHdenbpomosoe
cKyna. YeehasaH je ,,eoprbu” 0eo CKyrna Ha c8aKoj cauyu

Julia ckyn

Julia ckyn je cTpukTHO noBe3aH ca MaHgen6poTtoBuMm ckynom. MtepatmBHa doyHKUMja Koja ce
kopucTtn 3a gobujawe Julia ckyna je ucta kao n 3a ManHgen6bpoTtos ckyn. JeauHa pasnuka je
HauMH Ha Koju ce oBa (yHKumja kopuctn. Kako Gucmo HaupTtanm MaHgendpoToB ckyn,

utepupamo yHKUMjy 3a cBaky Tadky C KOMMNEeKcHe paBHW, yBek noumwyjyhu og Z, =0. Ako

xohemo ga kpeupamo cnuky Julia ckyna, C Mopa OMTU KOHCTaHTa TOKOM LeNor npoueca
reHepucawa, Aok BpeaHocT Z, Bapupa. Bpegnoct C pedmuuwe obnuk Julia ckyna (csaka

Tayka KOMJTEKCHE paBHU je noBe3aHa ca nocebHunm (napTukynapHum) Julia ckynom.



1 YBopg y cbpaktanHy reomeTpujy

Kako ce kpeupa Julia ckyn?

Mopamo aa nsabepemo tauky C y KomnnekcHoj pasHu. Cnegehu anroputam ogpehyje xohe nn
unn Hehe Heka Tayka y KOMMMEKCHOj paBHM Z npwunagaty Julia ckyny noeesaHum ca C, n
ogpehyje 6ojy koja 6u Tpebano ga 6yge gogerbeHa. [a 6ucmo npoeepunu ga nn Z npunaga
CKyrny, MopamMo fa utepupamo yHKUnjy Z, = ZO2 +C kopuctehn Z,=~7. llta ce pewasa ca
noYyeTHOM TaykoM Z kKaga ce yHkuuja utepmpa? [Oa nu he octatm 6nm3y koopauHATHOr
noyeTka unu he ce yaarbasatu o4 wera, nosehasajyhu pasgaromiby 04 KOOpAMHATHOr NoYeTKa
6e3 rpaHuue? Y npBom cny4ajy oHa npunaga Julia ckyny. A y gpyrom nge y 6eckoHa4yHoCT U
AajemMo joj 6ojy 3a Z y 3aBUCHOCTU of Gp3uHe KojoM Tauka ,0exun“ og KoopAMHaATHOr noveTka.
Ha 6ucmo kpeupanu cnuky uenor Julia ckyna nosesaHum ca C, MopamMo NoHaBrbaTU OBQj
npouec 3a cBe Tadyke Z 4uje cy koopauHaTte y cnegehem nHtepsany:

—2<a<2;-15<y<1.5

HajsaxkHunja Be3sa nameh)y Julia ckyna n MangenbpoTtoBor ckyna je:

MangenbpoToB ckyn je noBe3aH (OH je jegHa uenuHa), a Julia ckyn je nosesaH camo ako je
noBesaH ca Ta4ykoM yHyTap MangenbpoToBor ckyna.

| ’ ,'.g, e 3 ‘ . 9 ’
l B ‘- = * - 4 .. A

Cnuka. lpukasat je Julia ckyn a 3amum u mpu cauke ygenuyaHoe Julia ckyna. YeehasaH je ,,eopru” deo
CKYrna Ha C8AKOj CAUYU







Cuctemu urtepatuBHuX GyHknuja (IFS)

3a cucteme wutepatmBHUX yHKUMja hemo 4ecTo kopucTutu ckpahenuuy IFS op Iterated
Function System. Cuctemu ntepatmBHux dyHkuuja cy NOCTynNuu KOHCTpyncawa dpakrana, npu
4yeMy cy AobujeHe KOHCTpyKuuje camocnuyHe. dpakTan je HauMheH of YHWja HEKONWUKO Konwuja
camor cebe, nNpu 4emy je cBaka Konuja TpaHchopmucaHa GyHKUMjoMm (ogaTne MU CUCTEM
dyHkumja). Onuc IFS-a gaje noTeHumjanHy HOBY MeTOAY 3a WUCTpaxuBake 06nuka cnuvke u
TekcType. Cuctemm wutepatMBHUX YyHKUMja ce 6asunpajy Ha MaTeMaTuykuMm Temerbuma
XaykuMHCOHa, O0K Cy UCTpaxmBaha Koja je Bpwmno bapHcnej goBena OO 3Ha4yajHUX MeToAda 3a
pasymeBawe crnuka. Teopuja cuctema ntepatmBHux OyHKUMja je Takohe M ognuyaH anart 3a
MaTemMaTU4ko AedurHmcare xaoca U HenpaBUNHOCTMW.

IFS dpakTanu nmajy eneraHTHy pekyp3vBHy geduHununjy: dpakran je KOHCTpyMcaH o4 Konaxa
TpaHcopmucaHmx konuvja cebe; camocnuyaH je u BeckoHayHo ckanabunaH. lNpumernsyjyhu
TpaHcopmaumje kojuma je dopakTan reHepucaH Ha UCTU Taj ppakTan He JOBOAU OO0 HEeroBux
npomeHa. OBa obcepBauunja, ga je dpakTan ukKCHa Tavyka cuctemMa UTepaTMBHUX YHKUM]a
Ham omoryhaBa pa Hahemo TpaHcdopMaumje Koje reHepuwy pfaTy dpakTanHy Kpusy
npoHanaxeweM CKyna TpaHcdopmauuja koje manupajy dpaktan y cebe kao yHujy Konekuuja
MaHUX CaMOCINYHUX KOMnuja.

IFS dpakTanu cy kpenpaHu NpocTnm TpaHcopmaLmjama paBHU: cKkanupakwem, UCIOKaLnjoM,
poTauujom... Kpenpamne IFS ppaktana ce cactoju og cnegehumx kopaka:

1. [NedurHucare ckyna TpaHcdopMaumja paBHK

2. LUpTtane noveTHor obpasua y paBHu (61no Kakseor)

3. TpaHchopmucarwe nodeTHor obpacua kopuctehm TpaHcopmauuvje pedwuHucaHe y
NPBOM KOpPaKy.

4. TpaHchopmucarwe HoBe cnuke (kopuwhewe novYeTHNX 1 TpaHchopmmcaHmx obpasaua)
Kopuctehu ncTn ckyn TpaHcgopmauuja.

5. TlMoHaBrbawe 4eTBPTOr KOpaka LWTO je Buwe nyta Moryhe (y Teopuju oBa npoueaypa
MOXe Aa ce noHaerba 6eckoHadaH 6poj nyTa).



2 Cnctemn ntepatnBHuUx oyHKUMja

AC*)VIHe Tpchcbopmau,Mje TpaHcnupame

Dedununumja: Tparcdopmaumja f:R* — R? obnuka: 1 0]
01_

GO 210

rme cy (x,»),(x,y)eR® 6uno koje Tauke Yy paBHM n
a,,,q,,,04,,,0,,,b,b, e R, HasuBa ce p[ABoAMMEH3MOHaNHa aduHa 0
TpaHcdopmaLmja.
Ckanupame
Matpuua: _ _
A a, 4ap X 0 I:O
- ay Ay 0 Y_ O_
je KomMBuHauMja poTauuje, ckanuMpara, CMULamka, W ApYrvX (0,Yy1 7/ ;
TpaHcdopmauuja. T/
7Y A(X,0)
BekTtop: 0 1T
b
b, CmMmuuamne no X
JeduHULLEe TpaHcnaumMoHu Aeo TpaHcgopmaLlmje. ;I) '1&\ [8]
MaTtpuuy A yBEK MOXEMO NpeactaBuTu U y criegehem obnumky: /| (A1)

1 ¢

(rl cos®, —r,sin QZJ

rsin@  r,cosb,

roe cy r,r, haktopu ckanupamwa npumerseHmn Ha X n Y oce, a 6, n

¢, ce ogHoce Ha poTauujy oca. Pednekcuja oko x-oce
Ha cnepehem npumepy hemo nokasaTum Kako ce Hanasu aduHa 1 0_ O_
TpaHcdopmaumja. 0-1 0

Y

MoTpebHO je oa Benukor nucta ga nNpubnumxHo gobujemo manu nuct
(Cnwuka 1). XXenumo pga Hahewmo a,,,q,,,4d,,,d,,,b,b, Tako pa je f

(Benukor nucTa) NpUBNMKHO jeAHAKO MasioM JICTY.

MNpBo wTO Tpeba Aa ypaauMmo je Aa O3Ha4YMMO X Uy oce. 3aTum
03Ha4YMMO Mo 3 Tayke Koje ce Harase Ha UCTUM ,JioKauujama“ Ha NNCTY

12



2 Cnctemn ntepatnBHuUx oyHKUMja

N oapeaumo UM KoopauHaTe.

a,,,a,,,b, nobujamo peluasajyhun cucrem:
'
Xy, + X0, + b =X,

N, +y,a,+b =y’
zia, +z,a,+b =z

a a,,,a,,b, , nobujamo peluasajyhu:

X,y +X,a,, +b, = x,

Ny + a9, +b, =y,
_ '
2,8y + 2,0y +b, =z,

Cuctemn utepatmBHMX yHKUMja Yy paBHM Cy fatu ca
KOHaA4YHOM KOSeKuujom oBUX adpmHmMX TpaHcdopmaumja Koje
Aenyjy Ha MeTpU4Kn NpocTop.

3a parbn pag HeonxoAHO je W Aga  AedUHULLIEMO
Xay3gopdoBy METPUKY.

XaysgopdoBa meTpuka

DeduHnumnja: Xaysdopgposo pacmojare u3smelly Osa
rnodckyna A u B 00 X je OehuHucaHo Ha criedehu Ha4vyuH:

d,; (A, B) = max{sup ing d(x,y)),sup inAf d(x,y)}.

xed ¥ yeB *€

MpetnoctaBumo ga cy 4 W B KOMMakTHU
nogckynosu paBHu. OHga je Xaysgopdoso
pacTtojatbe namehy 4 n B

2
h(A,B):inf{EZO:Ang/\BgAg}. .

Hnp, npetnoctaBnmo gda je 4 upBeHw kBagpaT
OumMeHsunje 2, a B npaBoyraoHuK ca LUMPUHOM 2

PoTtupatse

cos@ sin@] [0]
-sin@ cos@| |0
Y  Asin®,cosO)

1
0 '/”«31«‘5:;// T

(cosO,-sin@)™

D

(Xll, Xz’)

(y1',y2')

d(z1,22)

Cnankal

s
DL T —

- -~

lpaduk. Ckyn A, ckyn Bu

Uxose & OKOMUHe
13



2 Cnctemn ntepatnBHuUx oyHKUMja

1 BUCMHOM 4 1 Heka je pacTojawe namehy wux takohe 2. Wta je h(A4,B)?

Ca X, o3Ha4yasaMO & OKOMUHY criuke X .

Budumo 0a je: A cadpxaHo y B,, a B cadpxaHo y A;.

Oeo0 cy Hajmar-e OKorsiuHe Koja he da hbyHKUOHULWY:
3a £<5, A, He cadpxu eopry OecHy cmpaHy 00 B, a 3a ¢ <4, B, He cadpxu nesu 0eo 00

A,
laje h(A4,B)=5.

Hehemo nokasvBatu ga je XaysgopcoBa MeTpuka 3aucta MmeTpuka. lNpetnoctaBuhemo Aa
BaXu [a je MeTpuka d dyHOaMeHTanHa MeTpuka 3a MeTpuky h(d) v ga KOHTpakumje UHAYKYjy
KOHTpakumje y Xay3gopdoBoj MeTpUL.

KoHTpakuuja

Oedununumnja: TpaHcgpopmayuja f: X — X Ha (komrnemHom) mempurikom nipocmopy (X ,d)

ce Hasuea KOHmMpakuuja unu KOHmMpakmueHO MarnupaHe ako rnocmoju koHcmaHma 0<s<1
makea 0a saxu

d(f(x), f(y) <s-d(x,y),Vx,ye X .

Cesaku makae bpoj s ce 308e KOHmMpaKmueHU ¢hakmop mpaHcgopmauuje f .

Hajmanun 6poj s Koju 3afoBorbasa OBY HejeHauMHy ce HasuBa JlunwunuoBa KoHCTaHTa of, f .

Bpoj d npeacraBrba Eyknuacko pactojarwse n3amehy Tadaka:
1

d((x, ), (¥, y) = ((x=x) +(y=2))*

Y R?, KOHTPaKLMOHU hakTop of / je Hajmamwe s Koje 3agoBoOSbaBa:

d(f(e,p), f(xLy)) <s-d((x, ), (x', ),

3a cBakv nap Ta4aka (x,y), (x',»").
KoHTpakuuja je TpaHcdopmauuja f Koja pedykyje pactojare nameny buno kojer napa tavaka.

A A

(2, y)
flz,y)

Ipaduk. KOHMPAKMUBHO NpecauKasaHe 14



2 Cuctemun ntepatnmBHmMx oyHKUMja

KoHTpakuuje mory aa peaykyjy pactojakbe namehy Tayaka 3a pasnuumTte U3Hoce, y 3aBUCHOCTH
oA nosuumje Tavaka.

Cucrtemu ntepatnBHux oyHKUMja
DedwmHunumja: Heka je (X,d) komnnemaH mempudku rnpocmop. Heka je f:X - X
Konekyuja manupara (f;;i=1,2,...,n). OHOa ce

Q={X;f,i=12,.,n}

308e cucmeM umepamueHUX yHKUUja.

Teopema: (Teopema KOHTpPaKTUBHOI Manupawa — baHaxoBa Teopema 0 PUKCHOj Taykn ). Heka
je f: X > X KoHmpakmueHo Marnupare Ha KOMIMIemHOM Mempudykom rnpocmopy (X,d).

OHOa [ nocedyje mayHo jeOHy hukcHy mayky A € X u, wmasuwe, 3a ceaky mayky x e X ,
HU3 { f H(x)ik= 0,1,2,...} KoHeepaupa ka A . OOHOCHO!:

%gmwf°k(x):A, Vxe X
Ookas: Heka je x € X u Heka je 0 <s <1 koHmpakmueHu cbakmop 3a f . OHOa je

A0, £ (0)) < 5" d (x, £ () (1)

3a ceako k,m=0,1,2,..., 20e umamo ¢pukcHo x € X . Homauyuja u Av npedcmasrba MUHUMYM

napa peanHux 6pojesa u u v. 3a i=0,1,2,..., umamo
d(x, [ () <d(x, £ +(F (), [ )+t d (00, £7(x))
SA+s+8>+..+5d(x, f(x)
<(-s)"d(x, f(x)),
na ybayusarem y jedHaquHy (1) dobujamo

d(f* (0, [ ) <" (1=5)" - (d(x, f(x)),

0
o0akrne cnedu Oa je { f* (x)}k . Kowujee Hu3. Nowmo je X komnnemaH, osaj Kowujes HU3 je
ozpaHuyeH ca A€ X , u umamo

lim /() = 4.

15



2 Cuctemun ntepatnmBHmMx oyHKUMja

Cada hemo nokazamu Oa je A ¢pukcHa mayka o0 f . [lowmo je f KOHmMpaKmueHa OHa je u
HeripekudHa na crnedu

f(A) = f(lim £ (x)) = lim £ (x) = 4.

Tpeba jow Oa nposepumo jeduHcmeeHocm ¢hukcHe madke. [pemnocmasumo da cy A u B
0se pukcHe mayke 00 f . OHOaje A= f(A), B=f(B), u

d(A4,B)=d(f(A), f(B)) <sd(4,B),
20e je (1-s)d(A,B)<0, odakne crnedu d(A,B)=0, oOHocHO A=B.

OBa Teopema TBpOM [a CBakO KOHTPaAKTMBHO Manupake Ha Henpa3HOM KOMMIETHOM
METPUYKOM MPOCTOPY MMa jeaAMHCTBEHY (PMKCHY TayKy U Aa 3a cBako x € X HMU3 UTepaTUBHMUX

dyHkumja x, f(x), f(f(x)), f(f(f(x))),... KOHBEeprupa ka PUKCHOj Ta4KMK.

Teopema: (KoHTpakTMBHO Manupakwe ca (UKCHOM TadkoM). Heka je (X,d) kommnnemaH
mempuyku rnpocmop. Heka je f,:X — X konekyuja manupara (f;i=1,2,...,n). OHOa
Q={X;f,i=1,2,..,n} umajeduHcmeeHy puKCHy madKy Koja ce Ha3uea ampakmop A .

DeduvHnunja: (XunepbonuyHu) cucmem umepamusHux yHkuyuja (IFS) ce cacmoju 09
KoMriiemHo2 mMempudkom rpocmopa (X,d) 3aje0HO ca KOHayYHUM CKYroM KOHMpPaKmueHUX

manupawa f,: X — X, Kojuma o00208apajy KOHMpakmusHuU ¢hakmopu s,. Hbezo8

KoHmpakmueHu coakmop je s =max {s, :i =1,2,...,n}.

Ako je X KoMnneTaH MeTPUYKK NPOCTOP M CBe Mane f, Cy KOHTpaKTMBHe oHAa ce 3a IFS kaxe

Aa je xunepbonuyaH.

Peu ,xunepbonuyaH“ cMo cTaBunu y 3arpagy jep ce 4ecTto y npakcu usocTtaerba. Yecto hemo
KopucTuTn ckpaheHuuy IFS kaga MUCRIMMO Ha KOHadaH CKyn Mana Koje Aenyjy Ha MeTpuyku
npocTop, 6e3 nkakBnx NOCEOHNX yCrnoBa HAMETHYTUX Ha Mane.

Dedunnumja: Ako je IFS Q={X; f,,i=1,2,...,n} koHmpakmusaH, oHda nocmoju jeduHcmeeHu

CKyr
a=rH=Us

Koju ce Hasusa ¢hukcHa mayka (ampakmop) 00 €2
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2 Cuctemun ntepatnmBHmMx oyHKUMja

Y HactaBky hemo paguTn Ha npoctopy dpaktana (H(X),h(d)). (H(X),h(d)) je npoctop
HenpasHUX KOMMNakTHUX NoAcKyrnoBa MeTpuykor npoctopa (X,d) ca Xa3gopdoBoM MeTPUKOM
h(d) .

3a gokas HapegHe Teopeme HEONXOAHO je Aa gokaxemo crenehy Jlemy.

Nema: Heka je f:X — X HenpekuOHoO ripecriukasare Ha Mempudykom rpocmopy (X,d).
OHOa f npecnukasa H(X) Ha H(X).

Hokas: Heka je S HenpasHu komnakmax nodckyn o0 X . OHOa je f(S)= { f(x):xeS } ucmo
Henpa3aH. Xohemo Oa rokaxemo Oa je f(S) KkoMmnakmaH. Heka je { v, =f (xn)} beckoHayaH

HU3 mayaka y S. OHOa je {x,} GeckoHayaH HU3 mayaka y S. [lowmo je S KomnakmaH,

rnocmoju nodHu3 {xN } Koju KoHeepaupa ka mayku x'€ S . Anu oHOa HernpekudHocm 00 f

umMmnnuyupa oa je { vy, =S (xN”)} MnodHu3 o0 { yn} Koju KoHeepaupa ka y'= f(x") e f(5).

Teopema: Heka je (X,d) mempuyku npocmop. Heka je { fiii=1, 2,...,n} KOHMpPaKmueHo
manupare Ha (H(X),h(d)). Heka je KoHmpakmusHu ¢hbakmop 3a f, O3Ha4yeH ca s, 3a C8ako
k. depuHuwemo F : H(X)— H(X) Kao:

F(B)=f,(B)U f,(B)u..U f (B) :Lann(B), 3aceako Be H(X).

OHOoa je F KOHMPakmueHo  Marnupare ca  KOHMPaKmMueHUM  (hakmopom

S = max{s,. = 1,2,...,n} )
Ookas: [okazahemo meopemy 3a n=2. Heka je B,C € H(X). Umamo
h(F(B), F(C)) = h(f,(B) Y 1,(B), /{(C) Y 1,(C))
<h(AB), H(ODV h(f(B), ,(C))  (Jlema)
<s,h(B,C)v s,h(B,C)<sh(B,C).
Cnepeha Teopema cymupa rnaBHe YmkeHuue o xunepbonuyHum IFS.

Teopema: Heka je {X s fi=1, 2,...,n} xunepbonu4yaH cucmem umepamusHUX ¢byHKyuja ca

KOHmpakmueHum ¢hakmopom s. OHOa je mpaHcgopmauyuja F: H(X)— H(X) OegpuHucaHa
Kao:

17



2 Cnctemn ntepatnBHuUx oyHKUMja

F(B)= U f(B), VB,Ce H(X)

KOHMpaKkmueHo Maruparbe Ha KoMmrinemHoM mempudkom rnpocmopy (H(X),h(d)) ca
KOHmMpaxkmueHuUM ¢pakmopom s . OOHOCHO:

h(F(B),F(C))<s-h(B,C), VB,C e H(X).

HbeHa jeduHucmeeHa pukcHa mayka, A € H(X) 3adoeosrbasa:
A=F()={JA/)
k=1

M 6ama je ca A =lim F*(B) 3aceakoBe H(X).

dukcHa Tauka 4 € H(X)y Teopemu ce Hasmea aTpakTop IFS-a.

Ha cnepehem rpaduvky je npukasaH aTtpaktop AobujeH TpaHcdopmauvjama jeguHUYHOr
kBagpata. Cnegehu npumep, kao n BehuHy HapeaHuMx npumepa cuctemMa UuTepaTUBHUX
dyHKuMja Kpenpao cam y codptBepy IFS Kit.

AL

VN

Cnuka. Jam je npukas Kpeupara ppakmana nod Hasueom mpoyaao CueprnuHcKoe — ppakmana
KOHa4HO2 06UMa Ca NOBPUWUHOM jeOHAKOM Hysd

18



2 Cnctemn ntepatnBHuUx oyHKUMja

MpukasaH je n aTpakTop Koju ce Ha3uea Kouvosa naxyrba. Crniegeha cnvka npegcraeiba nNpBUX
LIEeCT utepauuja 3a kpenpawe Koyose kpuee.

VA S I O
P e PSRN e ISR e I

Cnuka. lMpsux wecm umepayuja Koyose Kpuge

AKO NMOHOBMMO MOCTyNak kpempara Kovose kpuse Ha Tpoyriy gobujamo KoyoBy naxyrby.

’ ‘ AL SV
9 L3

CnvKa. [TpUKa3aHo je npeux HEKOAUKO KOPAKa Kpeupara (hpakmana, Koyose naxysee — ppakmana
KOHa4He rnospuwuHe, a becKkoHayHo2 obuma

Oedunnumnja: Jam je cucmem umepamusHux pyHKUUja Q y pagHU ca KOHa4HOM KOeKyujom
KOHmpakmueHux aguHo mpaHcgopmayuja f,:R*> —R* 3a ceako (f;i=1,2,...,n). IFS ca
geposamHohama je IFS makas Oa je ceakom f, 0OoOesbeHa e8eposamHoha p.,
p+p,+..+p =1:

Q={R%(f,p)i=12,....,n
HDedwvHunumnja: Heka je cucmem umepamusHux ¢byHKUuUja Q:{Rz,(ﬁ,pi);izl,z,...,n}

HexunepbonuyHu IFS ca eeposamHohama. Heka cy koHmpakmueHu ¢hakmopu IFS-a
(s;;1=1,2,...,n). IFS modern je kKoHmpakmusaH u nocedyje jeQUHCMEeHy (PUKCHY mayKy Koja je

HeH ampakmop A Kala je npocedyaH KOHMPaKyUoHU ycri08 3a0080/bEH:
$1D) Sy Py vt Sy Py <1
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2 Cuctemun ntepatnmBHmMx oyHKUMja

N-ANMEH3NOHAITHU CUCTEMU UTEPATUBHUX hyHKLMja

N-OUMEH3MOHanHe cucteme uTepaTuBHUX dyHKUMja hemo ckpaheHo o3Ha4yaBaTu ca n-D IFS.
KnacuyHu cuctemn utepatMBHUX YHKUMjA QYHKUMOHUWY Yy paBHW. MehyTtum, mogepHm
MoZenu KoMmmjyTepcke rpaduke Cy 4ecTO NpuKasaHW Kao ancTpakTHU N-AUMEH3UOHAasHU
BEKTOPCKM NPOCTOPU YKIby4dyjyhu TpU-AMMEH3MOHarHe NpoCTOpe Crvka U Tpu-AUMeH3noHanaH
npoctop 60ja. [Ja GUCMO oueHWNK Te npukase y pakTanHoM Moaenvpary Cruka, yBoaumo n-
OUMeH3noHanHe cucteme utepatmBHux dyHkumja. n-D IFS he ce cactojatm og aduHux

TpaHcdopmauuja koje aenyjy Ha R" npoctop.

AHanorHo kao u kop IFS y paBHu, cBaka aduHa TpaHcdopmaumja f :R" — R”" n-D npoctopa
nma copmy:

|l
a, 4, a,, b,
1
Yy ay Ay a,, b,
= f L= =+
1
n n a, a, a, \n b,

roe je (x,y,..n) € R"6uno koja Tauka y n-D npocTopy.

MaTpuua
a, 4, a,,
ay a4y a,,
an] an2 arm

je kombuHauuja pasnuuntux onepatopa. CeBe oHe Aenyjy Ha npoctop cnuka (x,y), rae nako
MOXeMO Aa Npeno3Hamo poTauuje, ckanupake u CMULaHE.

BekTop
(b,,b,,....b,)

oapehyje TpaHcnauuje y paBHU 1 AedVHULLE OCHOBHE BPEAHOCTM 3a ApYre KOMMNOHEHTE.

Dedmnunumja: Heka je (R",d) komnnemaH mempuyku npocmop. Heka je f,:R" —R”"
Konekyuja manupara (f.;i=1,2,...,n) u Heka ceu f, umajy odzoeapajyhe eeposamHohe p,,

2deje p,+p,+..+p, =1. OHOa ce

Q={R",(f,,p)ii=12,..n|
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2 Cuctemun ntepatnmBHmMx oyHKUMja

Ha3susa n-D cucmem umepamusHuUX yHKUuja.

Dedmnnumja: 3a manupawe f :R" - R" us mempuykoz npocmopa (R",d) ce kaxe da je

KOHMPaKMmMueHo ako rnocmoju nosumueaH peasan 6poj 0 <s <1 mako Oa saxu:
V(a,,a,)eR", d(f(), f(a,)) <s.d(e,a,).
raecy (¢,,a,) Taukey R" n d je pactojawe y n-D npoctopy.

Beowma je Telwiko 3agpxatu cee s, hakTope ucrop jeauvHule 3a n-aumeHsvoHanHu IFS mopgen.

LienokynaH npo6nem npouewnsama s;-0Ba je MHOro KoMnnukosaHuju 3a n-D cny4ajese.

360r npakTnyHe aI'IJ'II/IKaLl,I/Ije, MO>XeMO UCKOPUCTUTKN NnpoceyaH KOHTPAakKTUBHU YCI10B:

DeduvHuunja: Heka je cucmem umepamusHux yHKkyuja Q= {]Rz,(f[,p[);i =1, 2,...,n}
HexunepbonuyHu IFS ca eepoeamHohama. Heka IFS uma kKoHmpakmueHe ¢hakmope
(s;31=1,2,...,n). IFS je koHmpakmusaH u rocedyje jeOUHCMBeHY hUKCHY mauyKy Koja ce Ha3usa

ampakmop A Kada je ycri08 rpoceyHe KoHmMpakyuje 3a0080/beH S,p, S, P, ... S, p, <1

Hexunepbonuynn n-D IFS nma atpaktop 4ak 1 y HEKUM CriyvyajeBuma Kaga Cy KOHTPaKTUBHU
ogHocn s, >1. Ako je camo jedaH [OBOSbHO Manw, s; <<1, oHOa je ycnoB npoceyvHe

KOHTpakumje 3agosBorbeH U n-D cuctem wmtepaTuBHMX OYHKUMjA MMa (UKCHY Tadky y n-D
npoctopy. TakaB IFS nma nocebHe kKapakTepuCTMKe Koje AonyLwTajy AMPEeKTHY MaHunynauujy n-
ANMEH3MOoHaNHUX pakrana.

[BOAMMEH3MOHASTHN CUCTEMMU UTEPATUBHUX DYHKLINK]a

OsogumeHsnoHanHu IFS je cneumjanaH cnydaj n-D IFS-a. 3a komnakTaH MeTpU4KM NPoOCTop
X =R’, umahewmo IFS ckyn Q{X; f,,i=1,2,...,n} koju ce cacToju on n aduHux mana f;. 360r

jeoHocTaBHOCTM, He pa3maTtpamo IFS ca BepoBaTHoOhama, OAHOCHO MpeTnocTaBrbaMo Aa Ccy
CBe nMoBe3aHe BepoBaTHOhe jegHake M cyma MM je jegHaka jegaH. CBaka admHa

TpaHcopmaumja f: X — X wnm f:R> - R’ uma copmy:

)= w03

rae cy (x,v),(x", ") € R’ 6uno koje Tauke y pasHM.

Matpuua pedpwuHucana ca aq,,4,,,4d,,d,, N BEKTOP Koju ce cactoju oa b,,b, mory ce

KOHCTpyucaTtu of obe BpcTe, U NIMHeAPHUX U HENMMHEeapHUX DyHKLMja.
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2 Cuctemun ntepatnmBHmMx oyHKUMja

2-D 6uHapHu IFS je HajknacuvyHvja umnnemeHTauuja cuctema utepaTMBHUX yHKUMja. AKO
npeTnocTaBMMO Aa Cy MaTpuLa Koja ce cacToju o4 a,, ,a,,,d,,, d,, W BEKTOp b, b, AeduHmncanu

ca nuHeapHOM QYHKUMjOM, oHAa je moryhe OUEeHUTU KOHTPaKTUBHM (QaKTOp 3a CBaky
TpaHcopmaumjy. IFS He mopa Butn xmnepbonuyaH U HEKM KOHTPaKLMOHK hakTopu Mory GuTK
6nu3y unu Yak Behu of jeaaH. 3a TakBe crniyyajeBe gobuhemo HexunepbonuyHe IFS-oBe, anu
MOry 1 garbe ga cagpxe ukcHe Tayke (aTpaktope), JOKIe rof je KOHTpakumja 3a4oBOSbeHa.
Takohe je moryhe ga ysegemo HenuHeapHocT y IFS koa.

Y KnacM4HOM cuUCTeMy WTepaTUBHMX pyHKUMja, MaTpuua onucaHa ca a,,,d,,,d,,d,,

npegcraesiba KOMOUHaUMjy poTaumje, peckanupawa U cmuuakwa y paBHu. IFS napametpu
Takohe mory 6uUTK NpeacTaBrbeHN U Yy 0BNMKY TPUrOHOMETPUjCKNX PyHKUMja. TakaB npukas je
BeOMa KOpUCTaH y KOHCTpyKuMju. Moxemo fa M3BpLUIMMO poTauuje, MCKOCUMO, cKanmpamo u

pednekTyjemo. Bektop aedmHucaH ca b, b, npeactasrba NpocTe TpaHcnauuje y paBHu npema

LEHTPY 04 MOBPLUMHCKUX KOOpAMHATa OHOr WTO ce kpeupa. OBaj NpocT anv ednkacaH mogen je
Beoma nonynapaH y IFS mogenupawy. Mako noctoje HenuHeapHe eKCTeH3uje Tor mogena,
ykiby4yjyhu nonapHu IFS, yak n Hajnakwm cnyyaj je nosaguHa 3a HEKONMKO UHTEepPEeCaHTHUX
uMnnemeHTauuja.

KoHaeH3aumMoHu cKyrnosum

MocToju jow jegHa BpcTa (hpakTana Koja je penatmBHO YecTa: ppakTanm ca KOHOeH3aUNOHUM
ckynosuma. PasamaTtpamo dpakranHo apeo Ha cnegehoj cnuun. OBaj cdopakTtan Huje 6aw camo-
cnunyaH. PpakTtanHo OpBO cagpXu ABa Mawa ApBeTa, anu ctabno gpeeTa He npunaga Hu
jeaHom oa mawux apseha. Ctabno dppaktanHor ApeeTta ce Ha3uBa KOHAEH3aLMOHU cKyn. AKO
ce (ppakTtan cacToju of camOCIMYHUX AeroBa 3ajedHo ca AoAaTHMM CKYrnoM, JoOAaTHWU CKyn ce
HasuMBa KoHAEeH3auuoHu ckyn. lpema Tome, oa Gucmo reHepucanu pakran, mopamo Aa
cneundukyjemo Tpu cTBapu: ckyn TpaHcdopmaumja (IFS), 6a3Hn cnyyaj (y Kojem novmHemo
nTepauujy) n kKoHgeH3aumoHu ckyn (moryhe je ga 6yae npasaH ckyn).

MNMocToje ABa HaunHa kako Aa ce 6aBMMO KOHAEH3auMOHMM CKynoBuMa. JedaH npucTyn je Aa
yamemMo 6as3Hu cnyyaj na yge KoHOEH3aUMOHM CKYN U YKIbYYNMO jeOUHUYHY TpaHcdopmMaunjy y
IFS-y.

lMpedHoOCT oBe TEXHUKE je npocTa, anun xeHauken je ga dyHkumMja ugeHtuteta mopa butn
npuMeH-eHa y cBakoMm HuBoy. LLTaBuwe, y oBoM nNpuctyny dpakran Huje BuLLEe He3aBUCTaH Of
6asHor crniyyaja. AnTepHaTMBHU MeTo4 je Aa NpoCTo A404aMO KOHAEH3aUMOHW CKyn Hasag y
KpMBY Yy CBakoM HMBOY HaKoH NpuMeruBara TpaHcopmauuje. MNMpegHocT oBor npucTyna je ga
He TPOLIMMO BpeMe CYyBULLHUM NpuMersuBakbeM OyHKLMje naeHTuTeTa. Takohe MoxeMo n aa
KOpUCTUMO 6UIo Koju 6asHu cnyyaj; Hucmo Bue orpaHnyeHmn Tako ga Mopamo ga novYHemo ca
KOHOEH3auUNoHUM CKYMNoOM.
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2 Cnctemn ntepatnBHuUx oyHKUMja

Cnwnka 2.

Ha cnvum 2 KoHOeH3auuoHW cKkyn npefctaBrba crabno dpakranHor gpseta Aok 6u Kop
jaBOPOBOr NUCTa KOHAEH3aLMOHN CKyN NpeAcTaBrbana rpaHymua ykonvko 6u je goganu.

Oeduvuunumnja: Heka je (X,d) mempuyku npocmop u Heka je Ce H(X). HegpuHuwemo
mpaHcpopmauujy f,:H(X)—> H(X) ca f,(B)=C 3a ceako Be H(X). Tada ce f, 308e

KoHOeH3ayuoHa mpaHcghopmauyuja u C ce 308e KOHOEH3aUUOHU CKyIl.

KoHaeHsaunoHa TpaHcdhopmaumja f:H(X)—> H(X) je KOHTpaKTMBHO Manupawe Ha
mMeTpudkoM npoctopy (H(X),h(d)), ca KOHTpaKTMBHWM pakTopoMm jeaHakum Hyna. Osa
TpaHcdopmaLmja nocenyje jeANHCTBEHY OUKCHY TauKy Koja ce HasvBa KOHOEH3auWoHU CKyr.

Teopema: Heka je {X ; f31=0,1, 2,...,n} xunepbonu4yaH cucmem umepamusHux ¢hyHKuuja ca
KoHOeH3auyuoHum ckyriom C u ca KoHmpakmueHum ¢hakmopuma (s;i=12,..,n), 0<s<I.

OHda je mpaHcgopmayuja F : H(X) — H(X) degpuHucaHa ca

F(B)= U f(B) VBeH(X)

i=0

KOHMpakmueHo Maruparbe Ha KoMmriemHoM mempudykom rpocmopy (H(X),h(d)) ca
KOHMpPakmueHUM ¢hakmopom s maksum da:

h(F(B),F(C))<s-h(B,C) VB,CeH(X).
HbeHa jeduHcmeeHa ¢pukcHa madka, A € H(X) 3adogorbasa:
A=F()=]f(4)
i=0

u dama je ca A:}imF"k(B) 3aceako Be H(X).
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2 Cuctemun ntepatnmBHmMx oyHKUMja

DedvHuumnja: Heka je cucmem umepamusHux ¢pyHKuuja Q= {Rz;ﬁ,i =1, 2,...,n}
xunepbonuynu IFS. Heka IFS uma koHmpakmusHe pakmope (s;;i=1,2,...,n) 0<s<1. Heka je
fo i H(X) > H(X) koHdeH3ayuoHa mpaHcopmayuja. OHOa ce Q = {Rz;(fo,fi),i = 1,2,...,n}

Hasuea xurnepbonuyaH IFS ca koHOeH3auujom u yecmo ce obernexasa ca IFSc .

KoHgeHsaumoHe TpaHcopmauuje mory 6mutn kopucHe mogenupajyhm Heke cTpykType burbaka
unu mory aa gajy unysujy mnsrnega IFS dppakrana. MehyTtnm, koHaeH3aunoHe TpaHcopmauuje
Hucy 6aw MHTYUTUBHE 1 n3a3uBajy npobneme y npumeHun Konax teopeme.

NHBep3aH npobnem — Konax Teopema

NHBep3aH npobnem 3a cucteme uTepaTMBHUX yHKUMja MOxe BUTU n3noxeH Ha cnegehu
HaumH: 3a gaTy noyeTHy cnivky I, mu Tpeba ga Hahemo KoHTpakTMBaH IFS ca aTpakTopom koju
penpoaykyje oBy cnuky. Ca npakTuyHe Tadke rneguwTa, mu xenumo aa IFS atpaktop 6yae
WwTo je 6bnwke moryhe gatoj cnuum 3a aeduHUcaHy yHKUKMjy pacTtojara. [NowTo pakTanHm
ckynoBun 0bn4yHO cagprke 6eckoHayaH 6poj Tavaka ca BeoOMa KOMMIEKCHOM OpraHun3aunjoM, Huje
Moryhe TayHO cneumduKoBaTU rae cBaka Tayka Yy Hemy nexu. AnpoKCMMauMoHW cKyn je
pedvHncaH no ogHocuma usmely pgenosa. [1enoBu cy marne Konvje OpuruHasnHe crivke
aTpakTopa. Konax Teopema je Beoma KOpucTaH anaT 3a ynpowhaBahe WMHBep3Hor npobrnema
3a ABOAMMEH3MOHaNHe cucTemMe UTepaTtUBHUX PyHKUMja.

Cnepeha Teopema je LeHTpanHa 3a gu3ajH IFS-oBa unju cy atpaktopu 6nm3y gatux CKynosa.

Teopema (Konax teopema): Heka je (X,d) KomnnemaH Mempuyku npocmop u Heka je 0amo
e>0 u cnuka I e H(X). M3abepumo IFS (unu IFS ca koHOensauujom) {X;(fy), frs frser S}

ca kKoHmpakmueHum ¢hakmopom 0 <s <1, mako 0a je

L Usan<e,

20e je h(d) XaysOopgosa mempuka. OHOa je h(l, A) < li’ 20e je A ampakmop IFS-a.
-5

EkesueanieHmMHo,

h([,A)S(l—s)"h([,Uﬁ([)) 3aceako I e H(X).

i=0

Teopema Ham rosopu cnegehe: [la 6ucmo Hawnu IFS unju je atpaktop ,6nunsy” nnu ,nmun“ Ha
[aTu CKyrn, MOpaMO HacTojaT ga Hahemo ckyn TpaHcgopmaumja - KOHTPaKTUBHUX Manupaka
Ha MorogHoOM NPOCTOPY YHyTap Kojer Aatu CKyn fexu, Tako Aa je yHuja, unm Konax, cnvka gaTtor
ckyna non TpaHcopmauvjama 6nudy partor ckyna. ,bnmsumHa“ ce mepu  Kopuctehu
XaysaopdoBy METPUKY.
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2 Cuctemun ntepatnmBHmMx oyHKUMja

Konax Teopema Ham omoryhasa npuctyn nHeep3HomMm npobnemy: 3a gart ckyn [ , npoHahu IFS
3a Kkoju je I atpaktop. OCHOBHM MaTeMaTU4KM NpUMHLUMN je Beoma Nnak: [lokas crnegehe Jleme je
ckuua gokasa Konax teopeme.

Newma: Heka je (X,d) komnnemaH mempuyku ripocmop. Heka je f: X — X KoHmMpakmueHo
manuparse ca KoHmpakmusHum gpakmopom 0 < s <1, u Heka je chukcHa mayka 00 f, x ,E€X.

OHda je
d(x,x,)<(1-9)"-d(x, f(x)), 3a cearo x € X
Ooka3s: dyHkuuja pacTojawa d(a,b), 3a dukeupaHo a € X , je HenpekugHay be X . Ma je

d(x,x,)=d(x, linol0 f.(x)) = lirg d(x, f,(x))

<1im ¥ d(f, ,(x). £, ()

<limd(x, fO)1+5+...+5") < (1=5)"d(x, £ (x).

OBo komMnneTnpa gokas.

AKO MOXeMO [Jda HanpaBuMMO Mare Konuje Hekor no4yeTHor objekta [ n Hahemo ckyn
TpaHcdopmaumja — KOHTPAKTUMBHUX Manupaka Ha npocTop Yy KojeM ob6jekTn nexe ca
MUHUMAIHUM npeknanawkem apuHUX Manvpana, oHga MOXeMO [a arnpoKCUMUpamo Ty CIUKY
ca ogrosapajyhum IFS ckynom . Mopamo npoHahu peaykumjckm doaktop 1 TpaHcnauujy 3a cBaky
konujy. Takohe, yrao potaumje (ako je HeonxogHo) Mopa 6uTtn ogpeheH. Mu Takohe mopamo u
4a oanyyYnuMmo ga nuv je konuja pednekumnja opurnHana unm Huje. [la Gmcmo fobumnm TavuHy yHujy
UM Konax, MopamMoO Ada MUHMMM3Mpamo XaysgopdoBy pasfarbuMHy M3ameny opurMHanHor
objekta n Konuja koje je npecnojaBajy. Tpebano 61 Aa MMHMMM3MPaAMO Npeknanake Konuvja u
yKynHor 6poja IFS TpaHcdopmaumja.

lMocToje Heke Telukohe Ko, Kornax Teopeme:
AKko cy Heke TpaHcdopmauuje cnabo KOHTpakTUBHe (s, je 6nu3y jeauHuue), oHaa OecHW Oeo

HejeaHaunHe d,, (1, A4) <

1 ) MOXe MNOCTaTun EKCTPEMHO BEJTUKNA . OFpaHI/I‘-IeI-be Fy6l/l NOEHTY.
)

KoHTpakTMBHM (hakTOp MOXEe flako Aa ce OApXW MCMofg jeguHuue 3a BoanmeH3noHanHu IFS
KOju ce cacToju camo oA nuHeapHux dyHkumja. 3a n-gumeHsnoHanHu IFS n HenuHeapHe IFS,
KOHTPaKTMBHU paKkTop He Mmopa 6uTtn yHudopmaH. To ra YnHm Hemoryhm 3a NpoLeHy.

XaysgopdoBa pasgarbvMHa je 4YeCcTO KOHTpauHTyuTMBHA. 3a BU3yenHo pasnuuute objekTe,
MoXxeMo Aobutun cnnyHe h(d) BpegHocTu. N3pavyHaBarwe XaysgopdoBe pasgjarbuHe ogysnma
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2 Cuctemun ntepatnmBHmMx oyHKUMja

MHoOro BpemeHa. Moryhe je pasmartpatu gpyre norogHe dyHKumje kao wWwTo je Eyknuacko
pacTojamse.

Tewko je npoHahu ogroBapajyhm ckyn IFS TpaHcdopmaumja koje cy gobpe anpokcumauuje
opurnHanHe cnuke. OBO je HapouuTO BUOSBLMBO Y Mogenupawy burbaka, rae HenpekuaaH
npouec pacta 6urbaka npukas y IFS mogeny. F'eHeTCKn nporpamepckn anropuTMn 3acHOBaHM
Ha Eyknunackum meTpukama cy npeanoXeHu 3a pelaBate oBor npobnema.

Takohe je moryhe npoHahu konax py4Ho. OBO 3axTeBa Bex0Oy U TPEHUHT Y NnpuMehuBary camo-
Cnn4YHOCTM Yy cnvkama. [a 6u ce passBuo pydHu IFS aumsajHep, HeonxogHO Ham je marno
WHTEPaKTUBHOCTU Yy annukaumju. KoHgeHsaumjckum CKynoBMMa je HeomnxogHa cneuujanHa
naxma y npouecy IFS koHCcTpykuuje. HapeaHa Teopema HaMm roBopu Aa MOXemMoO HenpekunaHo
Aa menwamo aktpaktop IFS-a, nogelwasajyhu napameTtpe y TpaHcdopmaunjama.

Teopema: Hexka je (X,d) mempuyku npocmop. Heka je f :X —> X KoHMpakmueHo
manupare. Heka je >0 Oamo. Heka je Q={X;f,i=12,.,n} xunepbonuyan IFS ca

KoHmpakmueHum ¢hakmopuma 0<s,<1. 3a i=1,2,..,n, Heka [, 3asucu HerpekudHo 00

1

napamempa k € X , 20e je X komnakmaH mempuyku rpocmop. OHda IFS ampakmop A, ¢ X

3asucu HerpekudHo 00 k ca Xay3dopgosum pacmojarem h(d) .

Mane npomeHe y napameTpuma koju onucyjy csaky IFS TpaHcdopmauujy f, he gosectu fo

Manux npomeHa y ogrosapajyhem atpaktopy. HeheMo u3rybutu KOHTpomny Haj akTpaKTopoMm
ako Mano M3MEeHMMO noyYeTHU Mopen. Cuctemm uTepatTUBHMX YHKUMjA Cy MOTNYHO
AETEPMUHMCTUYKM; CTOra, CBaku NyT kaga kpeupamo aatu ckyn og IFS napameTtapa nobuhemo
WAEHTUYAH UNK CTaTUCTUYKM CNMYaH (3a anroputaMm crnyyajHux utepauuja) objekar.

IFS anroputmun

Y npeTxogHOM Aerny CMO onucanu HEKONMKO pernpeseHTaumja cucteMa utepatmBHux doyHKUmja.
Mop npeTnocTaBKOM fa je 3a40BOIbeHa KOHTPaKTUBHOCT, cBe OHe 6u Tpebane aa pesyntupajy
KOHCTAaHTHOM Ta4ykoM Koja ce HasuBa aTpaktop IFS-a. lNocToju BMwe mMeToda 3a ucupTaBawe
IFS aTtpakTtopa. Hajnpoctuju npuctyn je nak 3a umniemMeHTauujy, ann je 4ecto HeTayaH u
HeedumKacaH.

HajnosHaTuja npoueaypa je metoga ca BepoBaTtHohama (anropuTtam cnydajHe ntepauuje). OBaj
anroputam rpybo anpokcumupa aTpaktop BeomMa 6Op30 anu 3axTeBa 3HaA4yajHy KOMUYUHY
BpeMeHa Ja BM ce 3aBpluno. bapHcnej je passuMo anroputam OeTepPMUHUCTUYKE uTepauuje
(DIA) . DIA meTog MOXe BUTH aganTupaH Aa Kpeupa LWMPOKY pasHOMKOCT dopakTana.

Mpukasahemo 2 anroputma 3a Kpeumpawe crnuka aktpaktopa IFS-a. To cy: [leTepMUHUCTUYKK
anroputam W anroputam cnydajHux wutepaumja (Random iteration algorithm - RIA).
[leTepMnHMCTUYKN anroputam je 3acHOBaH Ha WAeju OVPEKTHOr u3pavyHaBaka HuM3a CKyrnosa

{An :Fn(A)}. 360r jegHOCTaBHOCTM orpaHmynhemMo Hawy naxwy Ha xunepbonuuHe IFS y
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2 Cuctemun ntepatnmBHmMx oyHKUMja

dopmu {Rz;fi,i =1, 2,...,n} roe je cBako manvpawe advHa TpaHcdopmaumja. Minyctposahemo

anroputam 3a IFS umju je atpaktop Tpoyrnao CuepnuHckor. EBo npumepa Taksor IFS-a:

= +
h X, 0 05]x, 1

[x,] [05 0][x] 1}

X, 0.5 0 || x 1

= +
ﬁ_%_ 0 0.5 x| |50

/5

x, ] [0.5 0 [x ] [25]
0 05| x| |50

OnwTn obnuk he buTtu:

_xl _al. b || x _el.
f@=5 "= N
X, ¢ d; || x 8i

YpeaHuju HaumH 3a 3anuc je y obnuky Tabene:

Tabena 1
IFS kop 3a Tpoyrao CuepnuHcKor
f a b c d e g p
1 0.5 0 0 0.5 1 1 0.33
2 0.5 0 0 0.5 1 50 0.33
3 0.5 0 0 0.5 50 50 0.34

Y Tabenu je pat 6poj p, koju oproeapa f, 3a i=1,2,3. Osu 6pojeBu npeacrasrbajy
BepoBaTHohe [fa ce npuMeHe TpaHcdopmauvje f,. Y onwTtujem cnyyajy IFS-a

{X;f,i=12,..,n}, noctojano 6u n Takeux 6pojesa {p, :i=1,2,..,n} 3a Koje Baxu:

ptp,tp,t+.tp =lnp=203i=12,..,n.

OBe BepoBaTHOhe wrpajy BaxkHy ynory y marpadyHaBawy crivka atpaktopa IFS-a kopuctehu
anroputam cnyyajHux uTepauuja, MehyTuUM Hemajy HuKakBy yrory y AeTepMUHUCTUYKOM
anroputmy. 3a caga hemo nx KOpMCcTUTU caMo kao nomoh OKO M3padvyHaBaka y KOHEeKUMju ca
anropyutTMoOM  CfydajHUX wuTepauvja. Y ToM UWrby gojderbmBahemMo UM BpPeaHOCTU
anpoKCMMaTMBHO Ha crnegenu HauvH:

det 4| |ad —bc]
pizN =

N
;|Ai| ;|aidi _bici|

3ai=12,.,N.

Ako je 3a Heko i, det4 =0, oHga 3a p, Tpeba Aa goaenumo mManu no3uTueaH 6poj, kao HNp

0.001. Opyre cutyaumnje Tpeba TpeTnpaT eMnupujcKu.
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2 Cnctemn ntepatnBHuUx oyHKUMja

Anroputam (JeTepMuHUCTUYKM anropuTaMm): Heka je {X;fl,fz,...,fn} xunepbonu4ku IFS.

N3abepemo KomrakmaH CKyn A, cR?, a 3amum cykuecusHo u3padyyHasamo A, =F"(4)
npema:

A.=S(4,) san=12,.
=1
Tako kpeupamo Hu3 {4, :n=0,1,2,3,..} © H(X) 3a Koju 3Hamo Aa KOHBeprvpa ka aTpakTopy
IFS y XaycaoopdoBoj meTpuum.

Anroputam getepmuHucTMdke wutepauuvje (DIA) notnyHo npatu gedwuHuuMjyy cuctema
ntepaTMBHMUX PyHKUMja Kao CKyn Komnuja camor cebe. Y AeTEPMUMHUCTUYKOM anroputMmy cBe
TpaHcdopmaLmje Ccy NpMMEHEHE Yy CBaKOj UTepaLmjy na Ham HUCY HeonxogHe BepoBaTHohe.

UnycTtpoBahemo mMmnnemeHTauumjy anroputma. MapayyHaBamo U LUpTamMo CyKLECMBHE CKYyMnoBe

A,,, nounkajyhm of noyetHor ckyna A,, Koju y OBOM Crny4ajy npeacraBrba CrUKy nucTa,
kopuctehu IFS kog y Tabenu 2. Ce HapeaHe crnvke cam Takohe reHepucao y copteepy IFS Kit.
Tabena 2
IFS kog 3a gpBo 1
f a b c d e g p
1 0.050 0.000 0.000 0.400 -0.060 -0.470 0.030
2 -0.050 0.000 0.000 -0.400 -0.060 -0.470 0.030
3 0.030 -0.140 0.000 0.260 -0.160 -0.010 0.010
4 -0.030 0.140 0.000 -0.260 -0.160 -0.010 0.010
5 0.560 0.440 -0.370 0.510 0.300 0.150 0.590
6 0.190 0.070 -0.010 0.150 -0.200 0.280 0.040
7 -0.330 -0.340 -0.330 0.340 -0.540 0.390 0.290

/

Cnwuka. Mpea cauKka npedcmaessba noYemHu cKyn (cauky aucma). Apyea npedmassoa cAuKy HAKOH
npeo2 CKyna mpaHcghopmayuja, 3amum HaGKOH Opy202 U NocaedHa CAUKA npedcmassba CAUKY HAKOH
nemoe cKyna mpaHcgopmayuja.

Be3 063upa kojy 6asy yamemo 3a 3anouuwame utepaumje, 3a dukcHu IFS obnuum koje
reHepuwemo he aytomaTcku ga KOHBEPrMpajy ka naeHTU4HOM dopakTany.
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2 Cnctemn ntepatnBHuUx oyHKUMja

Capa hemo ga kpenpamo HoBM (hbpakTan TpaHcopmuyhun jeOUHNYHY KPY>KHULLY.

Tabena 3
IFS kop 3a apBo 2

f a b c d e g p

1 0.050 0.000 0.000 0.600 0.000 0.000 0.030
2 0.050 0.000 0.000 -0.500 0.000 1.000 0.020
3 0.459 -0.320 0.385 0.383 0.000 0.600 0.280
4 0.469 -0.153 0.171 0.422 0.000 1.100 0.210
5 0.560 0.440 -0.370 0.510 0.000 0.150 0.590
6 0.433 0.275 -0.250 0.476 0.000 1.000 0.260
7 0.421 0.257 -0.353 0.306 0.000 0.700 0.200

CnukKa. lpuKasaHo je npsux wecm umepauyuja

demepMUHucmuqkoa asneopumma

Anroputam (anropurtam cny4ajHe utepauuje): Heka je {X s 1o fasees fn} xunepbonuyku IFS,

20e je seposamHoha p, >0 OolesrbeHa 3a f, 3a i=1,2,...,n, 20e je Z; p, =1. Nsabepemo

X, € X , a 0HOa bupamo peKyp3UsHO, He3a8UCHO,

X, €{£1%, 0 fo (e £o(x, )} 38 n=1,2,3...
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2 Cnctemn ntepatnBHuUx oyHKUMja
20e je seposamHoha dozahaja x, = f,(x, ) jedHaka p,. [lpema mome, KOHCMpPyuWemMo HU3

{xl. :i:O,1,2,3,...}CX.

Axo je {X, fy, fi> frses f,} IFS Ca KOHOEH3ALMOHOM MarOM f, 1 MOBE3aHUM KOHAEH3aLMOHNM

ckynom C c H(X), oHaa je anroputam MOAUMUKOBAH:

(a) noperbunsarse BeposatHohe p, >0 Ha f,, Tako aa je Zpi =1;
i=0

(6) kap roa je f,(x,,) cenekrosaHo 3a Heko n, nzabepemo x, Hacymuue n3 C. MNpema

TOMe, y OBOM Crlyuajy Takofje koHcTpyniiemo Hus {x, :n=0,1,2,...} on Tavaka ns X .

Hus {xn}i0 KoHBeprvpa ka aTpaktopy IFS-a.

Capa hemo unyctpoBaTvt UMNNEMEHTaLMjy anroputma.

Tabena 4
IFS kop 3a nanpar (fern leaf)
f a b c d e g p
1 0.000 0.000 0.000 0.200 0.000 -0.120 0.010
2 0.845 0.035 -0.035 0.820 0.000 1.600 0.850
3 0.200 -0.310 0.255 0.245 0.000 0.290 0.070
4 -0.150 0.240 0.250 0.200 0.000 0.680 0.070

Cnuka. Jame cy mpu cauke nanpamu 20€e ce C/AuUKe cacmoje
pedom 00 1500, 5000 u 50000 mayaka

Tauke nobujeHe NPBOM PYHKLMjOM CMO 06enexunm upBeHoM 60jom, APYrom - 3eMeHOM,
TpehoM - XXyTOM 1 YETBPTOM -NaBoM.
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Tabena 5

IFS kon
f a b c d e g p
1 0.000 0.243 0.000 0.305 0.000 0.000 0.010
2 0.724 0.033 -0.025 0.742 0.206 0.253 0.710
3 0.158 -0.130 0.355 0.367 0.138 0.175 0.140
4 0.338 0.369 0.222 -0.075 0.068 0.068 0.140

Cnuka. [Jse moduguKayuje nanpamu KpeupaHe aa20pUummom

cny4ajHe umepauyuje

mayke 3eneHe 6oje

Cnuka. Cnuka je dobujeHa IFS
KoOom u3 mabene 5 20e cy cee
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JInHI€HMajepOBU CUCTEMU

Jlenota Gurbaka je npuBnaunna naxwy mMaTematvyapa BekoBuma. V3paxeHe reomeTtpujcke
KapakTepuCcTUKe Kao LITO Cy CUMeTpuje NUCTOBa, poTaumoHa cumeTpuja uBeha u cnvpanHu
apaHXmaHn 60pOoBUX LWMLIAPKK CY CTyAMPaHN OMLIMPHO.

Y 0BOj cekumju ce 6aBMMO ca ABa paKkTopa Koja opraHuayjy CTpykType Ourbaka n gonpuHoce
HbUxoBoj nenotu. lNpBu je eneraHuuja n penatMeHa je4HOCTABHOCT pPa3BOjHUX anropuTama,
OAHOCHO Npasuna Koja onucyje pasBoj burbaka y BpeMeHy. [pyru je caMmOCnNYHOCT Kojy je yBeo
MaHgen6bpoTt. Y MHOrMM npouecMma pacTa XMBUX OpraHu3ama, Hapouuto koh Ourbaka,
perynapHo noHassbajyhe nojaBe o Hekux BULLIENENUjCKUX CTPYKTypa Cy nako yourbuse. Hnp.
KOA NUCTa HEKM Of PEeXH-EeBa KOjU Cy AENOBU NUCTa Y HanpeaHoj dasu, nmajy uctm obnumk kao mn
Leo INMCT Yy CBOjoj paHujoj dasn. lMpema ToMe, CaMOCNUYHOCT Koa Owrbaka je pesyntart
pa3BojHOr npoLeca.

L-cuctemn cy yBegeHun 1968. og ctpaHe JlMHOeHMajepa Kao TEOPETCKM OKBUP 3a M3y4YaBar-e
pa3Boja NpocTMX Buwehennjckux opraHndama, a 3aTuM y NPUMEHN 3a UCTpaKMBare burbaka un
OurbHMX opraHa. HakoH wmHKopnopauuje reoMeTpUjCKMX KapaKTepucTuka, mogenu Ourbaka
npukasaHun kopuctehu L-cucteme nocTtajy [OBOS/bHO feTarbHM  ga omoryhe npumeHy
KOMnMjyTepcke rpadmke 3a peanucTuyHy Bu3yenusauujy CTpykTypa Ourbaka un pasBOjHUX
npoueca.

MpumeHa L-cnctema 3a onuc OGurbaka je ucTpaxuBaHa of CTpaHe 6uonora, u ykrbydyje
pasnuuuTe metode onwTte matematuke. CaMOCNUYHOCT JOBOAM Y Be3y CTPYKType burbaka ca
reomeTpujom paktana. CodpTBepu 3a BM3yenu3auunjy U Kpeuparwe OBUX CTPyKTypa cnajajy
HayKy ca ymeTHoLwuhy.

EHepruyaH pasBoj MaTtematuuke Teopuje L-cuctema je npaheH HEHOM MPUMEHOM Y
Moaenupamwy burbaka. HapegHu passoj je cnegehu:

e YBohewe KOpHa4nHOr anroputma v npednwhaBarwe Nporpamckor jesvka 6asmpaHor Ha
L-cuctemmnma, Koju onakwasa cheuudukaumjy mopena 3a cumyraumjcke CBpxe wu
npomoBuLLe kopuwhewe L-cuctema kao jesuk 3a onuc mogena,

o [lpenosHaBawe pakTanHUX KapakTepa y CTpyKTypama reHepucaHum L-cuctemuma,
KOoju nx Besyjy ca AMHaMW4YKMUM pasBojeM Hayke dopakTana.

e YBehawe MHTEpeca y NPUMMEHU KOMMjyTepcke cuMyrauuje 3a pasyMeBare XUBOTHUX
npoLec 1 CTPYKTypa,
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o [loBehawe pasymeBarwa npoueca Mogenupama, koju Ham [fajy meTtogonorujy 3a
KOHCTPYKLMjy Mogderna npema 6uonolkmm obcepBaumjama n Meperssmma.

L-cuctemn cy opurmHanHO YyBeOeHM 3a MOAenupawe passoja MpocTUX BuUEhenmjckmx
opraHuMsama (HMNp, anrM) y nornegny, Aerbewa, pacrta, M CMpTU uHaMBMayanHux henwja.
WHTepBan npumeHe L-cuctema ce 3atmm yBehao Ha Behe Gurbke M KOMNIEKCHUje CTPyKType,
HapounTto kog uBeha, onucaHux Kao kKoHdurypauuje mogyna y npoctopy. Y KOHTekcTy L-
cucTema, TePpMUH MOAyNn nNpeacTaBiba AUCTPEKTHY KOHCTPYKLUMOHY jeOUHULY KOja ce NOHaBIba
OOK Burbka pacte, HMp kao internode, Bpx, uBeT, rpaHa. Lnure mogenupawa Ha MogynapHOM
HMBOY j& OMUC KOHCTPYKLUKje Burbke Kao LenuvHe.

Cnuka. 3Hayerbe peyu internode

Cucrtemun npenucmBama

LleHTpanHu koHuenT L-cuctema je npenucuBame. [NpenucuBame je TexHuka 3a geduHucamwe
KOMMeKCHMX objekaTa CyKUEeCMBHUXM 3aMewnBakemM [erioBa npocTor nodveTHor objekTta
Kopuctehu ckyn npasuna npenucmeaka unn udpage. Knacmyan npumep rpadpuykor objekTa
JeduHucaHor y cMmucrnly npasuna npenncuBara je KpuBa naxyroe uamuwrbeHa 1905. of
ctpaHe Koch-a. Mangen®poT nsnaxe oBy KOHCTPYKUMjy Ha cnegehun HaumH:

Mounemo ca aBe durype, uvHuMUMjaTOp W reHepatop. MIMamo opujeHTUCaHy WU3MOMIbEHY
NNHKjY CauukEHY O N jedHaKMX cTpaHa gyxuHe r. [lakne, cBaka CTpaHa KOHCTPYKLMje NoYnHe
ca W3NOMIbLEHOM FNMHMJOM U CacTOju Ce OA4 3aMeHa CBaKOr paBHOr MHTepBana ca Komnujom
reHepartopa, pegykoBaHUM 1 NPeMELLTEHUM Tako Aa MMa UCTE Kpajie Tadke Kao M y MHTeBany
Koju je 6rno 3amereH. Ha crnegehoj cnvum je npukasaHa KOHCTPyKUMja KpMBe naxyrbe

/\
AT A

Cnvka. MHuyujamop je Xopu3oHmManHa Oyx, a eeHepamop npPeodcmassba npesy U3/A0MsbEeHY AUHUSY
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3 JlnHgeHmajepoBu cuctemu

HajoGumHuje nctpakeH u Hajdoorbe cxBaheH cucteM npenucuMBaka pagyM Ha CTPUHIOBMMA
CaynHEHMM 0f CroBa.

DOL-cuctemu

OBa cekuuja npukasyje HajjeaHOCTaBHWjy knacy L-cuctema, OHMX KOju Cy OETEPMUHUCTUYKA W
6e3 popgaTtaka, koje 3oBemo DOL-cuctemmma. [uckycuja 3anoudmise ca NpMMEpPOM KOju yBoaM
rnaBHy naejy y MIHTYUTUBHUM TEPMUHMMA.

PasmaTpamo CTpuHroBe (peuum) Koju ce cacTtoje od ABa cnosa a W b, koju Mory ga ce
nojaerbyjy Buwe nyta y cTpuHry. CBako CroBO je NMoBe3aHO ca MpaBUiOM MNpenucrBama.
Mpaeuno a — ab 3Haun ga he cnoBo a OUTKU 3aMeHEHO CTPUHIOM ab, a npaBuno b —a
3Haun pa he crnoBo b OutM 3amerweHo ca a. [lpouec npenucuBawa MOYUHE Of
KapaKTepuCTUYHOr CTPUHIra Koju ce 30Be akcuom. [peTnocTtaBMMO fa ce OH cacToju of jeaHor
cnoBa b. Y npBOM Kopaky npenucuBara akcmoma b je 3amMerweHO ca a kopuctehu mapagy
b—a. Y ppyrom kopaky a je 3amereHo ca ab kopwuctehu uspagy a —ab. Pey ab ce
cacToju oA ABa crosa, 0ob6a Koja Cy CMMyNTaHO 3ameweHa y criegehem kopaky. Jakne a je
3amereHo ca ab, b je 3aMereHO ca a W CTpUHr aba je pesynTaTt. Ha crniMyaH HaumH CTPUHF
aba npoussoan abaab koju parbe npoussBoau abaababa, a 3aTum abaababaabaab w Tako
naroe

|—m|—m—c'

b
|
a a
I
ab aahb

/LN

ab aab aba
Cnuka. lMpumep depusayuje y DOL-cucmemy

b
|

dopmanHa gedvHuumja koja onucyje DOL-cucteme n veHe onepauuije je:
DedvHunumnja: Heka V npedcmasrpa angabem, V' ckyn ceux pequ Had V, u V' ckyn
Henpa3Hux pe4u Had V . OL-cucmem je ypeheHa mpojka G=<V, a),P> ede je V angphabem

cucmema, <V ' HenpasHa pedy Koja ce 308e akcuoM u PcVxV' je KowadaH CKym
npodykuyuja. lNMpodykuyuja (a, y) e P ce 3anucyje kao a — y. Criogo a u pedy y ce Ha3ueajy
npemxo0HUK U HacsieOHUK oge npodykyuje. lNpemmnocmasrbamo da 3a buro Koje crioeo a €V
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nocmoju 6ap jedHa pey yeV makea 0a je a— y. AKko HujedHa npodyKuyuja Huje

ekcrinuyumHo odpefieHa 3a damu npemxoO0HUK a €V , npemmnocmasrbamo Oa npodykyuja
udeHmumema a — a rnipunada ckyny rnpodykyuja P .

OedmHunumnja: OL-cucmem je demepmuHucmuyku (nonynapHo ce 3o08e DOL-cucmem) akko 3a
ceako a €V nocmoju mayHo jedaH y €V’ mako 0a a — x-

DedwmHuumja: (depusauuja) Heka je p=a,..a, npoussorbHa pedy Had V. [lpodykyuja
p:a—> y oparosapa cnosy a,, 1<i<m, ako a =a,. Ogrosapajyha npogykuuja p moxe 6utu
npMMer-eHa Ha CroBo a,, Npou3soaenn pey y . AKo CroBo a, NPOV3BOAM peY y Kao pesynTaT
npumMeHe npoaykuuje, To oHga obenexaBamo Kao a, > y . Pey v=y,..xy, € V" je dupekmHo
u3zeedeHa (2eHepucaHa) 00 u WMO 03Ha4asaMo L => U, aKKo a, > y, 3a Vi=1,..,m. Pey v
Jje eeHepucaHa ca G y Oepusayuju OyXuHe n ako Mocmoju Pa3eojHU HU3 PeyU fiy, I;,..., 1,

mako 0aje , =@, 1, =0 U [y = [ = ..=> (L.

Cnepehu npumep paje jow jegHy unyctpauujy onepauumje DOL-cuctema. Cumbonm a wn b
npeacTasrbajy uMTonowka crtawa henuja (h1uxoBy BENUYUHY 1 CNPEMHOCT Ha Aeoby). MHaekcn
[ v r ykasyjy Ha henujcky nonapHocT, cneuundpuumpajyhm nosuumjy y kojoj he hepka henwuja og
BpcTe a u b 6utn npousBeaeHa. Pa3goj je onucaH y cnegehem L-cuctemy

w:a,

pia, —>apb,
p,:a, > ba,
pi:b —a,
p,:b—q

3anountajyhu of jeaHe henwvje a, (akcroma), HA3 peyu je reHepucaH.

a,

ab,
ba.a,
aab.ab,

baba.aba.a,

Anropmutam Kopt-ade

CnoBa L-cuctem andgabeTta cy npeacraBrbeHa rpadmykm Kao Kpahv unu ayxu npaBoyraoHMUm
ca 3aobrbeHuM yrnoBuma. [eHepucaHe CTPyKType Cy jeQHOOMMEH3MOHaNHW faHum
npaBoyraoHuka, Koju ogpakaBa H1U3 cumbona y ogrosapajyhmum cTpuHrosuma.
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3 JlnHgeHmajepoBu cuctemu

OcHoBHa ngeja Kopta4mHoOr anropmuTma je:

OeduHunumnja: Cmane Kopraye je OehuHucaHoO Kao mpojka (x,y,x), 20e koopouHame (x,y)
rnpedcmasrbajy KopraduHy no3uyujy, u y2aao o Koju ce mymadu Kao CMep Yy KOMe je KopH-adya

oKkpeHyma. 3a Oamy OyxuHy Kopaka d u npupawmaj yana o, Koptada Moxe 0a o0zoeapa
Ha komaHOe dame ca cnedehum cumbonuma:

F Kpehu ce Hanpen kopak, ayxuHe d . CTake koptade ce mewa y (x',y',z"), roe
je x'=x+dcosa n y'=y+dsina. CermeHT nuHuje n3mehy (x,y) u (x',y'") ce
ypTa.

f Kpehu ce Hanpepn kopak AyxuHe d 6e3 upTara NuHuje.

+ CkpeHu neBo 3a yrao o . Cnegehe crtawe kopkaye je (x, y,a +9) . MNo3ntueHa

opujeHTaumja yrnoBa je y CynpoTHOM CMepy ka3arbke Ha cary.

— CkpeHu gecHo 3a yrao ¢ . Cnegehe ctarbe koprave je (x,y,a —90).

a) F 0)

Start

FFF-FF-F-F+F+FF-F-FFF

Cnuka. a) MIumepnpemayuja cmpuHe cumbona F, +, —. 6) Uumepnpemuparbe cmpuHaa. Y2ao

0 je 90 . Y cmapmy je kopraya okpeHyma Ka ,,2ope”.

3a paT CTpUHr L, MOYETHO CTamwe Kophwaye (X,,),,Q,) U dUKcupaHun napametpu d un J,

WHTepnpeTauuja og v je durypa (CKyn NUHKWja) HaupTaHa o4 CTpaHe KopH-avye Kao OAroBop Ha
CTpyHr v (6). KOHKpeTHO , OoBaj MeTog MOXe OMTM NPUMEHEH Aa TyMayn CTPUHIOBE KOjU Cy
reHepucanm ca L-cuctemuma.
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3 JlnHgeHmajepoBu cuctemu

Cnepeha cnuka npegctaeBiba kBagpatHo Koch-oBo octpBo. Oe urype cy [obujeHe
WHTepnpeTupaweM CTPUHIroBa reHepucaHux cnegehum L-cuctemom:

o F-F-F-F

pF>F-F+F+FF-F-F+F
Cnivke ogroBapajy CTpuMHroBrMa aobujeHum y mnssohewy oa ayxuda 0 go 3. MNpupawrTaj yrna

je 6=90". OyxunHa kopaka d je cMareHa 4eTvpu nyTta 3a Bpeme crnegehux cnvka, ynHehu
pactojakbe UM3MeNy KpajkbMX Tayaka o MONUroHa HacrnegHvka jeoHakum  OYXUHU
npeTXo4HMKOBOT cermeHTa. CBe crnvke y oBOM geny cam kpeupao y L-systems Turtle Graphics
Renderer-y.

Cnuka. leHepucarse keadpamHoz Koyosoz ocmpea. Cauke cam 2eHepucao pedom 3a n=0,1,2,3

Ha cnepeha Tpu npumepa cy npukasaHu 3anucu L-cuctema v crnvike Kojy Kopksada reHepuiie. Y
npBOM peay cy 6poj utepaumja v yrao, y opyrom akcuom, a y Tpehem npogykuuja:

;T,tfy,y.?y,”,,ngy,

A.

% T

dh
6) n=4, 6=90° B) n=4, 6 =90
F-F-F-F F-F-F-F
F—>FF-F-F-F-F-F+F F—>FF-F—-F-F F>F-F+F-F-F

MpuKasaHo je joL HEKONUKO NpUMepa KpempaHo Ha CrivdyaH HauuH:

FEIP

or!
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Mogudukaunja npoagykumja gaje manu yBug yHytTap ogHoca uameny L-cuctema m curypa koje
reHepuwy. MehyTMm, MM 4eCcTo Xenumo Ada KOHCTpyuwemo L-cuctem koju obyxeaTa garty
CTPYKTYPY WUIn HWU3 CTPYKTypa Koje npeacTasrbajy pa3BojHu npouec. OBO ce HasvBa 3aKiby4Hu
npobnem y Teopuju L-cuctema. Metoam koje yBoguMO A0S1€ CY UHTYUTUBHUjM Y NPUPOAN HETO
mMogenu koje cmo panuvje Hasenu. OHM KOpuCTe ABa HavvMHa onepauuje 3a L-cucteme ca
KOpH-@4YMHUM anroputmMomMm, KOju ce HasuBajy npenvcmnBare MBuLa 1 npenvcrBambe YBoposa. Y
Cnyvyajy npenucuBawa mBMUA, Npoaykuuje 3amemnyjy durype 3a uBuue MNOMuroHa, AoK Yy
npenucrMBaky 4YBOPOBA, NPOAYKUMje pade Ha TemeHuma nonuroHa. Mako cy KoHuenTu
NIyCTpOBaHMN Kopuctehu anctpakTHe KpuBe, OHU Ce MPUMEkLYjY Ha rpaHajyhe cTpyKType Koje ce
nojaerbyjy ko burbaka.

[MpenucuBane nBuLa

MpenucuBarwe nBMLa MoOXeMo a nocMatpamo kao ekcTeHsnjy Koch-oee koHcTpykumje. Oba, n
F, v F. cambonun npeacrasrbajy MBULE KpeupaHe ,Kops-avoM® Koja u3Bpluasa ,kpehu ce

Hanpen* komaHaom. Npoaykumnje cmewyjy F, n F, uBuue no naposuma nuHuja doopmmpajyhu

neea unM pgecHa ckpeTawa. MHore WHTepecaHTHe KpuBe Mory Outu pobujeHe
npeTnocTaerbajyhu ase Bpcte ueuua, ,iese” un ,aecHe”.

releE

]
5

ayn=4, 6 =60° 6) n=2, 0=90

K -F,

F,—> F,+ F,++F,~F,~~FF,~F,+ F—FF~F~F+F+F~F -FF+
F,—-F+FF,++F,+F,—~F-F, F +EFF,~F+F,+FF,+

F,~FF,~F,~F+F+FF, -
F, —+FF,~F ~F +F+FF, +F -
FF.~F~F,+FEF,~F,-

FF+F+F ~F ~F+F+EF,

Cnuka. ﬂpumepu L-cucmema ceHepucaHux rnperiucusarkem usuya

39



3 JlnHgeHmajepoBu cuctemu

—_l—l— Fr —III -
Fvl _Ill_ I, 1747-

|

CnviKa. PeKyp3usHa KOHCMPYKYUja Kpuee Ha K8AOPAaMHOj Mpexcu MemoOoMm npenucusarba usuyd.

[MpenncnBake 4YBOpPOBA

Waeja npenucuBara YBOPOBA je Aa 3aMEHVMMO HOBE MOMUIroHe YBOPOBMMA KpUBE MPETXOAHMKA.
Kako 6u oBo 6uno moryhe, kophwadmH anropytam je npowupeH ca cumbonumma Koju
npeacTasrbajy NpousBorbHe nogdurype. Kao WTo je npukasaHo Ha cnvum, cBaka noadwurypa
A n3 ckyna nogdurypa A je npefacrtaBrbeHa ca:

- [ABe KOHTaKT Tauke, Koje ce Ha3vBajy ynasHa Ta4ka P,, n nanasna tavka Q,,
n
- [Ba BeKTopa npasua, Koju ce Ha3nBajy ynasHu BEKTOp p, 1 U3NasHu BEKTOp

q,-

3a Bpeme uHTepnpeTauuje cTpuHra v, cumbon A€ A ykrbydyje ogrosapajyhe noadurype y
CNuUKy. Y TOM umrby, 4 je TpaHcrnupaHa u poTupaHa kako 6u ycknaguna ynasHy tauky P, un

npaeay p, ca TPEHYTHOM MO3MLMOM U OpujeHTaumnjoM Koprade. lNowTo je nocraerbeHo A4,

KOpH-auu je godereHa pesynTyjyha nanasmHa nosmumja Q, v npaeauy g, .

—

Pa
A Q4

P —
% da

Cnvka. Onuc nodgpueype A
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3 JlnHgeHmajepoBu cuctemu

L — +RF— LFL — FR+ R— —LF+ RFR+ FL—
w: L

Cnuka. PeKyp3usHa KOHCMpyKyuja Xunbepmose Kpuse cMerHUsaHem 480posad

an, npeTnoctaBMMO Aa CYy KOHTAaKT Tayke U npaBuu I'IOD,d)I/Ipra Ln n Rn Kao Ha cnunun.

mR

n+l

durype L aobujamo Ha ocHoBy cnegehux popmyna:

n+1

L. =+RF—LFL —FR +
R, =—LF+RFR +FL

MNpeTnoctaBumo aa cy kpuee L, u R, pnarte. JegaH HauyvH Aa mspadyHamo CTpuHr L, (unm R))

3a n>0 je pa reHepulIeEMO CYKLECVMBHE CTPUMHIOBE PEKYP3MBHO, NO peaocneny CMaher-a
BpeOHOCTV oA nHaekca n. Hnp, nspadyHasawe L, he usrnenaru:

L, =+RF—LFL —FR +
= +(=L,F + R,FR, + FL,)F —(+R,F — L FL, — FR,)
F(+R,F — L,FL,~ FR,)— F(~L,F + R FR, + FL,—)+

I'Ipema TOME, TreHepucawe CTpUHra Ln MOXeMO cCMaTpatn 3a MexXaHun3aM CTPUHr-

npenucuBaka, roe cy cumbonun ca neBe CTpaHe pekyp3nBHMX opMyna CMeneHW ca
ogrosapajyhmm cTpuHroBuma Ha gecHoj ctpaHu. CmeHa noctyna Ha napanenaH HauumH ca F
+ N — Koju cmemwyjy cammu cebe. MNowTo CBM MHAOEKCM Yy OUNO KOM CTPUHTY MUMajy WUCTY
BPEeOHOCT, OHM Mory 6uTtn nsbaveHn, nog npeTnocTaBkom ga je rmobanaH 6poj AepuBaLnjCKMX

kopaka cayyBaH. CXo4HO TOMe, CTPUHT L MoXeMmo AobuTv y AepvBaumju AyxuHe n kopuctehu

cnepehu L-cuctem:
w:L
p,:L—>+RF—-LFL—-FR+
p,:r > —LF+RFR+FL—
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3 JlnHgeHmajepoBu cuctemu

Kako 6ucmo komnnetupanu geduHnumjy Kpuee, HEONXOQHO je Aa cneumdukyjemo nogdurype
npeacTaBrbeHe ca cumbonuma L u R. Y chneuuvjanHOM cnydajy KpuBux oBe noadurype cy
penykoBaHe Ha Tadke. [lpema ToMe, MOXXeMo npeTnocTaBuTh ga cy cumbonn L n R obpucanHu
(3amer-eHN ca npasHUM CTPUMHIOBMMA Ha Kpajy aepuvBauuje). AnNTepHaTMBHO, OHM MOry 6utn
OCTaBJSbEHUN Y CTPUHIOBMMA M UTHOPUCAHWN Of KOpHaye 3a Bpeme CTPUHT uHTepnpeTauuje. OBaj
APYr1 NPUCTYN je KOH3UCTEHTaH ca NPEeTXO04HOM AeUHNLNjOM KOPHAYNHOr anroputma.

0 ]300

L L | L] LY L]
[
[
QQEQQ
%D :IJD
| |
| |
||

n=3,6=90" n=3,0=90

-L L

L—> LF+RFR+FL-F—~LFLFL—-FRFR+ L — LFRFL—-F —RFLRF + F + LRFRFL
R—>—-LFLF +RFRFR+F +RF - LFL—-FR R —> RFLFR+F + LFRFL - F — RFLFR

OpHoc usmehy npenvcuBara YBOPOBa M NpenvcnBama BuLa

Knace kpuBux koje mMory OuTtu reHepucaHe kopucTtehu TexHuke npenucumBara 4BOpOBa W
npenucmBaka MBULA HUCY OUCjYHKTHe. Hnp, pasmoTpumo L-cuctem koju reHepuiie ,dragon
curve® kopuctehu sameHy msuua:

w:F,

piiF, > F+F+

p,:F,>-F-F,
MNpeTnocTaBuMo NpMBpPEMEHO [a NpoAyKumja NPeTxXodHrKa MOXe [a CaapXu Bulle of jeaHor
cnosa; [pema ToMe uena nogped Moxe OGUTM CMeweHa HacrnegHWKOM jedHe npoayKuuje

(dbopmanusaumnja oBora ce HasmBa nceydo L-cuctem). eHepucanwm L-cuctem Moxe 6uTu
3anucaH Kao:
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3 JlnHgeHmajepoBu cuctemu

w:F
p  Fl > Fl+7rF +
p, :vF > —Fl—rF

roe ce cumbonu [/ n r He uHTepnpeTupajy. Mpoaykunja p, 3amemwyje [ ca cTpuHrom [ +rF —
[AOK NPBO CrnoBo F' ocTaje HeAupHyTO. Ha cnuyaH HauuH, npoaykuuja p, 3amemyje CroBo r ca

ctpuHrom —FI—r wn octaBba [F  HegupHyto. [Mpema TomMe, L-cuctem moxe 6uTn
TpaHCOPMUCAH Yy NPenMCcrBakbe-4BOPOBa Ha criegehn HaumH :

@: Fl
p il —=>1+rF+
p,ir—>—Fl-r

Y npakcu, nsbop namehy npenucmBaka uemua 1 npenucMBaka YBOPOBaA je CTBap MOro4gHOCTM.
HvjepaH npucTyn He gaje ayTomaTCKM M OMWTW METOA 3a KOHCTYypKuwujy L-cuctema koju najy
pate cTpyktype. Mehytum, pasnvka nsamely npenucuBawa MBMUUA M NpenuMcMBaka YBOPOBA
Ham omoryhaBa fa nakwe pasymemo 3amplueHocT L-cuctema onepauuje, 1 y OBOM CMUCITY
acvctvpa y Moaenvpamy 3agartaka.

Mopgenupame y Tpyn aumMeHsuje

UHTepnpeTaumja L-cuctema moxe GMTK NpolumMpeHa Ha Tpu gumeHsunje. KrbyuHu KOHUeNT je ga

NPEACTaBMUMO TPEHYTHY OpujeHTaLujy Koptbade y npocTopy ca Tpu Bektopa H, L, U, wro
yKka3dyje Ha KophaduH npaBay, npaBo, npasal Ha neso (left) w npaBauy Ha rope (up). OBu
BEKTOPU MMajy jeQMHUYHY OYKUHY M HOPManHu cy jefaH Ha Apyru 1 3a00BOSbaBajy jeaHayvymHy

U
e H

- MN&
L vA

Cnuka. KoHmposnucare Koprbaye y mpu dumeHsujeca —, +, &, \'n/

PoTauuje kophade ce oHOa MOry u3pasuTi ca jegHavymHama:
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3 JlnHgeHmajepoBu cuctemu

(A [ 0)-[A L O]r,

roe je R 3x3 potaumoHa matpuua. KoHkpeTHo, poTauuje no yrny « oko U, L u H cy
npeAcTaBrbeHe ca MaTpuuamMa

cosaa sina O cosa 0 -sina 1 0 0
R,(a)=|-sina cosa 0 R ()= O 1 0 R,(@¢)=|0 cosa -sina
0 0 1 sinag 0 cosa 0 sina cosa

MNMpukasaHa je kBagpaTHa KoyoBa KpvBa kpeunpaHa ca cnegehum L-cuctemom y Tpu gUMeHsumje.
Mpumep cam kpenpao y codpteepy L-studio:

n=2,6=90
o:&—XS-XS-XS-XS
P X > XS+XS-XS-XSXS+XS+XS-X

p,S>F "FNFNFMNF

Cnepnehu cumbonu KOHTPONULLY KOpHsa4nHYy OpujeHTaunjy y NpocTopy:

+ CkpeHu neBo 3a yrao o , kopuctehu potaumoHy matpuuy R, (5)

— CkpeHu aecHo 3a yrao o , kopuctehu potaumoHy matpuuy R, (=95)

& Harnn ce none 3a yrao o, kopuctehu potaumoHy matpuuy R, ()

A Harnu ce rope 3a yrao o, kopuctehu potauuoHy matpuuy R, (—9)

\ ,KoTpreaj* ce neso 3a yrao o, kopuctehu potaumony matpuuy R, (0)

/ ,KoTpreaj“ ce gecHo 3a yrao o, kopuctehu potaumoHy matpuuy R, (—9)

| OkpeHu ce, kopucTehn potaumoHy maTtpuuy R, (1807)
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3 JlnHgeHmajepoBu cuctemu

PauyBacTte cTpyKType

Ha ocHoBy npaBuna npukasaHux pocaf, TymMaye ce CroBa CTPUHra Kao HU3 JIMHUJCKUX
cermeHaTta. Y 3aBMCHOCTU Of AY>XMHE CEerMeHTa u yrroea uaMeny wux, pesyntyjyha nuHuja je
camonpeceuajyha nnn Huje, moxe GUTM BUE UNKM Mame 3aMplUeHa, MOXe Oa Uma Heke
CerMeHTe HaupTaHe HEKOMMWKO MyTa a Heke Aa YYMHWU HEBMAOSBMBUM, anu yBeK OCTaje camMo Kao
jegHa nuHuja. MehyTtum, mehy Gurbkama goMUHMPajy padBacTe CTPYKTYpe; na cy npema Tome
mMaTemaTuykm onuc obnvka nonyT ApBeTa M MeTode 3a HMXOBO reHepucarwe HeOonxopHe y
CBpXe Moaenvpatsa.

[pBO nma mBUUE KOje Cy O3HayeHe u ycmepeHe. Hu3 mBnua dopmupa crase og pasnuyumTor
4yBOpa, Koju ce HasmBa Gasa 40 Kpajbux 4YBopoBa. Y OGUOMOLLKOM KOHTEKCTY, OBE MBMULE Ce
ogHoce Ha cermeHTe rpaHe. CermeHT Kojer npatu 6ap jow jegaH cerMeHT y HeKoj cTtasu ce
HasuBea internode. Kpajiu uBop (6€3 HapegHMX nBmLa) ce HasmnBa BpX.

paHa (cTabno) Koju nounkse y KopeHy Lene burbke Mma peg Hyna. ['paHa Koja nodnke Kao
©04HM cermMeHT rpaHe-poauTerba n-Tor peda nma peg n+1. Peg rpaHe je jegHak peay Herosor
HajMaker peaa unu rnasHe rpaHe (crabna).

== Kpajtu YBOp
rpaHa gpyror pefa

rpaHa npeor pega

TadkKa rpaHama

CerMeHT

Fl+F|[— F|—FIFJF[+ F|+ F] [~ F][ - F]

OL-cuctemun ca 3arpagama

HOedunHuuymja OL-cuctema He cneundmkyje CTPYKTYpy nogaTtaka 3a npefcrasBibakbe gpseha.
[psehe moxe 6utn NnpeacraBrbeHO kopucTehn cTpuHrose ca 3arpagama. CnuyHa ognuka Moxe
6utn npumeheHa y KoO4yoBOj KOHCTPYKUMjK, KOja MOXe OWMTM MMNNeMeHTMpaHa unu
npenucMBawbeM MBULA W MNOMUIOHA WM HWUXOBO MpeAcTaBrbawe CTpuHra. EkcTeHsuja
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3 JlnHgeHmajepoBu cuctemu

KOpH-a4MHOr anropuTMa ca 3arpagama v onepauuja L-cuctema ca 3arpagama je onucaHa
fone.

[Ba HoBa cumbona cy yBedeHa ga Ou ce orpaHumyuna rpaHa. OHWM Ccy MHTepnpeTupaHu Ha
cnepgehn HauYKH:

[ CauyBaj TpeHYTHO CTare Kopwaye, yKiby4yjyhu nosmumjy, npasay, u 60jy.

] lMoBpaTtn cTawe KopHaye Ta4yHO TaMo rae je buna kaga je npeTxogHa komaHaa [
npouecyunpana. bpoj komaHau [ n ] Tpeba ga 6yage jeaHak.

Hepusauuje y OL-cuctemmnma ca 3arpagama noctynajy kao n OL-cuctemn 6e3 3arpaga. 3arpage
cmemwyjy came cebe. lNpukasaH je npumep L-cuctema ca sarpagama. CeBe npumepe y OBOM
aeny cam kpeupao y L-systems Turtle Graphics Renderer-y.

#”#W#”#ﬂ%ﬂﬁﬁ‘ﬁﬁﬁ'#”#w#”#
o d boaHpd d b bdHpd b b d
HoE AL B W dthF  EERdh EHO
A o HHh Hgh o
ndhchchdithchdhdhd %:ﬁ:: #::::h%
S N T
fal fal _:E 1|_ n fal
adihd & bdHbd bd bd bdHbd e b b d
a0t O B,y ] 0 i
A S P HE
%‘h‘ fhchdihd & bbb chdy, 4‘%
n ol o P o FE oA o b HH o FEEH o n
AH{R ik
pRer =¥y
CEHH o H
ﬁ.ﬁgﬁ‘ " B S g B B 'ﬂ.ﬁ%
) hpdHpd bdHppgr g
A LR A A
::#Dc?:c:ﬁ::c ﬁ%wnc# :#::ﬂg_ﬁ-r:c#::
HoE O ECE  Hgth  ECER Ak EHCOHE
HH{ - HgF o o HHh
%:pc:u::ﬁ: b g %cﬁ:: #:u:::b%
hdih g & ::#:cﬁ% %‘h\: HHb d & b b g
S ol (ST oo, L, FEELC PR o e, PR P
n=4,6=90°
F-F-F-F

Fo>F[F]l-F+F[--F|+F-F
Mpymepn L[BOOMMEH3NOHANHUX payBacTUX CTPyKTypa reHepucaHmx ca OL-cuctemuma ca
3arpagama ce npukasaHu Ha cnvum 1.
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3 JlnHgeHmajepoBu cuctemu

n=5,0=257T n=7,06=257T n=4, 0=225

F X F

F - F[+F]F[-F|F X > F[+X]|[-X]FX F>FF—-[-F+F+F|+[+F-F-F]
F—>FF

MpukasaHa cy jow YeTnpu Npumepa KpempaHa Ha CrivdaH HauuH:

Cnegehn npumep je npymep TPOAUMEH3MOHANHE CTPYKTYpe HanuK XOyHy reHepucaH ca L-
cucteMom ca 3arpagama. lNpumepe cam kpeupao y codpTteepy L-studio. MNpoaykumnja p, kpevpa
Tp¥ HOBE rpaHe o Bpxa cTape rpaHe. [paHa ce cacTtoju og mBuue F Koja popmmpa noveTHu
YHyTpalwwm 4YBop, nucta L un Bpxa A (Koju he 3atmm kpeupatu Tpu HoBe rpaHe). MNMpoaykumje
p, U p, cneundukyjy pact Internode-a. Y cnegehem geprsaLmjckoM Kopaky yHyTpallibn YBop
nocTaje AyXu n ctuye Hose nuctose. lpoaykumnja p, cneundukyje NUCT Kao NonyHeH NOnnroH
ca 6 vBuua. Hberosa rpaHvua je cdopmupaHa of meuua f orpaheHux y 3arpagama { , v }.

Cumbonu ! n ‘ ce kopucTte ga ymamyjy Avjametap cermeHaTa v yBehaajy TpeHyTaH UHOEKC
60ja (Merajy 60jy) , peECNEKTUBHO.

n=7,0=225 n=>5,0=1¥%

w:A w:P

DA [&FLVAVIN&FLYAVINIIN&FLIA)  p: P> 1 +[P+O]-—//[-—E]I[++E]
p, F—>S/IITF —[PO]++PO

ps:S—>FL p, 1 = FS[/I&&EN//I""E1FS
Pl MofH [+ f=|=f+f+f}] PSS
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3 JlnHgeHmajepoBu cuctemu

P E>[ =0 = f+1+f - =S}

Ps O —=>[&&&p' I willlwilll willl willl w)
ps:p—>FF
priw["FI{&&&&—f+ f-f+]}]

Cnuka. MMpemxodHu npumep ca ucrnpozpamupaHum bojama u oceemsverbem. CAUKA je npey3zema u3
krbu2e “The Algorithmic beauty of plants”

Ctoxactunykm L-cncrtemu

Ce Burbke reHepucaHe UCTUM AETEPMUHUCTMYKUM L-cnuctemmma cy maeHTudHe. MNokywaj aa
X KOMBUHYjeMO y UCTY CrnKy OM NpoM3BeO ynaasbMBy BeLUTauky npasunHocTt. Kako Gucmo
cnpeumnn oBaj edyekaT, HEOMXOAHO je fa yBegemo Bapujauumje koje he cadyeBaTu onwTe
acnekTe burbke anu he joj mogudmkosaTu geTare.

Bapujauunja moxe 6uTM nocturHyta yBoheweM Cny4ajHOCTM Yy KOpHeauuH anroputam, y L-
cucteMm, unu y oba. Ysoherwem Criy4ajHoCTM camo Yy UHTepnpeTaumjy uma orpaHnymHe edgekar.
ok cy reomeTpujcku acnektn Gurbke — Kao LITO Cy AYXMHE cTabrbuka M yrroBW rpaHa —
MOAMMUKOBaHW, Torosiornja ocrtaje ucta. Y CyrnpoTHOM , MPUMeEHa CToXacTuke npoaykuuja
MOXe umaTun edoekaTt 1 Ha TONOMOrnjy N Ha reomeTpujy buroke.

DedwmHunumja: Cmoxacmuuku OL-cucmem je ypeheHa yemeopka G, :<V, w, P, 7z>. Angabem
V', akcuom @ u ckyn npodykuyuja P cy OeguHucaHu kao u y OL-cucmemy. @yHKyuja

7Z'2P—)(0,1], ce Hasuea pacrnodena eeposamHohe u manupa CcKyn npodyykuja y CKymn

pacrnodena eeposamHoha. [lpemnocmaseba ce 0Oa je 3a ceako cr080 aclV , cyma
seposamHoha ceux npodyKkuuja ca NPemxoOHUKOM a jedHaka jeQUHULU.

3Bahemo gepvBaunjy 1 = v cToxacTuyka aepusauujay G, aKko je 3a CBaku cryyaj crnosa a y

peun 4 BepoBaTHoha npuMmewuBawa npoaykuuje p ca NpPeTXoOHWKOM a jefHaka 7z(p).
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3 JlnHgeHmajepoBu cuctemu

MNpema TOMe, pasnuunTe NPOAyKUMje ca MCTUM MNPETXOOHUKOM MOry OuTU npumerseHe Ha
pasnuuuTe criydajeBe UCTOr CroBa y AepuBaLnjCKOM KOpakKy.

Mpumep cTtoxacTtudkor L-cucrema:

w:F
0.33

p, F>F[+F|F[-F]F
0.33
p, F—>F[+F]F

0.34

py, F>F[-FF
Mpoaykumnjcke BepoBaTHohe cy nopehaHe w3Hag AepuBaumjckor cumbona —. Cgaka

. 1
npoaykumja moxe 6utn nsabpaHa ca anpokcMMaTMBHO UCTOM BepoBaTHOhOM of 3 Mpumepn

rpaHajyhe cTpykType reHepucaHe OoBUM L-cuctemMom ca aepvBaumjama ay>KUHe S5 cy npukasaHu
Ha cnegehoj cnuuw.

Cnuka. Cmoxacmuuke epaHajyhe cmpykmype. Ceux 5 C/IUKa je eeHepucaHo
ucmum L-cucmemom

CywTnHa oBe moaudukaumje je fa ce 3aMeHW opuriHanHa npogykumja p, ca cnegehe tpu
npoaykuuje:

0.33
p; ' segment — segment[//& &list][//" Mist | Fsegment
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3 JlnHgeHmajepoBu cuctemu

0.33
p;": segment — segmentFsegment

0.33
p; " segment — segment

lMpema ToMe, y CBaKOM KOpaky AepvBaLmje, CErMeHT cTabrbuke segment MOXe Unu ga pacte u
npou3BoaM HoBe nucTose (mMpodykuuja p,'), Aa pacrte 6e3 nNpovsBofH-€ HOBUX NMUCTOBa
(npoaoykuuja p,"), unn aa He pacTe yonuwTte (npoaykuunja p,"). Pesyntupajyhe noroe nsrnena

Aa ce cacToju Of pasHOBPCHMX y3opaka ucte BpcTe Ourbaka. Ako 6u ce mctm L-cuctem
ynoTpebuno onet gobunu 6ucmo Bapujaumjy oBe Crvke.

Bnarom wmogudumkaumjom npeTxogHor npumepa pobujamo crnegehu L-cuctema koju ce
NONPUINYHO pasnuKyje o NPeTXOAHOr:

w:F
0.50

p, F > F[+F][-F]F
0.30

p, F—>F[-F]F

0.20
py, F>F[+F]F

Cnuka. 5 cnuka 2eHepucaHux ucmum L-cucmemom

KOHTEKCT-CeH3nTUBHU L-cuctemm

Mpoaykuuje y OL-cnctemy cy 6e3 KOHTEKCTa, OAHOCHO Npumersuee 6e3 003Mpa Ha KOHTEKCT Y
Kojem ce NpeTxoAHWK nojaerbyje. MehyTum npumeHa npoaykuuje Moxe Takohe n fa 3aBucu of
npeTxoaHNKOBOTr KOHTekcTa. OBaj edekaT je KOpUcTaH y cumynupary ogHoca uamehy genoea
Burbaka, 36or npMMepa NpoToKa XpawUuBMX CacTojaka U XOpMoHa. Pasnnynte BpCTe KOHKTEKCT-
CEH3UBUTHUX EKCTeH3nja oA L-cuctema je 6Guno npegnoxeHo u M3yyvaBaHo y npownoctu. 2L-
cucTtemy KopucTte npoaykuuje y dopmu a, <a>a, — y A€ CNoBO a (HasuBa Ce CTPUKTHU
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3 JlnHgeHmajepoBu cuctemu

NPeTX0AHUK) MOXe Ja npou3Bee pey y ako M caMo ako My je MPEeTXOOHUK a, U crneav my a, .
MNpema ToMe, crnoBa a, U a, PopmMupajy NeBu M AECHU KOHTEKCT oA a Y OBOj MPOAYKUMjM .

Mpoaykuuje y 1L-cnctemmma mMmajy camo jegHocTpaHe KoHTekcTe; CxogHO TOME, OHe Cy Unu 'y
dopmn a,<a—>y wam a>a, — y. OL-cuctemn, 1L-cuctemn un 2L-cuctemu npunagajy

LuMpokoj knacu IL-cuctema, koju ce jow Hasmeajy u (k,l/)-cuctemn. Y (k,l)-cuctemy, nesu

KOHTEKCT je peyd AyuHe k, a AeCHM KOHTEKCT je peyd ayxuHe /.

[a 6ucmo ogpxanu cneundukaumje L-cuctema manum, yobudajeH nojam IL-cnctema je osae
mMoaudmkoBaH [03BOSbaBajyhn npoaykumMjama ca pasnMyunuTuM  Oy>XMHama KOHTeKcTa Aa
Koerauctupajy yHyTap jegHor (uctor) cuctema. LUTaBuwe, npetnoctaBrba Ce Aa KOHTEKCT-
CEH3NTMBHE npoayKumje umajy npegHoCcT Hag npoaykumjama 6e3 KOoHTeKcTa ca WUCTUM
CTPUKTHMM NpeTxogHnkoM. CxogHO TOMe, ako Ce Ha AaTo CrOBO MpuUMEkyYjy U npoaykuuvje 6e3
KOHTEKCTa N KOHTEKCT-CEH3UTMBHE npoaykumje, Tpebano 6u nsabpatm KOHTEKCT-CEH3UTUBHY.

Ako ce HujegHa npoaykumja He NpuMekbyje, OBO CIOBO Ce 3aMekbyje camyvM COBOM Kao LTo je
NpPeTXo4HO npeTnocTaBibeHo 3a OL-cucteme

KomnneTaH

a) 6) O
AECHM
KOHTEKCT
M
P [OecHn E
G KOHTEKCT
IS CTPUKTHM
MPETXOARUK KomnneTaH nesun
B Jlesu KOHTEKCT
KOHTEKCT
ABC[DE|[FG[HI[JK]L]MNO] P
CAuKa. [lpemxodHUK 00 KOHMeKCM CeH3UMueHe Cnuka. CmpuHe ca 3aepadama u
npodykuyuje dpsema a) odzosapa usuyu S y o0zoeapajyha cmpykmypa epaHatsa.
opeemy T 6) KomnaemHu KoHmexkcmu 3a cnoeo S cy

O3Ha4YeHU

Cnegehn npoctn 1L-cuCTEM KOPUCTU KOHTEKCT ha CUMynupa CuUrHanm pasmMHOXaBaha Kpo3
CTPUWHr og cumbona:

o :baaaaaaaa
p:b<a—b

p,:b—>a

51



3 JluHoeHmajepoBu cuctemm

I'IpBle nap peyn reHepmcaHmx ca oBum L-cuctemom Cy oatu gone:

baaaaaaaa
abaaaaaaa
aabaaaaaa
aaabaaaaa

Cnoso b ce nomMepa oA nese A0 geCHe CTpaHe CTPUHra.

KoHTeKCT-CeH3UTUBHa ekcTeH3nja L-cuctema gpBeTta 3axTeBa KOMLUMjCKE MBULE Of 3aMereHe
meuue Aa Oydy TecTupaHe 3a ofroBapake KOHTEKCTY. [MpeTXOAHMK KOHTEKCT-CEH3UTUBHE
npoaykuuje p ce cacToju o4 3 KOMMOHeHTe: cTa3e / Koja dpopMumpa neBu KOHTEKCT, nsuue S
Koja ce HasMBa CTPUKTHU NPETXOLHUK, APBO » Koje npeacraBSfba OECHU KOHTEKCT. AcumeTpuja
n3mehy nesor M OecHOr KOHTeKcTa pedriekTyje YMhseHuUy Aa NocToju caMo jedHa cTasa oA
KOopeHa apBeTa [0 fJaTe uMBuLe, JOK MOXe NOCTojaTh BuLle cTasa of OBe MBMULE 00 pasnnimuTmx
Kpajwux YBoposa. Mpoaykuuja p oarosapa gaTom cnydyajy meuue S y apsety T ako je / crasa
y T koja ce 3aBpwaBa y noveTHoMm 4yBopy S . lNMpogykuuja oHOoa MoOxe OUTM NpuMeH-eHa
CMewMBareM S ca OCOBMHCKUM OAPBETOM CrieundunkoBaHMM Kao NPOAYKLUMWCKN HAaCNegHUK.

YBohewe KoHTekcTa y L-cucteme ca 3arpagama je MHOro Texe Heko kog L-cuctema ©Ges
3arpaga, jep npencrtaerbame ApBeha ca CTPUMHIOBMMa ca 3arpajgama He 4yBa CermMeHToB
LKomwmnnyk®. CxogHo Tome, ogroBapajyha KOHTEKCT npouegypa moxga Tpeba ga npeckouu
npeko cumbona Koju NpeacTaBsbajy rpaHe unu genose rpaHa. Hop, npeTxogHa cnuka ykaayje
Aa npoaykuuja ca npetxogHukom BC < S > G[H]M wmoxe 6utu npumereHa Ha cumbon S y

ctpuHry ABC[DE][SG[HI[JK]LIMNO], koju ykrbydyje npeckakawe npeko cumbona [DE] y
npeTpaxxmBamy 3a IeBU KOHTEKCT, U [[JK |L y npeTpaxuBany 3a JECHU KOHTEKCT.

Y dopmanusmy L-cuctema ca 3arpagama, neBum KOHTEKCT MOXe Ja ce KOpPUCTU 3a cumynauujy
KOHTPOMHUX CUrHamna Koju ce wupe oA kopeHa wnu 6asnyHor nuwha o Bpxa mogenvpara
Ourbke, AOK OAECHU KOHTEKCT Npe[cTaBfba CUrHane Koju ce Luvpe of Bpxa A0 KopeHa. Hnp.
cnepehu 1L-cuctem cumynupa wvMpewe curHana of KopeHa [o Bpxa Yy rpaHajyhoj crpyktypwm
Koja He pacTe:

#ignore : +—
©: F[+F,)F,[-F,)F,[+F, F,
piE, <F, > F,

Cumbon F, npefcraerba CerMeHT Koju je Beh [oCerHyT curHanom, oK F, npenctasrba
CerMeHT KOju jol YyBEeK Huje JOocerHyT. #ignore Ha3Hadyje ga 6u Tpebano reomeTpujcke

cumbone + ©M — cmaTpaTu HenocTojehMm 3a Bpeme ykanawa KoHTekcTa. Crnivke Koje
npeacTaBrbajy y3aCcTOMHE HMBOE LMpewa curHana (ogrosapajyhu ysacTonHum pedvma
reHepucaHum ca L-cuctemom koju pasmatpamo) cy npukasaHe Ha crnegehoj cnuum:
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FN
FN
F,

F,

iz

Fy

F, F,

F(L F Fb Fb

Cnuka. Luperbe cueHana y 2paHajyhoj cmpykmypu

Onepaumja KOHTEKCT-CEH3UTUBHUX L-cnctema ce garbe obpahyje kopuctehn npumepe
nobujeHe og Hogeweg-a n Hesper-a. MNMpumepe cam kpeupao y copteepy L-studio.

n=30, 6=22.5°
#ignore:+—F
F1F1F1
0<0>0—-0
0<0>1>1[+F1F
0<1>0—>1
0<1>1->1
1<0>0—0
1<0>1—>1F1
1<1>0—->0

1<1>1—=0
* 4 >H D> —

n=30, 6=22.5° n=24, 6=25.75
#ignore:.+—F #ignore:+—F
F1F1F1 FOF1F1
0<0>0—>1 0<0>0—>1
0<0>1—>1[-F1F1] 0<0>1—0
0<1>0—1 0<1>0—>0
0<1>1->1 0<1>1—>1F1
1<0>0—0 1<0>0—>1
1<0>1->1F1 1<0>1—>1[+F1F1]
I<1>0—1 1<1>0->1
I<1>1-0 1<1>1-0
*FE>Fk— — X< 4>k > —

£ — >k >+

*<— >k >+

n=26, 6=22.5°
#ignore:.+—F
F1F1F1
0<0>0—-0
0<0>1—>1[-FI1F1]
0<1>0—>1
0<1>1->1
1<0>0—0
1<0>1—>1F1
1<1>0—>1

1<1>1—=0
* 4 >H D> —
L — >k >+

53
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[MTapameTapckn L-cuctemm

Mako L-cuctemm ca KoOpwauMHUM anroputMom omoryhaBajy reHepucarwe pasnuyunTux
MHTepecaHTHUX objekaTa, OA4 ancTpakTHUX dpakTana A0 CTPYKTYpe Koje ce rpaHajy nonyT
Ourbaka, bnxoBa Moh Mogenupata je BeoMma orpaHmyeHa.

JInHgeHmajep je npeanoxuo ga ce HyMepudku napameTpu npuapyxe cumbonuma L-cuctema.
Tako CYy OCMULIBLEHM rMapamMeTapcku L-cuctemm koju cy opMmynucaHnm of CcTpaHe
Prusinkiewicz-a n Hanan-a.

MapameTapckm L-cucteMn OYHKUMOHULLY Hag napamMeTapCkuM peyuma, KOju Cy CTPUHIOBMU
Modyna KojMu ce cacToje oA croBa ca npuapyxeHuMm napameTtpuma. Cnosa npunagajy
andgabety V', n napameTpu npunagajy ckyny peanHux 6pojeBa R . Mogyn ca cnoBom A€V u

napameTtpuma a,,da,,...,a, € R osHa4yasamo ca A(q,,a,,...,a,). CBaku mModyn npunaga ckyny

M =V xR, rge je R ckyn cBUX KOHa4HUX HN30Ba NapameTtapa. CKyn CBMX CTPUHIOBa MoAyna
W CKyN CBMX HEMpasHWX CTPUHroBa o3Havaeamo ca M = (VxR nu M* =V xR")".

AKTyenHu napameTpu Koju ce MojaBrbyjy Y peuMma ofrosapajy popmanHum napameTpuma
kopuwheHnm y cneundukaumju npoaykunja L-cuctema. AKo je 2. cKyn dopmarnHux
napametapa, oHaa C(2)o3HayaBa norvykM M3pa3 ca napameTpuma u3 2., U E(X) je

apuTMeTMuYKM M3pa3 ca napameTpuma u3 muctor ckyna. Obe BpcTe M3pasa ce cactoje of
chopmanHMx napametapa U HyYMEepUYKMX KOHCTaHTW, KOMOWHOBaHMX KopucTehu apuTMeTuuke
onepartope +, —, *, /; onepaTopa cTeneHoBawa ", penauvja >, <, =; JIOTMYKMX onepaTopa
!, &, | (Herauuja, u, unwn); v 3arpaga (, ). CTaHaapaHa npaBuia 3a KOHCTPYKLMjY CUHTaKTUYKK
npaBUHKX U3pasa 1 3a NpaBuna NpeaHoCTU ornepaTopa cy pasmoTpeHa.

Kog penaumoHux 1 norMukmMx uspasa Hyna je HeTauyHo, a jeaAvHuua TayHo. 3a norudky usjaBy

cneunurKoBaHy Kao npasaH CTPUHI cMatpaMo Aa uma BpegHocT jedaH. CKynoBu CBUMX
KOPEKTHO KOHCTPYMCAHUX TOTMYKMX W apuTMETUYKMX K3pasa ca napameTpuma U3 2, ce

o3HaBajy ca C(X) n E().

DeduvHuunja: [lMapamemapcku OL-cucmem ce OeuHuwe Kao ypeheHa 4emeopka
G=(V,X,0,P), 2deje

e V' angabem cucmema,
e X cKyn chopmasiHux napamemapa

e we(VxR")" HenpasHa napamemapcka pey Koja ce Ha3usa akcuom

o Pc(VxY)xCX)x(VxE(X)) je koHadaH ckyn npodyKuyuja.
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3 JluHoeHmajepoBu cuctemm

Cumbonu : 1 — ce KopucTe Aa OABOje TPU KOMMOHEHTE Yy NpoAayKUMju: NPEeTXOAHWK, YCINOB U
HacnegHuk. Hnp, npogykumja ca npeTxogHukoM A(f), ycrnoBoM ¢>5 W HacneaHUKOM

B(t+1)CD(t"0.5,t—2) ce nuwe Kao:
A(t):t>5—> B(t+1)CD(t"0.5,t-2) (1)

HedwmHunumja. lMpodykyuja p, od2o8apa MOOyry y napaMemapcKkoj pedu ako cy cnedehu

ycri08u 3a0080S/bEHU!

e Crioso y Modyny u crogo y npodyKyuju npemxodHuKa je ucmo,

o bpoj akmyenHux napamemapa y Modyny je jeOHak 6pojy ¢hopmanHux
napamemapa y rnpoldyKuuju rnpemxodHukKa, u

e Ycrios uspadyyHaga mayHO ako cy epedHOCMU akmyeslHo2 rnapamempa
3aMeH-eHe hopmarniHuM napamempuma y rnpodykuuju.

OproBapajyha npogykumja Moxe 6uTtM npumMeneHa Ha mopyn, Kpevpajyhu cTpuHr mogyna
cneumdurKoBaHMX ca MNPOAYKUMjOM HacnegHuka. BpegHOCTM akTyenHux napameTtapa cy
CMereHe (hopManHUM napameTpyma npema wuxoBoj nosuumjn. Hnp, npogykuuja (1) ogrosapa
moayny A(9), nowTo je cnoBo A4 y MOAyNy UCTO Kao M Yy npoayKuuju NpeTxXofaHuKa, nocTojm

jedaH aktyenHwu napametap y moayny A(9) v jejaH dopmanaH napameTtap y MpeTxXofHUKY
A(t), n normykm uspasd ¢>5 je TavaH 3a ¢=9. Pesyntar npumeHe oOBe npoaykuuje je
napameTtapcka pev B(10)CD(3,7) .

Ako mMoayn a npou3BOAM MapameTapcKy ped y Kao pesyntar npumeHe npoaykuuje y L-

cuctemy G, nuwemo ab> y . 3a gaty napameTtapcky ped iU =aa,..d, , KaKeMo fa je ped

U= XX, BNPEKTHO nU3BeaeHa of peun u (reHepucaHa of ) VU MULIEMO [ => D akKKo je
a = y, 3a ceako i=1,2,..,m. MNapametapcka pe4 v je reHepucaHa ca G y AepuBaumju

AYXUHE 1 aKO MOCTOJWN HU3 PEYN L4, Ly, ..., 1

n

Tako faje iy =@, [, =0,, = [, = .= U, .

Mpumep napameTapckor L-cuctema:

@:B(2)A(4,4)

p i Ax,y) y<=3—>A(x*2,x+y)

P, A(x,y):y>3—> B(x)A(x/ y,0) (2)
p;iB(x):x<1>C

P, B(x):x>=1->B(x-1)

Kao u y cnyyajy HenapameTtapckmx L-cuctema, npetnocTaBrba ce Aa MOAyN 3amMetyje cam

cebe ako Huje npoHaheHa HujegHa opgroBapajyha npogykumja y ckyny P . Peun pobujeHe y
NpBUX HEKONWKO OepUBaLMjCKNX KOpaka cy aaTe Ha cnegehoj cnvum:
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3 JlnHgeHmajepoBu cuctemu

po:  B(2) A(4,4)

wi: B(1) B(4) A(1,0)

pe: B(0) B(3) A(2,1)

us: C B(2) A4,3)

pat C B(1) A8,7)

Cnvka. MMoyemHu HU3 CMPUH208d 2eHePUCAH ca NapamemapcKum L-cucmemom
crneyuguKo8aHUM y jedHaquHu (2)

Mpoaykumnje y napametapckmm OL-cuctemmma cy 6e3 KOHTEKCTa OOHOCHO MpumewnBe 6e3
063upa Ha KOHTEKCT y KOjeM Ce NPEeTXOAHWK nojaBrbyje. KOHTEKCT-CEH3UTUBHE EKCTEH3unje Cy
HeonxogHe 3a Mofenupake pasmeHe uHdopmaumja wusmehy cycegHux wmogyna. Y
napameTapckoM Cry4ajy, CBakuM KOMMOHEHT NpOoAYKUMJCKOr MpeTXogHuKa (NeBU KOHTEKCT,
CTPUKTHM NPETXOAHMK U OECHN KOHTEKCT) je napaMeTapcka ped ca crioBuma u3 andgabeta V' v
dopmanHum napameTtpuma 13 ckyna 2. . buno koju dopmanHu napameTpu Mory Aa ce nojase Yy
yCrnoBy 1 NPOAYKUMOHOM HacCreaHuKY.

lMpymep KOHTEKCT-CEH3UTUBHE NpoayKuuje je aaTt gone:
AxX)<B(»)>C(z):x+y+z>10> E((x+y)/2)F(y+2)/2)
OH MOxe 6uTn NnpumeneH Ha moayn B(5) Koju ce nojaerbyje y napaMeTapcKoj peyn
AM@A)B(S)C(6)... (3)

MowTo je HM3 cnoBa A, B, C y npoaykumju n y napameTtapckoj upeum (3) uctu, 6pojesn oa
dopmanHux napameTapa U akTyenHux napameTtapa ce nogygapajy, u ycnos 4+5+6>10 je
TayaH. Kao pesynTaT npoaykuujcke npumeHe, mogyn B(5) he 6utn 3amereH ca napom moayna

E(4.5)F(5.5). NpupogHo, mogynu A(4) n C(6) he 6utn samerweHun ca gpyrum npogykumjama y
NCTOM OEepuBaLIMjCKOM KOpaKky.
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3 JluHoeHmajepoBu cuctemm

NHTepnpeTaunja napameTapCkmx peyu

AKO cy jegaH wunu BuIEe napamMeTapa YAPYXEeHM ca cumbonvma Koje MHTepnpeTupamo,
BpeaHOCT MpBOr napameTpa KOHTPOnuvLle KOpHadnHO cTawe. AKO HujedaH napameTtap He
npatm cumbon, yobuyajeHa BpedHOCT cneuudnkoBaHa BaH L-cuctema ce Kopuctn y
HenapameTapckom cny4ajy. OcHOBHM ckyn cumbona norohjeHux yBOoAOM napameTtapa je gaT

aone

F(a)

f(a)

+(a)

&(a)

/(a)

Kpehu ce Hanpepq kopakom ayxuHe a > 0. MNo3numja kopwaye ce nomepa
Ha (x'y',z") roeje x':x+aﬁx, y'=y+a1:[y n z':z—i-a]:IZ. INMnHwnjckm

CEerMeHT je HaupTtaH namehy (x,y,z) u (x,y"z").

Kpehu ce Hanpeg 3a kopak gyxuHe a 6e3 uptama nuHuje.

Potupaj ce oko U 3a yrao og a cteneHu. AKO je a NO3UTMBHO, OHAA ce

KopH-aya okpehe Ha NeBo, a ako je a HeraTMBHO, OHOa ce oKpehe Ha
AECHO.

PoTtupaj ce oko L 3a yrao o a cteneHu. AKo je a NO3UTMBHO, KopHada
Ce Harnkwe Ha Jone, a ako je a HeraTMBHO, KOpH-ava Ce Harnke Ha rope.

PoTtupaj ce oko H 3a yrao o a cteneHu. AKO je a NO3UTUBHO, KOpHada
Ce Barba Ha JecHo, a aKo je a HeraTMBHO, KOpH-a4ya ce Barba Ha NneBo.

MpumeTn ga ce cumbornm +, &, » 1 / KopucTte u kao croea y andgabety V' un kao onepaTopu
Y NOMNYKMM N apUTMETUYKUM n3pasnma. Hb1uxoBO 3HaYeHe 3aBUCK O KOHTEKCTA.

Mogenupamne gpseha

Kopuctuhemo cnegehe npetnocraBske:

[yxuHe pgBe cermeHT-hepke o0f cermeHT-mMajke ce ckpahyjy ca
KOHCTaHTHUM pasmepama, 7 U 7, ,

CermeHT-hepke dopmupajy KOHCTaHTHe YrroBe rpaHawa a, U a,,

OcHoBa rpaHe je chukcupaHa npema cmepy rpasuTaumje Tako Aa je WTo
BULLE XOpU3oHTanHa. MiayseTak cy rpaHe Koje pacTty u3 rmaBHor ctabna. Y
OBOM Cryyajy, KOHCTAHTHW [OMBEPreHTHW yrao « u3mely y3acTOmnHUX
6o4YHUX cermeHaTa je ogpxaH (He Meka ce).

HapegHe npumepe cam reHepucao y codpteepy L-studio.
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3 JlnHgeHmajepoBu cuctemu

n=10

#define 1, 0.9 [*KOHTPaKUMOHWN ogHOC n3meny crtabana*/ \
#define r, 0.6 [*KOHTPAKLMOHN OOHOC 3a rpaHe™/

#define a, 45 [*yrao rpaHara og ctabna*/ \X
#define a, 45 [*yrao rpaHara og 604HNX BpxoBa*/ / =

#define d 137.5 [*yrao gueepreHumje*/

#define @, 0.707  [*cTOna cMamera LWnpuHe*/

w: A(1,10)

p AL o) * > (o) F(D[&(a,)B(l*r,0*w )] /(d)A(l*r,0*w,)
D, :B(l,o):* 5> (0)F()[—(a,)$C(*r,,0*0.)|IC(*n,0*w,)

P, Cl,o):* > (o)F(D[+(a,)$B(l*ry,0*w.)|B(l*r,0* w,)

HapaBHO, OCMULLIBEHN CY M Apyravnjun HauyMHM 3a Kpeupake gpeeha:

n==6

w:((DHF(1)AD)

D l(x) > (x+1)

P, A(s) = [/(137) & (25)!(1) F(0.855) A(0.85s)]
/(43) & (25)\(1)F(0.755) A(0.75)

MNpema npoaykumjn p,, BpX rnaeHe oce A NpousBoaW yHyTpallun 4Bop F 1 604HKM BpX B Y
CBakoM fepuvBaunjckom Kopaky. KoHcTaHTe 7 M 7, crneunduKyjy KOHTpaKLMOHe oaHoce 3a
paBHe 1 Bo4He cermeHTe, g, U a, Cy YrnoBu rpaHamwa n d je yrao ausepreHuuje. Mogyn !(w)
nocTassba LUMPUHY NUHKWjE 3a @, Na npema Tome Npoaykuuja p, cmamyje WnpuHy hepku-

cermeHata ca ¢aktopom @, =0.707. OBa KoOHCTaHTa 3agoBorbaBa noctynaT JleoHapda Aa

BuHuwnja, no kome: ,CBe rpaHe gpBeTa Ha CBakOM HMBOY H-eroBe BUCUHE kaga ce cabepy cy
jenHake OebrbnHM cTaena ucnof wux". Y cny4vajy kaga Majka-rpaHa anjameTtpa @, Aaje pact 3a

ABe hepke-rpaHe jegHakux gvjameTtapa w,, 0Baj noctynak paha jeaHaunHy a)l2 = 2(022, Koja naje

BPEAHOCT 3a @, jeaHaky o,/ =1/4/2%0.707.

MNpoaykuunje p, n p, onucyjy noaHM3 passoja 6o4YHMX rpaHa. Y cBakom AepuBaLnjcKOM KOpaky,
paBaH Bpx (unn B wunu C) nsgaje 6ounn Bpx cnegeher pega Ha yrny a, wnu —a,. [ge
npoaykumje ce ynotpebroaBajy 3a kpemparwe 604HMX BpXOBa HaM3MEHWYHO Ha NeBO M OEeCHO.

Cumbon $ ,yBuja“ kopH-ady OKO CBOje OCe Tako Aa BekTop L Koju nokasyje Ha neBo o
KOptaye je [oBedeH OO XopusoHTanHe nosvumje. CTora, OCHOBa rpaHe je Hajonumxka
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3 JlnHgeHmajepoBu cuctemu

XOPUW30HTaNHoOj paBHu. Ca TexHu4ke Tayke rneguwta, $ MoanduKyje KoptadnHy opujeHTauujy
y NpocTopy npema opmynu:

<
]

X

Z: MU:ﬁXZ,

<
]

— —

roe cy sektopu H, L w U BekTopu noBesaHn ca kopwadom, V' je npasay cynpoTaH

X

rpaBuTaumjm, u ‘;1‘ 03HayaBa [yXuHy BekTopa A. CTpyKType HamuK ApBeTy npuvkasaHe Ha

HapegHOj Cnuuu cy reHepucaHe kopuctehn BpedHOCTM KOHCTaHTWU Koje cy gaTte y cnepehoj
Tabenu

durypa i 7 a a,
a 0.9 0.9 45 45
b 0.9 0.8 45 45
c 0.9 0.7 30 -30

Cnuka. Jamu cy npukasu ¢uzypa a), b) u c) eeHepucaHux us npemxodHe mabene y cogpmeepy L-studio

e W 2= 7. AT
Cnuka. Crauke u3 npemxo0Hoe rnpumepa Kpeu

— o

paHe y bo¢7msepy POV-Ray
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3 JlnHgeHmajepoBu cuctemu

HajsakHunje Kog kpeupara NpUpoaHNX, peanucTUYHUX, CAnKa je Cry4ajHoCT, na Tako u gpsehe
MOXeMO Aa Kpeupamo kopuctehn ctoxactudke L-cucteme. Y cnegehem npymepy npoaykumje 2
n 3 nmajy jeaHake BeposaTtHohe.

n=10

w:\(1)FA

p,:(n) > (n+1)

P, A /(A37)[+(20)!I(1)FA]-(20)!(1)FA : 1/2
Py A—/(137)=(20)!(1)FA4 : 1/2

Cnuka. Llecm cauka kpeupaHux ucmum L-cucmemom

MoxxemMo nako ga Mmogudukyjemo L-cucteme n npaBnMo Of HUX CTOXacTUYKE Kako bu gobujann
peanHuvje cnivke. MiameHnhemo mano L-cuctem 3a kpeupawe gpseha of paHuje Ha cnegehu
HaYUH:

n=6

w:N)F(1)A(D)

P l(x) > I(x+1)

P, A(s) = [/(137) & (25)!(1)F(0.855) A(0.855)] /(43) & (25)!(1) F(0.755) A(0.75)

hemo npeTtsopuTtn y

n="7
w:(DF()AD)
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3 JlnHgeHmajepoBu cuctemu

D l(x) > (x+1)
P, A(s) = [/(137) & (25)!(1) F(0.855) A(0.855)] /(43) & (25)!(1)F(0.755) A(0.75) : 0.5
s A(s) > [/(120) & (20) (1) F(0.855) A(0.85s5)] : 0.5

W nobujamo cnegehe Tpu cnunke ctoxacTuykor L-cuctema

Kog L-cuctema gocag cBMM cerMeHTUMa je AOoAerbeHa HuxoBa UHamHa Ay>XUHa Y MOMEHTY
Kpeauuje 1 HMKakBa garba NpoAyeha HUcy noctojana. CnnyHe cTpyktype mory 6utn gobujeHe
Kpeupajyhn HOBe CEermMeHTe KOHCTaHTHe AyXunHe 1 yBehaBareM AyXMHA NPEeTXOAHO KpenpaHux
cermMeHaTa ca KOHCTaHTHUM (hakTOPOM Yy CBaKOM KOpPaKy.

LlenokynHa cTpykTypa apBeTa je geduHUcaHa ca NpoaykuujoM p,. Y CBakom Kopaky, Bpx A
npou3Boaun TpU HOBE rpaHe Koje ce 3aBpluUaBajy CBOjUM BpxoBuma. Napametap @ W KOHCTaHTa
v [oBoJe Yy Be3y LUMPUHY rpaHe-majke o, ca hepkama-rpaHama o, . [lpema ga BuHumnjesom

nocTynky @ =3@: na je npema Tome v, =@,/ @, =3 ~1.732. Npoaykunje p, W p, nosoje

[0 NnocTeneHor npoayxeka rpaHa u yseharwe y kUXOBUM NapameTpuma TOKOM BpeMeHa.

CaBuvjatbe rpaHa ce cuMynupa ManoM poTauujoM Kopkade y cMmepy npeneduHUCaHOM

BEKTOPOM Tponmama 1 HaKOH upTakwa CBakor cermeHTta. [logelwaBarwe opujeHTaumje o ce
nspadyHasa kopuctehu cdopmyny o :e‘HxT‘, roe je e napamertap Koju npeacTaBiba OCUHY
OCETI/BMBOCT Ha caBujawe. AKO 7T MHTEprnpeTUpamo Kao CuUIy NpuMereHy Ha Kpajbe Taudke

BekTopa H , n H MOXe ga ce poTupa OKO CBOje MoyeTHe Tauyke, o6pTHM MOMeEHaT je jeaHak
HxT

Cnuka. Kopekyuja & 00 opujeHmayuje ceameHma H ycsed mponusma T
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3 JlnHgeHmajepoBu cuctemu

[aTa cy cnegeha gsa npymepa Koja cam kpenpao y codpteepy L-studio.

durypa d, d, a [ T e n
a 94.74 132.63 18.95 1.109 0.00,-1.00,0.00 0.22
b 137.50 137.50 18.95 1.109 0.00,-1.00,0.00 0.14 6

#define d, 94.74 /*yrao gusepreHumje 1*/

#define d, 132.63  /*yrao gusepreHumje 2*/

#define a 18.95 /*yrao rpaHara*/

#define [ 1.109 /*cTona npoaykera*/

#define v, 0.707  /*ctonaysehara wupune*/

w:(1)F(200)/(45)4

p iAo (v )F(50)[&(a)F(50)A]/(d)[&(a)F(50)A]
I(d,)[&(a)F (50)A]

P, F():*—> F(*1)

p; (o) * > (w*y)

#define d, 9474  [*yrao gusepreHumje 1%/

#define d, 132.63 [*yrao gusepreHuuje 2*/

#define a 18.95 [*yrao rpaHama*/

#define [ 1.109 [*cTona npoayxewa*/

#define v. 0.707  [*cTona yBehawa LumpuHe*/

w:(1)F(200)/(45)4

P A= (v)F(50)[&(a)F(50)A]/(d,))[&(a)F (50)A]
(d,)[&(a)F (50)A]

Py F():*—> F(*1)

P l(@):* > (o*y)

[aTta cy jow agBa npumepa 3a Kpeupawe gpseta L-cuctemom Kkoju kopucte pasnuuute,
Hajyewhe mogene. O6a npumepa cam kpeupao y codpteepy POV-Ray.
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n==6
@:1(0.01)!(0.01)F(2)/(45)4
p,:A—10.01732)F(0.50)
[&(18.95)F (0.50)A4]/(94.74)
[&(18.95)F(0.5)A]/(132.63)
[&(18.95)F(0.5)A]
p,F(l)—> F(1*1.109)

Dy l(w) = (w*1.732)

n=12

#define r, =0.8

#define r,=0.8

#define a, =30

#define a, =-30

#define y, =137

#define y, =137

#define q=0.5

#define e=0.5

#define min =0
®:1(15)A(100,15)

p, - A(s,w) s >min = (W) F(s)
[+(a) /(r)A(s*r,w*q " e)]
[+(a,) /(7)) A(s * 1, w*(1=q) " )]

CnuKa. Zlsa Onsema kpbeupaHa v codmeepv L-studio

EBo kako npumeHa L-cuctema uarnega y aea cogpreepa.
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3 JlnHgeHmajepoBu cuctemu

Y npBoM copTBEPY Kpempamo KOyHacTy OurbKy Kojy CMO paHuje gedumHucanm:

il i

File Help

L-System I Colors I

steps=7

gamma=22.5

axiom==~A
A->[BFLIAYTTBFLIALTTTT(8FLIA]
F->5111{{F

S->FL

L- [ A {F 4| -FHF+F}]

= B | ' Parser:
arse ovray step: 7/7
" Text " Render |standart.inc 'I :tnrtmlglength: M)
- urtle:
(¢ OpenGL o Pov-EQlt m lines: 3891 polys: 1284
" None (" Pov-File  |elements.it branches: 4563 depth: 7
Ready 2

Cnuka. lMpuka3saH je npoepam XLinden u Kpeuparse L-cucmema y hemy

Y apyrom copTBepy ce Kpeupa KomnnekcaH npumep usbke: Syringa vulgaris Congo

B L= -iBixi

L-system IView | Animalel Colorsl Surfacesl Contours] Functions] Panels] Descriplionl Text lilel

plant| Line: |1 Find: I J EI

#idefine A_SW 1 -
#idefine SHOW_PETALS 1

#tdefine MAX_0O 9

#idefine MAX_1 8

#tdefine MAX_2 3

#idefine STEPS 28
#idefine TWIST 85

#idefine B_ANG 280
#idefine B_ANG_INCR 1.5

#idefine D_INIT -2
#idefine D_INCR 0.2

#idefine E_INIT 0.73
#idefine E_RATIO 0.9

#idefine P_SIZE 3.2
#tdefine P_ANG 17

#idefine INIT_POS -(30,0)/(-10);(140) _ILI

Kl

Cnuka. Comeep L-studio u npumep KpeupaH y Hemy
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MpukasaH je kog y codpTBepckoM nakeTy L-studio 3a kpenpane durbke Mycelis muralis:

Lsystem: 1

derivation length: 180

ignore: EF/”~&\,;+-012345678f|9pmZi!
Axiom: E///T(0)FFFA(O)

T(a) : a==60 --> b

T(a) --> T(a+l)

b<a-->b

d<a-->b

b < A(a) --> U(0) [;B(0)~w]

d < A(a) --> U(0)[;B(0)~w]

A(a) : a==3 --> a[&FFFx][&&! {-F+F+F-|-F+F+F-

}IFFF®////////A(0)

A(a) --> A(a+l)

U(a) : a==2 --> cd

U(a) --> U(a+l)

b>c -->t(0)

c < x --> A(0)

c>d -->u(0)

t(a) : a==0 --> ¢

t(a) --> t(a+l)

u(a) : a==1 --> d

u(a) --> u(a+l)

B(a) : a==3 --> C(0)%

B(a) --> B(a+l)

C(a) : a==0 --> C(1)~z

C(a) : a==3 --> D(0)%

C(a) --> C(a+l)

D(a) : a==0 --> ,D(1) [FF,/[,~F]1['{&&&&-F+F-|-F+F}1////
[,"F]1['{&&&&-F+F-|-F+F}1////
[,"F]1['{&&&&-F+F-|-F+F}1////
[,*F]1['{&&&&-F+F-|-F+F}1////
[, "F]['{&&&&-F+F-|-F+F}]]

D(a) : a==20 --> D(a+l1l)%

D(a) : a>20 --> ;;~f

D(a) --> D(a+l)

E --> E

Endlsystem

BbuTtHO je HanomeHyTW fa ce y 3acebHoM Taby codpTBepa nuule yrao, Koju je y OBOM crydajy
21°, npaBay Tponuama —0.005,1.0,0.0 v enactnyHoct: —0.060. Tpeba obpaTvTn N Naxmwy 1 Ha

TO Aa ce nynosbLM 1 LBETOBU Kpeunpajy 3acebHo na ce camo nosueajy y oapehleHOM MOMEHTY.
OHu cy y kogy obenexeHn crioBuma w, z u f .

CBu HeonxogHu cnmbonu 3a kpeupamwe L-cuctema:
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3 JluHoeHmajepoBu cuctemm

F(s), G(s)

J(s), g(s)
@O(r)

+(0)
-(0)
&(0)
~0)
()
\(0)
|

~ X (s)

#(w)

()

Cumbonu

Cumbonu Koju y3poKyjy Aa ce Koprwada kpehe Hanpen v upTa

Kpehu ce Hanpen 3a Kopak Ay)XMHE S W UPTaj NMHUCKU CErMeHT Of

noYeTHe A0 HOBE NMO3nuuje Kophade.
Kpehu ce Hanpeg 3a kopak gyxuHe s 6e3 upTawa nuHuje.

HaupTaj ccoepy pagujyca » y TPEHYTHOj NO3ULNjU.
CnMO60nu KOjuU KOHTPONULLY KOpHa4y y NpocTopy

CkpeHy NneBo 3a yrao 6 oko U .

CkpeHy JecHo 3a yrao 6 oko U .

Harnu ce Ha fone 3a yrao @ oko L oce.

Harnu ce Ha rope 3a yrao @ oko L oce.

CmoTaj ce Ha neso 3a yrao & oko H oce.

CMmoTaj ce Ha aecHo 3a yrao @ oko H oce.

OkpeHn ce 3a 180° oko U oce. OBO je ekBuBaneHTHo ca +(180°) wnm
—(180%).

Cumbonu 3a mogenupame CTPyKTypa ca rpaHama

CauyBaj TpEHYTHO CTare KopHade, ykiby4yjyhu nosmumjy, npaeay, 1 060jy.
MoBpaTn cTake KopHwaye TayHo Tamo rae je 6una kaga je npeTxogHa
KomaHga ] npouecyupaHa.

Cumbonu 3a Kpeunpamwe N ykKibydinBame nNoBpLUNHA

MoyHn ga CadvyBaBall cnegehe no3|/|u,|/|je KOpH>a4ye Kao TeMeHa MNMoJyimroHa

Koju ce nonykasa.
MonyHn cadyBaH NOMUIOH.

HaupTaj noBplwunHy ngeHtudmkoBaHy ca cumbonom X , ckanupaHy ca s,
Y KOPH-A4YMHOj TPEHYTHO] CUTYaUMju N OpUjeHTaLmju.

Cumbonu Koju mewajy ocobuHe LupTama

lMocTasu 3a WMPUHY NnHWje @, UNn yBehaj Bpe4HOCT LUMPUHE TPEHYTHE

nvHunje 3a yobu4yajeHo nosehawe WMpUHE ako HWje AaT napameTap.
MocTaBu 3a WNPUHY NUHUjE @, NN YMarW BPEAHOCT LUMPUHE TPEeHYTHE

nvHKWje 3a yobu4yajeHo cMareH-€e ako Huje AaT napametap.
MocTaBn nHgekc 6oje Ha n, nnu ysehaj BpegHOCT TPEHYTHOr MHOEKCa 3a

yobuuajeHo yBehare 60je ako Huje gaT napameTap.
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3 JlnHgeHmajepoBu cuctemu

,(n) lMoctaBu nngekc 6oje Ha n, NN cMarK BPEOQHOCT TPEHYTHOr MHAEKCa 3a
yobuyajeHo cmaren-e 00je ako Huje gaT napameTap

Yobu4ajeHa gyxunHa nuHuja npeacraBrbeHa cumbonuma F 6e3 napameTpa je 1, a yobuyajeHa
BENMYMHA yrroBa npeacTtaBibeHNX cumbonuma + n — je 45°.

lMpukasaHu Cy HEKM OA KOMMMEKCHMjUX npumepa aobujeHn ynotpebom L-cuctema kpeupaHu y
copteepy L-studio:

Pellaea falcata nanpam Indian paintbrush.

/BUMBAH gaillardia clump CYHUOKpemos usem
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OpakioHo bpayHOBO KpeTame

1827. rogunHe LWkoTtckmn 6otaHnyap PobepTt BpayH je npumeTno ga ce mane 4ectuue TeYHOCTU U
racy kpehy HenpaBunHuMM ctasama. OBaj U cnvyaH (PeHOMEH yecTuua raca y Basgyxy cy
objawreHn Kao pesyntaT MonekynapaHor 6ombapgoBaka 4Yectuua. TeyHoCT M rac cy
CauntEeHN O MOsieKyna Koju ce HenpekugHo Kpehy u yaapajy mane vectuue n3 pasnuyunTux
cMepoBa. HayyHmum cy nokywanu ga npeaBuge KpeTawe YecTuue Y OOHOCY Ha Bpeme anu cy
cxBaTunu ga ce yectuue kpehy ,Ha Hajnyhu moryhn HaumH® n ga HUXOBO KpeTawe He TEeXM
HEKOj rpaHuUM Kako ce Bpeme y3eTo 3a obcepBauujy cmamyje. AjHWTAjH je nyGrvkoBao
MatemaTuyiky CTyaujy OBOr KpeTawa, KOoju je eBeHTyanHo foBeo Ao [lepuHoOBOr ocsajama
Hobenose Harpage 3a uspadvyHaBarwe ABoragpoBor 6poja.

bpayHoBO KpeTane

MpBo hemo gedwuHucatn bpayHOBO KpeTawe y jefHOj AMMEH3MjU a 3aTuM heMo NpoLIMpUTH
nedovHNUKjy Ha BULLIEAUMEH3NOHarHe crny4yajeBe.

[a 6ucmo gedumHucanm BpayHoOBO kpeaTawe, pasmatpahemo 4YecTuuy Koja M3BOAWM CrydvajaH
X0[, Ha peanHoj nuHuju. NpeTnocTaBumo a y mManuM BPEMEHCKMM MHTepBanuma 7 4ectuua

npenasv mana pacrtojaka o , HAaCyMUYHO NEBO UNM OECHO.

Heka X, (f) npeactasrba nosvuujy Yectuue y BPEMEHCKOM TPeHyTKy ¢. 3a aaTy nosuuujy
X, (kt) y BpemeHckom TpeHyTKy k7, nosuumja X, ((k+1)r) y BpemeHckom TperyTky (k+1)7
“uma ucty seposaTHohy aa 6yne X, (kr)+o wnu X (kr)—¢ . MpeTtnoctasrbajyhn ga yectuua

kpehe y KoopaMHaTHOM NOYeTKy y BpeMeHCcKoM TpeHyTKy 0, nosuumja og ¢ , 3a ¢ >0 onucaHa
je ca cry4ajHoM NpoMeHnBOM

X.(t)=0(, +"‘+YLt/rJ)

foe cy Y,Y,,... He3aBuCHe cnydvajHe npomeruBe, koje ca BepoBaTHohom 1/2  yaumajy

BpegHoct 1 u BepoBaTHohom 1/2 y3umajy BpenHoct —1. Lt/rJ npeacrasrba Hajsehu Leo

6poj matbyu Unu jeaHak og ¢/ 7. Hopmanuasyjemo kopak nocraerbajyhu o = \/? Tako Aa je

X, () =Nt +. Y, ).



4 ®pakuymoHo bpayHoBO KpeTare

LleHTpanHa rpaHnyHa Teopema Ham roBopu ga 3a uKCMpaHO ¢t M mano 7 , pacnogena
cnyyajHe npomerwue X _(f) MMa anpokCMMaTMBHO HOpMarnHy pacnogeny ca cpegvHom 0 u
BapujaHCoOM z'|_t/r_|:t, nowTo Y, uma cpeauny 0 n BapujaHcy 1. Ha UCTK HauuH, ako cy ¢ u
h cukempann n 7 je JOBOMLHO Mano, oHada je X (t+h)— X _(t) anpokcMMaTVBHO HOPMarHO ca
cpeanHom 0 un BapujaHcom /. Takohe npumehyjemo aa ako je 0<¢ <t,<..<t¢, , oHOa cy
npupawTtajm X _(t,)-X. (). X.(t,)-X.(t),...X (t,,)—-X_(t,,,) HesaBuCHe  cny4ajHe
NpoMeH-MBe.

Heka je (Q,F,P) npoctop BepoBaTHoha. X 30BeMO Cry4yajHMM MPOLECOM WUNKU Cry4ajHOM

dyHkumiom op [0,0) ka R ako je X(f) crnydajHa npometuBa 3a cBako ¢ ca 0</<o.

lMoHekad, ymecTo Tora, nocmaTpamMo crnyyajHe yHKUMje Ha KOHa4YHOM NHTepBany [tl,tZ].

HDeduHnumnja. bpayHoeo kpemarse je ciiydajaH npouec X mako da je:

1) Ca eeposamHohom 1, X (0)=0 (00HOCHO, Npouec rno4yuH-e y KOOPOUHaAMHOM OYeMmKy)
u X(t) je HenpekudHa pyHKyuja 00 t;

2) 3a ceako t>0 u h>0 npupawmaj X(t+h)—X(t) uma HopmasnHy pacrnodesny ca
cpeduHom 0 u sapujaHcom h, na npema mome:

P(X(t+h)—X(t)<x)=Qxh)"? ]r- exp(_z—b;j)du ;

3) Ako je 0<t <t <..<t, , npupawmaju X(t,)—X(t),X(,)-X (), X(,,)-X(t,, )

Cy He3a8UCHU.

MpumeTnMo ga HenocpeaHo u3 1) n 2) cneam Aa X (¢) uma HopmanHy pacrnogeny ca cpeavHom
0 v BapwujaHcom ¢ 3a cBako t. MNpupawTaju og X Cy cmayuoHapHU ; OAHOCHO, X (t+h)— X (1)
nma pacnogeny HesaBuUCHY OA £ .

Cnuka. Cumynauyuja bpayHosoe Kpemarba y jeOHoj u 08e dumeH3uje

MpBO nuTake Koje ce MnocTaB/ba je Ada Nu NocToju 3anpaBo criydajHa yHKumja koja
3agoBorbaBa ycrnoBe bpayHoBor kpetawa. [locTa je Tewko nokasatn ga bpayHoBO kpeTawe
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4 ®pakuynoHo bpayHoBO KpeTare

3anpaBo nocToju, u To Hehemo nokasmBaTu oBae. [doka3 KopucTu cneuujanHe ocobuHe
HopmarnHe pacnogerne. Hnp, ¢ o63npom ga cy X(¢,)—X(#,) n X(¢,)— X (¢,) He3aBUCHU 1 nmajy
HopMmanHe pacnogene ca cpeguHama 0 v BapujaHcama ¢, —t u t,—t,, cyma X(t)—X(t)

o6aBe3HO UMa HopMarnHy pacnogeny ca cpeamHom 0 v BapujaHcoMm #, —f, .

YMecTo [fokasuBarwa MocTojaka, MoMeHyhemMo aABe MeTode 3a cumynupawe bpayHoBux
y30paydknx QyHKuuja.

MNpBa mMeTo4a KOPWUCTM anpoKCcMMaLlMjy criyyajHor xoaa Xr(t)=\/;(Y1 +"'+Y|_t/7_|)' BpegHocTun

oa 1 po —1 cy noperseHe 3a Y, ,6auamem HoBumha“ 3a 1<i<m rge je m Benuko n X_(t)je

ncupTaH npema Tome. AKO je 7 Marno y OAHOCY Ha ¢, OHAa OBO [aje TayHy anpokcumauujy
BpayHoBe y3opauke dyHKuuje.

Opyra meTtoga, ,random midpoint displacement” meToga moxe ga ce kopuctu 3a gobujarbe
y3opauke dyHkumje X :[0,1] - R. Oedunuwemo Bpearoctv on X (k27/) roeje 0<k <2/ ca

nHaykumjom no ;. MNoctaembamo X (0)=0 n 6upamo X (1) cnydajHo U3 HopmarnHe pacnogene

: 1
ca cpeamHom 0 u BapwujaHcom 1. 3atum umsabepemo X(EJ U3 HopmarnHe pacrnogene ca

1 1 1
cpeauHoM E(X(O)+X(1)) 1 BapuvjaHCOM 3 Y HapegHoM Kopaky 6upamo X(Zj n X(%] n
Tako garbe. Y j-ToMm Kopaky BpeaHoctu X (k27/) 3a HenapHo k ce 6upajy HesaBWUCHO W3
HOpMarsiHe pacriogerne ca CpeauHOM %(X((k—l)zf)+X((k+l)2f)) n BapwjaHcom 27/, Osa

npoueaypa naje X (¢) 3a ce Tauke ¢t = k277 . MpeTtnoctasrbajyhm ga je X HenpekuaHo, X je
notnyHo oppeheHo. Moxe ce nokasatu, kopuctehm ocobuHe HopmanHe pacnogene, Aa
dyHKUMje NpeMa TOMe reHepucaHe umajy pacnogeny gaty ca bpayHoBUM KpeTaHeM.

Nako je npowwuputn peduHuunjy bpayHoBe y3opaudke ¢yHkumje ca R Ha R": camo
AedvHuwemo BpayHoBo kpeTawe Ha R" Tako ga cy koopauHaTe KOMMOHEHTE He3aBUCHE
jenHogumenanonantHa BpayHoBa kpetawa. [lpema Tome X :[0,0)>R" pato ca

X(@#)=(X,(@),....X,()) je n-gumeHsnmoHanHo BpayHOBO KpeTawe Ha HeKOM MpocTopy
BepoBaTHoha ako je cnyyajaH npouec X,(t) jeaHoamMmeHsnoHanHo BpayHoBO kpeTawe 3a

cBako i, un X,(t,),.....X,(¢,) Cy HE3aB/CHW 3a CKynoBse BpemeHa f,,...,z, .

Mo pedwuHunumjM, npojekumja X (¢1)-a Ha 6uno KOjy OO KOOpPOMHATHUX oOca je
jeoHoauMeH3noHanHo bpayHoBO kpeTawe. Mnak, KoopanHaTHE Ooce HUCY chneuujariHe Y OBOM
nornegy: N-ouMeH3noHanHo bpayHoBO KpeTarwe MMa UCTe KapakTepucTuke y CBUM CMepoBMMaA.
[Ja Oucmo Bugenum oBO, pasMmoTpuhemo 360r MNOrogHOCTW, Cnyyaj ABOAUMEH3WOHArHOr
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4 ®pakumoHo bpayHoBO KpeTaH-e

BpayHoBor kpeTawa X (¢) = (X,(?), X,(¢)). MNpojekunja X (¢)-a Ha nuHujy L, nod yrnom & kpo3
koopaunHaTHM noyeTak je X, (f)cosd+X,(¢)sind. 3a t>0 n h>0 cnyyajHe npomenmBe
X,@t+h)-X,(t) n X,(t+h)—X,(t) cy HesaBucHe M WUMajy HOpManHe pacnogene ca

cpeanHama 0 u BapujaHcama /. MNa npema Tome npvpaluTaju npojekuvje Ha L,, aate ca
(X, (t+h)—X,(t))cosO+(X,(t+h)—X,(t))sin O

“majy HopmarnHy pacriogeny ca cpeauHom 0 w BapwjaHcom hcos” @+ hsin® @ = h. Ha cnvnuan
HauuH, npupawTaju npojekunje cy HesaBWCHW, na je npojekunja on X (¢) Ha L,

jeoHoaumeH3noHanHo bpayHoBo kpeTatse, 3a cBe yriose 6.

Ako je y>0, 3amewuBatbeM h ca yh n x ca )/”zx He Mera [ecHy cTpaHy of

X 2

P(X(t+h)-X(0)<x)=Qah) ™" [ exp(—-

o Ydu (3ameHom u, =uy "’

y wuHTerpan). lpema
TOME

P(Xi(t_'_h)_Xi(t)Sxi) ZP(Xi(}/t+}/h)—Xi()/t)S 71/2xi)

3a ceako x,. Cnean ga X(¢) u y "2 X(yt) wmajy ucte pacnopene. MNpema ToMe MeHsarbe
BPEMEHCKe ckarne gaktopoM y W MPOCTOPHe ckane hakTopom 7/”2 Jaje npouec Koju ce He
pasnukyje o opurmHana na bpayHoBO kpeTawe X (f) W HeroB rpad 30BeMO cmamucmuyku
camoaghuHuM, a bpayHOBe TparoBe 30BEMO Cmamucmuyku camMocriuyHu 36or Tora LTo ce
npocTopHa pacnogena Tparosa {X(1):0</<T} u {X():0<t<yT}He pasnukyjy ocum y

dakTopy 7'*.

Mpetnoctasumo Aa je X (t) = (X,(?),...,X,(¢)) n-ommeHsnoHanHo bpayHoBo kpeTawe. MowTo

X, (t+h)-X.(2) nma HopMarnHy pacnogeny 3a cBako i, cneau n3

P(X(t+h) - X(t)<x)=Q2xh)™" j exp(

—00

2
;;l )du pa ako cy [a,,b,] wHTepsanu, oHaa

b

P(X,(t+h) - X (1) €[a,,b]) = (2ﬂh)1/2jexp[—%)dxi .

a;
,D,aKJ-le, ako je E KoopAunHaTa naparnenonunena [al,bl]x...x[an,bn]

b,

P(X(t+h)-X(t)eE)= ﬁ[(Zﬁh)'”z j exp [—%jdxi]

i=1 2,
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4 ®pakumoHo bpayHoBO KpeTaH-e

2
ol
=(27h)""? | ex —|— x
(27h) I p| -,
Foe je x=(x,...,x,). Anpokcumupajyhn ckynose ca yHujama TakBux napanenonvnena, cneau
~n/2 |X|2
pa =Q2rzh)™ Iexp ~on x Baxu 3a ceakn bopenos ckyn E . [lpema Tome, y3aumame 3a E
E

nonty B(0, p), n KOHBepTyjyhu y nonapHe koopauHare,

P(X(t+h)-X@0)|<p)=ch™? T P exp(—%)dr

r=0

/

Fpeje c=2x" Zan ca a, (n—1)-gumeH3noHanHa obnact og nospwu og B(0,1).

dyHpoameHTanHa ocobmHa bpayHoBor kpeTaka je Ta, fa ca BepoBaTHoOhom 1 y3opauka

. 1
dyHKUMja 3aBOaObaBa XonaepoB YCroB O/ eKCNoHeHTa A 3a cBako A < 5

Teopema: Ca seposamHohom 1, BpayHosa y3opaydka cpyHkyuja X :[O,w)—)R" umajy

suWEeCmpyKe mayke Kao Wmo cneou:

n=2:umMa mayke suwecmpykocmu k 3a ceaku rnosumuseaH ueo 6poj k;
n =3: nocmoje 08ocmpyke maydke anu He mpPocmpyKe;
n>4: He nocmoje suwecmpyke mayke.

dpakuymoHo bpayHOBO KpeTawe

BpayHoBo kpeTame X : [0,00) — R je Maycoe npouyec. OBo 3Haun pa je 3a 0<¢, <t, <..<t W

ckanape A,,...,4,, cnyyajHa npomewusa A, X (#)+...+ 4 X (¢,) HopmanHa. 3anpaso bpayHoso

KpeTawe UMa HemnpekuaHe npupallTaje Koju Cy CTauMOHapHWU M UMajy KOHayHe BapwjaHce. [a
6ucmo [obunm ysopadke yHKUMje ca pa3nMuUTMM KapakTepucTukama Heonxo4Ho je ocnabuTu
jedaH vnu gBa of, OBKX yCroBa.

MocToje oBe yobuyajeHe Bapujaumje. @pakyuoHo bpayHOB0 Kpemar-e nMa npupaiiTaje Koju
nmajy HopmariHy pacrnogeny anu HUCy Bullie He3aBUCHW. Jlegujesu rpouyecu, ca apyre cTpaHe,
N30CTaBIbajy YCNoB ca HOpMarnHOM pacrnojenom U OBO MOXe Aa AoBede A0 MUChpekngaHux
dyHKumja.

KnacuyHo bpayHOBO KpeTahe je CTOXaCTU4KKN MPOLIEC KOjW je camocinyaH 1 nMma ctaunmoHapHe
npupawTaje. OH je 3anpaBo jeanHW HenpekuaHu [ayCoBCKM Npouec Koju nma oBe ABe OCOOMHe
Koje ce yecTo npuMenyjy y ,CTBApHOM >XMBOTY®, HMp Y KpeTawy YecTuua y TEeYHOCTWU, Unn y
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4 ®pakumoHo bpayHoBO KpeTare

noHawawy ueHa (UHAHCUjCKMX akTMBa. YonwTe, NpUpogHO je nutatM ce da nv nocTtoju
CTOXaCTMYKM MpPOLEC KOjU je UCTOBPEMEHO [@ayCOBCKM, Ca CTauMOHapHUM npupawiTajuma u
camocnuyaH, anu He obaBe3Ho ca uHaekcom 1/2 kao y cnyyajy BpayHoBor kpeTara. Takas
npouec 3anpaBo MOCTOjU, yBedeH je of cTpaHe KornmoropoBa y uyeTpgeceTum rogvHama
npowrnor Beka 3a Mogenupawe TypbyneHuuje y TeyHocTuma. Mime dpakumoHo BpayHoBO
KpeTame (ckpaheHo fBm), Koje je TepMUH KOju CBM JaHac KOPUCTMMO, CYy YBENM Y CBOjOj CTyaunju
Mangen6pot n BaH Hec. Y Teopuju BepoBaTHohe, opakumoHo BpayHOBO KpeTake, Koje ce jowl
30Be n ppakTanHo bpayHoBO kpeTame je reHepanusaumja bpayHoBor kpeTamna.

FBm-a ce 3acHuBa Ha jegHoM napameTtpy [ koju ysuma BpegHocCT usmMehy Hyne v jeouHuue.
dpakumoHo bpayHOBO KpeTahe je MHTEpeCcaHTHO 3a mMogenupame, jep omoryhaesa mogenapy
Aa nogewasa BpeaHoct og H .

OedvHnumja: Heka je H 6(0,1]. ®pakyuoHo bpayHoso kpemare (fBm) 00 Xypcmosoz
napamempa H je HenpekudHu (no epemeHy) [aycoscku npouyec B, (t) , Koju MOOYUH-€e y Hymu,

umMa o4YeKueaH-€ HyJsly 3a c8aKo t U3 [O,T ] u uma cnedehy hyHKUUjy KogapujaHce:

E[B,(1)B,(s)]= %(WH s —fe=s[").

Foe je H peanaH 6poj n3 (0,1) koju ce HazmBa XypCTOB UHOEKC UNWN MHAEKC CAMOCIIUYHOCTH.

XypCTOB EKCMOHEHT Onucyje xpanaBocT pe3ynTyjyher kpeTamwa, ca Behom BpegHOCTM BOAM Ka
rnahem KpeTtamy.

BpegHocT og H onucyje kakaB je fBm npouec:

1) Ako je H =1/2 onpga je npouec 3anpaso BpayHoBO KpeTake unm BrHepos npouec;
2) Axoje H >1/2 oHpa cy npupaluTaju npoueca No3MTUBHO KOPENUCAHY;
3) Akoje H <1/2 oHpa cy npupaluTaju npoueca HeraTMBHO KOPENUCaHu.

Cnuka. JeOHoOAUMEH3UOHANHO PPaKYUOHO BpayHoso Kpemarse ca Xypcmosum
napamempom 0.1, 0.3, 0.5, 0.7 n 0.9
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4 ®pakumoHo bpayHoBO KpeTare

1
Kap pnaje H > 5 nako ce MOXe NpoBepuTK Aa je werosa yHKUMja BapujaHce:
1 t s B
E(tw +527 —|t—s|2H) :H(ZH—l)IduJ.dv|v—u|2H ’
0 0
1 t s _
Haxanoct, ugeHTuTeT E(tZH +5°7 —|t—s|2H) :H(2H—1)Idujdv|v—u|2H ’ e Baxm Kkag je
0 0

1 . 2H-2
H< E MoLITO y OBOM Cnyu4ajy, |v—u| HUje nHTerpabumHo.

Cnepeha nponosuuuvja Harnawaea e nocebHe BpegHocT og 1, U nokasaje ga je cny4aj

H =1 Ha Hekn HaumH TpuBujanaH. Kao nocrneguua, og caga na Hagarbe My hemMo yBek
cmatpaTn gaje 0< H <1.

Cnwvika. Pasauka usmehy ppakyuoHoe bpayHosoz kpemarba U bpayHosoe Kpemara y 0ee dumeH3uje
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4 ®pakumoHo bpayHoBO KpeTaH-e

eHepanusaumja pakumoHor bpayHoBor kpeTamwa: ¢ppakumoHo BbpayHOBO KpeTawe n-tor
pena, ckpaheHo n-fBm. n-fBm je MaycoBckn, camocnuyaH, HecTauMoHapHM MpPOLEC Yuju cy

npupaLuTaju pega n craunoHapHu. 3a n =1, n-fBm je knacudxm fBm.

MmaBHa paanuka namehy dpakumoHor bpayHoBor kpeTawa M obudHor bpayHoBor KpeTamwa je
Ja cy npupawTaju y bpayHoBOM KpeTakwy He3aBUCHW, OOK cy Yy pakumMoHoMm BbpayHoBoM
KpeTawy npupawiTaju 3aBmcHM. OBa 3aBUCHOCT 3HA4M da ako noctoju pactyha wema vy

NPETXOAHNM KopaLuma, OHAA je BepoBaTHO Aa he n oBaj kopak 6uTn pactyhu (ako je H >1/2).

DeduHuumnja: OpakyuoHo bpayHoeo kpemamse ca nHoekcom H, 0< H <1, je [aycoBcku
npouec X : [0,00) — R Ha HekoMm npocTopy BepoBaTHoha Tako Aa je:

1) Ca BeposatHohom 1, X (¢) je HenpekuaHo n X (0)=0;
2) 3a ceako (>0 n h>0 npupawTtaj X(t+h)—X(t) vma HopmarnHy pacrnogeny ca

cpeamHom 0 v BapujacHom A°%, Tako aa je
P(X(t+h)-X(®)<x)=Q2r)"*h* j exp(—u’ /21> )du .

Moxe ce nokasaTtu aa, 3a 0 <« <1, npouec Koju 3agoBorbaBa oBa [jBa yCcrioBa NnocToju.

MMNnMumMTHO je y ropwoj AedwuHuuMjn ga cy npupawTtaju X(t+h)— X (¢) craumoHapHu;
OOHOCHO, uUMajy pacnogeny BepoBaTHoha HesaBucHy of ¢. Mehytum, panogena dyyHKunja
ogpeheHa ca 1) n 2) He MOXe umaTuM He3aBUCHe npupaluTaje ocum y bBpayHoBoM cnydajy

a:%. 3aycnose 1)un2), E(X(t)*)=t>"n

EX({t+h)-X@) =h"
Opa kojux

1 2a 2a 2a
E(X(t)X(t+h)):§[t +(t+ Ry —n |
Tako ga

EXOX(t+h)—X(@1) = %[(z +h)* =2 —hz"J
Koju je HeHyna ako je a;t%. Otypa je E(X(t)—X(0))(X(t+h)— X (¢))) nO3NTMBHO wnu
. 1 1 .
HeraTMBHO Yy 3aBWCHOCTM Of Tora da nu je « >5 wnnm o <§. MNpema TOMe, nNpupaluTaju cy
HEe3aBUCHN — aKo je « >% oHoa X(1)—X(0) u X(t+h)—X(¢t) Texe pa byay vcTor 3Haka.
CnnyHo ako je a<% oHOoa X(1)—X(0) n X(t+h)—X(¢t) Texxe ga byay cynpoTHOr 3Haka.
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4 ®pakumoHo bpayHoBO KpeTaH-e

MpumeTumo aa us P(X(t+h)— X (1) <x)=Q2x) "> I exp(—u’ /2h**)du cnean aa je npouec

camoadvH, OQHOCHO Aa ckanupaHe ctase y “ X (yt) vMajy UCTy CTaTUCTUYKY pacnoferny kao u
X(t) 3ay>0.
Cumynaumja dpakumoHor bpayHoBOr Kpetawa je MHOro Texa Hero cumynaumja bpayHoBor

KpeTaka, jep npupawTajym HUCYy HesaBucHU. MehyTum, ca MOOEepHOM payyHapCKOM CHarom,
TayHa cumyrnaumja je moryha.

Mponosuumnja: Heka je B ¢ppakyuoHo BpayHoso kpemarba ca Xypcmoeum napamempom
H €(0,1). OHda je npouec:

e camo cruyaH: B, (at) ~ |a|H B, (1)

® UuMa cmayuoHapHe npupawmaje: B, (t)— B, (s) ~ B, (t—s)

dpakunoHe bpayHoBe noBpLUNHE

®pakumoHe bpayHOBe MOBpLUMHE Ce KOpUCTe BeoMa edeKTUBHO Y Kpeupawy KOMIMjyTepcKu
reHepucaHux nejsaxa.

3ameryjeMo BpeMeHcKy Bapujabny ¢ ca koopauHatama (x,y) Tako Aa crnydajHy npomMersuBy
X(x,y) MOXemo Aa nocmaTpamMo Kao BUCUHY MOBPLUUHE Y Tauku (x, ).

3a 0<a <1 pedumHnweMo mHAeKc-a dpakumoHo BpayHoso kpeTame X :R> — R paa 6yge
["aycoBa cny4yajHa dyHKUMja TakBa aa je:

1) Ca seposatHohom 1, X(0,0)=0,un X(x,y) je HenpeknaHa dpyHkuuja oa (x,y).
2) 3a (x,y),(h,k)eR* BucuHckn npupawTaju X (x+h, y+k)—X(x,y) vmajy HopmanHy

pacrogeny ca cpefiMHoM Hyna u BapujaHcom (h° + k%) = |(h,k)|2a , TaKo
P(X(x+hy+k)—X(x,y)<2)

z 2
_ 12,72 2N-al2 —r
=Q2r)"* (B +k) j exp(—z(hz e jdr.

—00

Mano Hanopa je HeonxoA4HO Aa 6UCMO AeMOHCTpUpanu NocTojake npoLueca Koju 3agoBorbasa
oBe ycnose. Kopenauuvje namehy cnyyajHe npomerwmse X (x,y) W n3Mmehy pasnuumtux tayaka

CY MPUIINYHO YKIby4eHe.

OsHavaBamo ca {(x,y,X(x,y)) (x,y) e Rz} UHOeKc- o ppakunoHy bpayHosy noBpLUUHY.
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4 ®pakumoHo bpayHoBO KpeTaH-e

z 2
Ynopehvearem 20 2 (W + k) [ exp| ——— lar ca acnogernom
pef) @r) "0+ [ exp T E pacnop

P(X(t+h)—X(t)Sx)z(Z;z)’”zh’“Iexp(—u2/2h2“)du BUOMMO Aa je rpad AobujeH

npeceuawem X(x,y) ca Guno Kojom BepTUKarnHOM paBHW jeHOOUMHE3NOHanHa WHAOEKC- &
BpayHoBa cyHKkumja (nocne goaasara KOHCTaHTe Aa 6ucmo obesbeannm X (0) =0). Moxemo

yecTo ga nobujemo MHopmauujy O noBpwmHama Yysumajyhm y ob3up TakBe BepTUKarnHe
cekuuje.

Mpobnemu reHepucarba criyvyajHux NoBpLUMHA 3a nHAekc- ¢ bpayHoBe dyHKUMje Cy 3HaYajHu, U
He wuvgemo Yy [pJetarbe caga.  Mehytum, npumehyjemo pga cy aHanorHo o

X(0)=> ¢, A sin(A" 1+ 4,) 3avHpekc-a nospmHe:
k=1

X(x,y)= z C A" sin(A*(xcos B, + ysinB,)+ 4,),
k=1

roe cy Ck He3aBUCHW Ca HOpMaliHOM pacnogersrioMm ca cpeanHoM Hyna un BapMjaHCOM jeﬂ,aH, a

A, v B, cy HesaBUCHMU ca YHU(POPMHOM parofenom Ha [O, 27[). TakBe byHKuMje 06e3behyjy

jeaaH moryhu npucTyn 3a KOMNjyTEPCKO reHepucame CryyajHMX NoBpLUMHA.

Naeja moxe 6utn npolumMpeHa y MHOro cmepoBa U KoMOMHOBaHa Ha MHOro HaymHa. PpakUMoHO
BpayHoBO kpeTate Moxe 6utn gecdmHucano og R” go R™ 3a cBako n,m W NOCTOje MHOre

apyre Bapujauuje. lNuTawbe CKyrnoBa HMBOA, BULLIECTPYKMX Tayaka, npeceka ca OUKCUpaHUM
cKynosmma, crnvkama X (F') 3a pasnuuute dpaktane F v Tako garbe, nojaBrbyjy Ce y OBUM

cuTyauvjama. AHanusa TakBuMx npobnema 4YecTo 3axTeBa coduCTAUMpaHe TexHuKe
BepoBaTHoNE y3 pa3He reomMeTpujcke apryMmeHTe.

BpayHoBa noBpLUMHa je chpakTanHa noBpLUMHa reHepucaHa ca pakranHomMm yHKLUNjOM BUCUHE

Y TpooumeH3WoHanHOM NpoCcTopy, rAe cy ABe npoMeHrsmBe X wu Y parte koopavHare,
dyHKuMja BUCKHHE namehy 6uno koje Ase Tadke (x,,y,) n (x,,y,) MOxe 6BUTK nocTasrbeHa Aa

Oyoe cpegvHa unu ovekmBaHa BPefHOCT Koja ce noBehaBa Kao BEKTOp pacTojarba M3Meny
(x,») wn (x,,y,). MehyTum, noctoje MHOrM HauynHa 3a AeduHUCare QYHKUUje BUCUHE.

®pakuynoHo BpayHOBO KpeTawe uUnu pasnuuute yHKumje potauuje mory 6utu uckopuwheHu
Aa 6u ce ocTBapMo NPUPOAHW|U U3rnes NoBpPLUNHA.

Kao n bpayHoBo kpeTarwe, bpayHoBe noBpLuMHe cy UCTO Ha3BaHe no 6uonory Pobepty BpayHy
13 19. Beka.

EdumkacHo reHepucame cpakumoHmx bpayHoBUX NOBpLUMHA 3axTeBa 3HavajHe nsasose. [lowTo
BbpayHoBa noBpwuHa npeacrtasba [aycoB npouec ca HecTaumoHapHOM  PyHKUMOM

78



4 dpakumoHo bpayHoBO KpeTawe

KOoBapujaHce, MOXEMO fa KOPUCTMMO MeToay aekomnosuumje Yoneckor. EdbukacHuja meTtoga je
CrtajHoBa MeToda, Koja reHepuwe nomohHun ctaumoHapHu MaycoB npouec kopuctehu npuctyn
unpKynapHor yrpafuBawa a 3aTtMMm nogelwaBsa oBaj nomohHu npouec ga 6m Jo6Mo KerbeHu
HecTaumoHapHu [aycoB npouec. durypa p[one npukasyje Tpu TUNUYHE peanu3auunje
dpakumMoHnx BpayHOBUX MOBpLUMHA 3a pas3nuMyMTe BPELHOCTM XpanaBoOCTU uUnm XypcToBOr
napameTtpa. XypcToB napameTap je yBek uamehy Hyne u jeouHuue, ca BpegHocTuma Gnuke
jeqaH ogroeapa rnahum noepwunHama (LWTo je Behu napameTtap rnaha je nospLumHa).

Cnuka. lpukasaHe y mpu cauKke ppakyuoHuUX bpayHosux noepwuHa ca Xypcmosum napamempom
0.2, 0.5 u 0.8 pedom. Cruke cy ucnpoepamupaxe Kopucmehu C++ i OpenGL
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AJNTOpPUTMHU 3a KpEUPamhE TEPEHA

Heightmap-e

Heightmap-a je mana koja gedumHuwe BpegHOCTM BMCMHA 3a Hal TepeH. OQHOCHO, 3a MpeXy Y
XY paBHM Mana BucuHa geduHuile BpeoHOCTU Koje he NpoayXuTu Mpexy y Z ocy.

Heightmap-a ce Hajuewwhe npeacTasrba Kao grayscale cnvka, OAHOCHO CrnuKa y HUjaHcama cuBe
60oje (upHo-6enoj ckanu) y Kojoj cBakM MUKCEN NpeAcTaBiba BPeOHOCT BUCUMHE (BUCMHE UMajy
BpeaHoctn og O pgo 255 wto je ekBMBaneHTHO Opojy HujaHcu cuBe ©6oje). TamHuje Goje
npeacTasrbajy Mawe BUCKMHA, a CBeTNNje Npeacrasibajy Behe BucuHe.

Capa hemo ga pasmaTpamo Kako Aa npoueaypanHo reHepuwwemo heightmap-e kopuctehu tpu
TexHuke dopakTanHor reHepucama. Npsu je MNepnuHos Lwym.

[TepnuHoB WyMm

MHoru reyam KopucTe reHepaTope criyydajHux 6pojeBa y CBOjMM nporpaMmmMma Kako 6u kpeupanm
HenpeasnaMBOCT, YMHENM KpeTake 1 noHawamwe objekata ga varnegajy npupogHuje, unu ga
reHepuwy Tekctype. [eHepaTop cny4vajHux 6pojeBa CUrypHO MMa CBOje KOPUCTU, anun y HEKUM
cny4yajeBuMa HUXOB ayTnyT Moxe 6uTtn npesuwe rpyd ga 6u uarnegao npupogHo. Mu hemo
npukasatv (OyHKUMjy KOja Mma Beoma LUMPOKY NpumeHy 6uno roe rae Ham Tpeba ga HewTo
nsrnega npuvpogHo. LTaBuwe, weH ayTnyT mMoxe nako 6uTn mMoamdukoBaH Aa ofroBapa
Hawwmm noTpebama.

MHorn o6jektn y npupoau cy cdpaktanu. Mimajy pasHe HuBoe getarba. OCHOBHM npumep je
KOHTypa nnaHuHCKMX BeHaua. OHe cagpXu Benvke Bapujauuje y BUCUHU (NNaHUHE), cpefHe
Bapujaumje (bpaa) n mane Bapujaumje (cteHe) n cuhylwHe Bapuvjaumje (kamemne)... Moxemo uhu
n parbe. Pacnogena Tpase He nuBagu, Tanacu Ha MOpY, KpeTawe MpaBa, KpeTawe rpaHa
Apseta, wabnoHu y knukepy, BeTposu... CBU 0BU (DEHOMEHWN U3Naxy UCTY LUeMy BEeSMKUX U
mManux Bapujauuvja. ®PyHkumja lNepnuHOB LWymMa pekpeupa OBO MPOCTO Aodasajyhm dyHkuwmje
LLYMOBa Yy Oncery pasnuminTux ckana.

[a 6ucmo kpeupanu dyHkumjy MepnuHosor wyma, Tpebajy Ham ABe cTBapu, yHKUMja Lwyma v
WMHTepnonaumoHa yHKumja.



5 ArnroputMmmn 3a Kpenpawe TepeHa

DyHKUMja Wyma je y CYWTUHM reHepaTop crydvajHux 6pojeBa koju y3uma ueo 6poj kao
napameTtap, 1 Bpaha criydajaH 6poj Koju je 3acHOBaH Ha ToM napameTpy. Ako ybaummo Taj uctm
napametap Apa nyta, gobuhemo uctu 6poj. Beoma je BaxHO ga ce oBako NoHalwa Hawa
dyHKuMja, nHa4ve 6u MNMepnnHoBa dyHKUMja Nnponssoanna ecmucnuue.

Oat je rpacduk koju nokasyje npumep dyHkumje wyma. CnyyajHa BpegHocT namelly 0 u 1 je
AoferbeHa CcBakoj TaykM Ha X ocwu.

1

0 1 2 3 4 5 6 7 8

Fpaduk. CayyajHe mauyke Ha umepsany O do 8

MmaTknm nHTepnonupawem M3Mehy Tayaka, MOXeMo Aa AeUHULIEMO HenpekngHy yHKUnjy
Koja y3uma He-LenobpojHe napameTpe.

0
0 1 2 3 4 ) 6 7 8

lpaduK. KocuHycHa uHmepnoaayuja Hao cay4ajHuUM maykama

Mpe Hero wTo ogemo garbe, Npeo hemo ga gedmHuwemo aMnanTyge n dpekseHumje.

PpekBeHUMja NnpeacTaBba 6poj Tavaka Koju cTaje y NpocTop Koju cMo kpeupanu. la je Tako 3a
Kpeupake NnaHuHa HEeOonxo4HO camo Map Tayaka, MefyTuM yKOMMKO XXenMMo Aa Kpeupamo u
CUTHe [eTarbe, CTeHe W Kamewe, HeonxogHo he Ham 6GuTM Ha cTOoTMHe Tadvaka. [akne,
NnoYnHEMO ca Manom hpekBeHLUnjoM (3a Bennke objekTe) n ngemo ka Benmkum dpekseHumnjama
KOje Npou3BOAEe Mare aeTarbe.
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5 ArnroputMmmn 3a Kpenpawe TepeHa

AmMnnuTtypa npegcrtasrba BUCUMHY ObjekTa. ®dpekBeHuvjama gedwuHuwe wupuHy objekata, a
annutyga ogpehyje BucuHy. CBaka okTaBa aMnnuTydy CKyniba, LITO HE Mopa yBek ga Gyae
cnyua;.

I Amiuturyia /\
W \ / Hy»xunaTanaca \ /

I
yxunaTanaca

@PpekBeHIuja =

lpaduK. CuHycHU manac

LyxnHa cuHycHOr Tanaca npeacTtaBiba pactojakbe o[ jeqHor Bpxa Ao gpyror. AMOnutyga je
BMCWHa Tanaca. ®pekBeHuuja je gedunHucana ga éyae 1/ oyacunamanaca .

Amrumuryna

Hy>xunaTasaca

Ipaduk. dyHKYUja wyma

Ha rpadomky osor npumepa dyHKkumje wyma, nrnase Tavke NpeacTaBrbajy cry4vajHe BpeOHOCTH
neduHucaHe gy gumeHsuvje dyHkumje. Y OBOM cnydajy, amnnuTtyda je pasnuka usmehy
MWUHUMarnHUX U MakCMMarnHux BpedHOCTM Koje dyHKuuja Moxe Ada uma. [OyxuHa Tanaca je
pacTojatbe of jegHe upBeHe Tadke go crnegehe. Onet cdpekBeHuuja je geduHncaHa ga 6yae
1/ oyarcunamanaca .

Capa, ako y3MeMO NyHO TakBUX naTkux dyHKUMja, ca pasnuuutumMm dpeksBeHunjama wu
aMmnnuTygama, MoXemo Aa Ux gogamo cBe 3ajegHo aa bucmo kpevpanu neny yHKumjy wyma.

83



5 ArnroputMmmn 3a Kpenpawe TepeHa

/_’_/_,_,_,_z—'—\\z
\, \_/'
Amnaumyda: 128 Amnaumyda: 64 Amnaumyda: 32
®pekseHyuja: 4 dpekseryuja: 8 ®pexseHyuja: 16

N, K, g - =
‘vajf Ny T .:'\V_\V'”'z,v,"\"-\\ R N e A Y VN ]

Amnaumyda: 16 Amnaumyda: 8 Amnaumyda: 4
®pekseHyuja: 32 ®pekseHyuja: 64 ®pekseHyuja: 128

llepnuHos wym

Cnuka. JeOHodumeH3uoHanHu lNepauHos wym

Moxemo ga BuaMmo aa je oBa oyHKLMja nMa Benuke, cpeirwe 1 Mane Bapuvjauunje. Moxemo n
0a je 3aMMCNUMO  Kao MMaHWHCKK BeHal,. 3anpaBo MHOMM KOMMjyTEPCKO reHeprCcaHn nej3axmn cy
HanpaBIbeHM OBOM MeTo40M. HapaBHO OHU KOpUCTe ABOAMMEH3NOHANHU LLYM.

Cap hemo ypaguTti UCTO y ABE OMMEH3Nje.

HeonxogHo je ga geduHMWEMO OKTaBe kako OGMCMO HacTaBunM ca LABOAUMEH3NOHASTHUM
MepnvMHoBMM LLYMOM

OkKTtaBe npeacTaBrbajy KOMMKO CrojeBa cnajamo 3ajedHO. AKO KpeHeMo ca  BENvKUM
KapakTepuctukama, 6poj oktaBa opgpehyje konuko he getarbHO Mana ga u3rnega. Ceaka
cykuecuBHa dyHKUMja LWyMa Kojy gofajemMo je jegHa oktaBa. Pasnor 3a oBO je Taj WTO cBaka
dyHKUMja nma gynny pekBeHuujy of npetxogHe dyHKuuje. Y My3uuum, OKTaBe umajy OBO
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5 AnropuTmu 3a Kpevpare TepeHa

cBojcTBo. Konuko TayHO OKTaBa gopajeMo je Ha Hama. Moxemo [a [gogamo KOMWMKO rog
Xennmo.

®pakunoHo bBbpayHoOBO KpeTawe je 36up CyKUeCMBHMX OKTaBa LymMa, CBakm ca BULLOM
PPEKBEHLMJOM N HWKOM aMniuMTyaoM. Y CYWTUHW HUje BaXKHO KOoju BpcTa wwyma, ceaka he
npohu. ®pakumoHo bpayHOBO kpeTawe HUje yBeK HEeONnxodHO M 3HATHO ycrnopasa nporpam.
MehyTtum, BehrHa wymoBa Huje dppakTan no npupoan. dpakunoHo bpayHOBO KpeTamwe je OHO
LITO MX YNHW (PpaKTanHUM.

wyml+wym2 wyml+wym2+wym3 cyma npsux 7 wymosa

Kagpa cmo kpeupanu wym, nako je kpeupatu fBm dpaktan komOuHyjyhm wnnu mHoxehn
pesynTate of opyrux wymosa. MehyTum, npe Hero WTO ogemMo Aarbe, BaXHO je Harnmacutu ga
MOXEMO KOPUCTUTWU U Apyre BPeAHOCTN Aa BUCMO KOHTponmcanu LWyMm Koju je reHepucaH. Beh
CMO TMOMEHynu pekBeHuuj)y, any MOXeMO [a KOPUCTMMO W OKTaeBe, amnnutyge u H
napamertap.

BpegHocTt okTaBe ogpehyje Konmko BpegHOCTU Wyma ce 4oajy unm MHOXMK 3ajegHo. BpegHoct
amnnNuTyae nogellaBa KOSMIMKO CY BMCOKO BPEAHOCTU LyMa (MnM ako KOPUCTMMO pakTarHo
reHepucawe 3a heightmap-y, oBa BpegHOCT noBehaBa nNPOCEYHY BUCUHY TrEeHepuUcaHux
BpegHocTn). H napameTap KOHTPOMuLLE KOMMKO Ce aMnnuTyaa Mewa 3a OKTaBy.
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5 Anroputmu 3a Kpenpare TepeHa

[MpaBrbene lNepnnHoBor Wwyma

3a oBaj n cee HapegHe nporpame ja kopuctum Windows, C++ i OpenGL.

[a 6ucmo noyenu, kpempahemo pyHKUMjy Koja he ga reHepulie BPEAHOCT Y HEKOM UHTepBany;
HNp, Hahmn he cnyyajHy BpeaHocT namehy 1 n 52. To je 6a3a 3a Hawy fBm nmnnemeHTauujy.
dyHKUMja n3rnega oBako:

double Generator(int x)

{

x=(x<<13)"x;
return (((x*(x*x*15731+789221)+1376312589)& Ox7fffffff)/2147483648.0);
}

Y cywtMHM oBa dyHKUMja je reHepaTop cry4vajHux b6pojeBa. 3a pasnuky og Apyryx reHepartopa
cny4ajHux 6pojeBa (koju Aajy apyradmjn 6poj cBaku nyT Kaga cy No3BaHu), oBa yHKUMje Lyma
Aaje UCTn pes3ynTaT Kag rog yHeceMo uctu 6poj y doyHkumjy wyma. Hehemo pasmartpartu 3awTto
oBa byHKUMja nsrnega osako. OBu Benukn 6pojeBn y H0j cy NpocTn 6pojeBn n yHKumnja Moxe
Aa pagu 1 ca gpyrum npoctum 6pojeBMMa npubnmxHe BenuuMHe OBUX. JEAWMHO LITO HaMm je
OuTHO je oa Ham oBa dbyHKLUMja reHepuLle cny4yajHe bpojese.

[a 6ucmo kpeupanu ¢yHKUMjY LIyma HEONXOAHO je Aa WHTepnonupamo OBe ChnyvajHe
BpeaHocTn. CTaHgapgHa (yHKUMja MHTeprnonauuje ysvma Tpu WHNyTa, a u b, BpeaHOCTM
namehy Kojux ce nHTepnonupa, n x ysmma spegHoctn namehy 0 n 1. dyHkumMja nHTepnonaumje
Bpaha BpegHocTn namehy a n b koja je 3acHoBaHa Ha BpefgHocTu x . Kaga je x jeaHako Hyna,
Bpaha a, a kaja je x jegHako jeaaH, Taka Bpaha b. Kapa je x mamehy BpeaHoctn 0 u 1,
Bpaha Heky BpedHocT uamehy a un b.

JInHeapHa wuvHTeprnonaumja Huje now un3bop Ko jeAHOOUMMEH3MOHANHOr upTaka uBuULa
NNaHWHCKMX BeHaua, MefyTuM 3a OBOAUMEH3MOHANHY MHTepnonauunjy he Ham gatu jako now
pesynTtat. 3a pasnuky og ke KybHa nHTepnonauuja Ham gaje 6aw OHO LWTO XenuMmo Mehytum
MHOrO KOLUTa BPEMEHCKM Aa ce ucnporpamvpa na hemo ga ce 3agoBOSfbMMO Ca KOCUMHYCHOM
WHTEepnonauujoM Koja faje OANMYHY CIMKY a KowTa BPEeMEHCKM Mano Bule o4 nuHeapHe
WHTepnoanuuje.

dyHKUMja KOCMHYCHE MHTepronauuje je gata Ha cnegehun HaunH:

double InterPolacija(double a, double b, double c)

{
double d=c*3.1415927;
double e=(1.0-cos(d))*0.5;
return a*(1.0-e)+b*e;

}

Kao wto moxemo ga BuMamMmo, npBo gobujemo crydajHy BpegHOCT, a HakoH Tora gobujamo
BPEAHOCTM Of, TPU TauKe Koje je OKPYXKYjy. 3aTuMm, Xenumo ga UHTeprnonmpamo BpeAHOCTU 13
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npee [Ase KanKynaume, MHTEepnoJsimnpamo BpeaHOCTU O Tpehe n 4vyeTBpTe KanKynaume 7
MHTEepnosinpamo aBe nHtepnosrimpaHe speaHoCcTn

ceo_broj_x=(int)(x);

ceo_broj_y=(int)(y);

razlomak_x=x-ceo_broj_x;

razlomak_y=y-ceo_broj_y;

baza=ceo_broj_x+ceo_broj_y*num;

zajedno=(baza+seed);

a=InterPolacija(Generator(zajedno), Generator(zajedno+l), razlomak_x);
b=InterPolacija(Generator(zajedno+num), Generator(zajedno+l+num), razlomak_x);
vrednost=InterPolacija(a, b, razlomak_y)*amplituda;

return vrednost;

N MMamo BpedHOCTM WwyMa 3a Ty Tadky! OBa yHkuja cama Hehe ypagntn MHOro, na Mopamo aa
Kpempamo dyHKUMjy Aa kpevpa ueo fBm cpakran!

Kpeunpare BpegHocTu fBm cpaktana je 3anpaBo gocTa nako caga kaga umMamo cBe HeonxoaHe
6asHe dyHKumje. DyHKuMja ppakTanHor kpevpawa Tpeba Oa y3uma aprymeHte 3a cCBe
BpeaHOCTHM KOje CMO pasmaTpanu 4o caj: okTase, annutyay, dopekseHunjy n H. Takohe xenmmo
Aa yameMmo ckyn (x,y) koopauHaTa ga 6ucmo mornum aa uspadyHamo BpegHocTv fBm-a y cBakoj

TayKu.

Capa kaga 3Hamo cBe TO, BpeMe je [a CrnojuMo cBe M aa kpempamo dyHKuujy MNepnuHosor
wyma. OHa je caMO HEKONUKO MHTeprnonupaHux yHkumja wyma gogatux 3ajegHo. MNepnuHos
WyMm je y cTBapu camo dyHkuuja. Ybaummo jeaaH unu Buwe napamMeTtapa U OHa oaroBopwu ca
Opojem. JegHoanmeHanoHanHu MNepnnHOB WYM Hac He MHTEepecyje na ce ca UM HEREMO Hu
6aBuTu.

Capa hemo ga npukaxxemo nporpam Koju kpempa epnvHoB WyMm y ABe OUMEH3Nje.

#include <iostream>

#include <glut.h> //ukljucujemo OpenGl fajl zaglavlja

#include <stdlib.h>

#include <stdio.h>

#include <math.h> //uvedeno zbog kosinusa u funkciji kosinusne interpolacije

#define SirinaSlike 512 //definisemo sirinu slike

#tdefine VisinaSlike 512 //definisemo visinu slike

GLubyte Podaci[SirinaSlike][VisinaSlike][3]; //definisemo matricu Podaci koja ce
//cuvati visine za svaki piksel

static GLint visina; //definisemo celobrojnu promenjivu visine

//Definisemo funkciju kosinusne interpolacije

double InterPolacija(double a, double b, double c)

{
double d=c*3.1415927;
double e=(1.0-cos(d))*0.5;
return a*(1.0-e)+b*e;

¥

//Definisemo funkciju koja ce nam davati slucajan broj
double Generator(int x)

{
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x=(x<<13)"x;

return (((x*(x*x*15731+789221)+1376312589)& Ox7fffffff)/2147483648.0);

}

//Definisemo funkciju koja kreira shum
double Shum(double x, double y, int korektor, int seed, double duzina_talasa)

{

}

double a, b, vrednost, frekv, tam_pas, razlomak_x, razlomak_y;
int baza, num, ceo_broj_x, ceo_broj_y;
int amplituda=150; //dobra vrednost za amplitudu s obzirom na to da su vrednosti
//za grayscale sliku koju zelimo da dobijemo od © do 255
int zajedno;
frekv=1/duzina_talasa; //period cemo umanjivati dvostruko za svaki shum
//pa ce frekv rasti dvostruko
num=(int) (korektor*frekv);
//Izracunavanja vrednosti koje cemo unositi u funkciju interpolacije
ceo_broj_x=(int) (x*frekv);
ceo_broj_y=(int) (y*frekv);
razlomak_x=x*frekv-ceo_broj_x;
razlomak_y=y*frekv-ceo_broj_y;
baza=ceo_broj_x+ceo_broj_y*num; //vrednost koju cemo unositi u generator
zajedno=(baza+seed); //dodajemo vrednost seed-a kako bi smo mogli da promenom
//jedne vrednosti menjamo izgled perlinovog shuma
//Dobijamo vrednosti a i b funkcijom interpolacije
a=InterPolacija(Generator(zajedno), Generator(zajedno+l), razlomak_x);
b=InterPolacija(Generator(zajedno+num), Generator(zajedno+l+num), razlomak_x);
vrednost=InterPolacija(a, b, razlomak_y)*amplituda;
return vrednost;

void makeImage(void)

{

int x, y; //definisemo celobrojne x iy

int seed; //definisemo seed, cijom promenom dobijamo razlicite krajnje rezultate

int korektor; //definisemo sirinu

//Defisemo shumove kao realne brojeve

double shuml, shum2, shum3, shum4, shum5, shumé6, shum7, skaliranje;

//Sa dve petlje cemo proci kroz sve piksele slike

for (y=0; y<SirinaSlike; y++)

{

for (x=0; x<VisinaSlike; x++)
{

skaliranje=1; //daje nam mogucnost skaliranja slike
korektor=12413; //sto je veci manja je sansa da dobijemo istu sliku
seed=134; //promenom seed vrednosti dobijamo drugaciji Perlinov shum
//prvi shum
shuml=Shum(x*skaliranje, y*skaliranje, korektor, seed, 100);
//drugi shum
shum2=Shum(x*skaliranje, y*skaliranje, korektor, seed, 50);
//treci shum
shum3=Shum(x*skaliranje, y*skaliranje, korektor, seed, 25);
//cetvrti shum
shum4=Shum(x*skaliranje, y*skaliranje, korektor, seed, 12.5);
//peti shum
shum5=Shum(x*skaliranje, y*skaliranje, korektor, seed, 6.25);
//sesti shum
shum6=Shum(x*skaliranje, y*skaliranje, korektor, seed, 3.125);
//sedmi shum
shum7=Shum(x*skaliranje, y*skaliranje, korektor, seed, 1.56);
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}

//Sada cemo za svaki piksel da sacuvamo njegovu dobijeno visinu
//[0], [1] 1 [2] predstavljaju red(crvenu), green(zelenu) i
//blue(plavu) boju u kojoj ce pikseli da se cuvaju. Ako sacuvamo na
//ovaj nacin pozivajuci sva tri dobicemo crno-belu sliku (grayscale
//image) kao sto smo i zeleli

Podaci[x][y][1]=(int)shuml+(int) (shum2*0.5)+(int)(shum3*0.25)+(int) (shumd*@.125)+

(int)(shum5*0.0625)+(int) (shum6*0.03125)+(int) (shum7*0.0156);

Podaci[x][y][2]=(int)shuml+(int) (shum2*0.5)+(int)(shum3*0.25)+(int) (shum4*0.125)+

(int) (shum5*0.0625)+(int) (shum6*0.03125)+(int) (shum7*0.0156);

Podaci[x][y][3]=(int)shuml+(int) (shum2*0.5)+(int)(shum3*0.25)+(int) (shum4*0.125)+

}
}

(int)(shum5*0.0625)+(int) (shum6*0.03125)+(int) (shum7*0.0156);

void init(void)//inicijalizuje 3D renderovanje

{

}

glClearColor(0.0, 0.0, 0.0, 0.0);
glShadeModel (GL_SMOOTH);

makeImage();

glPixelStorei(GL_UNPACK_ALIGNMENT, 1);

void display(void)//Crta 3D scenu

{

}

//obrisi informacije of poslednje brisanja

glClear(GL_COLOR_BUFFER_BIT | GL_DEPTH_BUFFER_BIT);
glDrawPixels(SirinaSlike, VisinaSlike, GL_RGB, GL_UNSIGNED_BYTE, Podaci);
glFlush(); //izvrsenje GL komandi

void reshape(int w, int h) //poziva se kada prozor menja dimenzije

{

}

//Govori OpenGL-u kako da konvertuje sa kordinatnih vrednosti na vrednosti piksela
glViewport(@, 0, (GLsizei)w, (GLsizei)h);

visina=(GLint)h;

glMatrixMode (GL_PROJECTION); //postavljanje perspektive kamere

gllLoadIdentity();

gluOrtho2D(0.0, (GLdouble)w, 0.0, (GLdouble)h);

glMatrixMode (GL_MODELVIEW);

//Podesi perspektivu kamere

gllLoadIdentity(); //resetuj kameru

int main(int argc, char**argv)

{

}

//Inicijalizacija GLUT-a

glutInit(&argc, argv);

glutInitDisplayMode (GLUT_SINGLE | GLUT_RGB | GLUT_DEPTH);
glutInitWindowSize(512, 512); //Podesavanje dimenzija prozora
glutInitWindowPosition(100, 100);

//Kreiraj prozor

glutCreateWindow("Perlinov shum");

init(); //Inicijalizuje renderovanje
glutDisplayFunc(display); //crtamo sve sto je u funkciji display
glutReshapeFunc(reshape);

glutMainLoop(); //Zapocni main petlju

return 0;

[aTtum kogom ncnporpamupahemo cnegehy cnuky MNepnuvHoBor wyma:
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Mporpam je nako mogudukoBaTth 3a Halwe notpebde. MpBo hemo ymawbnT ANMEH3Mje CNnKe Ha
256x256 nukcena, a 3aTum ca cnegehum nogauuma gobvjamo HapeHe CrvKe:

seed=135 seed=140
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[a 6ncmo mornu ga moandumkyjemo pyHkunjy MNMepnuHor wyma n ca XypctoBMM napameTpoMm
Kako BMCMO CKOPO Yy NOTNYHOCTM MOMMK A4a cMaTpamo da pagumo ca dpakunmoHum bpayHoBuMm

KpeTareM HeonxofHa je cnegeha nsameHa koga:

3a H=0.7:

1) double PerlinNoise(double x, double

2) int amplituda=100*H;

3) shuml=PerlinNoise(x*scale,
shum2=PerlinNoise(x*scale,
shum3=PerlinNoise(x*scale,
shum4=PerlinNoise(x*scale,
shum5=PerlinNoise(x*scale,
shum6=PerlinNoise(x*scale,
shum7=PerlinNoise(x*scale,

BbuTHO je ga HanomeHemo 1 ga

e

n3meHom 6oja nukcena:

y*scale,
y*scale,
y*scale,
y*scale,
y*scale,
y*scale,
y*scale,

y, int

width,
width,
width,
width,
width,
width,
width,

seed,
seed,
seed,
seed,
seed,
seed,
seed,

width, int seed, double period, double H)

100, 1);

50, 0.7);

25, 0.7*%0.7);

12.5, 0.7%0.7%0.7);

6.25, 0.7%0.7*0.7*%0.7);

3.125, 0.7*0.7%0.7%0.7*0.7);
1.56, 0.7*0.7*0.7*%0.7%0.7*0.7);

ca nosehaBateM annuTyae TONMKO Aa Ham BpegHOCTU u3nase
n3 nntepeana og 0 go 255 moxemo ga nobujamo cjajHe Tekctype kopuctehu MepnmHoB wym.
Ma hemo Tako 3a UCTe napameTpe Kao M y MOYEeTHOM KoZy y3 U3MeHy Aa amnniuTyaa y3vuma
no4eTHy BpegHocT 270 nobuTtn cnegehy cruvky:

int k=(int)shuml+(int) (shum2*0.5)+(int)(shum3*0.25)+(int) (shum4*0.125)+(int)
(shum5*0.0625)+(int) (shum6*0.03125)+(int) (shum7*0.0156);

Podaci[x][y][1]=69;
Podaci[x][y][2]=19;
Podaci[x][y][3]=k;
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n yaumajyhu 3a amnnutyay BpegHoct og 4000 n 1500 y HapegHa aBa npumepa gobujamo
cnefehe cnuke koje nogcehajy Ha TekcType ApBeTa:

H=05 H =038

CnuyHe cnvke MoOry ga Ce KOpWUCTE M Kao TEKCType W Kao MBMUE W FpaHuUe pasfumyunTmx
objekaTa 360r cBOje Crny4ajHOCTW.

Mogudukaunjom NMepnuHoBor wyma Moxemo ga nobujemo cnuke obnaka. JegnHo wrto Tpeba
Aa ypagumo je Aa oapeavmo BUCMHY M Aa CBe BPeOHOCTU ucnog e 060jumo nnasom 60jom.
Moaudukaumja y kogy je cnegeha:

if (k<200){ //odabrana je vrednost 200
//vrednosti 150/250/150 daju nijansu plave koja mi se najvise svidela
Podaci[x][y][1]=150;
Podaci[x][y][2]=250;
Podaci[x][y][3]=150;}
else{
Podaci[x][y][1]=k;
Podaci[x][y][2]=k;
Podaci[x][y][3]=k;}

Cnuka. Tpu mekcmype 0baaKka KpeupaHe 00 llepnuHogo2 wyma
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LLTo je BMCMHA KOjy y3aumamo 3a rpaHvily Mana, Beha je nmospLuMHa Kojy Ha cnuuu 3ays3umajy
obnauu a marwa noepLinHa Heba 1 0bpHyTo. Crnnke narnegajy peanuctuyHuje ako ce NpUMeHu
dwvntep 3a 3amarrbewe WnM ocseTne uBuue obnaka anu ca Tume ce Hehemo 6GaBuTw.
Hanpasuhemo 6narn npenas ca 6ojama Ha cneaehu HauvH:

if (k<150)

{
Podaci[x][y][1]=1560;
Podaci[x][y][2]=250;
Podaci[x][y][3]=1560;

¥

else if (k<160)

{
Podaci[x][y][1]=160;
Podaci[x][y][2]=250;
Podaci[x][y][3]=160;

¥

else if (k<170)

{
Podaci[x][y][1]=170;
Podaci[x][y][2]=250;
Podaci[x][y][3]=1760;

¥

else if (k<180)

{
Podaci[x][y][1]=180;
Podaci[x][y][2]=250;
Podaci[x][y][3]=180;

¥

else if (k<190)

{
Podaci[x][y][1]=190;
Podaci[x][y][2]=250;
Podaci[x][y][3]=190;

¥

else if (k<200)

{
Podaci[x][y][1]=200;
Podaci[x][y][2]=250;
Podaci[x][y][3]=200;

¥

else if (k<210)

{
Podaci[x][y][1]=210;
Podaci[x][y][2]=250;
Podaci[x][y][3]=210;

}

else if (k<220)

{
Podaci[x][y][1]=220;
Podaci[x][y][2]=250;
Podaci[x][y][3]=220;

}

else if (k<230)
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{
Podaci[x][y][1]=230;
Podaci[x][y][2]=250;
Podaci[x][y][3]=230;

}

else

{
Podaci[x][y][1]=k;
Podaci[x][y][2]=k;
Podaci[x][y][3]1=k;

}

N nobujamo noTnyHo peanucTuyHe obnake reHepucaHe padyHapom.

3a pasnuky og heightmap-a koje cam Mopao camocTanHO ga ucnporpammpam, 3a Kpevpahe
TepeHa ofg Beh noctojehux heightmap-a nocToju nyHo OOCTYNHUX KOoAoOBa Ha MHTEpHETYy. Mu
hemo kopuctuTn cnegehu ko Koju cam npoHawwao. Ko je y Manoj mepu nsmereH 1 ckpaheH 3a
AenoBe Koju Ham Hucy HeonxodHw. Lleo koA, 3ajegHo ca knacama, MOXe ga ce npekonvpa y
.cpp dhajn. JegmHa ctBap Ha Kojy Tpeba ga obpatMmo naxmwy je Aa kog pagun 3a heightmap-e
mane bitmap cdopmata 1 ga mopamo ga yHecemo HasuB Tor ¢ajna y Haw Koa Kako 6u morao aa
ra npoHahe.

#include <iostream>
#include <stdlib.h>
#include <glut.h>
#include <assert.h>
#include <fstream>
#include <math.h>
using namespace std;
//definise se klasa za vektore. Definisani su sabiranje, oduzimanje,
//mnozenje i deljenje vektora, skalarni i vektorski proizvod i normalizacija vektora
#ifndef VEC3F_H_INCLUDED
#define VEC3F_H_INCLUDED
class Vec3f {
private:
float v[3];
public:
Vec3f();
Vec3f(float x, float y, float z);//izgled konstruktora
float &operator[](int index);
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float operator[](int index) const;//pristup individualnim elementima
//vektora koristeci zagrade
Vec3f operator*(float scale) const;//mnozenje vektora
Vec3f operator/(float scale) const;//deljenje vektora
Vec3f operator+(const Vec3f &other) const;//sabiranje vektora
Vec3f operator-(const Vec3f &other) const;//oduzimanje vektora
Vec3f operator-() const;
const Vec3f &operator*=(float scale);
const Vec3f &operator/=(float scale);
const Vec3f &operator+=(const Vec3f &other);
const Vec3f &operator-=(const Vec3f &other);
//skalarni i vektorski proizvod, normalizacija, intenzitet
float magnitude() const;
float magnitudeSquared() const;
Vec3f normalize() const;
float dot(const Vec3f &other) const;
Vec3f cross(const Vec3f &other) const;};
Vec3f operator*(float scale, const Vec3f &v);
std::ostream &operator<<(std::ostream &output, const Vec3f &v);
#endif
Vec3f::Vec3f() {}
Vec3f::Vec3f(float x, float y, float z) {

v[e] = x;
v[1] =y;
v[2] = z;}

float &Vec3f::operator[](int index) {

return v[index];}
float Vec3f::operator[](int index) const {

return v[index];}
Vec3f Vec3f::operator*(float scale) const {

return Vec3f(v[@] * scale, v[1] * scale, v[2] * scale);}
Vec3f Vec3f::operator/(float scale) const {

return Vec3f(v[@] / scale, v[1] / scale, v[2] / scale);}
Vec3f Vec3f::operator+(const Vec3f &other) const {

return Vec3f(v[@] + other.v[0], v[1] + other.v[1], v[2] + other.v[2]);}
Vec3f Vec3f::operator-(const Vec3f &other) const {

return Vec3f(v[@] - other.v[@], v[1] - other.v[1], v[2] - other.v[2]);}
Vec3f Vec3f::operator-() const {

return Vec3f(-v[0], -v[1], -v[2]);}
const Vec3f &Vec3f::operator*=(float scale) {

v[@] *= scale;

v[1l] *= scale;

v[2] *= scale;

return *this;}
const Vec3f &Vec3f::operator/=(float scale) {

v[@] /= scale;

v[1l] /= scale;

v[2] /= scale;

return *this;}
const Vec3f &Vec3f::operator+=(const Vec3f &other) {

v[@] += other.v[0];

v[1l] += other.v[1];

v[2] += other.v[2];

return *this;}
const Vec3f &Vec3f::operator-=(const Vec3f &other) {

v[@] -= other.v[0];

v[1] -= other.v[1];
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v[2] -= other.v[2];
return *this;}
float Vec3f::magnitude() const {
return sqrt(v[e] * v[@] + v[1] * v[1] + v[2] * v[2]);}
float Vec3f::magnitudeSquared() const {
return v[@] * v[@] + v[1] * v[1] + v[2] * v[2];}
Vec3f Vec3f::normalize() const {
float m = sqrt(v[@] * v[e] + v[1] * v[1] + v[2] * v[2]);
return Vec3f(v[@] / m, v[1] / m, v[2] / m);}
float Vec3f::dot(const Vec3f &other) const {
return v[@] * other.v[@] + v[1] * other.v[1] + v[2] * other.v[2];}
Vec3f Vec3f::cross(const Vec3f &other) const {
return Vec3f(v[1] * other.v[2] - v[2] * other.v[1],
v[2] * other.v[@] - v[@] * other.v[2],
v[@] * other.v[1] - v[1] * other.v[0]);}
Vec3f operator*(float scale, const Vec3f &v) {
return v * scale;}
ostream &operator<<(ostream &output, const Vec3f &v) {
cout << "(" << v[O] << ", " << V[1] << ", " k< Vv[2] << ")";
return output;}
#ifndef IMAGE_LOADER_H_INCLUDED
#define IMAGE_LOADER_H_INCLUDED
//predstavlja sliku
class Image {
public:
Image(char* ps, int w, int h);
~Image();
char* pixels;
int width;
int height;};
//cita bitmap sliku iz fajla
Image* loadBMP(const char* filename);
#endif
using namespace std;
Image::Image(char* ps, int w, int h) : pixels(ps), width(w), height(h) {}
Image: :~Image() {
delete[] pixels;}
namespace {
int toInt(const char* bytes) {
return (int)(((unsigned char)bytes[3] << 24) |
((unsigned char)bytes[2] << 16) |
((unsigned char)bytes[1] << 8) |
(unsigned char)bytes[0]);?}
short toShort(const char* bytes) {
return (short)(((unsigned char)bytes[1] << 8) |
(unsigned char)bytes[0]);}
int readInt(ifstream &input) {
char buffer[4];
input.read(buffer, 4);
return toInt(buffer);}
short readShort(ifstream &input) {
char buffer[2];
input.read(buffer, 2);
return toShort(buffer);}
template<class T>
class auto_array {
private:
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T* array;
mutable bool isReleased;
public:
explicit auto_array(T* array_ = NULL) :
array(array_), isReleased(false) {}
auto_array(const auto_array<T> &aarray) {
array = aarray.array;
isReleased = aarray.isReleased;
aarray.isReleased = true;}
~auto_array() {
if (!isReleased && array != NULL) {
delete[] array;}}
T* get() const {
return array;}
T &operator*() const {
return *array;}
void operator=(const auto_array<T> &aarray) {
if (!isReleased && array != NULL) {
delete[] array;}
array = aarray.array;
isReleased = aarray.isReleased;
aarray.isReleased = true;}
T* operator->() const {
return array;}
T* release() {
isReleased = true;
return array;}
void reset(T* array_ = NULL) {
if (!isReleased && array != NULL) {
delete[] array;}
array = array_;}
T* operator+(int i) {
return array + i;}
T &operator[](int i) {
return array[i];}};}
Image* loadBMP(const char* filename) {
ifstream input;
input.open(filename, ifstream::binary);
assert(linput.fail() || !"Could not find file");
char buffer[2];
input.read(buffer, 2);
assert(buffer[@] == 'B' && buffer[1] == 'M' || !"Not a bitmap file");
input.ignore(8);
int dataOffset = readInt(input);
//cita zaglavlje
int headerSize = readInt(input);
int width;
int height;
width = readInt(input);
height = readInt(input);
//1iscitava podatke
int bytesPerRow = ((width * 3 + 3) / 4) * 4 - (width * 3 % 4);
int size = bytesPerRow * height;
auto_array<char> pixels(new char[size]);
input.seekg(dataOffset, ios_base::beg);
input.read(pixels.get(), size);
auto_array<char> pixels2(new char[width * height * 3]);
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for(int y = 9; y < height; y++) {
for(int x = 9; x < width; x++) {
for(int ¢ = 0; c < 3; c++) {
pixels2[3 * (width * y + x) + c] =
pixels[bytesPerRow * y + 3 * x + (2 - ¢)];}}}
input.close();
return new Image(pixels2.release(), width, height);}
//Predstavlja teren, cuvajuci skup visina i normala u 2D lokacijama
class Terrain {
private:
int w; //sirina (broj tacaka mreze na X osi)
int 1; //duzina (broj tacaka mreze na Z osi)
float** hs; //visine (visina terena u svakoj tacki mreze)
Vec3f** normals; //cuva normale u svakoj tacki
bool computedNormals; //prati da 1i smo izracunali normale

public:
Terrain(int w2, int 12) {
W = w2;
1 =12;

hs = new float*[1];
for(int 1 = 0; i < 1; i++) {
hs[i] = new float[w];}
normals = new Vec3f*[1];
for(int 1 = 0; i < 1; i++) {
normals[i] = new Vec3f[w];}
computedNormals = false;}
~Terrain() {
for(int 1 = 0; i < 1; i++) {
delete[] hs[i];}
delete[] hs;
for(int 1 = 0; i < 1; i++) {
delete[] normals[i];}
delete[] normals;}
int width() {
return w;}
int length() {
return 1;}
//postavlja visinu u tacki (x, z) nay
void setHeight(int x, int z, float y) {
hs[z][x] = y;
computedNormals = false;}
//Vraca visinu u tacki (x, z)
float getHeight(int x, int z) {
return hs[z][x];}
//izracunava normale ako nisu jos uvek izracunate
void computeNormals() {
if (computedNormals) {
return;}
//izracunava normale
Vec3f** normals2 = new Vec3f*[1];
for(int 1 = 0; i < 1; i++) {
normals2[i] = new Vec3f[w];}
for(int z = 9; z < 1; z++) {
for(int x = 9; x < w; x++) {
Vec3f sum(@.0f, 0.0f, 0.0f);
Vec3f out;
if (z > 9) {
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out = Vec3f(@.0f, hs[z - 1][x] - hs[z][x], -
1.0f);}
Vec3f in;
if (z <1 -1) {
in = Vec3f(@.0f, hs[z + 1][x] - hs[z][x],

1.0F);}
Vec3f left;
if (x > 9) {
left = Vec3f(-1.0f, hs[z][x - 1] - hs[z][x],
0.0f);}

Vec3f right;
if (x <w-1) {
right = Vec3f(1.0f, hs[z][x + 1] - hs[z][x],
0.0f);}
if (x > 08 z > 0) {
sum += out.cross(left).normalize();}
if (x >08 z<1-1){
sum += left.cross(in).normalize();}
if (x<w-18 2z<1-1){
sum += in.cross(right).normalize();}
if (x <w-18% z > 0) {
sum += right.cross(out).normalize();}
normals2[z][x] = sum;}}
const float FALLOUT_RATIO = 0.5f;
for(int z = 0; z < 1; z++) {
for(int x = 0; x < w; x++) {
Vec3f sum = normals2[z][x];
if (x > 9) {
sum += normals2[z][x - 1] * FALLOUT_RATIO;}
if (x <w - 1) {
sum += normals2[z][x + 1] * FALLOUT_RATIO;}
if (z > 0) {
sum += normals2[z - 1][x] * FALLOUT_RATIO;}
if (z <1 -1) {
sum += normals2[z + 1][x] * FALLOUT_RATIO;}
if (sum.magnitude() == 0) {
sum = Vec3f(0.0f, 1.0f, 0.0f);}
normals[z][x] = sum;}}
for(int i = 0; 1 < 1; i++) {
delete[] normals2[i];}
delete[] normals2;
computedNormals = true;}
//Vraca normalu u tacki (x, z)
Vec3f getNormal(int x, int z) {
if (!computedNormals) {
computeNormals();}
return normals[z][x];}};
//Ucitavamo teren od heightmape. Visine terena se krecu od -height / 2 do height / 2.
Terrain* loadTerrain(const char* filename, float height) {
Image* image = loadBMP(filename);
Terrain* t = new Terrain(image->width, image->height);
for(int y = 0; y < image->height; y++) {
for(int x = 0; x < image->width; x++) {
unsigned char color =
(unsigned char)image->pixels[3 * (y * image->width + x)];
float h = height * ((color / 255.0f) - 0.5f);
t->setHeight(x, y, h);}}
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delete image;
t->computeNormals();
return t;}
float _angle = 60.0f;
Terrain* _terrain;
void cleanup() {
delete _terrain;}
void initRendering() {
glEnable(GL_DEPTH_TEST);
glEnable(GL_COLOR_MATERIAL);
glEnable(GL_LIGHTING);
glEnable(GL_LIGHT®);
glEnable(GL_NORMALIZE);
glShadeModel (GL_SMOOTH);}
void handleResize(int w, int h) {
glViewport(e, 0, w, h);
glMatrixMode (GL_PROJECTION);
gllLoadIdentity();
gluPerspective(45.0, (double)w / (double)h, 1.0, 200.0);}
void drawScene() {
glClear(GL_COLOR_BUFFER_BIT | GL_DEPTH_BUFFER_BIT);
glMatrixMode (GL_MODELVIEW);
gllLoadIdentity();
glTranslatef(0.0f, 0.0f, -10.0f);
glRotatef(30.0f, 1.0f, 0.0f, 0.0f);
glRotatef(-_angle, 0.0f, 1.0f, 0.0f);
GLfloat ambientColor[] = {0.4f, 0.4f, 0.4f, 1.0f};
glLightModelfv(GL_LIGHT_MODEL_AMBIENT, ambientColor);
GLfloat lightColore[] = {0.6f, @0.6f, 0.6f, 1.0f};
GLfloat lightPos@[] = {-0.5f, 0.8f, 0.1f, 0.0f};
glLightfv(GL_LIGHTO, GL_DIFFUSE, lightColore);
glLightfv(GL_LIGHT@, GL_POSITION, lightPos®);
float scale = 5.0f / max(_terrain->width() - 1, _terrain->length() - 1);
glScalef(scale, scale, scale);
glTranslatef(-(float)(_terrain->width() - 1) / 2, @.0f, -(float)(_terrain-
>length() - 1) / 2);
glColor3f(0.3f, 0.9f, 0.0f);
for(int z = 0; z < _terrain->length() - 1; z++) {
//Crta trouglove od svaka tri uzastopna temena
glBegin(GL_TRIANGLE_STRIP);
for(int x = 0; x < _terrain->width(); x++) {
Vec3f normal = _terrain->getNormal(x, z);
glNormal3f(normal[@], normal[1], normal[2]);
glVertex3f(x, _terrain->getHeight(x, z), z);
normal = _terrain->getNormal(x, z + 1);
glNormal3f(normal[@], normal[1], normal[2]);
glVertex3f(x, _terrain->getHeight(x, z + 1), z + 1);}
glEnd();}
glutSwapBuffers();}
void update(int value) {
_angle += 1.0f;
if (_angle > 360) {
_angle -= 360;}
glutPostRedisplay();
glutTimerFunc(25, update, 0);}
int main(int argc, char** argv) {
glutInit(&argc, argv);
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glutInitDisplayMode (GLUT_DOUBLE | GLUT_RGB | GLUT_DEPTH);
glutInitWindowSize (400, 400);

glutCreateWindow("Teren");

initRendering();

_terrain = loadTerrain("heightmap.bmp", 20); //ime fajla heightmape
glutDisplayFunc(drawScene);

glutReshapeFunc(handleResize);

glutTimerFunc(25, update, 0);

glutMainLoop();

return 0;}

Capa hemo oBMM KOgOM ga ncnporpammpamo TepeH og heightmap-e NMepnnHor wyma koju cmo
nobunu paHuje:

Ipaduk. MepauHos wym KpeupaH us npozpama 3a lepauHos wym He merajyhu napamempe

MpBo wTto Tpeba ga ypagumo je ga ymawMmo Hawy crnuky. [porpam oanuyHo pagu 3a
AnmeHsmje cnvke Makbe og 100x100, na hemo je cmawuUTn Herae y TOM UHTepBany.

EBo je crnvka y aumeHsvjama 64 x 64 :

lpaduK. YMaHeHa cauKka npemxo0Ho KpeupaHoe lNepauHosoe wyma

3atum cnuky Hasosemo “Perlin.bmp”, a HakoH Tora y Hawem kogy ymecto “heightmap.bmp”
yHecemo “Perlin.bmp” n gobujamo cnegehu tepeH:
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R = eren

Cnuka. TepeH kpeupaH o0 lMepauHosoe wyma y Visual C++, u npukas ucmoe ysehaHoz mepeHa

[MpnmeHa lNepnuHoBor Wwyma

[MepnuHoB WyM MMa BeOMa LUMPOKY ynoTpeby:

Konmponucawe eupmyenHux objekama: [lepnuHOB LWyM Ce KOPUCTU 3@ KOHCTAHTHO
nogellaBamo no3nuunje BUMPTYENHOr uBor 6uha, y urpuum Ha npumep ga 6w nsrnegao WTo
XUBIbeE.

Lipmare nuHuja ckuye: KomnjyTepcke nuHuje Cy yBeK paBHeE, LUTO UX YMHU HEMPUPOOHUM W
HenpuvjaTterbckum. Moxemo ga kopuctumo lepnuHoB Wym ga 6ucmMo yBenun HenpaBUITHOCT y
anropvTtam upTaka NuHuja ga 6u oHe nsrnegane kao Aa Ccy HaupTaHe pyKoM.

lNejzaxu: OBO je nepdpekTHa NpuMeHa ABoanMeH3noHanHor lMNMepnuHor wyma. He mopamo aa
CKNaguWwTMMO Mej3aK HUrae y MemMopujy, BUCMHA CBake Tauyke Yy Mejsaxy Moxe O6uTtu
n3padyyHaTta Beoma nako. LTasuwe, 3emrbmiite ce npoctnpe y 6€CKoHa4yHOCT (CKOpO), 1 MOXe
OuTK n3payyHato 4o cuhyLwHUX getarba.

Ob6nayu: Kpenparwe obnaka je Beoma jeaHocTaBHO kopuctehu epnuHoB Wym; HEONXO4HO je
camo [a orpaHM4yMMo BUCKHY Ha HaLloj crnivum MNepnunHoBoOr LWyma 1 Aa cBe BpeQHOCTU UCMNOA Te
o6ojumo nnasom 60jom.

leHepucarbe mekcmypa: Pasnuuute BpCTe TeKCTypa Mory 6utn reHepucaHe [lepnuHosum
wymom. TekcType reHepucaHe mory ga may y 6ekoHayHoCT 6e3 noHaBrbaka, LTO MX YMHU
MHOrO npujaTHWje 3a rnegakse Hero y nonsoyYaHe TEKCType Koje ce NoHaBIbajy.

TpodumeHsuoHanHu obnayu: Moxemo [lepnuHOB LWyM [a KOPUCTMMO W 3a Kpeupawe
TpOANMEH3NOHaNHUx obnaka.
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AHumupaHu obrniayu: Moxemo ga npovsBegemMo aHMMupaHe ABOAMMEH3MOHanHe obnake ca
TPOAUMEH3NOHANHMM [NepnnMHOBMM LYMOM, ako NPETNOCTaBMMO Aa je jeaHa AMMEH3Mja BpeEME.

AHumupaHe mpoOuMeH3UoHanHe mekcmype u obnauyu: Opgnackom y ,Buwe* OumeHsuje,
MOXEMO Nako Aa Npou3BeaeMO aHMMupaHe obnake u YBpcTe Tekctype. [logaTHa gMMeH3uja je
BpeMe.

[eHepucare TekcTypa ca [epnMHOBUM LLIYMOM

MepnuHoB WyM je baHTacTU4YaH 3a reHepucarwbe TekcTypa. Moxemo npaBuTK TEKCTYpe Koje cy
BGeckoHa4yHO BernuKe, anu He KOpUCTEe CKOpo yonwTe memopuje. Moxemo kpeupaTu crnuke
Knukepa, Apea, ckopo ©Owuno wrta ako 6u npobanu. Moxemo Takohe M pa Kpeumpamo
TpoAMMEH3NOHanHe TekcType. Moxemo pasmuwrbaty O OBOME Kao O 4YBPCTOM Oroky
mMaTepujana og kojer hemo ga kpempamo objekat. OBo Ham omoryhaBa fga Kpeumpamo TekcType
Koje mMory 6utu npumeweHe Ha cBaku objekaTt. Moxe fOa 3axTeBa MHOrMo umarvHauuje,
pasMuvlirbaka U ekcrepuMeHTUcawa ga 6w gobwnu TekcTtype koje usrnegajy Aobpo, anm
pesyntaTu Mory 61uTu 3ancta MMNPECUBHW.

Metarwem napametapa [lepnuHoBor wyma, kombuHyjyhu pasnuuute [lepnuHoBe LwyMOBe,
MehakeM 60ja U KOMOMHOBaH-EM UCTOr Ca pasnMyuuMTuM (PyHKUMjama moxemo ga gobujemo
pasHe TekcType. EBO ux Heku npumepu gobujeHn npumMmewvBaweM TUX TeKCTypa Ha cdepe
Kpeunpajyhm Tako nHTepecaHTeH obnuke Knukepa unmn nnaHeTa:

Cnwuka. Teckmypa lNepauHo802 Wyma NpuMereHa Ha cpepy. Ha cauyu 1e8o s8UOUMO HeU3MeH eHU

MepauHo8 wym 00K 2a HO OeCHOj CAUUU KOpUCMUMO KAKo BUCMO Kpeupaau mary 8ucuHad rnaaHeme
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Cnuka. Tekcmypa lNepauHosoe wWyma npumMmer-eHa Ha cghepy. Ha cauyu neeo Kopucmumo

MepauHo8 Wwym Kako BUCMO NPUKA3anu memnepamypHy mMmamy faagHeme a Ha 0ecHoj cauuu

KaKko BUCMO NpUKasanu pesveg naaHeme

&£ i : g R o a
Cnuka. 2 npumepa mepeHa u 2 npumepa obaaxka eeHepucaHux y cogpmeepy Terragen Koju ce y

nomnyHocmu 3acHu8ajy Ha MepauHosom wymy
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Cnwuka. Mejzaxc kpeupaH y Terragen-y. Kpeupare mepeHa u 06:aaKa ce y mominyHocmu 30CHUSA HA
lepauHosom wymy
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Fault formation anroputam

OBaj anroputam je Beoma jegHoCcTaBaH, Nonpuin4Ho 6p3, n ako My pesyntaT Huje gobap kao
MepnuHoB WyMm 4YecTo je 3agoBorbaBajyh. [Ja bucmo 3anovenu anropytam Mopamo ga Mmamo
heightmap-y u4vje cy cBe BUCUHE jegHake Hynu. 3aTuM NpPaBMMO CryYajHy NWHUWjY Koja Aenuv
TepeH Ha AaBa gena. Taykama ca jegHe cTpaHe hemo nosehaTu BUCMHY, a Taykama ca gpyre
cmanuntn. Cnegeha cnvka nnycrpyje npey Utepamjy OBor anroputma.

CnyJajHa nuHuja
(X5, Yo)

(X4, ¥4)

Cnuka. CnyyajHa nuHuja Koja pa3deaja nodamke heightmap-e Ha oHe 4ujy suucuHy nosehasamo u oHe
Yujy cmarbyjemo

MpBu npobem je kako Aa Kpeupamo criyyajHy nuHujy Koja aenu TepeH. To hemo ypaauTtun Ttako
wto hemo Hahu aBe cniyvajHe Tadke (x,,),) ¥ (x,,y,) oA Kojux hemo Aa HanpaBMMO BEKTOpP

v, =(x,—x,,y,—»,). 3aTum hemo 3a cBaky Tauyky TepeHa (x,y) Aa u3pavyyHamo jow jeaaH
BEKTOp v=(x—Xx,,¥—),). HakoH Tora y KOMMOHEHTa BEKTOPCKOr Npou3BoAa ce n3padyHasa u

oHa he Ham gaTu npaBal No kojem yBehaBamo 1 cmakbyjemo.

Ogaj anroputam Mma MHoro npuctyna. Moxxemo ga nodHemo ca BMCMHaMa Koje Cy jegHake Hyna
na ga nosehaBamo y CBakOj utepauuju jegHy cTpaHy of crydajHe nuHuje. Moxemo jeaHy
CTpaHy Aa cmakbyjeMo a Apyry Aa nosehaBamo 3a KOHCTaHTE BPEAHOCTU, CriyYajHe BpegHOCTU
unm HekomMm byHkumjom. My hemo NpucTynuTM OBOM anroputmy Tako wTo hemo cBMM Tadkama
pogenuTtn BpegHocT 127 koja npeactaerba cvBy 60jy koja je cpeouHa nHTepBana grayscale
cnuke ca pacnoHom 6oja og 0 go 255, a 3atum hemo BpeaHOCT yMawnBaTU U CMakwMBaTh 3a
10. OBako n3rnega anropvTam ca NpBMX HEKOSMKO UTepauuja:
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lToyemHa cnuKa JedHa umepauyuja

Tpu umepayuje Yemupu umepayuje ledecem umepayuja

Jlee umepayuje

Capa hemo nokasaTu kako u3rnega Haw nporpam 3a 300 utepaumja y kojem yBehaBamo u
CMamyjeMo BpeaHOCTH NuKcena 3a BpeaHocT 2:

#include <math.h>

#define ImageHeight 512

#tdefine ImageWidth 512

GLubyte heightmap[ImageWidth][ImageHeight][3];
static GLint height;

void FaultFormation(void)

{
int x, y, 1, 3, k;
for (i=0; i<ImageWidth; i++)

{
for (j=0; j<ImageHeight; j++)
{
//postavljamo pocetne vrednosti svih elemenata
//heightmape na 127, odnosno sivu boju
heightmap[i][j][1]=127;
heightmap[i][j][2]=127;
heightmap[i][j][3]=127;
}
}

//300 iteracija
for (k=0; k<300; k++)
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{
int h=ImageHeight;
int w=ImageWidth;
//koordinate x1,x2 i yl,y2 dobijamo kao slucajne vrednosti
//iz intervala © do 255
int x1=rand()*255;
int x2=rand()*255;
int yl=rand()*255;
int y2=rand()*255;
for (x=0; x<ImageWidth; x++)
{
for (y=0; y<ImageHeight; y++)
{
if ((x2-x1)*(y-y1)-(y2-yl)*(x-x1)>127.0){
//uvecavamo vrednosti elemenata za 2
heightmap[x][y][1]+=2;
heightmap[x][y][2]+=2;
heightmap[x][y][3]+=2;}
else{
//umanjujemo vrednosti elemenata za 2
heightmap[x][y][1]-=2;
heightmap[x][y][2]-=2;
heightmap[x][y][3]-=2;}
}
}
}
}
void inicijalizacija(void)
{
glClearColor(0.0, 0.0, 0.0, 0.90);
glShadeModel (GL_SMOOTH);
FaultFormation();
glPixelStorei(GL_UNPACK_ALIGNMENT, 1);
}
void display(void)
{
glClear(GL_COLOR_BUFFER_BIT | GL_DEPTH_BUFFER_BIT);
glRasterPos2i(0, 0);
glDrawPixels(ImageWidth, ImageHeight, GL_RGB, GL_UNSIGNED_BYTE, heightmap);
glFlush();
}
void reshape(int w, int h)
{
glViewport(@, 0, (GLsizei)w, (GLsizei)h);
height=(GLint)h;
glMatrixMode (GL_PROJECTION);
gllLoadIdentity();
gluOrtho2D(0.0, (GLdouble)w, 0.0, (GLdouble)h);
glMatrixMode (GL_MODELVIEW);
gllLoadIdentity();
}
int main(int argc, char**argv)
{

glutInit(&argc, argv);

glutInitDisplayMode (GLUT_SINGLE | GLUT_RGB | GLUT_DEPTH);
glutInitWindowSize(512, 512);

glutInitWindowPosition(100, 100);
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glutCreateWindow("Fault formation");
inicijalizacija();
glutDisplayFunc(display);
glutReshapeFunc(reshape);
glutMainLoop();

return 0;}

n pobujamo cnegehy cnuky:

Ipaduk. Heightmap-a kpeupaHa npemxo0HUM KOOOM

HobujeHa cnuke He usrnega nowe, mehytTnm NnpumeTHO je nowwuja oa MNepnuHoBor Wwyma, anu
nosehawem 6poja nrepauuja gobujamo cee 60rby 1 60rbY CNKKY.

YMam€eHa crnvka mnsrrneaa oBako

IpaduvK. YMareHa cauKa npemxo0Ho KpeupaHoz wyma
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a pobujeHn TepeH:

Teren

Cnuka. TepeH eeHepucaH heighmap-om Koja je dobujeHa fault formation
an20puUMMOmM
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Diamond-square anroputam

Fault formation je ognuyaH 3a mane cueHe cactaBrbeHe of Manux 6paa (nnaHuHa), anu wTta
ako XONeMo HeLwTO XaoTU4HWje of Tora, HMp NiaHNHCKE BEHLE?

Diamond-square je oagrosop. OBaj anroputam je Takofje no3HaT M Kao nnasma dpakran wu
midpoint displacement anroputam. Jlowa cTpaHa oBOr anroputMa je WTO AUMEH3Mje Mopajy
6uTn cteneHa 2, wWTo HWje cnyyaj kog fault formation anroputma rge mory ga 6yay 6uno koje
OumMeH3suje.

CyLWTWHCKN, CBE LWITO pagMMO y OBOM anroputMmy je Aa y3MeMO Cpeftby Tauky Heke JMHuje u
npemMecTnmo je.

diamond-square anroputam je meTo[, 3a reHepucamwe heightmap-a. Anroputam je Beoma npocr.
bpoj Tayaka mMpexe pacte ca CBakoM mtepaumjoMm. Y cTapTy anroputam novmMte ca MpPEXoMm
2x 2. BucmHe y yetupm yrna cy Hajuyelshe nocTaBrbeHe Ha Hymny UM HeKy cryyajHy BpeaHoCT.

A B

C D

MpBK KOpak je ga HafemMo BUCWMHY LieHTpa TepeHa. Ta BpedHOCT ce m3payyHasa Kao Mnpocek
BMCKHA YeTUpu yrna nnyc cnyyajHa spegHoct. OBaj kopak je no3HaT kao diamond Kopak.

E=(A+B+C+D)/4+RAND(d)

rae je RAND(d) cnydyajHa BpegHoOCT M3 uHTepBana [—d,d]. BpegHocT d npeacrtaerba
MaKCMMariHy NpOMEeHYy BUCUHE y TPEHYTHO] uTepaumju.
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3aTtum cneam square kopak. Cpefhe Tavke cBe YeTupu meuue (Nnaee Tadke) ce unspadvyHasajy
Kao Npocek NoBe3aHWX Tavaka nnyc crnyyajHa BpeaHOCT.

F=(A+C+E+FE)/4+RAND(d)
G=(A+B+E+E)/4+RAND(d)
H=(B+D+E+E)/4+ RAND(d)
Z=(C+D+E+E)/44+ RAND(d)

A G B

R

® ® ®
Ako octaBumo F =H pohu he po noHaBrbawa (CMMETPUYHOCTU), MaKO TO Y HEKUM

crny4vajeBMMa Huje nowe, Mn xohemo HenpaBunHOCTM y HaweMm TepeHy. OBo hemo n3behn Tako
wTo hemo F um3payyHaBaTu Kao:

F=(A+C+E)/3+..

yMecTo
F=(A+C+E+E)/4+..

MpBa ntepauuja je rotosa. Caga je HeonxoaHO NOMHOXUTU BpeaHOCT d Ha crieaehun HauuH:
d *= pow(2,-r)
rOe je r KoOHCTaHTa XpanaBOCTW ca KOjoM CMO ce Beh cycpehanu.

Capa nmamo 4veTtupun kBagpata. lNpouec ce noHaerba 3a cBaku kBagpat. [pBoO NpuMeryjemo
diamond kopak:

J=(A+G+F+E)/4+RAND(d)
K=(G+B+E+H)/4+RAND(d)
L=(F+E+C+Z)/4+RAND(d)
M=(E+H+1+D)/4+ RAND(d)
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5 AnropuTmu 3a Kpevpare TepeHa
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HakoH npumenuBawa diamond kopaka Ha cBe KBagpaTe, Bpeme je fa NpUMMeHUMOo square
Kopak. Ha crnegehoj cnvum Tadke npBOr KBagpaTta Cy nnaBe Tayke. Y Bep3vju Koja uMma

NOoOHaBIbaka MMaMO:

Ay Bep3nju 6e3 noHaBrbawa npadyHasawe 3a N n O je gpyraduje:

Mpukaszahemo pag anroputma Ha cnegehoj cnvun y 7 ntepauuja:

N=(K+A+J+F)/4+ RAND(d)
O=(L+A4A+G+J)/4+ RAND(d)
P=(J+G+K+E)/4+ RAND(d)
O=(F+J+E+L)/44+ RAND(d)

N =(A+J +F)/3+RAND(d)
O=(A+G+J)/4+RAND(d)
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5 ArnroputMmmn 3a Kpenpawe TepeHa




5 ArnroputMmmn 3a Kpenpawe TepeHa

Bbojakem noepnHe gobujamo cnegehy cnuky nejsaxa:

YBoheweM ocBeTIbEHA U HUBOA Mopa fobujamo cnefgehu peanncTudHn nejsax:
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3aKJby4ak

dpakTanHa reomeTpuja, Mako Mnaga HayyHa gucumnnuHa, npegcraBba MohaH anaTt 3a
aedunHUcabe N Modenupame pasHux NpupogHMx nojaBa. CUCTEMU UTEPATMBHUX (PYHKUM)a,
JInnpeHmajepoBu cuctemm n copakunmoHo bpayHoBO KkpeTare npeacTaBrbajy camo jedaH genuh
oBe aucumnnuHe. [aHac dpaktanun n dQpakTanHa reomeTpuja uUMajy OrpoMHy MpUMEHY.
KopucTe ce y acTpoHoMuju, npeasmhamwy npomeHa knuve, mannpawy DNK, rpaHanwy burbaka,
pasBujawy obnaka, npouecy eposuje, aHanusum caobpahaja, aHanuan MoXxgaHuxX Tanaca,
aHanmMsn oTKyuaja cpua, aHanusu Crivka, aHanusm nNpupoaHUX rpaHuLa, aHanuan XemujCKux
peakumja, crneumjanHuM edqekTuma, urpuuama, Kpeupaky LyMOBa, KBaHTHOj Teopuju,
cMMynaumju TepeHa, uspadvyHaBawuMa TpeHaoBa M Bapujauunja Ha 6epsama, dnykTtyaumjama
Temnepartype, NOABOAHUM UCTpaXKuBaka, NoHalawnMa XuBoTuka... Cee oBO uMmnnvumpa aa
je bpakTtanHa reomeTpuja 3a BeOMa KpaTKO Bpeme noctana matemartuka O6yayhHoctn n pa
HEHO NO3HaBaHe U pasyMeBah-e NpeacTaBiba OCHOBY 3a pa3Boj Hayke.

36or wupoke npumeHe dpakTanHe reomeTpuje y rpacduykoM Kpeupary NpupoaHuX nojaea,
3aMHTepecoBarna Me je cumynauuvja npuMepa, na cam cTora CKOpo CBe CrvKe y pagy Kpevpao
camocCTarHo y caBpeMeHUM copTBEpUMA.
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CodTBepu KopHUIIheHH y U3paau

akrowbd-~

Visual C++

IFS Construction Kit: http://ecademy.agnesscott.edu/~Iriddle/ifskit/

Chaotica: http://www.chaoticafractals.com/

Fractint: http://www.fractint.org/

Mandelbulb 3D: http://mandelbulb.com/2014/mandelbulb-3d-mb3d-fractal-rendering-
software/

ultra fractal 5: http://www.ultrafractal.com/

XenoDream: http://www.xenodream.com/

L-Systems Turtle Graphics Renderer: http://www.kevs3d.co.uk/dev/Isystems/
Lindenmayer System Generator: http://nolandc.com/sandbox/fractals/

. XLinden L-System Parser: http://www.ph2.net/XLinden/

. POV-Ray - The Persistence of Vision Rayteracer: http://www.povray.org/

. L-studio: http://algorithmicbotany.org/virtual laboratory/

. Terragen: http://planetside.co.uk/

. Gimp: http://www.gimp.org/

. Geogebra: https://www.geogebra.org/

. MDTerrain by Mathias Grumet: http://www.embege.com/fractals/mdterrain/
. Fractal Terrains 3: https://secure.profantasy.com/products/ft.asp

. World Machine: https://www.world-machine.com
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Buorpadwja

Hemawa CrtojaHoBMh je poheH 15.10.1991. y Comb6opy.
3aBpwwo je OcHoBHy wkony ,Hukona Bykuhesuh® y Combopy
kao Hocunauy Bykose gunnome. Ucte roguHe je ynucao ,Cpegmy
ekoHoMmcKy Lwkony“ y CombGopy kojy 3aBpwwasa 2010. roguHe,
Takohe kao Hocunay Bykose gunnome. o 3aBpLueTky cpefme
LUKONe Yynucyje OCHOBHE akageMcke CcTyavje npuMmerbeHe
mMaTemaTuke Ha NpupogHo-matemaTuykoM cakynteTy y Hosom
Capy koje 3aBpwaBa 2013. roguHe. WcTe rognHe y OKTOGpYy
yrnucyje macTep akagemcke CTyguje npvMereHe MaTemaTuke.
CBe wucnuTe npeaBuhieHe nnNaHoOM M NPOrpaMoM Monaxe
3aKIby4HO Ca jyHCKMM MCMMTHMM pokom 2015. rogmHe n Tume
CTu4e ycnoB 3a oabpaHy oBOr mactep paja.

Hoeu Cag, centembap 2015. roguHe Hemara CtojaHoBMN
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YHMBEP3UTET ¥ HOBOM CALlY
NMPUPOOHO-MATEMATUYKN GAKYINTET
KIbYYHA JOKYMEHTALNJA NHOOPMALINJA

PeaHwn 6po;j:
RBR

NaoeHTudpmkaumonn 6poj:
IBR

Tun pokymeHTauumje: MoHorpadcka ooKyMeHTaumja
D

Tun 3anuca: TekcTyanHu WwTamMnaHu matepujan
TZ

BpcTa paga: MacTep paa
VR

Aytop: Hemana CtojaHoBUN
AU

MenTop: MNMpodh. ap Oanujena Pajtep-hupuh
MN

Hacnos: Cuctemn ntepatmeHux doyHkumja, lluHaeHmajepoBu cuctemu, opakumnoHo bpayHoso
KpeTare 1 NpMMeHa y rpadpuykoM Kpevpaky NpupoaHnX nojaea
NR

Jesuk nybnukauuje: Cpncku (hupunuua)
JP

Jesnk nssoaa: cprcku/eHrnecku
JI

3emrba nybnukosamna: Penybnuka Cpbuja
ZP

Yxe reorpacpcko nogpyuje: BojsoanHa
UGP

MoguHa: 2015.
GO

M3paBay: AyTopCKu penpuHT
VA
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MecTto n agpeca: Hosu Cag, [lenaptmaH 3a matemaTtuky n nicpopmatuky, NpupogHo-
mMaTemaTnykun pakynteT, YHuBep3auteT y Hosom Capy, Tpr docuteja Obpagosuha 4
MA

®unanykun onuc paga: (5/130/1/7/160/46/0)
(6poj nornaerba / ctpaHa / nuc. untarta / Tabena / cnvka / rpaduka / npunora)
FO

HayuyHa obnact: Matematuka
NO

HayyHa gucumnnuHa: lNpumerneHa matemMaTtuka
ND

MpeameTtHa opgpegHunua / KrbydyHe peudn: Opaktan, Cuctemum wuTepaTuUBHUX  yHKUM]a,
KoHTpakuuja, XaysgopdoBa  MeTpuka, KoHaeH3auuoHu ckyn, Konax  Teopema,
JInnpeHmajepoBu cuctemn, bpayHoBoO KpeTawe, dpakumoHo bpayHOBO KpeTawe, dpakumoHe
BpayHoBe nospLumHe, heightmap-e, NepnuHos LwymMm.

PO

UDK

Uysa ce: bubnuoteka [lenaptmaHa 3a matemMatuky n nHgopmaTtuky MNpmpogHo-maTemMaTykor
dakynteTta, YHusepauteta y Hosom Cagy.

Ccu

Baxxa HanomeHa:

VN

N3Bona:

Y 0BOM pagy Cy U3NoOXeHW OCHOBHM MOjMOBW Be3aHu 3a opakTanHy reomeTpujy, CaMoCiIMYHOCT
U guMeHsvje ppakTana, kKao U pasnuUunT Moaenn 3a Kpeupawe OBOAUMEH3UOHANHUX W
TpoOMMEH3NOHanHux dpaktana. [[deduHucann cy nojmoBu nonyT Cucrema wuTepaTUBHMX
dyHKUKja, JlnHaeHMajepoBux cuctemMa, lNepnnHoBor wyma n dopakumoHor bpayHoBor kpeTama.
Y npsBoMm geny paga cMmo geduHuUcanu cucteme utepaTuUBHMX yHKUMje U Mpukasanu asa
anroputma Kojuma ce Kpeupajy dppakrtanu. lNpukaszanun cmo pag oba anroputMa Ha HEKOSMKO
npumepa Owrbaka. Y gpyrom geny paga cmo geduHucanu JluHoeHmajepoBe cucteme U
KOpHa4uH anroputam un kbuMme namogenupanu pasHe Bpcte burbaka y ABe u Tpu anmeHsuje. Y
Tpehem geny paga cmo geduHucanu gpakumoHo bpayHOBO kpeTakwe M 06jacHUNU H-eroBy
npumeHy. 3atum cmo gedpuHucanu heightmap-e 1 Tpu anroputma 3a HUXOBO Kpeupame.
MpukasaHe cy mogudumkauuvje anropytama ca uubeM uameHa heightmap-a pagn gobuvjawa
pasnnunTUX TEKCTypa Koje ce nojaBsbyjy ¥y NpUpOan Kao 1 3a Kpenpawe TepeHa. [pukasaHu cy
npumepu y caspemeHuM codpteepmuma nonyT Terragen-a n World Machine-a

V4

OaTtym npuxsatarwa Teme of ctpaHe NN Beha: 21.04.2015.
DP

[aTtym onbpaHe: oktobap 2015.
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DO

YnaHoBu koMucuje:

KO

MpencenHuk:

MeHTOp:

YnaH:

ap Cawa Panajuh, BaHpegHu npodecop,
MpupogHo-maTemaTuykm doakynteT, YHmuepauteT y Hosom Cagy,

ap Hanunjena Pajtep hupuh, pegosHu npodhecop,
MpupogHo-maTtematundkn dpakyntet, YHuBepautet y Hosom Caay,

ap Dopa Cenewn, BaHpeaHu npodecop,
MpupogHo-maTtematundkn dpakyntet, YHuBepautet y Hosom Caay.
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