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Predgovor

’Ne samo mocno oruzje u borbi za opstanak, matematika je simbol nase
intelektualne snage i jemstvo da ce se ljudski duh vazda boriti za uzvisene ciljeve ’

(Danilo Blanusa, 1903-1987)

Tesko je zamisliti svet koji nas okruzuje bez zvuka u njemu. Evolucijom
senzornog sistema kod sisara, razvilo se i ¢ulo sluha. Njegova namena je visestruka
— od otkrivanja potencijalne opasnosti pa do uzivanja u omiljenoj muzici.

Cilj ovog master rada jeste, pevashodno, da kroz matematicko modeliranje
pokusamo razumeti ceo proces putanje zvuka (zvuk je, strogo govoreci-mehanicki
talas) i1z okoline koja nas okruzuje sve do mozga koji primljene signale obraduje
kada mi postajemo svesni da smo Culi nesto.

Rad je podeljen u vise logickih celina; u prvom delu se upoznajemo sa
osnovnim karakteristikama zvuka 1 dajemo anatomsku gradu uha kao osnov za
bolje razumevanje modela, zatim u drugom delu navodimo neke poznate
matematicke osnove, modele i osnovne principe koji ¢e nam Kkoristiti dalje u radu.
U treCem delu koristimo ve¢ poznate modele iz fizike 1 mehanike odnosno
dinamike i pravimo analogon kako bismo opisali svaku deonicu uha i procesa koji
se u tom delu izvrSava. Na samom kraju implementiramo numeri¢ko reSenje u
programskom paketu Matlab i pravimo analogon sa modelom, uporedujuéi i
analiziraju¢i rezultate. Kombinuje se znanje iz anatomije, elektro-fizioloije i
najzad, matematickog modeliranja.

Akcenat ¢emo staviti na modele vezane za srednje 1 unutrasnje uho, bazilarnu
membranu 1 organ puza (kohlea). Navode se modeli koji su se razvijali kroz
istoriju kako bi opisali auditivni sistem na osnovu saznanja iz fizike i na osnovu
nekih empirijskih odnosno eksperimentalnih zakljucaka. Jo§ u petom veku pre
Hrista, stari Grei su dozivljavali zvuk kao talase koji se prostiru kroz vazduh.
Zapavo, oni su dosli do zakljucka da je (ljudski) sluh rezultat dopiranja tih talasa
do uha, ali nisu mogli nista vise da saznaju.

U 16. veku, dolazi do blagog napretka, kada se razvila anatomija i kada su skriveni

delovi ljudskog uha videli svetlost dana.
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Godine 1863., nemacki lekar i fizicar Herman fon Helmholc® objavljuje rad
‘Doktrina senzacije tona’ gde predlaze model sluha koji se bazira na pretpostavci
da se organ puz (kohlea) moze modelirati kao rezonator zvuka, odnosno da
pojedini delovi puza vibriraju na odredenoj frekvenciji zvucnih talasa. Svakako da
najveéi doprinos pripada gospodinu Georgu fon Bekesiju® koji je posvetio paznju
modeliranju kohlee pocev od 1928., na osnovu eksperimentalnih rezultata, a ¢iji
modeli su mu doneli i Nobelovu nagradu 1961. godine. Takode, on je posmatrao i
modelirao zvucne talase koji dopiru do bazilarne membrane.

Pocev od 1950-e¢ godine, kada su Peterson i Bogert na osnovu Bekesijevih
rezultata izveli talasni model kohlee, interesovanje za ovu oblast po€inje da raste,
da bi tokom narednih decenija bili predlagani mnogobrojni modeli® a samim tim
ucinjenit znacajni pomaci u razumevanju cula sluha. Zahvaljuju¢i danasnjoj
modernoj aparaturi, preciznim merenjima i raCunarima mozemo doci do preciznijih
1 boljih rezultata. U ovom master radu ¢emo navesti neke od modela, posmatrati
njihove karakteristike, prednosti, numeri¢ke aproksimacije 1 uporedi¢emo ih.

Autor se nada da ¢e rad u buduénosti posluziti kao osnov za dalje usavrSavanje
modela ove prirode a mozda jednom i1 pomoc¢i poboljSanju modela za otklanjanje
ostecenja sluha. Ili makar, jos vise podstaknuti tu ideju.

' Hermann von Helmholtz (1821-1894), nemagki fizicar i lekar. Jedan od njegovih sudenata-doktoranata
bio je i Mihailo Pupin.

2 Georg von Békésy (1899-1972), madarski biofizi&ar.

* Navodimo neke od autora koji su nastavili prou¢avanje modela a ¢iji rezultati ée biti prikazani i u ovom

radu : DZonston i Bojl -1967., Rod -1971., Lien i Koks, Sreder-1973., Alen -1977.
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1.Anatomija ljudskog uha i auditivni sistem

Ljudsko uho predstavlja instancu auditivnog sistema; ono je sastavni deo ¢ulnog
sistema zaduzenog za obradu zvucnih (mehanickih) talasa. Neretko se smatra da
uho Cini samo spoljasnji zalistak tkiva, poznat kao uSna Skoljka, no, ona je samo
vidljivi, periferni deo jednog slozenijeg sistema.Takode, u uhu se nalazi centar za
ravnotezu 1 koordinisanje polozaja tela. Ki¢menjaci imaju jedan par usSiju smesten
simetri¢no sa obe strane glave. Na taj nacin se lakSe detektuju zvucni izvori iz
okoline. Tako oblik spoljasnjeg uha varira od vrste do vrste, unutras$nji mehanizam
cula sluha 1 njegov izgled je kod sisara slican.

Uho moZemo vizuelno podeliti na tri celine,

e spoljasnje,
e srednjei
e unutrasnje uho.

Usna Skoljka Unutrasnje uho

|
f 1

Kohlea(Puz) Polukruznikanali

3 Vestibularni,

% 4 . » /Facijalnii

/Slusnl nerv
:?‘f-ea,.
x

g

Eustahijeva

R '-.'
R / tuba

Srednje uho

Usni kanal
| |  Bubnaopna

1

Spoljasnje uho

Slika: Poprecni presek uha i njegovi kljucni elementi
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1.1. Spoljasnje uho

Spoljasnje uho predstavlja celinu za sebe 1 ona se sastoji od vidljivog , koZznog dela
(usne skoljke), usnog kanala i spoljaSnjeg dela bubne opne. USna Skoljka se sastoji
od =zakrivljene spoljasnje ivice (lat.,helix), unutrasnjeg zakrivljenog oboda
prekrivenog kozom(lat., antihelix) , gde se otvara usni kanal koji vodi ka bubnoj
opni 1 srednjem uhu. Duzina usnog kanala je oko 2,5 cm 1 on je ovicen sa kosti sa
spoljne odnosno hrskavicom sa unutra$nje strane. Zlezde koje se nalaze u kozi
usnog kanala luce cerumen. MiSi¢i spoljasnjeg uha se mogu podeliti na spoljasnje i
unutra$nje; neki sisari imaju sposobnost da usmeravaju usnu Skoljku zahvaljujuéi
tim miSi¢ima. Macke, na primer. Konji imaju sposobnost da pomeraju usne Skoljke
nezavisno jedna od druge. Na taj naéin neki sisari lakSe odreduju pravac izvora
zvuka. Ljudska bica lokalizuju izvor zvuka pomocu centralnog nervnog sistema, 1
to na osnovu glasnoc¢e zvuka koji dopire do oba uha, uporedujuci sekvencijalne
intervale dopiranja zvuc¢nih signala. Glavna funkcija spoljasnjeg uha jeste
prikupljanje zvu¢nih talasa i sprovodenje ka srednjem uhu.

1.2. Srednje uho

Srednje uho predstavlja Supljinu ispunjenu vazduhom iza bubne opne, ¢ine ga tri
koscice — Cekié¢, nakovanj i uzengija. Takode, srednje uho je povezano sa gornjim
delom grla preko tzv. Eustahijeve tube. Glavna funkcija ovih koscica jeste upravo
prenos zvuénih talasa dalje ka unutrasnjem uhu. ‘Ceki¢’ je direktno povezan sa
bubnom opnom 1 on prenosi vibracije bubne opne izazvane upravo zvucnim
talasima. Anatomski redosled ovih kos¢ica je takav da vibriranje bubne opne
domino efektom izaziva kretanje prvo ¢ekica, zatim nakovanja 1 na kraju, uzengije,
koja je ujedno 1 najmanja koscCica u ljudskom telu. U trenutku kada zavr$ni deo
uzengije potiskuje tzv., vestibularni organ (vestibulum, trem), dolazi do pomeranja
fluida u kohlei (puz) u unutrasnjem uhu. Slu$ne koS¢ice pomazu u pojacanju
zvucnih talasa i do 30 puta.



1.3. Unutrasnje uho

Unutrasnje uho predstavlja najdublji deo uha kod kicmenjaka. Ono je zasluzno za
detetktovanje zvuka i1 odrzavanje ravnoteze. Kod sisara, ono se sastoji od koStanog
lavirinta, Suplje temporalne kosti lobanje sa sistemom prolaza kojeg Cine dve
osnovne funkcionalne komponente:

Puz (lat., Cochlea) — organ zaduzen za sluh. Ovaj organ pretvara mehanicke talase,
zvucni pritisak u elektrohemijske impulse (akcione potencijale) koji se sprovode
do mozga putem slusnog nerva.

Vestibularni sistem — sistem zaduzen za ravnotezu i koordinaciju tela.

Vestibularni
sistem

Ovalni prozor
Kohlea

Okrugli prozor

Auditorni
Korteks

Slika: Auditorni Korteks, centar za prijem zvuka u mozgu
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Kada zvu¢ni talasi dopru do naseg uha, prvi korak u prenosu signala se odigrava na
bazilarnoj membrani u kohlei. Zvuc¢ni talasi raznih frekvencija iniciraju vibracije
na razli¢itim delovima bazilarne membrane. Bazilarna membrana (u daljem tekstu,
BM) je povezana sa dlaCicama koje predstavljaju Culne Celije kao 1 sa perifernim
nervnim vlaknima. Dalji tok prenosa informacija se deSava upravo u oko 30.000
nervnih vlakana u unutrasnjem uhu. Upravo sve nelineranosti koje se javljaju u
matematickim modelima su posledica prevodenja zvuc¢nih talasa (od strane Culnih
¢elija-dlacica) iz mehanickog u elektro-hemijski oblik.

= Korteksl‘:IKorteks

HTaIamUSI ‘Talamus

L4 Srednji Srednji
— mozak Mmozak
Mozdana Mozdana
greda greda

Jedro - L Jedro ‘
u kohlei u kohlei

Kohlea JKohlea

Slika: Putanja zvucnog signala od kohlee do Auditornog korteksa



2.Matematic¢ke osnove

2.1. Parcijalne diferencijalne jednacine

Parcijalne diferencijalne jednacine (u oznaci, PDJ) su diferencijalne jednacine
koje sadrze funkcije viSe promenljivih kao 1 njihove parcijalne izvode. Uz
pomo¢ PDJ, mogu se modelirati razni problemi iz oblasti elektrostatike,
elektrodinamike, toplote, prijema zvuka i akustike uopste, kvantne mehanike,
dinamike fluida, cene opcija. Ovo su samo neki u moru primera. ReSenja ovih
matemtaickih modela se mogu dobiti ili analiticki ili numericki, uz pomo¢
softvera.

Definicija 2.1.1. Za funkciju u = u(xy, x5, ..., X,), parcijalna diferencijalna
jednacina je ona oblika

ou ou du? ou? ~ 0o
0x, " ax, 0xi0x, T oxadny ) T

f(xl,xz, o Xy U,

Ako je f linearna funkcija od u i njenih parcijalnih izvoda, tada imamo linearnu
PDJ.

Uobicajeni primeri linearnth PDJ-a su

e Laplasova®

, 0%u
Au=Vu =0, Au = —
— 0X]
<Is<n
e toplotna
Ju e —
ot av-u
¢ Helmholcova
V2A + k*A = 05

* Pierre-Simon Laplace (1749-1827), francuski matematicar i astronom.
> k predstavlja talasni broj a A meru amplitude talasa.
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e Poasonova®

A =V?u=f
e talasna

62u _ 2v2

Yo, c“Veu

Nezavisne promenljive date funkcije u mogu da budu prostorne
[dvodimenzionalne, trodimenzionalne; u oznaci u(x,y),u (x,y,z)] ali isto
tako, mogu da ukljuce 1 vremensku promenljivu t.

2.2. Klasifikacija PDJ. Pocetni i grani¢ni uslovi.

Klasifikacija PDJ se moze vrsiti na viSe Kkriterijuma — po broju nezavisnih
promenljivih, redu najviSeg parcijalnog izvoda u jednacini, po linearnosti,
homogenosti. Modeli koje ¢emo navoditi u radu koriste linearne PDJ drugog reda
i sreCemo se sa dve ulazne, prostorne promenljive, (x,y) dok napredniji modeli
koriste i vremensku promenljivu te imamo uredeni par promenljivih (x,y,t).
Takode, zbog prirode problema, funkcije ¢iji oblik trazimo su kompleksne 1 moze
se pokazati u nekim slucajevima da 1 realni delovi tih funkcija takode predstavljaju
reSenje problema.

Neka opsta klasifikacija nalaze da se linearne PDJ drugog reda mogu podeliti na
paraboli¢ne, hiperbolicne 1 elipticne. Tako talasna jednaCina predstavlja
hiperboli¢nu, Laplasova elipticnu dok toplotna predstavlja paraboli¢nu jednacinu.
Nama ¢e elipti¢ne jednacine biti fokus proucavanja.

Podsetimo se da realna kriva drugog reda u ravni oblika

ax?+ 2bxy +cy*+dx+ey+f=0

® Simeon Denis Poisson (1781-1840), francuski matematicar.
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moze da predstavlja elipsu, hiperbolu ili parabolu u zavisnosti od znaka
diskriminante, bc — a?.

Analogno, posmatrajmo linearnu PDJ drugog reda u opStem obliku
Llu] = au,, + 2buy,y, + cuy, +du, +eu, + fu=g9, (x,y)€D (1)

Funkcije koje se nalaze uz funkciju u i njene izvode se nazivaju konsatnte i one su
u opStem slucaju funkcije dvaju promenljivih klase C1(D) za koje Zelimo da vazi
relacija a? + b? + ¢? # 0. Prtiom, ako je g = g(x,y) = 0, imamo homogenu
linearnu PDJ drugog reda.

Definicija 2.2.1. Diskriminanta A(L)(x, y) se definise kao:
A(L)(x,y) = det [lg Z] = b? — ac.

Definicija 2.2.2. Jednacina (1) je:

e Parabolicna u (x,y), ako je A(L)(x,y) =0,
e Hiperbolicna u (x,y), ako je A(L)(x,y) > 0,
e Elipticna u (x,y), ako je A(L)(x,y) < 0.

PokuSajmo sada pribliziti definiciju linearne PDJ drugog reda svodenjem na
kvadratnu jednacinu u izvesnom smislu 1 posmatrati reSenja iste. Prvo prmetimo da
totalni diferencijali funkcija u, i u,, imaju oblik

d(Uy) = UprdX + Uy, dy (2)
d(uy) = uy,dx + u,,dy 3)
GrupiSuéi jednacine (1), (2) i (3) u zajednicki oblik, imamo da vazi sledeca relacija
uy —f+g
uxy] - d(ux) (4)
Uyy d(uy)
Poznato je ve¢ iz linearne algebre da sistem jednacina (4) ima jednozna¢no reSenje

osim kada je determinanta matrice jednaka nuli.
11
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U tom sluc¢aju, javljaju se singularnosti 1 prekidi kod parcijanlih izvoda. Kada
izjedna¢imo determinantu sistema sa nulom, dobijemo

a(dy)? — bdxdy + c(dx)?> =0 (5)

Ovako dobijena jednacina (5) se zove karakteristicna jednacina koja odgovara
pocetnoj jednacini (1). Njena reSenja se zovu karakteristike. Matematicki
gledano, karakteristike su hiper-povrsi [specijalno, u dvodimenzionalnom slucaju
predstavljaju karakteristi¢ne linije koje prolaze kroz tacku domena D u kojoj drugi
izvodi imaju prekid ili imaju viSe od jedne vrednosti u toj tacki.]. Ukoliko imamo
n-dimenzioni domen, tada su karakteristike (n — 1)- dimenzione hiper-povrsi.

Imamo dalje, iz (5), da vazi

dy bxvVb?—4ac

dx 2a

Na ovaj nacin smo se vratili na definiciju 2.2.2.
Pocetni i granicni uslovi

Za s§to efikasnije modeliranje neke fizicke pojave, potrebni su grani¢ni 1 pocetni
uslovi. To su pocetne vrednosti [mogu da budu konstante ili funkcije jedne
promenljive] od nepoznate funkcije u, odnosno njene vrednosti na granici domena
definisanosti D.

U praksi, grani¢ni uslovi mogu biti:

e Dirihleovi’, oblika
Zax =a,u(ay) = 1(y);
Zax =b,u(b,y) = f,(y).
¢ Nojmanovi®:
Zax = a,uy(a,y) = f3(3);
Zax = b, u,(b,y) = fo().
e Robin’-ovi [poznat kao 1 meSoviti]:

’ Peter Gustav Lejeune Dirichlet, (1805-1859), nemacki matematicar.
8 John von Neumann, (1903-1957), madarski matematicar jevrejskog porekla.
° Victor Gustave Robin, (1855-1897), francuski matematicar.
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Zax =a, Au+ Bu,(a,y) = C;
Za x =b, Aju+ Byu,(b,y) =C;, gde su A4,B,C, A, B;,C; uglavhom
funkcije vremenske promenljive t, po definiciji.

Pocetni uslovi su oblika
u(x,y =yo) = f(x).

2.3. Furijeova®™ transformacija

U ovom odeljku navodimo definiciju Furijeove transformacije, neke njene osobine
1 svojstva. Njena primena je mnogostruka, koristi¢emo je u tre¢oj glavi prilikom
odredivanja izraza za razliku vrednosti pritiska te¢nosti nastalog u kohlei.

Definicija 2.3.1. Neka je f € L*(R™)!1. Furijeova transformacija funkcije f je
funkcija f, kompleksna i ogranicena na R™, definisana sa

Fo) = j e 27 £ (x)dx

Rn

Definicija 2.3.2. Neka su f 1 g integrabilne funkcije na R™. Konvolucija funkcija f
I g, uoznaci f * g, definiSemo kao

(f * ) (x) = f = )g()dy
Rn

Moze se pokazati da je operacija * komutativna.

Definicija 2.3.3. Operator 0 definisemo na sledeéi nacin

9F = [T, (-)F = o7
J=1%0x; axflaxfz...axfn’

gde je p vektor B = (By,...,B,), multi indeks, a B, j =1,..,n predstavljaju
nenegativne cele brojeve.

1% Joseph Fourier (1768-1830), francuski matematicar i fizi¢ar.

" Sa LP (D) oznagavamo prostor &iji je p-i stepen integrabilna funkcijanaD ,za1l < p < oo.
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Definisemo

1Bl = iﬁj
j=1

izax € R",
xB = xflez xﬁ"

Definicja 2.3.4. Neka je C* (R™) skup neprekidno-diferencijabilnih funkcija na
R™. Definisemo Svarcovu™ klasu S = S(R™) kao

S =S(RY= {f € C° (R™)|max|x*dPf(x)| < oo}

Drugim re¢ima, Svarcova klasa sadrzi one funkcije &ije izvodi naglo opadaju u R™.
Jedna od njih je i Gausova funkcija.

Takode, direktnom primenom definicije Furijeove transformacije i konvolucije,
moze se pokazati da vaZe sledece osobine:

1) Furijeova transformacija je linearno preslikavanje, odnosno
(af +B9)" ) = af (¥) + BIY)
2) Zafig € L'(R™) vazi (f * 9)"(») = f§.
3) Zaf € L'(R™) vazi (f(x + a))"(y) = e 2™ £ (y)
4) Zaf € S, vazi f € C* i tada imamo da vazi
0P = [(—2mix)Pf] i (9P f)" = (2miy)Pf

5) Ako f € S, tadai f € S.

™2 Laurent-Moise Schwartz (1915 -2002), francuski matematicar.
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6) Zafig €S vazi

[ra=7s

Zbhog toga, za funkciju f iz L' deinisimo inverznu Furijeovu transformaciju.

Definicija 2.3.5. Za f € L', inverzna Furijeova transformacija, f, je data sa

Foo = f e2mVf (y)dy = f(—x)

Rn

Navodimo sledecu teoremu o Inverzu, bez dokaza.

Teorema 2.3.1. Za funkciju f € S vazi f:f.

2.4. Navier-Stokes-ove jednacine'. Jedna¢ina kontinuiteta

Jedan od glavnih pojmova u teoriji mehanike fluida, jesu Navier-Stokes-ove
jednacine, nastale 1822. godine. U 3. poglavlju ¢emo videti njihovu primenu za
opis kretanja fluida u ljudskoj kohlei. Po svojoj prirodi, ove jednacine pripadaju
kategoriji nelinearnih PDJ u skoro svim realnim situacijama. Kako se fluidi krecu
haoti¢no kroz neku zapreminu, imamo tzv. turbulenciju. Do samih jednacina se
dolazi primenom Il Njutnovog'* zakona za fluide i pod pretpostavkom da su fluidi
nestisljivi.

Kazemo da je fizicka oOsobina nekog materijala merena fizickom veliCinom
‘intenzivna’ (eng., intensive property) ukoliko ona ne zavisi od koli¢ine. Takve

fizicke veli¢ine su gustina, temperatura, tacka klju¢anja. Neka je L takva jedna
veli¢ina koja se nalazi unutar proizvoljne zapremine (2, ovi¢ena rubom 01).

3 Dugujemo ih pre svega francuskom fizi¢aru Claude-Louis Navier-u (1785-1836). Kasnije ih je progirio
Georg Gabriel Stokes (1819-1903), britanski matematicar i fizicar.
4 |saac Newton (1643-1727), britanski matematicar, fiziCar, astronom, alhemicar i filozof.
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Posmatra¢emo jednacinu kontinuiteta, odnosno posmatraéemo brzinu [stopu]
promene veli¢ine Lu nekom medijumu. Na osnovu Rejnolds™-ove jednéine
Kretanja, imamo da je

d ->—
—Jo LAV = — [, LviidA — [, QdV (6)

Leva strana jednacine (6) predstavlja stopu promene veli¢ine L unutar zapremine
, dok se desna strana sastoje od dva dela :

o lzraza za fluks, [, LU7idA, koji predstavlja koli¢inu veli¢ine L koja izlazi
iz zapremine preko granice dQ i
o |zraz fﬂ QdV, koji predstavlja koli¢inu koja nestaje [ili nastaje] u slucaju

postojanja otvora unutar zapremine Q. Ovde ne posmatramo slucaj kada
fizicka veli€ina isparava i1 na taj nacin nestaje.

Na osnovu teoreme divergencije, mozemo da izraz za fluks pretvorimo u
zapreminski integral,

J LEfdA = j V(LB)dV
4J9) Q

Tada jednacina (6) ima oblik

d
& —_ > 7
o JZ LdV = a!) V(LD) + QdV (7)

Podsetimo se Lajbnicove'® teoreme,

d ‘ ‘ d
= [ rendy = [ Zrandy

Stoga, imamo da je (7) ekvivalentno

> Oshorne Reynolds (1942-1912), britanski fizicar.
'* Gottfried Wilhelm von Leibniz (1646-1716), nemacki filozof.
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j j_dev - f V(LD) + QdV

Q 0Q

Sto je, dalje, ekvivalentno sa
d a
f aLdv + V(LD) + QdV =0 (8)
Q

Da bi ova jednacina bila zadovoljena za svaku zapreminu, jedina solucija jeste da
integrand bude jednak nuli. Imamo tada

;—XL+V(L17)+Q =0 (9)

Primenjujuéi sada ovu jednacinu kontinuiteta na zapreminu, dobijamo

:—xp+V(p17)+Q =0 (10)
U slucaju da nemamo nikakve otvore unutar zapremine [Q = 0], dobijamo iz (10)

~p+V(pD) =0 (11)
Za nestisljive fluide, gustina je konstantna. Tada je ;—xp = 0, 1 delenjem jednacine
(11) konstantom p, dobijamo najjednostavniji oblik,

V=0

Definicija 2.4.1. Lagranzov [Stoksov] izvod Cestice jeste mera promene intenzivne
velicine na nivou jedne Cestice te velicine u vektorskom polju. Ovaj izvod sadrzi

y d, .
e Stopu promene velicine, = Li

e Promenu polozaja Cestice u vektorskom polju, U.

Tada se Lagranzov izvod definise sa

Du_du_l_(% v
Dt dr UV

17



Izraz (v - V)u predstavlja izvod po pravcu funkcije u u vektorskom polju .
Na osnovu Il Njutnovog zakona, imamo
F =mad (12)

Uzimajuci F=b u (12) za silu tela u kom fluktuisu fluidi i zamenom mase
zapreminom, ubrzanja kao izvoda funkcije brzine a sve u funkciji prostornih i
vremenske promenljive, dobijamo

b=p=(xy,z1) (13)
Primenjujuéi pravilo sloZzenog izvoda za vektor brzine, imamo iz (13):

dv dvdx dvdy dvdz

b=r* xar Tayac Tz ar

I11, Sto je ekvivalentno

b= dﬁ+ G- VD
i,
- DV
b=p— (14)

Pretpostavimo da sada sila kojom telo deluje na fluide zavisi od stresa [smicanja]"’
i spoljasnjih sila, kao Sto je sila gravitacije, na primer. Imamo tada
b=V-o+ f

Sa o oznaCavamo stres, a sa f spoljasnje sile.

Tenzor o se dalje moZe predstaviti u matricnom obliku, kao

Y Viskozni, Njutnov fluid (ukljuéuju¢i vazduh i vodu), koji se kreée duz &vrste granice, vrdide
tangencijalno naprezanje na toj granici.
18



Oxx Txy Txz
o= Tyx Uyy Jyz (15)
Tzx sz O0zz
U praksi, ovaj stres-tenzor se dekomponuje na dva tenzora, hidrostati¢ki tenzor i
tenzor deformacije. Hidrostaticki tenzor predstavlja one sile koje odreduju

zapreminu tela, sile pritiska; tenzor deformacije odreduje kretanje i deformaciju
samog tela i komponovan je od pomicaja fluida. Imamo tada iz (15)

Oxx Txy Txz P 0 0 Oxx + D Txy Txz
o=|Tyx Oyy Oyz|=—=|0 p Of+]| Tyx Tyy+P Oy,
Tzx Tzy Ozz 0 0 p Tux Tzy O,, +D

Ili, ekvivalentno,
o =—pl+T,qgdejeT tenzor deformacije.

Smenom u pocetnu jednadinu (14), konacéno dolazimo do Navije-Stoks-ovih
jednacina u svom najopstijem obliku :

P2 = —Vp+VT+]f.

Sada mozemo modifikovati tenzor deformacije T u skladu sa vrstom fluida ¢ije
kretanje modeliramo a samim tim i modifikovati najopstiji oblik Navije-Stoksovih
jednacina.

Kako smo pretpostavili da radimo sa Njutnovim fluidima, tada vazi i pretpostavka
o prirodi tenzora T. Za Njutnove fluide, pritisak fluida je proporcionalan stopi
deformacije fluida. Matematicki,

aui au]

Tij = #(a—xj'*' o%,

Proporcionalna konstanta u je mera viskoznosti.'®

Tada imamo

*® Unutra3nji otpor te¢nosti. Te¢nost se ne kreée jednako prilikom protoka kroz Supljinu. Konstanta u meri
lakocu toka fluida prilikom delovanja sila tela na fluid.
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ou Ju O0v Jdu 0w
o ‘ox oy ox 9z ox
XX Xz ou 0Jv ov ov Jw
]— “oyTax  “ay oz oy
Ju Jdw Jdv Jdw dw
9z Tx 9273y ‘oz

Racunajuci komponentu x operatora divergencije, dobijamo

Vo), = d (26u>+ d <6u+6v)+ 0 <6u 6w>
Ui_“ax dx) 0dy\dy 0dx/ 0z\0z O0x

B 62u+62u+62u+62u+ d%v N ’w

~ Hox2 dy?2 = 9z2  0x? 0xdy 0x0z

V2 + 6(6u dv aw)
VUt e \ax T oy T oz

= uV>2 iv- =
[0 u+uax( V)

= uV?u + 0 = uV?u.

Kako mozemo primeniti izvod i na ostale komponente, tada operator divergencije
zamenjujemo Laplasijanom :

VT = uv2s

Sada kona¢no dobijamo, prosirivanjem tenzora,

p (C;; Vv) —Vp + uV2B+f

Imamo da je
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d_) =4 - - - - - -
e p (d—: +v- Vv) sila inercije po zapremini,

av . . . . .
° d—: ubrzanje fluida, brzina promene brzine fluida,

e ¥ - Vv konvektivno ubrzanje. Konvektivno ubrzanje je po definiciji brzina
promene brzine svake tacke fluida koja se krece duz krive c(t). Otuda
‘konvektivno’ .

e (—Vp + uV?v) divergencija stresa,

e —Vp gradijent pritiska fluida

e V2% mera viskoznosti fluida,

o f ostale masene sile.

Matematicari jo§ nisu dokazali da reSenja u tri dimenzije uvek postoje, ili da, ako
postoje, da one ne sadrze singularnosti ili diskontinuitete (prekide). Ovi problemi
nazivaju se problemi postojanja 1 glatkosti Navije-Stoksovih jednacina.
Uvodenjem nekih dodatnih pretpostavki 1 posmatranje jednaCina U
dvodimenzionalnom prostoru dodatno olakSava nalaZzenje nekih pribliznih ali
analitiCkih reSenja za nalazenja vrednosti pritiska fluida u kohlei, Sto ¢e kasnije biti
I prikazano u narednoj glavi.

2.5. Elipti¢ne parcijalne diferencijalne jednacine. Laplasova jednacina i
principi.
U prethodnom poglavlju smo videli definiciju elipti¢ne parcijalne diferencijalne
jednacine, pogledati definiciju 2.2.2. Glavni predstavnik ove klase jednacina jeste

Laplasova, a ¢ije osobine ¢emo Kkoristiti u narednom poglavlju za modeliranje
vrednosti pritiska u ljudskoj kohlei.

Definicija 2.5.1. Laplasov operator, A, za funkciju u = u(xy, ..., x,,) definisemo sa

0%u

Napomena: Za funkciju u = u(xy, ..., x,,), vazi relacija A= V2, gde V prestavlja
gradijent funkcije u, vektor parcijalnih izvoda date funkcije u.
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Definicja 2.5.2. Laplasova jednacina je data sa
Au=Vu=0 (16)

Resenja Laplasove jednacine su harmonijske funkcije 1 one zauzimaju vazno mesto
u svetu nauke. Preciznije,

Definicija 2.5.3. Neka je D otvoren skup u R™. Takav skup je uglavnom povezan i
ogranicen. Sa D oznacavamo njegov rub. Funkcija u € C*(D) je harmonijska
ukoliko zadovoljava Au =0, x € D , subharmonijska ako vazi Au >0 a
superharmonijska ukoliko je —u subharmonijska.

Definicija 2.5.4. Sa w,, obelezavamo n — 1 - dimenzionu meru jedinicne sfere
S ={x e R*|x| = 1}, i u tom slucaju je w, = 2x™?/T(n/2), gde je T'(")
Gama funkcija. Gama funkciju za kompleksan broj sa realnim delom definisemo
kao

(0]

I'(t) = j xtle*dx
0

Napomena: Za prirodan brojn vazi I'(n) = (n — 1)
Napomena: Drugi autori za w, uzimaju zapreminu, odnosno n dimenzionu

Lebegovu meru jedini¢ne lopte, B(0,1) = {x € R"||x| < 1}. Moze se pokazati da
je zapremnina lopte B(x,r) = {y € R"*||[x —y| <r}, |B(x,7)| = w,r"/n.

Teorema 2.5.1. Princip nejednakosti srednje vrednosti. Neka je u € C%(D)
subharmonijska i neka je x € D i r < dist(x,0dD). Tada vazi

1
u(x) < P j u(y)ds,

n
S(x,7r)

n
<—— d
uw <= | utdy
B(x,1)
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Posledica: Ako je u € C?(D) harmonijska funkcija, tada je ona i subharmonijska i
superharmonijska.

2.5.1. Jak princip maksimuma.

Teorema 2.5.1.1. Neka je funkcija u € C?(D) subharmonijska. Pretpostavimo da
postoji tacka x € D takva da vazi

u(x) = sup(u), naskupu D.

Tada je funkcija u konstanta. Stoga, ako je funkcija u harmonijska i dostize svoj
maksimum ili svoj minimum u skupu D, tada je ona konstanta.

Dokaz. Neka je M = sup(u), na D. MozZemo skup D razloziti na dva podskupa,
D; = {ylu(y) < M} i D, = {y|lu(y) = M}. Kako je funkcija u neprekidna, skup
D, je otvoren a skup D, zatvoren. Po pretpostavci, skup D, nije prazan. Neka je x
bilo koja tacka iz D,.

Sada, iz nejednakosti srednje vrednosti imamo

M =u(x) < j u(y)dy <M

B(x,r)

Stoga, u(y) = M, za svaku loptu B(x,r) € D. To znaci da je skup D, otvoren.
Kako povezan skup ne moZze biti razlozen u dva neprazna, odvojena otvorena
skupa, imamo da je D, = D,. |

Pridev ‘jak’ u nazivu teoreme se odnosi na zakljuc¢ak da ako funckija dostiZe svoj
maksimum u skupu D, da je ona konstanta. Sledi jo$ jedan vazan princip za
skalarnu Laplasovu jednacinu i probleme u kojima ona figuriSe a u kojima se ne
javlja nejednakost srednje vrednosti.
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2.5.2. Slab princip maksimuma

Toerema 2.5.2.1. Neka je funkcija u € C?(D) n C(D) subharmonijska. Tada vazi

maxu = maxu
XED X€EOD

Za harmonijsku funkciju u vazi

minu < u(x) <maxu
X€0D X€0D

Napomena — slab princip maksimuma sledi iz jakog principa ali ovde pristupamo
drugom dokazu.

Dokaz. Prvo, pretpostavimo da je funkcija u striktno subharmonijska, odnosno da
vazi Au > 0. Kako u € C(D), ona tada dostize svoj maksimum u nekoj tacki
x € D. Ako pokazemo da x € D, tada imamo kontrkadikciju. Kako funkcija
dostize maksimum, tada vazi Su(x) =0, gde je S?u negativnho semi-definitna
matrica. Ali tada je Au = Tr(S?u) < 0, $to je kontradikcija sa pretpostavkom da
je funkcija striktno subharmonijska. Stoga, imamo max,cp U = Mmax,egp U.

Ako u nije striktno harmonijska, neka je € > 0 i konstrui§imo tada striktno
harmonijsku funkciju u® = u + &|x|?.

Imamo tada
MAXcpU < MAX,cpUE = MAXcppUE < MAXycopU + EMAX,epp | X|?

Kako je leva strana nejednaéine nezavisna od &, pustajuc¢i € — 0, dobijamo slab
princip maksimuma. |
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2.5.3. Fundamentalno reSenje Laplasove jednacine u R"

Pokusajmo naci reSenje Laplasove jednacine oblika u(x) = ¥ (r), gde je r = |x]|,
x € R™. Zamenom u Laplasovu jednac¢inu, dobijamo iz (16)

Au =" + @w' =0 (17)

Integracijom (17) dobijamo
Y =Crt"n=2,r>0 (18)
Jo§ jednom integracijom iz (18) imamo
Y = Cilog(r)+C,,n=2,7r>0,

odnosno,

Cq

Y=o

-n

r’2 "+ C,,n>3,r>0.

Za konstantu C, uzimamo da je njena vrednost 0, jer nije fizicki znac¢ajna, dok za
C; uzimamo vrednost 1/2m jer tada imamo radijalno-simetri¢no resenje Laplasove
jednacine, $to je i fizicki smisleno. Tada imamo za dvodimenzionalni slucaj(za
n=2),izaR"\ {0},

Y(r) = —log(r),

dok zan = 3 imamo

2-n

Napomena: U dvodimenzionalnom slu€aju, funckija 1 nije ograni¢ena ni odozgo
ni odozdo, $to je posledica Cinjenice da subharmonijske funkcije zadovoljavaju
teoremu koja tvrdi da su subharmonijske funkcije koje su ograni¢ene odozgo
konstante. Za n = 3 0vo nije slucaj.
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Grafik: Resenje Laplasove jednacine za n = 2, u (X,y) ravni.
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3D Laplasova

Povrs

y-0sa 0o ¥-05a

Grafik: Resenje Laplasove jednacine za n = 3, dakle, za trodimenzionalan slucaj [koriséen je
metod konacnih razlika uz Dirihleov pocetni uslov. O pocetnim uslovima vise na strani 12.]
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Navodimo sada teoreme i principe, bez dokaza, vezane za harmonijske funkcije za
koje smatramo da su znacajne.

Teorema 2.5.2. Neka su u, v € C?(D) n C(D) , neka zadovoljavaju Au = Av u D i
neka jeu =vnaadD. Tada vaziu = v uD.

Teorema 2.5.3. [Harnakova' nejednakost] Neka je u € C2(D) nenegativna
harmonijska funkcija u D. Tada za proizvoljan povezan skup D' cc D postoji
konstanta C (D', D) takva da je

sup(u) < Cinf(u) ,na D’

Definicija 2.5.5. Funkcija f: D — R je realna analiticka na D ako za svako x € D
postoji lopta B(x,r), r > 0 takva da se funkcija moze razviti u konvergentan red

f(y) = Zaf Ca(y — x)a’ Yy € B(x,1),
gde je a multi-indeks a ¢, = a!™? 0%f (x), a! = a;! ... a,!.

Definicija 2.5.6. Sa C* (D) oznacavamo skup realih analitickih funkcija na D. Vise
o ovom skupu moze da se pronade u [14].

Teorema 2.5.4. Ako f € C*(D). tadai f € C*(D) i za svako x € D postoji lopta
B(x,r) c D takva da je c, = a!™1 8%f(x). Stavise, postoji pozitivna konstanta M
takva da je zasvako y € B(x,r) i a € Z" zadovoljeno
M|a|!

r|a|

10°f I =

gde je |a| tezina multi-indeksa definisana sa |a| = |aq| + -+ + |ay,].

Teorema 2.5.5. Neka je D otvoren i povezan skup u R™. Neka je f € C*(D) i
x € D. Tada je f odredena jedinstveno do na 0% f (x), a € Z%.

Teorema 2.5.6. Neka je u harmonijska funkcijana D. Tada u € C* (D).

Teorema 2.5.7. Neka niz harmonijskih funkcija u,:D — R,k € Z,, konvergira
uniformno na podskupovima skupa D ka funkciji u:D —= R. Tada je i u
harmonijska.

¥ C. G.A. Harnack (1851-1888), nemacki matematicar.
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Teorema 2.5.8. Harnakova teorema o konvergenciji. Neka je u;, monotono
rastuci niz i neka za neko ¢ € D, niz {u, (&) } ogranicen. Tada niz u, konvergira
uniformno na kompaktnim podskupovima od D ka harmonijskoj funkciji.

Dokaz. Znamo da limy,_, ., u, ( €) postoji, jer je niz ograni¢en i monoton. Dakle, za
svako & > 0 postoji N takvo da vazi 0 < u;(&) —u,(é) <&, 1=k = N. Uzmimo
proizvoljan podskup D' cc D ineka é € D’. 1z Harnakove nejednakosti,

sup(u; — ug) < C(iglf(ul —u))<Ce
DI

Tada je niz u; — u, Kosijev u D’ i na osnovu Teoreme 2.5.7., sledi tvrdenje. =

Teorema 2.5.9. Ako je u, ogranicen niz, tada postoji podniz koji konvergira ka
harmonijskoj funkciji na kompaktnim podskupovima skupa D.
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2.6. Numericki alati za reSavanje. Metoda konacnih razlika.

Kako cesto analiticko reSenje modela ne postoji, nuzno je pribeci numerickoj
metodi reSavanja parcijalnih diferencijalnih jednacina. Tehnika se sastoji u
aproksimaciji parcijalnih izvoda i pocetnih odnosno rubnih uslova diferencnim
koli¢nicima te reSavanjem sistema. Ovde navodimo jednu tehniku, metodu
konacnih razlika, koja ¢e biti kasnije iskoriS¢ena 1 implementirana u narednoj
glavi.

Podsetimo se da je opsti oblik elipiticne PDJ sa dve promenljive

0 — Laplasova

Uyy + AUy, + buy + cu, +du = {f(x, y) — Poasonova’

(19)

I ona je definisana na nekoj oblasti R u x — y ravni a na garnici te oblasti, S, vaze
uglavnom rubni uslovi Robin-ovog tipa:

d . ou . :
Au+B a—; = (C, gde je a—:, izvod u pravcu normale na granicu S.

S

N

—

X n
Slika: Oblast definisanosti S

Ogranici¢emo se sada na pravougaonu oblast R,

Y d

a Slika: OblastR b X
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Diskretizujemo sada domen R na slede¢i nacin

b—aA_d—c
N YTy

Ax = , X =a+iAx,i =0,1,..,N; yj=c+iAy,

j=01,.., M.
Numericko reSenje PDJ predstavlja skup od (N+1)(M+1) vrednosti funkcije
U(Xi,yj) = ui’j i to

e (N-1)(M-1) vrednosti u unutrasnjosti domena R, u;;, zZa i =1,..,N — 1,
j=1..M-1.
e 2(M+N) vrednosti na granici domena.

Sada aproksimiramo parcijalne izvode koji figuriSu u formuli na slede¢i nacin:

U 22Ut Uy
uxxlxi,yj ~ (Ax)2

Upjer — 2 U

u I
yyl Xi)Y j (Ay)z
Wiy T Ui
Uiy ® = oy
Wi T U
uyl xpyj = 20y

Granicni uslovi koji figuruSu u PDJ se aproksimiraju na slede¢i nacin

- uljj - uO,]’
uxlx:a=x0 ~ Ax

Uy, T Un-1,
ux|x=a= xy ~ Ax

S e X
Uyly=c=y, = Ay

Uim T Uy
Uyly=a=y, = Ay
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Ubacujuci ove aproksimacije u pocetnu jednacinu (19), dobijamo sistem linearnih
jednacina:

Uppr,j — 2U5 + Ui j Upjer — 2U5 + Ui jq b Uppr,j — Ui1,j iy Upjer — Ugjoq

du; ; = f(x., ),
(Ax)? ¢ (Ay)? 20x 2ny T dw =S (x:3)

i=1,..,N-1,j=1,..,.M—1 (20)

Svaka od jednacina sistema (20) sadrzi po pet susednih vrednosti u; ;. Ovaj sistem

jednacina ukljucuje i grani¢ne vrednosti, odnosno tacke ug j, Uy j, Ui g, Wi M-

Ax
| —
i1 g i1 | o |
i —C 1 j —1-
j+1 j+l

\

i+1 Tacka na granici

Slika: Mreza diskretizacije

Brzina konvergencije zavisi od funckije f kao i od pocetnih vrednosti funckije u a
za reSavanje sistema linearnih jedani¢ina se moze koristiti Jakobijev ili Gaus-

Zajdelov iterativni postupak.

U specijalnom slucaju, za Laplasovu jednacinu (16), sistem linearnih jednacina
ima oblik:

Uipr, = 2Uij FUimgj  Upjer — 2U5 U
(Ax)? (Ay)?

i=1,.,N—-1,j=1,..,M—-1

Uzimajé¢i Ax= Ay, dobijamo sledecu iterativnu formulu:

(k+1) (k) Y (k) ()
u (ul 1] l+1]+ul] 1+ul]+1)

i=1,..,N—1j=1,...M—1
k=012,..
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3.Matematicki modeli

3.1. Uvodne pretpostavke

Prakti¢no sve S§to je poznato o talasima koji deluju u kohlei i na uho uopste
dugujemo gosp. Von Bekesiju koji je proucavao te talase koriste¢i mikroskop.
Takode, on je konstruisao fizicki model kohlee 1 uz pomo¢ tih modela odredio koje
su karakteristike kohlee esencijalne za funkcionisanje modela. U slede¢im
stavkama sazeto navodimo neke opSte zakljucke dobijene eksperimentalnim

proucavanjem kohlee:

1.

Kada na uho deluje stalan ¢ist ton, kohlea reaguje u vidu putujuceg talasa
stalne brzine.

Amplituda toga talasa je stalna funkcija koja raste do svog jedinstvenog
maksimuma te nakon toga naglo opada.

Kada se promeni frekvencija talasa iz izvora, funkcija amplitude ne menja
oblik nego se translira u novu poziciju. Pozicija maksimuma varira kao i
negativni logaritam frekvencije talasa izvora. Kako su vlakna slusnog nerva
rasporedena duz bazilarne membrane, to samo znaci da zvuci razli¢itih
frekvencija deluju na razliite grupe nervnih vlakana.

Savitljivost membrane po jedinici duzine varira u odnosu na njen polozaj,
kao e?*, gdeje 171 = 0.7.

Bazilarna membrana nije zategnuta nego je savitljiva.

Tecnost u kohlei je neophodna za putujuci talas iz spoljasnje sredine. Bez te
teCnosti, svi delovi bazilarne membrane vibriraju sinhrono kao odgovor na
nametnutu oscilaciju spolja. Ovaj podatak govori da nije bitna sama masa
kohlee nego masa te¢nosti u njoj.

[ako je ta teCnost neophodna, njena dubina u kohlei nije vazna. Talasi
osciluju na svakoj kapi teCnosti koja je na bazilarnoj membrani. U
modelima, dubina se moze korigovati a svako povecanje iste iznad normlane
veli¢ine ne uti¢e na kretanje talasa.

Iskrivljenost kohlee nema velikog znacaja jer se talas moze reprodukovati i u
modelima koji ne uzimaju u obzir iskrivljenje.

Putujuéi talasi poprimaju oblik i pravac Sirenja i nisu osetljivi na nacin
simulacije kohlee.
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3.2. Pritisak u kohlei — model

Navodimo sada model iz [2] koji opisuje pritisak u kohlei, a numeri¢ko reSenje
modela je implementirano u programskom paketu Matlab i prikazano u dodatku.
Modelira se razlika pritiska fluida u kohlei izmedu dva dela kohlee, tzv. scala
tympani i scala vestibuli. Takode, posmatramo karakteristike kohlee kada se ona

razvije poput opruge.

Vestibularna Scala

br ' '
retorane . Vestibull

membrana

Bazilarna
Scala membrana

Tympani

Scala
Vestibuli

Tympani

—

Slika: Ljudska kohlea i njeni delovi, poprecni presek.
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bazﬂama 800 HZ

membrana 400 Hz
scala ZOO HZ
vestibuli

100 Hz
50 Hz
25 Hz
helicotrema

vrh
bubna uzengija

X
opna 30 mm

Slika: Razvijena kohlea

U (x,y) ravni, modeliramo pritisak i brzinu na domenu prikazanom na slikama
ispod:

Ovalni prozor
Membrana

Uzengija Helicotrema

Hﬂ Tecnost

A O
y=H
Membrana
Tecnost
y=0 >
x=0 Slika: Pravougaona sema x=L

[Napomena: Posmatramo jednu komoru zbog simetri¢nosti, a helicotrema se moze
zanemariti]
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Nas cilj bi¢e da odredimo vektor brzine V(x,y,t) i pritisak P(x,y,t) za svaku
tacku tec¢nosti u kohlei. Za tecnost pretpostavljamo da je nestiSljiva, bez
viskoznosti, homogena sa gustinom p. Kako je izvod zapremine nestisljive te¢nosti
neprekidan, imamo

VWi(x,y) =0.

Iz zakona odrZanja primenjenog na zapreminu, imamo:

por (x,y) = —VP(x,y). (21)

Jednacina (21) predstavlja jednac¢inu kretanja a izvod po vremenskoj promenljivoj
t je znacajan. Kada bi brzina protoka fluida V imala x —komponentu, u(x,y,t) i
y —komponentu, v(x, y, t), tada bi vazilo:

DV av av av

— == — — 22
Dt 6t+u6x+vay (22)
Pri normalnom slusanju zvuka, brzina protoka fluida je zanemarljivo mala pa ¢emo

pretpostaviti da vazi

DV 9V

o = 3t (23)
Uzimajuéi relaciju (23) u obzir, transformisemo jednacinu (21) i dobijamo:

V2P(x,y) = 0, (24)

odnosno, imamo da pritisak u kohlei ta¢no zadovoljava Laplasovu jedna¢inu. Ova
relacija vazi samo jer smo pretpostavili nestisljivost 1 linearnost ali nismo uzeli u
obzir ¢injenicu da je te¢nost viskozna. Nase jednacdine (23) 1 (24), se sada mogu
zapisati tako da zadovolje neprekidnost i jednacinu kretanja te¢nosti:

TEY T ®Y) =0 (25)
= (6,y) = —iwpu(x,y) (26)
5 () = —iwpv(x,y) (27)
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Posmatra¢emo pritiske u Scala Tymapni i Scala Vestibuli, P, 1 P,, i tada ¢emo
odrediti razliku pritiska izmedu dvaju Scala, P;. Pretpostavicemo da oba dela
kohlee jednako deluju na bazilarnu membranu. Dalje, mozemo pretpostaviti da
vazi relacija ‘odraza u ogledalu’, odnosno

Pv(xly) = _Pt(x' _Y) (28)
Iz jednacine (24), imamo da vazi
Vsz(x' y) = VZPt(xr _y) =0

Neka je sada ug brzina kretanja uzengije a u, brzina kretanja okruglog prozora.
Pretpostavljamo da je brzina kretanja tecnosti u ove dve granice kohlee u celosti
duz x —ose. Kako bi prilagodili reSenja kretanju uzengije za sve frekvencije
zvuka, stavicemo

Ug = —U, = —iw
Iz jednacina kretanja (26), imamo

0P,

0P, _ N — 2
7 (0.y) = =—-(0,~y) = —wp (29)

Neka je V,, brzina kretanja bazilarne membrane. Sada pretpostavimo da membrana
ima samo y komponentu u odnosu na svoju brzinu kretanja.

Iz jednacina (26) i (28) imamo da je

dP, d0P

a—;(x, 0) = _6_yt(x' 0) = —iwpV, (x)
Zbog krutosti gornjeg 1 donjih zidova kohlee, brzina protoka tecnosti duz y ose
mora biti jedanaka nuli, stoga je

E(X,H) = —E(X,—H) =0

Uzan prolaz, helicotrema, spaja ova dva dela kohlee i1 stavicemo da su pritisci u toj
taCki u obe Scala-e jednaki. Dakle,

F,(L,y) = P(L,~y)
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DefiniSemo razliku pritiska, P, kao:
Pd{:xy.}"] = Pt{:xj _.}!) - PU(I,:}J'], X E [DJ ’L]J.}JI = [DJH]

gde su P, i P, pritisci te¢nosti ostvareni u scala tympani i scala vestibuli,
repsektivno.

Tada nas model, sumirajuci sve jednacine, poprima sledeci oblik :
VEP;(x,y) =0

aP,;

—2(0,v) = 2w?
ax(,JJ wp

dP
a—; (x,0) = 2iwpV, (x)

ap
— 2 (x,H) =0
oy

Pa(L,y) = 0.

Funkcije pritiska P i brzine protoka tecnosti IV su funkcije zavisne od promenljivih
x,¥ 1t ali se zavisnost od vremenske promenljive pojednostavljuje pretpostavkom

da se posmatra delovanje zvuka konstantne frekvencije a sama frekvencija za
razliCite vrednosti zvuka izrazenog u Hz se menja u zavisnosti od datog parametra
(.
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Uzmimo da su funkcije P(x,y) i V(x,y) takve kompleksne funkcije da vazi:
P(x,y,t) = Re[P(x,y)e'"] i analogno,
V(x,y,t) = Re[V(x,y)et].

Kada bismo u gornjem sistemu mogli izraziti V, u funkciji P;, nasli bismo
analiticko reSenje pritiska. Da bismo resili ovaj problem, uvodimo funkciju prijema
zvuka, u oznaci Y(x), kako bi lakSe okarakterisali kompleksnu gradu ljudske

kohlee i analiticki povezali brzinu kretanja Vj, i pritisak P;, koji trazimo. Ova
funkcija je rezultat eksperimentalne analize. Preciznije re¢eno, treba nam analiticka
veza izmedu P, i Vy, koja sadrzi funkciju prijema zvuka Y (x). Neka je

Vp (x) = Y(x)Py(x, 0).

Eksperimentom je utvrdeno da je sila koja deluje na BM 1 njeno savijanje upravo
rezulat delovanja razlike pritiska P; u svakoj tacki kohlee. 1z tog razloga imamo da

J€
t

av;,
P,(x,0) =M—+RV, + Kf V,dt,
dt o
gde su M(x),R(x) i K(x) redom masa, prigusenje i mera krutosti BM po jedinici
povrsine.

Kako smo uveli pretpostavku da se zvuk prostire harmonijski u odnosu na
vremensku promenljivu, prethodni izraz poprima oblik:

P;(x,0) = (iwM + R+ K Jiw)V, (x),
I tada dobijamo funkciju prijema:

Y(x) = (ioM +R +£)‘1.
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U sledecoj tabeli su dati razni oblici za funkcije M(x), R(x) i K(x) na osnhovu

eksperimentalnih podataka.

K(x) M(x) R(x)
Neely 10%e~2% 200 0.15
Allen 2-10%e34% 600e17% 0.1
Lien i Cox 8.6- 108 1o1¥ 600x 0.2
Peterson i Bogart 1.72-10%~%* 0 0.143
Siebert 2-108%g715% het28x 0.01
Jedinica dyn/em?, (dyn— sec)/cm? gm/cm?
Tabela: Funkcije krutosti, mase i prigusenja
v 10
2 T T T T
1.8 4
16F 4
Melly 4
Allen
Lien i Cox
Peterson | Bogart i
Siebert
_ZI____ _ZE 3 35

Grafik: Funkcije krutosti, K(x), x € [0,3.5 cm]

20 dyn( din) — merna jedinica za silu; 1 din je ekvivalentan sa 10 mikronjutna.




3.3. Pojednostavljeni model pritiska

Pojednostavljenje dvodimenzionalnog modela se bazira na pretpostavci da
posmatramo funkciju prijema zvuka kao konstantu, odnosno

Y(x) =Y,.

Tada mozemo nacéi ta¢no analiticko resenje pritiska P, ali ono i nije toliko precizno
kao ono iz dvodimenzionalnog modela. Analiticki oblik pritiska je tada

Py(x,y) = Py cosh(B,(y — H)) e~ho%,
gde je
BoHtgh(BoH) = —2wpYoH.?!

Ovaj 1izraz tatno zadovoljava Laplasovu jednaCinu 1 granicne uslove za
modeliranje pritiska fluida u kohlei. Promena pritiska a samim tim i kretanje BM
varira sinusoidalno duz x —ose. AKo je A, talasna duzina BM, tada je

_Zn
180 - /10'

Za pocetnu vrednost pritiska Py, u programskom paketu Matlab, dobijamo grafik
funkcije P;(x,y) na domenu (x,y) € [0,3.5] x [0,0.1]. Veli¢ine su izrazene u cm
a programski kod koji crta povr§ je dat u dodatku. Parametri A, i B, su veé
definisani.

Pretpostavicemo da je promena pritiska duz y —ose ima oblik kosinus-
hiperboli¢nog, odnosno

Py(x,y) = cosh(B(x)(y — H)) P4 (x, H),
gde je

B(x)Htgh(B(x)H) = —2iwpY (x)H.

*! Jednatina je transcedentna i da se resiti nekim od numerickih postupaka. Njutnovim iterativnim postupkom, na
primer.
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Aproksimiramo Py (x, H) sa
P,(x,H) ~ Pyet) F(ax,

Funkciju B(x) zovemo jo$ i ‘lokalni talasni broj’, koja je i mera amplitude talasa.
Prime¢ujemo da su konstante S, i 4, uopstene kao funkcije od x.

0.1

Analiti?ko regenje PDJ modela

0.06

0.04

3 15 0 Sirina kohlee

DuZina kohlee

Slika: 3D model pritiska u kohlei
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3.4. Navier —Stokes-ova jednacina fluida i BM.

Modeliranje pritiska koriste¢i Navier-Stokes-ove jednaine se navodi u [1].
Uvodimo neke pretpostavke a samim tim pojednostavljujemo Navier-Stokes-ove
jednacine, ne uzimamo u obzir nelinearnosti u jednac¢inama, ne uzimamo u obzir
razliku pritiska koja se ostvaruje, P, ve¢ pokusavamo naci opsti izraz za vrednost
pritiska u kohlei ; ne posmatramo delovanje pritiska u zavisnosti od oblika kohlee
nego u zavisnosti od oblika BM. Takode, u ovom modelu nemamo funkciju
prijema zvuka. Neka je h = h(x,t) devijacija BM duz x —ose. Neka je vektor

(u, v) vektor brzine fluida a p pritisak fluida. Sve oznake su funkcije od (x, v, t).

Uvodimo pretpostavke:

e Fluidi u kohlei zadovoljavaju Navier-Stoksove jednacine koje ne sadrze
nelinearnosti, odnsono :

Zay #0:
du dp d*u  0%u
oo ok 55e)
dv dp d*v  d*v
pE+a_y:“(ﬁ+a}:ﬂ)’
%+%=u

Gde su p i p gustina i viskoznost te¢nosti fuida, videti 2. poglavlje.
Poslednja jednacina opisuje nestisljivost fluida. Primecujemo da u ovom
modelu nemamo spoljasnji faktor sile koja deluje na te¢nost.

e BM ima zanemarljivo malu masu.

e Ne postoji povezanost duz BM.

e Svaki deo BM reaguje na silu koja je proporcionalna premestaju svakog od
dela BM kao i fleksibilnosti BM. Sila je data sa e** $to ide u prilog &injenici

da je membrana uzana i fleksibilna na svom zavrSetku.
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e BM karakteri$e aktivan mehanizam:
Zay =20
u(x,0,t) =0,

dh
T:"(x, {]J t] = E {:xy t]y

dh
p(5, 07,0~ p(,0%,0) = spe™ (h+ £20) G )

Funkcija h je nepoznata a parametar [ je negativan. Parametar A je izmerio
G.f. Bekesi za neaktivnu kohleu i on iznosi A1 & 0.7 cm za prose¢nu

ljudsku kohleu duZine oko 3.5 cm. Zbog simetri¢nosti sistema, trazimo
reSenja koja zadovoljavaju

p(x,y,t) = —plx,—y1t),
ulx,y, t) = —ulx,—y,t),
T?{:I, :}JJ t) = T.?(:x, __}J.! t]

| tada, umesto uslova y = 0 nameé¢emo novi uslov ¥ = 07, dakle, vrednosti
promenljive y manje od nule i tada posmatramo sistem kada je y < 0. Tada

nasi grani¢ni uslovi imaju oblik

u(x,0,t) =0,

dh
T:"(x, {]J t] = E {:xy t]y

2p(x,0,t) = spe=* (h + ﬁ%) (x,1). (30)

Namecéemo 1 uslov
(w,v,p) = 0,y = —oo.
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Cilj — Zelimo da odredimo resenje koje predstavlja stabilnu reakciju kohlee na ¢ist
ton””. Koristiemo smene, prosirenja nepoznatih funkcija®® i aproksimacijom
tacnog reSenja sveS¢emo problem na sistem obi¢nih diferencijalnih jednacina.

Koristimo smenu promenljivih,

u r ) & lx—ax;)
v (x,y,t¢e)= (V) x—xg,J—,E el(“’“ : ]J
C) P ( € )

h(x,t,e)=H(x— XE,E]E:( £/,

gde su @, w prostorna frekvencija i data frekvencija Cistog tona koji dopire spolja,
respektivno (merna jedinica je radijan/sekunda). Funkcije @, U,V,P su
kompleksne a parametri x, i £ ¢e biti odredeni kasnije. Ho¢emo jo$ da vazi € << 1
jer u kori$éenju perturbacija, parametar £2 je dovoljno mali. Dalje, stavimo

X=x—x,,

Y =y/ei s =2 X).

Smenom u gornji sistem, dobijamo

—=£mUe( A ],

dt
ou AU i W,M]
— = |—=+-&(X U]
Eix X 5( )

du _ 18U ea‘(mnﬂxT_"r‘f'})

dy £ ay '

au , q:{x xE:l]
AU =AU = [E:?Xz (§U+2§ ) (8}’2 ij‘

22 Cist ton predstavlja ton &iji talasi imaju oblik sinusoide — sinusni/kosinusni oblik.
%% Matematicki alat koji aproksimira nepoznatu funkciju kako bi se dobila priblizna redenja. Jedan primer
je i Tejlorov razvoj funkcije u red.
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Sada nas problem sa poc¢etka (30) i njegovi grani¢ni uslovi dobijaju oblik,

zatY < 0,
. § .90
— ul U+( —+—)P=U,
(iwp — ph) o+ o
(i AV + 10F 0
lwp — -——=
pP—H =3y )
&, 8 19V
(1 £ + ax) U+;E o U’
a granic¢ni uslovi dobijaju oblik
ZaY =0,
U(X,0,£) =0,

V(X,0,£)=iwH(X, 0,¢),
2P(X,0,¢) = s,(1 + iwB)e e **H(X,0,¢2),
(U, V,P) = 0kada ¥ — —oo.
Sada napisemo funkcije U, V, P, H kao perturbacije :
U= Uy +cU+..
V=V, +ecV,+..
P=¢c(P,+cP + ..),
H=H,+cH,+..
Sada pogodno izaberemo

_ 22
g=e M g2 =E2
g

46



Ovako izabrani parametri ¢ine £ dovoljno malim. Na primer, ako te¢nost u kohlei

ima karakteristike vode, tada je p = 1g/cm?® u = 0.02g/(cm- s) i za ton od 600
Hz znamo da je w = 2m- 600/si A1 = 0.7 cm i imamo tada da je £ ~ 0.003.

Kako smo prosirili nepoznate funkcije, broj reSenja se povec¢ao i mi mozemo
umesto reSenja U/ posmatrati reSenje Uy, U ili bilo koje drugo iz razvoja funkcije
U. ReSenja sa indeksom i, = 0,1,2, ... se zovu reSenja i —tog reda. Mi ¢emo traziti
reSenja nultog reda.

Zamenom perturbacija i grupisanjem dobijamo sistem ODJ sa grani¢nim
uslovima:

1 5 a2 aP,
polt=z (= Hop) | ot oy =0

U +6V° 0
I _— =

%- li] BY »

a grani¢ni uslovi su:
Y=0
UD (X!U) = D!

V5 (X,0) = iwH,(X)
2P, (X,0) = s, (1 + iwB)e **H,(X),
(Uy, Vg, By) =0,V = —o0,
Posmatrajuci sada reSenja prvog reda, imamo:
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ZaY <0,
2 2+az U+'P—pw'<’+2 a)U aP
pw l /12 E aYz 1 lf 1 — Azl E fa_X 0 a_X 0,

2 2+a2 o4 2B PO e e Oy
poli=7( =" +apz) N ay‘zzl(f Szax) 0

v, 9

U 4 — = ——y
WU+ 5y = ~ax Vo

dok zaY = 0 imamo
U;(X,0) =0,
V1(X,0) = iwH, (X),
2P;(X,0) = so(1 + iwB)e H,(X),
(U, Vv, P) -0, Y - —oo.
Za fiksirano x, reSenja sistema ODJ po funkcijama Uy, V;, F, je dato sa:

Py(X,Y) = Py(X,0)eV¥™

UD {:X.F Y) = - D(X, U] i (EW'IF? — E*..."%-z+1';‘l21r’]’
iwg

5 ‘d"{_zr JE2HiA%Y
V,(X,Y) = —P,(X,0 -
D( L ] DE ! )iw,ﬂia,."fz q\,'lfz+1'ﬁ|.2 )!

gde uzimamo korene sa pozitivnim realnim delom . Sistem ODJ daje dva reSenja
nultog reda za funkciju Hyu funkciji P, (X, 0) a koja izgledaju

Hu(Xj =

A
Vo Z,Y] 2 (31)

i H.(X)=PFP,(X,0 .
i Hy(X) o (X, jsg{l+imﬁ]

1
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Sada trebamo naéi funkciju £(X) tako da obe jednacine (31) za Hy(X) budu
zadovoljene i funkciju P, (X, 0). Uporedujuéi oba izraza za Hy(X) , definiSimo

1

Q(X) = Sﬂ (#.';—z_ w,.’m]’

gde je, sa druge strane

Epmze‘u"

so(l+iwf)’

QX) =

Izraz Q(X) definiSe lokalnu prostornu frekvenciju & u funkciji od X i w. Ako je &
reSenje jednacine gornje jednakosti, tada je i —¢ takode reSenje i ono predstavlja
talas koji putuje u suprotnom smeru.

Sada trebamo nadi i funkciju Py (X, 0). Ako u sistemu ODJ u kom figuriSu reSenja
prvog reda pomnozimo jednacine redom sa —U,,V,, F, (koje predstavljaju reSenja
sistema nultog reda sa & zamenjenim sa —¢) i integralimo svaku od njih po
Y,Y € (—=o,0) dobijamo, nakon integraljenja i grupisanja,

20 [2E (% - u?) + UoR) | ay =0,

odnosno

0

iwpg
f [ g (Vo> = Us?) + UGPG] dY = C,,

— o0

gde je Cy konstanta nezavisna od X. Funkcije Uy, Vy, P, su nestale nakon mnozenja
sistema ODJ sa —U,,V,, F, i sredivanjem. Nakon smene Uy, V,, B, u gornju
integralnu jednacinu i integraljenja kona¢no dobijamo

ZwpCy I:"\'Ile::z+iﬂz:]3'\'l|?

H(FP 12 77 TP+ FP-122)

PU(XJDJZ =

Sto nam daje i reSenja za Uy, Vg, .
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3.5. Bazilarna membrana — pasivni model

Osvrnimo se na organ kohleu — ona je ispunjena tecnoscu. Ovde posmatramo
trodimenzionalni model kohlee [3] i vidimo da je njena donja komora simetri¢na
kada je ¥ = 0. Mehanickim pomeranjem uzengije, zvucni signali indukuju
vibracije na levoj granici kohlee, (x,y) € {0} x[0,H], §to dalje dovodi do
kretanja teCnosti koja prolazi koso-simetricno od gornje komore sve do donje
komore preko malog prolaza (helicotrema), u (L, 0). Razlika u zvu¢nom pritisku

dovodi do kretanja BM. Simetricnost nam dopusta da ignoriSemo karakteristike
helicoterme 1 posmatramo samo gornju komoru gde pritisak tecnosti u puzu
zadovoljava Laplasovu jednaCinu kao i grani¢ne uslove dobijene na osnovu
ravnoteze mehanickih sila. Tada ako bismo modelirali BM kao elasti¢nu oprugu,
na$ pasivni model prima oblik:

Ap(x,v,t) = 0, odnosno

d*p d*p
E—FW: {], (1’,_}’] = (U;L) X (UJH)!I- S (Drmj

Granicni uslovi za BM su:
py(x,0,t) = 2pu(x,1),0 = x < L
py(x,H,t) = 0,0 < x < H,t = 0 (gornji zid puza je fiksiran)
p(L,y,t)=0,ve[0,H,t =0
Px(0,y,1) = 2pTyp. (1), y € [0,H],

gde se poslednji granicni uslov odnosi na osnovni zid puZa na kog deluju zvuéni
talasi; p.(t) predstavlja zvuéni pritisak na bubnu opnu a T}, prestavlja grani¢ni
linearni operator u prostoru ogranienih neprekidnih funkcija koji odrazava
operator vezan za eksperimentalne rezultate (merenja, obradu podataka) srednjeg
uha.
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Za obrazac T, p.(t) se uzima izraz
T Pe(t) = T, @, (w)) A exp(io;r) + k.k,

gde je a,,(-) funkcija dobijena fitovanjem podataka srednjeg uha, J,,,pozitivan ceo
broj, funkcije g i u = u(x, t) predstavljaju redom gustinu te¢nosti u kohlei i vektor
premestaja®* BM, respektivno.

Dinamika BM se moZe opisati sa
p(x,0,t) = Mu;; + Ru; + Ku(x), x €[0,L]

gde su M = M(x) i R =R(x) masa i prigusenje BM, respektivno, a K = K(x)
predstavlja funkciju krutosti BM a koja se moze dobiti fitovanjem
eksperimentalnih podataka. Jedan njen mogu¢ analiticki oblik je

K(x) = 41®M(0.456(exp(1 — 7)) — 0.45)?

%10

16

Grafik:Funkcija krutosti

24 Vektor premestaja [ili, vektor pomeranja] je vektor koji predstavlja razliku izmedu krajnjeg i pocetnog
vektora polozaja neke Cestice ili tela u prostoru.
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Za date pogetne vrednosti (u(x, 0),u.(x,0)) dobijamo kompletan pasivni model.

Ako bismo zamenili pritisak fluida u kohlei, p, sa prose¢nom vrednosti, Laplasova
jednacina se pojednostavljuje:

Poxe — Zputt = ny = [{]JL]
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3.6. Aktivni model

Koritjev organ se nalazi na bazilarnoj membrani i ¢ine ga spoljasnje i unutrasnje
¢elije Cula sluha koje su povezane sa tektorijalnom membranom. Spoljne culne
éelije (SCC) imaju ulogu pojadavanja reagovanja BM kada dopre zvuk niskog
intenziteta dok unutrasnje &ulne éeilje (UCC) pretvaraju mehanicke talase u
nervne impulse koji se dalje sprovode do mozga. Model koji je predlozen u [3] je
mikro-mehanicke prirode i uzima u obzir nagib SCC u longitudinalnom pravcu duz
kohlee kao i silu (u oznaci g(x,t)) kojom SCC deluju na BM. Na osnovu

ravnoteze sila dobijamo diferencnu jednacinu [3] :

gx+At) = a(x,u,t](p(x, 0,t) +qlx, t]),x € [0,L —A]
q(x,t) = 0ako x € [0,A], A = 0.

a(x,u,t) = «, je nenegativna i nelinearna funkcija koja za velike vrednosti ||
tezi nuli dok je za male vrednosti |u| pozitivna konstanta. Zove se jos i faktor

napretka. Sto je @ vece, povecava se 1 reakcija BM na zvucne talase.

Posmatrajmo sada BM po delovima i defini§imo lokalni faktor napretka za svaki
deol a[oc(ujy kao

Co

(14 c,u?)

Da bi aktivan model bio kompletan, modifikujemo jednac¢inu BM kao

&, (1) = ,C0>0,c,>0.

q(x,t) +p(x,0,t) = Mu; + Ru; + Ku(x), x € [0,L].

gde su M i R ovde pozitivne konstante. Za «(x, u, t) se u [3] predlaze oblik

a(,1, 1) =7 [ exp(~(x — x')? /D@ (w(x', 0)dx’,

pri ¢emu su y i A konstante.
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3.7. Model rezonacije tektorijalne membrane

Posmatrajmo sada model obe membrane, bazilarnu i tektorijalnu. ldeja modela
jeste da se obe membrane posmatraju kao dve mase spojene elasticnom oprugom
tako da ¢ine harmonijski oscilator. Neka je &(x,t) = (u(x,t),v(x,t)) vektor
pomeraja BM 1 TM, redom. Tada jednaine kretanja obeju membrana
zadovoljavaju:

Mpftt + Cpft + Kpg = F,

_ m1 0 _ C1+C3 _C3 _ k1+k3 _k3
Mp_[O mz]’cp_[ —C3 cz+cg]’KP_[ —k;  ky+ k3l

F = [p(x,0,t),0]".

Parametri m;, c;, k; su funkcije od x. Kako bismo model ucinili aktivnim, potrebno
je dodati silu F; na prethodnu jedna¢inu pa imamo

F, = [ylca(ue — vy) + ky(u — v)],0]".

Parametar y € [0,1] predstavlja koeficijent napretka koji se navodi ili kao
konstanta ili u slede¢em alterativnom obliku:

1

YT TveNnw

N)(x,t) = \/%fOL exp(—(x — 5)? /D)u?(s,t)ds, 6,1 > 0.
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3.8. Integralne jednacine i beskona¢na kohlea

Jedan od nacina da se dode do reSenja modela pritiska navedenog gore jeste da se
problem redukuje na samo jednu promenljivu, inkorporacijom koordinate y u
integralnu jednacinu. Kada posmatramo beskona¢nu kohleu, zanemarujemo
grani¢ne uslove vezane za uzengiju i helicotremu i tada se model pojednostavljuje.
Ova dva grani¢na uslova mogu biti naknadno uvedena nalazenjem drugog izvoda
konacne integralne jednacine po promenljivoj x. DefiniSemo razliku pritiska P (x)
duz BM na slede¢i nacin:

e Pristup sa Grinovom funkcijom

Zelimo da nasa integralna jednacina ima oblik

(0]

P(&) = —Ziwp j G (<), ()de

gde je G(x|&) Grinova funkcija. U ﬁzi_ékom smislu, G(x|&) predstavlja funkciju
potencijala brzine u tacki x u jedinici brzine &.

Uzmimo da je duz BM, V,(x) = 0, i da je V/,(¢) = 1. Svi grani¢ni uslovi vezani za
promenljivu y ¢e biti ispunjeni konstruisanjem odgovarajuc¢eg niza slika duz y ose.
Prakti¢no, grani¢ni uslovi

V(x,H) =0,zasvakox iV(x,0) =0,zax + &,

zapravo iziskuju da se slike [slike, kao vrednosti pritiska] beskona¢no Sire duz
pravca y ose, a razmak izmedu svake dve slike je 2H. Na slici ispod se nalazi
Ilustarcija:

°
y
°
Gornji zid }
H ) o 2H
°
BM ®
°
* ¢ x
Slika: Sema beskonacne kohlee

55



Sada posmatrajmo potencijal brzine na BM u jednoj tacki izvora [brzine], u
taCkama y = 2nH tamo gde je x = & i oznaCimo taj potencijal brzine fluida sa

In(x,$).

Tada Grinova funkcija pojedinacnog izvora brzine protoka fluida ima sledeéi
oblik:

gn(x,§) = ——In[(x — §)? + (2nH)?],
n=0,x£1,%2,..

Ukupna Grinova funkcija duz beskona¢ne kohlee bi tada bila suma pojedinacnih
slika g, (x, &), to jest,

0

1
6'(xl§) = =5 D Inlx = §)? + @nH)?]

n=—oo

Ova formulacija Grinove funkcije zahteva korekciju jer navedena suma divergira.
Naime, mozemo razdvojiti sumu na konvergentan i divergentan deo koji je
konstantan, ne zavisi od x:

© 742
G'(x|é) = —%{lnlx — &+ z In|1+ [);TI-;E] ] + 2In(2nH)
n=1

Poslednji ¢lan moze da se zanemari [kao konsatnta] i koriS¢enjem osobine
logaritamske funkcije, dobijamo modifikovanu Grinovu funkciju

G(xI§) = ——ln{|x -l ﬂ(l + (D

)? ( ) )}
1 .

gde je beskonacan proizvod zamenjen sinus-hiperbolicnim. Tada, integracijom
svih izvora brzine duz beskonacne kohlee, imamo
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(0]

P(x) =

in [sinh (5 1x = £1)] Y(©)P©)as,

gde je V, (&) zamenjeno sa funkcijom prijema zvuka i pritiskom. NalaZzenjem
drugog izvoda funkcije P(x) po x ponovo uvodimo grani¢ne uslove za helicotremu
1 uzengiju. Tada ovaj izraz predsatvlja dobru aproksimaciju resenja
dvodimenzionalnog modela. Greske su znacajne samo u blizini grani¢nih uslova.
Ovaj rezulat dugujemo Allen-u, koji je 1977. doSao do ovog rezultata i prikazao
numericko resenje datog inetgrala na konac¢noj kohlei, pogledati [2].

e Pristup Furijeovom transformacijom

Drugi pristup inkorporacije dimenzije y u integralnu jednacinu jeste primenom
Furijeove transformacije, odnosno da putujuci talas u kohlei posmatramo kroz
prizmu njegovih sinusoidalnith komponenti. DefiniSimo prostornu Furijeovu
transformaciju pritiska P (x) na slede¢i nacin:

0

p() = j P()e " dx

— 00

Da bi zadovoljili grani¢ne uslove sa gornjeg zida kohlee kao 1 Laplasovu jednaéinu
za fluide, zahtevamo:

1 jcosh(m— D) e
21 cosh(uH)

— 00

Pa(x,y) = p(Wdu

Primenom grani¢nog uslova na BM, imamo:

(0]

1 .
2iwpY ()P() = f ptanh (uH)e #*p () dy

— 00

Furijeovom transformacijom gornje jednacine dobijamo:

f P(x)e "¥dx = __Hep Y(x)P(x)e " dx
utanh(uH)
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Jednacinu je izveo Siebert, 1974. godine.
e Poredenje dvaju integralnih jednacina

Dva navedena pristupa problemu, Furijeovom transformacijom i Grinovom
funkcijom, dovela su do dva reSenja. Ako se posmatra isti model kohlee, tada ove
dve jednacine trebaju biti ekvivalentne. Uz neznatnu modifikaciju, imamo

1. Allen-ovu jednacinu,
2i . :
P(x) = %ln [smh (% |x|)] *Y(x)P(x) i

2. Siebert-ovu jednacinu,

2iwp
utanh(uH)

fIP()] =~ fIY )P,

gde = predstavlja konvoluciju a f[-] prostronu Furijeovu transforamciju.
NalaZenjem drugog izvoda funkcije P(x) po x, dobijamo, za obe jednacine,

0°P(x) _ 2ipw
0x2

02 _ i
{ - In(sinh (ﬁ |x|))} Y ()P (x)
I
0°P(x)] _ 2iwpp
f[ dx2 | tanh(uH)

fIY ()P (x)]

Ako pokazemo da vazi sledeca relacija:

f [r3mnGsinh (F121)] = s

imacemo jednakost Allen-ove i Siebert-ove jednacine.
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Primetimo prvo da vazi,
1 02 0% (1
;Wln(smh (— le)) ﬁ{— |x| + —ln [1 — exp( (— —) |x|)]}

— —5( ) + =—In [1 — exp((— g) |x|)],

pri Gemu je &(x) Dirakova® delta funkcija. Primenjujuéi sada Furijeovu

transforamciju na poslednji izraz 1 koriste¢i poznate osobine transforamacije,
dobijamo:

f [——ln(smh — |x|))] = % — %sz [ln [1 — exp((—%) |x|)]
= % — %‘uz j In [1 — exp(—%x)] cosudu
1 2, 0 T s
H _EM {ZHMZ 2u tanh(uH)}
~ tanh(uH)

te imamo jednakost dve jednacine.

% Paul Adrien Maurice Dirac (1902-1988), britanski teorijski fizi¢ar.
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4. Numericko reSenje i implementacija

Neka je dat pravougaonik koji predstavlja razvijenu kohleu a ujedno i domen
modela na kom trazimo vrednosti pritiska fluida. Neka je duz x- ose dato N,

odnosno M tacaka duz y-ose. Imamo ukupno MN taCaka diskretizacije domena u
kojima trazimo numericke vrednosti za P;. DefiniSimo [2]:

p(i,j) = Pa(jdx, idx),

gde su

dx = 1=12,...M;j=12,...,N.

L
N’
Aproksimiraju¢i parcijalne izvode 1 grani¢ne uslove u modelu diferencnim
koli¢nicima dobijamo sistem diferencnih algebarskih jednacina. Neka je p MN
dimenzioni vektor koji sadrzi nepoznate vrednosti pritiska u tatkama diskretizacije
a vektor g MN dimenzioni vektor sa pocetnim vrednostima. Tada sistem
algebarskih diferencnih jednac¢ina ima oblik:

Ap=gq

Matrica A = [@;;]mvxmn j€ retka, blok tri-diagonalna. Za M = N = 5 sistem ima
oblik

4, =21 0 0 0 P] (gt
-1 4 -1 o o ||P*| |o
0 _I A3 _I 0 p3 = O ]
0 O —I A4_ _I p4 0
0 0 0 -2 45 ) 1ol

gde su
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e R e e Y i

0 0 0
-1 0 0
4 -1 0|
-1 4 -1
0 -2 4
00 0
00 O
1 0 0f
01 0
00 1

a, = 4 + 22iwY(kdx)),

p(1,k)]
p(2,k)
p(3,k)
p(4,k)

(5, k)

—2P, dx
—2P,dx
—2P,dx
—2P,dx

2P, dx.
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4.1. Numeric¢ka implementacija modela

Implementacijom u programskom paketu Matlab dobijamo numericko resenje za
vrednosti razlike pritiska P;. Uze¢emo sve gorepomenute funkcije prijema zvuka,

razliite frekvencije zvuka koji deluju na kohleu i posmatracemo $ta se dogada sa
razlikom pritiska u kohlei. Bitan momenat jeste sama analiza vrednosti pritiska i
njihova interpretacija kao i eventualno uocavanje prednosti i mana modela.

Uzimajuci recimo, Neely-jev oblik funkcije prijema zvuka, diskretizaciju domena
na 40 tacaka duz x i ¥ ose, zvukove razlicitih frekvencija koji deluju na ljudsko

uho i gustinu fluida u kohlei od 1g/cm?, imamo vrednosti za P; kao na slici.
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« 10° Numericko resenje PDJ modela pritiska u kohlei

Razvijena kohlea

%10 Numericko resenje PDJ modela pritiska u kohlei

Razvijena kohlea
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Slika: Numericke vrednosti razlike pritiska, P4, za zvukove frekvencije od redom, 50Hz, 100Hz,
240Hz, 400Hz, 800 Hz i 1600 Hz.
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Posmatrajué¢i samu definiciju numerickog nalaZenja razlike pritiska P;, oc¢igledno
je da se ta razlika ne ostvaruje na svim delovima kohlee isto. Stavise, ona varira u
skladu sa visinom frekvencije zvuka koji inicira kretanje te¢nosti unutar kohlee.
Eksperimentalnom analizom je utvrdeno da uparvo ta razlika u pritisku jeste uzrok
za kretanje bazilarne membrane 1 stvaranje akcionog potencijala u culnim
dlacicama. Akcioni potencijal se sluSnim nervom dalje sprovodi do auditornog
korteksa koji obraduje primljene signale 1 mi postajemo svesni da smo ¢uli nesto.
Skaliraju¢i vrednosti pritiska duz razvijene kohlee, po definiciji, dobijeni grafici
pokazuju da se razlika u pritisku ostvaruju na lokalnom nivou i to u skladu sa
visinom frekvencije zvuka iz spoljasnje sredine. Sa grafika mozemo da vidimo da
je ispunjena uparvo ta pretpostavka o lokalnom delovanju pritiska. Nakon
postizanja svoje maksimalne vrednosti, vrednost razlike pritiska se smanjuje i on
postaje negativan i u tim delovima kohlee deluje pritsak u scala vestibuli i ne
dolazi do stvaranja akcionog potencijala u cCulnim delijama. Drugim recima,
pozitivna vrednost pritiska se ostvaruje na vrhu kohlee, odnosno pri kraju izduzene
kohlee za zvuk frekvencije od 50 Hz, te se talas vrednosti veé¢e od 0 pomera ka dnu
kohlee povecanjem frekvencje zvuka. Tako da za zvuk od 1600 Hz imamo
delovanje pritiska tecnosti na samom pocetku kohlee, tik 1za uzengije. Za pozitivne
vrednosti razlike pritiska imamo da je tada veci pritisak u scala tympani, koji i
inicra kretanje bazilarne membrane. Na ovaj nacin vidimo da je sa te strane model
dobro postavljen jer ispunjava datu pretpostavku. Sa druge strane, posmatrajmo
funkciju prijema zvuka — ona sadrzi funkciju mase kohlee, M(x). Fizic¢ki, masa
definisana na taj nacin je velika za ljudsku kohleu 1 za mambranu, no ona se moze
ali 1 ne mora zanemariti. MoZe, jer je zaista njena masa zanemarljivo mala. Ne
mora, jer njena masa nije konstanta uzimajuci u obzir kohlein devijantan odnosno
izduzen oblik od ovalnog prozora ka vrhu. Vidimo da svako povecanje pritiska 1
gustine te¢nosti dovodi povecanja pritiska teCnosti. Za ekstremno male 1 velike
frekvencije zvuka, dobijamo vrednosti koje su blizu nule, odnosno negativne su, te
ne dolazi do pritiska te¢nosti u scala tympani i nema stvaranja akcionog
potencijala, Sto ide u prilog €injenici da ljudko uho zaista ne registruje zvuke
ekstremnih frekvencija. Neely-jev predlog za numericko resenje vrednosti pritiska
svakako predstavlja temelj za dalje usavrsavanje matenatickih modela ove prirode
iako sadrzi neke fizicki neizvodljive pretpostavke.

64



Posmatrajmo sada kakve rezultate nam daje zvuk od 240 Hz [ravan zenskom glasu
soprana] uzimajuci funkcije prijema zvuka iz tabele. Imamo tada:

%10 Numericko resenje PDJ modela pritiska u kohlei 10 Numericko resenje PDJ modela pritiska u kohlei
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Slika: Vrednosti razlike pritiska u kohlei uzimajuci redom Neely-jev, Allen-ov, Lien and Cox-ov,
Peterson-ov i Siebert-ov oblik funkcije prijema zvuka
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Dodatak i popis slika sa izvorima

U dodatku se nalazi Matlab kod za numeri¢ko reSenje modela razlike pritiska u
kohlei. Ulazni parametri funkcije su broj tacaka diskretizacije pravougaonog
domena, intenzitet zvuka izrazen u Hz koji deluje na uho 1 gustina tecosti u kohlei.
Cesto se uzima da te¢nost u kohlei ima karakteristike vode te je gutsina 1g/cm3.
Funkcija iscrtava vrednosti pritiska u datim tackama diskretizacije u
trodimenzionalnom kordinatnom sistemu.

Napomena —za parametre minuzetin > 2in=>m.

function p=pritisak(m,n, frekvencijazvuka,gustina)

%m,n su deobne tacke domena. Recimo da trazimo numericko resSenije
na pravougaoniku koji je podeljen na mn tacaka.

format longG

dx=(3.5)/n; % 3.5 cm je prosecCna duZina kohlee kada se ona
razvije.

omega=2*pi*frekvencijaZvuka; %Omega predstavlija

ugaonu (kruznu) frekvenciju.

nizY=[]; %$Prave se pomoc¢ne matrice.
nizak=[];
i=0.0000+1.00001;
for k=1:m
y (k)= (i*omega*0.15+200+ (10" 9*%exp (-2*k*dx) ) * (i*omega) * (-1)) "~
1;
nizY=[nizY vy (k)]
end
for t=1:m
a(t)=4+2* (2*i*omega*gustina*y(t));
nizak=[nizak a(t)];
end
Ak=zeros (n); SFormiranje matrice sistema koja koristi diferencne

koli¢nike za aproksimaciju parcijalnih izvoda.
iznad=-[2 ones(l,n-2)1;
ispod=fliplr (iznad);
Bl=diag (ispod,-1);
B2=diag(iznad, 1) ;
B=(B1+B2) ;
Ak=zeros (n) +B;
for i=2:m
for j=2:n
if i==7
Ak(ilj):4;
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end
end
end
r=m*n;
u=m*n;
A=zeros (r,u);
m=t;
C=I[1;
for k=1:t
Ak (1,1)=nizak (k)
C=[C Ak];
end
s=n;
for g=1l:m
for i=((g-1)*s+1l) :g*s
for j=((g-1)*s+1):g*s
A(i,3)=C(i-(g-1)*s,3J);
end
end
end
D=zeros (r,u);
I=eye (m) *-1;

o=m-1;
1=0;
for k=1:0
for i=1l:m
for j=1:m
if o>k
D(i+1+n,j+1)=I(1i,7);
else
D(i+l+n,3+1)=2*I(i,7);
end
end
end
1=14+n;
end

D=D(l:m*n,l:m*n-1);
t=zeros (m*n,1);
D=[D t];
F=zeros (m,n) ;
o=m-1;

1=0;

for k=1:0

for i=1:n

for j=1:n
if k==
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F(i+l,j+1+n)=2*I(i,73);
else
F(i+l,j+1+n)=I(1i,73);
end
end
end
1=1+n;
end
w=zeros (n,m*n) ;
F=[F; w];
MatricaSistema=A+D+F;
disp (MatricaSistema) ;
gl=[]; %Formiranje vektora sa pocetnim vrednostima.
for i=1:m*n
gl=[gl -4*omega”2*gustina*dx];
end
for i=1:m*n
for j=(m+1l) :m*n
ql (3)=0;
end
end
p=inv (MatricaSistema) *gl'; %Vektor koji sadrzi numericka resenja
modela.
Zg=p;
xq=[1;
for j=l:m*n
xg=[xq J*dx];
end
ya=1[1;
for i=1:m*n
ya=lyq i*dx];
end
%$5ledi deo koji iscrtava vrednosti vektora p u tri dimenzije.
xlabel ('x-osa');
ylabel ('y-osa');
zlabel ('Vrednosti pritiska');
view (-30,10)
title ("Numericko resenje PDJ modela pritiska u kohlei');
iks=0:(3.5/(m*n)): (3.5-(3.5/(m*n)));
ipsilon=0:(0.1/(m*n)):(0.1-(0.1/ (m*n))); SMoZe se pozvati Jedna
od sledec¢e scatter naredbe.
scatter (iks, zq);
scatter3 (xqg, yq, zqg, 'MarkerEdgeColor', 'b', "MarkerFaceColor', [.01
1.1y,
scatter3 (iks,ipsilon,zqgq, '*', 'b');
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Matlab kod za iscrtavanje povrSi koja predstavlja pritisak u kohlei dobijenog
pojednostavljenjem modela uvodenjem dodatnih pretpostavki. Ulazni parametar
jeste frekvencija zvuka koji dopire iz spolajSnje sredine.

function pritisak2D(f)
omega=2*pi*f;
pO0=2*omega™2;

H=1;
i=0.0000+1.00001;
lambda=1/(0.7);
x=0:0.1:3.5;
y=0:0.1:0.1;
[X,Y]=meshgrid(x,vVy);

beta=2*pi* (lambda) * (-1);

Z=p0*cosh (beta* (Y-H)) . "exp (-i*beta*X) ;
surf (X,Y,real (Z2));

shading interp

axis tight

xlabel ('Duzina kohlee');

ylabel ('Sirina kohlee');

zlabel ('Analiti?ko resSenje PDJ modela'):;
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Popis slika i izvori:

Strana 5., Popre¢ni presek uha 1 njegovi klju¢ni elementi, preuzeto sa
https://14yunhyu.files.wordpress.com/2014/01/2191 ear_anatomy_450.jpg?
w=604

Strana 7., Srednje i unutras$nje uho; Auditorni korteks, centar za prijem
zvuka u mozgu, preuzeto sa

http://me.hawkelibrary.com/
https://www.phactual.com/the-9-types-of-intelligence/

Strana 8., Putanja zvu¢nog signala od kohlee do Auditornog korteksa,
preuzeto iz rada L. Watts: Cochlear Mecahnics: Analysis and Analog VLSI,
California Institute of Technology, doctoral thesis, 1993.

Slika 32., Ljudska kohlea 1 njeni delovi, poprecni presek, preuzeto sa
http://www.a3ccm-apmas-eakoh.be/a3ccm/a3ccm.htm

Strana 33., Razvijena kohlea, preuzeto sa
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Uncoiled _cochlea_with_basilar_ m
embrane.png
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Zakljucak

U master radu su izloZzeni modeli koji opisuju kretanje i1 variranje pritiska u
ljudskoj kohlei prilikom dopiranja zvuka iz spoljaSnje sredine, kao i numericko
reSenje jednog od modela. Videli smo kako se fizicke veli¢ine pretvaraju u
jednacine, njihovu medusobnu povezanost 1 uporiste u realnoj situaciji, kako se od
ideje dobijaju konkretni rezultati. Naime, ceo sistem funkcionisanja mehanizma
kohlee je dosta kompleksan 1 matemati¢kim jezikom mozemo obuhvatiti deo price
jer modeli jo$ nisu spremni zameniti eksperimentalne rezultate, oni se daju samo
usavrSavati i davati bolju sliku ali i dalje nedovoljno dobru. Nikola Tesla je
svojevremeno rekao

‘Danasnji naucnici zamenjuju eksperimente matematikom i lutajuci iz formule u
formulu, na kraju stvaraju konstrukciju daleku od stvarnosti’

Desava se da modeli ne funkcioniSu za zvuke svake frekvencije kao 1 to da je
odstupanje modela od stvarne slike veée za one vrednosti pritiska u okolini
helicotreme, upravo zbog pojednostavljenja pretpostavki. No, na ovaj nacin je jos
jednom potvrdena istina o primenljivosti matematike kao univerzalne nauke na
gotovo svim nivoima Zivota. Razvitak i poboljSanje modela tek sledi 1 ono prati
razvitak numeric¢kih metoda kao 1 raCunarskog softvera.
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