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Увпд 

„Брпјеви управљају светпм“ – гпвприли су Питагпрејци. Тп је, разуме се, 

мистика. Али брпјеви пружају чпвеку мпгућнпст да управља светпм и у тп нас убеђује 

цели тпк и развитак науке и технике нашег дпба. 

А. Dorodnicin1 
 

Претхпдни цитат нам гпвпри да је математика, кап фундаментална наука, 

свеприсутна у свакпм аспекту живпта. Једна пд мпжда најзанимљивијих примена 

математике је управп у „играма“. Игра сада дефинище све ситуације ппшев пд 

најтривијалнијих, пппут прпблема на кпју страну щутирати лппту приликпм извпђеоа 

пенала у фудбалу, дп пних најкпмплекснијих ситуација у пплитици. 

Пбласт примеоене математике кпја се бави прпушаваоем стратещких пдлука 

кпје дпнпсе раципнални играши је управп Теприја игара и пре свега је изузетнп 

занимљива збпг свпје велике примене. Мпжемп је видети у разлишитим пбластима, 

кап щтп је екпнпмија, щах, међунарпдни пднпси, биплпгија, психплпгија и мнпге друге. 

Ппсебнп је интересантна веза између теприје игара и прпцеса гласаоа.  

Фпкус пвпг рада је на савременпм и свеприсутнпм прпблему гласаоа. Управп 

развпј теприје игара је, између псталпг, дппринеп ппјави нпвих математишких алата 

неппхпдних за анализу система гласаоа и стратещкп гласаое. Један пд тих алата је 

базиран на идеји јакпг Нещпвпг еквилибријума, развијенпг педесетих гпдина прпщлпг 

века. Пва и слишне метпде дпвеле су дп знашајних резултата кпји су прпменили теприју 

гласаоа. Упптреба математишких критеријума за прпцену система гласаоа уведена је 

када је Кенет Ерoу дпказап да су ппједини интуитивнп ппжељни критеријуми заправп 

узајамнп кпнтрадиктпрни, на тај нашин демпнстрирајући инхерентна пгранишеоа 

теприје гласаоа. 

Циљ пвпг рада је представљаое прпцеса гласаоа, те дпнпщеоа резултујућих 

пдлука, из математишкпг угла. У раду ће бити дат приказ распплпживих мпгућнпсти у 

гласашкпм систему кпје се пднпсе на брпј кандидата, кап и на индивидуалнпст свакпг 

ппјединца кпји гласа. Пбратиће се пажоа и на утицај разлишитих гласашких техника на 

резултат гласаоа. Биће приказана анализа утицаја квалитативних и квантитативних 

пспбина какп кандидата, такп и гласаша на целпкупни гласашки систем.  

Какп је прпцес гласаоа у теснпј вези са тепријпм игара, у првпм делу рада биће 

дат исцрпан приказ релевантних ппјмпва и резултата из теприја игара, пппут гласашкпг 

                                                           
1
Анатплиј Алексејевиш Дпрпдницин (1910 – 1994) – руски математишар, гепфизишар, академик 

РАН. Велики дппринпс је имап у пбласти аерпдинамике и метпдама за рещаваое диференцијалних 
једнашина. 
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прпцеса, гласашкпг вектпра и преференције гласаша. Биће наведене и неке 

интересантне истпријске карактеристике, кап и прикази анализа неких ппзнатих 

гласаоа. Кприщћена литература је [8], [17] и [19]. 

У другпм делу биће илустрпван гласашки систем на прпблему студената и 

прпфеспра, где прпфеспри представљају гласаше, а студенти кандидате. Биће наведене 

и две знашајне тепреме за прпцес гласаоа, а тп су Бпрда рашун и Ерпупва тепрема. 

Затим, биће дат преглед ппзнатих метпда у прпцесу гласаоа, кап щтп су метпд 

ппзиције и Кпндпрсепв метпд. Дефинисаће се гласашки вектпр, те илустрпвати утицај 

избпра прпцедуре на прпмену ппбедника гласаоа акп су ппзнате преференције 

гласаша. Пвај деп рада ће садржати и гепметријски приказ разлишитих гласашких 

прпфила, кап и приказ прпцедуралних линија. Размптриће се щта се дещава са 

исхпдпм гласаоа накпн ппвлашеоа некпг кандидата. Пптпм ће се представити мпгућа 

стратегија кпјпм се мпже умаоити манипулација редпследа гласаоа. Кпнсултпвана 

литература приликпм израде пвпг ппглавља је [6], [8], [14+ и [27]. 

Фпкус пстатка рада ће бити на прпблему хаптишнпг ппнащаоа ппјединаца, те на 

мпгућем утицају истпг на исхпд гласаоа. Биће приказане неке пд најзнашајнијих 

метпде за рангираое, кап и оихпва кпмпарација. Уппредиће се знашајне метпде и 

увидети оихпве преднпсти и мане. Прпблем се пгледа у тпме щтп исти кандидати 

истпг дана мпгу бити рангирани првп једнпм метпдпм, а затим другпм. Неки пд  

ппзнатих метпда кпји ће бити приказани су: вищекружни систем (runoff метпд) и 

Кпндпрсепв метпд, тј. метпд избпра при кпјем се бира кандидат кпји ће псвпјити 

гласпве већине при свим мпгућим упариваоима прптив других кандидата. Кприщћена 

литература је [3], [5], [8], [9] и [14]. 
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1. Пснпвни ппјмпви 

Ппшетак Теприје игара је везан за 17. век, када су математишари ппкущавали да 

реще прпблеме у разлишитим кпцкарским играма (Паскал и Фермат, 1650). Немашки 

математишар Ернест Зермелп је пбјавип коигу О упптреби теприје скуппва у теприји 

шахпвске игре 1912. гпдине, дпк је 1921. г. дпказап важна тврђеоа п ппбеднишким 

стратегијама.  

Најзнашајнији мпменат и верпватнп ппшетак развпја Теприје игара је коига 

Теприја игара и екпнпмскпг ппнашаоа шији су аутпри Чпн фпн Нпјман (John von 

Neumann 1903 – 1957) и Пскар Мпргенстерн (Oskar Morgenstern, 1902 – 1977) из 1944. 

гпдине. Тада су кпнашнп дефинисани пснпвни ппјмпви везани за пву пбласт, кап и 

метпде за прпналазак пптималних стратегија.  

Тпкпм 50 – тих и 60 – тих гпдина прпщлпг века мпдели теприје игара ппшиоу да 

се примеоују у екпнпмији, затим у психплпгији, кап и у спциплпгији. Дпк се у 70 – тим 

гпдинама примеоују шак и у евплуципнпј биплпгији. Претхпднп илуструје щирину 

мпгућих примена теприје игара. Треба ппменути и велики дппринпс развпју пве 

пбласти кпји су имали и дпбитници Нпбелпве награде за екпнпмију из 1944. гпдине 

Чпн Нещ (John Nash), Чпн Харсаниј (John C. Harsanyi) и Рајнхард Зелтен (Reinhard Selten) 

(видети [19]). 

Упркпс мнпщтву ппља у кпјима се примеоује теприја игара, пвај рад ће се 

највище пслаоати на теприју гласаоа. Теприја гласаоа пткрива мнпге избпрне 

прпцедуре кпје дпвпде дп пптпунп другашијих исхпда и приказује гласаое у свакпј пд 

256 нијанси пд црне дп беле бпје. Следи преглед дефиниција некпликп пснпвних 

ппјмпва кпји се тишу саме теме рада. 

Нека је даље са X пбележен скуп свих играша, N оегпва кардиналнпст, а са S кпалиција, 

тј. скуп играша кпји дпнпсе исту пдлуку. 

Дефиниција 1. [8] Функција избпра између две алтернативе за прпизвпљну кпалицију 

S је дата са  

 ( )  {
         | |     

         | |      
 

где је | | брпј играча у кпалицији S, а N укупан брпј играча, при чему 1 представља 

ппбеду кплације S, а 0 оен ппраз. 

 

Следеће две фпрмалне дефинције релевантне  су бащ за прпцес гласаоа. 

Дефиниција 2. [25] Вектпр гласаоа је вектпр кпји пписује начин на кпји су 
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резултати саппштени.  

Другим решима, за дати систем гласаоа са n кандидата, гласаое је пписанп 

следећим вектпрпм (w1, w2, ..., wn) где је wi брпј ппена дпдељен i – тпм кандидату и 

кандидати су прпизвпљнп расппређени. 

Дефиниција 3. [4] Гласачки систем је билп кпји метпд кпји узима кплекцију 

кпмплетних и транзитивних индивидуалних релација преференције, пднпснп 

кплекцију индивидуалних ппзиција на ранг листи, и креира групну ранг листу. 

 

Следи преглед ппјмпва есенцијалних за сам прпцес гласаоа. 

1. Избпри – ппступак кпјим грађани, тј. бираши ппверавају пбављаое пплитишке 

власти представнишкпм телу, али и председнику државе, кпји пнда 

представљају суверену нарпдну власт [17]. 

Псим државних избпра ппстпје и избпри у пплитишким странкама, али и избпри 

ван пплитике, кап щтп су избпри за председника пдељеоа, или избпри за 

директпра једне щкпле, избпри за мис света, итд. 

2. Бирачкп правп – кап једнп пд пснпвних пплитишких права грађана, субјективнп 

је правп грађана пдређене државе да на избприма дају глас пдређенпм 

кандидату, али и правп да буду кандидати на избприма [17]. 

3. Избпрни систем – представља скуп прпцедура и правила, шији је циљ да се на 

демпкратски нашин гласпви бираша претпше у пдређену пплитишку пдлуку. Ппд 

избпрним системпм се ппдразумева: нашин гласаоа, кп има правп да бира и 

буде биран, пдређиваое избпрних јединица2, прпцедуре кандидпваоа, 

утврђиваое резултата избпра, рпкпви, нашини кпнтрпле избпра, брпј кандидата 

кпји се бира (видети [17]). Ппстпје следећи избпрни системи: 

a. Прпппрципнални избпрни систем – странка или група грађана дпбија 

брпј представника сразмеран псвпјенпм брпју гласпва бираша; 

b. Већински избпрни систем – изабран је пнај кп псвпји највище гласпва. 

c. Мешпвити избпрни систем – кпмбинација већинскпг и прпппрципналнпг 

избпрнпг система. 

4. Електпри – лица кпја грађани бирају неппсреднп, а кпји пптпм, кап шланпви 

електпрске групе у свакпј америшкпј држави, бирају председника и 

пптпредседника САД – а [23]. 

5. Кандидат – Грађанин кпји ужива пасивнп бирашкп правп, кпд кпга не ппстпје 

закпнпм прпписане сметое за пбављаое ппсланишке функције (парламентарна 

неппдударнпст) и кпји је истакнут кап кандидат или сампсталнп или на 
                                                           
2Избпрна јединица – теритприја кпјпј припада унапред пдређен брпј представнишких мандата. 
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кандидатскпј листи [23]. 

1.1. Примери избпрних система 

У нащпј земљи је заступљен прпппрципнални избпрни систем, дпк је у САД – у 

заступљен већински избпрни систем. Разликују се две врсте већинскпг избпрнпг 

система – једнпкружни већински избпрни систем и двпкружни већински избпрни 

систем, п кпјима ће касније бити реш. Мпжемп разликпвати две врсте избпра у 

зависнпсти пд оихпве функције, а тп су: 

 Парламентарни избпри – за шланпве парламента (углавнпм се спрпвпди 

пп прпппрципналнпм избпрнпм систему); 

 Председнишки избпри – за председника државе (спрпвпде се пп 

већинскпм избпрнпм систему). 

Већински избпрни систем је систем у кпме бираши неппсреднп бирају 

председника државе, градпнашелника, председника ппщтине, и сл, при шему је 

изабран пнај кпји је псвпјип највище гласпва (релативну, апсплутну или тзв. 

квалификпвану већину).3 Пвај систем је један пд једнпставнијих система и примеоује 

се у англпсакспнским земљама.  

У ужем смислу се ппдразумева да бираши гласају у ташнп пдређенпј избпрнпј 

јединици у кпјпј мпже бити изабран ташнп један кандидат, а пнда тај кандидат, заједнп 

са представницима других теритпријалних јединица пдређује шланпве председнишких 

тела. Кап и сваки систем и пвај има свпје преднпсти и мане. Мпжда једна пд највећих 

преднпсти је тај щтп пмпгућава већу пплитишку стабилнпст двпстранашких земаља.  

Критика пвпг система је щтп се ппјављују тзв. башени гласпви, ппд кпјим се 

ппдразумевају сви гласпви изнад 50%, кпје псвпји кандидат неке странке, јер је 

дпвпљан самп један глас изнад тих 50% да би се псвпјила пдређена ппсланишка места. 

У нащпј земљи је пвај систем гласаоа кприщћен за парламентарне избпре, али је пд 

1990. гпдине ступип на снагу прпппрципналан систем гласаоа. Разликују се двпкружни 

и једнпкружни избпрни систем: 

 Двпкружни – у првпм кругу гласаоа је пптребнп псвпјити апсплутну 

већину, а укпликп нема никпг са апсплутнпм већинпм, прелази се на 

други круг гласаоа. У другпм кругу избпр је сужен на два кандидата, и тп 

пна два кпји су псвпјили највище гласпва у првпм кругу, а пд оих 

                                                           
3Релативна већина – има је кандидат кпји на избприма псвпји вище гласпва пд билп кпг другпг 

кандидата; 
Апсплутна већина – има је кандидат кпји псвпји бар један глас вище пд пплпвине свих гласпва 

бираша; 
Квалификпвана већина – ппдврста је апсплутне већине кпја, шак, мпже да захтева ташнп пдређен 

брпј гласпва или мнпгп већи брпј пд пплпвине свих гласпва бираша. 
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ппбеђује пнај кпји псвпји апсплутну већину. Пвај систем гласаоа 

примеоив је јер се апсплутна већина углавнпм тещкп ппстиже; и 

карактеристишан је за Француску. 

 Једнпкружни –  састпји се у ппдели теритприја на кпјпј се гласа на 

избпрне јединице и у свакпј пд оих такмишеое кандидата се впди 

засебнп. На гласаое се излази једнпм и ппбедник је пнај кпји псвпји 

највећи брпј гласпва (не мпра бити апсплутна већина). Пвај систем 

примеоује се у САД – у и пнп щтп га пдликује јесте избпр лишнпсти (гласа 

се за једну лишнпст), једнпставнпст и гласаое у једнпм кругу [17]. 

Прпппрципналан систем гласаоа је систем у кпме се уместп ппјединашних 

кандидата бирају избпрне листе и кпристи се кап метпд избпра за председнишка тела. 

Расппдела мандата у прпппрципналнпм избпрнпм систему се врщи ппмпћу Д'Пнтпвпг 

система највећих избпрних кплишника. У пвпм систему пдређена избпрна листа дпбија 

брпј мандата кпји је прпппрципналан брпју псвпјених гласпва бираша. Кап щтп је већ у 

тексту наппменутп, пвп је избпрни систем кпји се примеоује у нащпј земљи, али и у 

брпјним еврппским државама. Ппзитивна страна пвпг система је щтп најверније 

пдражава впљу гласаша, щтп је уједнп и била највећа мана већинскпг система гласаоа. 

Дпк је највећа мана тп щтп даје превелики знашај малим партијама, кпје једва пређу 

цензус4 (видети [17]). 

Кпмбинацијпм пва два избпрна система дпбија се мещпвити избпрни систем. 

Настап је управп у нади да ће се птклпнити недпстаци већинскпг и прпппрципналнпг 

избпрнпг система. Пвај систем је први пут заживеп у Данскпј, а данас се примеоује у 

вище пд двадесет и пет земаља. Пвај систем ппдразумева тп да ппјединац или странка 

са највећим брпјем гласпва дпбија мандат, али ппједина ппдрушја у држави кпристе 

прпппрципнални метпд (видети [17]). 

1.2. Релација преференције и функција 

кприснпсти 

У математици, науци, екпнпмији и пбишнпм живпту се нереткп дплази у 

ситуацију где се бира између две или вище ппција. Затп је кприснп имати неки 

математишки језик кпји гпвпри п ппређеоу датих ппција, а тп су преференције. Управп 

се индивидуалне преференције ппјединца мпгу ппсматрати крпз бинарне 

преференције. Према тпме укпликп ппјединац дпнпси пдлуку да ли ће ппхађати шаспве 

немашкпг или францускпг језика и изабере немашки у математици ппмпћу релација 

преференције записујемп немачки преферира у пднпсу на француски [22].  

                                                           
4Цензус – минималан брпј гласпва кпји нека избпрна листа или странка мпра да псвпји да би 

дпбила местп у представнишкпм телу (кпд нас је цензус 5%). 
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Велики дппринпс када се дпнпси нека пдлука, када ппстпји избпр, тј. када је у 

питаоу људска преференција дали су Чпн впн Нпјман и Пскар Мпргенстерн. Гпдине 

1944. су пбјавили коигу Теприја игара и екпнпмскп ппнашое у кпме се баве 

преференцијама, утилитарним функцијама у лутријама  и кпцкаоу [28]. 

Пднпси између елемената некпг скупа се пписују релацијама. У зависнпсти пд брпја 

елемената шији пднпс релација приказује, релације мпгу бити унарне, бинарне… 

Дефиниција 4. [2] Бинарна релација ρ на скупу X је: 

1) рефлексивна, акп испуоава услпв,         , 

2) симетрична, акп испуоава услпв,                , 

3) антисиметрична, акп испуоава услпв,                    , 

4) транзитивна, акп испуоава услпв,                     . 

За релацију на скупу X за кпју важе пспбине 1), 2) и 4) кажемп да је релација 

еквиваленције. За релацију на скупу X за кпју важе пспбине 1), 3) и 4) кажемп да је 

релација ппретка. Следи дефиниција ппсебнпг типа релације кпја је есенцијала за 

прпцес гласаоа, пднпснп за прпцес дпнпщеоа пдлука. 

Дефиниција 5. [10] Релација преференције   је бинарна релација на скупу X кпја има 

следеће пспбине: 

1.         , (рефлексивнпст), 

2.                    , (кпмплетнпст), 

3.                      , (транзитивнпст). 

Дефиниција 6. [10] Релација стриктне преференције   се дефинише на следећи 

начин: 

         (   )  

Дефиниција 7. [15] Релација индиферентнпсти   се дефинише на следећи начин: 

                 

 

Претппставимп сада да x, y, z   X представљају кпрпе дпбара, тј. мпгуће избпре кпје 

ппјединац има на распплагаоу у датпм тренутку. Релација преференције   на скупу X 

мпже имати следеће пспбине : 

 Мпнптпнпст (                ). 

 Стриктна мпнптпнпст (               ) – екпнпмска интерпретација 

мпнптпнпсти и стриктне мпнптпнпсти мпгла би бити “щтп вище тп бпље“ . 

 Лпкална нестаципнарнпст (           ппстпји избпр     такав да важи 

‖   ‖   и     ) – пва пспбина знаши да увек ппстпји кпрпа дпбара кпју 

ппјединац преферира „малп вище“ пд ппстпјеће. 
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 Кпнвекснпст (              ⋀        (   )      (   )). 

 Стриктна кпнвекснпст (              ⋀        (   )      

(   )) – акп преферирамп кпрпе x и у пднпсу на кпрпу дпбара z, пнда и све 

линеарне кпмбинације x и у преферирамп у пднпсу на z [10]. 

Ситуација у кпјпј ппјединац треба да дпнесе пдлуку у датпм мпменту, при шему 

је избпр вищеструки се према тпме мпже математишки приказати ппмпћу релација 

преференције. Какп се са билп кпјпм врстпм избпра сусрећемп свакпдневнп релације 

преференције су нащле примену крпз математику у мнпгим сферама живпта. Једна пд 

таквих ситуација је и гласаое, пднпснп гласашки систем, где се заправп налазимп у 

ситуацији у кпјпј треба изабрати једнпг кандидата пд некпликп кандидпваних. 

Представљаое пдлука се мпже ппред релације преференције изврщити и 

ппмпћу такпзване функције кприснпсти.  

Дефиниција 8. [10] Нека је   релација преференције на скупу    Функција       за 

кпју важи 

     ( )   ( ) 

назива се функција кприснпсти (утилитарна функција) релације преференције. 

 

Тврђеое 1. [11] Акп   представља  , пнда за билп кпји стрпгп растућу функцију 

     , функција  ( )   ( ( )) такпђе представља  . 

Дпказ.  

     

  ( )   ( ) (дпк   представља  ) 

  ( ( ))   ( ( )) (дпк је   стрпгп растућа функција) 

  ( )   ( )  □ 

Елеменат       је минималан елемент за релацију преференције на скупу A акп 

     важи    .  

Лема 1. Сваки кпначан ппдкуп     има минимални елемент (аналпгнп, ппстпји 

максималан елемент). 

Дпказ. Дпказ пве леме се ради ппмпћу математичке индукције. 

База индукције: Првп се ппсматра случај када је кардинални брпј скупа А једнак 1, 

пднпснп када је брпј елемената скупа А једнак 1, | |   . Јаснп, тада је тај елемент 

минималан, јер је једини у скупу.  

Индукцијска хипптеза: Претппставља се да за | |   , тј. да за скуп А 
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кардиналнпсти n, ппстпји минимални елемент. 

Индукцијски кпрак: Нека је кардиналнпст скупа А n+1 и нека је    . Скуп   * + је 

кардиналнпсти n, кпји на пснпву индукцијске хипптезе има минимални елемент кпји 

ће се пзначити кап  .  

Aкп је     , пнда је   минимални елемент скупа А. Aкп је    , пнда је на пснпву 

транзитивнпсти     за све     * + и пнда је    минималан елемент. □ 

Функција кприснпсти управп даје пдгпвпр на питаое кпји избпр се вище 

преферира. Најпре се свакпм избпру дпдељују брпјеви и избпр кпји има највећи брпј је 

највище префериран. 

Тепрема 1. [10] Акп је   релација преференције на кпначнпм скупу  , тада релација   

има функцију кприснпсти чије су вреднпсти у скупу прирпдних брпјева. 

Дпказ. Дефинише се низ скуппва, индуктивнп. Нека је    скуп минималних елемената 

скупа X. На пснпву претхпдне леме,    није празан скуп. Кпнструишу се скуппви 

          .  

Акп је             , дпказ је завршен.  

Акп није, дефинише се      такп да буде скуп минималних елемената скупа 

  (         ). На пснпву претхпдне леме       . Какп је X кпначан скуп, дп 

краја дпказа се дплази накпн | | кпрака, пднпснп дпк се не истрпше сви елементи 

скупа X. Дефинише се кприснпст  ( )    акп је     , где  ( ) представља брпј 

кпрака у кпм ће бити   елиминисан. Kako би се утврдилп да   представља  , 

претппставља се да је    . Oнда     (         ) и  ( )   ( )  

Јаснп, скуппви            су дисјунктни, а какп је   ⋃   
 
   , јаснп је да je 

фпрмираna функцијa кпја свим елементима скупа X дпдељује прирпдне брпјеве кап 

оихпве кприснпсти. □ 

Тепрема 2. [10] Акп је   релација преференције на пребрпјивпм скупу  , тада 

релација   има функцију кприснпсти чије су вреднпсти у интервалу (-1, 1). 

Дпказ. Нека си елементи скупа X ппређани у низ *  +   
 , штп је мпгуће јер је X 

пребрпјив. Нека је  (  )   . 

Пптпм, нека за кприснпсти              важи  (  )  (    ) и нека је       акп и 

самп акп  (  )   (  ). 

Ako       за некп     пнда је  (  )   (  ).   

Акп није, дефинишу се следећа два скупа : 

* (  )|     +  *  +  

* (  )|     +  * +  

Бира се кприснпст  (  ) такп да буде између пва два скупа. Овп гарантује да за 
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билп кпје     важи да је       акп и самп акп   (  )   (  ). Према тпме, 

функција кпја је дефинисана на скупу *          + представља преференцију пвих 

елемената.  

За крај дпказа да   представља   пптребнп је узети два прпизвпљна елемента 

     . Тада је за некп k и        и     . На пснпву гпре примеоенпг за   

   *   + јаснп је да је        акп и самп акп  (  )   (  ) и тиме је тврђеое 

дпказанп.□ 

 

Фигура 1. 

Дефиниција 9. [11] Релација преференције   на скупу X je непрекидна акп увек када је 

    ппстпје пкплине    и    пкп а и b, респективнп, такве да за све      и   

  ,    . (Фигура 1.)     

 

Фигура 2. 
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 Дефиниција 10. [11] Релација преференције   на скупу X je непрекидна акп је граф   

(тп је скуп *(   )|    +     ) затвпрен скуп; пднпснп акп су елемeнти скупа X 

парпви *(     )+ кпји су ппређани у низ и за кпје важи да је        за свакп n и 

     и     , пнда    . (Фигура 2.)  

Тврђеое 2.  [11] Релација преференције   на скупу X je непрекидна пп Дефиницији 9 

акп и самп акп је непрекидна пп Дефиницији 10. 

Дпказ. Нека је   на X непрекидна пп Дефиницији 9. Нека је {(  ,   )} низ парпва за кпје 

важи  

      

за свакп n и       и        Акп није тачнп    , тада ппстпје пкплине тачака a и 

b, у пзнаци    и     такп да за свакп       и       важи 

     

Сада ппстпји дпвпљнп великп N такп да за свакп     важи       и        

Другим речима, за свакп     је испуоенп  

      

штп дпвпди дп кпнтрaдикције.  

Нека је сад    непрекидна пп Дефиницији 10.  Нека је       Сада се ппсматра скуп 

свих елемената из X кпји су на растпјаоу маоем пд r пд x и нека је тај скуп пзначен 

са  (   ). Сада, претппставља се да важи супрптнп, тј. да за свакп   ппстпји 

    (  
 

 
) и     (  

 

 
) такп да 

       

У тпм случају низ {(  ,   )}  кпнвергира ка *(   )+ штп, пп другпј дефиницији даје и 

дпвпди дп кпнтрадикције    .□ 

 

Наппмена. [11] Акп је    на скупу X представљенп непрекиднпм функцијпм   пнда је   

непрекиднп. Такпђе, треба имати на уму да важи : 

акп     пнда  ( )   ( ). 

Нека је : 

  
 ( )   ( )

 
  

Из непрекиднпсти функције   следи да ппстпји     таквп да за свакп   кпји је ближи 

  негп  ,  
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 ( )   ( )   , 

и за свакп y кпји је ближи   негп  , 

 ( )   ( )   . 

Тада за   и   са пкплинама радијуса   пкп   и  , респективнп, важи    .  

Наппмена. [11] Примери функција кприснпсти: 

 Кпб – Дагласпва функција кприснпсти :  (     )    
   

    зa   (   ); 

 Квази – линеарна функција кприснпсти :  (   )   ( )   ; 

 Липнтифпва функција кприснпсти :  (     )     *     +     

Следи Дабреупва тепрема, пднпснп оени класишни резултати кпји су пд великпг 

знашаја у екпнпмскпј теприји. Резултат пве тепреме се пднпси на непрекиднпст јер је 

тп вепма битна пспбина кпја гарантује малу прпмену излазних вреднпсти акп је дпщлп 

дп мале прпмене улазних вреднпсти. За бпље разумеваое пве тепреме неппхпднп је 

првп навести лему. 

Лема 2. [11] Акп је   непрекидна релација преференције на кпнвекснпм скупу     , 

и акп     пнда ппстпји   у X таквп да је      . 

Дпказ. Претппставља се супрптнп. Кпнструише се низ тачака на интервалу кпји 

ппвезује тачке x и y на следећи начин.  

База индукције : Првп се дефинише да је      и     . 

Индукцијски кпрак : Ппстпје две тачке,    и   , на линији кпја ппвезује x и y, такве да 

је      и     . Прпналази се средиште између ,    и    и пбележава се са  . На 

пснпву претппставке следи да је     или    .  

Најпре се дефинише да је 

       и        , 

а пптпм да је 

        а       . 

Низпви *  + и *  + кпнвергирају и мпрају кпнвергирати ка истпј тачки  , дпк разлика 

између    и    кпнвергира у нулу. Из непрекиднпсти   следи 

    и     

и из транзитивнпсти    , штп је кпнтрадиктпрнп претппставци да    .□           

Тепрема 3. (Дaбреу [11]) Нека је X кпнвексан ппдскуп пд    за кпји ппстпји пребрпјив 

густ ппдскуп  . Акп је релација преференције    непрекидна пнда  ппстпји нерекидна 

функција кприснпсти .  

Дпказ. На пснпву претхпднпг ппзнатп је да ппстпји функција кприснпсти     
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,    - кпја представља рестрикцију релације преференције   на Y. За свакп      

дефинише се следеће  

 ( )     * ( )|          +  

Нека је  ( )     акп не ппстпји     такп да    . Другим речима,   је 

минимални елемент у    

Акп је     , тада важи      акп и самп акп    .  Однпснп,   ( )   ( ). 

Акп је    , тада пп претхпднпј леми ппстпји   такп да       . Збпг 

непрекиднпсти релације преференције, ппстпји пкплина тачке   таква да су сви 

елементи из те пкплине инферипрни у пднпсу на  , а суперипрни у пднпсу на  . 

Обзирпм на тп да је   густ скуп, ппстпји      такп да је       . Из истпг 

разлпга ппстпји и       такп да је         .  Дакле,  

 ( )   (  )   (  )   ( ) 

при чему први и трећи деп неједнакпсти пптичу пд дефиниције скупа  , а централни 

деп пд претппставке да је   функција кприснпсти за ппчетну релацију 

преференције.□  

 

1.2.1. Лутрије 

Релација преференције, кап и функција кприснпсти се мпгу дпвести у везу са 

лутријама. Управп ту везу су направили Чпн фпн Нпјман и Пскар Мпргенстен, п шијем 

раду и великпм дппринпсу када је у питаоу теприја игара је је већ билп реши. 

  Укпликп ппстпје две кплишине нпвца кпје се мпгу дпбити на лутрији наравнп да 

ће већу кприснпст дпнети већа сума нпвца [20]. Нека је   (          ) скуп свих 

исхпда. Следи упбишајени запис лутрије: 

  〈                    〉 

 где је      верпватнпћа дпбијаоа   ,           и 

∑     

 

   

 

Видети [20].  

Према тпме              су мпгући исхпди лутрије кпји дпнпсе пдређене нпвшане 

вреднпсти. Сваки исхпд              дат је са свпјпм верпватнпћпм             , 

при шему је оихпва сума један.  

Наравнп, ппстпји мпгућнпст да су неке верпватнпће     , щтп би знашилп да 
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неке награде нису мпгуће у ппсматранпј лутрији. Пва лутрија представља прпсту 

лутрију јер су унапред утврђене награде. Кпд слпжене лутрије  неке пд 'награда' мпгу 

представљати улазак у нпву лутрију [20]. 

На пример,  у слпженпј лутрији 

〈                    〉 

     представља верпватнпћу уласка у лутрију   ,           и важи: 

              

Видети [20]. 

Заправп слпжена лутрија за исхпде има прпсте лутрије и свака верпватнпћа      

        представља верпватнпћу дпбитка прпсте лутрије   ,           кпја за исхпде 

има пшекиване нпвшане вреднпсти. 

Нека је А скуп свих мпгућих награда, укљушујући и скуп прпстих и скуп кпнашнп 

слпжених лутрија.  

Какп би се пдлуке дпнпсипца сматрале раципналним, пптребнп је увести 

некпликп претппставки п кпнзистентнпсти оегпвих преференција. На пснпву тих 

претппставки се мпже ппказати егзистенција функције кприснпсти. 

Претппстављају се следеће аксипме: 

Аксипма 1. [20] Слаб ппредак. Преференције дпнпсипца пдлуке на скупу А имају слаб 

ппредак. Без умаоеоа ппштпсти такве награде ће бити пзначене кап       

     . 

Аксипма 2. [20] Нетривијалнпст. Да би се избегла тривијалнпст претппставља се 

стриктна преференција    у пднпсу на   . Тј.      . 

Аксипма 3. [20] Разлагаое слпжених лутрија. Нека је дата слпжена лутрија 

  〈                   〉 кпја за награде има улазак у прпсте лутрије            где 

   〈                        〉  

за          . 

Нека је    прпста лутрија 〈                   〉 где: 

                       

за          . Онда дпнпсипц пдлуке мпра сматрати да је     . 

Аксипма 4. [20] Одрживпст. Нека су       награде за кпје дпнпсипц пдлуке сматра 

да су у пднпсу    . Нека је     билп каква лутрија, прпста или слпжена, за кпју 

важи: 

  〈          〉 
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тј. кпд кпје је q верпватнпћа да је b директан исхпд лутрије  . 

Нека је    кпнструисана на пснпву лутрије  , заменпм c за b дпк други исхпди и све 

верпватнпће пстају непрпмеоене 

   〈          〉  

Тада дпнпсипц пдлуке сматра да је     . 

Аксипма 5. [20] Референтни експеримент: 

                  

где  

      〈            (    )   〉  

Аксипма 6. [20] Мпнптпнпст.                  . Другим речима, штп су веће 

шансе да псвпји   , тп је јача оегпва преференција референтне лутрије. 

Аксипма 7. [20] Непрекиднпст.                 , таквп да 

             

Тепрема 4. [12] Акп преференције дпнпсипца пдлуке на скупу А задпвпљавају аксипме 

1-7, пнда ппстпји функција кприснпсти   на скупу X за кпју је релација   

представљена на следећи начин: 

       (  )   (  ) 

за билп кпји пар         и 

〈                   〉  〈                      〉    ∑   (  )

 

   

 ∑  
  (  )

 

   

  

за билп кпји пар прпстих лутрија у А. 

Дпказ. Нека је   (          ) скуп свих исхпда. Збпг аксипме п кпмплетнпсти мпгуће је 

претппставити следеће : 

           

Сада аксипма п нетривијалнпсти гарантује да бар на једнпм месту важи стриктна 

преференција, тј. да се мпже претппставити следеће : 

       

Другим речима мпгуће је утврдити кпји исхпд је најбпљи, а кпји најлпшији. Тражена 

функција кприснпсти     ,   - се кпнструише на следећи начин : 
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 kпрак I :  (  )    и (  )   . 

 kпрак II : за свакп   ,   - дефинише се лутрија  ( )      (   )   

(пчигледнп  ( )     ( )   ). 

 kпрак III : аксипма п непрекиднпсти дпзвпљава да за сваки исхпд    ппстпји 

   ,   - такп да је  (  )    и                 

 kпрак IV :  (  )    . 

Очигледнп, наведена еквиваленција важи, а вреднпст 

∑   (  )

 

   

 

је пчекивана кприснпст лутрије   (                     ) у пзнаци  ( ( )). □ 

Наппмена. Јаснп акп су L и M две лутрије важи следеће : 

     ( ( ))   ( ( ))  

Први услпв у тепреми ппказује да је   функција ппретка на скупу награда   . 

Други услпв ппказује да функција   има пспбину пшекиване кприснпсти кад се 

упптребљава за ппређеое прпстих лутрија [20]. Исхпди лутрије мпгу бити нпвшане 

вреднпсти и тада се дпбија пшекивана нпвшана вреднпст лутрије кпја је представљена 

кап сума прпизвпда датпг исхпда и оегпве верпватнпће. Међутим, мнпгп шещће се 

ппсматра кприснпст исхпда  (  )          , те се тада ппсматра пшекивана 

кприснпст лутрије ∑    (  )
 
   . 

 

1.2.2. Аверзија према ризику 

Дефиниција 11. [10] Функција       је кпнкавна акп важи: 

                ,   -  (   (   ) )    ( )  (   ) ( )   

Кпнкавнпст функције кприснпсти је ппвезана са ризикпм. Да би се ризик 

ппјаснип, најлакще га је ппвезати са већ ппменутим лутријама. Пд сваке лутрије се 

пшекује пдређена сума нпвца кап дпбитак. 

Нека је пшекивана нпвшана вреднпст 

 ( )  

{
 
 

 
 ∑ (  )                   

 

   

∫ ( )          
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а пшекивана кприснпст 

 ( ( ))  

{
 
 

 
 ∑ (  ) (  )                 

 

   

∫ ( ) ( )         
 

 

                         

 

Нека је    – нпвшана вреднпст кпју дпнпсипц пдлуке улаже на лутрију [26]. 

Ризик премија за неку лутрију    ( )    , видети [26]. 

Није свакп спреман ни да ризикује. Склпнпст ка ризику се мпже приказати ппмпћу 

функције кприснпсти. Степен аверзије према ризику мери се Ерпу – Пратпвим 

кпефицијентпм апсплутне ризик – аверзије: 

 ( )   
   ( )

  ( )
 
   

   
  

  
⁄   

претппстављајући да је функција кприснпсти два пута диференцијабилна [26]. 

Надаље, акп је         , за некп    , пнда је 

   
  

  
   
  

 

и 

    
   

  
    
   

  

Пдатле је      . 

Кплишник 
   

   
 је негативан за кпнкавне функције, нула за линеарне функције и 

ппзитиван за кпнвексне функције, а  
  

  
 је ппзитиван уз претппставку да је функција 

кприснисти стрпгп растућа. Према тпме је 

 ( )        аверзија према ризику,  

 ( )        ризик неутралан, 

 ( )        склпнпст ка ризику [26]. 

Тепрема 5. (Прат [26]) Нека су         две функције кприснпсти. За билп кпју лутрију 

нека је    ризик премија дата са   , i=1, 2. Онда  

  ( )    ( )           

Пва тепрема гпвпри да је први избпр ризишнији пд другпг избпра, али да дпнпси већу 

премију.  
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Наредна тепрема из [15+ даје фпрму ппзнате Јенсенпве5 неједнакпсти кпја има 

примену у теприји кприснпсти, ташније при анализи ппнащаоа дпнпсипца пдлуке 

спрам ризика.   

Тепрема 6. [15] Акп је  ( ) кпнвексна функција и акп је X случајна прпменљива пнда је 

пчекивана кприснпст већа или једнака са пчекиванпм вреднпшћу 

 , ( )-   ( , -), 

са једнакпшћу акп и самп акп је  ( ) је линеарна у пднпсу на X или var( )   . 

Из Јенсенпве неједнакпсти следи за кпнкавну функцију кприснпсти : 

 , (   )-   ( ,   -)   (   , -)                    (1) 

где    представља пдређену вреднпст кпју дпнпсипц пдлуке жели псигурати [15]. 

Према тпме (1) јесте аверзија према ризику, при шему је пшекивана кприснпст пд 

(   ) већа пд пшекиване вреднпсти. Дпнпсипц пдлуке преферира да плати фиксни 

изнпс  ( ) у пднпсу на изнпс ризика X. 

Пример 1. [15] Претппставља се да дпнпсипц пдлуке треба да псигура нещтп 

вреднпсти w пд губитка X. Ппставља се питаое кпликп је спреман да плати тп 

псигураое. Нека су   и    средоа вреднпст и дисперзија за губитак X. 

 Кпристећи Тејлпрпв развпј другпг реда на функцији кприснпсти   у    , дпбија се 

 (   )   (   )    (   )(   )  
 

 
   (   )(   )   

Пшекивана кприснпст  (   ) дата је са 

 , (   )-   , (   )  (   )  (   )  
 

 
(   )    (   )-  

Накпн пар кпрака, дплази се дп 

 , (   )-   (   )  
 

 
     (   )  

Тејлпрпв развпј на функцију са десне стране једнашине (1) дат је са 

 (      )   (   )  (      )  (   )  

где је      максимална премија на кпју дпнпсилац пдлуке пристаје. 

Сада се из претхпдне две једнакпсти дпбија 

                                                           
5
 Johan Jensen (1859 – 1925) Дански математишар и инжеоер. 
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 (   )  
 

 
     (   )   (   )  (      )  (   )  

Накпн некпликп кпрака дплази се дп 

       
 

 
  
   (   )

  (   )
 

где је кпефицијент аверзије према ризику  (   ) функције кприснпсти   за     

дат са 

 (   )   
   (   )

  (   )
  

       
 

 
 (   )    

Из ппследое једанкпсти се мпже закљушити да акп псигураое има већи кпефицијент 

аверзије према ризику пнда ће и премија бити већа. 
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2. Релативнпст избпра 

Велики деп пвпг ппглавља се пслаоа на [8], [18], [21+ и [22]. Ппстпјаое избпра 

није увек најбпљи нашин да се дпђе дп најбпљег рещеоа. Сама мпгућнпст да бирамп, и 

будемп бирани ппнекад мпже имати птежавајућу пкплнпст, или дпнети бреме тещких 

пдлука. Ппјединце мпгућнпст избпра дпвпди у бескпнашну дилему, такп да избпр увек 

радп уступају другима. 

У разлишитим избпрним прпцесима се кпристе разлишита средства у циљу 

ппспещиваоа пвих прпцеса. Пви прпцеси се разликују пд дела света у кпме се 

пдржавају, али, такпђе, сусрећу се са разлишитим прпблемима. Међутим, пви прпцеси 

имају дпста заједнишких елемената пд сампг нашина пдвијаоа дп актера кпји у оему 

ушествују. 

На жалпст, избпрни резултати шестп не псликавају у пптпунпсти впљу гласаша. 

Акп се избпрни систем ппсматра кап мащинерија, а сам гласаш кап најмаои и у истп 

време најбитнији деп ое, лпгишан резултат таквпг прпцеса ће бити пнп какп је некп 

замислип да буде. Ппред тпга, намеће се и питаое кпликп гласаши уистину ппзнају 

гласашку прпцедуру и кпликп су разјащоени сами резултати те прпцедуре. Заправп, 

избпрни резултати не мпрају да знаше пнп щтп људи најшещће мисли да знаше. Акп се 

избпрни систем ппсматра кап мащинерија, јаснп се упшава да сам исхпд неће 

представљати впљу гласаша, већ зависи пд избпрне прпцедуре. 

Какп избпрни резултати утишу на нащ живпт, пптребнп је направити неке 

прпмене када је реш п избпрнпј прпцедури, али и целпкупнпм нашину гласаоа. 

Пшигледнп је да се најбпље прпмене, прпмене кпје ће дпвести дп ппбпљщаоа 

избпрнпг прпцеса, ппвећаоа ташнпсти, самим тим и легитимнпсти избпра, мпгу 

ппстићи упптребпм разлишитих математишких алата. 

Пптребнп је ппдрпбније пбјаснити ппјмпве кап щтп су Избпрни кплеч и 

пплитишка мпћ. Прва важна шиоеница је сущтинска разлика између нащег 

председнишкпг избпра и избпра у једнпј мнпгпљуднијпј земљи, САД – у. Дпк је кпд нас 

заступљенп такпзванп директнп гласаое у кпме сваки ппјединац дпнпси глас једнаке 

прпппрципналнпсти, у САД – у наилазимп на дијаметралнп супрптну прпцедуру 

гласаоа. Наиме, кљушну улпгу у целпм гласаоу игра Избпрни кплеч. Избпрни кплеч се 

састпји пд државних електпра изабраних пд стране станпвника сваке државе. Истп 

такп једна држава има брпј електпра сразмеран брпју станпвника, щтп би знашилп да 

председника не бирају директнп станпвници, већ електпри кап оихпви представници. 

Дакле, електпри мпгу да гласају какп пни сами желе, без пбзира на впљу пних кпји су 

га изабрали. Имајући таквп стаое у виду, дплази се дп закљушка да маое државе имају 

већу пплитишку мпћ пд већих. Разлика у пплитишкпј мпћи се види у нелпгишнпј 
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несразмернпсти пднпса брпја станпвника и кплишника брпја станпвника и електпра. Тп 

нам гпвпри да станпвници из маоих држава имају мнпгп већи утицај на избпр 

председника пд грађана већих држава. 

 

2.1. Функција избпра 

Шестп се, размищљајући п пплитици и оенпј мпћи, намеће питаое да ли се пна 

кап таква мпже уппщте мерити. Следи једнпставан пример кпнструисан пп угледу на 

[8]. 

Пример 2. Ппрпдица кпја се састпји пд пет шланпва жели да гледа филм. У избпру се 

налази Birdmen и Whiplash. Филм кпји дпбије већински брпј гласпва ће бити изабран. 

У пвпм примеру  скуп гласаша  X шине шланпви ппрпдице и оегпва кардиналнпст је пет. 

Са   је пзнашен скуп шланпве ппрпдице кпји желе да гледају исти филм. 

Сада је мпгуће ппставити функцију избпра на следећи нашин: 

 ( )  {
        | |   
        | |    

 

Јаснп је да ће ппбедити пнај филм кпји има вище пд пплпвине брпја шланпва 

ппрпдице. Сада, вектпр гласаоа је двпдимензипни и прва кпмппнента је брпј гласпва 

кпје је дпбип први филм, а другу кпмппненту шини брпј гласпва кпје је дпбип други 

филм. 

Претхпдни пример је мпгуће фпрмализпвати следећпм дефиницијпм. 

Дефиниција 12. [8] Нека је X скуп гласача, P – фамилија свих мпгућих кпалиција 

укључујући и празан скуп;   прпизвпљна кпалиција. Тада је функција избпра, у пзнаци 

   пресликаваое:  

    *   + 

датп са 

 ( )  {
         | |                                 
                                                             

 

 

Пшигледнп, ппбеђује пна алтернатива кпју заступа најбрпјнија кпалиција.  

Мпгуће је фпрмирати и вектпр пдлуке, при шему димензија вектпра пдгпвара брпју 

ппнуђених алтернатива, а кпмппненте су кардиналнпсти кпалиција кпје заступају 

пдређене алтернативе. 



Неки математишки аспекти теприје гласаоа 

25 
 

Да би се щтп бпље илустрпвап прпблем пплитишке мпћи, мпгуће је увести 

функцију избпра на нещтп другашији нашин. Претппставимп да су гласаши расппређени 

у тимпве (кпалиције), те претппставимп да је сада   

     , 

при шему је    скуп сих тимпва, а   скуп бпдпва кпји тимпви мпгу да псвпје. Дакле, 

 ( )  је брпј бпдпва кпје тим   псваја. Приказана функција пткрива дпбитке, пднпснп 

губитке, или мане, пднпснп преднпсти свакпг тима. Ппставља се питаое кплика је 

(пплитишка) мпћ једне пспбе кпја треба дп пдлуши кпм тиму ће се прикљушити. Пвај 

прпблем је илустрпван наредним једнпставним примерпм. 

Пример 3. Примера ради, акп ппстпји пет тимпва, лпгишнп се намеће питаое кпм тиму 

је најбпље да се придружи. Пратећи неки тим, пшекује се да ће да пствари 10 ппбеда, 

тј.  ( )    . Укпликп се тпм тиму придрижи нпви, дпказанп дпбар, ушесник, пнда се 

пд тима пшекује 15 ппбеда, тј. пет ппбеда вище,  ( ⋃* +)    , где је ј нпви ушесник. 

Тада ће разлика  ( ⋃* +)   ( )          пзнашавати вреднпст кпју нпви 

ушесник дппринпси тиму.  

Да би се прпценила ташна преднпст кпју пн заиста дпнпси тиму, пптребнп је да се 

рещавалац пвпг прпблема придружи разлишитим тимпвима без пбзира на тп да ли су 

пни дпбри или лпщи. На тај нашин пдредиће се кпликп оегпвп придруживаое заиста 

вреди, тј. укупна мпћ щтп се мпже пдредити крпз већ ппменуту фпрмулу  ( ⋃* +)  

 ( ).  

Релативни знашај свакпг ппјединца се мпже пбјаснити ппмпћу претхпднпг 

примера. Пптребнп је стпга увести мнпжипце   , кпји управп представљају тај 

релативни знашај. Једна пд мпгућнпсти је да    буде фиксна реципрпшна вреднпст 

брпја играша у некпј кпалицији, тј. 

    
 

| |
  

Дефиниција 13. [8] За мнпжипце    индекс мпћи  играча ј дат је са: 

   ∑   ⋃ 0 . ⋃ /   ( )1

   ( )

  

где је са P(j) пзнашен скуп свих кпалиција у кпјима се играш ј не налази. 

 

Из фпрмуле се пшитава да щтп је веће pj тп знаши да је вреднпст играша ј већа. 

Претхпдни примери дати су у циљу щтп бпљег разумеваоа и псветљаваоа 

ппјма пплитишке мпћи. Битнп је да се нагласи да су дати примери ппказатељи да се 

пплитишка мпћ ипак мпже мерити. Дакле, кпнашна фпрмула на крају је кљуш у кпме 
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лежи пдгпвпр и пбјащоеое на кпји нашин се дп тпга мпже дпћи, тј. на кпји нашин се 

мпже измерити пплитишка мпћ. Сампм свпјпм непбишнпщћу, пвај пример самп је 

ппказатељ да математика, иакп врлп егзактна наука, некпме наизглед и сувппарна и 

непримеоива, крије мнпщтвп занимљивпсти и прпстпра за оену креативну примену. 

 2.2. Избпрни кплеч 

Самп ппстпјаое Избпрнпг кплеча ппдстише на размищљаое п оегпвим дпбрим 

и лпщим странама. Свакакп пнп щтп ће већина људи упшити су оегпве незанемарљиве, 

наизглед баналне мане. У наставку рада биће предпшене најважније пд оих. Лпща 

страна пвпг система, кап щтп је већ ппменутп, пгледа се у тпме щтп у већини слушајева 

сам избпр није впља гласаша негп ппследица мащинерије. Шиоеница да су мнпге 

истакнуте лишнпсти јавнп предлпжиле укидаое Избпрнпг кплеча, кап и оихпв лишни 

став п тпме гпвпри п шестим ппследицама кпје су се дпгађале у прпщлпсти. Кап и сваки 

став у пплитици и пвај је имап присталице и пне кпји су мислили другашије. С пбзирпм 

да се Избпрни кплеч састпји из 538 електпра, мпгуће је ппставити функцију: 

 ( )  {
        | |     
         | |     

 

кпја представља преднпсти и мане пвпг система. Јаснп је да је ппбедип кандидат  

кпалиције    акп је кардиналнпст већа пд пплпвине укупнпг брпја електпра.  

Укпликп је ппбеда убедљива, тј. брпј гласпва драстишнп већи у пднпсу на 

прптивника, мане Избпрнпг кплеча ће пстати неприметне. У тпм слушају ппбедник ће 

свакакп представљати впљу гласаша. Недпстаци се мпгу најпре упшити у измеоенпј 

ситуацији, тј. када је резултат гласаоа неубедљива и тесна ппбеда. Снага једне државе 

зависи пд тренутка у кпм се брпји оен глас. Пример за тп запажа се у ппдацима из 

2000. гпдине, када је Бущ ппбедип са 271 електпралним гласпм, знаши са самп једним 

гласпм изнад ппстављене границе. Щтп знаши да су маое државе имале три пута већи 

утицај пд већих кап щтп је нпр. Флприда и да је грещка била тп щтп је избпрна 

кампаоа била кпнцентрисана на веће земље, а не на пве мале. Такп да се кпд тесних 

ппбеда манипулисаое и малверзација мпже најлакще спрпвести крпз мале државе 

(видети [8]). 

Пример 4. У једнпм пд најгледанијих квизпва на свету, у квизу Милипнер, преппзнаје 

се, такпђе, пвај систем. Да би ушесник псвпјип милипн динара, пптребнп је да дп тпг 

циља дпђе такп щтп ће ташнп пдгпвприти на петнаест ппстављених питаоа. На тпм путу 

има правп да искпристи ппмпћ пријатеља. Укпликп стигне дп шетрнаестпг питаоа и 

ташнп пдгпвпри на свакп, на ред дплази ппследое, петнаестп питаое, за милипн 

динара. Ризикујући да пстане на загарантпванпј суми, кпја је знатнп маоа пд пнпга щтп 

тренутнп има, 500 000 динара, ушесник птвара ппследое питаое у низу. С пбзирпм да 

тп није оегпва ближа пбласт, такмишар се пдлушује за ппмпћ пријатеља. Какп је 



Неки математишки аспекти теприје гласаоа 

27 
 

пријатељ ташнп пдгпвприп на питаое, ушесник успева да заради милипн динара и да 

пднесе ппбеду. Пвп је класишан пример кплики је утицај сппредних играша, кап щтп је 

слушај и са маоим државама, јер да није билп тпг самп једнпг пдгпвпра, ушесник не би 

ппстап милипнер. Свакакп да је једнп питаое у пднпсу на псталих шетрнаест наизглед 

занемарљивп, али, најважније, пресуднп.  

Пример 5. Иакп је пипн у щаху најслабија фигура на табли, у истп време је и једина кпја 

мпже да врати краљицу у игру, такп и сваки велики пплитишки играш треба да зна да 

највећи утицај мпгу имати најмаое државе.  

Када би се Избпрни кплеч заиста укинуп, маое државе би изгубиле скпрп сваку 

улпгу у пдлушиваоу и избпру какп председника, такп и мнпгих других пдлука. У слушају 

директнпг гласаоа оихпв утицај не би мпгап бити пресудан и верпватнп би били 

занемарени у великпј мери. Ипак, директнп гласаое је и данас најзаступљеније на 

свету, и мнпгима је управп таквп главна тежоа кпјпј стреме. Тещкп је изабрати пнај 

прави ппступак гласаоа, јер ће сваки нпсити са спбпм и преднпсти и мане. 

 

Пример 6.6 Председнишки избпри у САД – у из 2008. гпдине кпд већине људи изазивају 

запитанпст какп је бащ Пбама ппбедип те гпдине, кап и ппнпвп 2012. гпдине. Сущтина 

је управп у пвпј избпрнпј прпцедури и ппстпјаоу Избпрнпг кплеча. Дакле, председника 

не бирају директнп гласаши, кап щтп је решенп, већ електпри. Електпри се бирају из 

педесет држава и из пкруга Кплумбије. Највище електпра има Кплумбија, дпк Аљаска и 

Мпнтана имају самп пп три електпра. Електпри у 30 држава мпрају да изражавају впљу 

гласаша, дпк у псталим тп не мпра да буде слушај. Државе у кпјим ниједан кандидат не 

псвпји већину гласпва, кпје мпгу да пбезбеде већину у Избпрнпм кплечу су такпзване 

„свинг државе“. 

Какп маое државе имају већи утицај и тежину гласаоа, сматра се да је 2012. 

гпдине Пбама управп захваљујући оима и ппбедип. Државе кпје су пдиграле кљушну 

улпгу су Пхајп и Вирчинија. У оима је Пбама имап свега некпликп десетина хиљада 

гласпва у пднпсу на прптивкандидата. Пбама је имап 303 електпрска гласа, а Рпмни 

206 пд укупнп 538 електпралних гласпва. 

                                                           
6
 Кпнсултпванп http://www.blic.rs/ 
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Слика 1.6 Избпри у САД-у 2012. гпдине  

На слици 1. је приказан пднпс гласпва кпје су дпбили пви кандидати. Пбамини 

гласпви су пбпјени плавпм бпјпм, а Рпмнијеви у црвенп. Пвакп сједиоени резултати на 

илустративан нашин приказују некпликп ствари на кпје треба пбратити пажоу. Једна пд 

оих је та да је Пбама пднеп гласпве из мнпгп маоих држава, за разлику пд Рпмнија. 

Пваква ппставка пдмах намеће питаое да ли је важније ппбедити у маоим или 

мнпгпљуднијим државама. У САД – у, већ је наглащенп, мале државе играју мнпгп 

већу улпгу, кап и сада, дпк се велике, свакакп, мпгу сматрати већинпм. 

Иакп је Пбама ппбедип са прилишнп убедљивпм разликпм у електпралним 

гласпвима, разлика у укупнпм брпју гласпва је драстишнп маоа, щтп гпвпри п 

преднпсти пве избпрне прпцедуре кпја је дпнела ппбеду Пбами и мани кпја је 

нащтетила Рпмнију. Ппбеду су му дпнеле самп три државе. 

Пвп је самп пример кпликп пвакав систем мпже бити незахвалан, али свакакп 

не искљушује мпгућнпст да тај избпр управп представља впљу гласаша. 

2.3. Преглед прпцедура 

У пвпм делу рада дат је преглед разлишитих прпцедуре кпје су есенцијалне за 

прпцес гласаоа и кпје су илустрпване великим брпјем  у циљу бпљег разумеваоа. 

Такпђе, наредни примери кпристни су кап исппмпћ при пдлушиваоу кпја пд пвих 

избпрних прпцедура најппгпднија за примену у датпј ситуацији. Акп се, примера ради, 

прганизује избпр за директпра щкпле, председника пдељеоа, кандидата за некп 

раднп местп и слишнп, најбпље би билп да се у тпј сиуацији пдабере прпцедура кпја је 

у истп време прикладна и кпја ће свакакп дати резултат кпји псликава щтп реалнију 



Неки математишки аспекти теприје гласаоа 

29 
 

ситуацију, а не ппследицу избпрнпг ппступка. Литература кпнсултпван при изради пвпг 

ппглавоа је [8], [14], [16], [18], [23+ и *24]. 

2.3.1. Други круг гласаоа 

Други круг гласаоа се мпже сматрати ппдскуппм већинскпг избпрнпг система, п 

кпме је већ билп реши. Пва метпда је настала у тежои какп би бип приказан 

исправнији пдраз впље гласаша. Другпм кругу гласаоа приступају мнпги пплитишари, 

какп збпг извесних циљева, такп и збпг правишнијег исхпда дп кпјег се дплази. У 

наставку текста биће детаљније ппјащоене, крпз кпнкретне примере, све битније 

пдлике пве избпрне прпцедуре. Мнпгп пута у прпщлпсти и данас је кприщћен други 

круг гласаоа, кап мпгуће пгледалп жеље гласаша. Једна пд држава кпје примеоује 

такву метпду је Француска.  

Један пд брпјних истпријских примера кпји карактерище и псликава двпкружни 

већински избпрни систем су председнишки избпри из 1981. гпдине у Францускпј.  

Француска је некпликп пута меоала избпрни систем, кпристила је 

прпппрципнални, а ппсле оега већински двпкружни систем. У првпм кругу гласаоа, 

бпрба се впдила унутар кпалиција. Дакле, првп се гласалп за представника левице 

Спцијалиста или Кпмуниста, и за представника деснице (УДФ или РПР). Накпн 

заврщенпг гласаоа у првпм кругу, приступалп се другпм кругу, у кпји улазе пп један 

кандидат изабран пд сваке стране, кандидат левице и кандидат деснице. За 

председника се бирап ппбедник из другпг круга (видети [21]). 

Занимљива шиоеница накпн ппбеде спцијалиста из истих избпра, јесте та щтп је 

оихпв лидер, Франспа Митеран, 1985. гпдине пдлушип да прпмени избпрни систем 

кпји му је дпнеп ппбеду. Шак и лаику, пвп ће бити врлп шуднпвата пдлука. Јаснп је, реш 

је п манипулацији. Те гпдине Франспа увпди прпппрципнални систем и ппет пднпси 

ппбеду. Разлпг лежи у тпме щтп прпппрципнални систем ппвећава брпј партија, дпк их 

већински редукује (видети [21]). 

Шеста ппјава је, какп кпд нас, такп и у другим земљама, да се гласа за једнпг пд 

кандидата збпг нетрпељивпсти према другпм. Најлпщији сценарип би бип да се тпм 

дуелу придружи трећи неутралан кандидат.  

 

1. David Boies, Gore 

 

VS 

 

      2. Theodore Olson, Bush 

Слика 2. *30] 
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Пример 7. Мпжда најреалнији пример је гласаое за председника САД – а 2000. гпдине 

када су кандидати били Бущ, Гпр и Нејдер кап трећи. Пдређени деп гласпва је дпбип 

Нејдер, дпк је пстатак ппдељен између Буща и Гпра, кпји су били главни кандидати за 

ппбедника. Пшекиванп мищљеое јавнпсти је да ће ппбеду пднети Гпр, међутим, 

ппбедник је бип Бущ. Кпнашна разлика између оих двпјице је била мизерна, збпг шега 

је други круг мпжда бип најбпље рещеое. У тпм слушају ппбеду би сигурнп пднеп Гпр, 

јер је већини пних кпји су гласали за Нејдера, Гпр бип дражи пд Буща (видети [8]). 

 

 

Слика 3. [30] Резултати гласаоа у САД – у 2000. гпдине 

Други круг се не пдржава накнаднп, већ гласаши тпкпм гласаоа бирају 

председника, али и кандидата за кпга би гласали да нема оихпвпг првпг избпра. 

Мпгуће је навести вище пд два кандидата. Пвакав нашин избпра председника се данас 

примеоује у некпликп држава кап щтп је и Ирска.  

У државама у кпјима влада демпкратија, између псталпг и у нащпј земљи, 

немпгуће је пгранишити брпј кандидата, кап ни кп ће се кандидпвати. Знаши, када 

ппстпји већи брпј кандидата, други круг је прави избпр јер пружа увид кпја два 

кандидата имају највећи брпј гласпва и сам пднпс брпја гласпва између кандидата. 

Примеоује се у ситуацијама када не ппстпји апсплутна већина.  

Ппщтеппзнатп је да је реткп када ппбедник избпра убедљивп изгласан, ппсебнп 

када су у питаоу председнишки избпри, щтп увек резултира теснпм избпрнишкпм 

тркпм и минијатурнпм разликпм. Какп ппбедник није пдабран у првпм круг, прганизује 

се други круг гласаоа у кпме се, свакакп, услед сведенпг избпра на самп два 

кандидата, дпбија кпнашни ппбедник. 

У претхпднпм примеру први круг би ппказап кплику ппдрщку има Нејдер, дпк 

би други пдлушип кп ће бити председник. Кап и све друге прпцедуре и пва прпцедура 

има мнпге мане. Једна пд главних мана је да некп кп је бип мнпгп лпщији пд првпг, у 

другпм кругу, накпн избациваоа из надметаоа најлпщијег играша, мпже и да ппбеди, 

нп п тпме ће нещтп касније бити вище реши. 
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2.3.2. Класификација резултата 

Прпблем класификације кандидата се најклакще мпже пбјаснити путем 

ппступка пцеоиваоа. Пптребнп је пдредити адекватан нашин пдређиваоа најбпљег, 

пднпснп најлпщијег ушеника, кап и местп другппласиранпг, трећепласиранпг, итд. 

Класишан нашин, најпримеоиванији у пракси, јесте да се рашунаое успеха тпкпм 

щкплске гпдине извпди уз ппмпћ прпсте аритметишке средине, 
          

 
. Ппставља 

се питаое да ли је пвај нашин најприкладнији и да ли бащ пн ппказује и истише најбпље 

ушенике. Да би се лакще пдредила валиднпст пвпг система, у даљем раду биће 

представљенп некпликп нашина кпји се примеоују у свету и усппставиће се извесна 

паралела између оих. 

За щтп бпље разумеваое следећег примера, у раду ће бити кприщћена класишна скала 

пцена: 

 5 – пдлишан, 

 4 – врлпдпбар, 

 3 – дпбар, 

 2 – дпвпљан, 

 1 – недпвпљан. 

Један пд нашина је да се ушеници класификују пп брпју петица, тј. да се сабирају 

самп петице, дпк ће пстале пцене бити занемарене. Тада се мпже дпгпдити да ушеник 

са 6 петица и 4 двпјке буде бпљи пд ушеника кпји има 5 петица и 4 шетвпрке. Мана 

пваквпг нашина класификације је пшигледна, дпк у истп време треба размислити да ли 

је битнп да ушеник буде приближнп дпбар у свим предметима или најбпљи у већини. 

Пвакав нашин би најверпватније бип дпбар када би петицу билп незамисливп 

тещкп дпбити, а, мпжда, шак ни тада не би бип правп рещеое. Пвај нашин 

класификпваоа мпже се уппредити са директним гласаоем, јер кап щтп се брпји самп 

кпликп ушеник има петица, такп се и сагледава самп кп има највећи брпј гласпва. Псим 

щтп је у пвпм слушају небитан ппдатак кп је заузеп другп, кп треће местп, и сл. 

 

Пример 8.  Недавнп је у једнпј пснпвнпј щкпли из Лпзнице прганизпванп такмишеое Ја 

имам таленат и у финалу су се нащла три ушеника. Кпмисију су представљали 

наставници щкпле, кпјих је билп пет. Сваки наставник је давап пцене 1, 2, 3 свакпм пд 

три ушеника. Ппбедник је бип пнај кпји је имап највище пцена 1. Таквп гласаое је 

приказанп у следећпј табели: 

 Саоа Ваоа Драгана Зприца Владица 

Вук 1 1 1 3 3 

Расткп 2 2 2 1 1 
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Аоа 3 3 3 2 2 

Табела 1.  Ја имам таленат 

Види се из прилпжене табеле да ће са пваквим нашинпм гласаоа ппбедник бити 

Вук, кпји има три пцене 1 и две пцене 3. Другппласирани је Расткп, кпји има две пцене 

1 и три пцене 2. Прпблем пваквпг нашина пгледа се у тпме щтп је укупан резултат 

другппласиранпг, узимајући у пбзир саме пцене, бпљи пд ппбедника јер Расткп нема 

ниједну пцену 3. Мпже се рећи да је пваква избпрна прпцедура лпща. Да је пдлушенп 

пре гласаоа да се сабирају самп најгпре пцене, щтп би дпвелп дп тпга да се 

елиминацијпм избаце најлпщије рангирани кандидати, исхпд би бип сасвим другашији. 

У тпм слушају првп би била елиминисана Аоа, па Вук, а самим тим би ппбедник пнда 

бип Расткп. 

2.3.3. Елиминаципнп гласаое 

Некада је лакще прпстпм елиминацијпм кандидата дпћи дп ппбедника, негп 

гласаоем за. Пвакав нашин гласаоа се најшещће примеоује када је реш п кандидатима 

за некп раднп местп. Најпре се кандидати тестирају, а затим се, на пснпву резултата 

тестпва, најлпщији кандидати пдбацује. На пример, у првпм кругу мпгуће је да се 

елиминищу сви пни кадндати кпји не знају енглески језик, па се и даље елиминације 

врще на пснпву истпг мпдела. Кпнашнп, дпбија се кандидат кпји је најмаое лпщ. 

Питаое је самп кпликп је елиминаципнп гласаое репрезентативнп. 

2.3.4. Гласаое пдпбраваоем 

Гласаое пдпбраваоем дпзвпљава гласашу да пдпбри пнпликп кандидата 

кпликп пн жели, кпји ће накпн избпра ппстати равнпправни. Пример за пвп присутан је 

у прпсвети – слушај када прпфеспри без икаквпг дпгпвпра п критеријуму, бирају 

ушенике за Ушенишки парламент. Из свакпг разреда се бирају пп два ушеника, кпја ће 

бити представници парламента. Прпфеспр је тај кпји мпже да изабере два ушеника пп 

свпјпј впљи. Дакле, мпже изабрати ушенике кпји имају најбпље пцене или пак пне кпји 

имају најлпщије пцене какп би их стимулисап. Тада пни, кап шланпви Ушенишкпг 

парламента, ппстају равнпправни у таквпм систему и у дпнпщеоу пдлука унутар оега. 

Пвај пример би представљап кпмбинацију већине претхпднп наведених јер су 

изабрани ушеници са најлпщијим пценама кап и ушеници са најбпљим пценама, али и 

пни кпји су пстваривали прпсешне резултате у дптадащоем щкплпваоу.. Пшигледнп је 

да приступ прпфеспр бира мпже дпвести дп прпблематишних резултата, па је 

преппрушљивп избегавати га. Једини прави избпр у пвпм слушају, кпји се не мпже 

дпвести у питаое, јесте избпр ушеника са најбпљим пценама. Дакле, сваки резултат 

дпбијен кприщћеоем гласаоа пдпбраваоем се мпже прпблематизпвати у смислу 

исправнпсти и правишнпсти, псим акп није једнпгласнп изгласан.  
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2.3.5. Кумулативнп гласаое 

Кумулативнп гласаое се кпристи у већинскпм избпрнпм систему са 

вищемандатним избпрним јединицама и у прпппрципналнпм избпрнпм систему. Тп је 

таква избпрна прпцедура где сваки гласаш дпбија брпј ппена, а на оему је какп ће их 

расппредити. 

Према тпме, тп је јпщ једна пд техника гласаоа. Бирашу стпји на распплагаоу 

пнпликп гласпва кпликп се ппсланика бира. Пн је слпбпдан да распплпживе гласпве 

расппдели кандидатима према сппственпм избпру. Све распплпживе гласпве бираш 

мпже кпнцентрисати (кумулирати) на самп једнпга пд кандидата или их мпже 

расппредити међу кандидатима. На пример, бираш дпбије два гласа и дпдељује их 

кандидатима пнакп какп жели. Мпже да да пба свпја ппена једнпм кандидату или да 

свакпм да пп један ппен. 

Акп се тп примени на класификације рангираоа ушеника, кумулативнп гласаое 

би знашилп да сваки прпфеспр дпдељује 4 ппена за пцену пет, 3 ппена за пцену шетири, 

2 ппена за пцену три, 1 ппен за двпјку и кпнашнп 0 ппена за јединицу. Системпм 

пцеоиваоа са шетири ппена за свакпг ушеника ће се срашунати дпбијени брпј ппена и 

на тај нашин ће бити пдабран најбпљи, кап и најлпщији ушеник. 

2.3.6. Бпрда рашун 

 

Жан – Щарл де Бпрда рпђен је у граду Дакс у југпзападнпј 

Францускпј (Jean Charles de Borda 4. мaј 1733. – 19. фебруар 

1799.). Оегпв птац је желеп да пн ппстане судија, међутим 

Бпрдине жеље су биле другашије и птац му је тп дпзвплип. Бпрда 

је ппшеп каријеру кап математишар у впјсци. Гпдине 1770. Бпрда 

је фпрмулисап преференцијални систем гласаоа, кпји се 

упбишајенп назива Бпрда рашун. Бпрда је бип и математишар и 

физишар, бавип се пплитишким наукама. Сматрап је да избпрна прпцедура, кпја се 

кпристила тада, није дпбра и радип је на оенпм ппбпљщаоу (видети [24]). 

Преференцијални систем гласаоа је један пд нашина гласаоа у већинскпм 

систему. Бираши гласају дпделпм бпдпва. Брпјем бпдпва кпји дпдељују кандидатима 

бираши исказују свпје вреднпваое кандидата и пдређују оихпвп местп на ранг листи 

кандидата. Преференцијалнп гласаое има два пблика. Први је дпдела бпдпва пп 

шланпвима аритметишкпг низа (1, 2, 3, 4, 5, ..., N). Други је дпдела бпдпва пп шланпвима 

гепметријскпг низа (1, 2, 4, 8, 16, ..., N). За разлику пд алтернативнпг гласаоа, 

преференцијалнп гласаое налаже да бираш свакпме пд кандидата дпдели бпдпве не 

изпстављајући ниједнпга пд кандидата. Бираш не мпже дпделити бпдпве самп једнпм 

или некплицини кандидата, већ свакпме пд кандидата. У прптивнпм пвај систем 

избпра не би се разликпвап пд релативне већине (видети [8], [23]). 

Слика 4. [30] 
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Бпрда рашун функципнище такп да када има n кандидата пн i – тпм кандидату 

дпдељује n – i бпдпва. Акп ппстпји три кандидата, свака пспба рангира ппцију према 

свпјим преференцијама и брпјем пзнашава ппредак у свпм систему рангираоа, на 

пример 1 за првп местп, најбпљу ппцију, 2 за другп местп, итд. Ппсле тпга сабирају се 

резултати за сваку ппцију да би се пдредип укупан резултат. Друщтвенп најбпља 

ппција је пна са најнижим резултатпм (мпже и пбрнутп). 

Пример 9.  Када би се Бпрдин рашун применип на наведени пример такмишеоа Ја 

имам таленат, сваки глас би нпсип пдређен брпј ппена, ташније 0, 1, 2, за пцене 1, 2, 

3. Табала би имала следећи изглед: 

 

 Саоа Ваоа Драгана Зприца Владица 

Вук 0 0 0 2 2 

Расткп 1 1 1 0 0 

Аоа 2 2 2 1 1 

Табела 2.  Ја имам таленат 

Када се саберу псвпјени бпдпви свакпг ушесника, јаснп је да би Вук имап 4 бпда, 

Расткп 3, а Аоа 8 бпдпва. Према Бпрдинпј метпди, ппбедник је пнај кпји има најмаое 

ппена, а тп је у пвпм слушају Расткп. Самим тим исхпдује да би пваквим нашинпм 

избпра најбпљег кандидата ппбедник бип други ушесник, за разлику пд ппбедника где 

су се брпјала самп прва места. Из пвпга прпизилази да је, мпжда, пвакав нашин 

гласаоа, ипак, малп бпљи избпрни критеријум, јер узима у пбзир сваки глас, а не самп 

први. 

2.3.7. Кпндпрсепв ппбедник 

Када ппстпји вище пд две ппције, гласаое се мпже пбавити ппмпћу бинарне 

метпде. На пример, када ушествује три кандидата К, L, М, првп се гласа између К и L, а 

пптпм између ппбедника и М.  

Кпндпрсе (Mari – Žan – Antoan – Nikolas de Karitat Kondorse 17. септембар 1743. 

г. – 28. мaрт 1794. г.) бип је француски пплитишар, математишар и дап је велике 

дппринпсе у пбласти пплитишких наука. Оегпвп најважније делп гпвпри п верпватнпћи 

и филпзпфији математике. Најважнији рад из пве пбласти бип је Есеј п примени 

анализе на верпватнпћу већинских пдлука. Пвп делп је билп пд немерљивпг знашаја у 

развпју теприје верпватнпће. Ппзнат је пп Кпндпрсепвпм парадпксу кпји истише да је 

мпгуће да већина преферира мпгућнпст А у пднпсу на мпгућнпст B, кап и да преферира 

мпгућнпст B у пднпсу на C, истпвременп преферирајући мпгућнпст C у пднпсу на 

мпгућнпст А, тј.  

                 , 
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(видети *18]).  

Једна је пд метпда кпја се примеоује на прерашунаваое гласпва у мандате у 

већинскпм избпрнпм систему са ппјединашним кандидпваоем и алтернативним 

гласаоем. Кпндпрсепва метпда укљушује следећи ппступак. Из групе кандидата кпји 

кпнкурищу на ппсланишкп местп, издвајају се кандидати у парпвима (пп два) и за сваки 

пар израшунавају се први и други алтернативни гласпви. Кпликп парпва кандидата ће 

бити зависи пд брпја кандидата кпји се бпре за ппсланишкп местп.  

Пваквим сукцесивним рашунаоем утврђује се кпји међу кандидатима има 

највећи брпј првих алтернативних гласпва. За сваки пар кандидата израшунава се 

преднпст једнпг кандидата у пднпсу на другпг. Пстали кандидати искљушују се из 

пбрашунаваоа. Оихпви гласпви дати кап други глас (алтернативни глас) дпдељују се 

двпјици кандидата кпји шине пар у пбрашуну. 

Знаши, Кпндпрсепв метпд ппдразумева да се гласа измећу свих мпгућих парпва. 

Кпндпрсепв ппбедник је пнај кпји ппбеди све друге. Аналпгнп тпме, Кпндпрсепв 

губитник је пспба кпја изгуби пд свих других. Шестп се пак дещава ситуација када не 

ппстпји Кпндпрсепв ппбедник. Дпбар пример за тп су групни турнири где се врлп реткп 

дещава да једна ппбеди све пстале. 

Кпндпрсепв ппбедник је углавнпм ираципнална пдлука, шак и када су гласаши 

раципнални. 

 

Пример 10. [22] Гласаши су шланпви једне ппрпдице кпји су гласали кпју игру вище 

преферирају ( ) кап щтп је приказанп у табели 3. 

 

 Чланпви 

 Милан Емилија Милена 

Преференције 

 

 

Аспцијације Карте Јамб 

Карте Јамб Аспцијације 

Јамб Аспцијације Карте 

Табела 3.  Преференције ппрпдице 

Из табеле се закљушује да Милан и Милена преферирају вище аспцијације пд 

карти, щтп знаши Аспцијације   Карте. А Емилија и Милена преферирају вище јамб  пд 

аспцијација, пднпснп Јамб   Аспцијације. Али, када се уппреде карте и јамб, ппбеђују 

карте, пднпснп Карте   Јамб. Према тпме,   

Аспцијације   Карте   Јамб   Аспцијације. 

Закљушак је да нема групнпг избпра јер групни избпр вешитп кружи између три 
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ппције. У свакпм следећем кпраку гласаоа ппбедник мпже да буде ппбеђен и без 

ппстизаоа рещеоа или равнптеже, пднпснп ппбедника дпбијенпг гласаоем. Парадпкс 

је у тпме щтп индивидуалне транзитивне преференције дају нетранзитивне групне или 

друщтвене преференције. 

2.3.8. Кенет Ерпу 

Врлп важан деп пвпг мастер рада ће се пслаоати на радпве и успехе 

великпг америшкпг екпнпмисте, Кенета Ерупа (Kenneth 

Arrow,  Оујпрк, 23. август 1921. гпдине). Диплпмирап је друщтвене 

науке, а магистрирап математику и дпктприрап екпнпмију 1951. 

гпдине на Кплумбији. Бип је један пд впдећих екпнпмских тепретишара 

20. века. Оегпви дппринпси су били на ппљима: теприја друщтвенпг 

избпра, теприја ппщте равнптеже, екпнпмика инфпрмација и теприја 

привреднпг раста (видети [8]). 

Све претхпднп наведене избпрне прпцедуре исппљавају разлишите мане у разлишитим 

ситуацијама. Трагајући за саврщенпм, на путу да се прпнађе најпримеренија метпда 

гласаоа, издвпјип се Кенет Ерпу. Мнпги екпнпмисти и пплитишари су мислили да је у 

тпме успеп и  ппдржавали су оегпв резултат. Ерпу је дпбип Нпбелпву награду за 

екпнпмију 1972. гпдине, щтп је привуклп пажоу щирег круга истраживаша из дпмена 

математишке екпнпмије. 

Ерпу је на сампм ппшетку каријере дпказап свпјпм Тепремпм п немпгућнпсти да 

није мпгуће прпнаћи механизам пдлушиваоа кпји би ппказап впљу гласаша на пснпву 

индивидуалних преферираоа, тј. кпји не би бип диктатпрски. Мпже се кпристити и 

синпним – немпгућнпст ппстпјаоа функције друщтвенпг благпстаоа. 

Тепрема немпгућнпсти се у математици врлп лакп мпже пбјаснити крпз 

свакпдневне, ппщтеппзнате и свима блиске примере. Ппсматрајући трпугап са 

страницама а = 3, b = 2 и c = 6, шија кпнструкција није мпгућа јер није задпвпљен 

пснпвни услпв да је a + b веће пд c. Дакле, немпгуће је кпнструисати трпугап са 

страницама 2, 3 и 6 јер ппстпји прптиврешнпст услпва, и тиме је тепрема немпгућнпсти 

задпвпљена. 

Укпликп се избпрна прпцедура ппсматра кап пресликаваое, Ерпупва тепрема 

мпже се ппделити на следећи нашин: 

Дпмен – прпстпр жеље гласаша – индивидуалне преференције, 

Кпдпмен – прпстпр друщтвених исхпда – листе преференције друщтва. 

Какп дпмен псликава жеље гласаша, мпгуће је претппставити два мпгућа нашина 

пдлушиваоа. У првпм слушају, акп се претппстави да је брпј кандидата два, сваки гласаш 

ће гласати за једнпг пд оих. Пвп је најлакщи слушај јер је сигурнп да је један кандидат 

дппадљивији пд другпг. Акп се у гласаое убаци и трећи кандидат кап избпр, гласаши ће 

имати тежу пдлуку. При пдлуци, ма каква пна била, кандидати ће на пснпву 

Слика 5. [30] 
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преференције бити ппређани у неки низ. На пример, кандидат А је први избпр, 

кандидат B други и кандидат C трећи. Лакп се закљушује да је А дппадљивији пд B, кап 

и да је А дппадљивији пд C (видети [1]). 

Други слушај је када је неппзнатп какп ће гласаш рангирати кандидате. 

Кпдпмен је, какп је већ наппменутп, прпстпр друщтвених исхпда, дакле, пн ће 

представљати транзитиван друщтвени ранг. Мпгући су и нерещени исхпди јер 

друщтвени ранг не мпра бити стриктан. 

2.3.8.1. Tепрема Ерпуа 

Пптребнп је дефинисати некпликп ппјмпва пре саме тепреме. 

Дефиниција 14. [8] Ппд ппјмпм прпфил за прпизвпљнпг гласача, у пзнаци p, 

ппдразумева се расппред кандидата пп преференцији ппсматранпг гласача. 

Пример 11. Акп се бира, на пример, председник студентскпг парламента, а кпмисија 

садржи пет шланпва и кандидпвалп се три кандидата – Иван, Никпла и Маркп, и уз тп 

три шлана кпмисије имају идентишне прпфиле p, Иван   Никпла   Маркп, дпк друга 

два шлана имају прпфиле Маркп   Иван   Никпла. 

Ерпупв приступ се састпји у тпме да се пдреди минимлни скуп мпралних и 

лпгишких услпва кпји прпцес гласаоа мпра да задпвпљи. Тај скуп шине следећи услпви: 

1. Услпв ИИА (Независнпст пд ирелаватних алтернатива). Дпдаваоем нпвих 

ппција не утише на рангираое старих ппција, тј. кплективнп рангираое 

старих ппција ће пстати непрпмеоеоп. Према тпме, пвај услпв тражи да 

међуспбни пднпс гласпва пара кандидата зависи самп пд тпга какп 

гласаши рангирају та два кандидата. За оихпв пднпс, пптпунп је неважнп 

щта гласаши мисле п другим кандидатима. 

2. Услпв  Н (Недиктатпрски избпр) Кплективне преференције не мпгу да 

буду пдређене на пснпву преференција једне пспбе 

3. Услпв П (Паретп услпв) Акп сви ппјединци рангирају све мпгуће ппције на 

пдређени нашин, тада и кплективне преференције треба да дпведу дп 

идентишнпг рангираоа. 

4. Услпв У (непгранишени дпмен) Метпди кплективнпг избпра треба да 

функципнищу за сва мпгућа индивидуална рангираое ппција. 

5. Услпв Т (Транзитивнпст) Акп група преферира А у пднпсу на B  и B у 

пднпсу на C, тада група не мпже да преферира C у пднпсу на  А. 

Прпцедура кплективнпг избпра мпра да задпвпљава свих пет услпва (ИИА, Н, П, 

У, Т) (видети [14] и [27]). 

Пример 12. Претппставимп је да је пдабрани редпслед Бущ Гпр Надер. Избпрни 

резултати ппказују мпгућнпст да је маое људи билп за Надера, Гпр би ппбедип Буща. 
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Другим решима, ппјава да мищљеое гласаша п једнпм кандидату мпже да утише на 

пднпс другпг пара гласаша узрпкује мнпге избпрне парадпксе. 

 

Наппмена. [8+ Паретп услпв је назван пп италијанскпм инжеоеру Вилфреду Парету 

(Vilfredo Federico Damaso Pareto, 1848 – 1923), кпји је увеп некпликп математишких 

пруђа у екпнпмску аналитику. Пвај услпв је једнпгласан захтев. Наиме, акп сви гласаши 

на исти нашин рангирају два кандидата, пнда би тај заједнишки нашин рангираоа 

требалп да буде и резултат избпра.  

Пример 13. У претхпднпм примеру са петпшланпм кпмисијпм, какп сви сматрају Ивана 

бпљим кандидатпм пд Никпле, тп би требалп да буде оихпв релативни друщтвени 

ранг. Пднпснп, дпдаваоем нпвих ппција се не утише на рангираое старих ппција, тј. 

кплективнп рангираое старих ппција ће пстати непрпмеоенп. 

 

Тепрема 7. (Ерпу [14]) Када се бира између више пд две ппције, тада не ппстпји 

прпцедура кплективнпг пдлучиваоа кпја ће сигурнп задпвпљавати услпве ИИА, Н, П, 

У, Т. 

Ерпу има пригиналан дпказ кпји се збпг кпмпликпванпсти неће навпдити 

(видети  Kelly 1978, Campbell and Kelly 2002, Geanakoplos 2005. и Gaertner 2009.). 

Када је усппстављен неки пднпс гласпва кап кпнашни резултат већинскпг 

система гласаоа, пн се мпже и прпменити, акп се, дан пре гласаоа, деси нека прпмена 

или билп щта щтп ће нагпвприти гласаше да прпмене пдлуку. Какп тп некад мпже 

утицати на резултат гласаоа, мпже се закљушити да већински систем гласаоа не 

задпвпљава ИИА услпв Ерпупве тепреме. Нп, из тпга се и намеће питаое п 

испуоенпсти услпва пве тепреме. 

Тепрема 8. (Ерпу [16]) Једина прпцедура кпја задпвпљава гпре наведених пет услпва 

је диктатура.  

Дпказ. [13] Овај дпказ садржи некпликп кпрака, збпг чега се навпди скица дпказа. 

Претппставимп да друштвени избпр задпвпљава услпв транзитивнпсти, 

непграниченпсти и ИИА услпв, и пнда ппкажемп да тп значи да мпра ппстпјати 

гласач чије се индивидуалне преференције увек ппклапају са спцијалним 

преференцијама, кпји је према тпме диктатпр. Заправп је идеја дпказа прпнаћи 

кључнпг гласача чији ће гласачки листић прпменити друштвени резултат. Пптпм 

се ппкаже да је тај гласач делимични диктатпр. И на крају, се ппкаже да су сви 

делимични диктатпри, заправп иста пспба, тј. да је тај гласач диктатпр. □ 

Пднпснп, самп у диктатури се исхпд избпра слаже са жељама гласаша. 

Ерпупва тепрема мпже бити испуоена самп када су испуоени сви оени услпви, 

тј. претхпдних пет наведених. Свих пет услпва мпгу бити испуоени самп када ппстпји 



Неки математишки аспекти теприје гласаоа 

39 
 

пптпуна диктатура. С пбзирпм да је данащое време  пбележенп владпм демпкратије, 

немпгуће је да свих пет ппстављених услпва буду испуоени, тј. бар један пд услпва 

неће бити испуоен. 

Претхпдна тепрема представља везу између прпблема раципналнпсти 

друщтвенпг избпра са питаоем ппщтпваоа етишких принципа. Велика Ерпупва заслуга 

је и у тпме щтп је директнп применип математишку анализу на фпрмализпване 

вреднпсне судпве. У нпвпм светлу, ппјавила се идеја да неки прпблеми избпрних 

прпцедура у демпкратији јесу заправп лпгишке прирпде. 
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3. Различити исхпди избпра у 

зависнпсти пд избпра 

прпцедуре 

Циљ ппшетних ппглавља пвпг мастер рада бип је разпткриваое мистерије 

гласаоа и експлицираое шиоенице да кпнашни исхпд гласаоа зависи искљушивп пд 

избпрне метпде, а не пд впље гласаша, кап щтп већина људи у свету мисли. Прпмена 

избпрне прпцедуре дпвпди дп прпмене резултата. Пснпве функципнисаоа избпрних 

прпцедура мпгу се пбјаснити ппмпћу  разлишитих математишких алатки. Да би се щтп 

бпље изпщтрила свест п самим избприма и оихпвим ппследишним резултатима, даље 

ће у раду бити разлагани и псветљавани ставпви великих наушника п међуспбнпј 

зависнпсти избпрне прпцедуре и сампг исхпда гласаоа. Сваки шпвек се, сигурнп, бар 

једнпм у свпм живпту сусреп са некаквим пбликпм гласаоа, али су ретки пни кпји су 

мислили да оихпв глас неће пдлушивати. Управп ће се у пвпм пдељку 

прпблематизпвати и прпверити једна таква слишна ситуација.  

Крпз саме дп сад наведене примере требалп је да се кпнструище ппдатак п 

тпме кп пдлушује ппбедника некпг гласаоа, гласаши или прпцедура. У наставку ће бити 

пбрађена три примера, и тп редпследпм кпјим се ппвећава брпј кандидата ппшевщи пд 

три, прекп шетири и, у ппследоем примеру, пет кандидата. Следећи примери су 

инспирисани примерима из [8], страна 34, 35. и 36. 

Пример 14. Ушеницима једнпг пдељеоа ппдељени су гласашки листићи на кпјима је 

билп ппнуђенп три кандидата са задаткпм да изаберу једнпг пд оих за председника 

свпг пдељеоа. Сваки гласаш требалп би да напище сппствену индивидуалну 

преференцију избпра председника пдељеоа. Примеоујући разлишите избпрне 

прпцедуре, гпре ппменуте, резултат ће варирати. 

У пвпм гласаоу за председника пдељеоа ушествпвалп је петнаест гласаша, а 

резултати пваквпг избпра били су следећи: 

Преференција Брпј гласача 

Ана Бприс Цеца 4 

Ана Цеца Бприс 3 

Цеца Бприс Ана 5 

Бприс Цеца Ана 3 

Табела 4.  Преференције за председника пдељеоа. 
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Пп заврщетку гласаоа и брпјаоа гласпва, изабран је нпви председник 

пдељеоа. Међутим, неппхпднп је прпверити верпватнпст прпмене ппбедника услед 

другашијег нашина гласаоа. 

 Један пд нашина пребрпјаваоа гласпва и избпра председника 

ппдразумева примену већинскпг система гласаоа. Управп пваквпм 

избпрнпм прпцедурпм дпбиће се следећи резултати. Пднпси гласпва 

између кандидата Ане, Бприса и Цеце су 7:3:5, према тпме, ппбедник је 

Ана. 

 Укпликп би ушеници уместп три ппнуђена избпра кандидата, имали самп 

два избпра пред спбпм, и на тај нашин приступили гласаоу, дпбили би се 

другашији резултати, тј. пднпси гласпва би били 7:12:11, према тпме, 

ппбедник би бип Бприс. 

 Применпм БЦ7 метпде, пднпснп мпгућнпщћу расппделе гласпва (2, 1,0),  

пднпси између кандидата би и пвај пут другашије изгледали, тј. 14:15:16. 

Према тпме, сада се кап ппбедник издваја Цеца. 

Најзанимљивија шиоеница је та щтп се гласпви ушеника ни у једнпм тренутку 

нису меоали, щтп дпвпди дп прпстпг закљушка п важнпсти пдлуке и избпра 

пдгпварајуће избпрне прпцедуре. Схпднп тпме прпизилази шиоеница да није све у 

сампм избпру гласаша, да кап такав неће бити дпвпљан и пресудан, већ да ппред оега 

има јпщ пресудних шинилаца – нашин сабираоа гласпва, кап и брпј избпрних 

кандидата. Накпн пваквпг увида у срж пве прпблематике, немпгуће је не запитати се 

кпликп је нешији глас заправп пдлушујући у датпм тренутку. 

Наравнп, најбитније је бити свестан истине, ма каква пна била. Нажалпст, 

нереткп је шпвек у нелагпднпм и незавиднпм пплпжају кпји му спутава мпгућнпст 

утицаоа и меоаоа наметнутпг стаоа у пвпј игри истине и изазпва. Требалп би да се 

сваки шпвек ппнапспб усуди да се бпри прптив заслепљиваоа и да у свакпм датпм, 

наметнутпм стаоу прпнађе дпказе п сппственим ставпвима, а не да ппмирљивп 

прихвата ппщтеприхваћене прише, па шак и акп их други називају шиоеницама. 

Несумоивп је истинита мисап великпг францускпг математишара и филпзпфа, Ренеа 

Декарта, да се сумоати мпже у све. Шпвек кпји сумоа, пнда и мисли, щтп дпвпди дп 

битне и универзалне истине - све дпк шпвек мисли, и даље се мпже назвати шпвекпм 

(Cogitoergosum). 

Пример 15. Прпфеспри у щкпли свакпдневнп се сусрећу са дешјим ситним препиркама 

и међуспбним такмишеоем. Најбитније је препкренути сваки тај прпблем у игру. У 

једнпм пдељеоу једне лпзнишке пснпвне щкпле ппјавила се група пд шетири дешака, 

кпји себе називају Дпктприма. Какп су се непрестанп препирали кп је бпљи, јаши, 

паметнији и слишнп, предлпженп им је да направе гласаое међу свпјим другарима и 

                                                           
7Бпрда рашун (Borda count) убудуће ће у раду бити пзнашен скраћеницпм БЦ. 
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да п оима гпвпре други, а не пни сами, какп би тп требалп инаше да буде. Без 

размищљаоа су пристали и рекли да ће изабрани бити впђа те групе. Впђу ће изабрати 

другари из оихпвпг пдељеоа. Уз ппмпћ прпфеспра избпри су били прганизпвани.  

У тпм узрасту већина деце ппсматра математику кап мпнптпну и некприсну у 

живпту, па им је прпфеспр, не би ли их у тпме разуверип и ппказап  и оене друге 

примене, убацип у наставу и малп тривијалне математике, и тп бащ прпблем кпји их је 

задесип. Дпгпвпр је бип да нашин на кпји ће ушеници гласати буде такав да рангирају 

сва шетири Дпктпра (уведене су и скраћенице D1, D2, D3, D4). 

Резултати пвпг гласаоа приказани су у следећпј табели: 

 

Преференција Брпј гласача 

D1 D2 D3 D4 4 

D1 D4 D3 D2 4 

D3 D2 D4 D1 4 

D4 D2 D3 D1 5 

Табела 5.  Преференције за Дпктпре. 

Приликпм пбраде резултата, укљушени су и ушеници из пдељеоа да би билп 

евидентнп да гласпви нису меоани. Примеоујући шетири разлишите избпрне 

прпцедуре, прпфеспр пвпг пдељеоа успеп је да ђацима ппкаже да се дпбијају шетири 

разлишита ппбедника. Истпвременп је ушеницима ппказанп и дпказанп да ппбедника 

не пдређују жеље ушеника, већ избпрна прпцедура.  

У пвпм избпрнпм гласаоу ушествпвалп је 17 ушеника. 

 Када се на пвп гласаое примени већински систем гласаоа, резултати су 

(D1: D2: D3: D4) = 8:0:4:5, према тпме, ппбедник је D1; 

 Када ушеници гласају за два кандидата, резултати су 8:13:4:9, према 

тпме, ппбедник је D2; 

 Када ушеници гласају за три кандидата, резултати су 8:13:17:13, према 

тпме, ппбедник је D3; 

 Када ушеници гласају за кандидате такп щтп расппређују гласпве (3, 2, 1, 

0), пднпснп БЦ метпдпм, резултати су 24:26:23:27, према тпме, ппбедник 

је D4. 

Видевщи дпбијене резултате, ушеници су били пдущевљени какп се математика 

мпже кпристити кап средствп кпје пдређује циљ. Сппј игре и знаоа и јесте сущтина 

леппте пве прирпдне науке. 

Пример 16. Дпк се прпфеспри углавнпм највище труде да инспирищу свпје ушенике, 

заправп нереткп се дещава супрптнп, да сами ушеници инспирищу прпфеспре, затп је 
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аутпру рада билп најлакще да сарађује са свпјим ушеницима на истраживаоима кпја су 

укљушена у пвај рад. Такпђе, кап и претхпдни примери, и пвај ппследои пример 

реализпван је у истпм пдељеоу лпзнишке щкпле. 

Сада је задатак бип избпр праве и жељене дестинације, пд мпгућих пет, за 

ушенишку екскурзију. Прпфеспр је издвпјип 14 ушеника, а затим и пбрадип оихпве 

избпре, међу кпјима су били: Златибпр, Спкп баоа, Кппапник, Вроашка баоа и Ђавпља 

Варпщ. Резултате је најлакще приказати табеларнп, те је у раду пвакав нашин 

приказиваоа дпбијених резултата и примеоен. Скраћенице су прва слпва туристишких 

места, према тпме Z, S, К, V, Đ. 

 

Преференција Брпј гласача 

Z К S V Đ 3 

Z S Đ V К 1 

Z Đ S V К 2 

S К V Đ Z 2 

V S Đ Z К 2 

Đ Z S V К 1 

Đ К V S Z 3 

Табела 6.  Преференције за екскурзију. 

Примеоујући разлишите избпрне прпцедуре, и пвај пут дпбијени су разлишити 

исхпди. 

 Када се примени већински систем гласаоа, резултати су (Z, К, S, V, Đ) = 

(10, 0, 3, 3, 6), према тпме, ппбедник је Златибпр; 

 Када ушеници гласају за два кандидата, резултати су (10, 11, 8, 3, 9), 

према тпме, ппбедник је Кппапник; 

 Када ушеници гласају за три кандидата, резултати су (10, 11, 16, 10, 13), 

према тпме, ппбедник је Спкп баоа; 

 Када ушеници гласају за три кандидата, резултати су (11, 11, 19, 20, 16), 

према тпме, ппбедник је Вроашка баоа; 

 Када ушеници гласају за кандидате такп щтп расппређују гласпве (4, 3, 2, 

1, 0), пднпснп БЦ метпдпм резултати су (32, 24, 29, 25, 30), а ппбедник је 

Златибпр. 

Примеоујући разлишите прпцедуре, дпбијени су разлишити резултати, али не 

сви мпгући. Ниједнпм метпдпм ппбедник није била Ђавпља Варпщ, щтп знаши да ипак 

ппстпје слушајеви у кпјима није мпгуће наместити свакпг кандидата за ппбедника. 
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3.1. Дпналд Сари п исхпду гласаоа 

Дпналд Сари (Donald Gene Saari март, 1940. гпдине у Мишигену), прпфеспр је 

математике и екпнпмије, кап и директпр математишкпг института у Калифпрнији. Један 

је пд најбпљих наушника у пбласти теприје гласаоа и верпватнпће наградних игара. 

Оегпва истраживаоа великим делпм пбухватају Бпрдин рашун и математишке алате, 

кпји дају велики дппринпс друщтвеним наукама [29]. 

Тепрема 9. (Сари [8]) За     кандидата {           }, ппстпје начини рангираоа 

кандидата такп да    ппбеђује када гласачи гласају за ј кандидата,            , а 

   је ппбедник на пснпву Бпрда рачуна. 

Пример 17. На пснпву малппређащоег примера п избпру председника пдељеоа, 

упшљивп је да резултат варира пд Ана   Бприс   Цеца дп пптпунп пбрнутпг резултата 

Бприс   Цеца   Ана. Акп би се увелп јпщ шетири мпгућа нашина бпдпваоа, дпбилп би 

се јпщ некпликп разлишитих ппредака ппбедника. Јаснп је да резултати мпгу бити 

пптпунп супрптни такп да у једнпм нашину бпдпваоа један кандидат заузима првп 

местп, а у некпм другпм мпже бити шак на другпм месту.  

Кап щтп се мпже видети из претхпднпг примера, прпблеми избпрне прпцедуре се 

тещкп мпгу упшити акп се ппсматра самп ппбедник. Пптребнп је гледати изгласани 

редпслед. Ташније, акп има три кандидата, мпгуће је направити седам разлишитих 

резултата, меоајући самп нашин бпдпваоа. 

Тепрема 10. (Сари [8]) Претппставимп да има     кандидата. За билп кпје к кпје 

задпвпљава       (   ) , мпгуће је саставити листу са тачнп к стрпгп 

ппзиципних кандидата; различити избпрни резултати се јављају какп се избпрна 

прпцедура меоа. Немпгуће је наћи листу са више пд    (   ) ,  стрпгп 

ппзиципних избпрних кандидата.  

Када уврстимп    , дпбије се брпј стрпгп дефинисаних ппзиција кандидата: 

             

Када је, пак, шетири кандидата у игри, брпј стрпгп дефинисаних ппзиција кандидата је: 

               

Већ када је брпј кандидата пет, следи да се брпј стрпгп дефинисаних ппзиција 

кандидата ппвећава великпм брзинпм, щтп знаши да за N = 5 прпвера Саријеве 

тепреме захтева мнпгп вище рашуна и рада. За N = 5 брпј стрпгп дефинисаних ппзиција 

је: 

                 

http://en.wikipedia.org/wiki/Houghton,_Michigan
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Пшитп да брпј мпгућих исхпда несразмернп расте са ппвећаоем брпја 

кандидата. П тпме гпвпри и шиоеница да брпј пптенцијалних исхпда са истим 

гласпвима дпстиже милијарде (видети  [8]). 

Приметнп је да расппред гласпва ппјединих гласаша није меоан ни у једнпм 

тренутку, дпк је исхпд варирап пд једне дп друге избпрне прпцедуре. Какп би избпри 

псликавали ппјединашне жеље, пптребнп је вище се ппзабавити пдабирпм избпрних 

прпцедура. 

Тепрема 11. (Сари [7]) За     кандидата, ппстпји прпфил  у кпјем, уз пдгпварајућу 

избпрну прпцедуру, сваки кандидат мпже завршити на првпм, другпм, итд, кап и на 

ппследоем месту. 

Ппбедник избпра је свакакп некп п кпме ће се највище пришати, али у неким 

ситуацијама из свакпдневнпг живпта велику важнпст играју и другп и треће местп, па и 

пстала. Већина претхпдних варијација се свпдила на пдлушиваое првпг места, међутим 

пва тепрема ппказује да се и пстала места мпгу наместити. Пвп је врлп битна тепрема 

кпја мпже ппслужити у разлишитим турнирима, такмишеоима и слишнп. Некада је већа 

бпрба између ппследоег и претппследоег места негп међу прва два, на пример у 

щахпвскпм турниру где ппстпји бпрба за ппстанак у лиги. Самп ппследое местп 

прелази у нижу лигу и затп је битније не бити ппследои, негп псвпјити треће местп. 

Бащ у пваквим слушајевима мпгуће је применити Саријеву тепрему и пдредити кп неће 

испасти. 

3.2. Гепметријски приказ избпрних листа и 

избпрних резултата 

3.2.1. Гепметријски приказ избпрних листа 

Избпрне листе мпгу се представити на врлп једнпставан нашин. Сваки пут кад се 

гласаое заврщи, листићи се сакупе и птппшне се прпцес пребрпјаваоа гласпва. Тп је 

нещтп щтп је неминпвнп и пбавезнп, углавнпм. Следећи гепметријски приказ ће 

упрпстити брпјаое гласпва за ппзиципне прпцедуре, те ће дпнекле бити пмпгућенп 

избегаваое брпјаоа гласпва, кпје је и временски неекпнпмишнп. Ставка кпја је 

неизпставна јесте да су ппзнате све преференције гласаша и важнп је истаћи и тп да је 

преференција гласаша у пптицају, кап и ппдатак кпликп свака преференција има 

гласпва. У пвпм делу су дати прикази резултата и анализа из *6+ и *8]. 

Уз ппмпћ једнакпстранишнпг трпугла мпгуће је упрпстити брпјаое гласпва и тп 

такп щтп свакп теме пвпг трпугла представља једнпг пд три кандидата. Нека је дпои 

леви угап кандидат А, дпои десни угап кандидат B, и трећи, препстали, кандидат C и 

пдреди се ташка кпја је ппдједнакп удаљена пд сва три темена, кпја је у гепметрији 
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дефинисана кап центар пписане кружнице.8  Кад се ппвуку све три тежищне дужи, 

дпбијају се щест маоих трпуглпва (видети [6]). 

 
Слика 6. 

Сваки пд пвих щест трпуглпва са гпрое слике представља једну пд щест мпгућих 

преференција. Какп је пбласт са брпјем 4 најближа темену А, затим темену B и најдаља 

пд темена C, сви ппени пве пбласти трпугла имају исти редпслед А   B   C.  Брпј у 

трпуглу пзнашава брпј гласаша кпји су гласали на тај нашин, на пример брпј шетири 

знаши да су шетири гласаша гласала преференцију А   B   C. Ппщтп сваки пд пвих щест 

трпуглпва представља једну преференцију, лакп се мпже закљушити са слике да за две 

преференције, тј. B   А   C и C   А   B, никп није гласап. Да би се све пвп бпље 

разумелп, ппред трпугла стпји и табела из Примера 14, те се такп лакще мпгу видети 

резултати гласаоа и разумети оихпв гепметријски приказ.  

Ппред гепметријскпг представљаоа прпфила, мпгуће је кпристити и вектпрскп 

представљаое, кпје захтева слагаое ранг листи. Тада слика дпбија вектпрски приказ 

р=(4, 3, 0, 5, 3, 0), где први брпј пзнашава дпоу леву пбласт, а пстали се надпвезују у 

смеру казаљке на сату (видети [8]). 

Са слике се мпже упшити егзистенција вертикалне линије, кпја разгранишава две 

пбласти у трпуглу. Прва пбласт се налази левп пд ое и састпји се из три трпугла шији је 

збир једнак седам, дпк се деснп пд ое налази три трпугла шији је збир псам. Пви 

збирпви представљају пднпс гласпва измећу кандидата А и B. У зависнпсти пд линије 

разгранишеоа прпизилазе међуспбни пднпси кандидата А и B, тј. B   А, 8:7.  

У трпуглу АBC ппстпје три вертикалне линије, где свака пд оих дели велики 

трпугап на две дпдирне пбласти. Јаснп је да су те вертикалне линије дужи АА’, BB’, CC’. 

Аналпгнп претхпднпм закљушку п међуспбнпм пднпсу парпва B и А, дплази се дп 

пднпса парпва Б и C, кап и B и А, пднпснп C   B, 8:7, а C   А, 8:7.  

                                                           
8Центар пписане кружнице се кпд једнакпстранишнпг трпугла налази у пресеку симетрала 

страница. Једнакпстранишни трпугап има једну лепу пспбину, а тп је да се центар пписане, уписане 
кружнице и тежищте ппклапају. 

Преференција Брпј 

гласача 

Ана Бприс Цеца 4 

Ана Цеца Бприс 3 

Цеца Бприс Ана 5 

Бприс Цеца Ана 3 
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Слика 7. 

Акп се на пвп гласаое примени Кпндпрсепва метпда, кпја ппдразумева да се 

гласа између свих мпгућих парпва, пшитп је да нема Кпндпрсепвпг ппбедника, али је 

упшљивп ппстпјаое Кпндпрсепвпг губитника. Какп је тп пспба кпја је изгубила пд пба 

кандидата, јаснп је да ће кандидат А бити Кпндпрсепв губитник. 

 Укупан брпј гласпва кпји је псвпјип сваки кандидат мпже се приказати у 

већинскпм систему гласаоа, кпд кпга једину и најважнију улпгу играју прва места у 

преференцијама. Пднпснп, укупан брпј гласпва ће представљати самп пне гласпве где 

су гласаши на прву ппзицију ставили тпг кандидата, занемарујући такп другу и трећу 

ппзицију у некпј преференцији.  

Схпднп пвпме, кандидат А ће имати укупнп седам гласпва, кандидат B три гласа 

и кандидат C пет гласпва. Пвп је јпщ један дпказ да исхпд гласаоа зависи стрпгп пд 

избпрне прпцедуре, а не пд самих гласаша - кандидат А истпвременп је у већинскпм 

систему гласаоа ппбедник и Кпндпрсепв губитник, где је избпрна прпцедура 

Кпндпрсепва метпда. Два крајое разлишита исхпда са две разлишите избпрне 

прпцедуре тиме су јпщ једнпм разпткривена.  

У циљу ппједнпстављеоа избпрних прпцедура, пптребнп је изврщити оену 

нпрмализацију. Какп би се смаоип брпј бпдпва кпји се дпдељује кандидатима, врщи 

се нпрмализација вектпра, такп да се уместп (       ) кпристи (
  

  
 
  

  
  ). 

Нпрмализацијпм се дпбија да се за први избпр гласаша дпдељује 1 ппен, за треће 0, а 

за другп вреднпст пд 0 дп 1. Дпбијени нпрмализпван вектпр биће пзнашен са 

   (     ), где је   
  

  
,       (видети [8]).  

Пример 18.  Акп гласпви на избприма вреде (9,5,0), тј. први избпр гласаша дпбија 9 

ппена, други 5, а трећи 0, нпрмализпвани пблик би бип   

 

 (  
 

 
  ). 
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Слика 8. 

Узимајући у пбзир да s зависи пд брпја бпдпва кпји се дпдељују кандидату, тј. 

пд избпрне прпцедуре, резултат свакпг пд кандидата се мпже приказати кап збир 

резултата дпбијених у већинскпм систему гласаоа и s пута брпј гласаша кпји су га 

навели на другп местп. Кпристећи слике 5, 6, лакп се закљушује да први сабирак у 

збиру представља два мала трпугла са заједнишким теменпм А, дпк је други сабирак 

прпизвпд брпј s и збира брпјева из два жутп пбпјена трпугла, кпја представљају други 

избпр гласаша када је реш п кандидату А. Тиме се дпбија да је брпј гласпва за кандидата 

А     , за B     , а за C      (за кандидата B дпдавани су гласпви из црвених 

трпуглпва и ппмнпжени су са s, а за кандидата C дпдавани су гласпви из плавих 

трпуглпва и ппмнпжени су са s). 

Да би се гепметријски представиле избпрне прпцедуре када је брпј кандидата 

увећан за један, пднпснп када је оихпв укупан брпј шетири, дате у примеру 15, где су 

кандидати (D1, D2, D3, D4), немпгуће је, збпг неусаглащенпсти између брпја темена 

трпугла (три) и брпја кандидата, представити трпуглпм кап у претхпднпм примеру. У 

пвпм слушају кпристи се трпстрана једнакпивишна пирамида шија се сва шетири темена 

дпдељују свакпм пд та шетири кандидата принциппм једнп теме – један кандидат. За 

шетири кандидата ппстпји 24 мпгуће преференције, щтп знаши да егземпларну 

пирамиду треба ппделити на 24 маое пирамиде (видети [8]). 

Да би дати пример бип щтп разумљивији, мпгуће је из темена D4 ппвући 

странице и исећи их на D1D4, D2D4, D3D4. Пвим ппступкпм дпбија се једнакпстранишни 

трпугап, те примеоујући тп даље, дпбијају се шетири једнакпстранишна трпугла унутар 

пвпг трпугла, (слика 9.).  

Са шетири кандидата, нпрмализпвани пблик ппзиципне метпде је (         ), 

где је          . 
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Слика 9. 

Кандидати кпји су гласали за кандидата D1 када је реш п већинскпм систему 

гласаоа, налазе се у щест малих, сивих трпуглпва, кпјима је једнп теме D1. Затим, брпј 

гласаша кпји су ставили кандидата на другп местп, дпбија се када се s1 ппмнпжи са 

збирпм брпјева кпји се налазе у щест маоих, плавих трпуглпва, кпји имају једну 

заједнишку ивицу са неким пд сивих трпуглпва. Гласпви гласаша кпји су  кандидата D1 

ставили на треће местп се налазе у трпуглпвима кпји имају једнп заједнишкп теме са 

сивим трпуглпвима, и, кап щтп је приказанп на слици, има их щест – пбпјени су 

љубишастпм бпјпм. Дакле, брпј гласаша кпји су D1 рангирали кап трећег, дпбија се такп 

щтп се s2 ппмнпжи  са збирпм брпјева у љубишастим трпуглпвима. 

Акп је, примера ради, редпслед гласаша ппређан такп да је D1   D2   D3   D4, 

пнда се, ппсматрајући трпугап D1D2D3, тај редпслед смещта кап да ппстпји самп три 

кандидата. И такп се за све мпгуће преференције ппсматра самп расппред прва три 

гласа и прпналази се трпугап шија су темена управп та три гласа, а даљи ппступак се 

свпди на пришу п три кандидата. 

Акп се ппнпвп ревидира пример Дпктпра, кап и резултати тпг гласаоа, мпгуће 

је представити гласашке листиће ппмпћу већ пписанпг ппступка. Дпбијени трпугап 

изгледа пвакп: 
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Слика 10. 

3.2.2. Прпцедурална дуж 

Ппред гепметријскпг представљаоа избпрних преференција, мпгућ је и 

гепметријски приказ резултата гласаоа. Пвај приказ пмпгућава да се за свакпг 

кандидата прикаже дпбијени прпценат пд укупних гласпва. Дакле, у слушају три 

кандидата, за дпбијаое прпцента свакпг пд оих, примеоује се фпрмула: 

{  (         )|               } 

Ппјам прпцедуралне дужи приближније се мпже пбјаснити прекп илустрације 

представљаоа гласаоа, тј. кприщћеоем једнакпстранишнпг трпугла. Вертикална дуж 

АА' ће у тпм слушају представљати пне кандидате кпји нису мпгли да се пдлуше ни за B 

ни за C (видети [6]). 

Пример 19.  Слика 11, кпја представља резултат некпг гласаоа, јпщ вище ће расветлити 

ппјам прпцедуралне дужи: 

 

Слика 11. 

Из пве илустрације видљивп је да је вектпр гласаоа ws, а да је оегпва нпрмализпвана 

вреднпст: 



Неки математишки аспекти теприје гласаоа 

51 
 

   
 

  (   )
(               )  

Накпн примене некпликп једнпставних, бинарних математишких пперација, дплази се 

дп: 

   (    ) (
 

  
 
 

  
 
 

  
)    (

  

  
 
  

  
 
  

  
)            

 

   
  

Пву фпрмулу мпгуће је извести и у другашијем пблику: 

   (    )                    
 

   
  

Где је    .
 

  
 
 

  
 
 

  
/,    .

  

  
 
  

  
 
  

  
/  

Щтп заправп знаши да ташка    представља резултат већинскпг система гласаоа, 

а ташка    резултат елиминаципнпг система гласаоа. Пва линија избпрних резултата 

назива се прпцедурална дуж (видети [8]). 

Прпцедурална линија пмпгућава идентификпваое свих мпгућих избпрних 

исхпда за дату листу. Ташке    и    су крајое ташке прпцедуралне дужи. У већинскпм 

систему гласаоа ппбедип би кандидат А, и тп са редпследпм      , щтп знаши да 

се ташка    смещта у трпугап кпме је једнп теме А и кпји је ближи темену B, негп C. 

Аналпгнп, ташка    смещта се у трпугап кпји представља преференцију      , јер 

је кандидат C ппбедип у елиминаципнпм систему гласаоа са наведнпм 

преференцијпм. Следећа слика представља прпцедуралну дуж за наведени пример, 

пдакле се пшитава да прпцедурална дуж пресеца седам пбласти, щтп знаши да у пвпм 

кпнкретнпм примеру сада има седам пптенцијалних исхпда за дату листу. 

 

Слика 12. 

Акп ппбеда на пдређеним избприма пбезбеђује некпм пд кандидата улпгу 

звезде, пнда ће пут дп звезде бити изграђен пд избпрне прпцедуре и тек ппнекпг 

гласа. Дакле, ппбеда на избприма, независнп пд тпга из шије је перспективе – 

кандидата или гласаша кпји ппдржава, за већину људи, жељенпг кандидата, 

првенственп је мпгућа јединп уз пдабир најпримереније пд ппнуђених избпрних 
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прпцедура. 

Истпријски примери са свих страна света псмищљавају све пве дпсад наведене 

тепријске прпрашуне. Управп услед прпушаваоа ппщтеппзнатих истпријских дпгађаја, 

наушници су и ппшели да се баве пваквпм деликатнпм темпм. Нажалпст, све се мпже 

анализирати тек када прпђе, а са ппследицама се мпра избприти.  

Пример 20.  Занимљив пример су председнишки избпри у САД – у, пдиграни 1992. 

гпдине, између Клинтпна, Буща и Перпта. За ппбедника је изгласан Клинтпн, 

ппбедивщи са 43,01%  у пднпсу на друга два (Слика 13.). 

 

Слика 13. 

Питаое кпје се самп намеће тише се ппбедника и пптенцијалнпг другашијег 

исхпда пвпг гласаоа – да ли су Бущ или Перпт мпгли уппщте да буду изгласани, а не 

Клинтпн. Сама шиоеница да је Клинтпн псвпјип исппд 50% дпвпди у питаое сам исхпд. 

Алекс Табарпк је кпристип ппјам прпцедуралне дужи не би ли пбјаснип све мпгуће 

исхпде у разлишитим избпрним прпцедурама. Ппред пснпва математике, мпрап је да 

дпђе и дп мнпгпбрпјних ппдатака п мищљеоима и ставпвима кпје имају гласаши. 

Мпрап је да сазна щта Перптпви гласаши мисле п другим кандидатима, затим какп би 

Клинтпнпви гласаши расппделили гласпве између Буща и Перпта, кап и какп би Бущпве 

присталице гласали између Клинтпна и Перпта.Табарпк је успеп да прикупи све пве 

ппдатке, и на тај нашин успеп да прикаже све мпгуће исхпде председнишких избпра 

1992. гпдине, кпристећи притпм нпрмализпване резултате већинскпг и елиминаципнпг 

избпрнпг система. Дпщап је дп кпнашних резултата, кпји кажу да се прпцедурална дуж 

п кпјпј је већ билп реши налази у пбласти „Клинтпн   Бущ   Перпт”.  

Дплази се дп закљушка да је Клинтпн ппбедник у свакпј другпј метпди, ппшев пд 

бинарне прекп другпг круга, па дп кпмбинације неке пд оих. Другп местп заузима Бущ, 

а треће у свакпм слушају Перпт. Иакп је Клинтпн ппбедип са исппд пплпвине гласпва, 

Табарпк је ппказап да је тп ипак убедљива ппбеда (видети [8]). 

Илустрација примера са три кандидата ппгпдна је за дпдатнп кристализпваое 

сампг ппјма прпцедуралне дужи, кап и за ппнпвнп увераваое у мпгуће исхпде, щтп ће 

у даљем тексту бити кпнкретизпванп и дпступнп. Затим, биће и рекпнструисана пна 

Клинтпн 

Бущ 

Перпт 

Резултати 

Клинтпн Бущ Перпт 



Неки математишки аспекти теприје гласаоа 

53 
 

избпрна прпцедура кпјпм се дплази дп таквих исхпда.  

Пример 21.  У истпм пдељеоу у кпм су били прганизпвани избпри за председника 

пдељеоа, ушеници су такпђе гласали и за представника ушенишкпг парламента. На 

гласаоу је билп присутнп 25 ушеника, пд кпјих је сваки имап пред спбпм три избпра. 

Имали су задатак да изаберу једнпг представника пдељеоа пд три насумишнп 

изабрана међу оима – Дејана, Ивана и Вељка. Сваки ушеник је, впдећи се сппственим 

субјективним мищљеоем, гласап ређајући ппнуђене кандидате у неки ппредак. Накпн 

заврщетка гласаоа, пбрађени ппдаци приказали су пднпс гласпва: 

Преференција Брпј гласача 

V D I 10 

V I D 6 

D V I 2 

D I V 4 

I D V 3 

Тебела 8. 

Да би се нацртала прпцедуралну дуж, пптребнп је првп пдредити ппбедника у 

већинскпм систему гласаоа са вектпрпм (1, 0, 0). Примеоујући пвакав систем, 

прпизилази из анализе да је ппбедник Вељкп и тп са преференцијпм V   D   I (16:6:3). 

Пвај резултат пдређује један пд малих једнакпстранишних трпуглпва у кпме се налази 

једна пд крајоих ташака прпцедуралне дуже, щтп се мпже видети са слике 14. Затим, 

пптребнп је пдредити другу крајоу ташку дужи, и тп пбрадпм дпбијених гласпва 

ппмпћу елиминаципне метпде. У елиминаципнпм систему гласаоа ппбедник је Дејан 

и тп са редпследпм D   V   I (19:18:13). На тај нашин пбележена је прпцедурална дуж у 

једнакпстранишнпм трпуглу DIV. 

 

Слика 14. 

Та дуж сеше три пбласти, тј. два трпугла и једну дуж. Сущтина прпцедуралне 

дужи је да на неки нашин плакща прпналажеое разлишитих метпда какп би сви мпгући 

кандидати некпм пд оих ппбедили. Јаснп је да не ппстпји ниједна избпрна метпда у 

кпјпј је Иван ппбедник. Да у пвпм примеру није искприщћена прпцедурална дуж, 

сигурнп би мнпгп вище времена билп улпженп у прпналажеое праве метпде кпја би 
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Ивана прпгласила ппбедникпм. Пвај пут билп би прилишнп бесмисленп кприщћеое 

Бпрдинпг рашуна са вектприма (2, 1, 0) или (6, 5, 0) или билп кпг другпг. Ниједна не би 

дпвела дп тпг ппбедника, а свака ппнапспб би захтевала пп малп рашуна и времена.  

3.2.3. Ппзиципнираое прпцедуралне дужи 

Ппзиције прпцедуралних дужи пружају мпгућнпст пдређиваоа свих 

пптенцијалних исхпда некпг гласаоа. Не били се пдредили сви мпгући исхпди, 

пптребнп је, пре свега, саставити щтп вище прпфила, а затим утврдити пдгпварајуће 

пплпжаје прпцедуралних дужи. За сваку прпцедуралну дуж ппстпји вище ппзиципних 

мпгућнпсти и затп је лакще да се за неку прпцедуралну дуж прпвери да ли ппстпји 

пдгпварајући прпфил (преференција).  

Кап щтп је већ решенп, крајое ташке пве дужи су q0 и q1 (резултат већинскпг 

гласаоа и елиминаципнпг гласаоа). Какп је расппред гласпва кпд већинскпг (1, 0, 0), а 

кпд елиминаципнпг (1, 1, 0), лпгишнп је да кпд елиминаципнпг система има укупнп 

бпдпва двпструкп вище негп кпд већинскпг. Сваки шлан q1 већи је пд пплпвине 

вреднпсти пдгпварајућег шлана q0.  

Наравнп, непсппривп је да у већинскпм систему гласаоа неки кандидат мпже 

да има максималан брпј гласпва, пднпснп да сви гласају за оега, а неки мпгу имати 

нулу. Такп да ппстпје пгранишеоа у брпју гласаоа, ташније никада не мпже бити 

негативан резултат, али мпже бити нула. Ниједан кандидат не мпже имати већи брпј 

бпдпва пд брпја гласаша. 

Иакп, мпжда, дпнекле изненађујућа шиоеница, тп су једина два услпва кпја q0 и 

q1 мпрају испунити.  Стпга, за билп кпју дуж уцртану у трпугап, а кпја задпвпљава пве 

услпве, ппстпји прпфил за кпју је та дуж прпцедурална. Приметнп је да пви услпви 

самп знаше да ппщтп је q0 смещтенп на билп кпју ташку у трпуглу, 

 

 ташка q1 мпра бити у маоем трпуглу, кпји се дпбија када се сппје три 

средищое ташке страна; (псеншени трпугап на слици 15.) 

 q1 не мпже бити ближе билп кпјпј пд ивица великпг трпугла пд q0 

Пвај изузетнп умерени услпв, приказан на слици 15, дпзвпљава гптпвп све 

мпгућнпсти (видети [8]). 
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Слика 15. Пгранишеоа линије прпцедуре (са псеншеним трпуглпвима) 

На слици 15. су ташнп пдређене пбласти у кпјима се мпже налазити q1и q0. 

Псеншена пбласт представља пбласт у кпјпј се мпже налазити ппбедник 

елиминаципнпг система гласаоа, пднпснп q0, дпк се ппбедник већинскпг система 

гласаоа, q1, мпже налазити билп где. 
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4. Ппвлачеое кандидата 

Ппставља се питаое да ли се резултати гласаоа меоају укпликп се неки 

кандидат ппвуше накпн щтп је гласаое пбављенп и да ли тп меоа ппбедника или 

редпслед пстаје исти. Такпђе, тп ппвлаши и питаое п расплету ситуације у кпјпј су 

утврђенп првп, другп и треће местп, али трећи кандидат збпг сујете пдлуши да се 

ппвуше, па пстаје дилема да ли се самим тим меоа и тек прпглащени ппбедник. 

Саријева тепрема пружа неке пд мпгућих пдгпвпра. Вище п пвпј теми се мпже наћи у 

[8], ппглавље 3. 

Тепрема 12. (Сари [8]). Нека ппстпје  три или више кандидата. 

• Пптребнп је расппређиваое кандидата на билп кпји транзитиван начин. 

Затим, пдабираое ппзиципне избпрне метпде кпјпм ће се гласпви сабирати. 

• Избациваоем једнпг пд кандидата, следи даље расппређиваое препсталих 

кандидата на билп кпји транзитиван начин. Овај редпслед мпже бити пптпунп 

различит пд првпбитнпг. Затим, ппнпвп је неппхпдан пдабир ппзиципне избпрне 

метпде кпјпм се рангирају кандидати. 

• Прпцес елиминације кандидата, кап и рангираое и пдређиваое ппзиципне 

прпцедуре за препстале кандидате примеоује се све дпк се избпр не сведе на два 

најбпља кандидата. Редпслед кандидата не мпра имати билп какве везе са билп 

кпјим пд претхпдних рангираоа. Препстали пар такпђе се рангира и тп применпм 

већинскпг система кап избпрну прпцедуру. 

Ппстпји прпфил у кпјем гласачи гласају за пдређени скуп кандидата, а гласпви се 

рачунају на гпре наведени начин, чији је исхпд специфициран. 

Пва Саријева тепрема указује на мпгуће пзбиљне прпблеме укпликп се један пд 

кандидата ппвуше. Најппдеснији пример за илустрацију пве тепреме је исти пример 

кпји је кприщћену делу рада кпји се бавип елиминаципним гласаоем, када је 

избациваоем кандидата са најмаоим брпјем гласпва у свакпм кругу, утврђен 

ппбедник. Питаое је щта би се десилп у слушају да првппласирани пдустане пд пвпг 

раднпг места, јер је, примера ради, дпбип примамљивију ппнуду за други ппсап. 

Ппвлашеоем ппбедника намеће се питаое да ли је неппхпднп прганизпвати нпве 

избпре или, пак, пдмах ппсап ппнудити другппласиранпм. Управп Сари даје пдгпвпр на 

пву недпумицу – ипак је бпље прганизпвати нпве избпре јер се мпже десити да је 

редпслед без једнпг кандидата другашији. 

Щта вище, Сари тврди да ппстпје прпфили у кпјима у већинскпм систему 

гласаоа дпбијени резултат A   B   C   D, услед пдустајаоа кандидата D, неће 

задржати исти редпслед A   B   C. У слушају да је кандидат D самп избрисан са листе, 

нищта се не би прпменилп, али када би се прганизпвали нпве избпре, резултат се не 

би самп прпменип, већ би се тпталнп пкренуп. Пнај кп је бип на првпм месту, прещап 
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би на ппследое местп јер гласаши кпји су ставили D на првп местп мпгу ставити билп 

кпја пд три кандидата сада на тп местп. Према тпме, када би D пдустап, резултат би 

мпгап ппстати C   B   A. Такпђе, нищта другашије не би билп када би пдустап кандидат 

C или А и C. 

Пример 22.  Пример, кпји самп пптврђује Саријеву тврдоу да је бпље прганизпвати 

нпве избпре, негп самп избрисати кандидата кпји је пдустап, видљив је у следећпј 

табели где су дате преференције гласаша. 

10 D C A B 

9 C D A B 

9 A D B C 

8 D B A C 

11 B D A C 

7 A C B D 

5 A B C D 

4 C A B D 

6 C B A D 

9 B C A D 

Табела 9. 

У већинскпм избпрнпм систему редпслед је А   B   C   D (21:20:19:18). Евп, 

щта се дещава укпликп кандидат D пдустане, а гласаое је већ заврщенп. Укпликп се 

самп избрище кандидат D, дпбија се следећа табела: 

23 C A B 

14 A B C 

19 B A C 

7 A C B 

6 C B A 

9 B C A 
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Табела 10. 

Сада је у већинскпм систему гласаоа дпбијени редпслед C   B   A (29:28:21). 

Пвим је јпщ једнпм пптврђен Саријев закљушак да је малп реалније прганизпвати нпве 

избпре. 

Ипак, тещкп је а не запитати се мпже ли јпщ гпре пд пвпга – мпже ли резултат 

да буде тпталнп пбрнут у разлишитим избпрним прпцедурама. Мпже! Управп, пвакви 

исхпди су мпгући у већини избпрних прпцедура, а п тпме сведпши и Саријева тепрема. 

Тепрема 13. (Сари [8]). Нека N буде брпј кандидата и претппставка је да ппстпје 

барем три кандидата. 

• Пптребнп је рангираое кандидата на билп кпји транзитивни начин. Затим, 

пдабир ппзиципне метпде кпјпм ће се брпјати гласпви. 

• Ппстпји N начина да један пд кандидата птпадне. За сваки пд пвих начина, 

неппхпднп је расппређиваое препсталих (N – 1) кандидата на билп кпји 

транзитиван начин. Нпви редпслед кандидата не мпра нужнп имати билп какве 

везе са претхпдним. Затим, за сваки пд ппдскуппва кандидата, требалп би да се 

изабере ппзиципна избпрна метпда кпјпм ће се брпјати гласпви. 

• Овп се примеоује даље; за сваки мпгући ппдскуп три или више кандидата 

дпдељује се насумичан транзитивни расппред и ппзиципна метпда кпјпм ће се 

рачунати гласпви. 

• Када се дпђе дп два ппследоа кандидата, и оих је пптребнп расппредити на 

један пд два начин. Нека избпрна прпцедура пвпг пута буде већинска. 

За скпрп сваку пдабрану ппзиципну метпду, ппдразумева се већински и елиминаципни 

систем где се гласа за два или три кандидата, и билп кпји други, ппстпји прпфил у 

кпм гласачи гласају на неки пд мпгућих начина, избпрни исхпд је специфициран. 

Избпрни метпд кпји не дпзвпљава пвакп хаптичну ситуацију је Бпрда рачун. 

Пшитп да пва тепрема тврди да скпрп све избпрне прпцедуре дпзвпљавају 

разлишите исхпде. Такпђе, према пвпј тепреми мпже да се деси да пнп щтп је избпр 

већине ипак већ у другпм кругу испадне. Када ппстпји вище кандидата и када ппстпји 

кандидат А кпји у дуелу са билп кпјим другим кандидатпм ппбеђује, знаши да је пн 

Кпндпрсепв ппбедник. Према тпме, када је А у некпм ппдскупу кандидата, у кпме има 

три шлана, шетири или вище, пн увек ппбеђује. Али, акп пн има мнпгп других ппзиција у 

преференцијама гласаша, пн неће ппбедити у већинскпм систему гласаоа. И пдмах, у 

другпм кругу ће испасти.  

Пвп је један пд прпблема кпји мпгу да настану применпм пве тепреме, тј. 

праћеоем оених кпрака приликпм вищекружнпг избпрнпг система. Шестп се мпже 

десити да већински избпрни систем даје једнпг ппбедника, дпк бинарни избпрни 

систем даје некпг сасвим другпг, или, јпщ гпре, бинарни систем ппнекад даје 

ппбедника кпји, приликпм елиминације у вищекружнпм избпрнпм систему, испада 

већ у другпм кругу.  
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Пнп, ипак, щтп пва тепрема тврди, јесте да сигурнп ппстпји прпфил у кпјем ће 

ташнп пдређени кандидат ппбедити и тп ташнп са кпјпм избпрнпм прпцедурпм. Пнп 

щтп је сасвим сигурнп да је прпцедура кпја нема пве прпблеме, БЦ метпда, и тп из 

некпликп разлпга. 

БЦ метпда је једина метпда кпја не дпзвпљава да Кпндпрсепв губитник буде 

бпље рангиран пд Кпндпрсепвпг ппбедника. Надаље, БЦ је једина ппзиципна метпда 

где међуспбни пднпс парпва мпра бити у складу са БЦ редпследпм (кап щтп је већ 

ппменутп, мпгуће је да је резултат у једнпј прпцедури један, а када се примени 

бинарни нашин гласаоа, дијаметралнп разлишит). Када има већи брпј кандидата, 

мпгуће је да један кандидат, у свим мпгућим скуппвима пд пп три кандидата, ппбеђује, 

дпк, када су сви кандидати у кпнкуренцији, пн бива ппследои. Јединп БЦ метпда не 

дпзвпљава пву ситуацију. Мпгуће је псмислити прпфиле у кпјима свака прпцедура 

меоа исхпде у складу са пдређеним прпменама, дпк пвакп неку нестабилнпст БЦ 

метпда не дпзвпљава [8].  
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5. Стратегија гласаоа 

Гласаш мпже да реагује на манипулацију редпследпм гласаоа такп щтп ће 

стратещки да гласа. У ранпј фази гласаоа, гласа за ппцију кпја ће у каснијем гласаоу 

бити ппбеђена пд ппције кпју пн преферира. При стратещкпм гласаоу, гласаши 

предвиђају резултате и гласају пптималнп у пднпсу на дати редпслед гласаоа већ у 

ранпј фази. Акп прганизатпр гласаоа направи бинарну щему, кпја узима у пбзир све 

стратещке ппције, тада стратещкп гласаое неће прпменити исхпд гласаоа. Питаое је 

самп мпже ли се мпгућим манипулацијама на гласаоу супрптставити управп 

стратегијпм. Кпнсултпвана литература је [8], [14+ и [27]. 

Пример 23.  Дпста је примера из живпта кпји птварају мпгућнпсти за манипулацију. У 

пснпвнпј щкпли једна пд битнијих ставки п кпјпј се прегпвара је избпру учбеника за 

наредну щкплску гпдину, па се наставници ппјединашнп изјащоавају п сппственим 

преференцијама. У ппцији пве гпдине биле су издавашке куће Клет (а), Математискпп 

(b) и Завпд (c). Првп се гласалп између а и b, а пптпм ппбедник са c. 

Наташа Ленка Душан 

a c b 

b a c 

c b a 

Табела 11. 

 

Слика 16. [14] 

Те преференције мпгу се приказати једним бинарним стаблпм, где је видљива 

стратегија кпја впди дп ппбеде b. Акп је а изабранп у фази 1, c ће бити изабранп у фази 

2. А акп је b изабранп у фази 1, b ће ппбедити у фази 2. Тп знаши да ће наставник, кпји 
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жели да Математискпп, ппбеди гласати за b у фази 1 (видети [14+ и [27]). 

Пстаје нада да ће људи, щтп вище се уппзнајући са пвпм темпм и нашинима 

функципнисаоа избпрних система, успети да, пратећи знакпве ппред пута, прпнађу 

пнај прави пут кпјим ће се избприти прптив диктираоа правила и наметаоа туђег 

мищљеоа. Није гласаое самп пукп излажеое на избпре и дпбијаое хемијске плпвке 

какп би се запкружилп пар брпјева. Требалп би свакп да улпжи себе и свпј глас на 

правп местп, јер акп није на правпм месту, пнда оегпва вреднпст нестаје.  

Несумоивп је да се сваки шпвек дпсад макар једнпм нащап у незгпднпј и 

незавиднпј ситуацији да мпра да гласа и да свпј глас даје пнпм кандидату кпји 

најверпватније неће ппбедити. Јединп питаое у тпм тренутку је да ли је бпље да 

ппбеди некп кп је представљап гласашу други избпр или трећи. Укпликп гласашу тај 

детаљ није важан, глас кпји даје ппстаје занемарљив јер апсплутнп нищта не мпже 

прпменити, али, акп је бирашу ипак битније да ппбеди други, а не трећи избпр, 

најбпље би билп да искпристи већ дпбрп ппстпјану тактику. Уместп да гласа за свпг 

миљеника, требалп би да гласа за некпг другпг зарад лишне сатисфакције.  

Кап щтп је дп сада наглащенп, свака прпцедура, гласаое, али и сваки избпрни 

исхпд пставља прпстпр за тактизираое и за манипулацију. Какп резултати избпра 

углавнпм не ппказују впљу гласаша, већ п сампм исхпду пдлушује избпрна прпцедура, 

пптребнп је да сваки ппјединац барем ппкущава да се ухвати у кпщтац са избпрнпм 

прпцедурпм и да пствари главни разлпг оенпг ппстпјаоа, а тп је демпкратија и 

резултат пдређен впљпм гласаша.  

Једна вепма забриоавајућа шиоеница је да ппбеда кандидата и са шак 60% 

гласпва у већинскпм систему гласаоа, не мпра бити увек ппбедник, дпвпљнп је да се 

прпмени расппред гласаоа и пн ће изгубити. Шиоеница је да када ппстпји самп два 

кандидата и нема неке мпгућнпсти за тактизираое јер има самп две ппције, али, већ 

са три кандидата, ситуација се меоа.  

Сари тврди да се шак у 69% слушајева, када ушествује три кандидата, мпже 

меоати ппбедника, и тп у складу са избпрпм избпрне прпцедуре. Требалп би се 

избприти прптив неправде и манипулација, али је, ипак, и у самппдбрани све 

дпзвпљенп. Велики је улпг на зеленпм шарщаву, а нарпд има самп сићу, гласпве. Шак су 

и картащке игре дпказ да се пд малих улпга мпже псвпјити све на стплу. Кп не рескира, 

не прпфитира.  

Акп се ревидира један пд претхпдних примера, примера п избпру пдељенскпг 

председника, упшљивп је да су шак и ушеници пставили прпстпра за манипулацију. 

Наравнп, избпри су били регуларни, кап и гласпви, али и такви гласпви су меоаоем 

избпрне прпцедуре меоали резултате.  

Гибарт – Статервајтпва тепрема нуди пдгпвпр на питаое п прганизацији 

гласаоа у кпме ће гласаш псетити пптребу да буде тактишан.  
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Тепрема 14. (Гибарт, Статервајт [8]) Акп на избприма учествују три или више 

кандидата, где сваки пд оих мпже бити ппбедник, и акп земља у кпјпј се пдржавају 

избпри није ппд влашћу диктатпра, пнда ппстпји ситуација у кпјпј је у најбпљем 

интересу некпг гласача да гласа тактички, а не искренп. 

Лпгишнп се, размищљајући п пвпј прпблематици, намеће питаое щта се дещава 

када се избпрна прпцедура већ изабере, има ли и тада места за манипулацију и 

тактизираое. Заправп, метпде кпје су склпне манипулацијама и кпје тп пмпгућавају су 

елиминаципна метпда и већински систем гласаоа, дпк је БЦ метпда најмаое склпна 

манипулацијама и тактизираоу. 

Тепрема 15. (Сари [8]) Претппставка је да самп мали прпценат гласача ппкушава да 

буде тактичан на избприма у кпјим учествују три кандидата. Метпде кпје су 

најсклпније успешним манипулацијама јесу већинска и елиминаципна метпда. Једина 

прпцедура кпја има убедљивп најмаоу склпнпст ка успешним манипулацијама јесте 

Бпрда рачун. 

Ппред пвпга, битнп је да се истакне да није мпгуће сваки пут тактизирати. Један 

пд главних услпва за тактизираое је да, у слушају ппстпјаоа три кандидата А, B и C, 

дпвпљан брпј гласаша стави или B или C на другп местп, такп да збир оихпвих првих и 

других места буде већи пд брпја првих места кандидата А. Јаснп је да је примарни 

услпв, нерещен брпј гласпва, између два кандидата. 

Али, ппставља се питаое да ли сваки пут треба да се избегавају избпрне метпде 

кпјима је мпгуће манипулисати и применити нашин гласаоа где нема тактизираоа, а тп 

је неизпставнп диктатура. Некада је дпвпљнп прпверити искренпст гласаша и самим 

тим смаоити мпгућнпсти за тактизираое. Заправп, бпље је изабрати неку метпду у 

кпјпј ће бити мала кплишина тактизираоа, јер је у таквим метпдама немпгуће 

искпренити тактику, али су пве метпде свакакп бпљи избпр пд диктатуре. 

Мпжда би најбпља ппција била вищекружна БЦ метпда. Тп знаши да гласаши 

гласају и тај оихпв расппред кандидата се не меоа, већ се у првпм кругу избаци 

најлпщији. Пптпм се прганизује други круг избпра, где се редпслед кпји су изабрали 

гласаши у првпм кругу не меоа, већ се самп избаци кандидат кпји је избашен у првпм 

кругу и ппнпвп, БЦ метпдпм, избаци се други кандидат, а избациваое се настави све 

дпк се не дпбије ппбедник.  
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6. Прпцедуралне разлике 

Све пвп претхпднп пбјащоенп и изанализиранп ппшиое да дпбија смисап тек 

када свакп пд гласаша схвати щта жели. Кап и сваки прпблем у живпту, па ни пвај не 

мпже се анализирати дпк га не раставимп на најмаое мпгуће делпве. Демпкратија, 

кпја је пплазищте и срж пве прпблематике, пплитишки је систем базиран на мпгућнпсти 

да нарпд (грађани) мпже да бира свпје представнике, и управп збпг тпга је и најбпљи 

државни пблик. 

Сваки грађанин има једнакп правп да ушествује у избпру председника државе. 

Наравнп, принцип је слишан и у свим другим гласаоима, али фпкус пвпг рада биће 

председнишки избпри јер тп некакп има највище утицаја на шпвекпвп бивствпваое. 

Прптагпра је гпвприп: „Щтп се тише нарпда, пн нищта не види, негп самп ппнавља пнп 

щтп му впђе кажу.“ 

Јпщ један делић пвпг прпблема је наметаое и неташнп представљаое стаоа 

ствари у јавнпсти. Гласашки листић мпже пппунити свака пунплетна пспба, али 

исправна је и верпдпстпјна запитанпст да ли свака пспба мпже пдгпвпрнп да 

размищља и дпнесе прави избпр. Жеље гласаша се не мпгу пбјаснити услед 

немпгућнпсти свакпг гласаш да свеснп фпрмира сппствене жеље. Какп је немпгуће 

мислити у име других, препстаје самп да се жеље гласаша, ма какве пне биле, 

репрезентују уз ппмпћ математике. Акп ппстпји метпда кпја пдгпвара на питаое щта 

гласаши желе, пнда је тп Бпрда рашун. Кприщћена литература за пвп ппглавље је [8]. 

6.1. Ппнищтаваое гласпва 

Пример 24.  Акп се узме за пример гласаое шији је крајои резултат 30 гласпва за 

Никплу, а 40 гласпва за Ивана, пшитп је да је изгласан ппбедник са 10 бпдпва вище, а тп 

је Иван. Акп би се ппнищтили гласпви, ппнищтенп би билп пних 20, јер пни дпвпде дп 

нерещенпг резултата, а препсталих 10 би пдредилп ппбедника.  

Пва метпда ппнищтаваоа мпжда је и једна пд бпљих мпгућнпсти када је реш п 

избпрнпј прпцедури, једини прпблем је щтп је пна временски дпста неекпнпмишна. 

Ипак, пптребнп је дпста труда и времена да се прегледају сви гласпви и прпнађу сви 

пни кпји се међуспбнп ппнищтавају. Тада се дплази дп пних гласпва кпји су 

изједнашени и мпгли би да се  анализирају пдређене избпрне прпцедуре. 

Пример у кпме су сва три кандидата пп једнпм на првпм месту, када кандидате 

расппређују сами гласаши, а једнпм на ппследоем месту, најппгпднији је за 

расветљаваое пвпг мпдела. Тада ппстпје три разлишите преференције: 
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кпји се називају Кпндпрсепва трпјка (видети [8]). 

Ппнищтаваое када ппстпји три кандидата мпгуће је примереније пбјаснити 

приказпм једнпг тпшка у кпме су ташке А, B и C расппређене пкп тпшка, дпк се у тпшку 

налазе брпјеви 1, 2 и 3. Брпјеви 1, 2 и 3 су такп расппређени да је угап између два 

суседна једнак 120  и пни представљају ппзицију (ранг) кандидата А, B и C. Щтп знаши 

да када се ппмери тпшак, пн се ппмера заједнп са ранг местима и тиме се дпбијају све 

мпгуће ппзиције кандидата А, B и C.  

Кап и дп сада, пвп се мпже сликпвитп пбјаснити кприщћеоем гепметрије, 

ташније већ упптребљаваним једнакпстранишним трпуглпм (слика 17). Са слике се види 

да су ташке у трпуглу на растпјаоу пд 120 . На пвај нашин представљенп је 

ппнищтаваое гласпва кпје дпвпди дп нерещенпг исхпда (видети [8]). 

 

Слика 17. 

Вектпр ппзиципне метпде, раније примељиван у раду, јесте    (     ), из 

шега следи да прпменпм избпрне прпцедуре сваки кандидат дпбија исти брпј гласпва 

   . Самим тим, резултат ће увек бити исти: 

       

Акп се гласа за самп два кандидата, пнда ће бити: 

             

Из тпга прпизилази да ппбедник ппстпји и тп је пнај кандидат кпји ппбеђује са 

пднпспм гласпва 2:1. Пшитп је да у пвпм слушају нема нерещенe ситуације, већ да је 

редпслед циклишан. 

Ситуација се не би прпменила ни када би се биралп између псам кандидата и 

када би свакп пд оих барем једнпм бип на првпм и једнпм на ппследоем месту, ппет 

би били изједнашени, а применпм бинарне метпде резултат би бип циклишни расппред 

(видети [8]). 
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Пример 25.  Сликпвитије се претхпднп решенп мпже пбјаснити примерпм у кпм се три 

детета птимају пкп једне играшке, при тпм се свакп дете налази на растпјаоу пд      у 

пднпсу на суседнп. Укпликп су ппдједнакп јаки, тј. укпликп је сила вуше кпју прпизвпде 

деца једнака, дпћи ће дп узајамнпг ппнищтаваоа. У тпм слушају никп се неће избприти 

за играшку, јер ниједна сила неће превладати другу. Дакле, сви имају једнаке щансе да 

је узму. Таква ппјава се мпже назвати симетријпм, слишнпм пнпј у гласаоу са три 

кандидата пд кпјих је свакп једнпм прва ппзиција, једнпм друга ппзиција и једнпм 

трећа ппзиција.  

Али, ситуација би била кпмпликпванија акп би се два пд три детета удружилп, 

щтп би нарущилп ппстпјану симетрију.  Пшитп је да би пни узели играшку. Аналпгнп 

пвпме, кпмбинпваоем бинарних резултата ппнпвп се мпже дпћи дп нерещенпг 

резултата, щтп ће у наставку текста бити ппдрпбније расветљенп. 

Пдсуствп пве симетрије, кпје настаје када се ппреде самп парпви, тј. применпм 

Кпндпрсеа, мпгуће је пбјаснити ппсматраоем разлике у прпфилу p измећу свих 

парпва А, B и C. Пва разлика биће пзнашена кап:  (,   -  ) (видети [8]). 

 

Пример 26. Прпфил p и девет гласаша са свпјим преференцијама приказани су у 

следећпј табели: 

Брпј гласача дате преференције Преференција 

4 А B D C 

3 D B А C 

2 C А D B 

Табела 12. [8] 

Сада ппстпји: 

 (,   -  )  (   )     , 

 (,   -  )    (   )      

 (,   -  )    (   )      

 (,   -  )  (   )     , 

 (,   -  )  (   )     . 

Пва функција мери удаљенпст самп између два кандидата и ту настаје прпблем 

јер не важи пнп щтп би важилп за расппред ташака на једнпј дужи, те према тпме пва 

функција превазилази транзитивнпст. Требалп би да разлика између А и B плус 

разлика измећу B и C буде једнака разлици A и C, али: 
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     . 

Какп и бинарни расппред није трензитиван, пва функција би мпгла да ппслужи 

када је реш п гласаоу. 

Дефиниција 15. (Сари [8]). Акп за све трпјке кандидата ,     -, прпфил p има 

пспбину да: 

 (,   -  )   (,   -  )   (,   -  ), 

пнда се за пвај прпфил каже да задпвпљава (бинарну) сабирну транзитивнпст. 

Приметнп је да ппстпје прпфили кпји мпгу бити сабирнп транзитивни, али са 

гласпвима и није бащ такп, те збпг тпга следи тепрема: 

Тепрема 16. (Сари [8]) За билп кпји брпј кандидата, сви бинарни гласачки циклуси и 

сви парадпкси кпји се тичу исхпда бинарних метпда су прпузрпкпвани кпмппнентама 

Кпндпрсепвих прпфила. 

 Уистину, за дати прпфил p, претппставља се да су све кпмппненте у 

Кпндпрсепвим правцима уклпоене. Овај деп прпфила „без Кпндпрсеа“ биће пзначен 

са p*. Не самп да су бинарни редпследи p* увек транзитивни, већ и разлике у 

резултатима задпвпљавају сабирну транзитивнпст, тј. ппнашају се кап делпви 

дужи између пдређених тачака на опј. 

Ипак, Кпндпрсепве прпменљиве стварају прпблеме и на неки нашин спрешавају 

да ппбеди кандидат кпји представља жељу самих гласаша. 

6.2. Бпрда или Кпндпрсе 

Не мпже се рећи ни за билп кпју метпду кпја је ппменута у претхпдним 

ппглављима да је суперипрна, али се свакакп мпже издвпјити пна кпја узрпкује 

минималне прпблеме, а тп је Бпрда рашун. Ни Бпрда рашун није свемпгућ, нити се 

мпже рећи да је најбпљи, али свакакп има највище преднпсти у пднпсу на пстале. 

Сваки метпд има мане и преднпсти, самп је разлика у оихпвпм брпју и важнпсти, 

пднпснп самим оихпвим ппследицама. Управп је Бпрда рашун метпда кпја на најбпљи 

нашин презентује преднпсти и минимизира ппстпјеће мане. Ппред ое, неизпставнп је 

ппменути и Кпндпрсепву метпду. Дакле, најприхваћеније метпде су БЦ метпда и 

Кпндпрсе.  

Кпндпрсепва метпда и оена сущтина је пбјащоена ппглављу 2. Пнп щтп је 

карактерище је да се свакп гласаое у кпме нема Кпндпрсепвпг ппбедника мпже 

дпвести у питаое, а мпжда и сама регуларнпст тих избпра. Углавнпм се дпвпди у 

питаое избпрна прпцедура кпја је кприщћена какп би се пдредип ппбедник. Кпндпрсе 

је направип велики кпрак у теприји гласаоа представивщи пву метпду. Захваљујући 

шврстим и убедљивим аргументима, пва метпда је једна пд најпримеоенијих. Укпликп 
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нека метпда нема Кпндпрсепвпг ппбедника, тп мпменталнп ппстаје оена пзбиљна 

мана и тп је пнп са шиме се супшавају пстале избпрне прпцедуре кпје су у раду 

ппмиоане. 

Јединп валиднп питаое тише се ппредељеоа између Бпрдпве и Кпндпрсепве 

метпде. Први кпрак у пдабиру метпде би бип да се пдреде циљеви и да се усклади 

тренутна ситуација са метпдпм у пнпј мери у кпјпј је тп мпгуће. Питаое јесте јаснп 

фпрмулисанп, али истпвременп врлп је неправеднп. Пнп щтп краси пве две метпде је 

тп щтп се пне мпгу међуспбнп дппуоавати. Управп такве ситуације су пбјащоене у 

претхпднпм ппглављу. Пбјащоени су слушајеви када не ппстпји Кпндпрсепв ппбедник, 

али, шак и тада, мпгуће је дпћи дп кпнашнпг исхпда уз ппмпћ ппзиципнпг гласаоа, 

Бпрда рашуна.  

Иакп је ппзиципна метпда једна пд бпљих метпда, мпже се десити да не мпже 

да пдреди Кпндпрсепвпг ппбедника. Уппређиваое бинарне метпде и ппзиципне 

метпде најрепрезентативније је рекпнструкцијпм једнпг истпријскпг, шувенпг примера 

(слика 18). 

Пример 27.  Какп је већ на ппшетку пвпг ппглавља пбјащоенп ппнищтаваое гласпва, на 

слишан нашин се мпже пбјаснити тпк ппнищтаваоа гласпва у датпм прпфилу. Гласпви у 

прпфилу се ппнищтавају све дпк је тп мпгуће, тј. све дпк на сампм крају не пстану пни 

гласпви кпји се не мпгу ппнищтити. 

 

            а.                      б.                               в. 

Слика 18. [8] 

Трпугап АBC се састпји из щест маоих трпуглпва, щтп се јаснп види са слике. 

Ппсматрајући трпуглпве (щест малих), видљивп је да се гласпви ппнищтавају такп щтп 

се из три трпугла пдузму пни гласпви са идентишним брпјем у свакпм трпуглу (слика 18. 

а). 

Најпре, прпушавајући трпуглпве са брпјевима 1, 1, 29, ппстаје пшигледнп да се из 

свакпг трпугла мпже скинути самп пп један глас, тј. пвај пут је мпгуће ппнищтити самп 

један глас у свакпм трпуглу. Следећа три трпугла би били трпуглпви са брпјевима 30, 

10, 10. Какп сваки пд та три трпугла има пп десет гласпва најмаое, мпгуће је 

ппнищтити пп десет у свакпм трпуглу, такп да ће у оима пстати 20, 0 и 0 неппнищтених 
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гласпва. 

Када се пдузму ппнищтени гласпви, трпугап са препсталим брпјем гласпва, кпји 

нису ппнищтени, приказан је на слици 16. в.  

На слици б је Кпндпрсепв ппбедник А, а на слици в је Кпндпрсепв ппбедник B. 

Тп знаши да трпугап кпји дпвпди дп ппнищтаваоа гласпва пдређује Кпндпрсепвпг 

ппбедника. Сада уместп критике БЦ рашуна, дпминантнија је збуоенпст пкп Кпндпрсеа 

и оегпв бинарнпг нашина гласаоа, кпји не преппзнаје симетрију, јер управп бинарни 

нашин гласаоа дпвпди дп циклишних резултата. 

Пптещкпће кпје дпнпси бинарнп гласаое мпгу се издвпјити у некпликп црта: 

 Немпгуће је са сигурнпщћу рећи да Кпндпрсепв прпфил, кпји се дпбија 

ппмпћу тпшка рангираоа, даје скуп гласпва кпји би требалп да се 

међуспбнп ппнищти и резултира нерещеним исхпдпм. 

 Какп бинарне метпде не преппзнају симетрију Кпндпрсепвпг прпфила, 

бинарни исхпд је круг. 

 Бинарни круг се дпгађа јер бинарна метпда не мпже да направи разлику 

да ли Кпндпрсепв деп прпфила пбухвата и циљане транзитивне гласаше 

или гласаша са кружним редпследима. 

 Директна ппследица је да билп кпја прпцедура кпја се заснива на 

бинарнпм гласаоу, укљушујући и Кпндпрсепвпг ппбедника, нпси са 

спбпм ризик да на оен исхпд у пзбиљнпј мери мпгу утицати ставпви 

неппстпјећих кружних гласаша (видети [8]). 

 

6.3. Кпндпрсе и Ерпу 

Ерпупва тепрема, п кпјпј је већ билп реши, тврди да не ппстпји саврщена 

избпрна прпцедура и да има дпста услпва, између псталпг и услпв транзитивнпсти и 

ИИА услпв. Када се кпристи бинарна метпда, тј. када се ппреде у парпвима, увек је 

испуоен ИИА услпв и занемарује се транзитивнпст гласпва. Важнп је да се ппнпвп 

истакне да пва заблуда п ппстпјаоу кружних гласаша јесте резултат Кпндпрсепвпг дела 

прпфила. Тп имплицира да ће ствари делпвати мнпгп бпље кад уклпнимп Кпндпрсепв 

ефекат из прпфила. Резултат тпга дат је у следећим тепремама: 

Тепрема 17. (Сари [8]) За билп кпји брпј кандидата, претппставља се да се 

Кпндпрсепва кпмппнента мпже уклпнити из свих прпфила. Претппставке Ерпупве 

тепреме су задпвпљене Бпрда рачунпм. 

Види се да Ерпупва тепрема не каже да су све прпцедуре лпще, већ да треба 

самп уклпнити Кпндпрсепву кпмппненту кпја дпвпди дп кружеоа гласпва.  

Тепрема 18. (Сари [8]) Претппставка је да Ерпупв ИИА услпв мпже да се мпдификује 
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такп да прпцедура зависи не самп пд тпга какп сваки гласач гласа за неки пд парпва 

кандидата, већ, такпђе, да зависи и пд ппдатака кпји пптврђују да гласачи имају 

транзитивне жеље – кпнкретнп, такп да кпристи и брпј кандидата кпје гласач 

рангира између два пдређена кандидата. Бпрда рачун задпвпљава пвај измеоени 

пблик ИИА и других услпва кпје ппставља Ерпу. Ниједна друга ппзиципна метпда не 

задпвпљава пве услпве. 

Пример када су резултати такви да се међуспбнп ппнищтавају, тј. када ппстпје 

самп два гласаша, а резултати су дијаметралнп супрптни, ппгпдан је за разпткриваое 

бпље метпде.  

Пример 28.  Иван и Натаща су размищљали какп да прпведу свпј пдмпр и имали су у 

пптицају да иду на мпре, планину или селп. Натаща је увек за мпре, а Иван за селп. 

Оихпве преференције су дате у табели: 

 Преференције 

Наташа Мпре   Планина   Селп 

Иван Селп   Планина   Мпре 

 

Табела 13. 

Исхпд је, наравнп, нерещен, али питаое је да ли би све избпрне прпцедуре 

дале нерещен исхпд. Ппзиципне метпде дају следеће резултате: 

 Мпре Планина Селп 

Наташа 1 s 0 

Иван 0 s 1 

Укупнп 1 2s 1 

Табела 14. 

Све зависи пд тпга да ли ће расппред ппена бити (  
 

 
  ) или (  

 

 
  ) или неки 

други расппред. Самп један расппред гласпва дпвпди дп нерещенпг исхпда, а тп је 

(  
 

 
  ), тј. када је   

 

 
. Щтп знаши да је за   

 

 
, резултат: Мпре Планина Селп. Кпд 

псталих ппзиципних метпда се не дплази дп нерещенпг исхпда, такп да кпд оих нема 

симетрије, тј. ппнищтаваоа гласпва дп пшекиванпг нерещенпг исхпда. 

Пример 29. Разлике у исхпдима мпгуће је приближније пбјаснити у слушају када 

ппстпји три кандидата. Враћаоем на пример 14, п избпру председника пдељеоа, где 

су дпбијени разлишити избпрни исхпди. Те разлике мпгу се пбјаснити управп на пснпву 

ппнищтаваоа гласпва и пбртних прпменљивих, кпје су, заправп, и пдгпвпрне за 

варираое резултата. 
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 а. Ппшетни прпфил                      б. Пбртне прпменљиве                 в. Пстатак  

Слика 19. 

Ппнищтаваое гласпва заппшиое пд ппшетнпг трпугла и тп ппсматрајући 

наппредне трпуглпве и скидајући највећи мпгући брпј гласпва. Првп се ппсматрају 

трпуглпви са брпјем 5 и 4, брпј гласпва кпји се мпгу ппнищтити у пвпм слушају је 4. 

Пптпм, ппсматрају се трпуглпви са гласпвима 3 и 3, те је пшитп, ппщтп је једнак брпј 

гласпва, да се пни међуспбнп ппнищтавају. На тај нашин дпбијена је слика б), пднпснп 

трпугап кпји представља пбртне прпменљиве, пне кпје впде дп нерещенпг исхпда. 

Ппследоа слика в) представља пстатак ппнищтаваоа, кпји би требалп да пдлуши 

ппбедника. Знаши пнај гласаш кпји има преференцију C   B   A требалп би да пдлуши 

избпре. 

У наведенпм примеру кандидат C је ппбедип применпм Бпрда рашуна, и на 

пснпву слике в) приметнп је да је накпн ппнищтаваоа кандидат C ппет ппбедник. 

Једини закљушак је да пбртне прпменљиве не утишу на БЦ метпду гласаоа. Ппред БЦ 

метпде, и на бинарни нашин гласаоа пбртне прпменљиве немају утицај. А за све 

пстале прпцедуре кпје дају разлишите исхпде, управп су пбртне прпменљиве 

најпдгпвпрније.  

Пбртне прпменљиве утишу на разлишите резултате и кпд прпцедуралне дужи 

(Пример са три кандидата у кпм је утврђенп седам разлишитих исхпда). Такп да базна 

ташка прпцедуралне дужи представља нпрмализпвани резултат Бпрдинпг гласаоа, дпк 

пстатак дужи дефинищу пбртне прпменљиве. Према тпме, једина метпда кпја је 

птппрна и на Кпндпрсепве и пбртне прпменљиве је Бпрдина метпда. 
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7. Примена верпватнпће и 

статистике у теприји гласаоа 

Немпгуће је прпушавати теприју гласаоа без примене пве две вепма битне 

наушне гране. И једна и друга грана имају щирпке спектре примене, не ппстпји пспба 

кпја се са пвим наушним гранама није сусрела бар једнпм у свпм живпту и раду.  

7.1. Верпватнпћа пресуднпсти утицаја 

једнпг гласаша 

Верпватнпћа је грана математике кпја се бави анализпм слушајних фенпмена, 

кап щтп су бацаое кпцке или бацаое нпвшића и слишнп. Дакле, пна пружа мпгућнпст 

да се анализпм прпщлих слушајних дпгађаја на пснпву исппљене статистишке 

правилнпсти утврди верпватнпћа ппнављаоа неких пд оих. Две математишке тепреме 

представљају пснпву верпватнпће, а тп су закпн великих брпјева и Централна гранишна 

тепрема. Кпнсултпвана литература [5]. 

Аксипма 8. (Аксипма   – ппље [5]) Ппдскуп   партитивнпг скупа  ( ) је   – ппље 

над   акп важе услпви: 

1.    , 

2. акп     пнда    , 

3. акп *  +     , пнда ⋃   
 
     . 

Аксипма 9. (Аксипма верпватнпће [5]) Нека је   скуп елементарних дпгађаја и     – 

ппље над  . Функција      ,   - се зпве верпватнпћа на прпстпру (   ) акп 

задпвпљава услпве: 

1.  ( )   , 

2. акп *  +     ,        ,    ,            пнда 

 (∑  

 

   

)  ∑ (  )

 

   

  

Упптребљаваће се пзнаке: 

*     +  * |   ( )   +     (,   ))  
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Дефиниција 16. [5] Пресликаваое       је случајна прпменљива на прпстпру 

верпватнпћа (     ) акп    ( )    за свакп    , где је    ( ) Бпрелпвп   – 

ппље. Еквивалентнп, каже се да је X    – мерљивп.  

Нека је пресликаваое       слушајна прпменљива. Акп је  ( ) кпнашан скуп 

кажемп да је   прпста случајна прпмељива. 

Дефиниција 17. [5] Очекиваое Е(X) дискретне случајне прпменљиве X са расппделпм 

 (  )          дефинише се са 

 ( )  ∑   (  )

 

   

  

и ппстпји акп и самп акп 

∑|  | (  )

 

   

    

Дефиниција 18. [5] Мпменат реда к,    , случајне прпменљиве X je E(  ). 

Централни мпменат реда к,    , случајне прпменљиве X je 

 .(   ( ))
 
/  

Дефиниција 19. [5] Централни мпменат реда 2 случајне прпменљиве X зпве се 

дисперзија случајне прпменљиве X и пзначава се са D(X). 

Дакле,  ( )   .(   ( ))
 
/  

Тепрема 19. (Неједнакпст Чебишева [5]) Акп случајна прпменљива X има други 

мпменат,  (  ), тада је за свакп    , 

 *| |   +  
 (  )

  
  

Акп се у неједнакпст Шебищева уместп X стави    ( ) дпбија се да, за свакп     

важи 

 *|   ( )|   +  
 .(   ( ))

 
/

  
 
 ( )

  
  

Тепрема 20. (Закпн великих брпјева Чебишева [5]) Акп су случајне прпменљиве 

        независне и имају унифпрмнп пграничене дисперзије (штп значи да ппстпји 

кпнстанта C таква да је  (  )   , n = 1, 2, …) пнда за дати низ важи слаби закпн 

великих брпјева, тп јест, за свакп    , 

 {|
 

 
∑  

 

   

 
 

 
∑ (  )

 

   

|   }         

Дпказ. [5] На пснпву Шебищеве неједнакпсти, за свакп    , 
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 *|   ( )|   +  
 ( )

  
  

Затп је, за свакп    , 

 {|
 

 
∑  

 

   

 
 

 
∑ (  )

 

   

|   } 

  {|
 

 
∑  

 

   

  (
 

 
∑  )

 

   

)|   } 

 
 .

 

 
∑   
 
   /
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Тепрема 21. (Закпн великих брпјева Хинчина [5]) Акп независне случајне прпменљиве 

        имају исту расппделу и кпначнп пчекиваое:  (  )   , n = 1, 2, …, пнда важи 

слаби закпн великих брпјева, тп јест 

 

 
∑  

 

   

       
→         

Тепрема 22. (Централна гранична тепрема [5]) Акп су        , независне случајне 

прпменљиве са истпм расппделпм и кпначнпм дисперзијпм  (  )    , n = 1, 2, …, 

пнда важи 

 {
∑   
 
     (∑   

 
   )

√ (∑   
 
   )

  }  
 

√  
∫   

  

 

 

  

        

Пплитикин забавник, један пд најбпљих шаспписа за децу, свпјевременп је 

пбјавип текст Стевеа Селвина, у кпм је пн пбјаснип верпватнпћу ппмпћу врлп ппзнатпг 

Прпблема Мпнтија Хпла. Следи пример из пппуларне литературе кпји илустративнп 

ппказује примену верпватнпће. 

Пример 30. Наиме, идеју за пвп пбјащоеое је дпбип гледајући америшки ТВ квиз, шији 

впдитељ је управп бип Хпл, пп кпме је пвај прпблем назван. Ушесник квиза је дпбијап 

мпгућнпст да изабере једна пд трпје врата и да на тај нашин дпбије решену награду. 

Стеве је убацип мпгућнпст прпмене избпра, кпји није бип мпгућ у квизу, али кпји је 

пвпг впдитеља убацип у другашији круг људи састављен пд математишара, љубитеља 

загпнетки, психплпга и других. Стеве је тврдип да играш на срећу из телевизијскпг 

студија мпже изаћи са наградпм акп примени стешенп знаое п верпватнпћи из средое 

щкпле.  

Када је ушесник квиза супшен са избпрпм врата 1, 2, или 3, верпватнпћа да ће изабрати 

врата иза кпјих је награда изнпси 
 

 
 за билп кпја изабрана врата. Акп је, нпр. изабрап 
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врата 1, щанса да се иза оих налази награда изнпси 
 

 
, а да се иза оих не налази 

награда изнпси  
 

 
, щтп је истп щтп и щанса да се награда налази иза врата 2 или врата 3 

(
 

 
 

 

 
 

 

 
). Затим, Мпнти, кпји зна где је награда, птвприп је, на пример, врата 3 да 

ппкаже да иза оих није награда и, накпн тпга, питап је пптенцијалнпг срећнпг 

дпбитника жели ли да се предпмисли и да сада изабере врата 2. У пвпј прилици 

такмишар треба увек да се ппредели за врата 2, а не да се задржи на свпм првпбитнпм 

избпру, затп щтп је верпватнпћа да се награда налази иза врата 2, када је Мпнти 

пткрип да није иза врата 3, 
 

 
, дпк верпватнпћа да је иза врата 1, пстаје 

 

 
. 

Прпменпм избпра у датим пкплнпстима такмишар има два пута већу щансу за псвајаое 

аута. Забуна у глави ушесника квиза мпже да настане укпликп пн ппмисли да сада бира 

између врата 1 и врата 2 и да му је щанса у пба слушаја пп 
 

 
, тп јест да му је свеједнп 

хпће ли или неће прпменити избпр. Међутим, ушесник све време бира између трпја 

врата, а Мпнти му птвараоем врата даје дпдатнп пбавещтеое, тп јест да награда 

сигурнп није иза врата 3.9 

Мпгуће је верпватнпћу ближе пбјаснити и у малп кпмплекснијим ситуацијама, 

кап щтп је гласаое. Грађани имају мпралну, али не и пбавезну пдгпвпрнпст да изађу на 

гласаое. Врлп је важнп да је кпнашна пдлука дпнета пд већине грађана, али, акп се 

ппсматра ппјединашни глас, јаснп је да оегпв утицај ппстаје мали. 

Свакп би требалп да размисли щта је тп щтп жели да ппстигне гласаоем, 

пднпснп требалп би да прпцени кплика је оегпва кприст пд тпга. Некада се на пснпву 

разних статистишких прпцена и тестпва предвиди ппбедник, а затим се ти статистишки 

ппдаци прикажу у јавнпсти. Шак и када се предвиђа да ће ппбедник пднети убедљиву 

ппбеду, не треба се впдити тиме јер је све тп самп теприја, а у стварнпсти је све 

мпгуће. Све прпцене су пслпоене на верпватнпћу да ће излазнпст бити у већинскпм 

брпју, затп један глас заједнп са псталим има велику важнпст иакп један на све оих не 

меоа нищта. Данас би у мнпгим државама, билп щтпщта другашије да је сваки 

ппјединац гласап збпг лишне кпристи.  

Ради лакщег ппјащоеоа, узета су самп два пд мнпгпбрпјних кандидата кап два 

мпгућа избпра кпја имају гласаши. Пзнаке су следеће: 

 Е1 – пшекивана кприст кпју дпнпси кандидат 1; 

 Е2 – пшекивана кприст кпју дпнпси кандидат 2; 

 B – вреднпст ппбеде кандидата 1 (       ); 

 P – верпватнпћа да ће гласашев глас пресудити; 

 PB – пшекивана кприст пд гласаоа; 

                                                           
9Преузетп из: www.politikin-zabavnik.rs 
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 c – трпщак гласаоа. 

Неки гласаш види већу кприст у кандидату 1 пд кандидата 2, а неки пбрнутп. У 

тексту ће бити разматран самп први слушај, према тпме је Е1  Е2. Раципналан гласаш ће 

гласати самп акп ће оегпв глас утицати на исхпд избпра и акп је      (акп је оегпва 

пшекивана кприст већа пд трпщкпва). Верпватнпћа да ће гласаш кпји ппдржава 

кандидата 1 пресудити избпре дата је следећпм фпрмулпм: 

  
 

 
  (     )  

 

 
  (       )  

где је    брпј гласаша кпји су гласали за кандидата 1, а    брпј гласаша кпји су гласали 

за кандидата 2 (видети *27]). 

Пва фпрмула ппказује да ли гласаш треба да изађе на избпре или не. У првпј 

загради је представљена верпватнпћа да резултат буде нерещен, а у другпј загради 

верпватнпћа да кандидат 1 изгуби за један глас. Управп су тп две ситуације када је глас 

ппјединца битан, тј. када пн мпже утицати на кпнашан резултат. У првпм слушају гласаш 

мпже да пресуди у кприст свпг кандидата акп је резултат нерещен без оегпвпг гласа, а 

у другпм слушају мпже дппринети нерещенпм исхпду акп оегпв кандидат има један 

глас маое пд прптивника.  

Пример 31. [27+  Нека је N брпј пптенцијалних гласаша,    прпценат гласаша кпји 

ппдржавају кандидата 1, а    прпценат гласаша кпји ппдржавају кандидата 2 

(         ).  

Претппставка је да је N = 4,    
 

 
 и    

 

 
, тада су верпватнпће излазнпсти дате у 

следећпј табели.10 

 X2=0 X2=1 X2=2 X2=3 

X1=0  

  
 

 

  
 

 

  
 

 

  
 

X1=1  

  
 

 

  
 

 

  
 

 

  
 

 

Табела 22. 

Верпватнпћа да ће један гласаш пдлушити, исхпд је: 

  
 

 
(
 

  
 
 

  
)  

 

 
(
 

  
 
 

  
)   

 

 
 
 

  
 
 

 
 
 

  
 
 

 
  

                                                           
10P*          +  

 

  
.  
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7.2. Неке статистишке метпде у теприји 

гласаоа 

У пвпм делу следи приказ резултата из [3+ кпји су везани за примену 

статистишких метпда пппут Крускал – Валиспвпг теста и Мен – Витнијевпг теста (Kruskal 

– Wallis, Mann – Whitney, видети [9]).  Kап и ппређеое са резултатима кпје је Сари 

пткрип у прпцесу гласаоа [8].  

У складу са ппјмпвима из теприје верпватнпће, пппулација   се мпже 

ппсматрати кап скуп свих мпгућих исхпда некпг експеримента, а самп пбележје X кап 

слушајна прпменљива  

       

Дефиниција 20. [9] Нека се на пппулацији    ппсматра пбележје X. Прпст случајан 

узпрак пбима n за пбележје X је n – тпрка независних случајних прпменљивих 

(            ) пд кпјих свака има исту расппделу кап и пбележје X. 

Приликпм статистишкпг закљушиваоа на пснпву узпрка, кпристе се разне 

трансфпрмације  (            ) прпстпг слушајнпг узпрка. 

Дефиниција 21. [9] Нека (            ) прпст случајан узпрак пбима n за пбележје и 

        Бпрелпва функција. Случајне прпменљиве     (            ) је 

статистика акп у опј не фигурише неппзнати параметар. 

Тестираое хипптеза је пбласт статистишке анализе кпја у щирпкпј упптреби јер 

пмпгућује систематишнп дпнпщеое пдлука п прпблемима кпји у себи садрже 

непдређенпст.  

Дефиниција 22. [9] Статистичка хипптеза је свака претппставка п тпме да 

пбележје X има расппделу кпја припада некпм ппдскупу скупа дппустивих расппдела.  

Нека је дппустива фамилија расппдела пбележја X * (   )        +. Акп је 

претппставка да   припада скупу     тп се записује кап   (   ) и пва хипптеза се 

назива нулта хипптеза. Хипптеза да   припада некпм другпм ппдскупу    ,     

 ,   (   ) назива се алтернативна хипптеза [9]. 

Ппступак пдбациваоа статистишких хипптеза на пснпву реализпванпг узпрка 

(          ) назива се статистишки тест,  . Тест се спрпвпди такп щтп се најпре бира 

пбласт       кпја се назива критишна пбласт за нулту хипптезу и пдлука се дпнпси 

на следећи нашин: 

 Акп регистрпвани узпрак (          ) не припада   , нема разлпга 

да се пдбаци хипптеза   .  

 Акп регистрпвани узпрак (          )  припада   , хипптеза    се 
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пдбацује.  

Мен – Витнијев тест. [9] Кпристи се у ситуацијама када се желе пткрити разлике 

између две пппулације на бази слушајних узпрака из тих пппулација. Најпре се  два 

узпрка сппје, али такп да нпвпдпбијени узпрак буде ппређан у варијаципни низ (пд 

најмаоег дп највећег). Елементима у варијаципнпм низу се придружују рангпви и тп 

пд највећег дп најмаоег, без пбзира кпјпј пппулацији припадају.  

Ранг – редни брпј тпг елемента у варијаципнпм низу. 

У Мен – Витнијевпм тесту ппдаци се састпје пд два слушајна узпрка. Нека 

            пзнашава слушајан узпрак пбима n из прве пппулације, и нека             

пзнашава слушајан узпрак пбима m из друге пппулације. Пснпвне претппставке су: 

1. Пба узпрка су слушајни узпрци из пдгпварајућих пппулација, 

2. Псим независнпсти унутар свакпг узпрка и два узпрка су међуспбнп независна, 

3. Скала мереоа за свакп пбележје је бар прдинална. 

Нека је    функција расппделе кпја пдгпвара првпј пппулацији, а    функција 

расппделе кпја пдгпвара другпј пппулацији. Нулта хипптеза је да  

  (  ( )    ( )             )  

Нулта хипптеза је да пбележје X и Y имају исту расппделу верпватнпћа. 

Супрптна хипптеза је да једнп пбележје има систематски веће (или маое) вреднпсти 

пд другпг, тп јест да је X стпхастишки веће пд Y, щтп се записује    , тада је 

  ( )    ( ). Акп је X стпхастишки маое пд Y, щтп се записује    ,   ( )    ( ). 

Фпрмиранпм варијаципнпм низу пд n + m елемената дпдељују се рангпви са 

вреднпстима пд 1 дп n + m. Нека су  (  ) рангпви придружени   ,            а  (  ) 

рангпви придружени   ,          . Тест статистика је  

  ∑ (  )

 

   

  

Крускал – Валиспв тест. [9] Представља прпщиреое Мен – Витнијевпг теста за 

два независна узпрка на прпблем анализираоа к независних узпрака. Ппдаци се 

састпје пд к слушајних узпрака кпји мпгу бити разлишите димензије. Пзнашимп i – ти 

слушајан узпрак пбима ni са                . Тада се ппдаци мпгу ппређати у кплпне 

      

Узпрак 1 Узпрак 2 … Узпрак к 

 

        …     

        …     
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   …    … …   … 

        …     

Нека је n укупан брпј регистрпваних вреднпсти: 

  ∑   

 

   

 

Ранг 1 се придружује најмаопј пд n регистрпваних вреднпсти, ранг 2 следећпј 

најмаопј, и такп дп највеће пд свих n вреднпсти кпјпј се придружује ранг n. Нека 

 (   ) представља ранг придружен вреднпсти    . Нека је    сума рангпва 

придружених i – тпм узпрку. 

   ∑ (   )

  

   

            

Рашуна се    за сваки узпрак и на крају се уппређују суме рангпва придружених 

елементима једне пппулације. 

Пснпвне претппставке су: 

1. Пба узпрка су слушајни узпрци из пдгпварајућих пппулација, 

2. Псим независнпсти унутар свакпг узпрка и два разлишити узпрци су међуспбнп 

независни, 

3. Скала мереоа за свакп пбележје је бар прдинална. 

4. Или су свих к функција расппедела пбележја на пппулацијама идентишне, или 

нека пбележја теже д да имају веће вреднпсти пд псталих. 

Тест статистика H је: 

  
 

  
(∑

  
 

  

 

   

 
 (   ) 

 
)     

 

   
( ∑   (   )

                 

  
   

 
)  

Хипптезе кпд Крускал – Валиспв теста су: 

  : Свих к функција расппеделе пбележја на ппсматраним пппулацијама су идентишне, 

  : Немају свих к пбележја идентишне средое вреднпсти. 

 

Пример 32.  Бацаое медицинке у средопј щкпли на физишкпј култури ппслужиће кап 

дпбар пример. Сваки резултат свакпг ушеника записује се у метрима са ташнпщћу 

центиметра. Насумишнп су изабрана три ушеника кпји бацају медицинку на свакпм 

шасу. Дакле, први и наредни шас бацали су лппту и ппстигли следеће резултате 

приказане у табели 15. 
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 Ученик 1 Ученик 2 Ученик 3 

Резултати 6,78 6,72 6,70 

 6,87 6,80 6,89 

 

Табела 15. 

Впдећи се принциппм Крускал – Валиспвпг теста, први кпрак је да се сви ппдаци 

ппређају пд најмаое дп највеће вреднпсти. Пптпм се свакпј пд оих, у складу са 

ппзицијпм кпју заузима, дпдељује брпј пд 1 дп 6. На крају се саберу дпбијене 

вреднпсти за свакпг ушеника ппјединашнп, те ће дпбијена сума пдредити ппбедника. 

Кап щтп се мпже закљушити из табеле, ппбеду пднпси ушеник 1 (видети [8]). 

 Ученик 1 Ученик 2 Ученик 3 

 3 2 1 

 5 4 6 

Укупнп:  8 6 7 

 

Табела 16. 

Редпслед је следећи: U1   U3   U2.  

Акп се ппсматрају резултати кпје су изабрани ушеници ппстигли на следећа два 

шаса, и исти се ппређају у растући низ, ппет ће се дпбити исти ппбедник, тј. ушеник 1. 

 Ученик 1 Ученик 2 Ученик 3 

Резултати 6,58 6,52 6,51 

 6,63 6,62 7 

Табела 17. 

И у тпм слушају редпслед је следећи: U1   U3   U2. 

Међутим, када се дпбијени ппдаци из претхпдне две табеле сппје у једну и на 

такву примени КВ тест, пнда се ппсматра 12 дпбијених резултата, кпји се пбрађују на 

слишан нашин кап у примеру са 6 резултата. Дпбијени резултати се ппређају у растући 

низ и дпдељују им се вреднпсти пд један дп дванаест. Сада ће се прпменити ппбедник, 

неће вище ппбедник бити ушеник 1, већ ушеник 3. Дакле, други мпгући резултат ће 

бити: U3 U1 U2 (видети [3] и [8]). 

Акп би се ппстигнути резултати ушеника уппредили пп парпвима, тј. акп би се 

уппредили U1 и U2, затим U2 и U3, и U1 и U3, кпристип би се Мен – Витнијев тест, кпји је 

ппщтији пд Крускал – Валиспвпг теста и ради пп истпм принципу кап и Крускал – 

Валиспв тест. Мен – Витнијев тест се кпристи када ппстпји самп два кандидата, дпк се 

за вище кандидата кпристи Крускал – Валиспв тест. 
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 Ученик 1 Ученик 2 

Резултати 6,78 6,72 

 6,87 6,80 

 6,58 6,52 

 6,63 6,62 

Табела 18. 

Сваки ушеник је бацап медицинку шетири пута, щтп дпвпди дп псам ппдатака (пп 

шетири за свакпг) кпје је пптребнп пбрадити. Кап щтп се мпже претппставити, сада се 

сваки резултат изједнашава са вреднпстима пд један дп псам, пптпм се изврщи 

сумираое за ушеника 1 и ушеника 2. Пвп се мпже једнпставнп приказати. 

 

 

 Ученик 1 Ученик 2 

 6 5 

 8 7 

 2 1 

 4 3 

Укупнп: 20 16 

Табела 19. 

Аналпгнп претхпднпм нашину, дплази се дп пднпса између препстала два пара. 

 Ученик 2 Ученик 3 

 6,72     (5) 6,70     (4) 

 6,80     (6) 6,89     (7) 

 6,52     (2) 6,51     (1) 

 6,62     (3) 7,00     (8) 

Укупнп: 16 20 

Табела 20. 

 Ученик 1 Ученик 3 

 6,78    (5) 6,70     (4) 

 6,87    (6) 6,89     (7) 

 6,58    (2) 6,51     (1) 

 6,63    (3) 7,00     (8) 

Укупнп:           16             20 

Табела 21. 
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Из сваке табеле се мпже видети пднпс међу парпвима, и на тај нашин дпћи дп 

кпнашнпг ппбедника међу оима. Пшитп, када се уппреде U1 и U2, види се да је U1 

ппбедник и тп са пднпспм гласпве 20:16. На слишан нашин, U3 је бпљи у пднпсу на U2, 

кап и у пднпсу на U1. Такп да се кап кпнашни резултат дпбија следећи пднпс: U1   U3  

 U2. 

Слишнп кап щтп скпрп свака избпрна прпцедура без пбзира на дпбијене гласпве 

пставља прпстпра за манипулацију и тактику, такп се и у тестпвима мпже наићи на 

такав прпстпр. Јаснп је да ппстигнути резултати нису меоани. Првп су кприщћена два 

узпрка кпја, када се пбраде, дају ппбедника – ушеник 1, други пут су кприщћена шетири 

узпрка кпји дпвпде дп идентишнпг резултата. Међутим, трећи пут су сви узпрци 

пбједиоени и исхпд је прпмеоен, тј. ппбедник је ушеник 3. Нажалпст, резултат се 

меоа када се прпмени нашин пбраде и кплишина ппдатака кпја се узима у пбзир. Тужна 

истина је да је пвакве манипулације мпгуће кпристити у свакпдневним ситуацијама.  

Мпгуће је ппвући следећу паралелу: 

 

Пшитп да се резултат меоа дпдаваоем или пдузимаоем неких вреднпст. Сада, 

када се уппреди пвај закљушак са гласаоем, изразитп је јаснп да пдустајаое или 

дпдаваое неких кандидата мпже пзбиљнп прпменити редпслед.  

 

7.3. Двпкружни систем (runoff method) 

Пвај систем има два кпрака. У првпм кругу најпре се бирају два најбпље 

ппзиципнирана кандидата. Пптпм, дплази други круг, у кпме су самп два кандидата. 

Накпн тпга, већинским гласаоем, бира се ппбедник. Пвп је метпд кпји не преппзнаје 

Кпндпрсепвпг ппбедника.  

Пример 33. Нека је девет другара пдлушивалп у кпји ће рестпран птићи. Бирали су 

између три рестпрана, кпји ће бити пзнашени кап a, b и c. 
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У табели 23, где је приказан избпр рестпрана, види се да c има 4 гласа, b 3 гласа, a 

свега 2 гласа има рестпран а. Према тпме, а бива елиминисан у првпм кругу гласаоа, а 

други круг се прганизује између c и b. Присталице рестпрана а пребацују свпје гласпве 

на рестпран b. Тада, рестпран b дпбија нпва два гласа и пднпси ппбеду над c. Иакп је 

рестпран а Кпндпрсепв ппбедник, пвим метпдпм пн испада у првпм кругу (видети 

[14]). 

2 3 4 

a b c 

b a a 

c c b 

Табела 23. 

Ппред гласаоа у парпвима, мпгуће је применити и елиминаципнп гласаое у 

кпме нема ппбедника у већинскпм систему гласаоа. Према тпме, акп у првпм кругу ни 

један кандидат нема већину, неппхпднп је применити други круг и у оему је избпр 

сужен самп на две ппције, и тп две ппције кпје су биле прве у првпм кругу гласаоа. 

Пример 34. 

Брпј гласача кпји су 

гласали пдређену 

преференцију 

6 5 4 2 

 a c b b 

 b b c a 

 c a a c 

Табела 24. 

Какп не ппстпји ппбедник у првпм кругу (а = 6, b = 6, c = 5), примеоује се други 

круг гласаоа, у кпме је пшитп ппбедник кандидат а (а = 11, b = 6). Али, да су гласаши 

дали преднпст кандидату а у пднпсу на b, пднпснп да је ппследоа преференција била 

другашијег редпследа, валиднп је запитати се да ли би и тада бип исти ппбедник а 

(видети [14]). 

Брпј гласача кпји су 

гласали пдређену 

преференцију 

6 5 4 2 

 a c b a 

 b a c b 

 c b a c 
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Табела 25. 

Акп би се псталп при тпме да два најбпља иду у други круг гласаоа, сада би 

најбпљи били а и c (а = 8, b = 4, c = 5). У другпм кругу гласаоа би ипак ппбедник бип 

кандидат c (а = 8, c = 9). Дакле, дпвпљнп је билп нагпвприти самп два кандидата да 

прпмене редпслед а и b, и већ би се прпменили кандидата. Пвим је самп јпщ једнпм 

пптврђенп какп редпслед кандидата мпже да прпмени резултат, шак и када има самп 

два круга гласаоа (видети *14]). 

Ппстпје самп две мпгућнпсти када су у питаоу избпри и сама оихпва 

прганизација. Прва мпгућнпст је да се гласа за исти скуп кандидата и да се, кпристећи 

дпбијене гласпве, примеоују разлишите мпгуће избпрне прпцедуре какп би се дпщлп 

дп разлишитих кпнашних исхпда гласаоа. Друга мпгућнпст је кприщћеое једне 

прпцедуре гласаоа где се увпди прпмена скупа гласпва, тј. гласа се у вище кругпва и у 

свакпм кругу се избацује неки пд кандидата за кпје се гласа. На тај нашин сваки пд 

кругпва гласаоа има разлишит брпј кандидата, пднпснп сваки нпви круг има маое 

кандидата пд претхпднпг и самим тим другашији скуп кандидата. Билп да се кпристи 

прва или друга мпгућнпст, дплази се дп идентишнпг закљушка – никада није сигурнп да 

ли је ппбедник заиста ппбедник. 

Ппред мпгућнпсти да гласаш гласа за свакпг ппбедника, ппстпји јпщ ппција. 

Ппстпји велики брпј прпцедура кпје кпристе разлишите ппзиципне метпде са истим 

скуппм кандидата. Једна пд оих је Бпрда рашун. У Бпрда метпди, акп је гласашима 

дпзвпљенп да гласају за самп једнпг пд три кандидата, мпгуће је кпристити један пд 

система, тј. или (2, 1, 0) или (2, 0, 0). Кпд кумулативнпг гласаоа, сваки гласаш 

субјективнп расппређује дати брпј ппена. На пример, сваки гласаш расппређује два 

дата гласа између кандидата и мпже да бира између система (2, 0, 0) и (1, 1, 0). Дпк је 

кпд гласаоа пдпбраваоем, гласашу ппнуђенп да бира систем (1, 0, 0) или (1, 1, 0), такп 

да мпже глсати за једнпг или два кандидата. Ппред великпг брпја прпцедура има и јпщ 

мпгућнпсти, тј. свака избпрна прпцедура има свпје ппдскуппве кпје дају ппет велики 

брпј мпгућнпсти (видети [8]). 
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Закључак 

Теприја гласаоа је једна пд најзанимљивијих ппља примеоене математике, 

кпја пружа брпјна рещеоа тамп где се пна ни не назиру. У мпру свакпдневних, 

наизглед пбишних мпмената кпје сваки шпвек прпживи, нађе се и ппнеки кпји прпмени 

предстпјећа дещаваоа у будућем времену. П тпме најверпдпстпјније мпгу 

ппсведпшити старије генерације данащоих ппрпдица, кпје су прпщле ратпве, псетиле 

државну руку пплитишке мпћи, прпмене председника и пстале неминпвне дпгађаје.  

Неки математишки аспекти пружају јасан увид и приказ скелета мащинерије 

избпрнпг прпцеса. Некада се не мпже бприти прптив наметнутих прпцеса, али увек се 

мпгу анализирати. Какп су избпрни системи настали ппд разлишитим пкплнпстима, 

мпгуће их је ппделити у три групе. Свака пд те три групе је независна и другашија пд 

друге две. Кпја ће се кпристити пд оих, зависи пд избпра државе и оених станпвника. 

Прпблем меоаоа прпцедура узрпкује низ прпмене исхпда, али меоаое прпцедуре је 

неизпставнп на путу ка прпналажеоу најбпље за пдређену државу. Међутим, прпмена 

прпцедуре није увек у сврси бпљитка, већ је некад и средствп малверзације.  

Избпрни систем би требалп у највећпј мпгућпј мери да псликава впљу пних кпји 

ушествују у оему, пднпснп впљу гласаша, збпг кпјих је и пснпван. Разлпг све веће 

упптребе теприје гласаоа је дпбијаое пптпунп кпнтрадиктпрних исхпда пд пних 

пшекиваних. Велику заслугу за развпј пве пбласти и оене примене нпси разлишита 

пплитика у разлишитим државама. Није пптребнп бити велики наушник, математишар, 

екпнпмиста и слишнп да би се манипулисалп нарпдпм. Мнпги пплитишари су крпз 

истприју меоали избпрне прпцедуре не би ли пднели ппбеду, кпја би пп впљи гласаша 

птищла некпм другпм. Пплитишку мпћ, кпју мнпги свеснп кпристе, мпгуће је измерити 

акп нищта другп. 

Некакп се манипулације врще сразмернп велишини државе. Нп, свакакп су 

присутне у једнпј пд најбрпјнијих држави, у САД – у. Легитимнп се у свести намеће 

питаое да ли је настанак избпрнпг кплеча бип циљнп ппстављаое пснпва за даље 

маневрисаое. Главни прпблем избпрнпг кплеча је мищљеое да ће електпри пренети 

свпјим гласпм впљу гласаша, или јпщ већи прпблем лежи у тпме щтп су гласаши 

немпћни укпликп се тп не деси. 

Ппстпји мнпщтвп избпрних прпцедура кпје су щирпкп распрпстраоене и 

кпристе се у мнпгпбрпјним ситуацијама. Заједнишкп за све оих је да су пптпуне 

независне и тпталнп другашије. Тещкп је крпз један једини пример демпнстрирати и 

елиминаципнп гласаое и гласаое пдпбраваоем, затим кумулативнп, Бпрда рашун, 

Кпндпрсепвпг ппбедника и слишнп и стпга је свака пд пвих метпда пбјащоена на 

разлишитим примерима у раду. 



Неки математишки аспекти теприје гласаоа 

85 
 

Циљ ппмиоаоа свих метпда је бип да се ппкаже кпликп је важан избпр саме 

прпцедуре, ппмпћу кпје се дплази дп ппбедника. Нажалпст, ппбедника не пдлушују 

самп гласаши већ дпбрим делпм и избпрни прпцес. Пва сурпва шиоеница је мнпгима 

мпгла или већ јесте прпменила тпк живпта. 

Председнишки избпри... Гласаћу. Нећу! Ппбедиће сигурнп. Ипак, неће. 

Бујица мисли прпсешнпг гласаша не да се у пптпунпсти рекпнструисати иакп је 

оегпва улпга прилишнп мала, пукп пппуоаваое хартије, нп не и без тежине кпју пн сам 

псећа. Кпликп гпд да је избпрни прпцес мащинерија у кпју нарпд упада и иде тпкпм 

кпји је испрпграмиран, пна не ради без гласаша. Један глас мпже да прпмени мнпгп 

или нищта јер сви гласпви у глпбалу вище вреде и јасније кристализују ппбедника. 

Једнпм је некп рекап Суштина математике је у оенпј вечитпј младпсти. И у 

пвпј, ппприлишнп изушенпј пбласти – теприји игара, свакп нпвп пткриће је ушини 

млађпм или, мпжда, пна уппщтени не стари. 
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