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1 Predgovor

1 Predgovor

Tema ovog rada su nelinearne talasne jednacine sa akcentom na kubnu
Sredingerovu jednacinu ali pored njih da¢emo i kratak uvid u linearne.

Generalno se smatra da je vec¢ina fenomena prirode u principu nelinearna.
Linearnost se javlja samo pod posebnim, idealizovanim uslovima. Na primjer,
svaka stvarna oscilacija (ili oscilacija u prirodi, oko nas) ¢e biti nelinearna i moze
se aproksimirati samo linearnom ili harmonijskom (osciluje po zakonu sinusa ili
kosinusa) oscilacijom u sluéaju malih amplituda. Nasuprot ovoj uobicajenoj
situaciji, ve¢ina metoda teorijske fizike je ograni¢ena na linearni slucaj, koji je
matematicki mnogo laksi za rukovanje od nelinearnog slucaja.

Na pocetku rada, u drugom dijelu dajemo kratak pregled vaznijih pojmova
koji ¢e nam biti znacajni za lakse razumijevanje ostatka rada. U tre¢em dijelu
rada smo definisali linearne talase i dali par primjera iz fizike.

Zatim se posvetujemo nelinearnosti, koju smo obradivali u ¢etvrtom di-
jelu. Iz velike klase nelinearnih talasnih jednacina u fizici izabrali smo dvije:
Korteweg-de Vries (KdV) jednaéinu i kubnu Sredingerovu jednacinu (CSE).
Obje jednacine imaju brojne primjene u fizici. Usredsredili smo se vise na kubnu
éredingerovu jednacinu CSE i predstavili detaljna izvodenja iz fundamentalnih
jednacina elektomagnetizma, u petom dijelu.

Po pravilu, nelinearne jednacine se ne mogu tac¢no rijesiti. Kao jedan izuze-
tak ovog pravila, tacna rjeSenja nekih nelinearnih talasnih jednacina (ukljucujuéi
i CSE) koja opisuju interakciju n solitona su jedan od vrhunaca matematicke
fizike 20-og vijeka. Nazalost, relevantne tehnike kao sto su Lax-ova teorija,
inverzni metod rasipanja (IST), Backlund-ova transformacija su previse kom-
plikovane da bi se detaljno prikazale u ovom radu. Zbog toga smo dali grub
pregled o metodama koje su navedene (Sesti dio), a detaljnije se posvetili IST i
rjeSavanju CSE pomocéu ove metode. To je ono sto je opisano u sedmom dijelu
rada, u kome su i graficki predstavljena specijalna rjesenja kubne éredingerove
jednacine, 1-soliton i interakcija 2 solitona.
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2 Kratak pregled vaznijih pojmova

2.1 Osnovni pojmovi algebre i diferencijalnih jednac¢ina

Predstavljamo kratak pregled pojmova iz algebre cije definicije ¢e nam znaciti
u daljem radu sa linearnim i nelinearnim talasima. Veéina je preuzeta iz knjiga
[23] i [25].

Toeplitz-ova matrica je matrica u kojoj je svaka dijagonala, s lijeva na desno,

konstantna.

Neka su V; i V, vektorski prostori nad istim poljem F'. Preslikavanje A : Vi — V;
takvo da je

o (Va,beVi)A(a+0b) = A(a) + A(D),
o (Vo€ F)(Va € V1)A(aa) = aA(a),

naziva se linearna transformacija (linearni operator, homomorfizam) vek-
torskog prostora V7 u Vs.

Suma W = Wj + --- + W, potprostora W1, ..., W, vektorskog prostora V(F')
naziva se direktna suma ako i samo ako je za svako ¢ € N,

Wiﬂ(Wl+"'+Wi_1+Wi+1+"‘+Wn):0 (2.1.1)
ioznacava sesa W =W, @ ---dW,.

Neka je L(z) := 2'-A(t)x linearna, homogena diferencijalna jedna¢ina. Tada je
L := 4_A(t) linearni diferencijalni operator.

Zakon superpozicije. Ako su x i y rjeSenja diferencijalne jednaéine, tj. L(z) =
01 L(y) = 0 onda je i L(ax 4+ By) = 0, odnosno linearna kombinacija rjeSenja
je takode rjesenje.

Neka x, y, z bude sistem pravouglih koordinata u 3-dimenzionalnom Euklidskom
prostoru, a neka su i, j, k odgovarajute baze jedini¢nih vektora. Operator
divergencije funkcije F = Ui + Vj + Wk je definisan kao :
ou ov oW
divF=V.-F=—+—+ —.
v or + 0y * 0z

Laplace-ov operator je diferencijalni operator drugog reda. U trodimenzi-
onalnom Dekartovom koordinatnom sistemu je

Rotor vektorskog polja definise se kao:

- = 2

A B
rot(V) =V x ¥ = 8% 3% %,

Vg Uy Vs
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v (2, y, 2)
nge je 7($,y,2) = Uy(l‘vyaz)

Uz(xayVZ)

vektor ¢ije su komponente funkcije Dekartovih koordinata.
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2.2 Osnovni pojmovi kvantne mehanike

Kako bismo imali sto bolji uvid u linearne i nelinearne talase i shvatili njihovu
fizicku pozadinu bi¢e nam neophodno razumijevanje odredenih (osnovnih) poj-
mova kako iz fizike tako i iz kvantne mehanike, koji se pojavljuju u nastavku.
Iz tog razloga ¢emo ih definisati u ovom dijelu, a o njima se moze procitati u
[25] i [26).

Oscilacija je periodi¢no mjenjanje neke fizicke veli¢ine, ponavljanje niza stanja
u odredenim vremenskim razmacima.

Elongacija je trenutna udaljenost tacke koja osciluje od ravnoteznog polozaja.
Amplituda je maksimalna vrijednost elongacije.
Period oscilovanja je vrijeme trajanja jedne oscilacije, oznaci¢emo ga sa T.

Frekvencija, % je broj oscilacija u jedinici vremena. Oznaka je f.

Ugaona frekvencija je w = 2% =27 f.

Talas se prilikom prostiranja kroz neku sredinu odbija od grani¢ne povrsine
sredine i to se naziva refleksija. On takode i prolazi kroz sredinu, Sto je
transmisija.

Drugi Njutnov zakon. Ubrzanje koje pri kretanju dobija jedno tijelo sraz-
mjerno je sili koja na njega deluje, a obrnuto srazmjerno masi tog tijela. Zapisuje
se:

F=m-a, (2.2.1)

pri cemu je m masa tijela, a ubrzanje tijela a F' je sila.

U prostoru oko naelektrisanog tijela deluje elektriéno polje. Uzajamno dje-
lovanje (privlacenje ili odbijanje) naelektrisanih tijela ostvaruje se posredstvom
elektricnog polja. Elektricno polje djeluje elektricnim silama na svako naelek-
trisano telo koje se nalazi u njemu. Oznacavac¢emo ga sa E.

Magnetno polje je oblast djelovanja nekog magneta. Kao sto u prostoru oko
svake nepokretne naelektrisane Cestice postoji elektrostaticko polje, oko svake
naelektrisane cestice koja se krete postoji i magnteno polje. To je komponenta
elektricnog polja koja djeluje samo na pokretna naelektrisanja. Oznaci¢emo ga
sa B.

Elektromagnetno polje se moze posmatrati kao rezultanta elektri¢nog i mag-
netnog polja. Elektri¢no polje izazivaju naelektrisanja koja miruju, a magnetno
polje kretanje naelektrisanja (elektri¢na struja). Stacionarna i pokretna naelek-
trisanja se ¢esto opisuju kao izvori elektromagnetnog polja.

Naelektrisanje je jedna od osnovnih osobina nekih subatomskih cestica kojom
se karakteriSu elektromagnetne interakcije (interakcije Cestica sa elektromag-
netnim poljem). Naelektrisana materija stvara elektromagnetno polje. Postoje
dvije vrste naelektrisanja. Obiljezavaju se znacima ,+“ i ,-“ Naelektrisanja
razli¢itih znakova se privlace sto odgovara c¢injenici da je proizvod dva broja
razli¢itog znaka uvijek negativan. Naelektrisanja istog znaka se odbijaju sto je
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u skladu sa ¢injenicom da je proizvod dva broja istog znaka uvijek pozitivan.
Oznaci¢emo ga sa q.

Magnetska permeabilnost (Magnetic permeability) je elektromagnetna
osobina materijala koja pokazuje intenzitet magnetizacije tijela kada su ona
izloZena spoljasnjem magnetnom polju. Magnetska permeabilnost (Magnetic
permeability) se oznacava grékim slovom p.

Magnetska permeabilnost vakuuma (permeability of free space) je pri-
rodna konstanta magnetske permeabilnosti (magnetic permeability) za vakuum.
Oznaci¢emo je sa . Jednaka je reciprofnoj vrijednosti umnoska dielektri¢ne
permitivnosti vakuuma (permittivity of free space) g i kvadrata brzine svjetlosti

¢ u vakuumu: )

— 2.2.2
o= 73 (2.2.2)

Dielektriéna permitivnost vakuuma (permittivity of free space) ili di-
elektriéna konstanta vakuuma je prirodna konstanta koja je jednaka recipro¢noj
vrijednosti umnoska magnetske permeabilnosti vakuuma (permeability of free
space) g 1 kvadrata brzine svjetlosti ¢ u vakuumu:

1

poc?’

€0 =

(2.2.3)

Oznaci¢emo ga sa €.

Dipolni moment (dipole moment) posjeduju tijela kod kojih se centri mase
naeletrisanja ili namagnetisanja ne poklapaju. Dipolni moment (dipole mo-
ment), p, se predstavlja kao proizvodom naelektrisanja ¢ i rastojanja medu
njima, r: p = gr. Dipolni moment (dipole moment) moze biti elektriéni i mag-
netni. Najpoznatiji makroskopski dipol je magnetna igla kompasa.

Vektor jaéine polarizacije ili gustina polarizacije ( electric polariza-
tion ili polarization density) je vektorsko polje koje izrazava gustinu stalnih
ili indukovanih elektriénih dipolnih momenata u dielektricnom materijalu. Vek-
tor jacine polarizacije (electric polarization) P je definisan kao dipolni momenat
po jedinici zapremine.

Elektriéna indukcija ili vektor dielektriénog pomaka ( dielectric dis-
placement) je vektorsko polje D koje se javlja u Maxwell-ovim jednainama.
Definisana je relacijom:

D= o E + ].:)7 (224)

gdje je E elektri¢no polje, €y je dielektriéna permitivnost vakuuma (permittivity
of free space), a P je vektor jacine polarizacije materijala (electric polarization).

Gustina elektriénog naelektrisanja (charge density) (oznaka p) je fizicka
veli¢ina koja opisuje naelektrisanje ili koli¢inu elektriciteta po zapremini V:

p=1 (2.2.5)
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Gustina struje (current density) je veli¢ina koja opisuje kretanje naelektri-
sanih ¢estica kroz provodnik. Gustina struje (current density) se obiljezava slo-
vom J. Gustina elektri¢ne struje (current density) brojno je jednaka koli¢iniku
jacine struje i povrsine poprecnog presjeka provodnika kroz koji protice.




3 Linearni talasi

3 Linearni talasi

Proces prostiranja oscilacija kroz prostor naziva se talas. Talasi prenose energiju
kroz prostor. Talasni front je geometrijsko mjesto tacaka u prostoru koje raz-
dvaja prostor na dva dijela, onaj koji je zahvacen talasnim procesom i onaj koji
nije. Brzina prostiranja talasnog fronta je brzina prostiranja talasa, obitno se
koristi oznaka c. Ono Cime se talasi jo$ opisuju je i faza talasa. Kretanje talasa
matematicki modelujemo parcijalnim diferencijalnim jednacinama. Javljaju se
u vetini naucnih disciplina kao Sto su: mehanika fluida, optika, elektromag-
netizam, kvantna mehanika. Talasi koji se primjenjuju u svim ovim oblastima
opisani su rjeSenjima linearnih ili nelinearnih parcijalnih diferncijalnih jednacina
u zavisnosti od toga da li se radi o linearnim ili nelinearnim talasima. U ovom
poglavlju posveti¢emo se linearnim jednac¢inama, tj. linearnim talasima. Detalj-
nije o sadrzaju poglavlja Linearni talasi od 3.1 do 3.2.2 ¢italac moze da pronade
u knjizi [21], za 3.2.2 u [15] i [22], a za odjeljak 3.2.4 u knjizi [20].

3.1 Matematicka definicija

Definiciju linearnosti talasne jednacine ¢emo ilustrovati kroz par fizickih pri-
mjera.

Posmatra¢emo samo kompleksan slucaj, dok je realan analogan.

Neka su V, W kompleksnoznacni vektorski prostorii D: V — W linearni
operator. Tada je linearna jednacina oblika

Dp=0, p€V, (3.1.1)

a ¢ zovemo rjesenje jednacine. Iz tog slijedi da ¢e skup rjeSenja (3.1.1), Solp, C V
biti vektorski potprostor od V. To znaci da za ¢1, ¢2 € Solp i c1,co € C vazi

c1¢01 + cao € Soly, (3.1.2)

Odgovarajuéa nehomogena linearna jednacina ¢e biti oblika
Do=p, ¢V, peW. (3.1.3)

Matematicki, nehomogena jednacina moze biti napisana u formi . Uglav-
nom, p je ”izvor” a ¢ polje koje proizvodi p (proizvedeno). Uopsteno, ¢ nije
jedinstveno odredena sa p i , posto D¢y = p = D¢ implicira D(p1—¢a) =
0, tj. ¢1 — ¢2 rjesava homogenu jednacinu . Stoga se obi¢no zahtjevaju
dodatni, granicni ili pocetni uslovi kako bi se odredilo jedinstveno rjesenje ¢.

Matematicki, skup rjeSenja (3.1.3) sa fikisiranim p, Sol; , ce biti afini pot-
prostor od V. Ako je p promjenljivo, ima¢emo ponovo vektorski potprostor
rjeSenja, Sol; C V@& W, §to znadi da za (¢1, p1), (P2, p2) € Sol; i c1,co € C vazi

(€101 + a2, c1p1 + c2p2) € Sol;, (3.1.4)
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tj. zakon superpozicije za polja i izvore se zadrzava.

Linearna n-dimenzionalna talasna jednacina je oblika:

2
% — Au=0, na R" x [0, 00], (3.1.5)

gdje Au predstavlja Laplace-ov operator funkcije u na (Euklidskom) prostoru
R™, tj.

Au=)Y — =V (3.1.6)

Moze se napisati kao (3.1.1), pri ¢emu je D = g—; — A, D’Almbert-ov ili
talasni operator na R™ x [0, oo].

3.2 Primjeri u fizici i njihova interpretacija
3.2.1 Harmonijski oscilator

Pocinjemo sa primjerom u mehanici koji se takode koristi kao jednostavan model
za interakciju elektromagnetnog zracenja i materije (Lorencov model), koji ¢e
se kasnije razmatrati.

Harmonijski oscilator je sistem koji kada se pomjeri iz svog ravnoteznog
polozaja, dozivi silu vra¢anja F' proporcionalnu pomaku x:

F=—kx (3.2.1)

gdje je k pozitivna konstanta.

3.2.1.1 Najjednostavniji sluc¢aj. Ako je F jedina sila koja djeluje na sis-
tem, sistem se naziva jednostavan harmonijski oscilator. On prolazi kroz jed-
nostavno harmonijsko kretanje, tj. sinusoidne oscilacije oko ravnotezne tacke
(ekvilibrijuma) sa konstantnom amplitudom i konstantnom frekvencijom, koja
ne zavisi od amplitude. Oscilator se sastoji od mase m, na koju djeluje sila
F, koja vuCe masu u smjeru tacke x = 0 i zavisi samo od polozaja mase x i
konstante k. Sto je prikazano na slici
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Slika 3.1: Harmonijski oscilator

Prvo posmatramo jednacinu kretanja 1-dimenzionalnog harmonijskog osci-
latora:
d? 9
@z(t) + wjz(t) =0, (3.2.2)
gdje je wg = 1/%. Dobijamo je iz drugog Njutnovog zakona (odjeljak 2.2)

d2
F=ma= Mot = —kx. (3.2.3)

Ovo je linearna, homogena jednac¢ina u smislu koji se razmatra u prethodnom
paragrafu (3.1), ako uzmemo V = W = prostoru glatkih funkcija z : R — R. U

sluéaju (3.2.2)) operator je

d2

D="
d?

+ wo- (3.2.4)

Zakon superpozicije u ovom slucaju implicira da pored specijalnih rjesenja coswgt
i sinwot

x(t) = A coswot + B sinwgt, A,BeC (3.2.5)

¢ée biti takode rjesenje ([3.2.2]). Zapravo, rjesenje (3.2.5) ¢e biti opste rjesenje.

Ono se moze napisati u obliku:

z(t) = Ccos(wot — ) (3.2.6)

gdje je C = /A2 + B? amplituda a ¢ je faza.

10
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3.2.1.2 Priguseni harmonijski oscilator sa pogonskom silom. Ako je
prisutna i sila trenja proporcionalna brzini, harmonijski oscilator je opisan kao
priguseni harmonijski oscilator. Ako je prisutna spoljasnja vremenski zavisna
sila, harmonijski oscilator je opisan kao forsiran oscilator.

Sljedeée Sto posmatramo je jednacina kretanja prigusenog harmonijskog os-
cilatora sa pogonskom silom:

L)+ 2 L) + wkat) = £ (3.2.7)
a2’ g T = A, o

I" > 0 je konstanta a f je pogonska sila. Ovo je linearna, nehomogena jednacina
sa istim V i W kao i ranije i

2

d d
D= =t 21“% + w?. (3.2.8)

Ponovo, zakonom superpozicije (3.1.2)) se moze do¢i do opsteg rjesenja jednacine
3.2.7) koristeéi specijalna rjeSenja. Oznac¢imo sa G(t) specijalno rjesenje jednacine
ﬂ, za f(t) = §(t). Sa §(t) oznafavamo Dirakovu delta funkciju ¢ija je fizicka
definicija

/ F(®)3(t)dt = £(0). (3.2.9)

Njene vrijednosti su

5(t) = { O(i’ i;g (3.2.10)

S obzirom da je (3.2.7)) invarijantna u odnosu vremensku translaciju, G(t—s)
¢e takode biti rjeSenje jednacine (3.2.7) u kojoj je f(t) = 6(t — s), za proizvoljno
s. Tada se rjesenje (3.2.7) za opSte f(t) moze zapisati na sljedeéi nac¢in

x(t) = /_00 G(t — s)f(s)ds. (3.2.11)

Grinova funkcija odgovarajuc¢ih jednacina je predstavljena sa G. Opste
rjesenje jednadine (3.2.7) se dobija dodavanjem rjesenja opstem rjesenju
odgovarajuce homogene jednacine. Ovo posljednje nestaje kada ¢ — co. Ostaje
da se pronade Grinova funkcija za . Posto je §(t) = 0 za ¢t > 0 to ¢e biti
rjeSenje homogene jednadine za t > 01 izabrano G(t) = 0 za t < 0. Odgovarajuéi
pocetni uslovi su z(0) = 01 #(0) = 1, bududi da je tad drugi izvod po t samo
o(t). To daje rezultat:

0 3.2.12
0, t<0 ( )

{ : e 'sin\/wi —T?t, >0
2

11
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u sluéaju kada je T' < wg. Zbog nestajanja G(t — s) za s > ¢ gornja granica
integrala (3.2.11)) moze biti zamjenjena sa t.

Vazan slucaj je pogonska harmonijska sila:
f(t) = Ae™t AecC. (3.2.13)

Umjesto izra¢unavanja integrala (3.2.11) u ovom sluc¢aju lakse nam je da
pretpostavimo oblik rjesenja koji ¢e se poslije pokazati kao tacan za odredene
vrijednosti konstanti. Uvrstimo

x(t) = Be™', BeC (3.2.14)

u jednaéinu (3.2.7)) koristeci

d2 - iwt

@x(t) = jwBe (3.2.15)
i

ix(t) = —w?Be™! (3.2.16)

p . 2.
Dobiéemo da je

A — ip(w)
B= = Ar(w)e'?'), (3.2.17)

—w? + 2iwl + w3

pri ¢emu je

1
r(w) = amplituda, a 3.2.18
() = s A (3.2.18)
2T
tgp = ru;g, @ je faza talasa. (3.2.19)

3.2.2 Elektromagnetni talasi

Predstavljaju prenosenje oscilacija elektricnog i magnetnog polja kroz vakuum
ili neku sredinu preko naelektrisanih cestica. Neki od primjera ove vrste line-
arnih talasa su radio talasi, svjetlosni talasi u optickim vlaknima, elektricitet u
razli¢itim oblicima.

Fundamentalne jednacine elektromagnetizma su Maxwell-ove jednacine koje
u diferencijalnom obliku mogu biti zapisane kao:
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3.2 Primjeri u fizici i njihova interpretacija

1
V-E=—p (3.2.20)

€0
V-B=0 (3.2.21)

0B
E=— .2.22
V x 5 (3.2.22)
OE

V x B = pod + poeo—, (3.2.23)

ot

gdje je B magnetno polje, E elektri¢no polje, J gustina struje (current density),
t vrijeme, eg dielektriéna permitivnost vakuuma (permittivity of free space), 1
magnetska permeabilnost vakuuma (permeability of free space), p je gustina
elektri¢nog naelektrisanja (charge density).

Uzimajuéi da je J =01 p = 0 (u sluéaju vakuuma) a zatim primjenjujuéi
rotor operator na (3.2.22)) i koriste¢i identitet

Vx(VxE)=V(V-E—-AE)=V(V-E)-VE (3.2.24)
dobiéemo
d(V x B) O’E
VXVXE:—T :_GOMOW’ (3225)

zbog relacije (3.2.21)) za p = 0:

———= =V’E (3.2.26)

Sli¢no, primjenjujuéi rotor operator na desnu i lijevu stranu jednacine (3.2.23))
dobiéemo:

1 6°B
cy Ot

Jednacine (3.2.26) i (3.2.27]) su linearna elektri¢na i magnetna talasna jednacina,

respektivno, dok je cp = \/ﬁ brizina svjetlosti u vakuumu. Kao sto vidimo

one imaju poznati oblik linearne talasne jednacine (3.1.5)). Za dalju diskusiju
pogledati [22].
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3.2 Primjeri u fizici i njihova interpretacija

3.2.3 Ravni talasi

Smatra se da ravni talas postoji daleko od svog izvora i svih fizickih granica,
tako da se nalazi unutar beskonacnog domena. Njegovo kretanje je opisano
1-dimenzionalnom linearnom talasnom jednac¢inom, (3.1.5) za n=1 tj. :

1 02 0?
Ravni talas tj. rjesenje jednacine (|3.2.28)) je
u = ugcos(wt — kx + @), (3.2.29)

ug je pocetni uslov, ¢ = £ brzina prostiranja talasa, ¢ je faza talasa.

U praksi su pravi ravni talasi rijetki. Medutim, mnogi talasi su priblizno
ravni u lokalizovanom regionu (lokalizovanoj oblasti) prostora. Na primjer,
lokalizovani izvor kao $to je antena proizvodi polje koje je priblizno talas daleko
od antene u podrucju dalekog polja.

Na slici 3-2] je prikazan talasni front ravnog talasa, tj. beskonaéne paralelne
ravni konstantne amplitude normalne na vektor brzine faze.

Slika 3.2: Talasni front ravnog talasa

3.2.4 éredingerova jednaéina

Osnovna jednacina kvantne mehanike je Sredingerova jednacina (objavio je Er-
vin éredinger 1926. godine). Zbog posjedovanja talasnih osobina ponaSanje
Cestica ne moze se opisati jednaCinama klasicne mehanike. Neophodno je bilo
stvaranje nove mehanike koja ¢e uzimati u obzir talasna svojsta cestica.

sredingerova jednacina je linearna parcijalna diferencijalna jednacina za veli¢inu
koja se zove talasna funkcija tj. kompleksna funkcija koordinata cestice i vre-
mena za datu Cesticu. Ona je oblika:
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3.2 Primjeri u fizici i njihova interpretacija

n? o2 0

1 je redukovana Plankova konstanta, m masa Cestice, V' (z) je potencijalna ener-
gija Cestice, ¥(x,t) talasna funkcija tj. funkcija stanja.

Bornova interpretacija talasne funkcije zahtjeva vjerovatnocu: (x,t) nam
ne govori koliko mnogo Cestica ¢emo naci u polozaju x i vremenu ¢, veé Sta je
vjerovatnoca da je nademo pri x i vremenu t.

Fizitka interpretacija, u kvantnoj mehanici, je da je kvadrat modula,|t(z, t)|?
gustina vjerovatnoce za nalazenje Cestice u vremenu ¢ i polozaju x. Za prostor
V to je:

Vjerovatnoéa(cestica je u V pri vremenu t) :/ [ (x,t)|?de  (3.2.31)
%

éredingerova jednacina u kvantnoj mehanici ima istu ulogu kao drugi Njut-
nov zakon u klasi¢noj dinamici.

Rjesavanjem Sredingerove jednacine dobijaju se energija stanja u kojima se
Cestica moze naci i talasne funkcije pomocu kojih se mogu izracunati vjero-
vatnoce nalazenja Cestice u tim energetskim stanjima.
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4 Nelinearni talasi

4 Nelinearni talasi

4.1 Matematicki oblik i primjeri

Nelinearni talasi se opisuju rjesenjima nelinearnih jednacina za koje zakon su-
perpozicije (odjeljak 2.1) ne vazi. To znali da je nelinearne talasne jednacine
teze analizirati matematicki i da ne postoji opsti analiticki metod za njihovo
reSavanje. Tako, nazalost, svaka pojedina¢na nelinearna talasna jednac¢ina mora
biti tretirana zasebno. Detalje o sadrzaju ovog poglavlja mozete naéi u [19] i [26].

Opsti oblik nelinearne talasne jednacine je sljedeéi:

up = [f(u)ug]a, (4.1.1)

gdje je uy oznaka za %271; itd. Ova jednacina se moze linearizovati u slucaju
malih amplituda, tj. kada malo osciluje od ravnoteznog polozaja. Neka rjesenja
su data u [I9].

Primjeri nelinearnih jednacina su:
1. Korteweg-de Vries jednacina (KdV)

e oblik:

Up + Uy + bUgrr = 0, (4.1.2)

b je proizvoljna konstanta

e primjena: razliCite oblasti fizike, nelinearne mehanike, takode je po-
godna za opisivanje talasa u plitkoj vodi

e specijalna rjesenja: familija solitona

u(z,t) = 12bk*sech’k(x — V), (4.1.3)

gdje je k je talasni broj, a V' brzina prostiranja solitona. Vise detalja
kao i izvodenje rjeSenja pogledati u [14].

2. Kubna Sredingerova jednacina (CSE)
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4.2 Duffing oscilator

e oblik:

iy 4 Uge + qlulPu =0 (4.1.4)

q je proizvoljna konstanta, a indeksi predstavljaju parcijalne izvode
funkcije u po tix

e primjena: razli¢ite oblasti fizike, nelinearne optike, plazma modela

e specijalna rjeSenja: 1-d soliton

u(z,t) = \/fsech(\/&(x —Vt), a>0,q>0, (4.1.5)

gdje je V brzina solitona, a « i ¢ su proizvoljne konstante.
4.2 Duffing oscilator

Dulffing oscilator je nelinearna diferencijalna jednacina drugog reda:

&+ 0% + ax + Ba® = yeoswt (4.2.1)

gdje je nepoznata funkcija = x(t) pomak u vremenu ¢, & prvi izvod funkcije po
vremenu, tj. brzina, & drugi izvod funkcije po vremenu, tj. ubrzanje. Brojevi
a, B, 7, 0 1 w su date konstante. U ovom dijelu se koristi literatura [24].

Duffing jednacina je primjer dinamickog sistema koji pokazuje haoticno
ponasanje.

Jednacina opisuje kretanje nesto kompleksnijeg prigusenog oscilatora nego
$to je slucaj u jednostavnom harmonijskom kretanju (3.2.2)) (Sto odgovara sluc¢aju
B=0=0).

Parametri u jednacini (4.2.1]) imaju sljedece znacenje:
e § kontrolise koli¢inu prigusenja,

e « kontroliSe linearnu krutost, (tj. stepen do kojeg se objekat opire defor-
maciji kao odgovor na primjenjenu silu)

e /3 kontrolise koli¢inu nelinearnosti u povratnoj sili, ako je f = 0 u pitanju

je @27,
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4.3 RjeSenje preko perturbovanih nizova (redova)

e 7 je amplituda periodi¢ne pogonske sile, kada je v = 0 sistem (4.2.1)) je
bez pogonske sile,

e w je ugaona frekvencija periodi¢ne pogonske sile.
4.3 Rjesenje preko perturbovanih nizova (redova)

Posmatramo varijantu Duffing oscilatora sa malom kubnom nelinearnoséu i
harmonijskom pogonskom silom, koji smo definisali u prethodnom odjeljku.
Opsirnije o ovom odjeljku mozete naéi u literaturi [21].

Jednacina njegovog kretanja je

i+ 2vi + ax + A\’ = Feltt9) L o, (4.3.1)

gdje je x = x(¢t), CC je kompleksan konjugant izraza, i je imaginarna jedinica,
«, v, w i A su prozivoljne konstante kao i ¢.

Pretpostavljamo da je Az malo u poredenju sa drugim élanovima iz ([4.3.1))
i trazimo rjeSenja koja su priblizna rjesenjima odgovarajuce linearne jednacine
sa A =0.

Teorija perturbacija je jedna od pribliznih metoda kojom se dobija aprok-
simativno resenje zadatog problema. Metoda perturbacije koristi matematicke
metode za nalazenje aproksimativnog resenja i primjenjuje se kod problema koji
ne mogu biti rijeSeni tac¢no ili je to previse komplikovano. Teorija perturbacija
podrazumijeva da je dejstvo na sistem dovoljno malo da sistem zadrzi svoje
glavne karakteristike.

Metodi teorije perturbacija podrazumijevaju rjeSavanje pojednostavljenog
problema, koji se bira tako da bude tacno rjesiv. Zatim se posmatra kako se
ponasa tacno rjeSenje jednostavnijeg problema pri maloj promjeni nekih pa-
rametra. Na ovakav nacin se dobija korekcija ta¢nog rjesenja i taj metod se
iterativno ponavlja.

Upravo je teorija perturbacija metoda koju ¢emo koristiti u nastavku za

rjesavanje problema (4.3.1)).

Prirodno nam se namece da rjesenje predstavimo preko perturbovanih ni-
zova:

x(t) = Z i (H)A (4.3.2)

gdje bi z( bilo poznato rjesenje tacno rijesene jednacine (4.3.1) za A = 0, dok
su 1, To... jednacine koje se iterativno mogu pronaci nekim postupkom, kako
ih izracunavamo objasni¢emo u nastavku teksta.

Zamjena ovog reda u jednac¢inu kretanja (4.3.1) i grupisanje ¢lanova sa istim
stepenom A na lijevoj strani jednakosti daje hijerarhiju linearnih, nehomogenih
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4.3 RjeSenje preko perturbovanih nizova (redova)

jednacina koje mogu biti eksplicitno rjesene. Indukcijom se moze pokazati da su
sve funkcije zavisne od t koje su uklju¢ene u ovu hijerarhiju jednacina periodi¢ne
funkcije sa frekvencijom w. Zato one mogu biti napisane preko Furijeovih redova:

2(t) =Y Tpme™. (4.3.3)

MEZL
Furijeovi redovi sluze za priblizno predstavljanje periodi¢nih funkcija pomoéu
sume trigonometrijskih funkcija.

Posto je z(t) realna funkcija, mozemo da napiSemo x,, _, = ZTn.m 1 treba da
razmatramo samo nenegativne n, m.

Naredno sto radimo je eksplicitno izracunavanje prvih nekoliko izraza kako
bismo vidjeli princip rada metoda perturbovanih nizova.

izraz ili jednacina uz \° ‘

Dovoljno je iskoristiti rezultat (3.2.17) linearnog problema, koristeéi malo
drugaciju notaciju svojstvenu ovom odjeljku,

zo(t) = z1™" + CC, (4.3.4)
zo1 = h(w)Fe'?, (4.3.5)

1
hw)=——— (4.3.6)

o — w? + 2iyw’

izraz uz !

Prilikom zamjene reda (4.3.2)) u jednac¢inu (.3.1)) u dijelu gdje je Az® imaé¢emo:

Mzo + 21X +...)3 = Axd + O(N?) = A(xd, ™! + 322, Tore™! + CC) + O(N\?).
(4.3.7)

Posto je driving sila O(A\?), O(\!) izrazi iz (#.3.1)), tj. jednacina koja je uz
AL je:

41+ 2v¥ + axy = —x% = —(x%le?’i“’t + ngla:*mem +CQO), (4.3.8)
LG = —3F3"?h%(w)h(w) (4.3.9)

h(w) ’
x1, = —3F3h3(w)h(w), (4.3.10)
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4.3 RjeSenje preko perturbovanih nizova (redova)

1
h(3w)

T3 = —(Fewh(w))sv

x13 = —F3e39h3(w)h(3w).

izraz uz \2

Na isti nacin, kao maloprije, dobijamo:

Ty + 2vxo + axg = —3:68901

= —3(w01em + C’C)2(xuei“t + x5t 4 cQo)

1

m1‘25 = —3$31$13

To5 = 3F%® PR (w)h(3w)h(5w)

(4.3.11)

(4.3.12)

(4.3.13)

(4.3.14)

(4.3.15)

(4.3.16)

(4.3.17)
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5 Kubna Sredingerova jednaéina (CSE)

5 Kubna Sredingerova jednaéina (CSE)

U ovom dijelu rada koriséena je literatura [21].
5.1 Uvod

Kao sto smo vec¢ vidjeli u poglavlju o nelinearnim talasima (poglavlje 4) kubna
Sredingerova jednacina je oblika (4.1.4]).

CSE se pojavljuje, na primjer, u kontekstu samo-fokusiranja laserskih zraka
u nelinearnim optickim medijima. Opisuje nelinearnu korekciju linearne polari-
zacije i Sirenje odredenih optickih solitona.

5.2 Izvodenje iz Duffing-Lorentz-ovog modela

Lorentz-ov model je jednostavan mehanicki model za opisivanje linearnog od-
govora materije na elektromagnetne talase. Elektroni u komadu materije se
smatraju klasi¢nim prigusenim harmoninijskim oscilatorima koji podlijezu po-
gonskoj sili elektromagnetnog polja. Nastalo oscilujuée kretanje elektrona pro-
izvodi electric polarization P koji odreduje dielectric displacment D i dielek-
tricku funkciju e(w). Iz ovoga je izvedena linearna talasna jednadina. Vise o
Lorentz-ovom modelu moZete pronadi u [§].

U ovom dijelu ¢emo ovaj model prosiriti na model nelinearnog oscilatora sa
kubnom nelinearnoséu Az® (Duffing oscilator poglavlje 4) i posmatrati rezul-
tate dobijene na osnovu tog poglavlja. Ovaj model zovemo “Duffing-Lorentz-ov
model”.

Pocinjemo od makroskopskih Maxwell-ovih jednac¢ina koje su varijacije jedna-
¢ina (3.2.20), (3.2.21)), (3.2.22) i (3.2.23), predstavljenih u dijelu 3 o elektromag-
netnim talasima, sa nesto drugacijim oznakama.

Zbog preglednosti i ¢este upotrebe u ovom odjeljku, zapisa¢emo ih ponovo:

0B
E4+ — = 2.1
VxE+ T 0, (5.2.1)
V-D =0, (5.2.2)
oD
VxH- =0 (5.2.3)
V-B=0 (5.2.4)

Koristi¢e nam i sljedece relacije:
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5.2 Izvodenje iz Duffing-Lorentz-ovog modela

B = poH, (5.2.5)

D = ¢E + P(E). (5.2.6)

Primjenjujuéi rotor operator na obje strane jednacine (5.2.1) i koristeéi
(5.2.3), (5.2.4) i (5.2.6) kao i osobinu (3.2.24) dobi¢emo:

VXVXEZ—%VXB (5.2.7)
82
=—po==D 2.
Ho 12 (5.2.8)
= —jo(eE + P). (5.2.9)

Zatim pretpostavljamo specijalnu situaciju gdje su polja E i P orijentisana
u z- praveu i zavise samo od x, y i t. To ¢emo zapisati:

0 0
E = 0 ,P= 0 (5.2.10)
E(z,y,t) P(x,y,t)
Naosnovu V-E =01
0
AE = 0 (5.2.11)
Earo + Eyy

(15.2.9) se svodi na skalarnu jednacinu

Eypw + Eyy = —po(eoE + P). (5.2.12)

Duffing-Lorentz-ov model definisan je jednacinom kretanja za elektron mase
m 1 naelektrisanja ¢,

mz 4 2% + maz + A2% = gEe™! + CC (5.2.13)

Dijeljenje jednacine ([5.2.13|) masom elektrona, m i uvodenje novih parame-
tara daje joj oblik jednac¢ine kretanja koju smo ve¢ razmatrali, vidi (4.3.1)).

54292 4 az 4+ A% = Fe™'e?t 4 COC. (5.2.14)

Prema (4.3.4]) - (4.3.12)) nelinearani odgovor na harmonijsku pogonsku silu
2.1

tj. rjeSenje jednacine ({5.2.14)) je
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5.2 Izvodenje iz Duffing-Lorentz-ovog modela

2(t) = (Feh(w)e™! — 3AF3e"h? (w)h(w
— AF339n3(w)h

eiwt

)
(3w)e*™) + CC + O(N\?). (5.2.15)
To dovodi do gustine polarizacije:

P =gNz(t), (5.2.16)

gdje je N gustina elektrona.

U aproksimaciji pretpostavljamo da postoje samo Furijeove komponente za
E i P sa frekvencijama w i 3w, tj. imamo:

E = (Ey(z,y)e™t + Es(z,y)e’™t) + CC, (5.2.17)
P = (Py(z,y)e™t + P3(z,y)e3™") + CC. (5.2.18)
Tada (5.2.12) dobija obilk:

FEizz + Elyy = Mo(eoEl + Pl)(—UJQ), (5219)

Esuy + Esyy = po(eo B3 + P3)(—9w?). (5.2.20)

Koristei identitet 2L = Fe'¢ iz (5.2.15) i (5.2.16) imamo:

P = qN(qulh(w) - 3A(i)3El|E1|2h2(w)h(m> (5.2.21)
= i <n1(w)E1 + ng(w)E1|E1|2>, (5.2.22)
P = qN< - A(%)Shff(w)h(?,w) + qf;”h(m)). (5.2.23)

Ako ([5.2.22)) stavimo u (5.2.19)) dobi¢emo nelinearnu talasnu jednacinu:

Elxaj + Elyy = —OJ2 ((60;},0 + ny (w))El — 7’L3(w>E1|E1|2). (5.2.24)

Ako je njeno rjesenje zamjenjeno u (5.2.23)), (5.2.20) predstavlja oblik line-

arne nehomogene talasne jednacine za 3w komponentu elektromagnetnog talasa.
Nectemo dalje ovo razmatrati.
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5.2 Izvodenje iz Duffing-Lorentz-ovog modela

Vrac¢ajuéi se na (5.2.24) napraviéemo da je ravan talas (vidi odjeljak 3) u

pravcu x:

By (z,y) = ¢(z,y)e” (5.2.25)
i dobiti:
By = (g — ikip)e "7, (5.2.26)
Braw = (Yo — 2iktpy — K1p)e™ ™, (5.2.27)
Eryy = Pyye 7. (5.2.28)

Tada (5.2.24)) dobija oblik:

(1/)9093 + wyy - Qkam - kzdj)eiikm (5229)
= w?(eopo + N1 (w))Ye FT — wW2ng(w)eh|y|e e, (5.2.30)
Upotrebom
k* = eqpow? (5.2.31)
i
VYoo K Pyy (5.2.32)

stizemo do talasne jednacine

—2ik), + Py, + w?ng (W)Y + w?ng (W)Y = 0. (5.2.33)

2

Izraz w?n;(w)y moze da nestane transformacijom

U = qpe o7, (5.2.34)

2

za izabrano 2kc = w?n; (w).

Tako kona¢no stizemo do kubne Sredingerove jednacine (CSE) oblika:

—2ikW, + Wy, + w’ng(w)|[ V2V =0 (5.2.35)

koja je varijacija jednacine (4.1.4) tj. moZe biti zapisana na sljedeéi naéin:
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5.3 Svojstva CSE

1
=0y 4 5 Wy + o|U)?T = 0. (5.2.36)

5.3 Svojstva CSE

U nastavku ¢emo definisati a zatim i dokazati neke od osnovnih svojstava kubne

éredingerove jednacine (|5.2.36]).

Neka CSE oznacava skup rjesenja ([5.2.36)) u zavisnosti od granicnih ili poc¢etnih
uslova. Tada za njega vaze sljedece osobine:

1. Linearnost

U eCSEifeR=ePUecCSE. (5.3.1)

2. Invarijantnost u vremenu

U € CSE i ¢(a,t) = Uz, —t) = ¢ € CSE. (5.3.2)

3. Skaliranje

U € CSE i p(x,t) = a¥(az,a’t) ,a € R = ¢ € CSE (5.3.3)

=~

. Translacija
U eClCSEig(x,t)=Y(x+a,t+7),a,7ER=¢cCSE (5.3.4)

5. Galilejevska invarijantnost

i

U e CSEip(z,t) =e 2V (z — ot t),vER = ¢ € CSE  (5.3.5)

Dokaz :

1. Ocito, osobina (5.3.1)) vazi jer mnozenje ¥ sa e ima isti rezultat kao i
isto mnozenje cijele kubne Sredingerove jednacine.
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5.3 Svojstva CSE

2. Konjugovanjem jednacine ([5.2.36)) i kori¢enjem —iW; = i¢t osobina ([5.3.2)

vazi.

3. Da bismo dokazali svojstvo skaliranja uzmimo ¢(x,t) = y¥(ax, ft) i raz-
motrimo sljedece

oi(x,t) = ByVy(az, Bt), (5.3.6)
Gz (2,t) = 0PV ,p(az, Bt), (5.3.7)
026 =74 (az, Bt) ¥ (az, Bt). (5.3.8)

Sva tri prethodna izraza zadovoljavaju jednaéinu (5.2.36) za 3 = o? i
a=r.

4. Ocigledno je da translacija vazi jer koeficijenti CSE ([5.2.36)) ne zavise od
Z niti ¢.

5. Stavimo:

P(x,t) = eNTERDG (1 — it t) = W (5.3.9)

zatim nadimo izvode

o = ixeV + eV, —veV,, (5.3.10)
¢ = ike¥ + eV, (5.3.11)
U, = —k%eV + 2ikeV, + eV, (5.3.12)

Tada

1
idr + §¢m +o|pf*p = —iveV, + ikel,—
1 1 (5.3.13)

—eV — §]€2€\If + e(i\:[/t + 5\11:5:5 + 0'|\I/|2\I/) .

Vidimo da ¢ € CSE + ¥ € CSE ako prva cetiri ¢lana izraza (5.3.13)
nestanu. To se postize za v =k i A = —%kz i time je dokazana osobina
galilejevske invarijantnosti.
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5.4 1- solitonsko rjesenje CSE

5.4 1- solitonsko rjesenje CSE

Tacan termin za talas koji je lokalizovan i zadrzava svoju formu tokom duzeg
vremenskog perioda je: solitarni talas. Medutim, soliton je usamljeni talas koji
ima dodatnu osobinu da drugi solitoni mogu da produ kroz njega bez promjene
oblika. Upravo su solitoni rjesenja kubne Sredingerove jednacine koja ¢emo
traziti u nastavku.

Kako bismo izveli specijalno rjesenje kubne Sredingerove jednacine (|5.2.36)
koristiéemo pretpostavku (ansatz):
Y(x,t) = d(z)e'™, a € R (5.4.1)
Uvrstivsi (5.4.1) u jednacinu (5.2.36)) dobi¢emo:
1 3
—ad+ i(b” + 0 =0. (5.4.2)
Pri ¢emu smo koristili:

Yy = (/)(x)iaemt ,

wzr = ¢rx ezat

Y19 = |92 g’

Zatim ¢emo (5.4.2) pomnoziti sa 4¢,

—4appy 4 2¢050ps + 40P, = 0,

integraliti po = i dobiti sljede¢u jednacinu:

2 — 20¢* + 0¢* = C, C je konstanta. (5.4.3)

Integrale smo rjesavali parcijalnom integracijom:

[oude=6~ [outtr+ 01 [op.a0=5 v 0n

/ bobuads = 62 — / bobuadi 4 Cy = / Gubradr = %2 10,
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5.4 1- solitonsko rjesenje CSE

4
/¢3¢~wdx = ¢' - 3/¢3¢xda¢ 1O /¢3¢$dm _ % N

Dobijena jednacina ([5.4.3)) je obi¢na diferencijalna jednac¢ina koju éemo rjesa-
vati metodom razdvajanja promjenljivih:

¢r = V208> —0¢* +C (5.4.4)

tj.

9 _ e ot 5 C (5.4.5)

dz
dé =dzx (5.4.6)
VC — op* + 2a?
Jos ostaje da integralimo:
d
/ id = /dx. (5.4.7)
VC — ot + 2a¢?

Na desnoj strani jednakosti ([5.4.7)) je integral koji se ne moze rijesiti elemen-
tarnim funkcijama za nenula C', shodno tome solitone dobijamo za C' = 0.

Umjesto rjeSavanja integrala (5.4.7) iskoristicemo transformaciju ¢(z) =
f~1(x). Kako je ¢, = —f2f, diferencijalna jednac¢ina ([5.4.3) se transformise
u

fAE—2af 2 +of =0 (5.4.8)

Sljedece $to radimo sa jednac¢inom (5.4.8) je mnozenje sa f4, diferenciranje
po z a zatim i djeljenje sa 2f,:

fz—=2af*+0=0, (5.4.9)
2fs —4affs =0, (5.4.10)
Jox —2af = 0. (5.4.11)

Opste rjesenje jednacine (|5.4.11)), koja je ista kao jednaéina ([3.2.2)), je:

f(x) = Acos(iv2a(x — o)) = Acosh(v2a(x — x0)) , (5.4.12)
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5.4 1- solitonsko rjesenje CSE

gdje je xg pocetni uslov, a koristili smo relaciju cos(iz) = cosh(z).

Bez umanjenja opStosti mozemo uzeti xg = 0 jer je CSE invarijantna u
odnosu na translaciju u pravcu z- ose (osobina 4).

Jos moramo da provjerimo da li (5.4.12)) za =9 = 0 zadovoljava jednacinu
(5.4.9), za Sta ée nam biti potreban izvod funkcije f po x. To jeste

fr = AV2asinh(V2ax). (5.4.13)

—f2 4 2af? = 2aA%(cosh?(V2ax) — sinh*(V2ax)) = 204% = 0. (5.4.14)

Koristili smo da je cosh?(x) — sinh?(x) = 1.

Stoga, parametri A, «, 0 ne mogu biti izabrani nezavisno, ve¢ moraju zado-

voljiti
ag
A=,]—. 5.4.15
o ( )

Gornja transformacija ¢(z) = f~1(z) i (5.4.1) daju:

P(x) = \/Zsech(\/ 20z )e. (5.4.16)

Takode, iskoristili smo i relaciju sech(z) = cosh™!(z).

Konaé¢no, primjenjujemo galilejsku invarijantnost (5.3.5) na (5.4.16)):

2 . )
U(x,t) =14/ —ae(’(o‘_%vz)”w”)sech(\/ 2a(z — vt)). (5.4.17)
o

Ovo predstavlja soliton koji se kre¢e brzinom v u pravcu = ose bez promjene
njegovog oblika, Sto mozemo vidjeti na slici Isto to samo u 3 dimenzije
moZemo vidjeti na slici
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5.4 1- solitonsko rjesenje CSE

Slika 5.1: 1-solitonsko rjesenje u 3-dimenzije
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5.4 1- solitonsko rjesenje CSE
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Slika 5.2: Kretanje 1-solitona

31



5.5 Odnos 2 solitona

5.5 Odnos 2 solitona

Glavni rezultat je da dva solitona koja se priblizavaju, interaguju a onda se
razdvajaju bez promjene oblika. To ée biti prikazano na slici [5.3}

Slika 5.3: Interakcija 2 solitona

Interakcija je prikazana i u 2 dimenzije na slici[5.4]
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5.5 Odnos 2 solitona

ef 18
st of
4; 4
ik 2
z; 2
1F 1

1 1 1 1

-8 -6 -4 -2 - -2 -2

Slika 5.4: Kretanje 2-solitona

33



6 Metode za rjeSavanje nelinearnih jednacina

6 Metode za rjesavanje nelinearnih jednacina

Kao sto smo veé¢ spomenuli za nelinearne talasne jednacine zakon superpozicije
ne vazi, samim tim ih je i teze rjeSavati.

Ne postoje opste metode koje garantuju rjesenja nelinearnih parcijalnih dife-
rencijalnih jednacina. Ipak, neki problemi se mogu rijesti pristupom ”trial and
error”. Ovaj metod "hit-and-miss” nastoji da rjesava problem traze¢i sli¢nosti
u formi njegove jednacine i neke sa ve¢ poznatim rjeSenjem. Ako ona postoji,
ovaj pristup moze dati korisne rezultate.

U nastavku ¢emo prikazati nekoliko metoda rjesavanja koje mogu pomoci u
odredivanju rjesenja nelinearne talasne jednacine.

6.1 Backlund-ova transformacija

Metoda koja se koristi za pronalaZenje resenja nelinearne parcijalne diferenci-
jalne jednacine ili iz poznatog, partikularnog rjesenja za istu jednacinu ili iz
rjeSenja za drugu jednacinu. Ovo moze olaksati pronalazenje slozenijih rjesenja
iz jednostavnog rjesenja, npr. u slucaju solitona ovom transformacijom se moze
generisati rjeSenje sa n-solitona znajuéi jedan soliton. Backlund-ova transfor-
macija je uglavnom sistem parcijalnih diferencijalnih jednacina koji se odnosi
na dvije funkcije od kojih je jedna rjesenje posmatranog problema a druga do-
bijena rjesavanjem sistema, tj. transformacijom ¢e takode zadovoljavati neline-
arnu jednacinu. To je matematicki zapisano u nastavku. Veéina sadrzaja ovog
odjeljka se nalazi u [I3], [I8] i [19].

Neka je w = w(z,y) rjeSenje jednacine:

Ow 0w 0w 0w
F W, = = —,— | =0 6.1.1
1<xayawaw7 , W 7ax7ayvax278y2> ) ( )
a u = u(xz,y) rjeSenje jednacine:
Ou Ou 0%*u %u
F. 2 U, — —, ==, —= | =0 6.1.2
2($>y7UaU7 , U 7axaayaaxz7ay2> ) ( )

Za jednacine (|6.1.1)) i (6.1.2) kazemo da su povezane Backlund-ovom tran-

sformacijom

Ow Ow  Ou 5‘u> o, (6.13)

) bt cciedied
1<xayawa axa ayaua axa ay

Ow Ow  Ou Ou
(b _— _— :0
2(33’%“7 8(177 8y’u, a’ll" ay) )
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6.2 Inverzna metoda rasipanja

ako kompatibilnost para (6.1.1]), (6.1.3) implicira jednac¢inu (6.1.2) i kompati-
bilnost para (6.1.2), 6 1. 3 implicira (6.1.1). Ako za neko specificno rjesenje
u = u(z,y) Jednacme

, uspijemo rijesiti (6.1.3) i dobiti w = w(z,y), ova
funkcija w = w(z,y) e b1t1 rjesenje jednacine (6.1.1).

6.2 Inverzna metoda rasipanja

Koristi se za nelinearne talasne jednacine pod odredenim uslovima, kao Sto su
grani¢ni i / ili pocetni uslovi. Ako su podaci koji se odnose na rasprseni talas
(bi¢e definisani u posebnom odjeljku o ovoj metodi) poznati, onda je moguce
iz ovih podataka utvrditi osnovni potencijal rasipanja. Problem rekonstruk-
cije potencijala iz podataka rasipanja naziva se inverzna transformacija rasipa-
nja. Inverzna transformacija rasipanja je nelinearni analogon Furijeove tran-
sformacije koja se koristi za rjesavanje linearnih problema. Ovo svojstvo do-
zvoljava odredenim nelinearnim problemima da budu tretirani linearnim meto-
dama. Postupak ¢emo detaljnije objasniti u posebnom odjeljku o metodi, kao i
primjenu istog na kubnu éredingerovu jednacinu.

6.3 Lax-ovi parovi

Posmatrajmo jednacinu:

— = F(w), 6.3.1

= F() (6:3.1)

F(w) zavisi od funkcije w, koja nije gore pomenuta ugaona frekvencija, i
njenih izvoda po x.

Osnovna ideja je da predstavimo jednacinu ((6.3.1)) u obliku:

oL
% _ LM~ ML. 3.2
ot (6:32)

gdje su L i M linearni diferencijalni operatori (nazivaju se Lax-ov par) Ciji
koeficijenti zavise od w i njenih izvoda po x, nikako po t. Desna strana jednakosti
(6.3.2) je komutator operatora L i M. Oznaci¢emo ga sa [L, M].

Pretpostavimo da operatori L i M zadovoljavaju jednacinu (6.3.2)). I posma-
trajmo dvije pomoc¢ne linearne diferencijalne jednacine. Prva odgovara karak-
teristi¢noj jednacini i sadrzi samo izvode po x:

Ly = Xp. (6.3.3)

Ovdje se t pojavljuje implicitno, kroz funkciju w i oznacen je kao parametar.

Druga pomo¢na jednacina je:
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6.3 Lax-ovi parovi

dp
T M. (6.3.4)
jednagina operatora (6.3.2)) moze se smatrati uslovom kompatibilnosti za jednacine
(6.3.3) i (6.3.4), pod uslovom da je karakteristi¢ni korjen A nezavisan od vremena
t. Zaista, diferenciranjem u odnosu na t, dobijamo L;p + Lp; = Apy.
Zamjenjujuci u ovaj izraz, dobijamo L;p — LMy = —AMy. Zatim,
uzimajuéi u obzir relacije AMp = M(Ap) i A\p = Ly stizemo do jednaéine
Lip = LMy — ML, sto je ekvivalentno (6.3.2]).

Gore navedena procedura pokazuje kako analiza pocetne nelinearne jednacine
6.3.1) moze biti svedena na dvije jednostavnije linearne jednacine (6.3.3) i
6.3.4)).

Primjer 1. U ovom primjeru pokazacemo kako izgledaju Lax-ov parovi za Korteweg-
de Vries-ovu jednacinu

ow  OPw Ow

Definisu se na sljedeci nacin:
o2 o3 0 0
L= w, M=42 6w’ —32¢ (6.3.6)

0x? ox3 Oz oz’

sto ¢emo i provjeriti u nastavku

LM () = 40zpzee — 10WPzze — 15We0ss + (6w2 — 12w,0 )0z + (Bww, — 3wees)p,
ML(¢) = 40zpaae — 10WQre — 15We 000 + (6w2 — 12Ws0 )0z + (Oww, — 4Weey)p,

LM (p) = ML(p) = (Wazz — bwwy)p,
(6.3.7)

gdje je o(x) proizvoljna funkcija.

Iz (6.3.6) ¢ (6.3.7) slijedi da je
Ly = —wy,

LM — ML = wyp, — 6ww,.

Zamgjenom ovih izraza u , dolazimo do Korteweg-de Vries-ove jednacine

73

Za viSe detalja o sadrzaju ovog odjeljka preporuc¢ujemo [16] i [19].
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7 Inverzna metoda rasipanja (IST)

7 Inverzna metoda rasipanja (IST)

U ovom poglavlju predstavljamo metodu konstruisanja odredenih tacnih rjesenja
jednacine

iUy + Uge + 2|ul?u = 0. (7.0.1)

Ideja koja stoji iza nase metode je slicna onoj koja se koristi za generisa-
nje tacnih resenja za Korteweg-de Vriesovu jednacinu [7]. Teoreme i pojmove
navedene u ovom poglavlju ¢italac moze da pronade u knjigama [0 i [6].

Na pocetku posmatrajmo Zakharov - Shabat sistem

SR E

gdje ’ oznacava izvod po z, A je spektralni parametar koji ima kompleksnu vri-
jednost, ¢ je integrabilni potencijal, takode kompleksne vrijednosti, a~ oznacava
kompleksnu konjugaciju. Postoje dva linearno nezavisna vektorska resenja za
oznacena sa Y (A, x) 1 (A, z), koja su obi¢no poznata kao Jost rjeSenja i
jedinstveno se dobijaju nametanjem odgovarajucih asimptotskih uslova.

W\ z) = [ e ] +o(1), & — oo, (7.0.3)

—i\x

qs(m):[ . ]+0(1),x—>—oo7

Koeficijent transmisije T', koeficijent lijeve refleksije L i koeficijent desne
refleksije R se zatim dobijaju:

e—i)\;cM
Y\ ) = M +o(1), 2 — —o0, (7.0.4)
T(X\)
e irT
o(\x) = [ ey | To(1), @ = +oo, (7.0.5)
TR

Postoje rjeSenja sistema , takozvana rjeSenja grani¢nih stanja (vezano
stanje opisuje sistem u kome je Cestica tezi da ostane lokalizovana u jednom ili
vise dijelova prostora).Ona se javljaju na polovima T u gornjoj polovini kom-
pleksne ravni CT. Oznadimo (razli¢ite) polove grani¢nih stanja T sa \; za
j=m+1,...,m+nipretpostavimo da je n; visestrukost pola ;.
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7 Inverzna metoda rasipanja (IST)

Problem inverznog rasipanja za (7.0.2]) sastoji se od oporavka (vra¢anja)
potencijala ¢(z) za x € R iz odgovarajuceg skupa podataka o rasipanju (scat-

tering data) koji se sastoji od koeficijenta refleksije R(A) za A € R i informa-
m+n

cija o grani¢nim stanjima {)\j, {cjs}nfl} . Ovaj problem se moze rijesiti

S

pomo¢u Maréenkovog metoda na sljedeéi nacin [T, 2, Bl @, 17, 27]:

1. Formirati takozvano Marcenko jezgro €2 na osnovu podataka o rasipanju

{RO) AN} {egs )

m+n Mj—

1 e 7,)\ z)\
Q(y) ::ﬂ/m AAR(N)e™Y + ) Z c]s ey, (7.0.6)

j=m—+1 s=0
2. Rijesiti takozvanu Marcenko jednacinu:

K(z,y) — Qz,y) + /OO dz /OC dsK(z,s)Qs+2)Qz+y) =0, y > .
(7.0.7)

3. Oporaviti (povratiti) potencijal ¢ preko rjesenja K (x, y) Maréenko jednacine
koristeéi

q(x) = —2K(z,x). (7.0.8)

4. Pomocu odredenog K (x,y) definisati:

G(z,y) == — /00 dzK(z, z) Q(z + y). (7.0.9)

Zatim, dobijamo Jost rjesenje 1 (\, ) Zakharov - Shabat sistema (7.0.2)) -
[F03) preko:

b\, z) = [ e}im } +/:O dy[ g((;fz)) }e”y (7.0.10)

Rjesenje pocetnog problema valjda sastoji se od oporavka u(z,t) za
t > 0 kada je u(z,0) poznato. Kada je u(z,0) = g(z), gde je ¢ potencijal koji
se pojavljuje u @7 poznato je da se takav pocetni problem moze rijesiti
[T, 2, [3, [4, 17, 27] metodom IST.

Primjena IST obuhvata tri koraka:
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7.1 Prikaz metode rasipanja

e Pomoéu odgovarajucéeg pocetnog potencijala ¢(z), tj. pocetnog uslova,
dobijemo podatke o rasipanju u ¢t = 0; koeficijent refleksije R(\), polove
grani¢nih stanja A; od T'()\) i normirane konstante c¢;s.

e Neka pocetni podaci o rasipanju evoluiraju u vremenu. Vremenski evo-
luirani koeficijent refleksije R(A;t) se dobija iz koeficijenta refleksije R(\)
preko relacije

R(\;t) = R\t (7.0.11)

Polovi grani¢nih stanja A; i T'(A) se ne mijenjaju u vremenu. Vremenska
evolucija normiranih konstanti graniénih stanja c;s(t) je poznata, kada je
s =0, kao

cjo(t) :cjoe“)‘?t, j=n+1,...,m+n. (7.0.12)

e Rijesiti problem inverznog rasipanja za (7.0.2) sa vremenski evoluiranim

o m+n
podacima rasipanja {R()\; t), {)\j, {cjs(t)}?_ol}j_mﬂ} da bismo dobili
potencijal koji je evoluirao u vremenu. Ovaj inverzni problem moze se
rijesiti Marc¢enkovom metodom kako ¢e biti tek poslije opisano u odjeljku
zamenjujudi jezgro Q(y) sa njegovom vremenom evoluiranom verzijom

Q(y; t), koja se dobija zamjenom R(A) u (7.0.6) sa R(A;t) i ¢js sa c;s(t).
7.1 Prikaz metode rasipanja

Prvo ¢emo predstaviti nase podatke o rasipanju u terminima konstantne kva-
dratne matrice A, konstantnog vektora kolone B i konstantnog vektora vrste C.
Zatim ¢emo napisati Marcenkovo jezgro Q(y) dato u preko matrica A,
B, C. Ispostavice se da ¢e jezgro evoluirano u vremenu §2(\; ) biti povezano sa
Q(A) na jednostavan naéin. RjeSavajuéi Marcenkovu jednadinu sa vre-
menski evoluiranim jezgroom $2(\;t), dobi¢emo vremenski evoluirano rjesenje
K(z,y;t), iz kojeg éemo oporaviti vremenski evoluirani potencijal u(x,t) na

nac¢in analogan ([7.0.8)).

U ovom odjeljku éemo pokazati kako konstruisati A, B, C iz nekih podataka
o rasipanju koji su povezani sa sistemom Zakharov-Shabat. Pokazujemo da se

nasa taéna rjeSenja mogu dobiti odabirom A, B, C kao u (7.1.6) - , gdje
su Aj razliCiti i ¢j,, 1) #0za j=1,...,m+n.

Kada racionalni R()\) ima polove u A; u C* sa viSestrukostima n; za j =

1,...,m, s obzirom da R(\) — 0 kada A — oo, R()\) moZe se zapisati kao
R(\) = i 5~ (7.1.1)
: (A=25)%




7.1 Prikaz metode rasipanja

za neke kompleksne koeficijente ;. Primjetimo da unutrasnju sumu u (7.1.1))
mozemo predstaviti kao:

gdje smo za j = 1,...,m definisali

—1\j
0
0
Aj = .
0
0
tako da
A—iA; =
(A —id))~h =

N ()T e
> ﬁ = —iCj(A —iA;) "' By, (7.1.2)
s=1
-1 0 0 0 7 0
: : : .| Bi= . (7.1.3)
0 0 —iA; —1 0
0 0 0 —i)\] 1]
Cj : [rj"j le} )
=X i 0 0 0
0 A=) i 0 0
0 0 A=A 0 0
0 0 0 DD VI
L0 0 0 0 A=A
- 1 — (_,02 (—i)"’J’_Q (_1')”]‘_1 -
Ai)\j ()‘7>‘:/')2 (>\*)\J)3 ()\_)\j)nj—l (>\_>\j)nj
0 1 —i (=778 (i) 2
Ah O AA)T 2 DA T
0 0 1 (72‘)”]74 (774-)71]-—3
A=A A5 o)
: ' ; :
’ 0 0 A=Ay =2
0 0 0 0 /\,1)\],

Napominjemo da je vektor vrsta C; formata n; x 1, vektor kolona B; 1 x nj,
a A; je nj x n; kvadratna matrica i da je (A—i4;)~! gornja trougaona Toeplitz-

ova matrica.

Za j=m+1,...,m+n, upotrebimo (|7.1.3) da definiSemo n; x n; matricu
A; in; vektor kolonu Bj, i da C; bude n; vektor vrsta definisana kao
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7.1 Prikaz metode rasipanja

Cj = [Cj(njfl) RN Cjo] (7.1.4)
tako da je suma iz (7.0.6) dobijena kao
njfl s . 00
. 7 .
> cjsyf'ewy = —7/ dXC; (N —iA;) "B, y > 0. (7.1.5)
s! i
s=0 -0
DefiniSemo sada p x p dijagonalnu blok matricu A:
A 0 0
0 A 0
0 0 0
A= (7.1.6)
0 0 Aman
pje
m—+n
pi= Z n;. (7.1.7)
j=1
Sli¢no, definiSemo vektor kolonu B kao
B,
Bs
B = . (7.1.8)
Bm+n
i vektor vrstu C'
C:=[C1 Cy ... Cuminl. (7.1.9)
Bez umanjenja opstosti mozemo pretpostaviti dasusve A\jza j = 1,...,m+n
razli¢ite; u slu¢aju poklapanja jednog od Ay za k = 1,...,m sa jednim od \; za
j=m+1,...,m+n, mozemo jednostavno kombinovati odgovarajuce blokove u

da bismo smanjili broj blokova u A za jedan. U slucaju da se vise takvih
A; podudara, moZemo nastaviti na sli¢an nacin, tako da svaki blok u
bude povezan sa razli¢itim A;. Sliéno tome, mozemo kombinovati odgovarajuce
blokove u svakom od i tako da se formati matrica B i C poklapaju

sa formatom matrice A.

Posmatrajmo (matri¢nu) funkciju P(\) definisanu na sljedeéi naé¢in:
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7.1 Prikaz metode rasipanja

P(\) = —iC(A—iA)"'B, ;) €C, (7.1.10)

gdje su matrice A, B, C konstantne formata p x p, p x 1, 1 X p, respek-
tivno. Poznato nam je da je reprezentacija minimalna ako ne pos-
toje neke druge matrice A, B, C formata p x p, p x 1, 1 x p takve da je
P(\) = —iC(A—iA)"'Bip < p. Uvijek postoje tri matrice koje odgovaraju mi-
nimalnoj reprezentaciji . Vise o minimalnoj reprezentaciji mozete vidjeti
u

Teorema 7.1. Reprezentacija (7.1.10) je minimalna ako i samo ako su dvije
p X p matrice definisane na sljedeéi nacin:

C

CA
col,(C, A) = _ , rowy(A,B):=[B AB ... AP7'B] (7.1.11)

cAv-1
obje ranga p.

Sljedeca teorema pokazuje da je, radi konstruisanja tacnih rjesenja ,
dovoljno uzeti u obzir samo triplet A, B, C' dat u @ '~ sa razlicitim
Ajza j=1,...,m+n jer bilo koji druge tri matrice A, B, C formata p X p,
p x 1,11 X p, respektivno, mogu se ekvivalentno izraziti u terminima A, B, C.

Sve teoreme koje slijede daéemo bez dokaza, jer se oni svode na gradivo
linearne algebre i sam postupak dokazivanja nije od vaznosti za ovaj rad nego
samo njihov krajnji rezultat.

Teorema 7.2. Za bilo koji proizvoljan triplet A, B, C' formata p X p, p x 1,
i 1 X p, postoji triplet A, B, C' koji ima oblik dat u - , respek-
tivno, koji daju isto tacno rjesenje . Konstruisemo A, B, C' koriséenjem
A=MAM-', B=MSB, C =CMS, gdje je M regularna matrica ¢ije se ko-
lone sastoje od generalizovanih karakteristicnih vektora matrice A, matrica S je
gornja trougaona Toeplitz-ova matrica koja komutira sa A, a elementi matrice

C su izabrani kao u (7.1.9).

U ostatku ovog odjeljka da¢emo karakterizaciju minimalnosti reprezentacije

u ([7.1.10) sa tri matrice A, B, C date u (7.1.6) - (7.1.9).

Teorema 7.3. Tri matrice A, B, C date u (7.1.6) - (7.1.9) odgovaraju mini-
malnoj reprezentaciji (7.1.10) ako i samo ako su A; razliciti i cjin;—1) # 0 u
17.1.9) za 5=1,...,m+n.

Dokazi svih teorema datih maloprije mogu se pogledati u [5].
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7.2 Eksplicitno rjesenje

U prethodnom odjeljku konstruisali smo matrice A, B, C' date u -
iz nekih podataka o rasipanju sistema Zakharov-Shabat. U ovom odjeljku
rjeSavamo odgovarajuc¢u vremenski evoluiranu Marcéenkovu jednacinu ekspli-
citno za x > 0 u obliku tih A, B, C. Ta rjesenja vode do eksplicitnih rjesenja

(7.0.1) preko formule date u ([7.2.14)).

Zay > 0, uz pomo¢ ([7.1.2)), (7.1.5) i konturne integraciju duz granice gornjeg
polukruga kompleksne ravni C*, prikazujemo jezgro (y) definisano u (7.0.6)
kao

Qy) = Ce B, y > 0. (7.2.1)

Takode vazi i

Qz+y) = Ce e B, | (7.2.2)

Upotrebom (|7.0.11]) mozemo izraziti jezgro vremenski evoluiranog Maréenkovog
integrala

m4n nj—1

+oo 5 s
Qy;t) = —ﬂ_/ dAR(N)eYetiNt 4 Z Z cjs(t)%eujy. (7.2.3)

- j=m+1 s5=0

Dobili smo Q(y; t) tako §to C' zamjenimo sa Ce~ 44’ u Q(y) u (7.2.1)) jer se
u Q(y) nalazi samo reflekcioni koeficijenti koji evoluiraju u vremenu pa u sustini
zamjenimo R(\) sa R(A;t) (viSe o dobijanju 2 mozZe se pronaéi u knjizi [12]) :

Qy;t) = Ce 4% —Avp o > 0, (7.2.4)

Kako je Q(y;t) skalar, kompleksno konjugovanje je isto $to i adjungovanje i
imacéemo

Q(y; 1) = Ble=AlvH4i(AD*t ot (7.2.5)

oznaka t je adjungovanje tj. (kompleksno) konjugovanje i transponovanje kom-
pleksne matrice.

Stoga, Marcenkova integralna jednac¢ina koja je evoluirala u vremenu je:

K(x,y: t)fQ(z+y;t)T+/ dz/ dsK (z, s;1)Qs+2)Qz4y; 1) =0, y > 2.
’ ’ (7.2.6)
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7.2 Eksplicitno rjesenje

Sljedece $to radimo je izracunavanje K (x,y;t). Koriste¢i (7.2.5) u jednaéini
(7.2.6]) vidimo da je K(x,y;t) oblika:

K (w,y;t) = H(x; t)e A v ot (7.2.7)

U nastavku ¢e biti definisano H(x;t). UvrStavanjem (7.2.7) u (7.2.6]), dobi-

jamo:
H(z;t)T(2;t) = Ble ', (7.2.8)
gdje je
T(x;t) = T + Q(a; t)N (), (7.2.9)

gdje je I jedini¢na p X p matrica a

(o)
Q(z;t) ::/ e_ATS""”(AT)thTCe_AS_4iA2tds, (7.2.10)

N(z) ::/ e 4*BBle=4"%qy. (7.2.11)

Koristeéi (7.2.8) u (7.2.7) rjeSenje ([7.2.6)) mozemo zapisati kao:
K(x,y;t) = Ble A" (a; 1)t~ ATvt4i(AD ot (7.2.12)

pretpostavljajuéi da I'(z;¢) ima inverznu matricu. Uslove za to ¢emo dati u
teoremi [T.5]
Analogno, (|7.0.8]) dobijamo konac¢no i potencijal koji je evoluirao u vremenu

u(xz;t) = —2K (x, ;1) (7.2.13)

koji ¢e biti rjesenje jednacine (7.0.1) i zapisujemo ga kao:

u(z,t) = —2BT6_AT””I’(95; t)_le_AT’H"”(AT)thT (7.2.14)

Moguce je rjesenje (7.2.14) zapisati kao koli¢nik dvije determinante [I1]:
(7.2.15)

gdje je F(x;t) matrica formata (p +1) X (p+ 1):
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7.2 Eksplicitno rjesenje

0 9Bte—AT®

F(z;t) :== o~ ATz +di(AT)2t [(z;t)

(7.2.16)

Na kraju ovog poglavlja dajemo neka korisna svojsta matrica Q(x;t), N(x)
iT(x5t).

Teorema 7.4. Matrice Q(x;t) ¢ N(x) definisane u (7.2.10) ¢ (7.2.11)), respet-
kivno zadovoljavaju

Q(a;t) = e~ A wHHAN g (g; 0) e A 1iA" (7.2.17)

N(z) = e "N (0)e~ 4" (7.2.18)

Sljedeca teorema pokazuje da matrica I'(x; t) definisana u (7.2.9)) ima inverznu
matricu za sve z,t € R sve dok karakteristi¢ni korijeni matrice A imaju pozi-
tivne realne dijelove. U tom slucaju je i determinanta I'(x;t) pozitivna.

Teorema 7.5. Pretpostavimo da karakteristicni korijeni matrice A imaju pozi-
tivne realne dijelove. Tada, za sve x,t € R vazi sljedece:

1. Matrice Q(x;t) i N(x) definisane w (7.2.10) ¢ (7.2.11), respektivno, su
pozitivne i hermitske matrice. Shodno tome, postoje jedinstvene pozitivne,
1
hermitske matrice Q(x;t)2 i N(x)2 takve da je

Qait) = Q(z;1)2 Q(x;t)® i (7.2.19)

N(z) = N(z)2 N(z)?. (7.2.20)
2. Matrica T'(x;t) definisana u (7.2.9) ima inverznu matricu.

3. Determinanta matrice T'(x;t) je pozitivna.

Teorema 7.6. Kvadrat apsolutne vrijednosti rjesenja kubne gredz'ngerove jedna-
gine |u(x,t)|> moZe biti napisan preko determinante matrice T'(x;t) definisane

U na sljedecéi nacin:

u(z, )" = -

0 10detl(x;t)/0x
2 _
Ozl detT(z;t) } (7.2.21)

Dokaz ove teoreme je komplikovan i prevazilazi nasa znanja iz algebre i dife-
rencijalnih jednacina, s toga ga neéemo prikazivati ovdje, ali se moze pogledati
u knjigama [27] i [I0]. Ovaj rezultat ¢emo koristiti prilikom trazenja rjesenja
kubne Sredingerove jednacine ispod.
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7.3 Primjena na CSE

Poslije postupka IST opisanog iznad, primjeni¢emo ga na rjesavanje kubne
éredingerove jednacine kako bismo dobili n — soliton rjesenje. Poznato
nam je da je u ovom slu¢aju refleksije nema, tj. R(\) =0, a T(\) ima n pros-
tih polova grani¢nih stanja u C. Stoga, iz - zakljucujemo da su
matrice A, Bi C:

—iM 0 . 0
0 —iAo o 0
A= . . ) . (7.3.1)
0 0 —i\n
1
1
B=|. (7.3.2)
1
C= [cl Co .. cn] (7.3.3)

pri ¢emu su \; razli¢iti i leZe u gornjem polukrugu kompleksne ravni C*.

Koriséenjem (7.2.9) - (7.2.11)), dobijaju se (a, ) elementi matrica Q(z;t),
N(z)iT(x;t):

iei(Aa—X,;)x
Nyjg=—", (7.3.4)
Ao — g

— 2 77 . 2772
ancﬁez()\g Aa)z+4i(AG5 =)t

- _ , 7.3.5
Qus —— (7.35)

20y —Xa —Ag)z+4i (A2 —Xo )t

n o _ i(

CqCHE
Lap=0ap—) — = =
; (Ay = Aa)(Ay — Ag)

: (7.3.6)

gdje je 0,3 Kronekerova delta, definisana na sljedeé¢i nacin:

5 _ 1) a:ﬁ
N0, a#p

RjeSenje u(x,t) ratunamo preko , tj. uzimajuéi korijen tog rjeSenja
(7.2.21)) radi lakSeg izra¢unavanja i ilustrativnog predstavljanja. Ove rezultate
smo koristili za graficko prikazivanje rjesenja, 1 solitona i odnos 2 solitona, ¢ije
slike su prikazane u dijelu 5.
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A Kodovi za numericko rjesavanje CSE u pro-
gramu Mathematica

A.1 1-solitonsko rjesenje

n=1;

lambda = {-1 4+ 1};

c ={-1}

cclambda = Conjugate [lambda];

ccc = Conjugate[c];

gammamatrica = IdentityMatrix [n] + Table[ccc[[i]] E* (=1 cclambda[[i]]
x — 4 I (cclambda[[i]])"2 t) Sum[c[[k]] E*(2 I lambda[[k]]

x + 4 I (lambda[[k]]) 2 t)/((cclambda[[i]] — lambda[[k]])
(lambda [[k]] = cclambda[[]j]])), {k, 1, n}] E°(=I cclambda[[j]] x),

{i, n}, {j, n}h;

detgama = Det[gamamatrica|;

izvoddetgama = D[detgama, x];

absukvadr = D[izvoddetgama/detgamma, x];

absu = Chop[Sqrt [Abs[absukvadr]]];

Plot[absu /. t — 0, {x, —7, 7}, PlotRange —> All]

Plot [absu /. t — 0.1, {x, =7, 7}, PlotRange —> All]

Plot [absu /. t — 0.2, {x, —7, 7}, PlotRange —> All]
Plot[absu /. t — 0.3, {x, —7, 7}, PlotRange —> All]
Plot [absu /. t — 0.4, {x, =7, 7}, PlotRange —> All]
Plot [absu /. t — 0.7, {x, —7, 7}, PlotRange —> All]
Plot [absu /. t — 0.9, {x, =7, 7}, PlotRange —> All]
Plot [absu /. t — 1.2, {x, =7, 7}, PlotRange —> All]

Plot3D [absu, {t, 0, 1.2}, {x, =7, 7}, PlotRange —> All,
AxesLabel —> Automatic]
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A.2 Odnos 2 solitona

n=2;

lambda = {1 + I, —2 + 3 1}

c ={-1+1, 21}

cclambda = Conjugate [lambda];

ccc = Conjugate[c];

gammamatrica = IdentityMatrix [n] + Table[ccc[[i]] E*(=I cclambda[[i]]
x — 4 1 (cclambda[[i]])"2 t) Sum[c[[k]] E*(2 I lambda[[k]]

x + 4 I (lambda[[k]])"2 t)/((cclambda[[i]] — lambda[[k]])

(lambda [[k]] = cclambda[[j]])), {k, 1, n}] E°(=I cclambda[[j]] x),
{i, o}, {i, n}]§

detgama = Det[gamamatrica | ;

izvoddetgama = D[detgama, x];
absukvadr = D[izvoddetgama/detgamma, x];
absu = Chop[Sqrt [Abs[absukvadr]]];

Plot3D [absu, {t, —0.9, 0.9}, {x, =5, 5}, PlotRange —> All,
AxesLabel —> Automatic]

Plot [absu /. t — -0.9, {x, —10, 2}, PlotRange —> All,
AxesLabel —> Automatic]

Plot [absu /. t —> —-0.5, {x, —6.5, 1}, PlotRange —> All,
AxesLabel —> Automatic]

Plot [absu /. t — —-0.2, {x, —6, 3}, PlotRange —> All,
AxesLabel — Automatic]

Plot [absu /. t — 0, {x, —4, 3}, PlotRange —> All,
AxesLabel —> Automatic]

Plot[absu /. t — 0.2, {x, =2, 3.8}, PlotRange —> All,
AxesLabel —> Automatic]

Plot [absu /. t — 0.4, {x, —2, 5}, PlotRange —> All,
AxesLabel —> Automatic]

Plot[absu /. t — 0.6, {x, -1, 7}, PlotRange —> All,
AxesLabel —> Automatic]
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A.2 Odnos 2 solitona

Plot[absu /. t — 0.9, {x, -1, 9}, PlotRange —> All,
AxesLabel —> Automatic]
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