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Uvod 
 
 Ovaj rad predstavlja moj završni rad na master studijama Prirodno-matematičkog 
fakulteta u Novom Sadu. Funkcionalna analiza je jedna od najvažnijih oblasti savremene 
matematike čije se metode i razultati primenjuju u gotovo svim matematičkim 
disciplinama, u numeričkoj i primenjenoj matematici kao i u raznim oblastima fizike i 
tehnike. Funkcionalna analiza je nastala na prelazu iz devetnaestog u dvadeseti vek kao 
nadgradnja linearne algebre i područja klasične analize, kao što su integralne i 
diferencijalne jednačine, varijacioni račun, razvijanja funkcija u redove itd. U 
funkcionalnoj analizi proučava se skup funkcija koje imaju određeno svojstvo, a ne 
individualna funkcija kako se to ranije radilo. 
 Prvi deo rada sadrži osnovne pojmove u vezi sa metričkim i Banahovim 
prostorima. U drugom delu formulisana je i dokazana Banahova teorema o nepokretnoj 
tački koja garantuje postojanje i jedinstvanost nepokretne tačke određenih preslikavanja 
iz nekog metričkog prostora u samog sebe i daje konstruktivni metod za pronalaženje 
nepokretne tačke. Banahova teorema predstavlja jedan od klasičnih rezultata teorije 
nepokretne tačke koja zauzima značajno mesto u matematici. Treći deo govori o primeni 
Banahove teoreme u dokazu egzistencije i jedinstvenosti rešenja za jednačine različitog 
tipa. Primenom teoreme daje se i postupak približnog nalaženja tog rešenja poznat kao 
metod sukcesivnih aproksimacija. Četvrti deo sadrži neke generalizacije teoreme o 
nepokretnoj tački u metričkim prostorima. 

Zahvalila bih se, ovom prilikom, svima koji su na bilo koji način doprineli izradi 
ovog rada. Zahvaljujem se akademiku Olgi Hadžić na korisnim savetima i primedbama. 
Posebnu zahvalnost dugujem svom mentoru dr Ljiljani Gajić za profesionalno 
usmeravanje i pomoć pri izradi ovog rada kao i za znanje koje sam stekla radivši sa njom 
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1. Osnovni pojmovi i definicije 

 
 Maurice Frechet je 1906. godine uveo klasu metričkih prostora. Metrički prostor 

je skup na kome je definisan pojam rastojanja dve tačke (metrike). Pojam granice, po 
svom istorijskom razvoju, je dugo bio vezan za pojam rastojanja dve tačke. Zato su 
gotovo svi klasični prostori snabdeveni definicijom rastojanja dva elementa. Takav je 
slučaj sa skupom realnih i kompleksnih brojeva, skupom uređenih n-torki, skupom 
ograničenih realnih funkcija... 

Na skupu R , realnih brojeva, rastojanje d  dve tačke x  i y  merili smo 
apsolutnom vrednošću razlike odgovarajućih brojeva yxyxd −=),( . U n -
dimenzionalnom Euklidskom prostoru, rastojanje d  između tačaka  ),...,,( 21 nxxxx = i  

),...,,( 21 nyyyy =  definišemo sa 
 

∑
=

−=
n

i
ii yxyxd 2)(),(  

U skupu ograničenih funkcija, definisanih nad intervalom ),( ba , definišemo 
rastojanje između dva elementa  f i g  kao   

 
,)()(sup),( xgxfgfd −=  ).,( bax∈  

 
Naveli smo samo neke primere rastojanja i interesovaće nas koje su njihove najvažnije 
zajedničke osobine. 

Vidimo da je rastojanje u nekom skupu definisano za po dva elementa. Za svaka 
dva elementa u datom skupu  X  opredeljujemo jedan broj ),( yxd  koji nazivamo 
rastojanjem. U stvari, svakom uređenom paru ),( yx  opredeljujemo realan broj. Traženje 
rastojanja je, dakle, operacija preslikavanja skupa 2X u skup realnih brojeva. 
 

U klasi metričkih prostora je kasnije, 1922. godine, Stefan Banach formulisao i 
dokazao teoremu o nepokretnoj tački za kontraktivna preslikavanja. Ona ima veliki 
značaj u matematici i predstavlja klasičan rezultat teorije nepokretne tačke. 
 
Definicija 1.1: Neka je X≠ Ø  i [ )∞→× ,0: XXd  tako da važe sledeći uslovi: 
 

• 0),( =yxd    ⇔    yx = , 
• Za svako  Xyx ∈, ,       ),(),( xydyxd = ,  (simetričnost), 
• Za svako  Xzyx ∈,, ,  važi nejednakost  

),,(),(),( yzdzxdyxd +≤   (nejednakost trougla). 
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Tada kažemo da je preslikavanje d  metrika na skupu X  a broj ),( yxd  je rastojanje 
tačaka x i y . Par ),( dX  je metrički prostor. 
Primer 1.1: ),( p

n dR  je metrički prostor gde  za  ),...,,( 21 nxxxx = , 
n

n Ryyyy ∈= ),...,,( 21  definišemo rastojanje ),( yxd p , 1≥p , na sledeći način 
 

p
n

i

p
iip yxyxd ∑

=

−=
1

),( . 

Za 1=p  i 1=n  dibijamo metrički prostor ),( 1dR , 

∑
=

−=
n

i
ii yxyxd

1
1 .),(  

 
Primer 1.2: Neka je [ ]baC ,  skup neprekidnih realnih funkcija definisanih na intervalu 
[ ] Rba ⊂, . Za [ ]baCgf ,, ∈  definiše se  ),( gfd  na sledeći način: 
 

[ ]
)(),(max),(

,
xgxfgfd

bax∈
= . 

Tada je [ ] ),,( dbaC  metrički prostor. 
 
Napomena: [ ]baC ,  i sa metrikom rd , 1≥r , definisanom na sledeći način 

r
b

a

r
r dxxgxfgfd

1

))()((),( ∫ −= ,  za sve [ ]baCgf ,, ∈ , 

je takođe metrički prostor. 
 
Primer 1.3: Neka je ∞l  prostor ograničenih nizova u R  ili C . Ako je za ∞∈ lyx,  
 

,sup),( ii
Ni

yxyxd −=
∈

 

gde je { } )( iNii xxx == ∈ , { } )( iNii yyy == ∈ , tada je ),( dl∞  metrički prostor. 
 
Definicija 1.2: Neka je ),( dX  metrički prostor. Otvorena lopta ),( 0 rxL  )0,( >∈ rXa  
sa centrom u 0x  i poluprečnikom r  je svaki skup oblika 
 

{ :),( 0 xrxL =   ,Xx∈   }rxxd <),( 0 . 
 
Definicija 1.3: Zatvorena lopta ),( 0 rxB )0,( >∈ rXa  sa centrom u 0x  i poluprečnikom 
r  je svaki skup oblika 
 

{ :),( 0 xrxB =   ,Xx∈   }rxxd ≤),( 0 . 
 
Definicija 1.4: Neka je ≠X  Ø i τ  neka familija podskupova skupa X  sa sledećim 
osobinama: 
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1. τ∈X , Ø τ∈  , 
2.  Ako je za sve  Ii∈  ( I proizvoljan skup) τ∈iA  tada je  

∪
Ii

iA
∈

∈τ , 

3. Ako su τ∈nAAA ,...,, 21  ( n  je proizvoljan prirodan broj) tada je 
 

τ∈
∈
∩

Ii
iA . 

Tada je uređeni par ),( τX  topološki prostor, a elementi familijeτ   su otvoreni skupovi. 
τ  se zove topologija na prostoru X . 
 
Neka je ),( dX  metrički prostor.  Definišemo familiju dτ  podskupova od X  na sledeći 
način: 

Ø dτ∈  i dO τ∈  ako i samo ako važi za(  svako  postojiOx )(∈ )0>xr ( )),( OrxL x ⊂ ). 
 

Tvrđenje 1.1:Familija dτ  definiše topologiju u metričkom prostoru ),( dX . 
 
Za topologiju dττ =  kažemo da je generisana (indukovana) metrikom d . 
 
Definicija 1.5:  Za topološki prostor ),( τX  kažemo da je metrizabilan ako postoji 
metrika d  u skupu X  koja definiše topologiju τ . 
 
Tvrđenje 1.2: Neka je ),( dX  metrički prostor. Podskup V  skupa X  je okolina tačke 

Xx ∈0  ako postoji  0>r  tako da važi 
VrxL ⊂),( 0 . 

Definicija 1.6: U prostoru ),( τX  familija 
 

{ ),()( 00 rxLxB = ; },0>r  
 

je baza okolina tačke Xx ∈0  što znači da za svaku okolinu  V  tačke 0x  postoji  ),( 0 rxL , 
0>r , tako da je VrxL ⊂),( 0 . 

 
 U metričkom prostoru  ),( dX  jedna od baza okolina tačke  Xx ∈0 je familija  

{ )/1,()( 00 nxLxB = , }Nn∈ , 
 

što znači da svaki metrički prostor zadovoljava I Aksiom prebrojivosti. 
 
Definicija 1.7: Metrike d  i ρ  su ekvivalentne ako indukuju istu topologiju. 
 
Tvrđenje 1.3: Metrike d  i ρ  su  ekvivalentne, ako postoje konstane m , 0>M  takve da 
važi 
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),(),(),( yxMdyxyxmd ≤≤ ρ , 

 
Na osnovu prethodnog tvrđenja metrike  na nR date sa 

• ,)(),(
1

2
2 ∑

=

−=
n

i
ii yxyxd   

• { }nn yxyxyxyxd −−−=∞ ,...,,max),( 2211 , 

• ∑
=

−=
n

i
ii yxyxd

1
1 ),(   gde je ),...,,( 21 nxxxx = , ),...,,( 21 nyyyy =  , 

su ekvivalentne jer važi 
 

),(),( 2 yxdyxd ≤∞  i ),(),(2 yxdnyxd ∞≤ , 
 

pa su ∞d  i 2d   ekvivalentne. 
 
Takođe, zbog 

),(),( 1 yxdyxd ≤∞  i ),,(),(1 yxndyxd ∞≤  
 

sledi da su metrike ∞d  i 1d   ekvivalentne. 
Dakle, sledi da su sve tri metrike 2d , ∞d  i 1d  ekvivalentne. 
 
Definicija 1.8: U metričkom prostoru ),( dX  kažemo da niz { } Nnna ∈  u X  konvergira ka 

Xa∈ , što označavamo sa aann
=

∞→
lim , ako je 0),(lim =

∞→
aad nn

, odnosno 

 
aann

=
∞→

lim   ⇔   .0),(lim =
∞→

aad nn
 

 
Umesto oznake aann

=
∞→

lim  upotrebljava se i oznaka aan → , ∞→n  

 
Definicija 1.9: Niz { } Nnnx ∈  iz X  je Košijev ako važe sledeći uslov: 
 

).),()(,)(,)()()(0( 00 εεεε <⇒>∈∀∈∃>∀ nm xxdnnmNnmNn                                    (1) 
 

Ekvivalentan uslov uslovu (1)  je: 
 

).),()()(,)()()(0( 00 εεεε <⇒>∈∀∈∃>∀ + npn xxdnnNpnNn  
 
Tvrđenje 1.4:Ako je niz{ } Nnnx ∈  iz X  konvergentan on je Košijev. 
 
Dokaz: Neka je niz { } Nnnx ∈  konvergentan što znači da je xxnn

=
∞→

lim , odnosno  
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).),()()()()()(0( 00 εεεε <⇒>∈∀∈∃>∀ xxdnnNnNn n     (2) 
 

Primenjujući (2)  za  
2
ε  dobijamo da postoji Nn ∈0  tako da je 

2
),( ε
<xxd n   za sve  ).

2
(0
εnn >       (3) 

Iz (3) sledi za sve )()
2

(, ´
00 εε nnnm =>  da je  

εεε
=+<+≤

22
),(),(),( xxdxxdxxd nmnm . 

Što znači da je niz { } Nnnx ∈  Košijev.■ 
 
Napomena: Obrnuto ne mora da važi, tj. Košijev niz ne mora da konvergira. 
 
Definicija 1.10: Ako u metričkom prostoru ),( dX  za svaki Košijev niz { } Nnnx ∈  postoji 

Xxxnn
∈=

∞→
lim , kažemo da je ),( dX  kompletan metrički prostor. 

 
Tvrđenje 1.5: Zatvoreni podskup kompletnog metričkog prostora je kompletan. 
 
Definicija 1.11: Neka je X  vektorski prostor nad poljem F , ( RF =  ili CF = ). 
Preslikvanja [ )∞→⋅ ,0: X  za koje važe sledeći sulovi uslovi: 
 

1) 00 =⇔= xx ; 

2) xx λλ = ,   za sve F∈λ , i sve Xx∈ ; 

3) yxyx +≤+ ,  za sve Xyx ∈, ; 
 
zovemo norma nad X  a uređeni par ),( ⋅X  normiran prostor.  
 
 Svaki normiran prostor ),( ⋅X  je metrički prostor sa metrikom d  koja je 
efinisana na sledeći način: 
 

yxyxd −=),( ,   za sve Xyx ∈, . 
 

 Ako je normiran prostor ),( ⋅X  kompletan metrički prostor kažemo da je 
Banahov prostor. 
 
Primer 1.4: nR  sa normama 

p⋅  ( 1≥p ) i 
∞
⋅  definisane sa 
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,max

,)(

1

1

1

ini

p
n

i

p
ip

xx

xx

≤≤∞

=

=

= ∑  

 
gde je n

n Rxxxx ∈= ),...,,( 21  je Banahov prostor. 
 
Primer 1.5: ∞l  vektorski prostor ograničenih nizova u R  ili C  sa operacijama sabiranja i 
skalarnog množenja koje su definisane na sledeći način: Ako je ),( nxx =  ∞∈= lyy n )(  i 

F∈α   

,)(

,)(
∞

∞

∈=

∈+=+

lxx

lyxyx

n

nn

αα
 

sa normom n
Nn

ln xx
∈

=∞ sup)(   je Banahov prostor.      

  
Primer 1.6:Na  prostoru [ ]baC ,  neprekidnih funkcija nad intervalom [ ]ba,  definisaćemo 
normu na sledeći način 
 

{ [ ] }baxxfx ,:)(max ∈= , 

[ ] ),,( ⋅baC  je Banahov prostor. 
 
Napomena: Prostror [ ]baC ,  je Banahov i sa normom  
 

∫=
b

a

dxxff )(  
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2.   Banahov princip kontrakcije 
 

Jedan od važnijih problema u matematici je ispitati da li neka funkcija ima fiksnih 
tačaka i kakva je njihova priroda. Mnogi rezultati o egzistenciji rešenja jednačina 
različitog tipa mogu se formulisati kao pitanja o postojanju fiksnih tačaka za neke 
pridružene funkcije. Banahova teorema o nepokretnoj tački (takođe poznata kao teorema 
o kontrakcionom preslikavanju ili princip kontrakcionog preslikavanja) je važan alat u 
teoriji metričkih prostora. Ona garantuje postojanje i jedinstvenost nepokretne tačke 
određenog preslikavanja iz nekog metričkog prostora u samog sebe, i daje konstruktivni 
metod za pronalaženje te nepokretne tačke.  

Definicija 2.1: Neka je XXf →:  i ≠X Ø. Elemenat Xx∈  je nepokretna tačka 
preslikavanja f  ako važi:  

).(xfx =  
 
Primer 2.1:  Linearna funkcija RRf →:  definisana sa baxxf +=)( za realne brojeve 

a  i b  ima tačno jednu fiksnu tačku 
a

bx
−

=
10  za 1≠a ,  za 1=a , 0≠b nema fiksnix 

tačaka dok za 1=a i 0=b  svaka tačka je istovremeno i  nepokretna tačka. 
 
Kvadratna funkcija RRg →:  definisana  sa cbxaxxg ++= 2)(  za realne 

brojeve a , b  i c   uz 0≠a  ima jednu, dve ili nema fiksnih tačaka što zavisi od toga da li 
je izraz acb 4)1( 2 −−  jednak nuli, pozitivan ili negativan. 

 
Banahova teorema o fiksnoj tački za posebne funkcije (tzv. kontrakcije) na 

kompletnim metričkim prostorima garantuje postojanje (jedinstvene) fiksne tačke. 
Kontrakcije preslikavaju tačke tako da je udaljenost slika bilo kojeg para tačaka bitno 
manja od udaljenosti tih tačaka. Formalna definicja je sledeća: 
 
Definicija 2.2: Preslikavanje  metričkog prostora ),( dX  u samog sebe zadovoljava 
Lipšicov uslov ako postoji 0≥λ  tako da za sve Xyx ∈,  važi nejednakost 
 

).,())(),(( yxdyfxfd ⋅≤ λ     
 
Ako je 1<λ  tada je preslikavanje f akontrakcij−λ  ili kraće kontrakcija. 
 
Napomena: Primetimo da je svaka funkcija koja zadovoljava Lipšicov uslov (a samim 
tim i svaka kontrakcija) uniformno neprekidna funkcija na prostoru X . 
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Teorema 2.1- Banahov princip kontrakcije: Neka je ),( dX  kompletan metrički prostor, 
M neprazan i zatvoren podskup od X  i MMf →:  kontrakcija nad M . Tada postoji 
jedinstvena nepokretna tačka preslikavanja f  i važi  xxf n

n
=

∞→
)(lim 0  gde je 0x  

proizvoljan elemenat iz M . 
 
Dokaz: Neka je Mx ∈0  i ),...(),...,(),( 11201 nn xfxxfxxfx === + . Niz { } Nnnx ∈  se naziva 
niz sukcesivnih aproksimacija. Dokazaćemo redom sledeće: 
 

o Niz { } Nnnx ∈  je Košijev u M ; 
o xxnn

=
∞→

lim  je jedinstvena nepokretna tačka preslikavanja  f ; 

 
Šta više pokazaćemo da važi i sledeća nejednakost 
 

),(
1

),( 10 xxdxxd
n

n λ
λ
−

≤ ,  za sve { }0∪∈Nn . 

 
Kako je preslikavanje f  kontrakcija nad skupom M  za svako Nn∈  važi nejednakost 
 

),())(),((),( 111 −−+ ≤= nnnnnn xxdxfxfdxxd λ ,   ).1( ≥n  
 
Sukcesivnom primenom ove nejednakosti sledi nejednakost 
 

),(),( 011 xxdxxd n
nn λ≤+ ,       za sve { }0∪∈Nn , 

 
a odavde, primenom nejednakosti trougla, za svako Np∈  i { }0∪∈Nn  važi 
 

∑ ∑
=

−+

=
−+++ −

≤≤≤
p

k

pn

nk

n
k

knknnpn xxdxxdxxdxxd
1

1

01011, ),(
1

),()(),(
λ

λλ .     (1) 

 
Kako je  0lim =

∞→

n

n
λ  ( 1<λ ) iz  (1)  sledi da je niz { }∞=0nnx  Košijev  te postoji xxnn

=
∞→

lim , a 

na osnovu zatvorenosti skupa M   sledi da Mx∈ .  
 
 Iz 

)( 1−= nn xfx , 
 

 na osnovu neprekidnosti preslikavanja f ,  sledi da je 
 

).()lim()(limlim 11 xfxfxfxx nnnnnn
==== −∞→−∞→∞→

 

 
Ako u  (1)  ∞→p   dobija se da je 



                                                                             Banahov princip-primene i generalizacije 

 11

 

),(
1

),( 01 xxdxxd
n

n λ
λ
−

≤ ,     (2) 

za svako { }0∪∈Nn . 
  

Treba još pokazati jedinstvenost nepokretne tačke: Predpostavićemo suprotno, tj. da 
postoje dve nepokretne tačke. Neka je )(yfy =  tako da je .yx ≠  Sledi 
 

),(),())(),((),( yxdyxdyfxfdyxd <≤= λ , 
 
što je kontradikcija. Dakle yx = ■ 
 
 Napomena: Pored klasničnog dokaza Banahove teoreme navešćemo i noviji, 
jednostavniji dokaz da je niz sukcesivnih aproksimacija Košijev. 
 
Kako je preslikavanje XXf →: , metričkog prostora ),( dX  u samog sebe kontrakcija 
važi 

),())(),(( 2121 xxdxfxfd λ≤ ,   za sve Xxx ∈21, ,   gde je 1<λ . 
tj. 
 

),())(),(( 2121 xxdxfxfd mmm λ≤ ,      za sve Xxx ∈21, ,   gde je 1<λ . 
 
Na osnovu nejednakosti trougla imamo da je 
 

)),(())(),(())(,(),( 22211121 xxfdxfxfdxfxdxxd ++≤ , 
stoga je 
 

))(,())(,(),()1( 221121 xfxdxfxdxxd +≤− λ . 
 

Kako je 1<λ ,  za sve Xxx ∈21,  važi 
 

)))(,()),(,((
1

1),( 221121 xfxdxfxdxxd
λ−

≤ .    (3) 

   
   
Pokažimo sada da je niz { } Nn

n xf ∈  Košijev. Neka je )(1 xfx n=  i )(2 xfx m=  tada na 
osnovu (3) imamo da je 
 

)).(,(
1

)))()),((()))()),((((
1

1))(),((

xfxd

xfxffdxfxffdxfxfd

mn

mmnnmn

λ
λλ

λ

−
+

≤

+
−

≤
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Kako je 1<λ , 0→nλ  kada ∞→n , pa 0))(),(( →xfxfd mn  kada ∞→nm, . Time 
smo pokazali da je niz { } Nn

n xf ∈  Košijev. 
 
Napomena: Primetimo da ako za sve ,x )( 0xOTxy ∈= , Xx ∈0 ,  važi 
 

),(),( yxdFyFxd λ≤ , [ )1,0∈λ ,    (4) 
     

tada niz { } Nn
n xf ∈0  konvergira ka Xz∈ . Takođe na osnovu Teoreme 2.1 imamo da je 

),(
1

),( 000 fxxdzxfd
n

n

λ
λ
−

≤  ,   .Nn∈     

Šta više, ako je f  orbitalno neprekidno u  z  ili (4) važi za sve )(, 0xOyx
−

∈  tada je z  

nepokretne tačka preslikavanja f . Ako imamo da važi (4) na )( 0xO
−

 tada je 
 

).,(),(),(),(
),(),(),(

11

11

zxdxzdfzfxdxzd
fzxdxzdfzzd

nnnn

nn

λ+≤+
=+≤

++

++  

 
Pa kada ∞→n  imamo da je 0),( =fzzd , odnosno z  je nepokretne tačka preslikavanja 
f . 

Ako je f  orbitalno kompletno tada je 
).()lim(lim 1 zfxffxfz n

n

n

n
===

∞→

+

∞→
 

Napomena: Ako u nejednakost (2) stavimo da je 0=n  zaključujemo da se rešenje x  
jednačine )(xfx =  nalazi u lopti 
 

{ xxxdxB =
−

)
1

),(,( 01
0 λ

| ,
1

),(),( 01
0

⎭
⎬
⎫

−
≤

λ
xxdxxd  

 
što navodi na sledeći zaključak.  
 
Tvrđenje 2.1:  Neka je ),( dX  kompletan metrički prostor i XrxBf →),(: 0  tako da 
važi sledeće: 
 

).,())(),((
,)1()),((

2121

00

xxdxfxfd
rxxfd

⋅≤
⋅−≤

λ
λ

     (5) 

 
Tada postoji jedinstvena nepokretna tačka ),( 0 rxBx∈  preslikavanja f . 
 
Dokaz: Dokaz je sliča dokazu  Teoreme 2.1. Treba  jedino pokazati da  za { } Nnnx ∈ , 

)(1 nn xfx =+ , { },0∪∈Nn  važi 
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),( 0 rxBxn ∈ ,   za sve Nn∈ , 
 

Odnosno da je 
 

rxxd n ≤),( 0 ,   za sve Nn∈ . 
 
Iz uslova (5) sledi da je  ),()( 001 rxBxfx ∈= . Predpostavimo da su svi članovi niza 
{ } Nnnx ∈  do člana 1−nx  u skupu ),( 0 rxB . 
 
 Kako je 
 

,))(,(
1

1

),(
1

1
),()1...(

),(...),(),(),(

00

10

10
21

012110

rxfxd

xxd

xxd

xxdxxdxxdxxd
nn

nnnnn

≤
−

=

−
<

+++≤

+++≤
−−

−−−

λ

λ

λλ

 

 
što znači da je ),( 0 rxBxn ∈ . Time smo matematičkom indukcijom pokazali da je niz 
{ } ),( 0 rxBx Nnn ⊆∈ . Preostaje samo primenuti Banahovu teoremu za ),( 0 rxBM = . 
  
Tvrđenje 2.2: Neka je ),( dX  kompletan metrički prostor i XXf →: . Ako postoji 

Nn∈  tako da važi 
 

),())(),(( yxdyfxfd nn λ≤ ,  Xyx ∈, ,   (6) 
 

tada postoji jedinstvena nepokretna tačka preslikavanja f . 
 
Dokaz: Definišimo preslikavanje  *f  na sledeći način 
 

)()(* xfxf n= ,  .Xx ∈  
 

Tada na osnovu (6) imamo da je 
 

),(),( ** yxdyfxfd λ≤ ,      Xyx ∈,  
 

Na osnovu Banahovog principa kontrakcije znamo da preslikavanje *f  ima jedinstevnu 
nepokretnu tačku, tj. da postoji Xx ∈  takvo da je 
 

xxf =* , 
odnosno 
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xxf n = . 
Iz 

fxxfffxf nn == )()( , 
 

Sledi da je i fx  nepokretna tačka preslikavanja *f  pa je zbog jedinstvenosti nepokretne 
tačke xfx = . 
 
Primetimo da su uslovi Banahovog principa dovoljni ali ne i potrebni za egzistenciju i 
jedinstvenost nepokretne tačke. Tako recimo realna funkcija [ ] [ ]1,01,0: →f  definisana sa 

1)( 2 +−= xxxf , [ ]1,0∈x , ima jedinstvenu nepokretnu tačku 1=x  ali nije kontrakcija.  
 
Napomena: U Teoremi 2.1 pojavljuje se uslov MMf ⊆)( .Međutim postoje klase 
metričkih prostora u kojima je dovoljno predpostaviti da je MMf ⊆∂ )(  odnosno da 
preslikavanje f  ima osobinu da rub skupa M , skup M∂ , preslikava u M .   
 
Tvrđenje 2.3: Neka je [ ]baD ,=  i RDf →:  neprekidna funkcija sa osobinom 

Daf ∈)( , Dbf ∈)( . Tada postoji nepokretna tačka Dx∈ , preslikavanja f . 
 
Dokaz: Kako je Daf ∈)( , Dbf ∈)( , sledi da je 
 

aaf ≥)(   i  bbf ≤)( . 
 
Ako je aaf =)(  ili bbf =)(  tvrđenje je dokazano. 
 
Neka je aAaf >=)(  i .)( bBbf <=  Kako je f  neprekidno na intervalu D  sledi da je 
funkcija )()( xfxx −=ϕ  takođe neprekidna na intervalu D . 
Imamo 
 

,0)()(
0)()(

>−=−=
<−=−=

Bbbfbb
Aaafaa

ϕ
ϕ

 

 
pa na osnovu Teoreme o suprotnim znacima sledi da postoji Dx∈  takvo da je 0)( =xϕ , 
odnosno, takvo da je xxf =)( . 
 
Tvrđenje 2.4: Neka je RDf →: , [ ]baD ,= ,  kontrakcija sa konstantom λ . Neka je 

Dbfaf ∈)(),(  i 
• ,0 ax =   ,)()( babfaf +<+  
• ,0 bx =    .)()( babfaf +≥+  

Tada niz sukcesivnih aproksimacija { } Nnnx ∈  konvergira ka jedinstvenom rešenju Dz∈  
jednačine xxf =)( . 
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Dokaz: Treba dokazati axf ≥)(  za sve Dx∈ ,  ili bxf ≤)(  za sve Dx∈ .  
Razmotrimo slučaj 
 

.)()( babfaf +≥+  
 

Tada važi 
.)()( abbfaf ≥−+  

 
Takođe je, za Dx∈ , 
 

xaxaxfafxfaf −<−⋅≤−≤− λ)()()()( , 
i 

xbxbxfbfxfbf −<−⋅≤−≤− λ)()()()( , 
pa je 
 

abxfbfaf −≤−+ )(2)()(  
odnosno 

)(2)()(2 xfabbfafa ≤+−+≤ , 
 

što daje axf ≥)(   za sve Dx∈ . Analogno se pokazuje da iz 
 

babfaf +<+ )()( , 
sledi bxf ≤)(  za sve Dx∈ . 
Indukcijom ćemo pokazati da Dxk ∈ , ,....2,1,0=k  
 
Neka je babfaf +≥+ )()( , tj. bx =0 . (Slučaj babfaf +>+ )()(  se razmatra 
analogno, pri čemu se za 0x  uzima a ). 
 
Po pretpostavci je bbf ≤)( . Tada je 001 )( xxfx ≤=  i 
 

10010112 )()( xxxxxfxfxx −≤−⋅≤−≤− λ  
 
pa je 02 xx ≤ . Neka je 0xxi ≤ , za ,,...,2,1,0 ki =  2≥k . Treba dokazati da je 01 xxk ≤+ . 
Predpostavimo suprotno, tj. da je .01 xxk >+   
Tada je 
 

,

0

01
2

1

212120

xxxx

xxxxxx

kk

kk

−⋅≤−⋅

≤−=−<−≤

−

++

λλ
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i 
 

),(...

0

20
1

02
1

2

1110

xxxxxx

xxxx
kk

kk

kkk

−=−⋅≤≤−⋅

≤−<−≤
−−

−

−+−

λλλ
 

te je 
2002

1
20 xxxxxx k −≤−<− +λ , 

što je kontradikcija. 
Dokazali smo da važi ,Dxk ∈  ,....2,1,0=k  Kako je f  kontrakcija na D , imamo za 
svako 1≥m  i 1≥k  

01111 ...)()( xxxxxfxfxx m
mmmmmm −⋅≤≤−⋅≤−=− −−+ λλ

 

....

)()(

121

211

−−+−+

−+−+−++

−⋅≤≤−⋅

≤−=−

kk
m

mkmk

mkmkmkmk

xxxx

xfxfxx

λλ
 

 
Očigledno je 
 

.... 1211 kkmkmkmkmkkmk xxxxxxxx −++−+−≤− +−+−+−+++  
 
Odatle dobijamo 
 

11
1

1 ... −−
−

−+ −⋅++−⋅+−⋅≤− kkkk
m

kk
m

kmk xxxxxxxx λλλ , 
odnosno 

1
1

1 1
1

−
=

−+ −
−
−

⋅=−≤− ∑ kk

mm

j

j
kkkmk xxxxxx

λ
λλλ . 

Pa imamo da je  

.
11 011 xxxxxx

m

kkkmk −
−

≤−
−

≤− −+ λ
λ

λ
λ

 

 
Zbog 10 <≤ λ  za )(εKk ≥  i svako 1≥m  važi 

ε<−+ kmk xx  
To znači da je niz { } Nkkx ∈  Košijev, pa prema tome i konvergentan odnosno važi 
 

)()lim()(limlim 1 zfxfxfxz
k

kkkkk
====

∞→∞→+∞→
. 

Odnosno Dz∈  je rešenje jednačine  xxf =)(  
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Slučaj Lipšicove funkcije za 1=λ  zauzima posebno mesto u teoriji nepokretne tačke. 
 
Definicija 2.3: Preslikavanje F  metričkog prostora ),( dX  u samog sebe je 
neekspanzivno ako je  za svako Xyx ∈),(  zadovoljena nejednakost 
 

),(),( yxdFyFxd ≤ . 
 Neekspanzivno preslikavanje kompletnog metričkog prostora ),( dX  u samog 
sebe ne mora imati nepokretnu tačku, kao što pokazuje preslikavanje axxF +→:   

)0( ≠a , u Banahovom prostoru ),( ⋅X . Takođe nepokretna tačka ukoliko postoji ne 
mora biti jedinstvena- što se lako vidi ako se posmatra preslikavanje xFx =  za sve 

Xx∈ . 
 
Tvrđenje 2.5: Neka je M  ograničen, zatvoren i konveksan podksup Banahovog prostora 

),( ⋅X  i F  neekspanzivno preslikavanje M  u M . Tada za svako 0>ε  postoji 
Xx ∈)(ε  tako da je 

εεε <− )()( xFx . 
 

Dokaz: Bez gubitka opštosti može se predpostaviti da je M∈0  i ),0( RBM ⊂ . Kako je 
preslikavanje F  neekspanzivno, sledi da je za )1,0(∈r  preslikavanje rF  kontrakcija te 
postoji )(ry  tako da je 
 

)()( ryrrFy = . 
 

Odavde je 
 

RrrFyrrrFyrFyryrFy )1()()1()()()()( −≤−=−=− , 
 

te je  )()( ryx =ε  za 
R

r ε
−> 1 . 

 
 Iz ove teoreme imamo da će preslikavanje F  imati nepokretnu tačku ako je skup 

XFI )( −  zatvoren, jer je 0  tačka nagomilavanja skupa XFI )( −  sledi egzistencija 
elementa Xx∈  tako da je 0=− xFx  odnosno xFx = . 
 

Čak šta više ni stroga nejednakost nam ne garantuje postojanje nepokretne tačke 
za neekspanzivna preslikavanja što ćemo ilustrovati sledećim primerom. 

 
Primer 2.2: Neka je ),( dX   metrički prostor i XXf →:  neprekidno preslikavanje  za 
koje važi: 

),())(),(( yxdyfxfd < ,     za sve Xyx ∈, ,    yx ≠  
 

Pokazaćemo da preslikavanje f  ne mora da ima nepokretnu tačku. 
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Neka je [ )∞= ,1X  a yxyxd −=),( , za sve [ )∞∈ ,1, yx . Ako je 
x

xxf 1)( +=  za sve 

[ )∞∈ ,1x , tada je XXf →:  i: 
 

yx
y

y
x

xyfxf −⋅−=−−+=− 2
1111)()(
θ

,    ( )yx,∈θ  

 
odakle sledi: 
 

yxyfxf −<− )()( ,    za sve yx ≠ Xyx ∈, . 
Međutim preslikavanje f  nema nepokretnu tačku jer iz xxf =)(  sledi: 
 

x
xx 1
+= , 

te bi bilo 01
=

x
. 

 
Tvrđenje 2.6: Neka je ),( dX  kompaktan metrički prostor i f  preslikavanje X  u X  
tako da je: 
 

),())(),(( yxdyfxfd < ,    za sve Xyx ∈, , yx ≠ . 
 

Tada  postoji nepokretna tačka preslikavanja f . 
 
Dokaz: Iz neprekidnosti preslikvanja f  sledi neprekidnost preslikavanja 
 

))(,( xfxdx → ,     Xx∈        (7) 
 
Kako je prostor X  po pretpostavci kompaktan preslikavanje definisano u (7) dostiže 
infimum odnosno postoji Xx ∈0  tako da je 
 

))(,())(,(inf 00 xfxdxfxd
Xx

=
∈

,             (8) 

Neka je )( 00 xfx ≠ .  
 
Iz (7) sledi 

))(,()))((),(( 0000 xfxdxffxfd < , 
što je u suprotnosti sa (8). Prema tome 0))(,( 00 =xfxd  , što znači da je 0x  nepokretna 
tačka preslikavanja f . 
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2.1. Neprekidna zavisnost nepokretne tačke od parametara 
 
 

U primeni često preslikavanje  zavisi od parametra α  koji pripada nekom skupu 
pa je od interesa da se ispita kako promena parametra α  utiče na promenu nepokretne 
tačke αx  preslikavanja αf . Jedan odgovor na to pitanje daće nam sledeća teorema. 

 
 
Teorema 2.1.1: Neka je ),( dX   kompletan metrički prostor, M  zatvoren podksup od 
X ,  ),( τA  topološki prostor i MMAf →×:  tako da su zadovoljeni sledeći 
uslovi: 

i. za svako  Mx ∈  preslikavanje ),( xf αα →  je neprekidno preslikavanje iz A  u 
;M  

ii. ),()),(),,(( yxdyfxfd λαα ≤ ,  za svako AMMyx ××∈),,( α  gde je 1<λ  i 
ne zavisi od .A∈α  

 
Tada postoji jedno i samo jedno neprekidno preslikavanje  MAx →:*  ( { })(* αxx = ) 
tako da je ))(,()( ααα xfx =   za svako .A∈α  
 
Dokaz: Egzistencija i jedinstvenost preslikavanja ),(* αxx = A∈α , takvog da je 

))(,()( ααα xfx =  za svako A∈α  sledi iz  Teoreme 2.1. Ostaje da pokažemo 
neprekidnost preslikavanja *x . Neka je 0α  proizvoljan elemenat iz A . Na osnovu 
Teoreme 2.1. znamo da je  )(lim)( αα nn

xx
∞→

=  gde je ))(,()(1 ααα nn xfx =+    ,...1,0=n . 

U Teoremi 2.1 je pokazano da važi nejednakost  
 

)))(,()),(,((
1

1
1

))(),(())(),(( 000
01

0 ααα
λλ

αααα xafxfdxxdxxd
−

=
−

≤ . 

 
Sada iz neprekidnosti preslikavanja ),( xf αα →  sledi i neprekidnost preslikavanja 

)(* αxx = ■ 
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3. Neke primene Banahove teoreme 
 
 

Teoremu o nepokretnoj tački možemo primetniti u dokazima teorema o 
egzistenciji i jedinstvenosti rešenja za jednačine različitog tipa. Primetimo da dokazivanje 
egzistencije i jedinstvenosti rešenja jednačine xxf =)(  primenom Teoreme o 
nepokretnoj tački daje i postupak približnog nalaženja tog rešenja poznat kao metod 
sukcesivnih aproksimacija. 
  
Posmatrajmo prvo najjednostavniji slučaj realne funkcije jedne realne promenljive 
 

Ako za realnu funkciju [ ] [ ]babaf ,,: →  postoji postoji realan broj [ )1,0∈λ  tako 
da važi  

2121 )()( xxxfxf −≤− λ , 
 

tada postoji jedinstveno rešenje jednačine xxf =)(  koje se dobija metodom sukcesivnih 
aproksimacija. Specijalno, ako je funkcija f  diferencijabilna nad [ ,a ]b  i pri tom važi 

[ ,0)(/ ∈xf )1 , ),( bax∈ , tada na osnovu Lagranžove teoreme važi 
 

21
/

21 )()()( xxfxfxf −=− ξ ,  za neko [ ,)( 21 axx ⊂∈ξ ]b , 
 

pa postoji jedinstveno rešenje jednačine xxf =)(  čiju približnu vrednost možemo 
odrediti metodom sukcesivnih aproksimacija. 
 
Primer 3.1: Pokažimo da je  funkcija 2/1)sin1()( xxf −=  kontrakcija koja preslikava 
interval  [ 4.0 , ]8.0  u samog sebe te  ima jedinstvenu nepokretnu tačku. 
 Potražićemo prvi izvod funkcije f  

0))sin1(2/(cos)( 2/1/ <−−= xxxf , 
 

za )
2

,
2

( ππ
−∈x   funkcija f  je opadajuća u ovom intervalu. 

 
Kako je 4.0...5532.0)8.0( ≥=f  i 8.0...782.0)4.0( ≤=f  funkcija f  preslikava interval   
[ 4.0 , ]8.0  u samog sebe. Kako je R  kompletan prostor, takođe je i zatvoreni interval 
[ 4.0 , ]8.0  kompletan. 
 
Prvi izvod funkcije f  nad intervalom [ ,4.0 ]8.0   je 
 

87.086624.0))8.0sin1(2/(4.0cos)( 2/1/ <=−≤xf . 
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Na osnovu Langražove Teoreme o srednjoj vrednosti važi da je 
 

2/1)8.0sin1(2
4.0cos)()(

−
≤− yfxf  87.0≤− yx yx − . 

 
To znači da je funkcija f  kontrakcija sa koeficijentom kontrakcije 87.0=λ pa na 

osnovu Banahove teoreme o nepokretnoj tački postoji jedinstvena nepokretna tačka 
preslikavanja f  na datom intervalu. Za polaznu tačku možemo uzeti bilo koju tačku 
datog intervala. Ako je 6.00 =x  tada je 6598.0)( 01 == xfx , 6221.0)( 12 == xfx ... 

 
Aproksimacije i ocene grešaka aproksimacija su date u sledećoj tabeli. 

 
 

k  kx  kA  kB  
0  6.0  -  - 
1  65981.0  40027.0  40027.0  
2  62211.0  2523.0  34823.0  
3  64595.0  15955.0  30296.0  
4  63091.0  10065.0  26358.0  
5  64041.0  06358.0  22931.0  
6  63441.0  04015.0  1995.0  

 
 
Gde je  

11 −−
−

= kkk xxA
λ

λ
, 

011
xxB

k

k −
−

=
λ

λ
. 

Vrednost kA  naziva se aposteriorna ocena greške, a vrednost kB  apriorna ocena 
greške.  
 
Primer 3.2: Neka je data jednačina  
 

0
1
14 3 =

+
−

+−
x
xx . 

 
Pokažimo da ova jednačina ima rešenje na intervalu [ ,4  ]5 . 
 
Neka je 
 

3
1
14)(

+
−

+−=
x
xxxf , 
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a     3
1
14)(

+
−

+=
x
xxϕ ,  [ ]5,4∈x  

 
Jednačine 0)( =xf  i xx =)(ϕ  su ekvivalentne na intervalu [ ,4 ]5 . Za ovakvo definisano 
ϕ  ispunjen je i uslov [( ,4ϕ ]) [ ,45 ⊂ ]5  jer je ...84.4)4( =ϕ  i ...87.4)5( =ϕ  
 
Kako je 

3 42

/

)1()1(3
2)(

+−
=

xx
xϕ , 

 
za [ ,4∈x ]5   imamo da je 
 

.1...037.0
4515

2)(
3

/ <<≤xϕ  

 
Na osnovu Langražove Teoreme o srednjoj vrednosti važi 
 

yxyx −≤− 037.0)()( ϕϕ . 
 
 

To znači da je funkcija ϕ  kontrakcija sa koeficijentom kontrakcije 037.0=λ . 
 
Postupkom sukcesivnih aproksimacija dobijaju se približne vrednosti rešenja posmatrane 
jednačine. Aproksimacije i ocene grešaka aproksimacija su date u sledećoj tabeli 
 
 
 

k  kx  kA  kB  
0  4  -  - 
1  843432665.4  0324.0  03241.0  
2  869661833.4  310008.1 −⋅  310199.1 −⋅  
3  870335391.4  5105879.2 −⋅  5104364.4 −⋅  
4  870353983.4  7101433.7 −⋅  6106414.1 −⋅  
5  87035307.4  8105079.3 −⋅  8100734.6 −⋅  
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Primer 3.3: Neka je data jednačina 0)( =xf  gde je 
 

144)( 23 −++= xxxxf . 
 
 

Pokažimo da ova jednačina ima približno rešenje na intervalu [ ,0 ]4.0  koje  određujemo 
postupkom sukcesivnih aproksimacija )(1 kk xx ϕ=+  gde je 

2)2(
1)(
+

=
x

xϕ . 

Kako je 

25.0
4
1

)2(
2)( 3

/ =≤
+
−

=
x

xϕ ,   [ ]4.0,0∈x , 

 
može se uzeti 25.0=λ . 
 
Aproksimacije i ocene grešaka aproksimacija su date u sledećoj tabeli. 
 

 
k  kx  kA  kB  
0  4.0  -  - 
1  173611.0  075463.0  075463.0  
2  211659.0  012683.0  018866.0  
3  204439.0  002407.0  004716.0  
4  205780.0  000447.0  001179.0  
5  205530.0  000083.0  000295.0  
6  205577.0  000016.0  000074.0  

 
 
 
Primer 3.4: Posmatrajmo sistem linearnih jednačina po  ix , { }ni ,...,2,1∈ . 
 

∑
=

=−
n

j
ijiji bxax

1
,     za sve   { }ni ,...,2,1∈      (1) 

 
gde ,,, Rba iji ∈   za sve  { }nji ,...,2,1, ∈ . 
 
Sistem (1) se može zapisati u obliku 
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Uvodeći oznake: 
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sistem je moguće zapisati u sledećoj formi 
 

BAXX += . 
 
Ako je preslikavanje nn RRf →:  definisano sa 
 

BAXXf +=)( , 
 
tada je rešenje sistema (1)  istovremeno i nepokretna tačka preslikavanja f . 
 
Pokažimo da ako važi  

,1max
11

<=∑
=

≤≤
λ

n

j
ijni

a  

 
tada preslikavanje BAXXf +=)(  ima jedinstvenu nepokretnu tačku. 
 
Neka je metrika  na nR  data na sledeći način 
 

iini
yxYXd −=

≤≤∞ 1
max),( , 

gde je 
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Pokazaćemo da je  
 

),())(),(( 2121 XXdXfXfd ⋅≤ λ ,    za sve nRXX ∈21, . 
 
Ukoliko je fY =1 )( 1X  i fY =2 ( 2X ). 
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važi 
 

i

n

j
jiji bxay += ∑

=1

11    za sve  { }ni ,...,2,1∈ , 

i

n

j
jiji bxay +=∑

=1

22    za sve { }ni ,...,2,1∈ . 

Odavde je  
 

,max

)(

1

21

1

1

2121

∑

∑

=
≤≤

=

⋅−≤

−=−

n

j
ijjjnj

n

j
jjijii

axx

xxayy
   za sve { }ni ,...,2,1∈ . 

 
Sledi da je 
 

).,(maxmax

max),(

21
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111

21

121

XXdxxa

yyYYd

jjnj

n

j
ijni

iini

⋅=−⋅≤

−=

≤≤
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≤≤

≤≤

∑ λ
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 Preslikavanje f je  kontrakcija pa preostaje samo primeniti Banahov princip. 
 

Da bi smo mogli primeniti Banahovu teoremu o fiksnoj tački na funkciju 
XXF →:  kompletnog metričkog prostora ),( dX u samog sebe moramo znati da je F  

kontrakcija u odnosu na   metriku d  na X . Ako zadana funkcija F   nije kontrakcija u 
odnosu na metriku d  ponekad je ipak moguće naći neku drugu metriku ρ  u odnosu na 
koju F  postaje kontrakcija što ćemo ilustrovati sledećim primerom. 
 
Primer 3.5 : Neka 22: RRF →  je linearna funkcija definisana na sledeći način 
 

⎜
⎝
⎛ +=

10
8

10
8),( yxyxF , ⎟

⎠
⎞+

1010
yx  ,   za sve 2),( Ryx ∈ . 

 
Neka su metrike 12 , dd  definisane na sledeći način 
 

,)()()),(),,(( 22
2 vyuxvuyxd −+−=  

.)),(),,((1 vyuxvuyxd −+−=  
 

za sve 2),(),,( Rvuyx ∈  . Funkcija F  nije kontrakcija u odnosu na metriku 2d  jer je 
razmera rastojanja  

65
5
4

10
2

10
6

10
16

10
48)))2,6(()),0,0(((

22

2 =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=−−FFd , 

 
slika tačaka )0,0(  i )2,6( −−  i rastojanja tih tačaka 
 

2
125

5
426))2,6(),0,0(( 22

2 =+=−−d , 

 
veći od 1. Sa druge strane u odnosu na metriku 1d  funkcija F  je kontrakcija sa 

koeficijentom kontrakcije 
10
9  jer je 

)),(),,((
10
9)),(),,(( 11 vuyxdvuFyxFd ≤ . 

za sve 2),(),,( Rvuyx ∈ . 
 Dakle svaka metrika d  na metričkom prostoru ),( dX  određuje klasu )(dK  
funkcija XXF →:  koje su kontrakcije u odnosu na metriku d . Pri tome je očigledno 
da )()( ρKdK ≠  čak i ako su metrike d  i ρ   ekvivalentne. 

Ako je X  Banahov prostor, norme ⋅  i ⋅  su ekvivalentne ako možemo naći 
pozitivne konstante m i M  takve da važi 
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xMxxm ≤≤ ,    za sve Xx∈  
 

Sada je jasno da će bilo koja Lipšicova funkcija u odnosu na neku normu biti 
Lipšitcova funkcija i u odnosu na svaku njoj ekvivalentnu normu. Zato je u Banahovim 
prostorima, za proučavanje Lipšitcove funkcije XXF →:  vrlo često korisno naći, ako 
je to moguće, ekvivalentnu normu u odnosu na koju je funkcija F kontrakcija. Takav 
pristup ilustrovaćemo u sledeća dva primera 
 
Primer 3.6: Posmatrajmo linearan sistem od n -jednačina sa n -nepoznatih 
 

....
.
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.

...
...

2211

22222121

11212111

nnnnnn

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa
bxaxaxa

=+++

=+++
=+++

          (2) 

 
Kao što znamo sistem ima jedinstveno rešenje ako i samo ako je determinanta 

sistema različita od nule. Postavlja se pitanje kako se može približno rešiti dati sistem sa 
određenom tačnošću. 
Posmatrajmo ekvivalentan sistem 
 

....
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.
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2211

222221212

112121111

nnnnnnn

nn

nn

bxcxcxcx

bxcxcxcx
bxcxcxcx

++++=
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gde je  
 

     iiii ac −=1 ,   ni ,...,2,1= ,  

ijij ac −= ,   ji ≠ . 
 

Definišimo preslikavanje nn RRf →:  koje preslikava tačku ),...,( 21 nxxx=ξ  u tačku 
),...,( 21 nyyy=η  gde je  
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∑
=

+=
n

j
ijiji bxcy

1
. 

 Tačka nRx∈  je rešenje sistema (2) ako i samo ako je fiksna tačka preslikavanja 
f . Postavlja se pitanje kada je funkcija f  kontrakcija u datom metričkom  prostoru 

),( dRn . 
 
 Neka je: 
a) Metrički prostor ),( ∞dRn ,  sa  iini

yxyxd −=
≤≤∞ 1

max),( ,   nRyx ∈, . 

.),(max

maxmax

)(max

)(max

max´´),(
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Prema tome, ako važi da je  

1
1

<≤∑
=

n

j
ijc λ ,     ni ,...,2,1= , 

 
funkcija f  ima jedinstvenu nepokretnu tačku tj.  naš sistem ima jedinstveno rešenje. 

b) Metrički prostor ),( 1dRn ,   gde je ∑
=

−=
n

i
ii yxyxd

1
1 ),( ,   nRyx ∈, . 

).,()max()(
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Ako je 

∑
=

<≤
n

i
ijc

1

1λ ,     nj ,...,2,1= , 

 
preslikavanje f  ima jedinstvenu  nepokretnu tačku. 

c) Metrički prostor ),( 2dRn ,  sa ∑
=

−=
n

i
ii yxyxd

1

2
2 )(),( , nRyx ∈, . 

 
Koristićemo Koši-Švarcovu nejednakost 
 

∑∑∑
===

⋅≤
n

j
j

n

j
j

n

j
jj baba
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Imamo 
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Ako je  

1
1 1

2 <≤∑∑
= =

λ
n

i

n

j
ijc  ,   

 
preslikavanje f  ima jedinstvenu  nepokretnu tačku tj sistem (2) ima jedinstveno rešenje 
Iz datih uslova sledi da je 
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jer preslikavanje f  ima jedinstvenu nepokretnu tačku, sistem je određen, pa mu je 
determinanta različita od nule. 
 
Primer 3.7: Posmatrajmo sada beskonačan sistem linearnih jednačina  
 

Ni
x

∈
∞
= sup  ix  ,    { } ∞∈= lxxx ,..., 21 , 

 
 

+++ 313212111 xaxaxa  1... b=     (3) 
+++ 323222121 xaxaxa 2... b=  

................................................

................................................
 

 
 

Neka je ijijij ac −= δ ,   ,...)2,1,( =ji ,   gde je 
⎩
⎨
⎧

=
,0
,1

ijδ   
.ji

ji
≠
=

 

 
Ako postoje brojevi q  i B  takvi da važi: 
 

Bbi ≤ ,   ( ),...2,1=i , 

∑
∞

=

<≤
1

1
j

ij qc ,    ( ),...2,1=i , 

 
pokazaćemo da postoji jedno i samo jedno rešenje { },..., *

2
*
1 xx  sistema (3) za koje važi 

da postoji 0>M  takvo da je Mx j ≤
* ,  za sve Nj∈ . 

 
Problem ćemo rešavati u prostoru ∞l  ograničenih nizova sa normom i

Ni
xx

∈
= sup  za 

{ } ∞∈= lxxx ,...,, *
2

*
1   s obzirom da se za rešenje traži da je ograničen niz. 

 
 Pre svega potrebno je sistem zapisati u sledećem obliku 
 

i
j

jiji bxcx +=∑
∞

=1

,    Ni∈ . 

Za ∞∈ lx  označimo sa { }iTx µ=  gde je i
j

jiji bxc +=∑
∞

=1

µ ,  za sve Ni∈ . Pokazaćemo da 

∞∈ lTx , za sve ∞∈ lx . Kako je Axi ≤  ( Ni∈ ) sledi da je za sve Ni∈  
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BAqbxc i
j

jiji +≤+≤∑
∞

=1

µ , 

a to znači da { } ∞∈ liµ . Šta više može se pokazati da je T  i kontrakcija. 
Neka je { },1

1 ixx =  { },2
2 ixx =  { }1

1 iTx µ=  i { }2
2 iTx µ= . 

 
 Tada je 

.sup)sup(sup

)(supsup

21
21

1

21

1

2121
21

∞

∞

−=−≤⋅−

≤−=−=−

∈

∞

=∈∈

∞

=∈∈

∑

∑

ljj
Njj

ijjj
NjNi

j
jjij

Ni
ii

Ni
l

xxxxqcxx

xxcTxTx µµ
 

 
Kao posledica Banahovog principa kontrakcije sada se dobija egzistencija i jedinstvenost 
rešenja jednačine xTx = . Rešenje ove jednačine u prostoru ∞l  je traženo rešenje sistema 
(3). 
 
 
 Primer 3.8: Primenom princiipa kontrakcije rešićemo početni problem 

),,( yxf
dx
dy

=   00 )( yxy = ,    (4) 

gde je funkcija f  definisana i neprekidna nad pravugaonikom 
 

[ ] [ ] Pbybyaxax =+−×+− 0000 ,, ,  .0, >ba  
 

Neka je ),(max
),(

yxfK
Pyx ∈

= . Tada važi sledeće tvrđenje. 

 
Tvrđenje 3.1:Predpostavimo da postoji 0>M  tako da je 
 

2121 ),(),( yyMyxfyxf −≤− ,   za sve .),(),,( 21 Pyxyx ∈  

Tada u intervalu [ ]hxhx +− 00 ,  gde je 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧<

MK
bah 1,,min  postoji jedinstveno rešenje 

početnog problema (4). 
 
 Dokaz: Neka je [ ]hxhxC +− 00 ,  skup svih neprekidnih preslikavanja  
 

[ ] Rhxhxs →+− 00 ,: , 
 

a { ;sA =  [ ] ,)(,, 000 byxshxhxCs ≤−+−∈    za sve [ ] }., 00 hxhxx +−∈  
 
U prostoru [ ]hxhxC +− 00 ,  defisaćemo metriku na sledeći način 
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[ ]
,)()(max),(

00 ,
trtsrsd

hxhxt
−=

+−∈
  za sve [ ]hxhxCrs +−∈ 00 ,, . 

 
Prostor [ ]hxhxC +− 00 ,  sa datom metrikom d  je kompletan. Skup A je zatvoren podskup 
od [ ]hxhxC +− 00 , . Naime, skup A  je zatvorena lopta ),( 0 byB  u prostoru 
[ ]hxhxC +− 00 , . 

 
Preslikavanje AAF →: , čiju ćemo nepokretnu tačku tražiti, definisaćemo na sledeći 
način 

∫+=
t

x

duusufytsF
0

))(,())(( 0 , [ ],, 00 hxhxt +−∈  Ms∈ .  (5) 

Ako je )(sFs = , tada  je na osnovu (5) 

duusufyts
t

x
∫+=

0

))(,()( 0 ,  [ ],, 00 hxhxt +−∈   (6) 

i iz (6) sledi da je  

))(,( tstf
dt
ds

=   i  .)( 00 yxs =  

Dakle nepokretna tačka *s  preslikavanja F  je rešenje početnog problema (4). Treba 
pokazati da je za sve As∈ , AsF ∈)( , i da je F  kontrakcija sa koeficijentom kontrakcije 

hM=λ . 
Prema definiciji skupa A , treba da dokažemo nejednakost 
 

,))(( 0 bytsF ≤−    za sve [ ]., 00 hxhxt +−∈  
 

Iz (5) sledi, na osnovu 
K
bh < , da je 

.),(max))(,(
),(000

0

bKhvufttyduusufy
Pvu

t

x

<⋅≤−≤−+
∈∫  

Dokažimo da je za proizvoljna dva elementa Ars ∈,  
 

).,())(),(( rsdrFsFd ⋅≤ λ  
 

Na osnovu (5) sledi da je za sve [ ],, 00 hxhxt +−∈  

[ ]
),()()(max

))(,())(,(

))(,())(,())(())((

00

0

0 0

,

00

rsdMhurusMh

duurufusuf

duurufyduusufytrFtsF

hxhxu

t

t

t

x

t

x

⋅⋅=−⋅⋅≤

−≤

−−+=−

+−∈

∫

∫ ∫
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za sve [ ]., 00 hxhxu +−∈ Odavde je 
 

),,(),())(),(( rsdrsdMhrFsFd ⋅=⋅⋅≤ λ   1<λ . 
 
 
Primer 3.9:  Dokažimo sada i egzistenciju rešenja za Volteronu integralnu jednačinu.  
 
Neka je T pozitivan realan broj i predpostavimo da za neprekdinu funkciju 

[ ] [ ] RRTTF →×× ,0,0:  postoji realan broj L  takava da je 
 

yxLystKxstK −≤− ),,(),,( , 
 

za sve [ ]Tst ,0, ∈  i sve  Ryx ∈, . Onda za svaku neprekidnu funkciju [ ] RTv →,0:  
integralna jednačina 

,))(,,()()(
0
∫+=
t

dssustKtvtu   Tt ≤≤0 , 

 
ima jedinstveno rešenje [ ] RTu →,0:  u skupu [ ]TC ,0  svih neprekidnih realnih funkcija 
na intervalu [ ]T,0 . Pored toga, odaberemo li bilo koju funkciju  [ ]TCu ,01 ∈  i definišemo 
li niz funkcija [ ]TCun ,0∈  . 
 

,))(,,()()(
0

1 ∫+=+

T

nn dssustKtvtu   [ ,0∈t ]T , 

za  Nn∈ ,  niz { }∞=1nnu  konvergira uniformno na intervalu [0 , ]T  prema tom jedinstvenom 
rešenju u . 
 
Neka je [ ],,0 TCX = prostor svih neprekidnih realnih funkcija na intervalu [ ]T,0  sa 
normom definisanom na sledeći način: 
 

{ },0:)(max Tttheh Lt ≤≤= −   [ ,0(Ch∈ ])T . 
 

Ta norma je ekvivalentna sup-normi h  jer za svaki Xh∈  važi 
 

hhhe Lt ≤≤− , 
I prostor ),( ⋅X  je Banahov. 

 
Definišimo funkciju XXF →:  na sledeći način: 
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∫+=
t

dsshstKtvthF
0

))(,,()())(( .    [ ,0∈t ]T . 

 
Pokazaćemo da je funkcija F  kontrakcija. Tada na osnovu Banahove teoreme o 

nepokretnoj tački slediće da funckija F  ima fiksnu tačku što je dovoljno za egzistenciju 
rešenja zadate integralne jednačine. 

  
Imamo redom 

,)1(

1max

max

)()(max

)()(max

))(,,())(,,(max)()(

0

0
0

0
0

0
0

0
0

khe
L

eekhL

dseekhL

dssksheeeL

dssksheL

dsskstKshstKekFhF

LT

Lt
Lt

Tt

t
LsLt

Tt

t
LsLsLt

Tt

t
Lt

Tt

t
Lt

Tt

−−≤

−
−=

−≤

−=

−≤

−≤−

−

−

≤≤

−

≤≤

−−

≤≤

−

≤≤

−

≤≤

∫

∫

∫

∫

 

 
za sve Xkh ∈, . Budući da je 11 <− −Lte  zaključujemo da je funkcija F  kontrakcija 
pa nam Banahova teorema o nepokretnoj tački osigurava pre svega egzistenciju 
jedinstvene fiksne tačke u  za F , a zatim i to da niz sukcesivnih aproksimacija { }∞=1nnu  
konvergira u normi ⋅  a samim tim i u njoj ekvivalentnoj sup-normi ⋅  prema toj fiksnoj 
tački. 
 Napomena: Primetimo da kada bi smo u prethodnom dokazu umesto norme ⋅  

koristili njoj ekvivalentnu sup-normu ⋅  onda bi funkcija F  bila kontrakcija jedino ako 

bi se posmatrala kao funkcija prostora [ ]SC ,0  u samog sebe gde je 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧≤

L
TS 1,min . 

Dakle ako je 
L

T 1
>  onda nam Banahova teorema o nepokretnoj tački primenjena na 

uobičajenu sup-normu osigurava jedinstveno rešenje samo na nekom podintervalu 
intervala [ ]T,0 , dok smo modifikacijom norme uspeli zaključiti da jedinstveno rešenje 
postoji na čitavom intervalu [ ]T,0 . 
 
Primer 3.10: Neka je { }),( tsG  realna funkcija dve realne promenljive s  i t  koja je 
neprekidna na skupu A  gde je 

{=A ),( ts | [ ]bas ,∈ , }.Rt∈  
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Za datu funkciju ćemo predpostaviti da ima parcijalni izvod tG  nad A  tako da važi 
 

MtsGm t ≤≤< ),(0 ,     za sve Ats ∈, . 
 

Neka je { } [ ]baCsxx ,)( ∈= .  
 

 
Primenjujući Banahov princim kontrakcije pokazaćemo da postoji jedna i samo jedna 
neprekidna funkcija 
 

[ ]baCx ,* ∈   tako da je 0))(,( * =sxsG ,  [ ]bas ,∈  
 
Pokažimo da je funkcija Txy =  definisana sa  

)),(,(2)()( sxsG
Mm

sxsy
+

−=   [ ]bas ,∈ . 

 
 kontrakcija  prostora [ ]baC ,  u samog sebe. 
 
Ako je  

)()))((( sysxT ii =  ,   ,....2,1=i ,    za svako [ ]bas ,∈  , 
 
 
 
 

Sledi na osnovu Teoreme o srednjoj vrednosti 
 

,))(,(21)()(

))()())((,(2)()()()(

´
21

21
´

2121

ssG
Mm

sxsx

sxsxssG
Mm

sxsxsysy

t

t

θ

θ

+
−⋅−=

−
+

−−=−
 

 
gde je 

)()()( 21 sxssx << θ ,   [ ]bas ,∈ . 
 

Dalje je 
 

Mm
MssG

Mm t +
≤

+
2))(,(2 ´ θ ,  [ ]bas ,∈ , 

 
te je 

Mm
MssG

Mm t +
−≥

+
−

21))(,(21 ´ θ . 
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Sa druge strane je 

Mm
mssG

Mm t +
≥

+
2))(,(2 ´ θ , 

 
te je 

Mm
mssG

Mm t +
−≤

+
−

21))(,(21 ´ θ . 

 
Kako je 

121 −>
+

−
Mm

M , 

 
jer je 0>m  i 

121 <
+

−
Mm

m , 

sledi da je 
 

121))(,(21211 ´ <
+

−<
+

−<
+

−<−
mM

mssG
MmMm

M
t θ . 

 
 
Odavde sledi da je preslikavanja T  kontrakcija te postoji [ ]baCx ,* ∈  tako da je 
 

))(,(2)()( *** sxsG
Mm

sxsx
+

−= ,  [ ]bas ,∈ , 

tj. 
0))(,( * =sxsG ,     [ ]bas ,∈ . 

 
 
Primer 3.11:  Primenom principa kontrakcije pokazaćemo da  integralna jednačina 
 

   ∫ −+=
1

)()(1)(
x

dssuxsuxu λ ,              [ ,0∈x ]1 ,  )
8
3,0(∈λ ,     (7)    

ima rešenje u prostoru [ ]1,0C . 
 
Definisaćemo preslikavanje [ ,0: CA ]1 [ ,0→ ]1  na sledeći način: 

∫ −+=
1

* )()(1))((
x

dssuxsuxAu λ ,   [ ,0* Cu ∈ ]1 ,  [ ,0∈x ]1 . 
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Ako je [ ,0* Cu ∈  ]1  neka je 

dxxuuI ∫=
1

0

* )()( . 

Predpostavimo da je [ ,0* Cu ∈ ]1  rešenje integralne jednačine (7). 
 
Tada je 

).(
2
11))((

2
11

)()(1)()(1

)()(1)()(

*2
1

0

2

0

01

0

01

0

11

0

1

0

*

uIdxxu

dxxudssudxxusuds

dssuxsudxdxxuuI

s

ss

x

λλ

λλ

λ

+=+

=−=−

=−+==

∫

∫∫∫∫

∫∫∫

 

 
Dakle ako je [ ,0* Cu ∈ ]1  rešenje integralne jednačine (7) tada je zadovoljena jednakost: 

01)()(
2
1 **2 =+− uIuIλ .    (8) 

 
Ako je 0=λ  imamo linearnu jednačunu 1)( * =uI  odnosno jednačina (7) se svodi na  

 
1)( =xu  ,  [ ,0∈x  ]1 . 

 
Predpostavimo sada da je 0≠λ . 
 
Iz (8) sledi da je 

))21(1(
2
1)( 2

1
* λ−−=

+

uI . 

 
 

Ako je 
2
1

>λ  jednačina (7) nema rešenje. 

Ako je 0)( ≥xu  tada je 1))(( * ≥xAu   ( [ ]1,0∈x ) što znači da je [ ] ),1,0( +RC  podskup od 
[ ]1,0C  koji je invarijantan u odnosu na preslikavanje A . 

 
Neka je [ ]1,0CX ⊂  i definisan na sledeći način 
 

[ ]{ 1,0* CuX ∈=  ,1)( ≥xu  za  svako [ ],1,0∈x [ ]
⎭
⎬
⎫−−= 2/1* )21(1

2
1)( λuI . 

 
Skup X  je zatvoren podksup u [ ]1,0C  sa uobičajenom normom: 
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[ ]1,0

* max
∈

=
x

u )(xu . 

 
Lako je videti da je skup X  invarjantan u odnosu na preslikavanje A  jer je: 

)(1)(1)(
2
11)( ***2* uIuIuIAuI =−+=+= λ    za svako Xu ∈*  

te je: 
XAX ⊆  

Dokazećmo da preslikavanje A  zadovoljava Lipšicov uslov. Neka su *u  i *v  dva 
elementa iz X . Tada je: 

[ ] [ ]

,2))()((

))(max)(max(

)()(

)()()()()()(

))()()()(())(())((

1

0
1,0

1

1,0

11

11

1
**

IvuvIuIvu

dssvdssuvu

dsxsvvudssuvu

dsxsvsvsudssuxsvxsu

dsxvxsvsuxsuxAvxAu

x

x
x

x

xx

xx

x

⋅−=−−

≤+−

≤−−+−

≤−−+−−−

≤−−−≤−

∫∫

∫∫

∫∫

∫

−

∈∈

λλ

λ

λλ

λλ

λ

 

 
gde je 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−= 2

1

)21(1
2
1 λI . 

Kako je: 
12 <λI  

 

za 
8
30 << λ , što se može lako proveriti, sledi u skupu X  egzistencija jedinstvenog 

rešenja integralne jednačine (7)  pri čemu se rešenje može dobiti primenom metode 
sukcesivnih aproksimacija. 
 
 

 
Primer 3.12:  Neka je [ ] Rbaf →,:  neprekidno preslikavanje nad intervalom [ ]ba,  i ima 
izvod nad otvorenim intervalom ),( ba  tako da je: 
 
     1)(/ <≤ αxf ,  za svako ).,( bax ∈      
 
Pokazećemo  da  uslov 
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2

)1(
2

)
2

( abbabaf −
−≤

+
−

+ α     

 
obezbeđuje postojanje nepokretne tačke preslikavanja f .  
 
Na osnovu  Lagranžove Teoreme o srednjoj vrednosti važi 
 

yxyxyxfyfxf −≤−=− αθ )),(()()( / ,     za sve [ ]bayx ,, ∈ , 
 

gde je ),( yxθ  tačka iz intervala ),( yx . 
 
 Neka je 

20
bax +

=   i   ,
2

abr −
=  

tada je 
 

( )rxxf α−≤− 1)( 00 . 
 

Što znači da preslikavanje [ ] Rbaf →,:  ispunjava uslov (5) iz Tvrđenja 2 iz glave 2. 
Odavde zaključujemo da preslikavanje f  ima nepokretnu tačku. 
 
Definicija 3.1: Za algebru A kažemo da je normirana algebra ako postoji norma ⋅  sa 
osobinama. 

1) baba ⋅≤⋅ ,  za sve ,, Aba ∈  

2) .1=e  
 
Normirana algebra ),( ⋅A  je Banahova algebra ako je ),( ⋅A  Banahov prostor. 
 
 Napomena: U svakoj normiranoj algebri A, množenje je neprekidno, zato što je za 
svako ),( ba , AAdc ×∈),(  
 

.)()( dbcbcadbcbcacdab −⋅+⋅−≤−+−≤−  
 
Primer 3.13: Banahov princip kontrakcije može se uspešno primeniti na određivanje 
inverznog elementa 1−a  gde je a  invertibiilan elemenat Banahove algebre ),( ⋅A  sa 
jediničnim elementom. Neka je [ )1,0q  , a  invertibilan elemenat iz A  i  

{xM = | 
⎭
⎬
⎫≤−∈

2
, qaxeAx . 
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Jasno je da je skup M  neprazan jer je Ma ∈−1 . Definišimo preslikavanje MMS →:  
na sledeći način: 

,2 2axxSx −=   Mx ∈ . 
 

Lako je videti da je MMS ⊆)(  a iz nejednakosti 
 

,)
22

()(

))(()(222 22

yxqqqyxayeaxeyx

yxyxayxayyaxxSySx

−=+−≤−+−−

≤+−−−=+−−≤−
 

 
sledi da je preslikavanje S kontrakcija. Kako je skup M  na osnovu Banahovog principa 
kontrakcije sledi egzistencija elementa Mx ∈*  tako da je ** xSx =  odakle je: 
 

0)( ** =− axex   .     (9) 
Kako je 1* <− axe  sledi da je elemenat *ax  invertibilan te je elemenat )( *1* axax −=  

takođe invertibilan. Iz jednakosti (9) sledi da je 0* =− axe  te je 1* −= ax . Na osnovu 
Teoreme 2.1 sledi da je 
 

1
0lim −

∞→
= axS n

n
, 

gde je 0x  proizvoljan elemenat skupa M .  
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4. Neka uopštenja Banahovog proncipa kontrakcije 
 
 

 Pored klasične Banahove teoreme o fiksnoj tački koja nam garantuje egzistenciju, 
jedinstvenost nepokretne tačke kao i način na koji se dolazi do nje, postoje brojna 
uopštenja Banahovog principa konktrakcije. U ovom delu navešćemo neka od njih. 
 

 

4.1 Φ-kontrakcija 
 

 
Definicija 4.1.1.: Preslikavanje f  metričkog prostora ),( dX  u samog sebe je 

akontrakcij−φ  ako je  
 

)),,((),( yxdfyfxd φ≤     za svako Xyx ∈, , 
 
gde je φ  od gorepoluneprekidno preslikavanje nad [ )∞,0  tako da je tt <)(φ ,   za sve 

.0≠t  
 
Definicija 4.1.2: Funkcija XX →:φ : je od gore poluneprekidna na  X ako za svako 

Xx∈  i svaki niz { } Xxn ⊆  takav da je xxn →  važi  
 

)()(suplim xxn
n

φφ ≤
∞→

. 

 
Teorema 4.1.1: Neka je XXF →:  akontrakcij−φ , a prostor ),( dX  kompletan. Tada 
postoji jedna i samo jedna nepokretna tačka z  preslikavanja F i zxF n

n
=

∞→ 0lim , za sve 

Xx ∈0 . 
 
Dokaz: Ako je preslikavanje F  φ -kontrakcija pokažimo redom: 
 

1) 0lim =
∞→ nn
α  gde je ),( 1xFxFd nn

n
−=α  Nn∈  i x  proizvoljan elemenat iz X ; 

2) Niz { } { }0∪∈Nn
n xF  je Košijev niz; 

3) Ako je zxF n

n
=

∞→
lim  tada je zFz =  a   iz ** zFz =  sledi *zz = . 

 
 
1.Pokazaćemo prvo da je niz { } Nnn ∈α  monotono opadajući niz realnih brojeva  koristeći 
pretpostavku da je preslikavanje F  φ -kontrakcija. Sledi da je: 

 
1

21211 ),()),((),( −
−−−−− =<≤= n

nnnnnn
n xFxFdxFxFdxFxFd αφα , 

 



                                                                             Banahov princip-primene i generalizacije 

 42

pri tome  smo koristili uslov da je  
 

0),( 21 >−− xFxFd nn , 
 

jer iz 0),( 21 =−− xFxFd nn  sledi xFFF nn 22 )( −− =  te je xF n 2−  nepokretna tačka 
preslikavanja F . Dakle 1−< nn αα  za sve Nn∈ , pa na osnovu Teoreme o monotonim 
nizovima  postoji 0≥α  tako da je 
 

     αα =
∞→ nn

lim .       

 
Pokazaćemo da je 0=α  tako što ćemo dokazati da  pretpostavka da je 0>α  dovodi do 
kontradikcije. 
 
Iz nejednakosti 

)( 1−≤ nn αφα ,    ,...2,1=n , 
 

i poluneprekidnosti preslikvanja φ  sledi 
 

ααφφα
α

<≤≤
+→

)()(suplim t
t

, 

 
što je kontradikcija. Dakle pokazali smo da je 0=α . 
 
2. Pokazećemo sada da je niz { } { }0∪∈Nn

n xF  Košijev. 
 
Predpostavimo suprotno. Tada postoji 0>ε  i nizovi { } Nkkm ∈  i { } Nkkn ∈  prirodnih brojeva 
tako da su za svako Nk ∈  zadovoljeni sledeći uslovi: 
 
i. knm kk ≥> ; 
ii. εβ ≥= ),( xFxFd kk nm

k , 
 

pri čemu je km   najmanji prirodan broj za koji ovi uslovi važe. To znači da je 
 

    ε<− ),( 1 xFxFd kk nm .     (1) 
 
 
Koristeći nejednakost (1) dobijamo 
 

                   εαβ +≤+≤ −−

k

kkkk
m

nmmm
k xFxFdxFxFd ),(),( 11  .   (2) 

 
 

Kako je kmk >  sledi kmk
αα <  jer je niz { } Nnn ∈α   opadajući te iz  (2) sledi 
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εαβ +≤ kk ,    za sve Nk ∈ .     (3) 

 
Iz nejednakosti  (3) sledi da je 
 

εβ =
∞→ nn

lim . 

 
Dokazaćemo sada da je  
 

                                           )(2 kkk βφαβ +≤ ,    za sve Nk ∈ .   (4) 
 
Koristeći nejednakost trougla i definiciju niza { } Nkk ∈β  imamo da je 
 

),(2)),((2),(

),(),(),(
1

111

kk
nm

k
nn

nmmmnm
k

xFxFdxFxFd

xFxFdxFxFdxFxFd
kkkk

kkkkkk

βφαφα

β

+=+≤

++≤=
+

+++

 

 
čime je nejednakost (4) dokazana. 
 
A u (4) ∞→k  na osnovu od gorepoluneprekidnosti preslikavanja φ  i uslova  i, sledi 
 

εεφε <≤ )( , 
 

čime smo dobili kontradikciju. Dakle niz { } Nn
n xF ∈  je Košijev niz. 

3. Neka je  
 

zxF n

n
=

∞→
lim , 

 
tada je 

.)lim(lim 1 FzxFFxFz n

n

n

n
===

∞→

+

∞→
 

 
Pokazaćemo sada i jedinstvenost nepokretne tačke 
 
Neka je ** zFz =  i *zz ≠ ,  
 
tada je  
 

0),( * >zzd , 
te je 

),()),((),(),( **** zzdzzdFzFzdzzd <≤= φ , 
 
 

što je kontradikcija. 
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4.2 Lokalna uniformna (ε,λ) kontrakcija 
 

Definicija 4.2.1: Prostor ),( dX  je −ε lančast ako za svake dve tačke Xyx ∈,  postoji 
konačno mnogo tačaka xx =0 , yxx n =,...,1  tako da je 
  

ε<+ ),( 1ii xxd ,     1,...,1,0 −= ni . 
 

Definicija 4.2.2: Preslikavanje XXf →:  kompletnog metričkog prostora ),( dX  u 
smog sebe je lokalna uniformna ),( λε  kontrakcija ako važi implikacija 
 

),(),(),( yxdfyfxdyxd λε ≤⇒< ,   za sve Xyx ∈, , )1,0(∈λ .   (5) 
 
Teorema 4.2.1: Ako je F  je lokalna uniformna ),( λε  kontrakcija  −ε lančastog 
kompletnog metričkog prostora ),( dX  u samog sebe, tada postoji jedna i samo jedna 
nepokretna tačka preslikavanja F . 
 
Dokaz: Ako je preslikavanje F  lokalna uniformna ),( λε  kontrakcija na ε - lančastom 
kompletnom metričkom prostoru pokažimo da važi 
 

1)  da za svako Xx∈  i Nm∈ ,   mmm nxFxFd ελ≤+ ),( 1 ,   gde je Nxnn ∈= )( ;                                    
2) Niz { } { }0∪∈Nn

n xF  je Košijev; 

3) Ako je zxF n

n
=

∞→
lim  tada je zFz =  i  iz zFz =*  sledi da je 

*

zz = . 

 
 
1. Neka je Xx∈  i { })(10 ,...,, xnxxx    ),( )(0 Fxxxx xn ==  konačan −ε lanac. To znači da 
je 

ε<+ ),( 1ii xxd ,    1,...,1,0 −= ni ,  )(xnn = , 
 

tada iz implikacije (5) sledi 
 
                             ),(),( 11 ++ ≤ iiii xxdFxFxd λ ,   1,...,1,0 −= ni .   (6) 

    
Kako je  
 

ε<+ ),( 1ii xxd , 
 
 a [ )1,0∈λ  iz nejednakosti (6) sledi 
 

ε<+ ),( 1ii FxFxd ,                      1,...,1,0 −= ni . 
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Primenom implikacije (5) zaključujemo da je 
 

ελλλ 2
1

2
11 ),(),())(),(( <≤< +++ iiiiii xxdFxFxdFxFFxFd . 

 
Neka je za Nm∈  zadovoljena nejednakost: 
 

ελm
i

m
i

m xFxFd ≤+ ),( 1 ,           1,...,1,0 −= ni . 
 

Tada na osnovu uslova 10 <≤ λ  
 

ε<+ ),( 1i
m

i
m xFxFd  ,          1,...,1,0 −= ni . 

 
te primenom implikacije (5) sledi 
 

ελλ 1
11 ),())(),(( +
++ ≤≤ m

i
m

i
m

i
m

i
m xFxFdxFFxFFd ,     1,...,1,0 −= ni . 

 
Dakle koristeći princip matematičke indukcije dokazali smo da je za svako Nm∈  
zadovoljena nejednakost: 
 

m
i

m
i

m xFxFd ελ≤+ ),( 1 ,    1,...,1,0 −= ni . 
 

Odavde je 

∑
−

=
+

+ ≤≤
1

0
1

1 ),(),(
n

i
i

m
i

mmm xFxFdxFxFd mnελ ,    za svako Nm∈ . 

 
2. Za svako Nm∈  sledi da je 
 

,
1

)...(

),(),(

11

1
1

λ
λελλλε
−

≤+++

≤≤

−+

−

=

+∑
m

kmm

k

mi

iikm

nn

xFxFdxFxFd
                   za mk >  Nkm ∈, . 

 
Odavde sledi da je niz { } Nm

m xF ∈  Košijev. 
 
3. Neka je zxF n

n
=

∞→
lim . Na osnovu neprekidnosti preslikavanja F  sledi 

 
zxFxFFFz n

n

n

n
=== +

∞→∞→

1lim)lim( . 

 
Ostaje da se pokaže jedinstvenost nepokretne tačke preslikavanja F . Neka je *zz ≠ , 

** zFz =  i { },,,...,,, 1210 kk xxxxx −   *zxk =  ε -lanac takav da je 
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ε<+ ),( 1ii xxd ,    1,...,1,0 −= ki ,    )( 0 zx = . 
Tada je 

∑
−

=
+ ≤≤==

1

0
1

*** ),(),(),(),(
k

i

p
i

p
i

ppp kxFxFdzFxFdFzFzdzzd ελ . 

 
Kako je 1<λ  može se odrediti p  tako da je 
 

),( *zzdkp <ελ , 
 

čime smo dobili da je 
 

),(),( ** zzdzzd < , 
 

što je kontradikcija, te je nepokretna tačka preslikavanja F  je jedinstvena. 
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4.3 Uopštena kontrakcija 
 

 
Definicija 4.3.1: Preslikavanje XXf →:  metričkog prostora ),( dX  u samog sebe je 
uopštena kontrakcija ako je ),(),(),( yxdlfyfxd ⋅≤ βα , za svako Xyx ∈, , 

βα ≤≤ ),( yxd , gde je ),( βαl  funkcija definisana za ∞<≤< βα0  i 1),( <βαl . 
 
Teorema 4.3.1: Ako je ),( dX  kompletan metrički prostor i preslikavanje XXf →:  
uopštena kontrakcija, tada postoji jedna i samo jedna nepokretna tačka preslikavanja f . 
 
Dokaz: Pokazaćemo prvo da preslikavanje f  preslikava neku loptu { })),(: 0 rxxdx ≤  za 
svako 0>r  u samu sebe. Predpostavimo suprotno, tj. Da za neko 0>r  i svako  Xx∈  
postoji Xx ∈1  tako da je 

rxxd ≤),( 1   i  rxfxd >),( 1 . 

Sada postoje dve mogućnosti: ili je 
2

),( 1
rxxd ≤      ili je    

2
),( 1

rxxd > .  

U prvom slučaju iz 
  

),(),(),( 11 fxfxdfxxdfxxd +≤ , 
 

 sledi 

22
),(),(),( 11

rrrfxfxdfxxdxfxd =−≥−≥ . 

 
U drugom slučaju je  

),
2

(),( rrlrfxxd −≥ r  

te je za svako Xx∈  

⎩
⎨
⎧ −≥ rrrfxxd ,

2
min),( 0),

2
( >=

⎭
⎬
⎫ arrl  

 
Odavde sledi da za svako Xx ∈0 važi 
 

{ } ),,()),(,(),( 000000
1 fxxdfxxdalxfxfd kkk ⋅≤+   ,...,2,1=k   

 
te postoji elemenat Xx ∈  takav da je afxxd <),(  što je kontradikcija. 
 
Neka je 1B  invarjantna za f  lopta radijusa 1. Pokazali smo da postoji lopta 12 BB ⊂  

radijusa 
2
1  koja je takođe invarjantna za f . Nastavljajući ovaj postupak, dobićemo 

opadajući niz skupova ...21 ⊃⊃ BB  čiji radijusi teže nuli i kk BBf →:  za svako Nk ∈ . 
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Pošto je X  kompletan prostor ∩
∞

=1k
kB  je neprazan i jednočlan skup. Iz { } ∩

∞

=

=
1k

kBz  sledi 

da je ∩∩
∞

=

∞

=

⊆∈
11

)()(
k

k
k

k BBfzf . Sada zbog jedinstvenosti tačke preseka je .)( zzf =  
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4.4 O n-lokalnim kontrakcijama 
 

 
Definicija 4.4.1: Neka je ),( dX  metrićki prostor i XXf →: . Kažemo da je 
f −n lokalna kontrakcija ako za svako Xx∈  postoji Nxnn ∈= )(  tako da je 

 
),(),( yxdkyfxfd nn ⋅≤ ,    za sve Xyx ∈, . 

 
za svako Xy∈ , gde je [ )1,0∈k  i k  je nezavisno od x  i y . 
 
Teorema 4.4.1.: Neka je ),( dX  kompletan metrički prostor i XXF →:  neprekidna 
−n lokalna kontrakcija. Tada postoji jedinstvena nepokretna tačka preslikavanja f  i za 

svako Xz∈ je 
 

ξξ FzF n

n
==

∞→
lim . 

 
Dokaz: Pokažimo sledeće: 
 

1) Za svako Xx ∈  postoji realan broj )(xd  takav da je                               
{ } )(),(sup xdxFxd i

Ni
=

∈
; 

2) Niz { } Nnnx ∈   definisan na sledeći  
,0

)(
1

0 xFx xn=  ,1
)(

2
1 xFx xn= ..., ,)(

1 p
xn

p xFx p=+  

0x  je proizvoljana elemenat iz X  je Košijev; 
3) Ako je zxnn

=
∞→

lim  tada je zFz = ; 

4) z  je jedino rešenje jednačine xFx =  i zxF n

n
=

∞→ 0lim . 

 
1.  Neka je )(xnq = . Za svako qn >  postoji Nrp ∈,  i qr <  tako da je rpqn += . 
 
Tada je 
 

( )
).,()1(),(

),(),(),(
),(),(

),(),(),(),(),(

)2(2

)2(

)1(

xxFdkxxFdk
xxFdxxFdxxFkdk

xxFdxxFkd
xxFdxFxFdxxFdxFxFdxxFd

qrqp

qqrqp

qrqp

qqrpqqqnn

++≤

++≤

+≤

+=+≤

+−

+−

+−

+

 

 
 

Ako je  
),(max)(

1
xFxdxM i

qi≤≤
= , 
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tada je 

k
xMxMkkxxFd n

−
=+++≤

1
)()(...)1(),( 2 ,  za sve qn >  

 
odakle sledi da je 
 

.
1

)(
1

)(),(max)(
k
xM

k
xMxMxd

−
=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−
=  

 
2. Pokazaćemo sada da je niz { } Nnnx ∈  Košijev. Za svako Nn∈  
 

),(

),(

...),(

),(

),(

),(),(

0

00
)(

22
)(2

11
)(

1
)(

1
)()(

1
)()(

1

11

1

xdk

xxFdk

xxFdk

xxFkd

xFxFFd

xFxFdxxd

n

xnn

nn
xn

nn
xn

n
xn

n
xnxn

n
xn

n
xn

nn

n

n

n

nnn

nn

≤

≤≤

≤

≤

==

−−

−−

−−

−+

−−

−

 

 
odakle sledi da je 
 

∑
−+

=
+ −

≤≤
1

0
0 1

)()(),(
pn

ni

n
i

npn k
xdkxdkxxd , 

 
za svako Nn∈  i Np∈  što na osnovu uslova [ )1,0∈k  ima za posledicu da je niz 
{ } Nnnx ∈  Košijev. 
 
3. Kako je ),( dX  kompletan  prostor postoji Xz∈  takvo da je  
 

zxnn
=

∞→
lim . 

 
Dokazaćemo da je zFz = . 
 
 Kako je 
 

),,(...),(

),(),(

),(),(

0022
2

111
)(

1
)(

1
)(

1
)(

11

11

xFxdkxFxdk

xFxkdxFFxFd

xFxFFdxFxd

n
nn

nnn
xn

n
xn

n
xn

n
xn

nn

nn

nn

≤≤

≤≤

==

−−

−−−−

−−

−−

−−

 

 
za svako Nn∈  sledi da je 

0),(lim =
∞→ nnn

xFxd . 
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Pošto je F  neprekidno preslikavanje imamo da je 
 

zxFzFx nnnn
===

∞→∞→
limlim . 

 
4. Predpostavimo da je *** , zFzzz =≠ . Iz relacije zFz = , ** zFz =  sledi 
 

zFz zn )(= , **)( zzF zn = , 
 

odakle je: 
),(),(),( **)()(* zzdkzFzFdzzd znzn ⋅≤= . 

 
Kako je [ )1,0∈k  sledi da je 0),( * =zzd  odakle je *zz = . 
 
Pokazaćemo sada da je  
 

zxF n

n
=

∞→ 0lim . 

 
Ako je 
 

),(max 010
xFzdA i

qi −≤≤
= , 

 
gde je )( znq =  i rpqn += , qr <  tada je 
 

),(),(),( 0
)1(

00 zFxFdzFxFdzxFd qrqpqqrpqn +−++ == , 
 

odnosno imamo da je 
 

       AkzxFdkzxFkdzxFd prprqpn ≤≤≤≤ +− ),(...),(),( 00
)1(

0  .   (7) 
 
Ako ∞→n  iz jednakosti rpqn +=  sledi i da ∞→p  te na osnovu  nejednakosti (7) 
sledi da je 
 

0),(lim 0 =
∞→

zxFd
n

n , 

odakle je: 
 

zxF n

n
=

∞→ 0lim . 
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Primer 4.4.1:  Neka je [ ]1,0=X  i yxyxd −=),( . Tada je ),( dX  kompletan metrički 
prostor i važi 
 

{ }∪
∞

=
− ∪⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=

1
1 0

2
1,

2
1

n
nnX . 

 
Definišimo preslikavanje XXF →:  na sledeći način: 
 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

+−
+
+

=

+

−

,
2
1

,
2
1)

2
1(

3
2

,0

1

1

n

nnx
n
nFx     

.
)2(2

53,
2
1

2
1,

)2(2
53

0

1

11

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+
+

∈

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+
+

∈

=

+

−+

n
nx

n
nx

x

nn

nn  

 
Iz ove definicije sledi da  
 

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡→⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡

+− nnnnF
2
1,

2
1

2
1,

2
1: 11 , 

 
pošto je funkcija F  neopadajuća i  
 

 za 12
1
−= nx   je  

nnnnn n
nFxF

2
1

2
1)

2
1

2
1(

3
2)

2
1()( 111 =+−

+
+

== −−− . 

 

a  za  nx
2
1

=   je 

12
1)( += nxF . 

 

Funkcija F  je i  neprekidna jer za  
)2(2

53
1 +
+

= + n
nx n  je 
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.
2

1
2
1

2
1

2
1)

)2(2
3(

3
2

2
1)

)2(2
8453(

3
2

2
1)

2
1

)2(2
53(

3
2)

)2(2
53()(

11

11

111

++

++

−++

=+−=

+
+

+
−⋅

+
+

=+
+

−−+
+
+

=

+−
+
+

+
+

=
+
+

=

nnn

nnnn

nnnn

n
n

n
n

n
nn

n
n

n
n

n
n

n
nFxF

 

 

Ako je ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡∈ −12

1,
2
1

nnx  a y  proizvoljan elemenat iz [ ]1,0  pokažimo da je 

 

yx
n
nFyFx −
+
+

≤−
4
3 ,   za svako Xy∈ . 

 

Uzmimo ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡∈ −12

1,
2
1

nnx ,   ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡∈ −12

1,
2
1

nny . 

1. Neka x , y  pripadaju istom podintervalu ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+
+

+ )2(2
53,

2
1

1 n
n

nn  tada imamo da je 

 

0
2

1
2

1
11 =−=− ++ nnFyFx . 

 

2. Predpostavimo  da je ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+
+

∈ −+ 11 2
1,

)2(2
53

nn n
nx , ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+
+

∈ + )2(2
53,

2
1

1 n
ny nn  tada imamo 

da je 
 

.
4
3

3
2

)2(2
53

3
2

2
2)

)3(2
53

3
2(

2
1

2
1)

2
1(

3
2

1

111

yx
n
nyx

n
n

n
nx

n
n

n
n

n
nx

n
nx

n
nFyFx

n

nnnn

−
+
+

≤−
+
+

≤
+
+

−
+
+

=

+
+

⋅
+
+

−
+
+

=−+−
+
+

=−

+

++−

 

 

3. Predpostavimo da je ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+
+

∈ −+ 11 2
1,

)2(2
53

nn n
nx , ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+
+

∈ −+ 11 2
1,

)2(2
53

nn n
ny . Tada imamo 

da je 

.
4
3

3
2

2
1)

2
1(

3
2

2
1)

2
1(

3
2

11

yx
n
nyx

n
n

y
n
nx

n
nFyFx nnnn

−
+
+

≤−
+
+

≤

−−
+
+

−+−
+
+

=− −−

. 

 



                                                                             Banahov princip-primene i generalizacije 

 54

4. Neka je ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+
+

∈ + )2(2
53,

2
1

1 n
nx nn , ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+
+

∈ −+ 11 2
1,

)2(2
53

nn n
ny . Tada imamo da je 

 

.
4
3

2
2

)2(2
53

3
2

2
1)

2
1(

3
2

2
1

111

yx
n
nyx

n
n

y
n

n
n
ny

n
nFyFx nnnn

−
+
+

≤−
+
+

≤

−
+
+

+
+

=−−
+
+

−=− +−+

 

 
 

Slično se proveravaju i slučajevi ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡∈ −12

1,
2
1

mmy  za nm <  i nm > . 

 
 

Kako  funkcija ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡→⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡

+− nnnnF
2
1,

2
1

2
1,

2
1: 11  sledi da  

 

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡→⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡

++++
+

22321222
3

2
1,

2
1

2
1,

2
1: nnnn

nF . 

Odatle sledi da je 
 

.
2
1

62
3

4
3...

52
42

62
52

...
24
23 222233

yxyx
n

nyx
n
n

n
n

n
n

yFxF
nn
nnyFFxFFyFxF nnnnnn

−=−
+
+

=−
+
+

⋅⋅
+
+

⋅
+
+

≤

≤−
+++
+++

≤−=− ++++++

 

 
 

Pokazali smo da je F  −n kontrakcija za  
2
1

=k  i 3)( += nxn . Ako je 0=x  tada je 

)0(n  prirodan broj veći od 1.  
 
Nepokretna tačka preslikavanja F  je 0 . Može se takođe pokazati da ne postoji Nn ∈0  
tako da je 
 

yxkyFxF nn −≤− 00 ,    [ ]1,0, ∈yx , [ ]1,0∈k , 
 

te da se u ovom slučaju ne može primeniti Tvrđenje 2.2.  
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4.5  Kvazi kontrakcija 
 

Jedno od značajnih uopštenja Banahovog principa kontrakcije dao je naš poznati 
matematičar Lj. Ćirić [ ]5 . 

 
Definicija 4.5.1: Neka je ),( dX  metrićki prostor i XXf →: . Kažemo da je f kvazi 
kontrakcija ako važi 
 

{ }),(),,(),,(),,(),,(max),( yxdxfydyfxdyfydxfxdkfyfxd ⋅≤ , 
 
za svako Xyx ∈, , gde je [ )1,0∈k . 

 
Teorema 4.5.1: Ako je f  je kvazi kontrakcija kompletnog metričkog prostora ),( dX  u 
samog sebe, tada postoji jedna i samo jedna nepokretna tačka preslikavanja f . 
 
Dokaz: 
Prvo ćemo pokazati da je niz definisan sa nn fxx =+1 , Nn∈ , 0x  proizvoljna tačka iz X  
ograničen tako što ćemo pokazati da je  
 

),(
1

),( fxxdfxxfd n

λ
λ
−

≤   ,  za sve Nn∈ .  (8) 

 
Dokaz ćemo dati matematičkom indukcijom. 
Za 1=n  
 

),(
1

),( fxxdfxfxd
λ

λ
−

≤ , 

što je tačno. 
 
Predpostavimo da je (8) tačno za sve 10 −≤ nm  i pokažimo da (8) važi za 20 ≥= nm . 
Pošto je f  kvazi kontrakcija, postoji 00 ni ≤  takvo da je 
 

),(),( 00 xfxdfxxfd in λ≤ .     (9) 
 

I  slučaj:  Ako je 00 ni <  tada na osnovu (8) i (9) na osnovu induktivne pretpostavke sledi 
da je 

),,(
1

),(
1

),(

)),(),((),(),(
2

000

fxxdfxxdfxxd

xffxdfxxdxfxdfxxfd iin

λ
λ

λ
λλ

λλ

−
=

−
+≤

+≤≤
 

 
pa je (8) tačno i ta 0nn =  . 
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II slučaj:   Neka je 00 ni = . Tada iz (9)  sledi 
 

),(),(),(),( 000 xffxdfxxdxfxdfxxfd nnn λλλ +≤≤ , 
 

te je 
),,(),()1( 0 fxxdfxxfd n λλ ≤−  

 
Što znači da (8) važi i u ovom slučaju. Time smo matematičkom indukcijom pokazali da 
(8) važi za sve .Nn∈  
 
Pokažimo da je 

),,(
1

1),( fxxdxxfd n

λ−
≤   za sve Nn∈ .  (10) 

 
Pošto važi (8) primenom nejednakosti trougla imamo da je 
 

),,(
1

1),(),(
1

),(),(),( fxxdxfxdfxxdxfxdfxxfdxxfd nn

λλ
λ

−
=+

−
≤+≤  

 
što smo i želeli da dokažemo. 
 
Pokažimo sada da je niz { } Nn

n xf ∈  Košijev. 
Za proizvoljno  n  koristeći (17) važi da je 
 

{ }
{ } ).,(

1
...),(),,(max

),(),,(),,(),,(max
))(),((),(

111

1111

11

fxxdxfxfdxfxfd

xfxfdxfxfdxfxfdxfxfd
xffxffdxfxfd

n
nnnn

nnnnnnnn

nnnn

λ
λλ

λ

−
≤≤=

≤

=

+−−

+−+−

−+

   (11) 

 
Sada iz (11) primenom nejednakosti trougla dobija se da je za sve nm >  
 

∑
−

=

+

−
≤≤

1

2
1 ),(

)1(
),(),(

m

nk

n
kkmn fxxdxfxfdxfxfd

λ
λ . 

 
Pošto 0),()1( 2 →− − fxxdn λλ ,  kada ∞→n ,  pokazali smo da je { } Nn

n xf ∈  Košijev niz, 
pa kako je prostro kompletan postoji z  takvo da je zxf n

n
=

∞→
lim . 

 
Pokažimo da je z  nepokretna tačka prelikavanja f . 
 
Pošto je f  kvazi kontrakcija važi da je 
 

{ }.),(),,(),,(),,(),,(max),( 111 zxfdfzxfdfzzdxfxfdzxfdfzxfd nnnnnn −−−≤ λ  
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Koristeći neprekidnost metrike kada ∞→n , 
 

{ } { }),(,0max),(),,(),,(),,(),,(max),( fzzdzzdfzzdfzzdzzdzzdfzzd λλ =≤ . 
 
Zbog 1<λ  dobija se da je 0),( =fzzd  odnosno zfz = . 
 
Ostaje je još da pokažemo da je z  jedinstvena nepokretna tačka preslikavanja f . 
Predpostavimo suprotno, da postoji Xu∈  takvo da je ufu = . Tada iz 
 

{ }
{ },0),,(max

),(),,(),,(),,(),,(max),(),(
uzd

fzudfuzdfuudfzzduzdfufzduzd
λ

λ
=

≤=
 

 
sledi da je zu =   što je i trebalo dokazati. 
 
Napomena: Neka interesantna uopštenja Banahovog principa kontrakcije možemo 
pronaći i u radovima [ ]4 , [ ]11  i [ ]12  
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5. O Stefanu Banahu 
 
 
Stefan Banah je poljski matematičar koji je radio 
između dva svetska rata. Kao samouki matematički 
genije, bio je osnivač moderne funkcionalne analize. 
Među njegovim najistaknutijim dostignućima je delo 
teorija linearne operacije iz 1932. godine koja 
predstavlja prvu monografiju o teoriji  linearnih 
metričkih prostora. 
 
 Rođen je 30. marta 1892. godine u Krakovu. 
Detinjstvo je proveo sa bakom u Ostrowskom, a kada 
se razbolela otac ga je preselio u Krakov. Kao dete 
Banah je upoznao Juliusz Mien, Francuskog 
intelektualca koji se takođe 1870. godine preselio u 
Krakov. Mien je podučavao Banaha matematičkim 
veštinama, kao i francuskim jezikom kako bi se kasnije mogao lakše sporazumevati sa 
svojim kolegama. U Krakovu je sa deset godina (1902. godine) upisao IV Gimnaziju gde 
je bio poznat kao genije. Škola je bila specializovana za društvene nauke kao što su 
istorija, geografija, ali i jezike poput grčkog, latinskog, nemačkog. Pored toga nastavio je 
da izučava i matematiku. Banah i  njegov najbolji prijatelj Witold Wiłkosz rešavali su 
matematičke probleme tokom školskeog odmora i posle škole. Sa 14 godina (1906.) 
Banah je već studirao matematiku, a dve godine kasnije to je činio i na više jezika. Nakon 
toga, 1910. godine se sa Witold Wiłkosz preselio u Lwów, glavni grad tadašnje Galicije, 
zainteresovan da upiše inženjerstvo na tamošnoj na politehničkoj akademiji. Ipak, u tome 
je usled nedostatka novca uspeo tek 1914. godine, a sa samo 22 godine položio sve ispite 
na  prvom nivou studija. 
 
 Kada je izbio Prvi svetski rat Banah je nije učestvovao u vojnim operacijama jer 
je bio levoruk i imao loš vid. Kada je ruska vojska otvorila ofanzivu na Lwów, Banah je 
ponovo prešao u Krakov. Tu i u još nekoliko gradova Galicije proveo je ostatak rata. 
Radio je kao učitelj u lokalnim školama i prodavac u jednoj knjižari. Tokom ovog 
perioda pohađao je i predavanja na Jangelonskom univerzitezu u Krakovu, ali se o ovom 
periodu  njegovog života veoma malo zna..  
 

U Krakovu je 1916. godine upoznao profesora  Huga Steinhausa jednog od 
uglednih matematičara toga doba koji je bio fasciniran njegovim znanjem. Ovaj susret je 
rezultirao dugoročnu saradnju i prijateljstvo. Preko Huga Steinhausa Banah je upozna i 
svoju buduću suprugu Łuciju Braus. Steinhaus ga je uveo i u akademske krugove, što je 
znatno ubrzalo njegovo profesionalno usavršavanje. 
 
  Nakon što je što je Poljska povratila nezavisnost (1920. godine) dobio je mesto 
asistenta na Jangelonskom univerzitetu u Krakovu. Steinhausova podrška mu je pomogla 
da dobije doktorsku titulu, za koju nije morao da završava posebne studije. Njegova 
doktorska disertacija prihvaćena je od strane Univerziteta kralja Jovana II Kazimira u 
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Lwów. Objavljena je 1922. godine i sadržala osnovne ideje o funkcionalnoj analizi, koja 
je ubrzo postala potpuno nova grana matematike. Od 1922. godine bio asistent profesora 
Antoni Łomnicki na politehničkoj akademiji, a od 1927. godine dobio i mesto profesora. 
Godine 1924. postao je i član Poljske akademije nauka. U isto vreme Banah je bio i na 
čelu katedre za matematiku Univerziteta u Lwów .  
 

Mladi i talentovani Banah sarađivao je sa puno matematičara. Njihova 
neformalana okuplanja  kasnije su prerasla u “Lwów školu matematike”. Nekoliko 
godina kasnije počinje objavljivanje časopisa “Matematička analiza” posvećena pre 
svega Banahovoj oblasti interesovanja-funkcionalnoj analizi. 
 

Nakon početka II Svetskog rata, Lwów je bio pod sovjetskom okupacijom skoro 
dve godine. Banah je od 1939. godine bio dopisni član Akademije nauka u Ukrajini i u 
dobrim odnosima sa sovjetskim matematičarima. Da bi zadržao svoje mesto na 
univerzitetu i nastavio akademske aktivnosti morao učiti ukrajinski jezik.  
 

Nakon preuzimanja Lwów  1941. godine u operaciji  “Barabarossa” svi 
univerziteti bili su zatvoreni. Banah je zajendo sa svojim kolegama i sinom bio zaposlen 
kod profesora Rudolfa Weigla na Institutu za istraživanje bolesti tifusa. Na ovom 
Institutu  bili su angažovani mnogi nezaposlene univerzitetski profesori i njihovi 
saradnici, a time zaštitićeni od slučajnog hapšenja i deportacije u nacističke 
koncetracione logore.  
 

Nakon što je Crvena armija povratila Lwów  Banah se vratio na Univerzitet i 
pomogao njegovom ponovnom osnivanju u  posleratnom periodu. S obzirom sa su 
Sovjeti iseljsavali Poljake sa nekadašnjih poljskih teritorija, Banah je otpočeo pripreme 
za napuštanje grada  i ponovnu selidbu u Krakov, gde mu je bilo obećano mesto na 
Jangelosnkom univerzitetu. Bio je i kandidat za ministra obrazovanaj u Poljskoj.  
 

Kada mu je 1945. godine diagnosticiran kancer pluća, lekari su mu savetovali da 
da ostane u Lwów. Umro je 31. avgusta 1945. godine u 53. godini života. Njegova 
sahrana prerasla je u patriotske demostracije Poljaka koji su ostali u Lwów. 
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