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Banahov princip-primene i generalizacije

Uvod

Ovaj rad predstavlja moj zavr$ni rad na master studijama Prirodno-matematickog
fakulteta u Novom Sadu. Funkcionalna analiza je jedna od najvaznijih oblasti savremene
matematike ¢ije se metode 1 razultati primenjuju u gotovo svim matematickim
disciplinama, u numerickoj i primenjenoj matematici kao i u raznim oblastima fizike i
tehnike. Funkcionalna analiza je nastala na prelazu iz devetnaestog u dvadeseti vek kao
nadgradnja linearne algebre i podru¢ja klasi¢ne analize, kao S$to su integralne i
diferencijalne jednaline, varijacioni racun, razvijanja funkcija u redove itd. U
funkcionalnoj analizi proucava se skup funkcija koje imaju odredeno svojstvo, a ne
individualna funkcija kako se to ranije radilo.

Prvi deo rada sadrzi osnovne pojmove u vezi sa metriCkim i Banahovim
prostorima. U drugom delu formulisana je 1 dokazana Banahova teorema o nepokretnoj
tacki koja garantuje postojanje i jedinstvanost nepokretne tacke odredenih preslikavanja
iz nekog metrickog prostora u samog sebe i daje konstruktivni metod za pronalazenje
nepokretne tacke. Banahova teorema predstavlja jedan od klasi¢nih rezultata teorije
nepokretne tacke koja zauzima znacajno mesto u matematici. Tre¢i deo govori o primeni
Banahove teoreme u dokazu egzistencije i jedinstvenosti reSenja za jednacine razliitog
tipa. Primenom teoreme daje se i1 postupak pribliznog nalazenja tog reSenja poznat kao
metod sukcesivnih aproksimacija. Cetvrti deo sadrzi neke generalizacije teoreme o
nepokretnoj tacki u metrickim prostorima.

Zahvalila bih se, ovom prilikom, svima koji su na bilo koji na¢in doprineli izradi
ovog rada. Zahvaljujem se akademiku Olgi HadZi¢ na korisnim savetima i primedbama.
Posebnu zahvalnost dugujem svom mentoru dr Ljiljani Gaji¢ za profesionalno
usmeravanje i pomo¢ pri izradi ovog rada kao 1 za znanje koje sam stekla radivsi sa njom
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1. Osnovni pojmovi i definicije

Maurice Frechet je 1906. godine uveo klasu metrickih prostora. Metricki prostor
je skup na kome je definisan pojam rastojanja dve tacke (metrike). Pojam granice, po
svom istorijskom razvoju, je dugo bio vezan za pojam rastojanja dve taCke. Zato su
gotovo svi klasi¢ni prostori snabdeveni definicijom rastojanja dva elementa. Takav je
sluc¢aj sa skupom realnih i kompleksnih brojeva, skupom uredenih n-torki, skupom
ograni¢enih realnih funkcija...

Na skupu R, realnih brojeva, rastojanje d dve tacke x 1 y merili smo

apsolutnom vredno$éu razlike odgovaraju¢ih brojeva d(x, y)=|x— y|. U n-

dimenzionalnom Euklidskom prostoru, rastojanje d izmedu tacaka x =(x,x,,...,x,)1

A )= [~

U skupu ograni¢enih funkcija, definisanih nad intervalom (a,b), definiS§emo

y:(ylayzg---,yn) deﬁniéemo Sa

rastojanje izmedu dva elementa f'i g kao

d(f,g)=supf(x)-g(x)

, xe€(ab).

Naveli smo samo neke primere rastojanja i interesovace nas koje su njihove najvaznije
zajednicke osobine.

Vidimo da je rastojanje u nekom skupu definisano za po dva elementa. Za svaka
dva elementa u datom skupu X opredeljujemo jedan broj d(x,y) koji nazivamo

rastojanjem. U stvari, svakom uredenom paru (x, y) opredeljujemo realan broj. TraZenje

rastojanja je, dakle, operacija preslikavanja skupa X *u skup realnih brojeva.

U klasi metrickih prostora je kasnije, 1922. godine, Stefan Banach formulisao 1
dokazao teoremu o nepokretnoj tacki za kontraktivna preslikavanja. Ona ima veliki
znacaj u matematici i predstavlja klasi¢an rezultat teorije nepokretne tacke.

Definicija 1.1: Nekaje X0 i d: X x X —> [0,00) tako da vaze sledeci uslovi:

e d(x,»)=0 & x=y,

e Zasvako x,ye X, d(x,y)=d(y,x), (simetri¢nost),

e Zasvako x,y,ze X, vazinejednakost
d(x,y)<d(x,z)+d(z,y), (nejednakost trougla).
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Tada kazemo da je preslikavanje d metrika na skupu X a broj d(x,y) je rastojanje
tataka x1 y.Par (X,d) je metri¢ki prostor.
Primer 1.1: (R”,dp) je metricki prostor gde za x =(x,,x,,...,X,),

y=(¥,¥,5¥,) € R" definiSemo rastojanje d,(x,y), p =1, na sledeci nacin

d, () =12 =
i=1

Za p=11 n=1 dibijamo metricki prostor (R,d,),
d\(x,y)= Z|xi - yi|’
i=1

Primer 1.2: Neka je C [a,b] skup neprekidnih realnih funkcija definisanih na intervalu
[a,b]c R.Za f,ge C[a,b] definiSe se d(f,g) na slede¢i nacin:

d(f,g)=max]/(x),g(x)-
Tada je (Cla,b],d) metricki prostor.

Napomena: Cla,b] i sa metrikom d,, r > 1, definisanom na sledeéi nacin
b 1
d,(f.g)=([|f(x)-gx) dv), zasve f,g € Cla,b],

je takode metricki prostor.

Primer 1.3: Neka je [” prostor ograni¢enih nizovau R ili C. Akojeza x,yel”

b

d(x,y)=suplx; - y,
gde je x = {xi }ieN =(x,), y= {yi }ieN =(y,), tada je (I”,d) metricki prostor.

Definicija 1.2: Neka je (X,d) metricki prostor. Otvorena lopta L(x,,7) (a € X,r>0)
sa centrom u x, 1poluprecnikom 7 je svaki skup oblika

L(xo,r)={ x: xelX, d(xo,x)<r}.

Definicija 1.3: Zatvorena lopta B(x,,r) (a € X,r >0) sa centrom u x, i polupre¢nikom
r je svaki skup oblika

B(xo,r)={x: xelX, d(xo,x)ér}.

Definicija 1.4: Neka je X # @ i r neka familija podskupova skupa X sa slede¢im
osobinama:
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1. Xer,Qer,
2. Akojezasve iel ([Iproizvoljan skup) 4, € r tada je

UAiez',

iel

3. Akosu 4,,4,,...,4, €t (n je proizvoljan prirodan broj) tada je

ﬂAl.ez'.

iel
Tada je uredeni par (X,7) topoloski prostor, a elementi familijez su otvoreni skupovi.
7 se zove topologija na prostoru X .
Neka je (X,d) metricki prostor. DefiniSemo familiju 7, podskupova od X na sledeci
nadin:
Oer,10er, akoisamo ako vazi (za svako x € O)(postoji r, >0)( L(x,r,)c O)).

Tvrdenje 1.1:Familija 7, definiSe topologiju u metrickom prostoru (X,d).
Za topologiju 7 =7, kaZzemo da je generisana (indukovana) metrikom d .

Definicija 1.5: Za topoloski prostor (X,7) kazemo da je metrizabilan ako postoji
metrika d u skupu X koja definiSe topologiju 7.

Tvrdenje 1.2: Neka je (X,d) metricki prostor. Podskup V' skupa X je okolina tacke
x, € X ako postoji »>0 tako da vazi

L(x,,r)ycV.
Definicija 1.6: U prostoru (X,7) familija

B(xy) = {L(x,,7); >0},

je baza okolina tacke x, € X Sto znaci da za svaku okolinu V' tacke x, postoji L(x,,r),
r>0,takodaje L(x,,r)cV .

U metrickom prostoru (X,d) jedna od baza okolina tacke x, € X je familija
B(x,) = { L(x,,l/n), ne N},

Sto znaci da svaki metricki prostor zadovoljava I Aksiom prebrojivosti.
Definicija 1.7: Metrike d 1 p su ekvivalentne ako indukuju istu topologiju.

Tvrdenje 1.3: Metrike d 1 p su ekvivalentne, ako postoje konstane m , M >0 takve da
vazi
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md(x,y) < p(x,y) < Md(x, ),

Na osnovu prethodnog tvrdenja metrike na R" date sa

¢ L) = Y-

* doo(an’)=maXﬂx1 —WipX2 =)

2

¢ dl(xay):Z|xi _yi| gdeje x:(xlﬂxza"-axn)’ yz(ylayza"'nyn) ’

i=1
su ekvivalentne jer vazi

, yeees | X, =V,

d,(x,y)<d,y(x,») i d,(x,y)<nd (x,y),
pasu d_ 1d, ekvivalentne.

Takode, zbog
d,(x,y)<d\(x,y) 1 d\(x,y)<nd,(x,),

sledi da su metrike d_ 1 d, ekvivalentne.
Dakle, sledi da su sve tri metrike d,, d, 1 d, ekvivalentne.

Definicija 1.8: U metrickom prostoru (X,d) kazemo da niz {an}

u X konvergira ka
neN

a € X , §to ozna¢avamo sa lima, =a, ako je limd(a,,a)=0, odnosno
—0

n—x0 n

lima, =a = limd(a,,a)=0.

n—>0 n—>0

Umesto oznake lima, = a upotrebljava se 1 oznaka a, > a, n — o

n—»0

Definicija 1.9: Niz {x, }

v 1z X je Kosijev ako vaze sledeci uslov:

(Ve>0)3n,(e) e N)(Vm,ne N)m,n>n,(¢)=d(x,,x,)<E). (D)
Ekvivalentan uslov uslovu (1) je:
(Ve>0)3ny(e) e N)(Vn,pe N)(n>ny(e) =>d(x,, ,,x,)<E&).

Tvrdenje 1.4:Ako je niz{x, }

iz X konvergentan on je Kosijev.
neN

Dokaz: Neka je niz {x, }ne , konvergentan Sto znaci da je limx, = x , odnosno

n—»0
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(Ve>0)3n,(e)e N)(VneN)(n>ny(s)=d(x,,x)<e). (2)

Primenjujuéi (2) za % dobijamo da postoji n, € N tako da je
d(x,,x)< £ zasve n> no(f). 3)
2 2
Iz (3) sledi za sve m,n > no(g) =n, (&) daje
E &
d(x,,x,)<d(x,,x)+d(x,,x)< 5+5 =¢£.
Sto znadi da je niz {x, }neN Kosijev.m
Napomena: Obrnuto ne mora da vazi, tj. KoS$ijev niz ne mora da konvergira.

Definicija 1.10: Ako u metrickom prostoru (X,d) za svaki KoSijev niz {xn }neN postoji

limx, = x € X, kazemo da je (X,d) kompletan metricki prostor.

n—>0

Tvrdenje 1.5: Zatvoreni podskup kompletnog metrickog prostora je kompletan.

Definicija 1.11: Neka je X vektorski prostor nad poljem F, (F=R ili F=C).
Preslikvanja |||| : X —[0,0) za koje vaze slede¢i sulovi uslovi:

) [x|=0<x=0;
2) |Ax||=|A||x]|, zasve AeF,isve xeX.

3) et =l + [y

, Zasve x,ye X ;

) normiran prostor.

zovemo norma nad X auredeni par (X,

) je metricki prostor sa metrikom d koja je

Svaki normiran prostor (X,

efinisana na slede¢i nacin:

d(x,y):”x—y , zasve x,ye X .

) kompletan metricki prostor kazemo da je

Ako je normiran prostor (X,

Banahov prostor.

Primer 1.4: R" sanormama ||||p (p=1)i||, definisane sa
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oo
Il = bl

|||, = max
0

1<i<n

x,,

gde je x =(x,x,,...,x,) € R" je Banahov prostor.

Primer 1.5: [ vektorski prostor ograni¢enih nizova u R ili C sa operacijama sabiranja i
skalarnog mnoZenja koje su definisane na slede¢i nain: Ako je x=(x,), y=(y,)el” 1

aelF
x+y=(x,+y,)el”,
ox =(ax,)el”,
sanormom |(x,)|,. =sup|x,| je Banahov prostor.
neN

Primer 1.6:Na prostoru Cla,b] neprekidnih funkcija nad intervalom [a,5] definisa¢emo
normu na slede¢i nacin

||x|| = max{ |f(x)|:x ela,b] },

(C [a,b], ) je Banahov prostor.

Napomena: Prostror C[a,b] je Banahov i sa normom

1711= [17 o)lex
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2. Banahov princip kontrakcije

Jedan od vaznijih problema u matematici je ispitati da li neka funkcija ima fiksnih
tataka 1 kakva je njihova priroda. Mnogi rezultati o egzistenciji reSenja jednacina
razliCitog tipa mogu se formulisati kao pitanja o postojanju fiksnih tataka za neke
pridruzene funkcije. Banahova teorema o nepokretnoj tacki (takode poznata kao teorema
o kontrakcionom preslikavanju ili princip kontrakcionog preslikavanja) je vazan alat u
teoriji metrickih prostora. Ona garantuje postojanje i1 jedinstvenost nepokretne tacke
odredenog preslikavanja iz nekog metrickog prostora u samog sebe, i daje konstruktivni
metod za pronalazenje te nepokretne tacke.

Definicija 2.1: Neka je f: X > X i X #@. Elemenat x € X je nepokretna tafka
preslikavanja f ako vazi:

x = f(x).

Primer 2.1: Linearna funkcija f:R — R definisana sa f(x)=ax + b za realne brojeve

a 1 b ima tacno jednu fiksnu tacku x, = za a#1, za a=1, b#0nema fiksnix

—a
tacaka dok za a =11 =0 svaka tacka je istovremeno i nepokretna tacka.

Kvadratna funkcija g:R — R definisana sa g(x)=ax’+bx+c za realne
brojeve a, b i ¢ uz a #0 ima jednu, dve ili nema fiksnih tacaka $to zavisi od toga da li
jeizraz (b—1)* — 4ac jednak nuli, pozitivan ili negativan.

Banahova teorema o fiksnoj tacki za posebne funkcije (tzv. kontrakcije) na
kompletnim metrickim prostorima garantuje postojanje (jedinstvene) fiksne tacke.
Kontrakcije preslikavaju tacke tako da je udaljenost slika bilo kojeg para ta¢aka bitno

manja od udaljenosti tih tacaka. Formalna definicja je sledeca:

Definicija 2.2: Preslikavanje metri¢kog prostora (X,d) u samog sebe zadovoljava
Lipsicov uslov ako postoji 4 >0 tako da za sve x,y € X vazi nejednakost

d(f(x), f(y) < A-d(x,y).
Ako je A <1 tada je preslikavanje f A — kontrakcija ili krace kontrakcija.

Napomena: Primetimo da je svaka funkcija koja zadovoljava LipSicov uslov (a samim
tim 1 svaka kontrakcija) uniformno neprekidna funkcija na prostoru X .
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Teorema 2.1- Banahov princip kontrakcije: Neka je (X,d) kompletan metricki prostor,
M neprazan i zatvoren podskup od X 1f:M — M kontrakcija nad M . Tada postoji

jedinstvena nepokretna taCka preslikavanja f 1 vazi lim f"(x,)=x gde je x,

proizvoljan elemenat iz M .

Dokaz: Nekaje x, € M i x, = f(x,),%, = £(%X,)srs X,y = f(x,)se.. Niz {x,} . se naziva

eN
niz sukcesivnih aproksimacija. Dokazac¢emo redom sledece:

o Niz {x, }”EN je Kosjjevu M ;

0 limx, =x je jedinstvena nepokretna tacka preslikavanja f';

n—>w0

Sta viSe pokaza¢emo da vazi i slede¢a nejednakost

n

d(x,x,)< d(x,,x,), zasve neNu{O}.

1-4
Kako je preslikavanje f kontrakcija nad skupom M za svako n e N vazi nejednakost
d(x,.,x,)=d(f(x,), f(x,,)) < Ad(x,,X,,), (n21).
Sukcesivnom primenom ove nejednakosti sledi nejednakost
d(x,.,,x,)<Ad(x,x,), zasve ne NU{0},

n+l?

a odavde, primenom nejednakosti trougla, za svako pe N i ne NU {0} vazi

p n+p—1 n
d(xmpaxn)gZd(xwk,xmkq)g z Ad(x,,x,) < 1 ld(xpxo)- )
k=1 k=n -

Kakoje limA" =0 (A<1)iz (1) sledidaje niz {x, ", Kosijev te postoji limx, =x,a

Hn—>0

na osnovu zatvorenosti skupa M sledida x e M .

1z

x, = f(x,,),

na osnovu neprekidnosti preslikavanja f', sledi da je
X = limxn = limf('xnfl) = f(lim‘xnfl) = f(x)

Akou (1) p—> o dobijase daje

10
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n

A
d(x,x )<
R

d(x,,x,), (2)

za svako n eNu{O}.

Treba joS pokazati jedinstvenost nepokretne tacke: Predpostavicemo suprotno, tj. da
postoje dve nepokretne tacke. Neka je y = f(y) tako da je x # y. Sledi

d(x,y)=d(f(x), f(y)<Ad(x,y)<d(x,y),
Sto je kontradikcija. Dakle x =y m

Napomena: Pored klasnicnog dokaza Banahove teoreme naveS¢emo 1 noviji,
jednostavniji dokaz da je niz sukcesivnih aproksimacija Kosijev.

Kako je preslikavanje f: X — X , metrickog prostora (.X,d) u samog sebe kontrakcija
vazi

d(f(x), f(x,) < Ad(x,,x,), zasve x;,x, € X, gdeje A<1.
tj.

d(f"(x), f"(x,) < A"d(x,,x,), zasve x,,x,€X, gdeje A<1.

Na osnovu nejednakosti trougla imamo da je

d(xp,x,) <d(x, f(x) +d(f(x,), f () +d(f(x,), %),

stoga je
(1= A)d(x,,%,) <d(xp, f(x,) +d(xy, f(x,)).

Kako je 41 <1, zasve x,,x, € X vazi

d(xl,x»sﬁ(d(xl,f<x1)),d<x2,f(xz>». 3)

Pokazimo sada da je niz {f”x}neN Kosijev. Neka je x, = f"(x) i x, = f"(x) tadana
osnovu (3) imamo da je

d(f"(x), /" (x)) < ﬁ(d (SN, ST +d(f7(f(x)), f7(x)))

A+ A"
1-1

<

d(x, f(x)).

11
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Kakoje A <1, " >0 kada n — o, pa d(f"(x), f"(x)) > 0 kada m,n — . Time

smo pokazali da je niz { f ”x}ne v Kosijev.
Napomena: Primetimo da ako za sve x, y =Tx € O(x,), x, € X, vazi
d(Fx,Fy)<2d(x,y),  2efol), )

tada niz { f ”xo} v konvergiraka z € X . Takode na osnovu Teoreme 2.1 imamo da je

ne
n

A
d(f"x,,z)<
("5 2) <7

d(x,, fx,) , neN.
Sta vise, ako je f orbitalno neprekidno u z ili (4) vazi za sve x,y € b(xo) tada je z
nepokretne tacka preslikavanja f . Ako imamo da vazi (4) na é(xo) tada je

d(Zaﬁ) S d(Z,XnH)-f- d(xnﬂ‘)ﬁ) =
d(z,x,)+d(fx,, ) <d(z,x,,)+ Ad(x,,2).

Pa kada n — c imamo da je d(z, fz) =0, odnosno z je nepokretne tacka preslikavanja

1.

Ako je f orbitalno kompletno tada je

z=lim f"'x = f(lim f"x) = f(2).
Napomena: Ako u nejednakost (2) stavimo da je n=0 zaklju¢ujemo da se reSenje x
jednacine x = f(x) nalazi u lopti

B(%,%):{ x| d(x,xo)g%},

S$to navodi na sledeci zakljucak.

Tvrdenje 2.1: Neka je (X,d) kompletan metricki prostori f : B(x,,r) = X tako da
vazi sledece:

d(f(x0), %) <(A=2)-r,

)
d(f(x)), f(x,)) < A-d(x,,x,).
Tada postoji jedinstvena nepokretna tacka x € B(x,,r) preslikavanja f .
Dokaz: Dokaz je slica dokazu Teoreme 2.1. Treba jedino pokazati da za {xn }neN,

x. =f(x,), ne NU{0}, vazi

12
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x, € B(x,,r), zasve neN ,
Odnosno da je

d(x,,x,)<r, zasve neN .

Iz uslova (5) sledi da je x, = f(x,)e B(x,,r). Predpostavimo da su svi ¢lanovi niza

{xn }neN do ¢lana x, , uskupu B(x,,7).
Kako je

d(x,,x,)<d(x,,x, )+d(x, ,x, ,)+..+d(x,x,)
<A+ AT+ L+ Dd(x,,x,)

1
<md(x0,xl)

. ﬁd(xo,ﬂxo D<r,

Sto znaci da je x, € B(x,,r). Time smo matematickom indukcijom pokazali da je niz

{xn }neN c B(x,,r) . Preostaje samo primenuti Banahovu teoremu za M = B(x,,r).

Tvrdenje 2.2: Neka je (X,d) kompletan metricki prostor i f: X — X . Ako postoji
ne N tako da vazi

d(f"(x), f"(y)) < Ad(x, ), x,yeX, (6)
tada postoji jedinstvena nepokretna tacka preslikavanja f .
Dokaz: Definisimo preslikavanje f~ na slede¢i na¢in

[T =1"(x), xelX.

Tada na osnovu (6) imamo da je
d(f"x, [ y)<2d(x,y), x,yeX

Na osnovu Banahovog principa kontrakcije znamo da preslikavanje f~ ima jedinstevnu
nepokretnu tacku, tj. da postoji x € X takvo da je

fx=x,

odnosno

13
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f'x=x.
1z

)= )= fx,

Sledi dajei fx nepokretna tacka preslikavanja f~ pa je zbog jedinstvenosti nepokretne
tatke fxr=x.

Primetimo da su uslovi Banahovog principa dovoljni ali ne i potrebni za egzistenciju 1
jedinstvenost nepokretne tadke. Tako recimo realna funkcija f :[0,1]— [0,1] definisana sa

f(x)=x"-x+1,xe [0,1], ima jedinstvenu nepokretnu tacku x =1 ali nije kontrakcija.

Napomena: U Teoremi 2.1 pojavljuje se uslov f(M)c M Medutim postoje klase
metrickih prostora u kojima je dovoljno predpostaviti da je f(0M)c M odnosno da
preslikavanje f ima osobinu da rub skupa M , skup oM , preslikavau M .

Tvrdenje 2.3: Neka je D = [a,b] i f:D—> R neprekidna funkcija sa osobinom
f(a)e D, f(b) e D. Tada postoji nepokretna tacka x € D, preslikavanja f .

Dokaz: Kako je f(a)e D, f(b)e D, sledidaje

f(a)=a i f(b)<h.
Akoje f(a)=a ili f(b)=>b tvrdenje je dokazano.

Neka je f(a)=A>a i f(b)=B<b. Kako je f neprekidno na intervalu D sledi da je
funkcija ¢(x) = x — f(x) takode neprekidna na intervalu D .
Imamo

pla)=a—-f(a)=a—A<0
p(b)=b—-f(b)y=b—-B>0,

pa na osnovu Teoreme o suprotnim znacima sledi da postoji x € D takvo da je ¢(x)=0,
odnosno, takvo da je f(x)=x.

Tvrdenje 2.4: Neka je f:D—>R, D= [a,b], kontrakcija sa konstantom A. Neka je
fla),f(b)eD i

o x,=a, fla)+f(b)y<a+b,

o x,=b, f(a)+f(b)=a+b.
Tada niz sukcesivnih aproksimacija {xn }neN konvergira ka jedinstvenom resenju z € D

jednacine f(x)=x.

14
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Dokaz: Treba dokazati f(x)>a zasve xe D, ili f(x)<b zasve xeD.
Razmotrimo slucaj

f(a)+ f(b)=a+b.

Tada vazi

@)+ f(b)-b>a.

Takode je,za x € D,
f@-fx)<|f(a)- f(x)|<A-|la—x|<a-x,
fB) = f()<|f(B)- f(x) < A-p—x|<b-x,
paje
f@)+f(0)-2f(x)<b-a
odnosno

2a< f(a)+ f(b)—-b+a<2f(x),

Sto daje f(x)=a zasve x € D. Analogno se pokazuje da iz

fla)+ f(b)<a+b,
sledi f(x)<b zasve xeD.
Indukcijom ¢emo pokazatida x, € D, k=0,1,2,....

Nekaje f(a)+ f(b)=za+b,tj. x,=b.(Slucaj f(a)+ f(b)>a+b serazmatra

analogno, pri ¢emu se za x, uzima a ).
Po pretpostavci je f(b)<b.Tadaje x, = f(x,)<x, i
Xy, =X S|f(x1)_f(xo)| < ﬂ-|x1 _xo| SXp— X

paje x, <x,.Nekaje x, <x,,zai=0,2,..,k, k=>2.Trebadokazati daje x,,, <x,.
Predpostavimo suprotno, tj. da je x,,, > x,.
Tada je

0<x)—x, <xpy =X, :|xk+1 _x2|S

b

2
/1-|xk —x1|S/1 ~|xk71 - X,

15
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0<x) =Xy <Xy =% <

/1-|xk —xH| << -|)c2 —x0| =1 (x, - x,),
te je

X=Xy <AMx, — x| <xp—x,,

Sto je kontradikcija.
Dokazali smo da vazi x, € D, k=0,1,2,.... Kako je f kontrakcijana D, imamo za
svako m>11k=>1
xm+1 _xm| = |f(‘xm)_f(xm—l)| < /1|xm _xm—l| <..=< /,;‘m '|)C1 _X0|

X iam = Xpamat| = [ Cpam) = () <

m
A |xk+m—1 - xk+m—2| <..<4 '|xk _xk—l|'

Ocigledno je
|xk+m _xk| < |xk+m _xk+m71|+|xk+m71 _xk+m72| +"'+|xk+1 _xk|‘
Odatle dobijamo
m m-1
|xk+m —xk| <A -|xk —xk71|+ﬂ. ~|xk —xk71|+...+l-|xk —X4
odnosno
— — S =1. —
|xk+m xk| S|xk x,H|Zﬁ, =1 14 |xk xk71|.
J=1 -

Pa imamo da je

ﬂ/m
|xk+m - xk| < |xk - xk—1| < m|x1 - xo|~

1-2
Zbog 0<A<1 za k> K(¢) isvako m>1 vazi

|‘xk+m - xk| <&
To znaci da je niz {xk }ke v Kosijev, pa prema tome i konvergentan odnosno vazi

z=limx,., =lim f(x,) = f(limx,) = £(2).

k—o0

Odnosno z € D je resenje jednaCine f(x)=x

16



Banahov princip-primene i generalizacije

Slucaj LipSicove funkcije za 4 =1 zauzima posebno mesto u teoriji nepokretne tacke.

Definicija 2.3: Preslikavanje F' metriCkog prostora (X,d) u samog sebe je
neekspanzivno ako je za svako (x,y) e X zadovoljena nejednakost

d(Fx,Fy)<d(x,y).
Neekspanzivno preslikavanje kompletnog metrickog prostora (X,d) u samog
sebe ne mora imati nepokretnu tacku, kao Sto pokazuje preslikavanje F:x > x+a
(a #0), u Banahovom prostoru (.X,||). Takode nepokretna tacka ukoliko postoji ne

mora biti jedinstvena- §to se lako vidi ako se posmatra preslikavanje Fx =x za sve
xeX.

Tvrdenje 2.5: Neka je M ogranicen, zatvoren 1 konveksan podksup Banahovog prostora
(X,[{) 1 F neekspanzivno preslikavanje M u M . Tada za svako & >0 postoji

x(€) e X tako daje

|Fx(e)—x(e)| < €.

Dokaz: Bez gubitka opstosti moze se predpostavitidaje 0 e M 1 M < B(0,R). Kako je
preslikavanje F' neekspanzivno, sledi da je za r € (0,1) preslikavanje rF kontrakcija te
postoji y(r) tako da je

rEy(r) = y(r).
Odavde je

|Fy(r) = y(r)]| = | Fy(r) = rFy(r)| = (1= )| Ey(r)| < (1= )R,
. £
teje x(e)=y(r) za r>1—E.

Iz ove teoreme imamo da ¢e preslikavanje F imati nepokretnu tacku ako je skup
(I - F)X zatvoren, jer je 0 tatka nagomilavanja skupa (/- F)X sledi egzistencija
elementa x € X takodaje Fx —x =0 odnosno Fx =x.

Cak §ta vise ni stroga nejednakost nam ne garantuje postojanje nepokretne tacke
za neekspanzivna preslikavanja $to ¢emo ilustrovati slede¢im primerom.

Primer 2.2: Neka je (X,d) metricki prostor1 f: X — X neprekidno preslikavanje za

koje vazi:
d(f(x), f(») <d(x,y), zasve x,yeX, x#y

Pokaza¢emo da preslikavanje f ne mora da ima nepokretnu tacku.

17
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Neka je X =[l,0) a d(x,y)=|x—y

, Zd SVE X,V € [l,oo). Ako je f(x)szrl za sve
X

xell,o),tadaje f: X > X i

, He(x,y)

.|X—y

1 1‘ ‘
X+——y——|=|l-
X Yy

‘f(X)—f(y)=

1
A
odakle sledi:

1f(x)= f()<|x-y

Medutim preslikavanje f nema nepokretnu tacku jer iz f(x)=x sledi:

, zasve x#y x,ye X.

1
X=x+—,
x

te bibilo - =0.
X

Tvrdenje 2.6: Neka je (X,d) kompaktan metricki prostor i f preslikavanje X u X
tako da je:

d(f(x), f(y)<d(x,y), zasve x,yeX,x#y.
Tada postoji nepokretna tacka preslikavanja f .
Dokaz: 1z neprekidnosti preslikvanja f sledi neprekidnost preslikavanja
x—d(x, f(x)), xeX (7)

Kako je prostor X po pretpostavci kompaktan preslikavanje definisano u (7) dostize
infimum odnosno postoji x, € X tako da je

inf d(x, f(x)) =d(xg, /(%)) (8)
Neka je x, # f(x,).

1z (7) sledi

d(f(x0), f(f(x0))) <d(x,, [ (%))
Sto je u suprotnosti sa (8). Prema tome d(x,, f(x,)) =0 , §to znaci da je x, nepokretna
tacka preslikavanja f .

18
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2.1. Neprekidna zavisnost nepokretne tacke od parametara

U primeni Cesto preslikavanje zavisi od parametra a koji pripada nekom skupu
pa je od interesa da se ispita kako promena parametra o uti¢e na promenu nepokretne
tacke x_, preslikavanja f, . Jedan odgovor na to pitanje da¢e nam sledeca teorema.

Teorema 2.1.1: Neka je (X,d) kompletan metricki prostor, M zatvoren podksup od
X, (A4,7r) topoloski prostori f : A x M — M tako da su zadovoljeni slede¢i
uslovi:
i. zasvako x e M preslikavanje @ — f(a,x) je neprekidno preslikavanje iz 4 u
M;
ii. d(f(a,x),f(a,y))<Ad(x,y), zasvako (x,y,a)e M xM x A gdeje A<1 1
ne zavisi od a € 4.

Tada postoji jedno i samo jedno neprekidno preslikavanje x : 4 —> M (x' = {x(a)})
tako da je x(a) = f(a,x(a)) zasvako a € A.

Dokaz: Egzistencija i jedinstvenost preslikavanja x = x(a), a € 4, takvog da je
x(a)= f(a,x(a)) za svako ae A sledi iz Teoreme 2.1. Ostaje da pokazemo
neprekidnost preslikavanja x*. Neka je «, proizvoljan elemenat iz 4. Na osnovu
Teoreme 2.1. znamo da je x(a)= ’lgrolc x,(a) gde je x,,,(a)= f(a,x,(ax)) n=0,]1,...

U Teoremi 2.1 je pokazano da vazi nejednakost

d(x(a),x(a,)) < d(x,(a),x(a,)) _ 1

1-2 ) d(f(a,x(a,)), f(ay,x(a,))) -

Sada iz neprekidnosti preslikavanja &« — f(a,x) sledi i neprekidnost preslikavanja
x'=x(a)m
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3. Neke primene Banahove teoreme

Teoremu o nepokretnoj tacki mozemo primetniti u dokazima teorema o
egzistenciji 1 jedinstvenosti reSenja za jednacine razli¢itog tipa. Primetimo da dokazivanje
egzistencije 1 jedinstvenosti reSenja jednaline f(x)=x primenom Teoreme o

nepokretnoj tacki daje 1 postupak pribliznog nalazenja tog reSenja poznat kao metod
sukcesivnih aproksimacija.

Posmatrajmo prvo najjednostavniji slucaj realne funkcije jedne realne promenljive

Ako za realnu funkciju f :[a,b]— [a,b] postoji postoji realan broj A [0,1) tako
da vazi

|f(x1)_f(x2)| < ﬂ|x1 )

b

tada postoji jedinstveno reSenje jednacine f(x)=x koje se dobija metodom sukcesivnih
aproksimacija. Specijalno, ako je funkcija f diferencijabilna nad [a, b] 1 pri tom vazi

‘ f! (x)‘ € [0, 1), x €(a,b), tada na osnovu Lagranzove teoreme vazi

, zaneko £ e(xx,)C [a, b],

FGe) = £ =] (@), —x,

pa postoji jedinstveno reSenje jednadine f(x)=x ¢iju pribliznu vrednost mozemo
odrediti metodom sukcesivnih aproksimacija.

Primer 3.1: Pokazimo da je funkcija f(x)=(1—-sinx)"* kontrakcija koja preslikava
interval [0.4 , 0.8] u samog sebe te ima jedinstvenu nepokretnu tacku.
Potrazi¢emo prvi izvod funkcije f

f'(x)=—cosx/(2(1-sinx)"*) <0,

za X € (—%,g) funkcija f je opadajuca u ovom intervalu.

Kako je f(0.8)=0.5532...20.4 i f(0.4)=0.782...<0.8 funkcija f preslikava interval
[0.4, 0.8] u samog sebe. Kako je R kompletan prostor, takode je i zatvoreni interval
[0.4, 0.8] kompletan.

Prvi izvod funkcije f nad intervalom [0.4, 0.8] je

£/ ()] < cos0.4/(2(1-5in0.8)*) = 0.86624< 0.87.

20
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Na osnovu Langrazove Teoreme o srednjoj vrednosti vazi da je

cos0.4
2(1-sin0.8)"? |x - y| <0.87 |x _ y| .

f) = f(y) <

To znaci da je funkcija f kontrakcija sa koeficijentom kontrakcije A =0.87pa na

osnovu Banahove teoreme o nepokretnoj tacki postoji jedinstvena nepokretna tacka
preslikavanja f na datom intervalu. Za polaznu tacku mozemo uzeti bilo koju tac¢ku

datog intervala. Ako je x, =0.6 tada je x, = f(x,) =0.6598, x, = f(x,)=0.6221...

Aproksimacije i ocene greSaka aproksimacija su date u sledecoj tabeli.

k X 4, B,
0 0.6 - -
1 0.65981 0.40027 0.40027
2 0.62211 0.2523 0.34823
3 0.64595 0.15955 0.30296
4 0.63091 0.10065 0.26358
5 0.64041 0.06358 0.22931
6 0.63441 0.04015 0.1995
Gde je
=2 ey -x
k 1_/1 k k—1|»
//Lk
k= 1_/1|x1 _xo|
Vrednost 4, naziva se aposteriorna ocena greske, a vrednost B, apriorna ocena
greske.

Primer 3.2: Neka je data jednacina

4—x+31{x_1 =0.
x+1

Pokazimo da ova jednagina ima reSenje na intervalu [4, 5].

fy=d-xey i
x+1

21
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a (p(x)=4+s,/x_1,
x+1

Jednacdine f(x)=0 i ¢(x)=x su ekvivalentne na intervalu [4, 5]. Za ovakvo definisano
@ ispunjen je i uslov qo([4, 5])c [4, 5] jerje p(4)=4.84... 1 p(5)=4.87...

xe [4,5]

Kako je
/ 2
@ (x)= - =,
3Y(x—1*(x+1)

za x €[4, 5] imamo da je

2

"(x) <0.037...<1.
s

Na osnovu Langrazove Teoreme o srednjoj vrednosti vazi

lp(x) — (1) 0.037x— )] .

To znaci da je funkcija ¢ kontrakcija sa koeficijentom kontrakcije 4 =0.037.

Postupkom sukcesivnih aproksimacija dobijaju se priblizne vrednosti reSenja posmatrane
jednacCine. Aproksimacije 1 ocene greSaka aproksimacija su date u sledecoj tabeli

22

k Xy 4 B,

0 4 - -

1 4.843432665 0.0324 0.03241

2 4.869661833 1.008-1073 1.199-10°°

3 4.870335391 2.5879-107° 4.4364-107°
4 4.870353983 7.1433-1077 1.6414-10°°
5 4.87035307 3.5079-10°* 6.0734-107°
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Primer 3.3: Neka je data jednacina f(x)=0 gde je

f(x)=x"+4x" +4x-1.

PokaZimo da ova jednacina ima priblizno reSenje na intervalu [O, 0.4] koje odredujemo
postupkom sukcesivnih aproksimacija x,,, = ¢(x,) gde je

1
=

Kako je

\¢(j =025, xel0,04],

<1
T4

moze se uzeti A =0.25.

Aproksimacije i ocene greSaka aproksimacija su date u sledecoj tabeli.

k X, A, B,

0 0.4 - -

1 0.173611 0.075463 0.075463
2 0.211659 0.012683 0.018866
3 0.204439 0.002407 0.004716
4 0.205780 0.000447 0.001179
5 0.205530 0.000083 0.000295
6 0.205577 0.000016 0.000074

Primer 3.4: Posmatrajmo sistem linearnih jednacina po x,, i € { L,2,...,n }
X, —Zallx] =b,, zasve ie{12,..,n } (1)

gde a, ;,b, e R, zasve i,je{ 1,2,...n }

i,j°

Sistem (1) se moze zapisati u obliku
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Xy ag, 4y - . .4y, Xy b,
X, ayy Ay . . . Oy, X, b,
= +
_‘xn L anl anZ . . . ann _ _'xn i _bn _
Uvodeéi oznake:
X b, a, dp a,
X, b, ay Ay a,,
X = , B= , A=
_x” i _bn _ _anl anz . : . ann B

sistem je moguce zapisati u slede¢oj formi

X=AX+B.
Ako je preslikavanje f: R" — R" definisano sa
f(X)=4AX +B,
tada je reSenje sistema (1) istovremeno i nepokretna tacka preslikavanja f .

Pokazimo da ako vazi

tada preslikavanje f(X)= AX + B ima jedinstvenu nepokretnu tacku.

Neka je metrika na R” data na sledeéi nacin

d (X,Y)= max|xi -

1<i<n

3

gde je
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_xl_ _y1_

X, Y
X = , Y=

_‘xn_ _yn_

Pokazacemo da je

d(f(X), f(X,)<A-d(X,,X,), zasve X,,X,eR".

Ukolikoje ¥, = £ (X,) i Y, = £ (X,).

M1 .27 M1 .27
N N Xy X
1 2 1 2
V2 Va2 Xy X5
Y1 = ) Yz = ) X1 = 5 Xz = )
2 1
_yn_ _yn_ _x”_ _x -
vazi
Zauxj +b, zasve ie {1,2,...,11},
Zayxl +b, zasveie {1,2,...,n}.
Odavde je
n
1 2| 1 2
‘yi_yi‘_ ij xj_xj)
j=1 .
zasve i € {1,2,...,n}.
<maxx - X ‘ ‘
max Z it
Sledi da je

d(Y,.Y,) = maxly; - v/|

n
< maXZ‘a -max

<i< <j<
1<i<n = 1<j<n

xh—x)|=2-d(X,, X,).
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Preslikavanje f je kontrakcija pa preostaje samo primeniti Banahov princip.

Da bi smo mogli primeniti Banahovu teoremu o fiksnoj tacki na funkciju
F : X - X kompletnog metrickog prostora (X,d)u samog sebe moramo znati da je F

kontrakcija u odnosu na metriku d na X . Ako zadana funkcija /' nije kontrakcija u
odnosu na metriku d ponekad je ipak moguce naci neku drugu metriku p u odnosu na

koju F postaje kontrakcija §to ¢emo ilustrovati slede¢im primerom.

Primer 3.5 : Neka F : R* — R? je linearna funkcija definisana na slede¢i na¢in

& 8y x y )
F(x,y)=| —+—=, —+—|, zasve (x,y)eR.
(x.) (10 10° 10 10) ()

Neka su metrike d,,d, definisane na slede¢i nacin

d,y (3, 1), () = (x =) + (y =),
dl((x’y)a(uav)) = |X - M| + |y - V|.

za sve (x,y),(u,v)e R’ . Funkcija F nije kontrakcija u odnosu na metriku d, jer je
razmera rastojanja

dz(F((O,O)),F((—6,—2)))=\/(ﬁJrEj +( 6 +£j =§\/E,

10 10 10 10

slika tacaka (0,0) 1 (—6,-2) i rastojanja tih tacaka
d,((0.0),(~6,-2)) =6 +2° :% 1275 ,

ve¢i od 1. Sa druge strane u odnosu na metriku d, funkcija F je kontrakcija sa

koeficijentom kontrakcije % jer je

4 (F (5, 7), F(0,0) < oy (), 6.

zasve (x,y),(u,v) e R”.
Dakle svaka metrika d na metrickom prostoru (X,d) odreduje klasu K(d)

funkcija F: X — X koje su kontrakcije u odnosu na metriku . Pri tome je ocigledno
da K(d)# K(p) ¢akiako sumetrike d i p ekvivalentne.

Ako je X Banahov prostor, norme || 1 |||| su ekvivalentne ako mozemo naci

pozitivne konstante m 1M takve da vazi
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m|x| < ||x|| < M|x , zasve xe X

Sada je jasno da ¢e bilo koja LipSicova funkcija u odnosu na neku normu biti
Lipsitcova funkcija i u odnosu na svaku njoj ekvivalentnu normu. Zato je u Banahovim
prostorima, za proucavanje LipSitcove funkcije F: X — X vrlo Cesto korisno naci, ako
je to moguce, ekvivalentnu normu u odnosu na koju je funkcija F kontrakcija. Takav
pristup ilustrova¢emo u slede¢a dva primera

Primer 3.6: Posmatrajmo linearan sistem od 7 -jednacina sa n -nepoznatih

a, X, +a,x, +..+a,x, =b

Ay X, +ayX, +...+a,,x, =b,

2)

a,x, +a,x,+..+a,x, =b

nn”"n n*

Kao §to znamo sistem ima jedinstveno reSenje ako i samo ako je determinanta
sistema razli¢ita od nule. Postavlja se pitanje kako se moze priblizno reSiti dati sistem sa
odredenom tac¢noScu.

Posmatrajmo ekvivalentan sistem

X, =X +CpX, +...+c, X, +D

Xy =Cy X, +CpoX, .4y, X, + b,

X, =c,X +¢, X, +..+c, x, +b,.

gde je

i=12,..,n,

c.=—a., I#].

DefiniSimo preslikavanje f:R" — R" koje preslikava tacku & =(x,,x,,..x,) u tacku

n=(y,Ys-y,) gdeje

27



Banahov princip-primene i generalizacije

n
Y, :chxj +b,.
Jj=1

Tacka x € R" je reSenje sistema (2) ako i samo ako je fiksna tacka preslikavanja
f . Postavlja se pitanje kada je funkcija f kontrakcija u datom metrickom prostoru

(R",d).

Neka je:
a) Metricki prostor (R",d ), sa d_(x,y)= maxix, =y, x,ye R".
d,(,n")=max]y, - y|
= 1111aXZcij (x; - xj)
<i<n =l

n
< max(Z‘cij “xj —~ x;‘)
=1

1<i<n

< max

1<k<n

n
X, —xk‘-maXZ‘cﬁ‘

:maxi‘%\'d@(f,g”),

1<i<n

Prema tome, ako vazi da je

n
Yle,|<2<1, i=12,..n,
Jj=1

funkcija f ima jedinstvenu nepokretnu tacku tj. na$ sistem ima jedinstveno reSenje.

b) Metricki prostor (R",d,), gdeje d,(x,y)= Z|xi -»l, x,yeR".
i=1

d(n.n )= i\y; -]
i=1

n

-3

i=1

n

Se 1)

J=1

n n , -
<33 s
= CU Xj x]

=1 j=1

n n ’ rr
= ZZ‘%“’C; —xj‘

j=1 i=l

=Y =X )= D x| maxY e =2+ di€ .6,
J= 1 J=l =

i=
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Ako je
Zn:‘cij‘éﬂ,<l, j=12,...n,

i=1

preslikavanje f ima jedinstvenu nepokretnu tacku.

¢) Metricki prostor (R",d,), sa d,(x,y) = {Z(xl. -v.), x,yeR".
i=1

Koristicemo Kos$i-Svarcovu nejednakost

iajbj Sw,ia? -w,ibf :
J=l JER =T

Imamo
d;(n.n)=>.(y-»)
i=1
n n 2
= Z(Zci,(xj —x;))
=1 j=l
<2 Qe 2, —x))")
P N =
O Ny e diE e,
i=l  j=I i=1 j=1
Ako je

iiciéﬂ,<l ,

i=1 j=1

preslikavanje f ima jedinstvenu nepokretnu tacku tj sistem (2) ima jedinstveno resenje
1z datih uslova sledi da je

e —1 Cpy Cin
Gy ¢y —1 Cap
#0,
cnl cn2 Crm _1
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jer preslikavanje f ima jedinstvenu nepokretnu tacku, sistem je odreden, pa mu je
determinanta razli¢ita od nule.

Primer 3.7: Posmatrajmo sada beskonacan sistem linearnih jednacina

”x”w =Ssup |x,~ ) x=1{x,x,,.}el”,
ieN
a,, X, +a,X, +a,;x;+ ...=b, 3)
Ay X, +AypX, + Ay Xy + 0= b2
: . X 1, i=j
Nekaje ¢, =0, -a;, (,j=12,.), gdeje &, = -7
0, i#].

Ako postoje brojevi ¢ 1 B takvi da vazi:

b|<B, (i=12..),
i\c[j\éqd, (i=12,..),
=

pokazac¢emo da postoji jedno i samo jedno resenje { X[ X5 5 } sistema (3) za koje vazi
da postoji M >0 takvo da je ‘xj‘ <M, zasve jeN.

Problem ¢emo refavati u prostoru /* ograni¢enih nizova sa normom |x| = suplx,| za
ieN

R » : . v .
x= { X, X;,..., j€l” sobzirom da se za re§enje trazi da je ograni¢en niz.

Pre svega potrebno je sistem zapisati u slede¢em obliku
X, :Zc[jxj +b, ieN.
=

Za x €l” ozna¢imo sa Tx = {,ui} gde je u = Zcijxj +b,, zasve i € N . Pokazacemo da
j=1

Tx el”,zasve x €l”. Kako je |xl.|£A (ieN)sledidajezasve ie N
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)< le, | +16] < 4q + B,
=
a to znaci da {,ul.}e 1. Sta vie moze se pokazati da je T i kontrakcija.
Neka je x, = {xl.l }, X, = {xl.z }, Ix, = {,uil} 1Ix, = {,ul.z}.
Tada je

||Tx1 —Tx, <

1 2
- =suplu' — 2’| = sup
ieN ieN

o0
1 2
Z c;(x; = x3)
=

"

0
1 2 1 2
sup(sup‘xj - X; ‘ . Z‘cﬁ‘) <q sup‘xj — xj‘ = ||)c1 - X,
ieN jeN Jj=1 JjeN

Kao posledica Banahovog principa kontrakcije sada se dobija egzistencija i jedinstvenost
reSenja jednacine Tx = x. ReSenje ove jednacine u prostoru /” je trazeno reSenje sistema

).

Primer 3.8: Primenom princiipa kontrakcije reSi¢emo pocetni problem
d
=[x, V(30 = vy 4)
dx

gde je funkcija f definisana i neprekidna nad pravugaonikom
[xo—a,x0+a]><[y0—b,y0+b]:P, a,b>0.
Neka je K = (ma}xP| f(x,)|. Tada vazi sledece tvrdenje.
x,y)e

Tvrdenje 3.1:Predpostavimo da postoji M >0 tako da je

’ Za sve (x,yl),(x,yz)EP.

[f e y) = f(x,0,)| S My, -y,
Tada u intervalu [xo —h,x, + h] gdeje h< min{a,%,%} postoji jedinstveno reSenje
pocetnog problema (4).
Dokaz: Neka je C [xo —h,x, + h] skup svih neprekidnih preslikavanja

s:[xo—h,x0+h]—>R,

a A={s; seClx,—hx,+hl|s(x)-y|<b, zasve x €|x, — h,x, + h] }

U prostoru C[x, — h,x, + h] defisaéemo metriku na slede¢i nagin
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, za sve s,reC[xo—h,x0+h].

A1) = i Jp©) =10

Prostor C [xo —h,x, + h] sa datom metrikom d je kompletan. Skup A4 je zatvoren podskup
od C [xo —h,x,+ h]. Naime, skup 4 je zatvorena lopta B(y,,b) u prostoru
C[)c0 —h,x,+ h]

Preslikavanje F': 4 — A4, ¢iju ¢emo nepokretnu tacku traziti, definisacemo na slede¢i
nacin

F(s)(t) =y, + j F(u,s(u))du telx,—hx,+hl, seM. (5)
Ako je s = F(s), tada je na osnovu (5)
s(t) =y, + j fu,su)du, telx,—hx,+h] (6)
i iz (6) sledi da je ’
L—fls@) i )=

Dakle nepokretna tacka s~ preslikavanja Fje reSenje pocetnog problema (4). Treba
pokazatida je zasve s€ 4, F(s)e A,1daje F kontrakcija sa koeficijentom kontrakcije
A=hM .

Prema definiciji skupa 4, treba da dokazemo nejednakost

[F(s)(1) - vy < b, zasve t €[x, —h,x, + h]

1z (5) sledi, na osnovu 4 < % ,daje

Yo+ [ Flu,s))du—y,

X0

S|t—t0|(r£V§§|f(u,v)|Sh~K <b.

Dokazimo da je za proizvoljna dva elementa s,7 € 4
d(F(s),F(r)<A-d(s,r).
Na osnovu (5) sledi da je za sve ¢ € [xo —h,x, + h],

|F(s(t)) = F(r(0)] =|vo + [ f (. s(u))due =y, = [ f (ur(u))du

< [ G, ) = f ()

<h-M- max h]|s(u)—r(u)| =h-M-d(s,r)

ue|xo—h,xy+
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za sve u € [x, — h,x, + h} Odavde je

d(F(s),F(r)<h-M-d(s,r)=A-d(s,r), A<l.

Primer 3.9: DokaZimo sada 1 egzistenciju reSenja za Volteronu integralnu jednacinu.

Neka je T pozitivan realan broj i predpostavimo da za neprekdinu funkciju
F: [O,T]x [O,T]x R — R postoji realan broj L takava da je

|K(t,s,x) —K(t,s,y)| < L|x -y

b

za sve 1,5€[0,T] i sve x,yeR. Onda za svaku neprekidnu funkciju v:[0,7]— R
integralna jednacina

u(t)=v(t)+ j K(t,s,u(s))ds, 0<t<T,

ima jedinstveno reSenje u: [O,T ] — R uskupu C [O,T ] svih neprekidnih realnih funkcija
na intervalu [0,7]. Pored toga, odaberemo 1i bilo koju funkciju , € C[0,T] i definisemo
li niz funkcija u, € C[0,T] .

u,, () =v(t)+ .TK(t,s,un(s))ds, telo, 7],

za neN, niz {un }::1 konvergira uniformno na intervalu [O,T ] prema tom jedinstvenom

reSenju u .

Neka je X =C[0,T] prostor svih neprekidnih realnih funkcija na intervalu [0,7] sa
normom definisanom na sledeci nacin:

(h)=max{e “|n(n)|:0<1<T} hec(o,T).
Ta norma je ekvivalentna sup-normi ||h|| jer zasvaki he X vazi

e ] < ()<

b

I prostor (X ,<->) je Banahov.

DefiniSimo funkciju F : X — X na slede¢i nacin:
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F(h)(t) = (1) +jK(t,s,h(s))ds . telo, 7.

Pokaza¢emo da je funkcija F kontrakcija. Tada na osnovu Banahove teoreme o
nepokretnoj tacki sledi¢e da funckija F ima fiksnu tacku sto je dovoljno za egzistenciju
reSenja zadate integralne jednacine.

Imamo redom
t

(F(h)= F(k)) < max e [|K (t.5.h(s) — K (t,5,k(s))\ds

0

< Lmax e ||h(s) - k(s)|ds

0<t<T

Lt Ls ~L
se S

h(s)— k(s)|ds

=L maxe
0<t<T

e

O e O —

t

< L<h — k> max e"L’j e ds

0<t<T
0

Lt
= L(h-k)max e e -1

0<t<T

<(-e")h—k),

zasveh,k € X .Buduéidaje 1-e ™ <1 zaklju¢ujemo da je funkcija F kontrakcija
pa nam Banahova teorema o nepokretnoj tacki osigurava pre svega egzistenciju

jedinstvene fiksne tacke u za F, a zatim i to da niz sukcesivnih aproksimacija {un }::1
konvergira u normi <> a samim tim i1 u njoj ekvivalentnoj sup-normi |||| prema toj fiksnoj
tacki.

Napomena: Primetimo da kada bi smo u prethodnom dokazu umesto norme <>

koristili njoj ekvivalentnu sup-normu |||| onda bi funkcija F bila kontrakcija jedino ako

bi se posmatrala kao funkcija prostora C[O,S] u samog sebe gde je S < min{T ,%}

Dakle ako je T >% onda nam Banahova teorema o nepokretnoj tacki primenjena na

uobi¢ajenu sup-normu osigurava jedinstveno reSenje samo na nekom podintervalu
intervala [O,T ], dok smo modifikacijom norme uspeli zakljuciti da jedinstveno reSenje

postoji na Citavom intervalu [O,T ]
Primer 3.10: Neka je {G(s,t)} realna funkcija dve realne promenljive s 1 ¢ koja je

neprekidna na skupu 4 gde je
A= { (s,t)|s e [a,b],t ER}.
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Za datu funkciju ¢emo predpostaviti da ima parcijalni izvod G, nad 4 tako da vazi
O0<m<G,(s,t) <M, zasve s,te A.
Neka je x = {x(s)} e C[a,b].

Primenjujué¢i Banahov princim kontrakcije pokaza¢emo da postoji jedna i samo jedna
neprekidna funkcija

x" € Cla,b] tako daje G(s,x"(s))=0, sela,b]

Pokazimo da je funkcija y = Tx definisana sa

ﬂﬂ=ﬂﬂ—mf

v G(s,x(s)), s e [a,b].

kontrakcija prostora C [a,b] u samog sebe.

Ako je
(T(x))(s)=y,(s), i=12,.., zasvako sela,b],

Sledi na osnovu Teoreme o srednjoj vrednosti

11(5) = 25 (9)] = 1, (5) = 3(5) = ——— G (5, 0(5))(x,(5) — x,(5))
m+ M
2 .
= |x,(s) - xz(s)l-‘l ey G,(s,0(s)),
gde je
x,(5) < 0(s) < x,(5), sela,b].
Dalje je
2 2M
+MG,(S,9(S))Sm+M, s €[a,b],
te je
2 2M
1—m+MGt(s,0(s))21—m+M.
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Sa druge strane je

2 : 2m
G S,eS > 5
I, (5,0(s)) .
te je
2 : 2m
1- G, (s,0(s)<1- .
m+ M /(8,6(5)) m+ M
Kako je
1- 2M >-1,
m+ M
jerjem>0 1
- 2m o,
m+ M
sledi da je
cl=-2M L2 G(seesy<1-—2" o
m+ M m+M M+m

Odavde sledi da je preslikavanja T kontrakcija te postoji x" € C [a,b] tako da je

2
m+

x'(s)=x"(s)— m G(s,x"(s)), s €la,b],

.
G(S,x*(S)):O, SE[a,b].

Primer 3.11: Primenom principa kontrakcije pokaza¢emo da integralna jednacina
1 3
u(x) =1+ A[ u(s - x)u(s)ds, xel0,1], 1e 0.9, ()

ima resenje u prostoru C[0,1].

Definisa¢emo preslikavanje 4:C[0, 1] — [0, 1] na slede¢i nacin:

(Au)(x) =1+ A u(s = x)u(s)ds, u eclo,1], xelo,1].
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Akoje u” € C[0, 1] neka je
1

I(u)= Ju(x)dx .

0
Predpostavimo da je u” € C [O, 1] reSenje integralne jednacine (7).

Tada je

1

I(u) = ju(x)dx =1+ /Ij de‘ u(s —x)u(s)ds =

1-4 j ds [ u(s)u(x)dx =1- 1 j u(s)ds [ u(x)dx =

S s

1

1+ %Z(I u(x)dx)? 0

1 .
=1+—A*u").
5 (u)

Dakle ako je u” € C [O, 1] reSenje integralne jednacine (7) tada je zadovoljena jednakost:
%/Uz(u*)—[(u*)+1=(). (8)
Ako je A =0 imamo linearnu jedna¢unu 7(x ) =1 odnosno jednacina (7) se svodi na
u(x)=1, xe[O, 1].
Predpostavimo sada daje A #0.

1z (8) sledi da je
v 1
I(u") =%(1—(1—2/1)2).

Akoje 4> % jednacina (7) nema reSenje.

Akoje u(x)>0 tadaje (Au )(x)>1 (xe [0,1]) Sto znaci da je C([O,l],RJ podskup od
C [0,1] koji je invarijantan u odnosu na preslikavanje 4.

Neka je X < C[0,1] i definisan na slede¢i na¢in
X = {u IS C[O,l] |u(x)| >1, za svako x € [0,1], I(u) :%[1 ~(1- 2/1)1/2]}.

Skup X je zatvoren podksup u C [0,1] sa uobi¢ajenom normom:
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Hu* H _ 52[%,’1(] |u(x)| .

Lako je videti da je skup X invarjantan u odnosu na preslikavanje A4 jer je:
I(Au™) =1+%l]2(u*) =1+1(u)-1=1(u") zasvako u € X
te je:
AX c X

Dokazeémo da preslikavanje 4 zadovoljava Lipsicov uslov. Neka su «" i v’ dva
elementa iz X . Tada je:

‘(Au* )(x)— (Av*)(x)‘ < |l|(J‘ |u(s —x)u(s)—v(s - x)v(x)|ds) <
MU |u(s —-x)—v(s— x)lu(s)ds + |/1|_[ |u(s) — v(s)|v(s —Xx)ds <

1 1
|ﬁ|||u - v||I u(s)ds + |/1|||u - v||I v(s —x)ds <

1 1-x

|l|||u - v||(£r61[%?1<] ! u(s)ds + fg{g}ﬁ _([v(s)ds) <
Al =|(Z(u) = 1(v)) = |A||u =] - 21,

gde je
1 1
I==|1-(1-24)%|.
i-a-a0 |

Kako je:
2114| <1

3 . y .. . . o
za 0< A <§, Sto se moze lako proveriti, sledi u skupu X egzistencija jedinstvenog

reSenja integralne jednacine (7) pri Cemu se reSenje moze dobiti primenom metode
sukcesivnih aproksimacija.

Primer 3.12: Nekaje f: [a,b]—) R neprekidno preslikavanje nad intervalom [a,b] 11ima
izvod nad otvorenim intervalom (a,b) tako da je:

) <a<l, za svako x e (a,b).

Pokazeéemo da uslov
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b—a

a+b)_a+b
2

2

<(l-a)

‘f(

obezbeduje postojanje nepokretne tacke preslikavanja 1.
Na osnovu Lagranzove Teoreme o srednjoj vrednosti vazi

" za sve x,ye[a,b],

F) = f )| =|£ O y)x -y <afx -y

gde je O(x,y) tacka iz intervala (x, y).

Neka je

tada je
|f(x0)—x0|£(1—a)r.

Sto znaci da preslikavanje f': [a,b]—> R ispunjava uslov (5) iz Tvrdenja 2 iz glave 2.
Odavde zaklju¢ujemo da preslikavanje f ima nepokretnu tacku.

Definicija 3.1: Za algebru A kazemo da je normirana algebra ako postoji norma |||| sa

osobinama.
1) ||a‘b|| S||a||-||b , zasve a,be A,
) J4-1.

Normirana algebra (A4,

) je Banahova algebra ako je (4,

) Banahov prostor.

Napomena: U svakoj normiranoj algebri 4, mnozenje je neprekidno, zato §to je za
svako (a,b), (c,d)e Ax A

lab—cd <|(a—c)b+c(b-a)||<|a—d-[p]+|d]-|o-d]

Primer 3.13: Banahov princip kontrakcije moze se uspesno primeniti na odredivanje
inverznog elementa a~' gde je a invertibiilan elemenat Banahove algebre (4,[{) sa

jedini¢nim elementom. Neka je q[O,l) , a invertibilan elemenat iz 4 1

M ={x| x e 4, e—ax”é%}.
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Jasno je da je skup M neprazan jer je a' € M . Defini§imo preslikavanje S: M — M
na slede¢i nacin:
Sx =2x—ax?, xeM.

Lako je videti da je S(M)< M a iz nejednakosti
||Sx - Sy” < H2x —ax’ -2y + ay2H = ||2(x -y)—alx—y)(x+ y)|| <

b

v = Al - ax] +lle - @y < v = A + 2 = allv -y

sledi da je preslikavanje S kontrakcija. Kako je skup M na osnovu Banahovog principa
kontrakcije sledi egzistencija elementa x” € M tako daje Sx” = x" odakle je:

x'(e—ax")=0 . 9)
Kako je “e -~ ax*H <1 sledi da je elemenat ax” invertibilan te je elemenat x" = a ' (ax")
takode invertibilan. Iz jednakosti (9) sledi daje e—ax" =0 teje x" =a~'. Na osnovu

Teoreme 2.1 sledi da je

limS"x, =a™',

n—x0

gde je x, proizvoljan elemenat skupa M .
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4. Neka uopStenja Banahovog proncipa kontrakcije

Pored klasi¢ne Banahove teoreme o fiksnoj tacki koja nam garantuje egzistenciju,
jedinstvenost nepokretne tacke kao i nacin na koji se dolazi do nje, postoje brojna
uopstenja Banahovog principa konktrakcije. U ovom delu naveS¢emo neka od njih.

4.1 ®-kontrakcija

Definicija 4.1.1.: Preslikavanje f metriCkog prostora (X,d) u samog sebe je
@ — kontrakcija ako je

d(fx, )< é(d(x,y)), zasvako x,ye X,

gde je ¢ od gorepoluneprekidno preslikavanje nad [0,00) tako da jeg(t)<t, za sve
t#0.

Definicija 4.1.2: Funkcija ¢: X — X : je od gore poluneprekidna na X ako za svako
x € X isvakiniz {x,}c X takavdajex, — x vazi

lim sup #(x,) < ¢(x).
Teorema 4.1.1: Neka je F: X — X ¢ — kontrakcija , a prostor (X,d) kompletan. Tada
postoji jedna 1 samo jedna nepokretna tacka z preslikavanja F 1 lim F"x, =z, za sve

n—>0

XoeX.
Dokaz: Ako je preslikavanje F' ¢ -kontrakcija pokazimo redom:

1) lima, =0 gdeje a, =d(F"x,F"'x) ne N i x proizvoljan elemenat iz X ;

n—>0

2) Niz {F"x}

Levolo) J€ Kosijev niz;

3) Akoje limF"x=z tadaje Fz=z a iz Fz =z sledi z=2z".

n—>»0

1.Pokazac¢emo prvo da je niz {an }neN monotono opadajuci niz realnih brojeva koristeci
pretpostavku da je preslikavanje F° ¢ -kontrakcija. Sledi da je:

a,=d(F"x,F"'x)<p(d(F"'x,F"’x))<d(F""'x,F"’x)=a, |,
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pri tome smo koristili uslov da je
d(F"'x,F"?x)>0,

jer iz d(F"'x,F"?x)=0 sledi F(F"?)=F"’x te je F"’x nepokretna tacka
preslikavanja F . Dakle a, <, , za sve ne N, pa na osnovu Teoreme o monotonim
nizovima postoji & >0 tako da je

lime, =a.

n—»w

Pokaza¢emo da je =0 tako $to ¢emo dokazati da pretpostavka da je « >0 dovodi do
kontradikcije.

1z nejednakosti
a, <¢(a,,), n=12,.,

1 poluneprekidnosti preslikvanja ¢ sledi

a < Ilim supg(t) < (o)< a,

+

Sto je kontradikcija. Dakle pokazali smo da je « =0.

2. Pokaze¢emo sada da je niz {F ”x}

el Kosijev.

Predpostavimo suprotno. Tada postoji &€ > 0 1 nizovi {mk }keN if{n,}

..y prirodnih brojeva

tako da su za svako k € N zadovoljeni slede¢i uslovi:

i.m,>n, 2k;
ii. p,=d(F"x,F"x)>¢,

pri ¢emu je m, najmanji prirodan broj za koji ovi uslovi vaze. To znaci da je

d(F"'x,F"x)<e. (1)

Koriste¢i nejednakost (1) dobijamo

B <d(F™x,F"'x)+d(F" 'x,F"x) < a, +&. 2)
Kako je m, >k sledi o, <a, jerjeniz { a, },_, opadajuéiteiz (2)sledi
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B, <a, +e, zasve ke N . (3)

Iz nejednakosti (3) sledi da je

lim g, =¢.

n—>0
Dokazacemo sada da je

B <2a, +9(B), zasve ke N . 4)

Koriste¢i nejednakost trougla i definiciju niza {3, }ke imamo da je

N

B, =d(F"x,F"x)<d(F"x,F""x)+d(F™"x,F""x) +
d(F""x, F"x) < 2a, + §(d(F"x,F"x)) = 2a, + $(B,),

¢ime je nejednakost (4) dokazana.

Au(4) k —> o naosnovu od gorepoluneprekidnosti preslikavanja ¢ i uslova i, sledi
elg(e)<e,

¢ime smo dobili kontradikciju. Dakle niz {F "x}nE v Je Kosijev niz.
3. Nekaje

IimF"x =z,

n—>x0

tada je
z=lim F"™'x = F(lim F"x) = Fz.

Pokaza¢emo sada 1 jedinstvenost nepokretne tacke
Nekaje Fz' =z iz#z ,
tada je

d(z,z7)>0,

te je
d(z',z)=d(Fz",F2)< ¢(d(z ,z))<d(z",z2),

Sto je kontradikcija.
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4.2 Lokalna uniformna (g,A) kontrakcija

Definicija 4.2.1: Prostor (X,d) je ¢—lancast ako za svake dve tacke x,y € X postoji
kona¢no mnogo tacaka x, =x, x,,...,x, = y tako daje

d(x;,x,,)<¢, i=01,..,n-1.

i+1

Definicija 4.2.2: Preslikavanje f:X — X kompletnog metrickog prostora (X,d) u
smog sebe je lokalna uniformna (¢, 1) kontrakcija ako vazi implikacija

d(x,y)<e=d(fx, fy)<Ad(x,y), zasve x,ye X, A€(0,1). (5)

Teorema 4.2.1: Ako je F je lokalna uniformna (&,4) kontrakcija & —lancastog
kompletnog metrickog prostora (X,d) u samog sebe, tada postoji jedna 1 samo jedna
nepokretna tacka preslikavanja F .

Dokaz: Ako je preslikavanje F lokalna uniformna (g,1) kontrakcija na & - lancastom
kompletnom metrickom prostoru pokazimo da vazi

1) dazasvako xe X imeN, d(F"x,F""'x)<nel", gdeje n=n(x)eN ;
2) Niz {F”x}

neNuU

o) Je Kosijev;
3) Akoje lim F"x =z tadaje Fz=z 1 iz Fz" =z sledidaje z=z .

n—o0

1. Nekaje xe X i {xo,xl,...,xn(x)} (x, =x,x,,, = Fx) konacan ¢ - lanac. To znaci da
je

d(x;,x,,)<¢e, i=0l..,n-1, n=n(x),

i+l
tada iz implikacije (5) sledi

d(Fx,, Fx,, )< Ad(x,,x,,), i=01,.,n-1. (6)

i+l
Kako je
d(x;,x,,)<¢,

ale [0,1) 1z nejednakosti (6) sledi

d(Fx,,Fx, ) <e¢, i=01,..,n-1.
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Primenom implikacije (5) zakljuc¢ujemo da je
d(F(Fx,),F(Fx,,)) < Ad(Fx, Fx. )< 2Ad(x,,x. )< V¢.
Neka je za m € N zadovoljena nejednakost:
d(F"x,,F"x, )< A"¢, i=0,,.,n-1.
Tada na osnovu uslova 0 < 4 <1
d(F"x,,F"x,)<¢, i=01,.,n-1.
te primenom implikacije (5) sledi
d(F(F"x,),F(F"x,,))<Ad(F"x,F"x,,)<A"e, i=0l,.,n-1.

Dakle koriste¢i princip matematicke indukcije dokazali smo da je za svako me N
zadovoljena nejednakost:

d(F"x,,F"x ,)<el", i=0]l,..,n-1.

Odavde je
n—1
d(F"x,F""x) <Y d(F"x,,F"x,,)< nel", zasvako me N .

i=0

2.Zasvako m e N sledi da je

k-1
d(F"x,F'x)<Y d(F'x,F"'x)<

=m zak>m m,keN.

m

ne(A" + "+ + A <ne 1/1 R

Odavde sledi da je niz {F"x},_, Kosijev.

3. Neka je lim F"x = z. Na osnovu neprekidnosti preslikavanja F sledi

n—>0

Fz=F(limF'x)=lm F""'x =z.

n—>0 n—>o0

Ostaje da se pokaze jedinstvenost nepokretne tacke preslikavanja F . Neka je z#z ,
Fz" =z 1 {x0. X, %0 X, o X, b X, =2 &-lanac takav da je
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d(xjax )<87 i:O,l,...,k—I, (XOZZ)'

i+1
Tada je
k-1
d(z,z")=d(Fz,Fz' )=d(F'x,F"z")< Y d(F'x,,F’x,,)< ke .

i=0

Kako je 4 <1 moze se odrediti p tako da je
Mke<d(z,z2"),
¢ime smo dobili da je
d(z,z")<d(z,2"),

Sto je kontradikcija, te je nepokretna tacka preslikavanja F je jedinstvena.
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4.3 Uopstena kontrakcija

Definicija 4.3.1: Preslikavanje f: X — X metrickog prostora (X,d) u samog sebe je
uopsStena kontrakcija ako je d(fx,fy)<l(a,p)-d(x,y), za svako x,yeX,
a<d(x,y)<p,gdeje l(a,f) funkcija definisanaza O <o < f <o i l(a,f)<]1.

Teorema 4.3.1: Ako je (X,d) kompletan metricki prostor i preslikavanje f: X — X
uopstena kontrakcija, tada postoji jedna i samo jedna nepokretna tacka preslikavanja f .

Dokaz: Pokazac¢emo prvo da preslikavanje f preslikava neku loptu {x 2d(x,x,) < r)} za

svako >0 u samu sebe. Predpostavimo suprotno, tj. Da za neko »>0 isvako xe X
postoji x, € X tako da je
d(x,x)<r 1 d(fx;,x)>r.

Sada postoje dve mogucénosti: ili je d(x,,x) < g ilije  d(x,,x)> % .
U prvom slucaju iz
d(x, fx)) <d(x, fx)+d(fx,, fx),

sledi

d(f )2 d(x, fi) =d(for, fo) 27 =2 =2

U drugom slucaju je
d(x, fx)2 r—l(g,w r
te je zasvako x € X

d(x, fx)> min{g,r— r l(g,r)} —a>0
Odavde sledi da za svako x, € X vazi

d(f*"xy, frxg) SUa,d o, fro ) d oy ), k=12,
te postoji elemenat x € X takav daje d(x, fx) < a S$to je kontradikcija.

Neka je B, invarjantna za f lopta radijusa 1. Pokazali smo da postoji lopta B, — B,
radijusa % koja je takode invarjantna za f . Nastavljajué¢i ovaj postupak, dobi¢emo

opadaju¢i niz skupova B, o B, o ... ¢ijiradijusi teze nulii f: B, - B, zasvako ke N .
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Posto je X kompletan prostor ﬂBk je neprazan 1 jednoclan skup. 1z {z}z ﬂBk sledi

k=1 k=1

daje f(z)e ﬂ f(B,)c ﬂ B, . Sada zbog jedinstvenosti tacke preseka je f(z) = z.
k=1 k=1
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4.4 O n-lokalnim kontrakcijama

Definicija 4.4.1: Neka je (X,d) metricki prostor i f:X —> X. Kazemo da je
f n—lokalna kontrakcija ako za svako x € X postoji n =n(x) e N tako da je

d(f"x, f"y)<k-d(x,y), zasve x,ye X .
zasvako ye X, gdeje k e [0,1) 1 k£ jenezavisnood x 1 y.

Teorema 4.4.1.: Neka je (X,d) kompletan metri¢ki prostor i F: X — X neprekidna
n —lokalna kontrakcija. Tada postoji jedinstvena nepokretna tacka preslikavanja f 1 za
svako z € X je

E=limF"z=F¢&.

n—0

Dokaz: Pokazimo sledece:

1) Za svako xeX  postoji realan broj d(x) takav da je
supid (x, F'x) = d(x):

ieN

2) Niz {x,} , definisan na slede¢i

) : n(x,)
X, =F"x, x, =F""x, ,x,, =F""x,
X, je proizvoljana elemenat iz X je KoSijev;
3) Akoje limx, =z tadaje Fz=z;

n—x0

4) z jejedino reSenje jednacine Fx =x 1 lim F"x, =z.

Hn—>0

1. Neka je g =n(x).Zasvako n>q postoji p,re N i r<qg takodaje n=pg+r.

Tada je

d(F"x,x)<d(F"x,F'x)+d(Fx,x)=d(F""x,F'x)+ d(Fx,x)
<kd(FP™"x, x)+ d(F'x,x)

< k(kd (F'"27 x,x) + d(F*x,x))+ d(F'x,x)

SKPd(FP27 x,x)+ (1 + k)d(Fix, x).

Ako je
M(x)= max d(x,F'x),
<i<q
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tada je

dA(F'x,x)<(1+k+k>+..)M(x) =

odakle sledi da je

M(x)
-k’

d(x) = max{M(x), ];4_()]‘()} - ];4_(7{) .

2. Pokazaé¢emo sada da je niz {x, }neN Kosijev. Za svako ne N

odakle sledi da je

za svako ne N 1 pe N S§to na osnovu uslova k € [0,1) ima za posledicu da je niz

{x, }neN Kosijev.

d(x,,,x,)=d(F""x, F""Vx )=
d(F"emIprey Ry )<

kd (F"x, ,x,,) <
kK*d(F"x, ,,x, ,)<..<
Kd(F" 0, x,) <

k"d(x,),

n+p-1 n
A(x,.p0%,)% Y, Kd(xy) <220

i=n

b

3. Kako je (X,d) kompletan prostor postoji z € X takvo da je

Dokaza¢emo da je Fz==z.

Kako je

limx, =z.

n—®0

d(Fx,,x,)=d(FF""Vx, ,F""x )=

d(F""Fx

n-12

k*d(Fx, ,,x, ,)<..<k"d(Fx,,x,),

za svako n e N sledi da je

lim d (Fx

n—0

x,)=0.

nd
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Posto je F' neprekidno preslikavanje imamo da je

limFx, =Fz=limx, =z.

n—»o0 n—o
4. Predpostavimo da je z" # z,Fz" =z . Iz relacije Fz=z,Fz =z sledi

z=F"®z F"®z7" =z",

odakle je:
d(z,z)=d(F"?z,F"9z2" )< k-d(z,2").

Kako je k € [0,1) sledi da je d(z,z")=0 odakleje z=z".
Pokazacemo sada da je

limF'x,=z.

Ako je

A= max d(z,F'x,),

0<i<g-1
gdeje g=n(z) 1in=pg+r, r<q tadaje
d(F"x,,z)=d(F""x,,Fiz)=d(F"" " x ,Fz),
odnosno imamo da je
d(F"xy,z) <kd(FP " x,,2) < ... <kPd(F'x,,z) <k’ A . (7)

Ako n — o iz jednakosti n = pg+r slediida p — oo te na osnovu nejednakosti (7)
sledi da je

limd(F" x,,z)=0,

n—0

odakle je:

limF'x,=z.

n—0
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Primer 4.4.1: Nekaje X = [0,1] i1d(x,y)= |x—y|. Tada je (X,d) kompletan metricki
prostor 1 vazi

x=U g [0

DefiniSimo preslikavanje F': X — X na slede¢i nacin:

0, x=
Fy— n+2( B 1) 1 3n+5
n+3 2" 2 2"+1(n+2) 2”1

L I 3n+5
2n+1 AR Antl AN n+1
2" (n+2) |

Iz ove definicije sledi da
1 1 1 1
F . _,__1 _> _1’_ s
211 2}'1 2n+ 2n
posto je funkcija F neopadajuca i

1 .
zZa x=F Jc

o2 L1 11

F(x)=F
( ) (2n1 l’l+3 2n1 2;11 2n 2n

aza x=— je
> J

Funkcija F jei neprekidnajerza x=——— je
i J p J i (n+2) J
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3n+5 n+2_  3n+5 1
F(X) = ( n+l ) ( n+l n—1 )
2"(n+2) n+3 2" (n+2) 2

n+2 3n+5-4n-38 1 n+2 n+3 1
= ( n+l + An = ’ (_ n+l ) + n

n+3° 2" (n+2) 2" an+3 0 2"(n+2) 2

1 1 1
= + — = .
2n+1 2;1 2/1+1

1 . . : . .
Akoje x e {2” , } a y proizvoljan elemenat iz [0,1] pokazimo da je

2n—l

zasvako ye X .

n+3
Fx—Fy| <
|x y|<n+4

I 1
el —,— |-
2}1 2n—1

Uzmimo xe[ ! ,L},

2n 2n—1
1 3n+5 . .
1. Neka x,y pripadaju istom podintervalu > ,m tada imamo da je
+
1 1
|Fx _Fy| = 2n+1 - 2n+1 =

2. Predpostavimo da je x e{ 3n+5 1 } { 1 3n+5

) e €| —,— 57— | tada imamo
2" (n+2) 2" 2" 2" (n+2)

da je
n+2 L 1| _|m+2 ~ 3n+5 | n+2
|Fx - Fy|= (_an) o onil (n+3 2" (n+3) ”+2|
_n+2|  3n+S | n+2 nt3
-2 yﬂm+2ﬂ£n+3h_ﬂgn+4h i

. . 3n+5 1 3n+5 1
3. Predpostavimo da je x € ; 5 |» VE N N
2" (n+2) 2" 2" (n+2) 2"

}. Tada imamo

da je
n+2 1 n+2
7 - F|_ (_2"J 2 a3 2"
n+ +3
e Rt
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1 3n+5 [ 3n+5 1
Y

4. Nekaje x e {— } Tada imamo da je

7— E b
2n 2n+1(n+2) _2n+1(n+2) 2n—1
1 n+2 1. 1| _n+2| 3n+5
Fx-F :| — — — = —
|x y| 2 n+3(y 2”‘1) 2" n+312"(n+2) y‘
n+2 +3
Sn+2h_|_ +4h_ﬂ

. C 1 1 .
Sli¢no se proveravaju i slucajevi y e{ ——|zam<nim>n.

2_m’ 2m—1

Kako funkcija F : L,L_] - L},L sledi da
2n 2" 27’/+ 2}1

et 1 1 1 1
F ’ . |:22n+2 4 2217+] } - [22n+3 4 2217+2 :| :

n+3+n+2
A —

Odatle sledi da je

Fn+3x _ Fn+3y‘ — ‘FFerx _ FFrHZy‘ ‘szx _ Fn+2y‘ < ..

n+4+n+2
<2n+52n+4 .n+3|x_ |: n+3 |x_ |:l|x_ |
“on+6 2m+5 " aral M opgel NI

Pokazali smo da je F n—kontrakcijaza k= 5 i n(x)=n+3.Akoje x=0 tada je

n(0) prirodan broj vec¢i od 1.

Nepokretna tacka preslikavanja /' je 0. MoZe se takode pokazati da ne postoji n, € N
tako da je

Flx—F™y Sk|x—y

s X,y € [O,l] , ke [O,l] s

te da se u ovom slucaju ne moze primeniti Tvrdenje 2.2.
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4.5 Kvazi kontrakcija

Jedno od znacajnih uopstenja Banahovog principa kontrakcije dao je na$§ poznati
matematicar Lj. Cirié¢ [5].

Definicija 4.5.1: Neka je (X,d) metricki prostor i f: X — X . Kazemo da je f kvazi
kontrakcija ako vazi

d(f, ) < k-max{d(fr,x),d(fr,y),d(fr,y),d(f,x),d(x,y)},

zasvako x,y € X , gde je k €[0,1).

Teorema 4.5.1: Ako je f je kvazi kontrakcija kompletnog metrickog prostora (X,d) u
samog sebe, tada postoji jedna i samo jedna nepokretna tacka preslikavanja f .

Dokaz:

Prvo ¢emo pokazati da je niz definisan sa x,,, = fx,, n € N, x, proizvoljna tacka iz X

n+l

ogranicen tako §to ¢emo pokazati da je
" A
d(f x,fx)éﬁd(x,fx) , zasve ne N . (8)

Dokaz ¢emo dati matematickom indukcijom.
Zan=1

d( fr, fi) < %d(x,fx),
Sto je tacno.

Predpostavimo da je (8) tatno za sve m < n, —1 1 pokaZimo da (8) vaziza m=n, 2 2.
Posto je f kvazi kontrakcija, postoji i, < n, takvo da je

d(f"x, fx) < Ad(x, f*x). ©)

I slucaj: Ako je i, < n, tada na osnovu (8) 1 (9) na osnovu induktivne pretpostavke sledi
daje
d(f"x, fx) < Ad(x, [*x) S Ud(x, fo)+ d(fx, [*3))

< 2d(x, fi)+ 2 d(x,ﬁc)=$d<x,ﬁc),

1-2

paje(8)tatnoita n=mn, .
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II slucaj: Neka je i, = n,. Tada iz (9) sledi

d(f"x, fr) < Ad(x, f"x) < Ad(x, fx) + Ad(fx, [ x),

te je

(1= )d(f"x, f) < Ad(x, f),

Sto zna¢i da (8) vazi i u ovom slu¢aju. Time smo matemati¢kom indukcijom pokazali da
(8) vazizasve ne N.

Pokazimo da je
1

1-4

d(f"x,x)< d(x, fx), zasve neN. (10)

Posto vazi (8) primenom nejednakosti trougla imamo da je

d(f"x,x) < d(f"x, fio) + d( fi,x) < %d(x,fx) Fd(fi,x) = ﬁd(x,fx),

$to smo 1 zeleli da dokazemo.

Pokazimo sada da je niz { S "x}neN Kosijev.
Za proizvoljno n koriste¢i (17) vazi da je

d(f"x, f"'x)=d(f (" %), f(f"x))
<A max{d( 7, £, d " x, £, d(F  x, £ %), d(f x, f"x)} (11)

= Amax{d(f"x, f1x).d(f 7 )< < A dx, o).

1-1

Sada iz (11) primenom nejednakosti trougla dobija se da je za sve m > n

d(f"x, f"x) < mZd( Frx, ) < i _;)2 d(x, fx).

Posto A"(1- A)2d(x, fr) >0, kada n — o, pokazali smo da je {f"x|

oy KoSijev niz,

pa kako je prostro kompletan postoji z takvo daje lim f"x =z.

n—»0

Pokazimo da je z nepokretna tacka prelikavanja f .

Posto je f kvazi kontrakcija vazi da je
d(f"x, )< Amax{ d(f""x,2),d(f""x, ["x),d(z, f£),d(f""'x, £),d(f"x,2) }
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Koriste¢i neprekidnost metrike kada n — oo,
d(z, fz) £ Amax{d(z,2),d(z,2),d(z, [2),d(z, f2),d(z,2)} = Amax{0,d (z, f2)}.
Zbog A <1 dobijasedaje d(z, fz)=0 odnosno fz==z.

Ostaje je joS da pokazemo da je z jedinstvena nepokretna tacka preslikavanja f .
Predpostavimo suprotno, da postoji u € X takvo daje fu =u.Tadaiz

d(z,u) = d(fz, fu) < Amax{d(z,u),d(z, fz),d(u, fu),d(z, fu),d(u, fz)}
= Zmax{d(z,u),()},

sledi da je u =z Sto je i trebalo dokazati.

Napomena: Neka interesantna uopStenja Banahovog principa kontrakcije mozemo
pronaéi i u radovima [4], [11] i [12]
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5. O Stefanu Banahu

Stefan Banah je poljski matematicar koji je radio
izmedu dva svetska rata. Kao samouki matematicki
genije, bio je osniva¢ moderne funkcionalne analize.
Medu njegovim najistaknutijim dostignu¢ima je delo
teorija linearne operacije iz 1932. godine koja
predstavlja prvu monografiju o teoriji  linearnih
metric¢kih prostora.

Roden je 30. marta 1892. godine u Krakovu.
Detinjstvo je proveo sa bakom u Ostrowskom, a kada
se razbolela otac ga je preselio u Krakov. Kao dete
Banah je wupoznao Juliusz Mien, Francuskog
intelektualca koji se takode 1870. godine preselio u
Krakov. Mien je poducavao Banaha matematickim
veStinama, kao i francuskim jezikom kako bi se kasnije mogao lakSe sporazumevati sa
svojim kolegama. U Krakovu je sa deset godina (1902. godine) upisao IV Gimnaziju gde
je bio poznat kao genije. Skola je bila specializovana za drustvene nauke kao §to su
istorija, geografija, ali i jezike poput grckog, latinskog, nemackog. Pored toga nastavio je
da izucava 1 matematiku. Banah i njegov najbolji prijatel] Witold Witkosz reSavali su
matemati¢ke probleme tokom Skolskeog odmora i posle skole. Sa 14 godina (1906.)
Banabh je ve¢ studirao matematiku, a dve godine kasnije to je ¢inio 1 na vise jezika. Nakon
toga, 1910. godine se sa Witold Witkosz preselio u Lwoéw, glavni grad tadasnje Galicije,
zainteresovan da upiSe inZenjerstvo na tamos$noj na politehnickoj akademiji. Ipak, u tome
je usled nedostatka novca uspeo tek 1914. godine, a sa samo 22 godine polozio sve ispite
na prvom nivou studija.

Kada je izbio Prvi svetski rat Banah je nije u¢estvovao u vojnim operacijama jer
je bio levoruk i imao lo§ vid. Kada je ruska vojska otvorila ofanzivu na Lwéw, Banah je
ponovo presao u Krakov. Tu 1 u jo§ nekoliko gradova Galicije proveo je ostatak rata.
Radio je kao ucitelj u lokalnim Skolama i prodavac u jednoj knjizari. Tokom ovog
perioda pohadao je i predavanja na Jangelonskom univerzitezu u Krakovu, ali se 0 ovom
periodu njegovog zivota veoma malo zna..

U Krakovu je 1916. godine upoznao profesora Huga Steinhausa jednog od
uglednih matematiCara toga doba koji je bio fasciniran njegovim znanjem. Ovaj susret je
rezultirao dugoro¢nu saradnju i prijateljstvo. Preko Huga Steinhausa Banah je upozna i
svoju buduc¢u suprugu Luciju Braus. Steinhaus ga je uveo i u akademske krugove, §to je
znatno ubrzalo njegovo profesionalno usavrsavanje.

Nakon $to je $to je Poljska povratila nezavisnost (1920. godine) dobio je mesto
asistenta na Jangelonskom univerzitetu u Krakovu. Steinhausova podrSka mu je pomogla
da dobije doktorsku titulu, za koju nije morao da zavrSava posebne studije. Njegova
doktorska disertacija prihvac¢ena je od strane Univerziteta kralja Jovana II Kazimira u
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Lwow. Objavljena je 1922. godine i1 sadrzala osnovne ideje o funkcionalnoj analizi, koja
je ubrzo postala potpuno nova grana matematike. Od 1922. godine bio asistent profesora
Antoni Lomnicki na politehnickoj akademiji, a od 1927. godine dobio i mesto profesora.
Godine 1924. postao je i ¢lan Poljske akademije nauka. U isto vreme Banah je bio i na
celu katedre za matematiku Univerziteta u Lwow .

Mladi 1 talentovani Banah saradivao je sa puno matemati¢ara. Njihova
neformalana okuplanja kasnije su prerasla u “Lwow sSkolu matematike”. Nekoliko
godina kasnije pocinje objavljivanje Casopisa “Matematicka analiza” posvecena pre
svega Banahovoj oblasti interesovanja-funkcionalnoj analizi.

Nakon pocetka Il Svetskog rata, Lwow je bio pod sovjetskom okupacijom skoro
dve godine. Banah je od 1939. godine bio dopisni ¢lan Akademije nauka u Ukrajini i u
dobrim odnosima sa sovjetskim matemati¢arima. Da bi zadrzao svoje mesto na
univerzitetu i nastavio akademske aktivnosti morao uciti ukrajinski jezik.

Nakon preuzimanja Lwow  1941. godine u operaciji  “Barabarossa” svi
univerziteti bili su zatvoreni. Banah je zajendo sa svojim kolegama i sinom bio zaposlen
kod profesora Rudolfa Weigla na Institutu za istrazivanje bolesti tifusa. Na ovom
Institutu  bili su angaZovani mnogi nezaposlene univerzitetski profesori i1 njihovi
saradnici, a time zaStiticeni od sluajnog hapSenja 1 deportacije u nacistiCke
koncetracione logore.

Nakon $to je Crvena armija povratila Lwow Banah se vratio na Univerzitet i
pomogao njegovom ponovnom osnhivanju u posleratnom periodu. S obzirom sa su
Sovjeti iseljsavali Poljake sa nekadasnjih poljskih teritorija, Banah je otpoceo pripreme
za napuStanje grada 1 ponovnu selidbu u Krakov, gde mu je bilo obe¢ano mesto na
Jangelosnkom univerzitetu. Bio je i kandidat za ministra obrazovanaj u Poljskoj.

Kada mu je 1945. godine diagnosticiran kancer pluca, lekari su mu savetovali da

da ostane u Lwow. Umro je 31. avgusta 1945. godine u 53. godini Zivota. Njegova
sahrana prerasla je u patriotske demostracije Poljaka koji su ostali u Lwow.
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