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1

Uvod

Algoritamsko trgovanje predstavlja opšte prisutan način automatizovanog elektronskog trgovanja korišćen
od strane investicionih banaka, penzijskih fondova ili bilo kojeg drugog učesnika na tržištu orjentisanog
ka investiranju. Pod pojmom algoritamskog trgovanja podrazumeva se automatizovanje jednog ili više
koraka u procesu kupovine ili prodaje finansijskih instrumenata. Ovi koraci obuhvataju: analizu po-
dataka, formiranje strategije i samo izvršenje strategije prilikom kupovine i prodaje. Pod Black Box
trgovanjem u ovom radu će se smatrati algoritamsko trgovanje kod kojeg su automatizovana prva dva
gore navedena koraka. Pod Black Box trgovanjem podrazumeva se unošenje parametara od strane ko-
risnika u softver koji zatim, na osnovu analize tih parametara korisniku predlaže strategiju koju softver
smatra optimalnom. Parametri koje korisnik obezbed̄uje mogu biti istorijski podaci vezani za prinos
instrumenta koji su u opticaju za trgovanje, ciljani prinos, razna ograničnja vezana za budžet itd. Opti-
malna strategija sastoji se od težinskih koeficijenata koji korisniku sugerišu koliki udeo sredstava koje
poseduje treba da uloži u koji instrument, na taj način formirajući optimalni portfolio tj. skup investicija.
Razlog za ime Black Box nalazi se u činjenici da korisnik uglavnom nije informisan na koji način softver
dolazi do optimalne strategije, što softver za korisnika čini nekom vrstom crne kutije (engl. Black Box).
Upravo je ova osobina Black Box trgovanja predmet kritike med̄u analitičarima. Ovaj rad se bavi onim
što se nalazi unutar crne kutije, tj. načinom na koji softver dolazi do optimalne strategije pri čemu se
fokus stavlja na optimizaciju portfolija.

Problemom optimizacije portfolija, kao veoma atraktivnom temom, naučnici se bave decenijama.
Jedan od mogućih pristupa ovom problemu, a ujedno i pristup koji se razmatra u ovom radu jeste takoz-
vani risk-adjusted model optimizacije na koji je prvi put ukazao Arthur Roy 1952. godine. Ovaj model
u funkciju cilja uključuje rizik portfolija, grubo definisan kao rizik od gubitka. Da bi se to postiglo rizik
je, kao apstraktan pojam, pre svega neophodno kvantifikovati tj. odabrati odgovarajuću meru rizika, pri
čemu će različite mere rizika dati različite modele.

Prirodno se kao mera rizika nameće varijansa prinosa, čije bi veće vrednosti označavale veći rizik,
jer je odstupanje prinosa od proseka veće, a samim tim je veća i mogućnost gubitka. Model optimizacije
portfolija koji za funkciju cilja uzima upravo varijansu ustanovio je Herry Markowitz [1] pedesetih go-
dina dvadesetog veka na temeljima Roy Arthurovog modela. Nakon njega, istim modelom bavio se
William Sharpe [2] formirajući sada već poznati Sharpeov količnik, izveden po uzoru na Roy Arthurov
količnik. Iako Sharpeov količnik i dalje važi za zlatni standard pokazatelja uspešnosti aktive, vremenom
su uočene i neke mane. Jedna od njih ispoljava se u slučaju kada prinos aktive nema normalnu raspodelu i
tada količnik pokazuje veće vrednosti od realnih što u teoriji može dovesti do pogrešnog rangiranja aktiva
i konačno do gubitka. Upravo su te mane navele naučnike na izvod̄enje novih, unapred̄enih pokazatelja.
Jedan on njih je Calmarov količnik osmišljen od strane Terryja Younga [3] 1991. godine.

Kao jedan od pristupa problemu optimizacije portfolija izdvaja se metod u kojem se funkcija cilja
predstavlja kao linearna kombinacija prethodno pomenutih mera rizika. Učinkovitost ovakvog pris-
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tupa optimizaciji portfolija upored̄ena je sa onim koji koristi isključivo standardne mere rizika poput
Sharpeovog i Calmarovog količnika.

Najzad, pored jednostavne optimizacije portfolija moguće je pomenutom problemu pristupiti kroz
složenije algoritme koji se sastoje od niza optimizacija koje se koriste u skladu sa odred̄enim pravilima.
Jedan takav algoritam predstavljen je kasnije u ovom radu.

Korišćeni su empirijski podaci prikupljeni za period od deset godina u investicionom fondu koji se
bavi investiranjem u razne klase aktive. Podaci se sastoje od dvadeset dve aktive ili strategije. Pri tome,
sve strategije su sistematski osmišljene pri čemu petnaest predstavlja investicije u deonice (engl. equity),
a sedam investicije u fjučerse (engl. futures). Što se strategija koje ulažu u deonice tiče, one deluju na
razližitim univerzumima akcija: S&P500, FTSA100, statistički univerzum itd. S druge strane, jedan
deo strategija sa fokusom na fjučerse u obzir uzima odred̄eni skup od četrdeset fjučersa dok je drugi deo
usmeren ka fjučersima vezanim za metale i indekse.

Još je bitno napomenuti da pokazatelji uspešnosti obrad̄eni u ovom radu predstavljaju samo deo pos-
tojećih pokazatelja, te da je sve pokazatelje nemoguće uključiti u jedan rad.

Želela bih izuzetno da se zahvalim dr. Milesu Kumaresanu koji je formulisao problem i obezbedio
podatke na kojima smo radili bez kojih rad ne bi imao realni oslonac i težinu, kao i savete koji su bili od
velike koristi za uvid u realni sektor.
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2

Pregled definicija i osnovnih pojmova

2.1 Pregled osnovnih definicija

Pregled osnovnih definicija korišćenih u radu:

Definicija 2.1.1 (σ-algebra) Neka je Ω skup svih mogućih ishoda (skup elementarnih dogad̄aja) nekog
eksperimenta. σ-algebra (σ-polje ) nad skupom Ω je podskup F partitivnog skupa P(Ω) ukoliko važe
sledeći uslovi:

1. Ω ∈ F ,

2. A ∈ F ⇒ Ac ∈ F , pri čemu je Ac komplement skupa A,

3. {Ai}i∈N ⊆ F ⇒
∞⋃
i=1

Ai ∈ F .

Definicija 2.1.2 (Borelova σ-algebra) Borelova σ-algebra B(R) je najmanja σ-algebra koja sadrži sve
otvorene podskupove skupa realnih brojeva.

Definicija 2.1.3 (Funkcija verovatnoće) Neka je Ω skup elementarnih dogad̄aja i F σ-polje nad Ω.
Funkcija P : F → [0, 1] se zove verovatnoća na prostoru (Ω,F) ako zadovoljava uslove:

1. P (Ω) = 1,

2. {Ai}i∈N ⊆ F , Ai
⋂
Aj = ∅, i 6= j, i, j = 1, 2, ...⇒ P

( ∞∑
i=1

Ai

)
=
∞∑
i=1

P (Ai).

Ured̄ena trojka (Ω,F , P ) se naziva prostor verovatnoća.

Definicija 2.1.4 (Slučajna promenljiva) Preslikavanje X : Ω → R je slučajna promenljiva nad pros-
torom verovatnoća (Ω,F , P ) ako X−1(S) ∈ F za svako S ∈ B, gde je B = B(R) Borelovo σ-polje.
Ekvivalentno, kažemo da je X F-merljivo. Ako je X(Ω) konačan skup kažemo da je X prosta slučajna
promenljiva.

Definicija 2.1.5 (Diskretna slučajna promenljiva) Slučajna promenljiva X je diskretna (diskretnog tipa)
ako postoji prebrojiv skup različitih vrednosti RX = {x1, x2, ...} takav da je P{X ∈ RXc} = 0, gde je
RX

c komplementarni skup od RX . Verovatnoću dogad̄aja {X = xi} označavamo sa p(xi):

p(xi) = P{ω ∈ Ω|X(ω) = xi} = P{X = xi}, i = 1, 2, ...
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Skup vrednosti diskretne slučajne promenljive {x1, x2, ...} i odgovarajuće verovatnoće p(xi),
i = 1,2,..., čine zakon raspodele slučajne promenljive X.

Definicija 2.1.6 (Apsolutno neprekidna slučajna promenljiva) Slučajna promenljiva X je apsolutno
neprekidnog tipa ako postoji nenegativna integrabilna funkcija ϕX(x),−∞ < x < ∞, takva da je za
svaki skup S ∈ B(R),

P{X ∈ S} =

∫
S
ϕX(x)dx.

Funkcija ϕX(x) zove se gustina raspodele verovatnoća slučajne promenljive X.

Definicija 2.1.7 (Funkcija raspodele) Funkcija FX(x) : R→ [0, 1] definisana sa

FX(x) = P{ω ∈ Ω|X(ω) < x},

naziva se funkcija raspodele slučajne promenljive X. Funkciju raspodele FX u tački x ∈ R kraće zapisu-
jemo FX(x) = P{X < x}.

Definicija 2.1.8 (Očekivanje) Očekivanje slučajne promenljive X, E(X) ili µ, definiše se na sledeći
način:

(i) ukoliko je slučajna promenljiva X diskretnog tipa sa raspodelom verovatnoća p(xk), k = 1, 2, ...

i važi
∞∑
k=1

|xk|p(xk) <∞, tada je:

µ = E(X) =
∞∑
k=1

xkp(xk),

(ii) ukoliko je slučajna promenljivaX apsolutno neprekidnog tipa sa gustinomϕX(x) i važi
∞∫
−∞
|x|ϕX(x)dx <

∞ , tada je:

µ = E(X) =

∞∫
−∞

xϕX(x)dx.

Definicija 2.1.9 (Momenat) Momenat reda r, r = 1, 2, ..., slučajne promenljive X, µr, definišemo kao:

µr = E(Xr).

Tako imamo sledeća dva slučaja:

(i) ukoliko je slučajna promenljiva X diskretnog tipa tada je momenat reda r, r=1, 2, ...:

µr =
∑
i

xri pi,

(ii) ukoliko je slučajna promenljiva X apsolutno neprekidnog tipa tada je momenat reda r, r=1, 2, ...:

µr =

∞∫
−∞

xrϕX(x)dx.

Uočimo da je očekivanje slučajne promenljive, µ, momenat prvog reda.
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Definicija 2.1.10 (Centralni momenat) Centralni momenat reda r, r = 1, 2, ..., slučajne promenljive
X, mr, definišemo kao:

mr = E((X − µ)r).

Tako imamo sledeća dva slučaja:
(i) ukoliko je slučajna promenljiva X diskretnog tipa tada je centralni momenat reda r, r=1, 2, ...:

mr =
∑

i(xi − µ)rpi,

(ii)ukoliko je slučajna promenljiva X apsolutno neprekidnog tipa tada je momenat reda r, r=1, 2, ...:

mr =

∞∫
−∞

(x− µ)rϕX(x)dx.

Definicija 2.1.11 (Disperzija) Centralni momenat reda dva slučajne promenljive X zove se disperzija
(varijansa) slučajne promenljive X i označava se sa D(X) ili σ2X .

Definicija 2.1.12 (Standardno odstupanje) Standardno odstupanje (standardna devijacija) slučajne promenljive
X se definiše kao

σX =
√
D(X).

Definicija 2.1.13 (Kovarijansa) Kovarijansa slučajne promenljive (X,Y ), cov(X,Y ) ili σXY je:

cov(X,Y ) = E((X − E(X))(Y − E(Y ))) = E(XY )− E(X)E(Y ).

Definicija 2.1.14 (Koeficijent korelacije) Koeficijent korelacije slučajne primenljive (X,Y ), ρXY , je:

ρXY = cov(X∗, Y ∗) = cov(
X − E(X)√

D(X)
,
Y − E(Y )√

D(Y )
).

Znamo da važi sledeće:

ρXY =
E(XY )− E(X)E(Y )√

D(X)D(Y )
=

σXY
σXσY

.

Teorema 2.1.15 Za koeficijent korelacije ρXY važi:

|ρXY | ≤ 1.

Za slučajne promenljive X i Y čiji je koeficijent korelacije ρXY < 0 kažemo da su negativno ko-
relisane, za ρXY = 0 kažemo da nisu korelisane, a za ρXY > 0 kažemo da su pozitivno korelisane.

Definicija 2.1.16 (Stohastički proces) Neka je S skup elementarnih dogad̄aja nekog eksperimenta E i
neka se svakom elementu tog skupa, s ∈ S, pridruži funkcija X(t,s), pri čemu t pripada skupu T ∈ R.
Skup {X(t, s), t ∈ T} naziva se stohastički (slučajni) proces.

Funkcija X(t,s) je slučajna promenljiva za bilo koju vrednost t.
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Definicija 2.1.17 (i) Ukoliko je T beskonačan prebrojiv skup, skup {X(t, s), t ∈ T} naziva se diskretni
stohastički proces.

(ii) Ukoliko je T interval (ili skup intervala), skup {X(t, s), t ∈ T} naziva se neprekidni stohastički
proces.

Uobičajeno je da se za stohastički proces {X(t, s), t ∈ T} koristi oznaka {X(t), t ∈ T} ili
{Xn, n ∈ T}.

Definicija 2.1.18 Skup vrednosti SX(t) koje mogu uzeti slučajne promenljive X(t) se naziva skup stanja
stohastičkog procesa {X(t), t ∈ T}. U zavisnosti od toga da li je SX(t) konačan (ili beskonačan prebro-
jiv skup) ili beskonačan neprebrojiv skup, stohastički proces {X(t), t ∈ T} je diskretan ili neprekidan,
respektivno.

Definicija 2.1.19 Ukoliko su slučajne promenljive X(t4)−X(t3) i X(t2)−X(t1) nezavisne za svako
t1 < t2 ≤ t3 < t4, kažemo da je stohastički proces {X(t), t ∈ T} proces sa nezavisnim priraštajima.

Definicija 2.1.20 (Očekivanje slučajnog procesa) Očekivanje (srednja vrednost) stohastičkog procesa
X(t), t ∈ T je data sa:

µX(t) = µ(t) = E(X(t)), t ∈ T.

Primetimo da je µX(t) funkcija od t.

Definicija 2.1.21 (Autokovarijansna funkcija stohastičkog procesa) Autokovarijansna funkcija stohastičkog
procesa X(t), t ∈ T data je sa:

KX(t, s) = K(t, s) = E(XtXs)− E(Xt)E(Xs) = E((Xt − µ(t))(Xs − µ(s))), t, s ∈ T.

Definicija 2.1.22 (Disperzija stohastičkog procesa) Disperzija stohastičkog procesa X(t), t ∈ T data
je sa:

σ2X(t) = E((Xt − µ(t))2) = E(X2
t )− E2(Xt), t ∈ T.

Definicija 2.1.23 Stohastički procesX(t), t ∈ [t0, T ] je strogo stacionaran ili stacionaran u užem smislu
ako su mu konačnodimenzione raspodele invarijantne u odnosu na translaciju vremena:

Ft1+h,...,tn+h(x1, ..., xn) = Ft1,...,tn(x1, ..., xn), h ∈ R.

Za strogo stacionaran proces znamo da ima konstantnu srednju vrednost jer:

µX(t) = E(X(t)) = E(X(t+ h)) = µ(t+ h), ∀h ∈ R.

Kako strogo stacionaran proces X(t), t ∈ T za koji je E(X(t)2) <∞ za autokovarijansnu funkciju
ima funkciju razlike argumenata tj.:

KX(t, s) = E((X(t)− µ(t))(X(s)− µ(s))) = E((X(t− s)− µ)(X(0)− µ)) = f(t− s),

imamo da je disperzija ovakvog procesa takod̄e konstantna jer je:

σX(t) = KX(t, t) = f(0), ∀t.
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Definicija 2.1.24 Stohastički proces X(t) je slabo stacionaran ili stacionaran u širem smislu ako je
ispunjeno:

E(X(t)2) <∞,

µX(t) = const,

KX(t, s) = f(t− s).

Definicija 2.1.25 (Vremenska serija) Vremenska serija je jedna realizacija stohastičkog procesa.

Najbitnija statistička osobina vremenskih serija jeste njihova stacionarnost. Za stacionarne vre-
menske serije mogu se naći ocene njihovih prvih i drugih momenata kao i autokovarijansna funkcija,
jer ne zavise od t.

Definicija 2.1.26 (Kros korelacija) Kros korelacija izmed̄u dva stohastička procesaX(t) i Y (t) je funkcija
definisana kao:

φXY (τ) = E(X(t)− µX)(Y (t+ τ)− µY )).

Podaci sa kojima radimo u ovom radu vezani su za prinose investicionog fonda na dnevnom nivou,
pa ćemo vremenske serije koje taj prinos opisuje posmatrati kao niz slučajnih promenljivih ured̄enih u
odnosu na skup prirodnih brojeva, tj. N = {1, 2, ...}. Skup N predstavlja skup dana za koje su nam date
vrednosti prinosa.

Od sada pa na dalje u radu pretpostavljamo da su vremenske serije sa kojima radimo stacionarne.

Neka je data vremenska serija x(t), t = 1, ..., N kao realizacija stacionarnog stohastičkog procesa.
Svako x(t), t = 1, ..., N predstavlja realizaciju slučajne promenljive X(t), t = 1, ..., N . Kako je sto-
hastički proces stacionaran, tj. ima konstantno očekivanje i varijansu vremensku seriju možemo pos-
matrati kao uzorak. Drugim rečima elemente vremenske serije posmatramo kao realizacije jednako
raspodeljenih slučajnih promenljivih. U tom slučaju ocene glavnih numeričkih karakteristika vremenske
serije(stohastičkog procesa) date su sledećim formulama:

Očekivanje:

µ̂X = µ̂ =
1

N

N∑
t=1

x(t) (2.1)

Disperzija:

σ̂2X = σ̂2 =
1

N

N∑
t=1

(x(t)− µ̂X)2 (2.2)

Korelacija:

σ̂XY =
1

N

N∑
t=1

(x(t)− µ̂X)(y(t)− µ̂Y ) (2.3)
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2.2 Normalna raspodela

Normalna raspodela spada u raspodele verovatnoća apsolutno neprekidnih slučajnih promenljivih. Defin-
isana je očekivanjem i standardnim odstupanjem. Očekivanje označavamo sa µ ∈ R, a standardno odstu-
panje sa σ > 0. Funkcija gustine ove raspodele simetrična je u odnosu na x = µ i ima oblik zvona, čija
širina i spljoštenost zavise od parametra σ u smislu da što je veće σ to je zvono šire i spljoštenije.

Normalna raspodela je značajna iz razloga što se pomoću nje može modelovati veliki broj kako
društvenih tako i prirodnih pojava.

Ako slučajna promenljivaX ima normalnu raspodelu, u oznaciX : N (µ, σ2), njena funkcija gustine
je data sa:

ϕX(x) =
1

σ
√

2π
e−

(x−µ)2

2σ2 , x ∈ R.

Specijalan slučaj normalne raspodele kod koje je µ = 0 i σ = 1 naziva se standardna normalna
raspodela.

Na sledeća dva grafika dat je prikaz funkcije gustine normalne raspodele za različite vrednosti
parametra µ i parametra σ:

Slika 2.1: Normalna raspodela za različite vrednosti parametra µ
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Slika 2.2: Normalna raspodela za različite vrednosti parametra σ

Dve veoma bitne osobine funkcije raspodele uopšte su zakrivljenost i spljoštenost:

Zakrivljenost je mera simetrije ili tačnije mera nedostatka simetrije. Ukoliko je raspodela slučajne
promenljive X simetrična u odnosu na pravu x = µ, centralni momenti neparnog reda te raspodele biće
jednaki nuli tj. važiće:

m2r−1 = 0, r = 1, 2, ...

Na osnovu te osobine koeficijent asimetrije se definiše kao:

KA =
m3

m
3
2
2

.

Ovaj koeficijent se još naziva i prvi Pearsonov koeficijent.
Za simetričnu raspodelu važi KA = 0, dok se za raspodelu asimetričnu na desno dobija pozitivna vred-
nost pokazatelja KA. Slično za raspodelu asimetričnu na levo koeficijent KA uzima negativnu vred-
nost. Bitno je napomenuti da postoje raspodele čiji su neparni centralni momenti jednaki nuli, ali nisu
simetrične i u tom slučaju prvi Pearsonov koeficijent nije merodavan.

Na grafiku koji sledi možemo videti grafički prikaz pozitivno i negativno zakrivljene raspodele kao i
raspodelu koja nije zakrivljena ni u jednu stranu tj. za koju je KA = 0.

11



Slika 2.3: Zakrivljenost raspodele

Spljoštenost se meri drugim Pearsonovim koeficijentom koji definišemo pomoću četvrtog centralnog
momenta na sledeći način:

KE =
m4

m2
2

=
m4

σ2
.

Za raspodelu kojoj odgovara koeficijent KE = 3 kažemo da raspodela ima normalnu spljoštenost ili
da je mezokurtična. Jedna od raspodela koja zadovoljava prethodno svojstvo je normalna raspodela. Ako
je KE > 3 raspodela je izduženija u odnosu na normalnu raspodelu ili leptokurtična, a ako je KE < 3
raspodela je spljoštenija u odnosu na normalnu raspodelu odnosno platikurtična.

Alternativna mera spljoštenosti je ekscesni Pearsonov koeficijent definisan kao:

KE =
m4

σ2
− 3.

Interpretacija ovog koeficijenta analogna je prethodnoj.

2.3 Sharpeov količnik

Sharpeov količnik razvijen je 1966. godine od strane američkog ekonomiste William Forsyth Sharpe po
kojem je količnik i dobio ime. Nastao je na temeljima Roy Arthurovog količnika koji je ovaj naučnik
definisao 1952. godine. Sharpeov količnik spada u grupu pokazatelja upešnosti aktive ili mera rizika
aktive. Danas je jedna od najčešće korišćenih mera uspešnosti pri rangiranju portfolia i investicionih
fondova uglavnom zbog svoje jednostavnosti.

Sharpeov količnik definišemo na sledeći način. Neka je data aktiva A opisana svojim prinosom
R(t), t ∈ N koji posmatramo kao slučajan proces. Napominjemo da se pod očekivanjem i varijansom
aktive podrazumeva očekivanje i varijansa prinosa te aktive kao stohastičkog procesa, tj. vremenske ser-
ije. Neka je još poznata bezrizična stopa prinosa rf ≥ 0. U realnom svetu ne postoji investicija čiji
je rizik jednak nuli, ali postoje investicije čiji je rizik zanemarljiv i njih smatramo bezrizičnim. Primer
jedne investicije sa bezrizičnom stopom prinosa je državna obveznica zemlje čija je ekonomija stabilna.
Takva stopa prinosa je s obzirom na nizak rizik izuzetno mala. U ovom trenutku to bi bila obveznica
Nemačke, Sjedinjenih Američkih Država ili Japana. Tada Sharpeov količnik za aktivuA definišemo kao:

SharpeA(t) =
E(R(t)− rf )√
var(R(t)− rf )

.
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Kako varijansa nije osetljiva na dodavanje konstante, u našem slučaju rf , to Sharpeov količnik za-
pravo izgleda ovako:

SharpeA(t) =
E(R(t)− rf )√
var(R(t))

.

Dakle Sharpeov količnik meri koliko je očekivano da će prinos aktive premašiti bezrizičnu stopu po
jedinici odstupanja samog prinosa. U daljem radu ćemo radi jednostavnosti, a bez umanjenja opštosti
pretpostaviti da je je rf = 0.

Kako je ovako definisan Sharpeov količnik u obzir uzimao dnevne prinose on predstavlja dnevni
Sharpeov količnik koji je neophodno anualizirati radi mogućnosti pored̄enja sa drugim količnicima. Da
bi smo to postigli gore definisan Sharpeov količnik je potrebno pomožiti sa

√
252. Od sada, u formulaciji

svih kasnijih modela, korisitmo anualiziran količnik:

SharpeA(t) =
√

252
E(R(t)− rf )√
var(R(t))

.

Ukoliko je R(t), t ∈ N stacionaran stohastički proces Sharpeov količnik ne zavisi od t.

Već iz same formule vidimo da će više vrednosti Sharpeovog količnika odgovarati aktivama sa višim
prinosom i nižom varijansom i obrnuto. Med̄utim, visoka varijansa ne mora uvek da bude loša osobina
prinosa. Poslužimo se sledećim primerom kao ilustracijom prethodne tvrdnje.

Primer 2.3.1 Neka su date aktive A1 i A2 koje su u proteklih deset dana beležila sledeće prinose:

r(A1) =



0
0.1
0.1
0.4
0.3
0.6
0.9
0.7
1

0.9


r(A2) =



0.416
0.481
0.511
0.561
0.541
0.511
0.481
0.491
0.471
0.491



Kako očekivanje prinosa modeliramo sa prosečnom vrednošću, a varijansu sa statistikom: 1
N

N∑
i=1

(ri−

µ)2 dobijamo sledeće rezultate:

µ1 = 0.5

µ2 = 0.5
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σ1 = 0.3712

σ2 = 0.0314

gde su µ1 i µ2 očekivane vrednosti aktiva A1 i A2 respektivno, a σ1 i σ2 standardne devijacije ovih
aktiva.

Ukoliko pretpostavimo da je bezrizična stopa prinosa jednaka nuli, Sharpeov količnik za ove dve
aktive je:

Sharpe(A1) =
µ1
σ1

=
0.5

0.3712
= 1.347

Sharpe(A2) =
µ2
σ2

=
0.5

0.0314
= 15.924

Grafički prikaz prinosa datih aktiva dat je na sledećoj slici:

Slika 2.4: Primer 1

Ukoliko želimo da rangiramo ove dve aktive koristeći Sharpeov količnik, zaključujemo da je aktiva
A2 bolja od aktiveA1. Kako su očekivane vrednosti ovih aktiva jednake, razlika u Sharpeovom količniku
proizilazi iz razlike u varijansama. Prva aktiva beleži znatno veću varijansu, što Sharpeov količnik
kažnjava nižom vrednošću količnika. Postavlja se pitanje da li je visoka varijansa u ovom slučaju stvarno
loša. Visoka varijansa se ovde, što možemo videti na grafiku, može protumačiti kao potencijal rasta
prinosa, jer se odnosi na skokove u prinosu i u tom smislu predstavlja pozitivnu osobinu. Upravo tu
osobinu Sharpeov količnik ne uspeva da obuhvati i zbog toga se stvorila potreba da se formiraju količnici
koji će se preciznije odnositi prema varijansi. Konzervativni investitori, tj. investitori koji su averzni
prema riziku, uvek bi odabrali strategiju A2, jer im nudi stabilnost. Investitori koji nisu rizik odbojni bi
birali strategiju A1, jer im ona nudi potencijalan rast.
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Prinosi aktive se obično modeliraju normalnom raspodelom i u tom slučaju Sharpeov količnik stvarno
jeste dobar pokazatelj uspešnosti aktive. Problem nastaje kada prinosi ne prate normalnu raspodelu ili
pak poseduju odred̄enu ukošenost. Tada se postavlja pitanje da li je razvijanje i korišćenje unapred̄enih
pokazatelja opravdano. Jedan od radova koji tvrdi da odabir pokazatelja nije bitan pri rangiranju većine
investicionih fondova tj. da Sharpeov količnik dovoljno dobro opisuje realnost je ”Performance Measure-
ment in the Investment Industry: Does the Measure Matter?” [18]. U našem radu se med̄utim dobijaju
drugačiji rezultati. Rangiranje strategija zavisi od odabira pokazatelja iz čega proizilazi potreba za do-
datnim pokazateljima.

2.4 Calmarov količnik

Calmarov količnik je najmlad̄a mera uspešnosti obrad̄ena u ovom radu. Nastao je 1991. godine kao delo
Terryja Younga, a samo ime je skraćenica za CALifornia Managed Accounts Reports. Da bismo defin-
isali Calmarov količnik prvo je neophodno definisati najveći pad u prinosu (engl. worst drawdown), u
oznaci WDD, koji će preuzeti ulogu mere rizika koju je do sada imala varijansa.

Pretpostavimo da smo odred̄eni iznos sredstava uložili u aktivu A i da pratimo koliko nam novca
takvo ulaganje donosi na dnevnom nivou. Neka je R(t), t ∈ N slučajan proces koji predstavlja prinos
aktive A. Sa r(t), t ∈ {1, 2, ..., N} označimo realizaciju procesa R(t) na dan t. Radi jednostavnosti rec-
imo da smo uložili jednu novčanu jedinicu. Prvog dana zaradili smo r(1). Već drugog dana zaradili smo
r(2), ali, s obzirom na zaradu od prvog dana, drugog dana smo ukupno zaradili r(1) + r(2). Analogno

na dan N smo zaradili r(N), ali, ubrajajući i prethodno zarad̄eno, ukupno smo ostvarili
N∑
i=1

r(i). Ovde

zapravo govorimo o kumulativnom prinosu. Formalno, kumulativni prinos aktive A čiji je prinos pred-
stavljen slučajnim procesom R(t), t ≥ 0 definišemo kao slučajan proces:

c(t) =
∑
τ≤t

R(τ).

Najveći pad u prinosu definisaćemo upravo u smislu kumulatinog prinosa. U trenutku T najveći pad
želimo da definišemo kao pad sa najvišeg vrha u najnižu ”dolinu” za period [0, T ]. Tada najveći pad u
prinosu aktive A u trenutku T definišemo sledećom formulom:

WDDA(T ) = max
t∈[0,T ]

( max
τ∈[0,t]

c(τ)− c(t)).

Dakle WDD možemo predstaviti kao slučajan proces:

WDDA(s) = max
t∈[0,s]

( max
τ∈[0,t]

c(τ)− c(t)).

Sada Calmarov količnik definišemo kao:

CalmarA(t) =
E(R(t)− rf )

E(WDDA(t))
.

Kao i kod Sharpeovog količnika, s obzirom na korišćenje dnevnih prinosa u računu, ovako definisan
Calmarov količnik predstavlja količnik na dnevnom nivou i potrebno ga je anualizirati. To ćemo ovde
učiniti množenjem gornje formule sa 252 i tada dobijamo:
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CalmarA(t) = 252
E(R(t)− rf )

E(WDDA(t))
.

Ukoliko je R(t), t ∈ N stacionaran slučajan proces Calmarov količnik ne zavisi od t.

Primetimo da smo problem koji smo imali kod Sharpeovog količnika koji jednako kažnjava rasipanje
iznad i ispod očekivanja prevazišli tako što smo kao meru rizika umesto varijanse uzeli WDD. Ono što
WDD kažnjava je isključivo pad u prinosu(kumulativnom), ali nikako rast koji se smatra poželjnim.

Jedna od mera rizika koja, kao i Calmarov količnik, koristi rizik od pada u prinosu je Sortinov
količnik. Osmišljen je nedugo posle Calmarovog količnika, 1993. godine, od strane Brian M. Rom i
Kathleen W. Ferguson [4].
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3

Opis problema

Neka je dato n aktiva, A1, A2, A3, ..., An, koje nam stoje na raspolaganju prilikom formiranja portfolija.
Svaka aktiva Ai je opisana svojim prinosom, ri(t), i = 1, 2, 3, ..., n, t ≥ 0 koji posmatramo kao slučajan
proces. Želimo da formiramo portfolio koji će biti optimalan tj. želimo da pronad̄emo najbolju kom-
binaciju gore pomenutih raspoloživih strategija. Naš cilj je, dakle, da odlučimo koliko sredstava treba
uložiti u koju aktivu kako bi se postigao optimalan rezultat. Drugim rečima želimo svakoj od aktiva
da pridružimo težinski koeficijent ωi, i = 1, 2, 3, ..., n, koji označava udeo sredstava koji ulažemo u
odgovarajuću aktivu. Vrsta optimalnosti igra ključnu ulogu u problemu sa kojim radimo. Optimalnost
se posmatra kroz odabir funkcije cilja koju optimiziramo, te je sva težina stavljena upravo na taj od-
abir. Kako smo ranije rekli, portfolio posmatramo kao kombinaciju aktiva A1, A2, A3, ..., An pri čemu
je svakoj aktivi pridružen težinski koeficijent ωi, i = 1, 2, 3, ..., n, pa, s obzirom na to proizvoljan port-
folio ima sledeći oblik:

π =

n∑
i=1

ωiAi. (3.1)

Osvrnimo se na trenutak na osobine težinskih koeficijenata. Čitavu analizu možemo podeliti na tri
slučaja:

ωi ≥ 0 Situaciju u kojoj je težinski koeficijent uz odgovarajuću aktivu pozitivan nazivamo duga pozi-
cija. U dugoj poziciji investitor kupuje aktivu i priželjkuje rast u ceni aktive kako bi njenom
prodajom zaradio na razlici u kupovnoj i prodajnoj ceni. Ukoliko cena aktive uprkos njegovim
očekivanjima padne investitor će ostvariti gubitak. Bitno je napomenuti da je gubitak pri dugoj
poziciji ograničen, jer cena aktive ne može pasti ispod nule.

ωi = 0 Ukoliko je težinski koeficijent uz datu aktivu jednak nuli investitor ne ulaže nista u datu aktivu.

ωi ≤ 0 Težinski koeficijenti mogu biti negativni i u tom slučaju označavaju kratku poziciju. Kratka pozi-
cija predstavlja situaciju u kojoj investitor ne kupuje aktivu, tj. ne stavlja je u svoj posed već je
pozajmljuje od brokera i prodaje u nadi da će moći da je otkupi po nižoj ceni, vrati brokeru i zaradi
na razlici u cenama. Ukoliko cena aktive poraste investitor ostvaruje gubitak. Za razliku od duge
pozicije u kojoj se investitor nada rastu u ceni, kod kratke pozicije on se nada padu. Kratka pozicija
se smatra opasnim potezom i savetuje se isključivo iskusnim trgovcima. Razlog za to je što je rast
cene neograničen sa gornje strane, pa je samim tim neograničen i gubitak investitora koji se nalazi
u kratkoj poziciji.

Ograničenje na težinskim koeficijentima koje će se nalaziti u svakom modelu koji se razmatra u ovom
radu je budžetska jednačina koja ima sledeći oblik:
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n∑
i=1

ωi = 1.

Ova jednačina opisuje situaciju u kojoj se sredstva namenjena investiranju troše u celosti.

Druga vrsta ograničenja na težinskim koeficijentima vezana je za interval u kojem želimo da se
optimalni težinski koeficijenti nad̄u. Ovakvom vrstom ograničenja sprečavamo preveliko ulaganje u
pojedinačne aktive, a sam odabir granica zavisi od karakteristika instrumenata u koje ulažemo novac kao
i od naših preferencija. U ovom radu svi težinski koeficijenti imaju isto intervalno ograničenje tj. ovakvo
ograničenje možemo zapisati kao:

lb ≤ ωi ≤ ub, i = 1, 2, ..., n,

gde lb, ub ∈ R predstavljaju donju (lb - lower bound) i gornju (ub - upper bound) granicu težinskih
koeficijenata respektivno.

Za početak, prilikom formiranja modela za rešavanje problema optimizacije portfolija bitne su dve
numeričke karakteristike prinosa portfolija: očekivani prinos i varijansa. S obzirom na 3.1 prinos port-
folija se može prikazati kao:

rπ(t) =
n∑
i=1

ri(t)ωi.

Neka su µi(t), i = 1, 2, 3, ..., n, očekivani prinosi aktiva tj. µi(t) = E(ri(t)), i = 1, 2, 3, ..., n. Tada
je očekivani prinos portfolija:

µπ(t) = E(rπ(t)) =

n∑
i=1

E(ωiri(t)) =

n∑
i=1

ωiE(ri(t)) =

n∑
i=1

ωiµi(t).

Na osnovu pretpostavke o stacionarnosti očekivani prinos portfolija možemo zapisati i kao:

µπ =
n∑
i=1

ωiµi.

Ako sa σij označimo kovarijansu prinosa i-te i j-te aktive tj. σij(t) = E((ri(t) − µi(t))(rj(t) −
µj(t))), tada imamo da je varijansa prinosa portfolija:

σπ(t)2 = var(

n∑
i=1

ωiri(t)) =

n∑
i=1

n∑
j=1

ωiωjσij(t) =

n∑
i=1

ω2
i σi(t)

2 + 2

n∑
i=1

∑
j<i

ωiωjσij(t).

Ukoliko iskoristimo osobinu stacionarnosti prinosa dobijamo:

σ2π =

n∑
i=1

ω2
i σ

2
i + 2

n∑
i=1

∑
j<i

ωiωjσij .
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3.1 Diversifikacija portfolija

Postavlja se pitanje zašto bi investitor uopšte hteo da ulaže u različite aktive kada može da uloži sve u
jednu aktivu sa najvećim očekivanim prinosom. Odgovor je u diversifikaciji portfolija. Diversifikacija
portfolija predstavlja uključivanje u portfolio više od jedne aktive kako bi se smanjio rizik portfolija kao
celine. Ideja se nalazi u činjenici da je investitor, ukoliko ulaže sva sredstva u jednu aktivu, izložen samo
riziku date aktive, a da se uključivanjem dodatnih aktiva taj rizik može smanjiti. Bitno je reći da se, uz
ograničenja na težinskim koeficijentima, dve aktive ne mogu uvek uključiti u portfolijo čija će varijansa
biti manja od varijanse svake od aktiva pojedinačno. Ukoliko ne postoje ograničenja na težinskim koefi-
cijentima to je ipak moguće.

Matematičko objašnjenje diversifikacije leži u prethodno navedenoj formuli varijanse portfolija.
Neka su radi jednostavnosti date samo dve aktive A1 i A2 čiji su težinski koeficijent redom ω1 i ω2.
Neka su još njihove varijanse redom σ21 i σ22 i kovarijansa σ12. Tada je varijansa portfolija data formu-
lom:

σ2π = σ21ω
2
1 + σ22ω

2
2 + 2ω1ω2σ12.

Kako imamo ograničenje ω1 + ω2 = 1, ω2 možemo izraziti kao ω2 = 1 − ω1 i uvrstiti u formulu
iznad tako da dobijamo:

σ2π = σ21ω
2
1 + σ21(1− ω1)

2 + 2ω1(1− ω1)σ12 = ω2
1(σ21 + σ22 − 2σ12) + 2ω1(σ12 − σ22) + σ22.

Sada varijansu portfolija možemo posmatrati kao kvadratnu funkciju od ω1. Kako je σ21+σ22−2σ12 >

0 imamo da je σπ konveksna parabola čiji se minimum dostiže za ω∗1 =
σ2
2−σ12

σ2
1+σ

2
2−σ12

. Varijansa portfolija

za ω1 = 0 i ω1 = 1 jednaka je redom σ22 i σ21 , pa možemo zaključiti da je varijansa portfolija za ω∗1 6= 0, 1
manja od varijanse pojedinačnih aktiva.
Primetimo da ukoliko imamo ograničenje na težinksim koeficijentima ωi ∈ [0, 1], i = 1, 2 minimalna
varijansa portfolija ne mora biti manja od pojedinačnih varijansi ukoliko je ω∗1 6∈ [0, 1]. U tom slučaju će
minimalna varijansa biti jednaka min{σ21, σ22}.

Diversifikaciju možemo posmatrati kroz sledeća tri slučaja:

• Aktive su negativno korelisane: Kod ove vrste diversifikacije težinski koeficijenti dodeljeni
svakoj od aktiva su pozitivni. Drugim rečima investitor obe aktive drži u svom posedu u odred̄enoj
proporciji. Tada je drugi deo gore navedene formule za varijansu portfolija negativan i na taj način
smanjuje varijansu čitavog portfolija. Ekonomska interpretacija ove vrste diversifikacije je sledeć
a: Ukoliko investitor ulaže celokupna sredstva u samo jednu aktivu njegov profit zavisi isključivo
od ponašanja date aktive. Ako pak odluči da uloži sredstva u još jednu, sa postojećom aktivom
negativno korelisanu aktivu tada će druga aktiva imati ulogu korektora. Drugim rečima ukoliko
prva aktiva registruje pad u prinosu tada bi druga aktiva s obzirom na negativnu korelaciju trebala
da registruje rast i na taj način ublaži gubitak. Ako med̄utim prva aktiva ostvari rast, druga aktiva
bi trebala da ostvari pad i na taj način ublaži dobitak. Na taj način je rizik, ali i očekivani prinos
smanjen. Analogija ostaje ista uključivanjem više aktiva u portfolio.
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• Aktive su pozitivno korelisane: Diversifikacija u slučaju kada su aktive pozitivno korelisane
predstavlja netipičan vid smanjenja rizika. Sprovodi se tako što dozvoljavamo negativne težinske
koeficijente tj. kratke pozicije. Vratimo se na primer sa dve aktive. Neka je ω1 > 0 i ω2 < 0.
Ukoliko prva aktiva ostvari pad, isto bi trebala da učini i druga aktiva, ali kako smo nju kratko
prodali pad u njenom prinosu nam donosi dobitak i tako ublažava pad prve aktive. Ukoliko pak
prva aktiva ostvari rast, rast će ostvariti i druga aktiva što nam ne ide u korist jer cena po kojoj
treba da otkupimo aktivu i vratimo je brokeru raste i samim tim ublažava rast prinosa prve aktive.
To je upravo razlog zbog kojeg se držanje kratke pozicije kao način diversifikacije preporučuje uz
veliki oprez i u malim količinama.

3.2 Pojam nelinearnog programiranja

Posmatrajmo problem:

min
x

f(x)

t.d. x ∈ S
(3.2)

gde je f : Rn → R i S ⊂ Rn. Skup S nazivamo dopustiv skup, a problem 3.2 je opšta forma
problema nelinearnog programiranja.

Neophodno je znati razliku izmed̄u dve vrste rešenja ovakvog problema.

Definicija 3.2.1 (Lokalni minimizator) Tačka x∗ ∈ S je lokalni minimizator funkcije f na S ako i
samo ako postoji ε > 0 tako da je f(x) ≥ f(x∗) za sve x ∈ S za koje je ‖x − x∗‖ < ε. Ako je
f(x) > f(x∗) za sve x ∈ S za koje je x 6= x∗ i ‖x − x∗‖ < ε onda kažemo da je x∗ striktni lokalni
minimizator.

Definicija 3.2.2 (Globalni minimizator) Tačka x∗ ∈ S je globalni minimizator funkcije f na S ako i
samo ako je f(x) ≥ f(x∗) za sve x ∈ S. Ako je f(x) > f(x∗) za sve x ∈ S za koje je x 6= x∗ tada
kažemo da se radi o striktnom globalnom minimizatoru funkcije f na skupu S.

Analogno se definišu lokalni i globalni maksimizator.

Napomena: Maksimizacija funkcije f ekvivalentna je minimizaciji funkcije −f pa ćemo na dalje bez
umanjenja opštosti govoriti samo o minimizaciji.

Kod problema optimizacije razlikujemo dva slučaja: problem minimizacije bez ograničenja i prob-
lem minimizacije sa ograničenjima. Navodimo uslove optimlanosti za oba slučaja.

3.2.1 Uslovi optimalnosti za problem minimizacije bez ograničenja

Posmatrajmo slučaj kada je dopustivi skup S = Rn. Tada je problem 3.2 problem nelinearnog programi-
ranja bez ograničenja.

Teorema 3.2.3 (Potrebni uslovi prvog reda) Neka je f : Rn → R, f ∈ C1. Ako je x∗ lokalni mini-
mizator funkcije f na Rn onda je:

∇f(x∗) = 0.

Teorema 3.2.4 (Potrebni uslovi drugog reda) Neka je f : Rn → R, f ∈ C2. Ako je x∗ ∈ Rn lokalni
minimizator funkcije f na Rn onda je:
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1. ∇f(x∗) = 0

2. ∇2f(x∗) je pozitivno semidefinitna matrica.

Teorema 3.2.5 (Dovoljni uslovi drugog reda) Neka je f : Rn → R, f ∈ C2. Ako je x∗ ∈ Rn,
∇f(x∗) = 0 i ∇2f(x∗) je pozitivno definitna, onda je x∗ striktni lokalni minimizator funkcije f na
Rn.

Kako prilikom optimizacije portfolija uvek imamo bar jedno ograničenje na težinskim koeficijentima
u vidu budžetske jednakosti u ovom radu ćemo se baviti problemom minimizacije sa ograničenjima.

3.2.2 Uslovi optimalnosti za problem minimizacije sa ograničenjima

Problem minimizacije sa ograničenjima se može podeliti na tri slučaja u zavisnosti od tipa ograničenja:
problem sa ograničenjima tipa jednakosti, problem sa ograničenjima tipa nejednakosti, problem sa ograničenjima
tipa jednakosti i nejednakosti.

Minimizacija sa linearnim ograničenjima tipa jednakosti

Ovaj tip problema predstavlja najjednostavniji problem optimizacije sa ograničenjima. Posmatramo
sledeći problem:

min
x

f(x)

t.d. Ax = b
(3.3)

gde je A ∈ Rm×n, 1 ≤ m < n i rang(A) = m.

Za skup S = {x ∈ Rn : Ax = b} kažemo da je dopustiv skup problema 3.3. Dopustiv skup
predstavlja skup vektora koji zadovoljavaju sistem linearnih jednačina:

Ax = b.

Za n = 2 dopustiv skup je prava. Za n = 3 i m = 1 to je ravan, a za n = 3 i m = 2 prava. Uopšteno
ako je m = n− 1 radi se pravoj, za m = n− 2 imamo ravan.

Skup S je povezan sa skupom rešenja homogenog sistema linearnih jednačina Ax = 0. Ovaj skup
se naziva nula-prostor matrice A i ozvačava sa N(A). Kako je rang(A) = m to je skup N(A) ⊂ Rn
dimenzije n−m. Kako je rang(A) = m i A ∈ Rm×n, 1 ≤ m < n vrste matrice A čine skup linearno
nezavisnih vektora i generišu potprostor dimenzije m koji je ortogonalan na N(A) (po definiciji nula-
prostora). Skup koji vrste matrice A generišu je, u stvari, skup slika matrice AT u oznaci Im(AT ).

Za potprostore N(A) i Im(A) znamo da važi:

Rn = Im(A) +N(A)

i

Im(A) ∩N(A) = 0.

Ako je d ∈ N(A) i x̃ je rešenje sistemaAx = b onda je i x = x̃+αd rešenje istog sistema. Ukoliko d
posmatramo kao pravac, α kao dužinu koraka tada prethodnu rečenicu možemo da tumačimo na sledeći
način: od tačke x̃ se možemo udaljavati proizvoljno mnogo po pravcu d ∈ N(A) bez opasnosti da ćemo
izaći iz dopustivog skupa S. Zbog toga skup N(A) nazivamo skup dopustivih pravaca.
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Neka je {z1, z2, ..., zm} baza prostora N(A) i neka je Z ∈ Rn×m matrica čije su kolone zi, i =
1, 2, ...,m. Tada za svako d ∈ N(A) postoji γ ∈ Rm takvo da važi:

d = zγ.

Ako je x̃ rešenje sistema Ax = b onda skup S možemo zapisati kao:

S = {x ∈ Rn : x = x̃+ zγ, γ ∈ Rm}.

Ovakva definicija skupa S dovodi nas do definicije sledeće funkcije, ϕ : Rm → R:

ϕ(γ) = f(x̃+ zγ).

Sada se problem bez ograničenja sa početka svodi na:

min
γ

ϕ(γ) (3.4)

Teorema 3.2.6 Vektor γ∗ je lokalni (globalni) minimum funkcijeϕ na Rm ako i samo ako je x∗ = x̃+zγ∗

lokalni (globalni) minimum problema 3.3.

Potreban uslov prvog reda za problem 3.4 je:

∇ϕ(γ∗) = 0.

S obzirom na definiciju funkcije ϕ važi ϕ(γ) = f(g(γ)), gde je g : Rm → Rn definisana sa
g(γ) = x̃+ zγ. Na osnovu pravila za izvod složene funkcije zaži:

ϕ′(γ) = f ′(g(γ))g′(γ) = ∇T f(g(γ))z.

pa je gradijent funkcije ϕ dat sa:

∇ϕ(γ) = zT∇f(g(γ)).

Sada uslov prvog reda možemo zapisati na sledeći način:

∇ϕ(γ∗) = z∇f(x̃+ zγ∗) = zT∇f(x∗) = 0.

Na osnovu teoreme 3.2.6 prethodnu jednačinu tumačimo ovako: potreban uslov prvog reda da x∗

bude lokalni minimizator problema 3.3 je:

zT∇f(x∗) = 0. (3.5)

Iz 3.5 sledi da je∇f(x∗) ortogonalno na N(A) što znači da∇f(x∗) ∈ Im(AT ). Dalje ovo znači da
je∇f(x∗) linearna kombinacija vrsta matrice A. Drugim rečima, postoji λ∗ ∈ Rm takvo da je:

∇f(x∗) = ATλ∗ (3.6)

Zaključujemo da ako je x∗ lokalni minimizator problema 3.3, onda je na osnovu 3.6 postoji λ∗ ∈ Rm
tako da je (x∗, λ∗) rešenje sledećeg sistema od n+m jednačina:

f(x∗) = ATλ∗

Ax∗ = b
. (3.7)

Znamo da je svako rešenje problema 3.3 ujedno i rešenje sistema 3.7. Obrnuto ne mora da važi
i zbog toga je neophodno definisati uslove drugog reda koji će garantovati da je rešenje sistema 3.7
rešenje problema 3.3.
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Napomena: λ∗ ∈ Rm se naziva vektor Lagranžovih množitelja pridružen vektoru x∗.

Potreban uslov drugog reda za rešenje problema 3.4 je:

∇2ϕ(γ∗) ≥ 0.

Kako je∇ϕ(γ) = zT∇f(x̃+ zγ), na osnovu pravila za izvod složene funkcije imamo:

∇2ϕ(γ) = zT∇2f(x̃+ zγ)z.

Sada iz uslova∇2ϕ(γ∗) ≥ 0 sledi:

zT∇2f(x∗)z ≥ 0.

Matrica zT∇2f(x∗)z ∈ Rm×m je pozitivno semidefinitna ako je:

yT∇2f(x∗)y ≥ 0, za sve y ∈ N(A).

Dakle, dovoljni uslovi drugog reda se mogu definisati na sledeći način:
Vektor x∗ je rešenje problema 3.3 ako je Ax∗ = b i ako važi:

1. zT∇f(x∗) = 0

2. zT∇2f(x∗)z > 0.

Minimizacija sa linearnim ograničenjima tipa nejednakosti

Posmatrajmo problem:

min
x

f(x)

t.d. Ax ≤ b
(3.8)

gde je x ∈ Rn, A ∈ Rm×n.

Neka je ai = (ai1, ..., ain) i-ta vrsta matrice A. Dopustiv skup možemo zapisati kao:

S = {x ∈ Rn : aix ≤ bi, i = 1, ...,m}.

Svaka nejednakost aix ≤ bi koja definiše dopustiv skup definiše jedan potprostor prostora Rn.
Taj potprostor nalazi se sa suprotne strane potprostora aix = b koju pokazuje vektor ai. Prethodno
objašnjenje ilustrovano je na sldećem grafiku za n = 2,m = 1 tj. za dopustiv skup S = {x ∈ R2 :
a1x ≤ b1}.
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Slika 3.1: Primer dopustivog skupa

U problemu 3.8 dopustiv skup S se sastoji od preseka m poluprostora. Jedan takav skup S za n = 2
i m = 5 dat je na sledećem grafiku:

Slika 3.2: Primer dopustivog skupa

Za tačku x ∈ S treba da odredimo dopustive pravce, tj. pravce po kojima se možemo kretati od
tačke x tako da ostanemo u skupu S. Matematički zapisano d ∈ Rn je dopustiv pravac za tačku x ∈ S
ako i samo ako postoji γ̄ > 0 tako da x+ γd ∈ S za sve γ ∈ [0, γ̄].

Svakom elementu dopustivog skupa x ∈ S možemo pridužiti broj r(x), 0 ≤ r(x) ≤ m, koji
predstavlja broj restrikcija za koje je ispunjeno aix = bi. Za takve restrikcije kažemo da su aktivne u
tački x. Jedan primer aktivnih ograničenja dat je na slici 3.3:
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Slika 3.3: Primer dopustivog skupa

Za tačke na prethodnom grafiku važi: r(x1) = 0, r(x2) = 1 i r(x3) = 2.

Skup dopustivih pravaca za tačku x zavisi od aktivnih ograničenja u tački x. Ukoliko je r(x) = 0
onda je svaki pravac u tački x dopustiv.

Neka je x ∈ S takva da je r(x) = p za 0 < p ≤ m. Definišemo I(x) ⊂ {1, 2, ...,m} ≡ M na
sledeći način:

I(x) = {j ∈M : ajx = bj}.

I(x) predstavlja skup indeksa aktivnih ograničenja.

Za pravac d ∈ Rn i konstantu (dužinu koraka) α > 0 imamo da je x + αd ∈ S ako i samo ako je
A(x+ αd) ≤ b tj. ako je aj(x+ αd) ≤ bj , za svako j ∈M.

Neka je dato x ∈ S tj. tačka x takva da je ajx ≤ bj ,∀j ∈ M i pravac d ∈ Rn. Tada imamo da je za
sve j ∈M:

ajx ≤ bj

ajx+ αajd ≤ bj + αajd, α > 0

aj(x+ αd) ≤ bj + αajd

Sada imamo dve mogućnosti:

1. ajd ≤ 0,∀j ∈M
Kako je ajd ≤ 0 imamo da je:

aj(x+ αd) ≤ bj + αajd ≤ bj .

Kako ovo važi za svako j ∈M i za proizvoljno α > 0, tačka x+αd se nalazi u dopustivom skupu
za svako α > 0 tj. po pravcu d možemo da se krećemo beskonačno dugo, a da se i dalje nalazimo
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u dopustivom skupu. Zaključujemo, dakle, da je d koje zadovoljava ajd ≤ 0,∀j ∈ M dopustiv
pravac.

2. ∃j ∈M, ajd > 0

Neka je U = {j1, j2, ..., jk} skup koji se sastoji od indeksa onih ograničenja za koje je ajid > 0.
Uzimimo jedno ji ∈ U . Za ovakvo ji imamo da pripadnost tačke x+αd dopustivom skupu zavisi
od parametra α > 0. Drugim rečima postojaće ᾱ > 0 takvo da za sve α ∈ [0, ᾱ] važi x+ αd ∈ S
tj. aji(x + αd) ≤ bji , dok za α ∈ (ᾱ,∞) važi x + αd /∈ S tj. aji(x + αd) > bji . Konstanta ᾱ
predstavlja najveću dužinu koraka po pravcu d sa kojim se i dalje nalazimo u dopustivom skupu, tj.
minimalnu dužinu koraka po pravcu d za koji je aji(x + αd) = bji . Stoga parametar ᾱ dobijamo
iz sledeće jednačine:

aji(x+ ᾱd) = bji

odakle vidimo da je:

ᾱ =
bji − ajix
ajid

.

Neka je sada

α̃ = min
j∈M
ajd>0

bj − ajx
ajd

.

Za ovako odred̄eno α̃ sledi da je aj(x + αd) ≤ bj za sve j ∈ M, d ∈ Rn i α ∈ [0, α̃] tj. d je
dopustiv pravac.

Kako smo sada odredili dopustive pravce za proizvoljnu tačku x ∈ S možemo preći na odred̄ivanje
uslova optimalnosti.

Za dato x ∈ S neophodno je odrediti dopustive opadajuće pravce. Po dopustivim opadajućim prav-
com podrazumevamo pravac d ∈ Rn po kojem funkcija f(x) opada tj. za koji važi:

∇T f(x)d < 0.

Ako takav dopustiv pravac postoji tačka x sigurno nije lokalni minimum, jer bismo od nje mogli da
se pomerimo po dopustivom opadajućem pravcu u tačku koja se i dalje nalazi u dopustivom skupu S za
koju je vrednost funkcije f manja nego u x. Analiza zavisi od aktivnih ograničenja:

• Ako je r(x) = 0 onda se tačka nalazi u unutrašnjosti dopustivog skupa i potrebni uslovi za mini-
mum su isti kao i za problem bez ograničenja.

• Ako je r(x) ≥ 1, onda su uslovi optimalnosti definisani sledećim tvrd̄enjem:

Teorema 3.2.7 Posmatramo problem:

min
x

f(x)

t.d. Ax ≤ b
(3.9)

gde je f ∈ C1 i x∗ ∈ S takvo da je 1 ≤ r(x∗) ≤ m. Neka je I(x∗) ⊂ M, I(x∗) = I =
{i1, i2, ..., ir(x∗)} skup aktivnih ograničenja tj.:

ajx
∗ = bj , j ∈ I(x∗).

26



Neka je daljeAI ∈ Rr(x∗)×n podmatrica matriceA čije su vrste one koje imaju indekse u skupu I .
Pored toga, neka je bI ∈ Rr(x∗) deo vektora b čije su vrste, takod̄e one koje imaju indekse u skupu
I tj.:

bI = (bi1 , bi2 , ..., bir(x∗))
T

i neka je r(AI) = r(x∗).

Ako je x∗ lokalni minimizator posmatranog problema onda postoji λ ∈ Rr(x∗) tako da je:

∇f(x∗) =

r(x∗)∑
k=1

λkaik

gde je λk ≤ 0 i 1 ≤ k ≤ r(x∗), a aik vrste matrice AI , odnosno:

∇f(x∗) = ATI λ

gde je λ ∈ Rr(x∗), λk ≤ 0 i 1 ≤ k ≤ r(x∗).

Teorema 3.2.8 Neka je f ∈ C2, a x∗ lokalni minimizator problema 3.9. Tada važi:

1. Postoji λ ∈ Rr(x∗) tako da je:

∇f(x∗) = ATI λ,

gde je λi ≤ 0, i ∈ {1, 2, ..., r(x∗)}
2. Za sve y ∈ N(AI) važi:

yT∇2f(x∗)y ≥ 0.

Teorema 3.2.9 Neka je f ∈ C2 i x∗ ∈ S. Ako je:

∇f(x∗) = ATI λ

za λi ≤ 0, i ∈ {1, 2, ..., r(x∗)} i:

yT∇2f(x∗)y > 0

za sve y ∈ AJ , y 6= 0 gde je J = {i ∈ {1, 2, ..., r(x∗)} : λi < 0}, onda je x∗ lokalni minimizator
problema 3.9.

Ovim su dati uslovi prvog i drugog reda za lokalni minimizator problema 3.9.

Minimizacija sa linearnim ograničenjima tipa jednakosti i nejednakosti

Opšti oblik problema minimizacije sa ograničenjima tipa jednakosti i nejednakosti može se zapisati u
sledećem obliku:

min
x

f(x)

t.d. Ax = b

Wx ≤ c,

(3.10)
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gde je A ∈ Rm×n, m < n, rang(A) = m i W ∈ Rp×n, b ∈ Rm, c ∈ Rp.
Dopustivi skup S je poliedar u Rn definisan sa:

S = {x ∈ Rn : Ax = b,Wx ≤ c}.

Primetimo da su ograničenja data vrstama matrice A uvek aktivna pa je skup aktivnih ograničenja za
dopustivu tačku x dat sa:

I(x) = {1, 2, ...,m, i1, i2, ..., iS(x)}.

Sa J(x) = {i1, i2, ..., iS(x)} označimo skup indeksa koja odgovaraju aktivnim ograničenima datim
vrstama matrice W . Važi nejednakost 0 ≤ S(x) ≤ p. Ako je r(x) ukupan broj aktivnih ograničenja u
tački x onda važi:

m ≤ r(x) ≤ m+ p.

Koristeći iste argumente kao u prethodnim poglavljima za odred̄ivanje dopustivih pravaca polazeći
od dopustive tačke x lako se pokazuje da je pravac d ∈ Rn dopustiv za x ako i samo ako je Ad = 0 i
ako je wjd ≤ 0 za sve j ∈ J(x).

Potrebni uslovi prvog i drugog reda su u ovom slučaju generalizacija uslova za prethodne dve vrste
problema.

Teorema 3.2.10 Neka je u problemu 3.10 zadovoljeno f ∈ C1 i neka je x∗ ∈ S takvo da je m ≤
r(x∗) ≤ n i S(x∗) ≥ 1. Neka su I(x) = {1, 2, ...,m, i1, i2, ..., iS(x∗)}, J(x) = {i1, i2, ..., iS(x∗)}
skupovi indeksa takvi da je wjd = cj ako i samo ako je j ∈ J . Označimo sa WJ podmatrica matrice W
čije su vrste one čiji su indeksi u J i sa cJ ∈ RS(x∗) vektor formiran od vektora c na isti način.

Neka je matrica B ∈ R(m+S(x∗))×n:

B =

[
A
WJ

]
(3.11)

pri čemu je r(B) = r(x∗). Ako je x∗ lokalni minimizator za 3.10 onda postoji λ ∈ Rm i µ ∈ RS(x∗)
takvi da je:

∇f(x∗) = ATλ+W T
J µ

gde je µk ≤ 0, 1 ≤ k ≤ S(x∗). Ovi uslovi nazivaju se Kuhn–Tuckerovi uslovi.

Teorema 3.2.11 Neka je f ∈ C2 i x∗ lokalni minimizator problema 3.10. Neka su još r(x∗), s(x∗), J i
B definisani kao u prethodnoj teoremi. Tada važi:

1. Postoji λ ∈ Rm i µ ∈ Rs(x∗) takvi da je:

∇f(x∗) = ATλ+W T
J µ

µk ≤ 0

1 ≤ k ≤ s(x∗)

2. yT∇2f(x∗)y ≥ 0 za sve y ∈ N(B).

Teorema 3.2.12 Neka je f ∈ C2, x∗ ∈ S i neka x∗ zadovoljava:
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1. λ ∈ Rm i µ ∈ Rs(x∗) takvi da je:

∇f(x∗) = ATλ+W T
J µ

µk ≤ 0

1 ≤ k ≤ s(x∗)

2. Za sve y ∈ N(B̃) je:

yT∇2f(x∗)y > 0

gde je:

B̃ =

[
A
WK

]
(3.12)

K = {j ∈ J : µj < 0}.

Tada je x∗ lokalni minimizator problema 3.10.

3.2.3 Kvadratno programiranje

Kvadratno programiranje predstavlja specijalan slučaj nelinearnog programiranja kod kojeg je funkcija
cilja kvadratna, a ograničenja linearna.

Neka je dato n ∈ N promenljivih i m ∈ N ograničenja na tim promenljivima. Sa xi, i ∈ {1, 2, ..., n}
označimo promenljive, koje možemo zapisati i u vidu vektora x ∈ Rn. Neka je još dat vektor f ∈ Rn i
simetrična matrica H ∈ Rn×n. Tada je funkcija cilja data sledećom formulom:

1

2
xTHx+ cTx.

Ograničenja definišemo pomoću matrice A ∈ Rm×n i vektora b ∈ Rm, a zapisujemo ih na sledeći
način:

Ax ≤ b.

Sada problem kvadratnog programiranja možemo predstaviti na sledeći način:

min
x

1

2
xTHx+ cTx

t.d. Ax ≤ b
(3.13)

Kako je kvadratno programiranje specijalan slučaj nelinearnog programiranja, uslovi optimalnosti za
opšti problem kvadratnog programiranja isti su kao i uslovi optimalnosti kod nelinearnog programiranja.
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3.3 Algoritmi za rešavanje problema optimizacije

Problem optimizacije moguće je rešiti direktno i iterativno, egzaktno i približno.

Direktno rešavanje moguće je u malom broju slučajeva i to kada funkcija cilja ima ”lepe” osobine
kao sto su konveksnost i diferencijabilnost. Mnogo zahtevniji i rasprostranjeniji slučaj u stvarnosti jeste
iterativno dolaženje do rešenja problema optimzacije. Pod iterativnim rešavanjem problema optimizacije
podrazumeva se pronalaženje algoritma pomoću kojeg se u konačnom broju koraka dolazi do rešenja.
Generalno govoreći algoritam predstavlja pravilo, A, koje nas od tačke xk dovodi do tačke xk+1 koja je
bliža rešenju problema tako da niz x1, x2, x3, ... konvergira ka tačnom rešenju problema optimizacije.

Egzaktno rešavanje problema optimizacije podrazumeva pronalaženje tačnog rešenja problema. Do
ovakvog rešenja može se doći direktno i iterativno. Približno rešenje problema optimizacije podrazumeva
pronalaženje rešenja koje približno zadovoljava uslove optimalnosti. Tako npr. približno rešenje prob-
lema može biti ono za koje je pad po svim dopustivim pravcima manji od tolerisanog. Do približnog
rešenja dolazi se uglavnom iterativnim putem.

Odabir algoritma za rešavanje problema nelinearne optimizacije biće od značaja u radu na realnim
podacima u softverskom paketu Matlab o kojem će više reči biti u kasnijim poglavljima.

3.4 Model 1 - Markowitzov model

Markowitzov model dobio je ime po američkom ekonomisti Harryju Markowitzu koji je ovaj model op-
timizacije portfolija objavio 1952. godine u jednom članku, a 1959. godine i u knjizi. Model je nazvao
”Teorija portfolija”, ali je on danas poznat kao ”Moderna teorija portfolija” ili jednostavno ”Markowit-
zov model”. Markowitz je Nobelovu nagradu za ekonomiju dobio 1990. godine.

Glavna karakteristika ovog modela je varijansa portfolija kao funkcija cilja koju želimo da mini-
miziramo. Uključiti samo varijansu u model nije dovoljno jer bi model kao rezultat dao portfolio čija
je varijansa jednaka nuli ne obazirući se na prinos portfolija, koji bi mogao biti i negativan. Dakle,
neophodno je u ograničenjima modela definisati željani prinos koji bi optimalan portfolio trebalo da ost-
vari. Od ostalih ograničenja javlja se još budžetsku jednakost koja govori da je suma težinskih koefici-
jenata jednaka jedan što obezbed̄uje trošenje sredstava koje posedujemo u celosti. Poslednje ograničenje
predstavlja intervalno ograničenje težinskih koeficijenata. Pretpostavka Markowitzovog modela je da
investitori preferiraju nizak rizik i fiksiran nivo očekivanog prinosa. Model sada, uz pretpostavku sta-
cionarnosti, možemo zapisati na sledeći način:

min
ωi,i=1,2,3,...,n

σ2π

t.d. µπ = µ
n∑
i=1

ωi = 1

lb ≤ ωi ≤ ub, i = 1, 2, ..., n

(3.14)

ili ekvivalentno:
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min
ωi,i=1,2,3,...,n

n∑
i=1

ω2
i σ

2
i + 2

n∑
i=1

∑
j<i

ωiωjσij

t.d.
n∑
i=1

ωiµi = µ

n∑
i=1

ωi = 1

lb ≤ ωi ≤ ub, i = 1, 2, ..., n

(3.15)

Pri tome µ označava željani prinos investitora.

Ovaj problem dakle predstavlja problem optimizacije nelinearne, kvadratne funkcije od n promenljivih
sa ograničenjima tipa jednakosti. S obzirom na to da ćemo u kasnijim poglavljima raditi sa realnim po-
dacima, tj. da ćemo ovaj problem primeniti na uzoraku od n strategija obima N dana i da za očekivani
prinos, varijansu i kovarijansu koristimo njihove ranije navedene ocene 2.1, 2.2 i 2.3 navedeni problem
se svodi na:

min
ωi,i=1,2,3,...,n

n∑
i=1

ω2
i

1

N

N∑
t=1

(ri(t)−
1

N

N∑
k=1

ri(k))2 + 2

n∑
i=1

∑
j<i

ωiωj
1

N

N∑
t=1

(ri(t)−
1

N

N∑
k=1

ri(k))(rj(t)−
1

N

N∑
k=1

rj(k))

t.d.
n∑

i=1

ωi
1

N

N∑
t=1

ri(t) = µ

n∑
i=1

ωi = 1

lb ≤ ωi ≤ ub, i = 1, 2, ..., n
(3.16)

Postavlja se pitanje kako izgleda dopustivi skup ovog problema.

Da bismo to ilustrovali posmatrali smo nasumično izabranih pet strategija kojima smo na slučajan
način dodelili težinske koeficijente čiji je zbir jednak jedan. Za tako dobijen portfolio izračunali smo
standardnu devijaciju i očekivan prinos, dobijajući na taj način jednu tačku u σ − r ravni. Ravan σ −
r predstavlja ravan na čijoj je x osi predstavljena standardna devijacija, a na y osi očekivani prinos.
Postupak smo ponovili hiljadu puta i na taj način dobili hiljadu tačaka koje smo predstavili na sledećem
grafiku :
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Slika 3.4: Dopustivi skup kod Markowitzovog modela

Ukoliko želimo da za fiksiran očekivani prinos odredimo strategiju sa minimalnom varijansom tada
će se ona naći na samoj granici dopustivog skupa koja je prikazana na slici 3.4. Obrnuto, ako želimo da
za fiksiran nivo varijanse odredimo portfolio sa maksimalnim očekivanim prinosom tada će se rezultujući
portfolio naći ponovo na granici dopustivog skupa i to na gornjoj polovini granice.

Slika 3.5: Granica dopustivog skupa

Upravo gornji deo granice dopustivog skupa nazivamo efikasnom granicom (engl. efficient frontier).

Do sada smo u portfolio uključivali samo rizične aktive. Razmortimo sada slučaj u kojem nam
na raspolaganju pored n rizičnih aktiva stoji i jedna bezrizična aktiva sa prinosom rf . Ovakva aktiva
nije korelisana ni sa jednom od rizičnih aktiva, a kako joj je varijansa jednaka nuli ona neće uticati na
varijansu portfolija u koji je uključena, pa će varijansa portfolija biti:

σπ =

n∑
i=1

ω2
i σ

2
i + 2

n∑
i=1

∑
j<i

ωiωjσij .

S druge strane očekivani prinos portfolija od n rizičnih i jedne bezrizične aktive izražen je sledećom
formulom:

µπ =

n∑
i=1

ωiµi + ωn+1rf .

Kako sada izgleda dopustivi skup? Neka takva aktiva gradi novi portfolio sa nekim od portfolija iz
dopustivog skupa problema 3.14. Taj portfolio nalaziće se na pravoj koja prolazi kroz tačke (0, rf ) i
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(σπ, µπ) gde su σπ i µπ redom standardna devijacija i očekivani prinos portfolija iz dopustivog skupa.
Ukoliko ovaj postupak ponovimo za svaki portfolio iz dopustivog skupa dobijamo novi dopustiv skup
problema u koji je uključena i bezrizična aktiva. Njegov prikaz dat je na sldećem grafiku:

Slika 3.6: Dopustiv skup Markowitzovog modela koji uključuje bezrizičnu aktivu

Efikasna granica ovakvog dopustivog skupa, po analogiji od ranije je gornja granica dopustivog
skupa.

3.5 Model 2 - Sharpeov količnik kao funkcija cilja

Kod ovog modela za funkciju cilja uzimamo Sharpeov količnik portfolija. S obzirom na raniju defini-
ciju očekivanog prinosa i varijanse portfolija, a uz pretpostavku o stacionarnosti prinosa imamo da je
Sharpeov količnik nezavisan od vremena, pa ima sledeći oblik:

Sharpeπ =
√

252
µπ
σπ

=

n∑
i=1

ωiµi

n∑
i=1

ω2
i σ

2
i + 2

n∑
i=1

∑
j<i

ωiωjσij

.

Iz same formule je jasno da je Sharpeov količnik neophodno maksimizirati ukoliko želimo da ostva-
rimo što veći očekivani prinos i što manji rizik odnosno varijansu. Tada model izgleda kao što sledi:

max
ωi,i=1,2,3,...,n

Sharpeπ

t.d.
n∑
i=1

ωi = 1

lb ≤ ωi ≤ ub, i = 1, 2, ..., n

(3.17)

ili ekvivalentno:
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max
ωi,i=1,2,3,...,n

√
252

n∑
i=1

ωiµi

n∑
i=1

ω2
i σ

2
i + 2

n∑
i=1

∑
j<i

ωiωjσij

t.d.
n∑
i=1

ωi = 1

lb ≤ ωi ≤ ub, i = 1, 2, ..., n

(3.18)

S obzirom na ocene očekivane vrednosti, disperzije i kovarijanse 2.1, 2.2 i 2.3 imamo da problem
zapravo prima oblik:

max
ωi,i=1,2,3,...,n

√
252

n∑
i=1

ωi
1
N

∑
t=1

ri(t)

N∑
i=1

ω2
i

1
N

N∑
t=1

(ri(t)− 1
N

N∑
k=1

ri(k))2 + 2
n∑

i=1

∑
j<i

ωiωj
1
N

N∑
t=1

(ri(t)− 1
N

N∑
k=1

ri(k))(rj(t)− 1
N

N∑
k=1

rj(k))

t.d.
n∑

i=1

ωi = 1

lb ≤ ωi ≤ ub, i = 1, 2, ..., n
(3.19)

Rezultujući portfolio ovakvog problema nalazi se na efikasnoj granici dopustivog skupa za slučaj
kada nam je na raspolaganju i bezrizična aktiva. On se nalazi baš u tački dodira efikasnih granica do-
pustivih skupova problema koji uključuje bezrizičnu aktivu i onog koji je ne uključuje. Taj portfolio
je prikazan na slici 3.6 i označen je sa M . Kako smo ranije pretpostavili da je bezrizična stopa pri-
nosa jednaka nuli, optimalan portfolio problema 3.17 će se nalaziti u temenu parabole dopustivog skupa
problema 3.14.

3.6 Model 3 - Calmarov količnik kao funkcija cilja

Calmarov količnik kao funkcija cilja predstavlja sledeći nivo u optimizaciji portfolija. S obzirom na
definiciju Calmarovog količnika i očekivanog prinosa portfolija, Calmarov količnik za ceo portfolio ima
sledeći oblik:

Calmarπ = 252
µπ

E(WDDπ(t))
=

n∑
i=1

ωiµi

E(WDDπ(t))
.

Ponovo, iz formule je jasno da želimo da maksimiziramo Calmarov količnik portfolija jer ćemo na
taj način maksimizirati očekivani prinos i minimizirati pad u prinosu. Ograničenja i pretpostavke ostaju
isti kao i kod ranijih modela, pa model izgleda ovako:

max
ωi,i=1,2,3,...,n

Calmarπ

t.d.
n∑
i=1

ωi = 1

lb ≤ ωi ≤ ub, i = 1, 2, ..., n

(3.20)

ili ekvivalentno:
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max
ωi,i=1,2,3,...,n

252

n∑
i=1

ωiµi

E(WDDπ(t))

t.d.
n∑
i=1

ωi = 1

lb ≤ ωi ≤ ub, i = 1, 2, ..., n

(3.21)

Kako u ovom radu podrazumevamo rad na uzorku od N dana i n strategija, s obzirom na statističke
ocene očekivanog prinosa portfolija, problem 3.21 možemo zapisati na sledeći način:

max
ωi,i=1,2,3,...,n

252

n∑
i=1

ωi
1
N

N∑
t=1

ri(t)

E(WDDπ(t))

t.d.
n∑
i=1

ωi = 1

lb ≤ ωi ≤ ub, i = 1, 2, ..., n

Primetimo da u zapisu modela nismo koristili nikakvu ocenu za E(WDDπ(t)). Razlog za to je
nemogućnost pronalaženja analitičkog oblika ovog očekivanja. Umesto toga, do vrednostiE(WDDπ(t))
dolazimo na sledeći način:

Neka je data aktiva sa kumulativnim prinosom ci, i = 1, 2, ..., N , gde je N broj dana za koje
raspolažemo sa podacima. Recimo da hoćemo da izračunamo E(WDD(t)) u trenutku T ≤ N . Sada je
neophodno da za svaki od dana i ∈ {1, 2, ..., T} izračunamo vrednost max{ck, k = 1, 2, ..., i} − ci. Na
taj način dobijamo niz od T vrednosti med̄u kojima je neophodno naći maksimalnu koja će biti vrednost
maksimalnog pada u kumulativnom prinosu u trenutku T .

3.7 Model 4 - Linearna kombinacija kao funkcija cilja

Do sada su predstavljeni modeli koji u funkciju cilja uključuju standardne mere rizika. Postavlja se
pitanje da li se uspešnost standardnih mera rizika može unaprediti. Pod pretpostavkom da je takvo un-
apred̄enje moguće osmišljeni su modeli 4 i 5.

Četvrti model odnosi se na posmatranje konveksne kombinacije varijanse, Sharpeovog i Calmarovog
količnika kao funkcije cilja. Funkcija koju ćemo u tu svrhu razmatrati ima sledeći oblik:

φ(a, b, c, ω1, ω2, ..., ωn) = −aSharpeπ + bσπ − cCalmarπ,

pri čemu važi a+ b+ c = 1. Sada problem optimizacije ima sledeći oblik:

min
ωi,i=1,2,3,...,n;a,b,c

− aSharpeπ + bσπ − cCalmarπ

t.d.
n∑
i=1

ωi = 1

a+ b+ c = 1

lb ≤ ωi ≤ ub, i = 1, 2, ..., n

(3.22)
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Primenjujući statističke ocene očekivanja, varijanse i kovarijanse na uzorak od N dana za n strate-
gija dobijamo model sa kojim ćemo kasnije raditi, a čiji je zapis isuviše opširan i nepregledan da bi bio
prikazan ovde.

Kod ovog modela je bitno da se optimizacija vrši ne samo po težinskim koeficijentima, već i po ko-
eficijentima a, b i c.

Ovakva optimizacija rezultirala bi portfolijom koji istovremeno ima visoke vrednosti Sharpovog i
Calmarovog količnika i nisku varijansu.

3.8 Model 5 - Napredni algoritam

Model 5, pored modela 4, predstavlja drugi pristup pokušaju unapred̄enja standardnih mera rizika. Za
razliku od modela 4, u ovom segmentu koristićemo napredni algoritam podeljen u nekoliko koraka.

Napredni algoritam organizovan je kroz četiri optimizacije:

• Prva optimizacija: Prvo biramo okvir optimizacije od N dana. Na njemu vršimo optimizaciju
datu u Modelu 2 kod kojeg smo za funkciju cilja birali Sharpeov količnik. Težinski koeficijenti
dobijeni iz ove optimizacije služiće nam kao referenca za dalje optimizacije. Označimo tako do-
bijene težinske koeficijente sa ωsi, i = 1, 2, ..., n gde n označava broj strategija koje su nam na
raspolaganju.

• Druga optimizacija: Sa drugom optimizacijom ulazimo u niz optimizacija koje nas vode ka op-
timalnim težinskim koeficijentima po ovom algoritmu. U ovom koraku želimo da vidimo koji su
to optimalni težinski koeficijenti na gore pomenutih N dana u smislu varijanse, a da su pri tome
ostvarili prinos bar jednak prinosu koji ostvaruju koeficijenti ωsi, i = 1, 2, ..., n. Dakle rešavamo
sledeći problem:

min
ωi,i=1,2,3,...,N

σπ

t.d.
n∑
i=1

ωi = 1

µπ ≥ µsπ
lb ≤ ωi ≤ ub, i = 1, 2, ..., n

(3.23)

Pri tome sa µsπ označavamo očekivan prinos strategije dobijene u prvoj optimizaciji na periodu
od prvog do N -tog dana. Težinske koeficijente dobijene u ovom koraku označavamo sa ωvi, i =
1, 2, ..., n.

• Treća optimizacija: U trećem koraku se pomeramo za k dana odN -tog dana i posmatramo period
od dana N + 1 do dana N + k. Na tom vremenskom intervalu potražićemo težinske koeficijente
optimalne na način koji nije obuhvaćen ni u prvoj ni u drugoj optimizaciji. Sada želimo da nad̄emo
koji su to koeficijenti bili optimalni na prethodno pomenutom periodu od k dana u smislu prinosa,
a da su pri tome ostvarili na istom tom periodu manju varijansu nego koeficijenti ωvi, i = 1, 2, ..., n
na periodu od prvog do N -tog dana. Dakle, rešavamo sledeći problem:
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max
ωi,i=1,2,3,...,n

µπ

t.d.
n∑
i=1

ωi = 1

σ2π ≤ σ2vπ
lb ≤ ωi ≤ ub, i = 1, 2, ..., n

(3.24)

Pri tome, sa σvπ označavamo varijansu portfolija čiji su težinski koeficijenti ωvi, i = 1, 2, ..., n.
Ovako dobijene koeficijente označavamo sa ωpi, i = 1, 2, ..., n. Dakle, do sada imamo dva seta
koeficijenata ωvi, ωpi, i = 1, 2, ..., n. Sada želimo da vidimo kako je dodatnih k dana uticalo na
koeficijente tj. da li ih je promenilo. Ukoliko se posmatrani koeficijenti poklapaju, oni predstavl-
jaju optimalne koeficijente sa kojima počinjemo ulaganje i algoritam staje. Ukoliko se ipak ne
poklapaju, prelazimo na četvrti korak tj. na četvrtu optimizaciju.

• Četvrta optimizacija: Četvrti korak sprovodimo na danN+k. Ideja je sledeća: Poslednji težinski
koeficijenti koje imamo su ωpi, i = 1, 2, ..., n. Sada želimo da odredimo koji su to težinski koefi-
cijenti najbliži njima takvi da:

– Maksimiziraju prinos portfolija od N + 1-og do N + k-tog dana.

– Minimiziraju varijansu portfolija od N + 1-og do N + k-tog dana. Pri tome, varijansu
računamo koristeći popravljenu matricu kovarijanse tj. matricu kovarijanse od prvog do N -
tog dana na kojoj je učinjena korekcija. Pretpostavljamo da je korekcija ranga jedan dovoljna
za približavanje stvarnoj matrici kovarijanse. Pod korekcijom ranga jedan proizvoljne ma-
trice A ∈ Rn×n podrazumevamo odabir vektora x ∈ Rn koji će matricu A korigovati u
matricu A′ na sledeći način:

A′ = A+ xxT

Drugim rečima, ako je matrica kovarijanse od prvog do N -tog dana označena sa Σ, tada
matricu sa korekcijom ranga jedan zapisujemo kao:

Σ′ = Σ + xxT .

Bitno je napomenuti da ćemo optimizaciju vršiti ne samo po težinskim koeficijentima, već i
po vektoru korekcije x.

Formirajmo sada funkciju cilja koju ćemo koristiti u četvrtom koraku. Ona ima sledeći oblik:

ψ(ω, x) = ω(Σ + xxT )ωT − µπ +K‖ω − ωpi‖2.

Primetimo da se u funkciji cilja nalazi i faktor K koji nazivamo kazneni faktor. Njega koristimo
kako bismo rastojanje izmed̄u težinskih koeficijenata sveli na isti red veličine kao i prva dva sabirka
u funkciji ψ.

Kod svake od optimizacija u ovom modelu koristimo statističke ocene za očekivanje, varijansu i
kovarijansu kao i u dosadašnjim modelima.
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4

Rad na realnim podacima

Realni podaci sa kojima radimo sastoje se od dnevnih prinosa za dvadeset dve strategije za period od
januara 2003. godine do decembra 2013. godine. Svaka strategija predstavlja tzv. korpu finansijskih
instrumenata čiji su prinosi svakodnevno praćeni i beleženi. Prinosi su dati u obliku matrice dimenzije
2864x22, P = [pij ], i = 1, 2, ..., 2864, j = 1, 2, ..., 22 pri čemu pij , i = 1, 2, ..., 2864, j = 1, 2, ..., 22
predstavlja prinos j-te strategije na i-ti dan.

4.1 Stacionarnost

Ukoliko ove podatke posmatramo kroz prizmu ranije pomenutih vremenskih serija svaka kolona ma-
trice P predstavljaće jednu vremensku seriju, tj. realizaciju stohastičkog procesa. Ranije smo takod̄e
napomenuli da ćemo pretpostaviti da su vremenske serije sa kojima radimo stacionarne. Pod stacionarnošću
podrazumevamo konstantno očekivanje i disperziju vremenske serije u odnosu na vreme. Ilustracije radi,
na sledećem grafiku je prikazana jedna od vremenskih serija sadržanih u matrici P :

Slika 4.1: Vremenska serija sa dve veće krize

Šta možemo zaključiti iz prethodnog grafika? Prvo što uočavamo je da se očekivanje date vremenske
serije ne menja puno u odnosu na vreme što se poklapa sa našom pretpostavkom. Druga stvar koja bi
trebala da bude ispunjena kako bi važila stacionarnost jeste konstantna disperzija. Možemo primetiti
da disperzija doživljava dva ”šoka”, pri čemu se prvi nalazi na prelazu izmed̄u 2008. i 2009. godine,
što se vremenski poklapa sa početkom svetske ekonomske krize. Sve strategije sa kojima se susrećemo
u ovom radu manifestuju upravo ovakvo ponašanje. Razlozi za povećanje disperzije u tom periodu su
mnogobrojni i kompleksni, ali većina ih se svodi na nedostatak poverenja investitora u finansijska tržišta
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na početku krize, što se odrazilo na povećanu volatilnost finansijskih instrumenata. Povećana volatil-
nost se kod različitih instrumenata manifestovala u različitim vremenskim intervalima. Drugi ”šok” koji
možemo da primetimo u kretanju prinosa na prethodnom grafiku dešava se 2011. godine što odgovara
evropskoj dužničkoj krizi.

Na sledećem grafiku prikazana je jedna od strategija koja naizgled ne ispoljava uticaj kriza na pri-
nosu, ili je on zanemarljivo mali. Ovakve strategije su dosta retke med̄u strategijama sa kojima radimo,
ali i generalno. Pretpostavljamo da je nereagovanje na krizu prouzrokovano specifičnošću strategije u
smislu odabira finansijskih instrumenata koji ulaze u nju.

Slika 4.2: Vremenska serija bez uticaja kriza

Većina strategija sa kojima radimo pokazuje reakciju na obe gore pomenute finansijske krize. Mali
deo njih pokazuje uticaj samo svetske finansijske krize ili nijedne što zavisi od specifičnosti korpe fi-
nansijskih insrtumenata koju čine date strategije. Logično je da korpe koje nisu vezane za evropsko
finansijsko tržište ne ispoljavaju uticaj evropske dužničke krize. U ovom trenutku pretpostavljamo da se
stacionarnost podrazumeva i da se ne mora proveravati, jer bi u slučaju da je neka od strategija sa kojima
radimo nestacionarna došlo do precenjivanja varijanse, što je daleko povoljniji scenario od potcenjivanja
iste.

4.2 Backtesting, Out-of-sample i Forwardtesting

Backtesting je metod testiranja modela na istorijskim podacima u cilju provere uspešnosi samog modela.
Jedan od razloga koji ovaj metod čini izuzetno korisnim jeste što nam dopušta da učinkovitost modela
proverimo, a da pri tom ne moramo da rizikujemo da izgubimo novac.

Out-of-sample testing je metod testiranja modela na podacima koji nisu korišćeni za samu konstruk-
ciju modela. Ovaj metod se koristi prilikom testiranja raznih modela optimizacije tako što se istorijski
podaci podele na dva dela: prvi, obično obimniji, in-sample deo, koji služi za optimizaciju i drugi, out-of
sample koji služi za testiranje rezultata optimizacije. Na taj način sprečavamo da podaci utiču na evalu-
aciju modela.

Forward testing je metod testiranja modela koji podrazumeva primenu modela na budućnost tj. deo
uzorka koji ne posedujemo u trenutku formiranja modela. Glavna karakteristika ovakvog pristupa testi-
ranju je da se investitor pretvara da koristi model ili, drugim rečima, model testira na papiru i ne izvršava
zapravo ono što mu model sugeriše.
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Uobičajan redosled pomenutih tehnika testiranja modela je dat na sledećem grafiku:

Slika 4.3: Metode testiranja modela

U ovom radu koristićemo backtesting i out-of-sample metod testiranja. Postupak počinjemo sa okvi-
rom obima dvesto osamdeset dana. Prvih dvesto pedeset dnevnih prinosa posmatraćemo kao in-sample
na kojem ćemo sprovoditi optimizaciju portfolija, dobijajući na taj način optimalne težinske koefici-
jente. Potom ćemo tako dobijene težinske koeficijente testirati na narednih trideset dana koji predstavl-
jaju out-of-sample deo podataka. Pod testiranjem podrazumevamo merenje uspešnosti koristeći Sharpov
količnik, varijansu i Calamrov količnik. Postupak ponavljamo pomerajući okvir za trideset dana sve dok
se ne iskoriste svi podaci. Ono što ovim želimo da postignemo jeste uočavanje odred̄enog šablona.

4.3 Rad u Matlabu

Kako bismo ranije navedene modele testirali na relanim podacima kreirani su sledeći programi u soft-
verskom paketu Matlab redom za modele od 1 do 5: opt markowitz, opt sharp, opt calmar, opt phi abc
i iterativno. Pored njih kreiran je i program koji će modele testirati na način koji je naveden na kraju
prethodnog poglavlja pod nazivom convergence simple. Pored ovih osmišljenih programa, od ključnog
su značaja i dve već postojeće funkcije u Matlabu pod nazivom quadprog i fmincon o kojima će više biti
rečeno kasnije.

Programi za prva četiri modela su u strukturi gotovo identični i imaju iste ulazne i izlazne parametre.
Sva četiri programa za ulazne parametre imaju:

• Matricu prinosa P = [pij ], pri čemu pij predstavlja prinos j-te strategije za i-ti dan. Broj vrsta
matrice P predstavlja broj dana koji su obuhvaćeni podacima, dok broj kolona predstavlja broj
strategija čije smo prinose beležili.

• Početni dan perioda na kojem vršimo optimizaciju, tj. prvi dan in-sample perioda.

• Poslednji dan perioda na kojem vršimo optimizaciju, tj. poslednji dan in-sample perioda.

• Broj dana k koji predstavlja broj dana nakon završetka in-sample perioda na kojem testiramo
optimalnu strategiju tj. ukupan broj dana u out-of-sample periodu.

• Vektor v koji sadrži indekse onih strategija koje razmatramo prilikom formiranja portfolija. Vektor
v dat je u obliku vektor vrste.

• Donju granicu težinskih koeficijenata.

• Gornju granicu težinskih koeficijenata.

Kao izlazne parametre, svaki od ovih programa daje:

• Optimalne težinske koeficijente u obliku vektor kolone.

• Vektor performanse optimalne strategije na out-of-sample u obliku vektor vrste koji sadrži redom
Sharpeov količnik, varijansu i Calmarov količnik za optimalnu strategiju na out-of-sample periodu.

40



Ono što je zajedničko za prva četiri modela jesu konkretne vrednosti ulaznih parametara za koje od sada
biramo sledeće vrednosti:

• Za matricu P uzimamo celokupnu matricu prinosa. Deo matrice P koji ćemo zapravo obrad̄ivati
definišemo početnim i krajnjim danom in-sample perioda kao i vektorom v.

• Početni i krajnji dan in-sample perioda će se menjati u skladu sa pomeranjem okvira nad kojim
vršimo optimizaciju kao što je opisano u poglavlju ”Backtesting, Out-of-sample i Forwardtesting”.
Bitno svojstvo je da je razmak izmed̄u njih dvestopedeset dana koji čine sam okvir.

• Za broj dana k biramo k = 30.

• Za vektor v biramo v =
[

1 2 · · · 22
]
, tj. razmatramo sve strategije pri formiranju opti-

malnog portfolija.

• Za donju granicu biramo -0.3, a za gornju 0.3.

Gore navedeni ulazni i izlazni parametri predstavljaju zajedničke osobine programa za prva četiri
modela. Ono po čemu se rad sa modelima razlikuje jesu ugrad̄ene funkcije u Matlabu korišćene prilikom
same optimizacije, kao i funkcije cilja i ograničenja. Upravo o tim razlikama govore naredna poglavlja.

4.3.1 Model 1

Kao što je opisano ranije, Model 1 podrazumeva korišćenje Markowitzovog modela pri optimizaciji
portfolija. Program osmišljen za potrebe optimizacije kod prvog modela pod nazivom opt markowitz
prilikom same optimizacije koristi ugrad̄enu funkciju u Matlabu quadprog. Ova funkcija, po svojoj
definiciji, sprovodi optimizaciju kod problema kvadratnog programiranja, što je s obzirom na kvadratnu
funkciju cilja i linearna ograničenja tipa jednakosti i nejednakosti, čini pogodnom za ovaj model. Ona
naime rešava problem sledećeg oblika:

min
x

1

2
xTHx+ fTx

t.d. Ax ≤ b
Aeqx = beq

lb ≤ x ≤ ub

(4.1)

Ulazni parametri funkcije quadprog su:

• Simetrična matrica H iz funkcije cilja 1
2x

THx+ fTx.

• Vektor f iz funkcije cilja 1
2x

THx+ fTx.

• Matrica A i vektor b koji opisuju linearna ograničenja tipa nejednakosti.

• Matrica Aeq i vektor beq koji opisuju linearna ograničenja tipa jednakosti.

• Donja granica lb, u vidu vektora, promenljive po kojoj se vrši optimizacija, koja se povlači iz
ulaznih parametara funkcije opt markowitz.

• Gornju granicu ub, u vidu vektora, promenljive po kojoj se vrši optimizacija, koja se povlači iz
ulaznih parametara funkcije opt markowitz.

• Opciono se može uneti i početna tačka iz koje algoritam polazi.

• Specijalna podešavanja vezana za minimalnu dužinu koraka, toleranciju pada po dopustivim pravcima
u funkciji cilja itd.

S obzirom na oblik 3.16 Markowitzovog modela ulazni parametri quadprog funkcije u našem slučaju
će biti:
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• H = 2Σπ, pri čemu sa Σπ označavamo matricu kovarijanse za onaj deo matrice P definisan
početnim i krajnjim danom in-sample perioda kao i vektorom indeksa v.

• f = 0

• A = 0, b = 0

•
Aeq =

[
1 1 ... 1
µ̂1 µ̂2 ... µ̂m

]
, beq =

[
1
µ

]
Prva vrsta matriceAeq definiše ograničenje vezano za budžetsku jednakost, dok druga vrsta postavlja
ograničenje na željani prinos portfolija.

Pri tome su sa µ̂1, µ̂2, ..., µ̂m obeležene ocene očekivane vrednosti svake strategije čiji se indeks
nalazi u v na in-sample, dok je sa µ označen željani prinos. Za željani prinos uzimamo dvostruku
apsolutnu vrednost proseka svih prinosa iz in-sample dela matrice.

•

lb =


−0.3
−0.3

...
−0.3

 , ub =


0.3
0.3

...
0.3


Primetimo da smo ograničenja tipa nejednakosti definisali preko donje i gornje granice težinskih
koeficijenata, a da smo isti efekat mogli postići odgovarajućim definisanjem matrice A i vektora b.

Što se gornje i donje granice težinskih koeficijenata tiče prvobitno je uzeto -0.1 za donju i 0.1 gornju
granicu posle čega smo zaključili da se većina težinskih koeficijenata ”zalepi” za te granice te da ih
moramo proširiti. Donja granica korišćena dalje u radu kod svih modela je -0.3, a gornja 0.3.

4.3.2 Model 2

Model 2 kao funkciju cilja koristi anualiziran Sharpeov količnik. Za razliku od programa u prošlom
modelu ovde za samu optimizaciju koristimo ugrad̄enu Matlabovu funkciju fmincon. Ovu funkciju ćemo
pored modela 2 koristiti i u modelima 3 i 4.

fmincon je funkcija koja se bavi pronalaženjem minimuma funkcije s obzirom na ograničenja koja
mogu biti data u raznim oblicima. Ova funkcija radi sa problemom optimizacije oblika:

min
x

f(x)

t.d. Ax ≤ b
Aeqx = beq

c(x) ≤ 0

ceq(x) = 0

lb ≤ x ≤ ub

(4.2)

Pri tome su:

• sa A i b opisana linearna ograničenja tipa nejednakosti

• sa Aeq i beq linearna ograničenja tipa jednakosti

• sa c(x) opisana nelinearna ograničenja tipa nejednakosti
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• sa ceq(x) opisana nelinearna ograničenja tipa jednakosti.

• lb i ub vektori koji daju redom donje i gornje granice za x.

Ulazni parametri funkcije fmincon su:

• Funkcija cilja.

• Početna tačka iz koje algoritam kreće.

• Matrica A i vektor b koji opisuju linearna ograničenja tipa nejednakosti Ax ≤ b.
• Matrica Aeq i vektor beq koji opisuju linearna ograničenja tipa jednakosti Aeqx = beq

• Donja i godnja granica za x, redom lb i ub.

• Vektor nelienarnih ograničenja koji definiče nelinearne funkcije c(x) i ceq iz problema 4.2.

• Podešavanja vezana za minimalnu dužinu koraka, odabir algoritma, maksimalan broj iteracija,
maksimalan broj evaluacija funkcije cilja itd. Bitno je reći da je unapred postavljeni algoritam po
kojem se vrši optimizacija metod unutrašnje tačke.

U ovom modelu, ali i u modelima 3 i 4, s obzirom na njihov opis, koristićemo sledeće ulazne parame-
tre funkcije fmincon:

• Funkciju cilja definičemo kao negativnu vrednost Sharpeovog količnika portfolija koji je funkcija
od težinskih koeficijenata. Razlog za negativan predznak je činjenica da se fmincon bavi proble-
mom minimizacije, a mi želimo da maksimiziramo Sharpeov količnik.

• Za početnu tačku algoritma biramo

ω =
[

1
22

1
22 · · · 1

22

]
Drugim rečima krećemo iz tačke koja označava jednako raspored̄ena sredstva med̄u strategijama.

•
Aeq =

[
1 1 · · · 1

]
, beq = 1

• Donja i gornja granica težinskih koeficijenata je:

lb =


−0.3
−0.3

...
−0.3

 , ub =


0.3
0.3

...
0.3


• Od specijalnih podešavanja menjamo jedino maksimalan broj evaluacija funkcije cilja koje alogri-

tam izračuna pre nego što dod̄e do rešenja problema. Naime, u svakoj od iteracija algoritma,
funkcija fmincon ocenjuje funkciju cilja najmanje jednom. Prvobitnim testiranjem shvatili smo
da se algoritam u odred̄enim slučajevima prekida preuranjeno, samim tim praveći veću grešku
kod ocene rešenja problema. Podrazumevana vrednost ovog broja je broj promenljivih pomnožen
sa 100 za sve algoritme sem za algoritam unutrašnje tačke za koji je ta vrednost jednaka 3000.
Kako bismo izbegli prerano zaustavljanje algoritma i povećali tačnost programa maksimalan broj
evaluacija funkcije cilja smo podesili na 10000. Ovo je usporilo program, ali nam je obezbedilo
preciznije odred̄ivanje rešenja.

4.3.3 Model 3

Svi ulazni parametri sem funkcije cilja su isti kao i u modelu 2.
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4.3.4 Model 4

Svi ulazni parametri sem funkcije cilja su isti kao i u modelu 2.

4.3.5 Model 5

Kod ovog modela je pored ulaznih parametara navedenih kod modela 2 neophodno definisati i dužinu
perioda na kojem vršimo treću optimzaciju naprednog algoritma. Tako su ulazni parametri i njihove
vrednosti za ovaj model sledeći:

• Matrica prinosa P , za koju uzimamo celokupnu matricu prinosa kao i kod modela 2. Deo matrice
P koji ćemo zapravo obrad̄ivati definišemo početnim i krajnjim danom in-sample perioda kao i
vektorom v.

• Početni i završni dan na kojem vršimo prve dve optimizacije naprednog algoritma. Oni će se
menjati u skladu sa pomeranjem okvira kroz podatke, ali će opseg koji obuhvataju uvek biti dvesto
dvadeset dana. Razlog za odabir ove dužine umesto dužine od dvesto pedeset dana je što po
završetku ovog perioda sledi period na kojem vršimo treću optimizaciju, na koji se nadovezuje
out-of-sample period.

• Dužina perioda na kojem vršimo treću optimizaciju, k1, za koji biramo k1 = 30. Nakon završetka
ovog perioda sledi out-of-sample. Primetimo da sada kao i kod modela 2 imamo in-sample period
u trajanju od dvesto pedeset dana.

• Dužina out-of-sample perioda, k2, za koji biramo k2 = 30. Ovakvim definisanjem dužine out-of-
sample perioda dobijamo iste in-sample i out-of-sample okvire kao i kod prethodnih modela.

• Za vektor v biramo istu vrednost kao i kod prethodnih modela.

• Za donju i gornju granicu biramo iste vrednosti kao kod prethodnih modela.

Pored ovih ulaznih parametara, bitno je naglasiti da je funkciji fmincon neophodno proslediti nelin-
earna ograničnja definisana u okviru treće optimizacije modela 5.

4.3.6 Konvergencija

Sada kada smo opisali programe koji vrše optimizaciju za svaki od modela navedenih u ovom radu
možemo preći na program koji će koristeći te programe izvršiti postupak opisan na kraju poglavlja Back-
testing, Out-of-sample i Forwardtesting. Program nosi ime convergence simple i za ulazne parametre
ima:

• Matricu prinosa u celosti.

• Dužinu trajanja in-sample perioda,N , u danima. U našem slučaju biramo dužinu od dvesto pedeset
dana.

• Dužinu trajanja out-of-sample, k, u danima. Za k biramo dužinu od 30 dana.

• Vektor v koji se sastoji od indeksa onih strategija koje se uzimaju u obzir pri formiranju portfolija.
Biramo:

v =
[

1 2 · · · 22
]

• Donju i gornju granicu težinskih koeficijenata u vidu vektor kolone. Za njih uzimamo:

lb =


−0.3
−0.3

...
−0.3

 , ub =


0.3
0.3

...
0.3


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• Indikator iz skupa {1, 2, 3, 4, 5} koji odred̄uje po kojem modelu se vrši optimizacija.

Svi ulazni parametri ove funkcije prosled̄uju se funkcijama navedenim za svaki model ponaosob.

Ova funkcija izvršava sledeće:

Kreće se sa in-sample periodom počev od prvog do N -tog dana. U našem slučaju radi se o in-sample
periodu od prvog do dvesto pedesetog dana, tj. od prve do dvesto pedesete vrste matrice prinosa. Na
njemu vršimo optimizaciju u zavisnosti od odabranog modela i dobijamo jedan set optimlanih koeficije-
nata kao i njihovu učinkovitost na out-of-sample koji čine dani(vrste) od N + 1-og do N + k-tog dana.
Konkretna vrednost sa kojom radimo je out-of-sample od dvesto pedeset prvog do dvesto osamdesetog
dana. Učinkovitost se meri Sharpeovim količnikom, varijansom i Calmarovim količnikom redom. Op-
timalni težinski koeficijenti se smeštaju u prvu vrstu matrice koeficijenata, a pokazatelji uspešnosti se
smeštaju u prvu vrstu matrice pokazatelja. Zatim početak i kraj in-sample perioda kao i početak i kraj
out-of-sample perioda pomeramo za k (trideset) dana unapred i vršimo isti postupak koristeći isti model.
Optimalne koeficijente smeštamo u odgovarajuću vrstu matrice koeficijenata, a pokazatelje uspešnosti
datih koeficijenata u odgovarajuću vrstu matrice pokazatelja. Postupak nastavljamo dok imamo po-
dataka. Za

v =
[

1 2 · · · 22
]

i konkretnu matricu prinosa, opisanu na početku poglavlja ”Rad na realnim podacima”, kao izlazne
faktore dobijamo:

• Matricu koeficijenata dimenzije 87× 22, koju označavamo sa C.

• Matricu performanse dimenzije 86× 3, u oznaci U .

Ponovivši ovaj postupak za svaki od modela dobijamo pet matrica koeficijenata i pet matrica pokaza-
telja na osnovu kojih možemo da analiziramo modele.

4.4 Rezultati

Kod svakog od modela kao rezultat ranije navedenih programa u Matlabu dobijaju se dve matrice. Prva
matrica, C, predstavlja matricu optimalnih težinskih koeficijenata dimenzije 87x22, pri čemu svaka vrsta
predstavlja težinske koeficijente optimalnog portfolija za jedan vremenski okvir. Druga matrica, U , do-
bijena na osnovu prve, predstavlja matricu pokazatelja uspešnosti optimalnog portfolija na out-of-sample
periodu. Dimenzija matrice U je 86x3, pri čemu svaka vrsta predstavlja ocenu uspešnosti optimalnog
portfolija na out-of-sample periodu, a svaka od tri kolone predstavlja jedan pokazatelj uspešnosti. Tako
prva kolona sadrži vrednosti Sharpeovog količnika, druga vrednosti varijanse, a treća vrednosti Cal-
marovog količnika optimalnog portfolija na out-of-sample periodu. Primetimo da se broj vrsta matrica
C i U razlikuje. Razlog za to je sledeći: Svaka vrsta matrice U formira se na osnovu odgovarajuće vrste
matrice C tako što se uspešnost koeficijenata sadržanih u vrsti matrice C ocenjuje na out-of-sample pe-
riodu koristeći podatke iz matrice prinosa P . Za poslednji set koeficijenata matrice C nećemo više imati
podataka u matrici P na kojima bismo mogli da izračunamo uspešnost strategije, te je stoga broj vrsta
matrice U za jedan manji nego broj vrsta matrice C.

Matrice težinskih koeficijenata za modele od 1 do 5 označimo redom sa Ci, i = 1, 2, 3, 4, 5, a ma-
trice pokazatelja uspešnosti sa Ui, i = 1, 2, 3, 4, 5 redom. Posmatrajmo matricu Ui. Ona je pokazatelj
kvaliteta modela i. Postavlja se pitanje kako na osnovu nje oceniti kvalitet datog modela. Ideja sprove-
dena u ovom radu je opisana na sledeći način:

Prvo ćemo izračunati srednju vrednost svakog od tri pokazatelja uspešnosti tj. prosečnu vrednost po
kolonama matrice Ui. Ukoliko to uradimo za svaki model moći ćemo da uporedimo strategije po pros-
eku pokazatelja. Pored ovakvog načina pored̄enja strategija, možemo uvesti dodatne kriterijume provere
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kvaliteta. Jedan od njih je količnik prosečne vrednosti i standardne devijacije pokazatelja uspešnosti.
Njega takod̄e računamo po kolonama matrice U .

Ova dva kriterijuma kvaliteta primenjena na svih pet modela predstavljena su u tabelama 4.1, 4.2,
4.3, 4.4 i 4.5.

Model 1 Sharpe Varijansa Calmar
Srednja vrednost 2.889 0.0000014 21.906
Standardna devijacija 3.172 0.0000021 49.492
Srednja vrednost/standardna devijacija 0.911 0.662 0.443

Tabela 4.1: Rezultati modela 1

Model 2 Sharpe Varijansa Calmar
Srednja vrednost 2.579 0.0000026 16.111
Standardna devijacija 3.003 0.0000044 22.484
Srednja vrednost/standardna devijacija 0.859 0.594 0.716

Tabela 4.2: Rezultati modela 2

Model 3 Sharpe Varijansa Calmar
Srednja vrednost 2.184 0.0000031 13.464
Standardna devijacija 2.753 0.0000036 19.922
Srednja vrednost/standardna devijacija 0.793 0.849 0.676

Tabela 4.3: Rezultati modela 3

Model 4 Sharpe Varijansa Calmar
Srednja vrednost 2.191 0.0000029 13.206
Standardna devijacija 2.789 0.0000033 19.569
Srednja vrednost/standardna devijacija 0.786 0.880 0.675

Tabela 4.4: Rezultati modela 4

Model 5 Sharpe Varijansa Calmar
Srednja vrednost 1.569 0.0000062 12.809
Standardna devijacija 3.276 0.0000083 20.721
Srednja vrednost/standardna devijacija 0.479 0.756 0.618

Tabela 4.5: Rezultati modela 5

Ukoliko posmatramo kvalitet strategije koristeći prosek Sharpeovog količnika kao kriterijum, na-
jbolja strategija je ona koja ima najveću prosečnu vrednost Sharpeovog količnika na out-of-sample peri-
odu. To je u našem slučaju strategija dobijena modelom 1, tj. ona koja je koristila Markowitzov model.
Prosek Sharpeovog količnika za model 1 je 2.889.

Za varijansu kao pokazatelj uspešnosti dobijamo da je najbolji model onaj čija je prosečna vrednost
varijanse na out-of-sample periodu bila minimalna, a to je ponovo model 1. Prosečna vrednost varijanse
na out-of-sample periodu za model 1 bila je 0.0000014.
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Ako sada kao pokazatelj uspešnosti posmatramo prosek Calmarovog količnika imamo da je model 1
ponovo najbolji uzimajući najveću vrednost koja iznosi 21.906.

Za Sharpeov i Calmarov količnik kao pokazatelje uspešnosti na out-of-sample periodu razumno je
koristiti i odnos prosečne vrednosti i standardne devijacije pokazatelja. Ovaj odnos bi istakao model čiji
je pokazatelj ne samo najveći po proseku nego i najstabilniji u smislu devijacije. Za varijansu ovaj odnos
nema realnu interpretaciju pa ga nećemo ni razmatrati dalje. Ukoliko koristimo navedeni odnos kod
Sharpeovog količnika kao pokazatelja dobijamo još jednom da je model 1 najuspešniji, sa vrednosšću
0.911. Korišćenjem ovog odnosa za Calmarov količnik dobijamo da je najbolji model 2, sa vrednošću
0.716.

Prilikom formiranja modela 4 i modela 5 ideja je bila da se modeli koji koriste standardne mere rizika
unaprede. U tom smislu očekivali smo da će upravo modeli 4 i 5 dati bolje rezultate od modela 1, 2 i 3.
Rezultati koje smo dobili, med̄utim, govore suprotno. Ono što je kod rezultata začud̄ujuće je i činjenica
da se Markowitzov model, koristeći kriterijume navedene ranije, najčešće pokazao kao najbolji iako je
model 2 mnogo ustaljeniji u praksi. Pretpostavlja se da je razlog za to specifičnost podataka, tj. ko-
rpi finansijskih instrumenata čiji su prinosi dati matricom P . Pored toga očekivali smo da će pokazatelji
uspešnosti biti jednoglasni u rangiranju strategija, što se takod̄e nije ostvarilo. Na kraju možemo primetiti
još jednu specifičnost dobijenih razultata. Naime, model koji je najbolji u smislu proseka Sharpeovog
količnika nije model koji je za funkciju cilja koristio Sharpeov količnik.

4.4.1 Zapažanja bitna za buduća istraživanja

Prva opservacija vredna pomena je način na koji se korelacija izmed̄u strategija odražava na korelaciju
izmed̄u težinskih koeficijenata. Naime, dobija se da se korelacija izmed̄u strategija ne prenosi na ko-
relaciju izmed̄u odgovarajućih težinskih koeficijenata. Mislimo da bi od razumne važnosti bilo obratiti
pažnju na pomenuti uticaj u budućim istraživanjima, jer se upravo u njemu može nalaziti ono što je
neophodno za dobijanje kvalitetnijeg modela.

Možemo primetiti da napredni algoritam nije dao očekivane rezultate ni po jednom kriterijumu
kvaliteta. Smatramo da je konstrukcija naprednog algoritma idejno dobra baza za buduće modele. Ono
što ovaj model ograničava je pretpostavka da je popravka ranga jedan matrice kovarijanse dovoljno dobra.
U model je moguće uključiti precizniju popravku matrice kovarijanse, ali kako bi implementacija takve
popravke prevazišla okvire ovog rada, ostavljamo je budućim istraživanjima. Problemom pronalaženja
najbliže matrice kovarijanse izmed̄u ostalih bavio se Nicholas J. Higham [24].

Stacionarnost vremenskih serija je svakako još jedna stvar na koju bi trebala da se obrati pažnja
prilikom konstrukcije modela u budućnosti. U realnom svetu se stacionarnost ne proverava posebno, ali
je njen uticaj na rezultate modela potencijalno značajan.
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5

Zaključak

Optimizacija portfolija predstavlja disciplinu finansijske matematike koja se aktivno izučava od prve
polovine dvadesetog veka, a koja se naglo razvija krajem dvadesetog i početkom dvadeset i prvog veka
sa razvojem tehnologije. Od svog nastanka do sada uspela je da objedini razne discipline, pa tako danas
uključuje korišćenje numeričke optimizacije, ekonomije, stohastike itd.

U ovom radu su se pored modela optimizacije portfolija koji podrazumevaju standardne mere rizika,
kao što su Sharpeov količnik, varijansa i Calmarov količnik, izučila i dva nova pristupa problemu. Reč
je o modelu koji za funkciju cilja uzima linearnu kombinaciju standardnih mera rizika i o naprednom
algoritmu koji se sastoji od niza optimizacija organizovanih u nekoliko koraka. Svaki od modela pri-
menjen je na realnim podacima. Cilj posmatranja modela koji koriste nove mera rizika jeste unapred̄enje
standardnih, te je u tu svrhu za svaki od modela proverena njegova uspešnost. Dobijeni rezultati, iako u
suprotnosti sa očekivanim, su od velikog značaja za buduća istraživanja. Zaključujemo da Markowitzov
model daje bolje rezultate u odnosu na dodatne modele obrad̄ene u ovom radu, ali i na modele koji za
funkciju cilja imaju Sharpeov i Calmarov količnik. Superiornost Markowitzovog modela u odnosu na
Sharpeov model koji je dosta zastupljeniji u realnom svetu možemo pripisati specifičnosti podataka, ali
ga na taj način ne smemo potceniti.

Za kraj možemo zaključiti da ukoliko model prilagodimo mogućoj nestacionarnosti prinosa i upotre-
bimo napredne načine pronalaženja najbliže matrice kovarijanse možemo izgraditi model koji bi poten-
cijalno mogao da nadmaši standardne modele.
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fakultet u Novom Sadu

[20] Lozanov-Crvenković, Zagorka, Statistika, Univerzitet u Novom Sadu, Prirodno-matematički
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Fizički opis rada: (6, 59, 28, 2, 0, 6, 0)
FO
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varijansu, tj. Markowitzov model. Dodatni modeli predstavljeni u radu ukazuju na bitnost stacionarnosti
i odabira korekcije matrice kovarijanse.
IZ

Datum prihvatanja teme od strane NN veća: 04.03.2014.
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President: Zorana Lužanin, Ph.D., full professor, Faculty of Sciences, University of Novi Sad
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