4AhS 57T,
& #: % ‘3:*,\ oo Uqb
A7, UNIVERZITET UNOVOM SADU S )
% l11]] % PRIRODNO-MATEMATICKI FAKULTET 3 3%." S <
P DEPARTMAN ZA B
. 1969 & )
Hopy &N MATEMATIKU-INFORMATIKU e

Natalija Ramac¢

MODELIRANJE EKSTREMNIH RIZIKA

-zavrsni rad-

Novi Sad, oktobar 2009.



PREDGOVOR

Tema ovog rada je aktuarsko modeliranje nastanka ekstremno velikih Steta
koje se deSavaju sa veoma malom verovatnoom, ali kada se dogode, iznosi
zahteva za odStetu dostiZzu ekstremne razmere koje redovno osiguranje ne moze
nadoknaditi. Po svom karakteru, u pomenute Stete moZemo svrstati prirodne
katastrofe (zemljotres, uragan), poZar, poplavu... Stete nastale usled prirodnih
katastrofa se delimi¢no nadoknaduju iz reosiguranja, pa je njihovo modeliranje
veoma znacajno za poslovanje reosiguravaju¢ih kompanija. Funkcije raspodela
koje sluze za modeliranje ekstremno velikih Steta (kao, na primer, Paretova i
Weibullove raspodela) imaju deblji rep od raspodela koje se koriste u Zivotnom
osiguranju ili osiguranju imovine.

U prvom poglavlju je razraden problem propasti. Uveden je Cramer-
Lundbergov model i pojam procesa obnavljanja, kao i pojam verovatnoc¢e propasti
procesa u kona¢nom i beskonacnom vremenskom intervalu. Takode je izvrSena
Cramer-Lundbergova procena verovatnoce propasti u beskonatnom vremenskom
intervalu pod pretpostavkom o malim iznosima zahteva za odStetu. Uvedena je 1
veoma znacajna Laplace-Stieltjesova transformacija.

U drugom poglavlju su detaljno opisane osobine regularno varirajucih
funkcija. Regularno varirajuce funkcije su funkcije koje se asimptotski ponaSaju
kao stepene funkcije. Izuzetno je znaCajna Karamatina teorema koja omogucava
da se integracija regularno varirajucih funkcija izv$i na isti nacin kao 1 integracija
stepenih  funkcija. Takode je veoma =znacajna i Karamatina teorema o
reprezentaciji regularno varirajucih funkcija.

U trecem poglavlju je razraden pojam subeksponencijalnih funkcija.
Subeksponencijalne funkcije su funkcije sa debelim repom, njihovi repovi
opadaju prema nuli mnogo sporije od repova eksponencijalnih raspodela.

U cetvrtom poglavlju je opisan proces kome se bliZi propast. Putanja
takvog procesa se ponaSa na svoj uobiCajen nacin, kao i putanje procesa koji
nikad nece sti¢i do propasti. Propast se tada deSava sasvim neocekivano, pojavom
jedne jedine ekstremno velike velike Stete. Propast procesa se deSava sa veoma
malom verovatno¢om, ali kada se dogodi, nastupa veoma naglo.

Ovom prilikom bih Zelela da se zahvalim profesorima na ukazanoj pomoci
tokom osnovnih 1 master studija. Zahvaljujem se 1 svom mentoru, dr Dori Selesi,
koja mi je pomogla pri izradi master rada.



UVOD

Osnovni model osiguranja od rizika je prvi put opisan u radu Filipa
Lundberga, koji je u svojoj poznatoj tezi sa univerziteta Uppsala 1903. godine
postavio kamen temeljac aktuarske teorije rizika. Lundberg je shvatio da
Poissonovi modeli leze u srediStu modela neZivotnog osiguranja. Uz pomoc¢
korisne vremenske transformacije (takozvanog operacionog vremena), mogao je
ograniciti svoju analizu na homogen Poissonov proces.

Ovo otkrice je slicno Bachelierovom opazanju iz 1900. godine da je proces
Brownovog kretanja kljucni proces za razvoj finansijskih modela. Kasnije je
Harold Cramer u njegovoj Skoli u Stockholmu ugradio Lundbergove ideje u brzo
razvijajucu teoriju stohastiCkih procesa. Time je Cramer znacajno doprineo
postavljanju fundamenata matematike nezZivotnog osiguranja i teorije verovatnoce.
Osnovni model koji proizilazi iz ovih prvih doprinosa je Cramer-Lundbergov
model.

Jovan Karamata je takode znacajno doprineo razvoju aktuarstva. Roden je
1902. godine u Zemunu, srednju $kolu je zavr$io u Svajcarskoj, a 1920. godine je
upisao studije na MaSinskom fakultetu u Beogradu, gde se vrlo intenzivno bavio
matematikom. Radio je kao asistent matematike u Parizu 1927-1928. godine,
zatim na Univerzitetu u Beogradu, gde je 1950. godine postao redovni profesor.
Predavao je, takode, i na Novosadskom univerzitetu. Bio je ¢lan Svajcarsko-
francusko-nemackog udruzenja matematicara. ProSirio je teoriju sporo varirajucih
funkcija, teoriju regularno variraju¢ih nizova, uveo teoreme Tauberovog tipa.



INDEKS POJMOVA

Stohasticki proces (u oznaci (X,)_ ili (X,(@): t20,we Q)) je familija slu¢ajnih
promenljivih, gde je za svaki fiksirani vremenski trenutak 7 >0 X, jedna sluCajna
promenljiva. Skup Q je skup svih stanja stohastickog procesa (X,)_ . Za svako
fiksirano we Q dobijamo jednu realnu funkciju (X,(w))_, koja se naziva putanja
ili trajektorija stohastickog procesa.

Proces prebrajanja je stohasticki proces (X,)_ u kome za fiksirani vremenski
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trenutak 7, >0 slucajna promenljiva X, predstavlja broj dogadaja koji se desio
do tog vremenskog trenutka ¢ .

Poissonov proces sa stopom rasta ili intenzitetom A je proces prebrajanja za koji

vazi:

a) X,=0 (na pocetku vremenskog intervala se jo§ nije desio nijedan dogadaj, tj.

zapocinjemo prebrajanje dogadaja od nule);

b) proces (X,)_, ima nezavisne prirastaje (broj dogadaja koji se desio u jednom

intervalu vremena ne zavisi od broja dogadaja koji su se desili u nekom drugom

intervalu);

¢) broj dogadaja u proizvoljnom vremenskom intervalu duZine ¢ ima Poissonovu

(40"
!

raspodelu P[X,, - X, =k]|= p

e sa srednjom vrednoiéu E[X,]=Ar.

Brownovo kretanje (ili Wienerov proces) je stohasticki proces (X, )_, za koji
vazi:

a) X, =0 skoro sigurno;

b) za sve fiksirane vremenske trenutke 0<t¢ <t, <...<?, prirastaji

X, —-X,.X, —-X,.X,—X,, procesa sunezavisni;

c) za sve fiksirane r,s>0, priraStaji X, — X imaju normalnu N (0,7-s) raspodelu.

Lanac Markova je stohasticki proces sa kona¢nim ili prebrojivim skupom stanja
{x.,x,,..} kod kojeg za proizvoljno reN, k <k,<..<k <n, vazi

P[Xn :xn‘Xk, =X, Xy =xJ=P[Xn =x,1X, =x1, . kod kojeg stanje procesa u

r

buducénosti ne zavisi od stanja u kojima je proces bio u proSlosti, samo od stanja
procesa u sadaSnjosti.



Proces slu¢ajnog hoda je lanac Markova sa skupom stanja {0,£1,+2...} kod kojeg
zaneko pe (0,1) vazi p,,,, =1-p,.,, gde je p,,, verovatnoca da proces prede iz i-

tog u i+l. stanje. Ovakav proces se naziva procesom slucajnog hoda, jer ga
moZemo posmatrati kao Setnju po ravnoj liniji u kojoj u svakom trenutku mozemo
napraviti slucajan korak udesno sa verovatnocom p ili korak ulevo sa

verovatno¢om 1—p.

Proces obnavljanja je stohasticki proces kod kojeg se nakon odredenog intervala
vremena stanje procesa ponavlja, proces se ponovo vraca u stanja u kojima je bio.



1. TEORIJA RIZIKA

Za vecinu problema razmatranih u aktuarskoj matematici teorija rizika
predstavlja suStinsku matematicku osnovu. U ovom poglavlju ¢e biti predstavljeni
osnovni modeli teorije rizika, sa akcentom na slu¢ajeve gde je zna€ajna podela na
male i velike iznose Steta. Danas postoji mnoStvo dostupne literature koja se bavi
teorijom rizika na raznim matematickim nivoima.

Nakon uvodenja procesa obnavljanja, Cramer-Lundbergovog modela i
osnovnog modela rizika u Odeljku 1.1, u Odeljku 1.2 uvodimo Cramer-
Lundbergovu teoremu i pojam Laplace-Stieltjesove transformacije. Pomocu
Cramer-Lundbergove teoreme ¢emo izvrsiti procenu verovatnoca propasti procesa
u beskonaCnom vremenskom intervalu zasnovanog na pretpostavci o malim
zahtevima za odStetu. Primena Laplace-Stieltjesove transformacije u Cramer-
Lundbergovoj teoremi ¢e omoguciti da dokaZzemo jedinstvenost Lundbergovog
eksponenta, ako on postoji.

1.1 PROBLEM PROPASTI

Definicija 1.1.1 (Cramer-Lundbergov model i proces obnavljanja):
Cramer-Lundbergov model je dat slede¢im uslovima:
a) Proces iznosa Steta:

Iznosi Steta (X ), , su pozitivne, iid' slu¢ajne promenljive koje imaju uobiajenu
ne-mreZastu® funkciju raspodele F, konadna olekivanja u=E [X,] i disperzije
o’ =var[X,|<oo;

b) Trenuci u kojima se javljaju zahtevi za odStetu:

Zahtevi za odStetu se javljaju u slu¢ajnim vremenskim trenucima
0<T <T,<... ss.
c¢) Proces pristizanja zahteva za odStetu:
Broj zahteva za odstetu u vremenskom intervalu [0,¢] se obeleZava sa
N@)=sup{n=21, T <t}, t=20
gde je, prema dogovoru, sup@d=0.
d) Vremena izmedu dolazaka (izmedu pristizanja zahteva za odstetu),
Y=T, Y =T -T,_, k=23.. (1.1)

" nezavisne slu¢ajne promenljive sa istom raspodelom
? funkcija raspodele F slu¢ajne promenljive X je mreZasta ako postoje a.d > 0 takvi da

2P[X=a+nd]=l.



su iid, imaju eksponencijalnu raspodelu sa konacnim oc¢ekivanjem

Elr]-—.

e) Nizovi (X ), _, i (Y,), , sumedusobno nezavisni.

Model obnavljanja je dat sa (a)-(c), (e) 1
d') Vremena izmedu dolazaka Y, datau 1.1. su iid sa kona¢nim oCekivanjem
1
E|lY |=—.
]

Primedba 1.1.1.1: Posledica gornje definicije je da je N(t)_., homogen Poissonov

t20
proces sa intenzitetom 4> 0.
Zbog toga vazi

_ (ﬂ’t)k -t

P[N(t)=k] e k=0,1,2...

Primedba 1.1.1.2: Model obnavljanja je generalizacija Cramer-Lundbergovog
modela koji omogucava procese prebrajanja. Procesi prebrajanja su opstiji od
Poissonovog procesa pristizanja zahteva za odstetu.

Proces ukupnih iznosa zahteva za odStetu S(7), t >0 se definiSe kao

N(t)

S(r) = le N(t)>0. (1.2)

0, N@) =0
Jasno je da se detaljnije informacije o procesu S(¢), t >0 mogu dobiti pomocu

Cramer-Lundbergovog modela. Zbog toga ¢emo ovaj slu¢aj posmatrati kao
osnovni primer na kom se moZe testirati najnovije uvedena metodologija. U ovom
kontekstu je znacajna raspodela ukupnog (agregatnog) iznosa Steta

G, (x) =P[S(t)£x]=iu—t‘)ne_’”F"*(x), x>0, 20, (1.3)
n=0 T:

gde je
F"™ (x) =P[ZX[ Sx}
i=1
konvolucija n-tog reda funkcije F. U daljem tekstu, za funkciju raspodele H na
intervalu (—oo,00) vazi

o 1, x=0,
H" (x)= .
0, x<0
Proces rizika U (1), se definiSe kao
Ut)y=u+ct—S(), t=0. (1.4)



U relaciji (1.4) u>0 oznaCava pocetni kapital, a ¢>0 je stopa prihoda od
premije. Izbor konstante ¢ ¢e biti razmotren kasnije u relaciji (1.7). Ovakav izbor
deterministicke (linearne) stope prihoda od premije u aktuarskoj matematici
postavio je Buhlmann u svom radu. Na grafiku 1.1.2 date su neke realizovane
vrednosti za U (t),,, u sluaju eksponencijalne raspodele iznosa Steta.

Grafik 1.1.2 Neke realizovane vrednosti za U (¢) ., za eksponencijalnu
raspodelu iznosa Steta:
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U klasicnom Cramer-Lundbergovom modelu, slede¢e osobine su znaCajne za
razli¢ite probleme vezane za osiguranje.

Definicija 1.1.3 (Verovatnoca propasti):
Verovatno¢a propasti u kona¢nom vremenskom intervalu (ili nad kona¢nim
horizontom) [0,T] se defini3e kao:
wu,T)=P[U(t)<0 zanekot<T], 0<T<eo, u>0.
Verovatnoca propasti u beskonacnom vremenskom intervalu (ili nad beskona¢nim
horizontom) je:
v(u)=y(u,~), u=0.
Vremena (trenuci) propasti su definisani sa
7(T)=inf{f, 0<t<T, U(t)<0}, O0<T <o,
gde je po dogovoru inf @ =co. Obi¢no se Koristi zapis 7 =7(c0) za trenutak
propasti na beskonacnom horizontu.

Dolazimo do slede¢eg elementarnog rezultata:

Lema 1.1.4: Za model obnavljanja vazi

E[U®)]=u+ct-uE[N@®)], (1.5)
a za Cramer-Lundbergov model vazi
E[U®D]=u+ct— Aut . (1.6)



Dokaz:
Postoje E[U(t)]=u+ct—E[S(®)]i

E[s(]= iE[S(:)\N(r) =k]| P[N(t)=k]=

i {%X‘N(r) k}P[N(r) k)= ZE[

k=1

l}P[N(t}=k]=

i=1

= ka P[N(t)=k]=uE[N()]
doka;ana je relacija (1.5).

Posto za homogen Poissonov proces vazi E [N (t)] = Ar, iz navedenog odmabh sledi

1 relacija (1.6).

Ova elementarna lema daje prvi nagovestaj za vrednost stope premije ¢ u
(1.1). Odredivanje odgovarajue stope premije u osiguranju zavisi od mere
solventnosti koju Zelimo da optimizujemo nad datim intervalom vremena.
Ocigledne (ali nikako ne i jedine) nama dostupne mere su verovatnoce propasti
wu,T) za sve T <oo. Stopu premije ¢ treba izabrati tako da za date u 1T

dobijemo malu verovatnocu propasti ¥ (u,T).

Prvi korak u ovom smeru bi bio zahtev y(u)<1 za sve u>0. Medutim,
posto je wi(u) :P[z'<oo], to je ekvivalentno sa P[z':oo] >0, tj. kompaniji je

prognozirana strogo pozitivna verovatnoca opstanka u beskonacnom vremenskom
intervalu. Prilagodavanja ovoj strategiji moraju biti uradena pre nego Sto se prave
premije unovce.

Propozicija 1.1.5 (Momenti procesa obnavljanja):
Za proces obnavljanja N(t) ., vaze sledece relacije:

a) E[N®)]=(A+0()t, t -
b) Neka je oy = var[Y]< .
Tada vazi
E[N®H]=2+0Q0), t > oo,

var[N(t)|= o, ’t +o(t), t —>oo.

Iz prethodne propozicije i (1.5) neposredno sledi da u modelu obnavljanja, za
t — oo vazi

E[U®)]=u+(c—Au)t A+o()=u+ (;% —1) Aut (1+0(1))
U

Zbog toga,



. E[u®]

t—o0 l’

=c—Au,

i o¢igledan uslov solventnosti ¢ — Au >0 implicira da U (t),,, ima pozitivan drift

parametar za f —>oo. Ovo dovodi do osnovnog uslova neto profita u modelu
obnavljanja:

p=—1>0. (1.7)
Au
Konstanta o se naziva koeficijent opterecenja premije i moZe se interpretirati kao
stopa premije procesa rizika. Zaista, prihod od premije u intervalu [O,t] 1znosi
ct =1+ p)Aut .

Prema definiciji procesa rizika, propast se moZe desiti samo u trenucima propasti
1}, dakle uz pocetni kapital u >0 verovatnoca propasti iznosi

w(u)=Plu+ct—S(t)<0zanekot]=Plu+cT —S(T,)<0 zanekon>1]=

=P|:M+Z(CY,< —X,)<0za nekonZl}:P[supMZ(Xk —cYk)>u]

k=1 k=1
Zbog toga je uslov y(u) <1 ekvivalentan uslovu

l—l/f(u)zP{supmi(Xk—cYk)Su}>0, u=0. (1.8)

k=1
Iz (1.8) sledi da je, u modelu obnavljanja, procena verovatno¢e preZivljavanja
1-w(u) svedena na proucavanje funkcije raspodele krajnjeg maksimuma procesa

slu¢ajnog hoda. Zaista, posmatrajmo niz 1iid slu€ajnih promenljivih
Z,=X,—-cY, k=1 1njemu odgovarajuci proces slu¢ajnog hoda

R,=0, R,=>.Z,, n>1. (1.9)
k=1
Primetimo da je E[Z]= ,u—% <0 u stvari uslov neto profita (1.7). Tada je
verovatnoca preZivljavanja data sa
1-y(u) = P[sup,,, R, <u].

Poznato je (iz Fellerovog rada) da verovatnocu prezivljavanja moZemo izraziti kao
sloZenu geometrijsku funkciju raspodele, tj.

l—l//(u)z(l—a)ia”H”*(u) (1.10)

za neku konstantu ae (0,1) i za neku funkciju raspodele H. Kao i pre, H"
oznacava n-tu konvoluciju od H.



U slede¢em odeljku ¢emo se koncentrisati na Cramer-Lundbergov model,
prvo pokazujuéi kako izgledaju tipi¢ne procene w(u) pod pretpostavkom malih
iznosa Steta. Zatim ¢emo razmatrati kakva se teorija moZe primeniti da se proceni
verovatnoca propasti y(u) kod velikih iznosa Steta.

1.2 CRAMER-LUNDBERGOVA PROCENA

U prethodnom poglavlju smo spomenuli opsSti metod za izvodenje procene
verovatnoce propasti ¥ (u) u modelu obnavljanja. Ako suzimo naSa posmatranja

na Cramer-Lundbergov model, moZzemo izvesti formulu za w(u) ukljucujuci

funkciju raspodele F iznosa Steta. Zaista, za Cramer-Lundbergov model uz uslov
neto profita, moZe se pokazati da vazi

p N -n n*
_ __rF 1.11
1y (u) 1+p;(l+p) F"(u), (1.11)
gde F,(x)zijf(y)dy, x>0 (1.12)
0

oznaGava integral repa raspodele i gde F(x)=1-F(x), x>0 oznafava rep
funkcije raspodele F. Kasnije ¢emo pokazati da je formula (1.11) kljuc¢ni alat za
procenu verovatnoca propasti pod pretpostavkom velikih iznosa Steta. U Teoremi
1.2.2 ¢e takode biti dat dokaz relacije (1.11). U produzetku ¢e glavnu ulogu imati
pojam Laplace-Stieltjesove transformacije.

Definicija 1.2.1 (Laplace-Stieltjesova transformacija):
Neka je funkcija raspodele H definisana na (0,), tada

oo

h(s) = J-e_”dH(x), se D,
0
gde je D domen definisanosti, oznaCava Laplace-Stieltjesovu transformaciju
funkcije raspodele H.

Primedba 1.2.1.1: Zavisno od ponaSanja H(x) za velike vrednosti x, moZe biti
Do[0,0). Generalno, h(s)<e za sve s>-y, gde je 0<y<oo apscisa
konvergencije za h(s).

Slede¢e Cramer-Lundbergove procene verovatnoce propasti su fundamentalne u
teoriji rizika.

Teorema 1.2.2 (Cramer-Lundbergova teorema):
Pretpostavimo da Cramer-Lundbergov model ukljucuje uslov neto profita p>0.

Pretpostavimo da postoji v >0 takvo da

10



o

ﬁ(—v)zje”dﬂ(x)zi=1+p. (1.13)
7 Au
Tada vaze sledece relacije:

a) Zasve u>0, vazi

vu)e™ (1.14)
b) Ako jos vazi
j xe" F(x)dx <o, (1.15)
0
onda
lime"y(u)=C<e, (1.16)
gde je
- -1
C= {ijemf(x)dx} . (1.17)
0

¢) U slucaju eksponencijalne funkcije raspodele F(x)= l—e “, relacija (1.11) se
redukuje na

W) = ——exp(c—L— ), u>0. (1.18)
I+p U+ p)

Primedba 1.2.1.2: Iz definicije Laplace-Stieltjesove transformacije neposredno
sledi da, kad god postoji v u (1.13), ono je jedinstveno odredeno.

Primedba 1.2.1.3: Tako se gornji rezultati mogu prona¢i u svakoj jednostavnoj
knjizi iz oblasti teorije rizika, korisno je prokomentarisati dokaz pod b) da bismo
ukazali kako nastaju teorijski argumenti obnavljanja.

Zbog velikog znacaja za osiguranje, reSenje v za (1.13) je dobilo poseban naziv
Lundbergov eksponent.

Definicija 1.2.3 (Lundbergov eksponent):
Za dat iznos Stete koji ima funkciju raspodele F, konstanta v >0 koja zadovoljava

je”ﬁ(x)dxz% se naziva Lundbergov eksponent ili koeficijent prilagodavanja
0

posmatranog procesa rizika.

Definicija 1.2.4 (dualna definicija Lundbergovog eksponenta):
Lundbergov eksponent v je najmanje pozitivho reSenje jednacine

r M -1
1+p=J.eV"fg(x)dx=L,
0 uv
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gdeje f.(x)= 2AW ekvilibrijumska gustina, a

M, (s)= E[esx] = ]iesxfx (x)dx

funkcija generatrisa momenata.

Dokaz Teoreme 1.2.2 a):
Kao S§to znamo, w(u) je verovatnoca propasti u beskonacnom vremenskom

intervalu. Definisaéemo niz verovatnoca (y,(u)) . gde je w,(u) verovatnoca
0

propasti pre ili pri n-tom pristiglom zahtevu za odstetu. Pokaza¢emo indukcijom

—Vu ,

pondazasvako ne N, vazi ¥, (u)<e"™:
e n=0,y,u)=0<e™;
e pretpostavljamo da y, (u) <e™ vazizasve k=1,..,n
® k=n+l1,pokazujemo da vazi ¥, (u)<e"":
Pri prvom zahtevu za odstetu se deSava propast ako vazi
X >u+cT,
tj. ako je iznos Stete X veci od zbira ukupnog kapitala u akumuliranog do trenutka

T 1 ukupne premije c¢T isplacene do trenutka T po stopi c, a do propasti ne dolazi
akovazi 0< X <u+cT.

v, ., (u) = P[X >u+ct]- verovatnoca propasti ako se propast desi pri prvom zahtevu+

+P[0 < X <u+ct]- verovatnoca propasti ako se propast desi pri 2.,3. ili n-tom zahtevu.

Tako imamo

u+tct

y/n+l(u):T/le-" T £y (0)-1 dxdt+T/1e—" j fy OV, (u+ct— x)dxdt

u+ct 0

gde je f, funkcija gustine za slu¢ajnu promenljivu X iznosa Stete.

U prvom sabirku je x€ [u+ct,00),tj. u+ct—x<0,pavazi l=¢’<e”" ™,

U drugom sabirku, po indukcijskoj hipotezi, imamo ¥, (u+ct—x) <e "+,
Sada dobijamo
V)< [ e { [ fe e axdi+ | f, (x)e_”””"x)dxdt} =
0 0

u+ct

u+ct

ofze-ﬁ'e—”"“f—mﬁ fy (x)dxdt + j fy (x)dxdt}=T/1e_l'e_"("+”_x) F fy (x)dx}dz.

u+ct

Podsetimo se definicije funkcije generatrise momenata M, (s) iz Definicije 1.2.4.
Vazi daje
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V) Se [Ae @ dr- [ f (x)dx =™ [AeHdt- M, (v),
0 0 0

gdeje c=A(1+6)w=M,(v).
Sada sledi

V) Se [Ae @ dr- [ f (x)dx =™ [ A dt- M, (v),
0 0 0
t]. v, w)<e™ j/iMX WV)-e M Midr | =™,
0
posto je le L) e MM qr integral funkcije gustine za eksponencijalnu
0

E(AM , (v)) raspodelu, pa vazi jxiMX W) e Mg =1,
0

Konacno, dobijamo v, (u) <e™, ¢ime je indukcija po n zavrSena.
Propast procesa u beskonaénom vremenskom intervalu ¢e se dogoditi ako se
dogodi pri bilo kom zahtevu za odstetu, pa moZemo koristiti grani¢nu vrednost
y(u)=limy, (u).
Sada dobijamo
u —Vu

y(u)=limy, (u)<lime ™ =e™,

¢ime je dokaz za a) zavrSen.

Dokaz Teoreme 1.2.2 b):
Oznacimo sa o(u) =1-w(u). Podsetimo se iz (1.8) da se o(«) moZe izraziti preko

procesa slu¢ajnog hoda generisanog sa (X, —cY;) . Tada

Ow)=P[S(t)—ct<u za svet>0]=P{Zn:(Xk —cY)<u za svenZl}z

k=1

k=2

=1{Z(Xk—c)/k)swciq—x1 zasven>2, X, —cY, <u }z
=P[S'‘(t)—ct<u+cY,- X, zasvet>0, X, -cY, <ul,

gde je S” kopija procesa S nezavisna od S .

Tako, dobijamo

o(u) =E[P[S'(t)—ctSu+ch -X, zasvet>0, X,-cY,<u

oo U+cs

:j .[ P[S'(t)—ct<u+cs—x zasvet>0]| dF(x)deds=

0 0

%.X,]]=

0 0 u

oo u+cs Auee Az | z
= I/le_/“ _[ O(u+cs—x) dF (x)ds = ée"je_" D 0(z—x) dF(x)} dz, (1.19)
9 0

gde smo koristili smenu u+cs=7z.
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To pokazuje da je 6 apsolutno-neprekidna sa gustinom

5 (u) zié'(u)—ijf&u —X)dF(x). (1.20)
C C 0

Iz ove jednaline za 1-w(u) se moZe izvesti celokupna teorija propasti klasi¢nog

Cramer-Lundbergovog modela. Klju¢ni momenat je da je integral u (1.20) tipa
konvolucije; to otvara vrata teoriji obnavljanja. Integralimo (1.20) na intervalu
(0,¢) u odnosu na Lebesguevu meru da bismo dobili

o(t)=9(0) +ij-5(u)du —&j]‘&u —x)dF (x)du =
cy c

- 5(0)+ij6(t—u)du —ija(t—x)F(x)dx.
¢ 0 c 0

Konac¢no, dolazimo do reSenja

5(t)= 5(0)+i j 5(t— x)F(x)dx . (1.21)
9 0

Primetimo da je vrednost §(0) josS uvek nepoznata. Svakako, kad ¢ — o u (1.21), 1
koriS¢enjem uslova neto profita (koji iznosi J(ee) =1-y(0)=1), dobijamo

1:5(O)+/1—ﬂ, paje 5(0):1—/1—’u:L. 1z toga sledi
c c l+p

L
I+p
gde je u (1.12) definisan integral repa raspodele F,. Primetimo da, iz (1.22)

Sity=—L—+ jaa—x) dF, (x), (1.22)
I+p 0

koris¢enjem Laplace-Stieltjesove transformacije direktno sledi formula (1.11).
Jednacina (1.22) izgleda kao jednacina obnavljanja; postoji, doduse, jedna klju¢na
razlika 1 to tacno u onom delu dokaza gde je uveden uslov malih iznosa Steta tipa
(1.13).
Prvo, preformuliSimo (1.22) kao Sto sledi koriste¢i w(u)=1-3J(u), stavljajuéi da

1

oa=——-rxl,
I+p

W) = aF, )+ [yu—x) daF,(x). (1.23)

Ovu jednacinu treba da pretvorimo u standardnu jednacinu obnavljanja. Dokaz
¢emo nastaviti nakon kratkog uvoda u teoriju obnavljanja.

Definicija 1.2.5 (Funkcija obnavljanja):

Neka je Y,,Y,,.. niz pozitivnih iid slu¢ajnih promenljivih koje predstavljaju
vremenske intervale izmedu pojedinacnih obnavljanja i imaju nedefektivnu
funkciju raspodele F, tj. za njih vazi
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F(0)<1iE[Yl]:%Soo.

Neka je, dalje,
N(t)=card{n=1:Y,+Y,+..+Y, <1}
proces obnavljanja, gde N(¢r) predstavlja broj obnavljanja stanja procesa pre
vremenskog trenutka t. Funkcija
V() =E[N@)]
je funkcija obnavljanja 1 predstavlja ocekivani broj obnavljanja procesa u
vremenskom intervalu [0,7]. Za nju vazi

limwzl: ! .
ot E[y]

Teorema 1.2.6 (Elementarne osobine funkcije obnavljanja):
a) Funkcija V je neopadajuca i neprekidna s desne strane,

b) V(t)ziF”*(t)<oo zasve t >0,

n=1

¢) V(¢) zadovoljava jednainu obnavljanja® datu na slede¢i naéin:

V()= F(t)+jV(t—x)dF(x), 1>0.

Teorema 1.2.7 (Blackwellova teorema obnavljanja):
Ako je funkcija raspodele F ne-mreZasta, onda za sve h>0 vazi
m(V(t+h) =V ()= Ah.

Teorema 1.2.8 (Smithova klju¢na teorema obnavljanja):
Neka vazi %: E[Y]< inekaje V()= E[N(1)] funkcija obnavljanja asocirana sa

ne-mrezastom funkcijom raspodele F.
a) Ako je h direktno Riemann integrabilna, onda

lim [ (= x)dV (x) = A[ h(x)dx.
0 0
b) Posmatrajmo jednacinu obnavljanja oblika
g =h(t)+ [ g(t-x)dF (x), 120,
0

gde je h lokalno ograni¢ena. Tada je jedinstveno reSenje jednacine dato sa

3 Mora se jako oprezno primenjivati Lebesgue-Stieltjesovu integraciju nad kona¢nim intervalima, jer
funkcije raspodela mogu imati nagle skokove u krajnjim tackama intervala.
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g(t)zjh(t—x)dV(x), t>0.

Stavige, ako je h direktno Riemann integrabilna, onda

lim g(r) = A[ h(x)dx.
0

Nastavljamo dokaz Teoreme 1.2.2 b):
Da bismo jednacinu (1.23) pretvorili u standardnu jednainu obnavljanja datu u
Teoremi 1.2.6 b), definiSemo Esscherovu transformisanu funkciju raspodele F,,

F,,(x)=e"d(aF,(x)),

gde je v eksponent iz uslova (1.13). Koristec¢i ovaj zapis, relacija (1.23) postaje

e"w(u)=ae™F,(u)+ J- " “y(u—x) d( aF ,(x)),
0

koja je, prema uslovu (1.13), standardna jednaCina obnavljanja. Neposredna
primena klju¢ne teoreme obanavljanja, (Teoreme 1.2.6 b)) daje

oo -1
lime™y(u)= {ijemf(x)dx} ,
" PH Y
Sto je tacno (1.16)-(1.17). Uslovi potrebni za primenu Teoreme 1.2.6 se
jednostavno proveravaju. Parcijalnom integracijom, i koriste¢i (1.15), dobijamo

ae” F,(u)= Te”d(aF, (X)) — vT e”aF,(x)dx.

u u
Posto je ae™ F,(u) razlika dveju nerastu¢ih Riemann-integrabilnih funkcija, ona je
1 sama Riemann-integrabilna. StaviSe, vaZi

.[a'e"”f,(u)duza'l_f’(_v) =P i
0 -V v(l+ p)

xdF, ,(x) = xe" F (x)dx < oo

! " ﬂ(l+p)£

prema (1.15). Time je zavrSen dokaz pod b).

Sto je mnogo zna&ajnije, Zelimo da objasnimo zasto uslov (1.13) mora biti
uveden. Vracamo se na (1.13). Ocigledno, postojanje konstante v implicira da

f,(s) mora postojati u nepraznoj okolini nule, a to implicira da su rep integrala
funkcije raspodele F, iznosa Stete, kao i rep F, eksponencijalno ograniceni.
Zaista, iz Markove nejednakosti sledi

F(x)< e‘”E[eVX‘ ], x>0 .
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Ova nejednakost znaci da se velike Stete veoma retko javljaju (sa eksponencilajno

malim verovatno¢ama). 1z tog razloga se (1.13) Cesto zove uslov malih iznosa
Steta.

Cramer-Lundbergov uslov se lako moZe graficki prokomentarisati.
Postojanje konstante v u (1.13) veoma zavisi od leve apscise konvergecije —y za

funkciju f,. Mogu se desiti razne situacije, kao to je prikazano na Grafiku 1.2.9.

Grafik 1.2.9 (Specijalni slucajevi pod Cramer-Lundbergovim uslovima):

f(s)
& i"’P
1

-V (4] 5

t l4+p

5 v=0
(3 (4)

-----

Tipicne funkcije raspodela 1 funkcije gustina iznosa Stete pod datim uslovima su
date u Tabeli 1.2.10.

Tabela 1.2.10: Funkcije raspodela malih iznosa Steta. Sve funkcije raspodela
imaju nosac xe (0,c0).

Naziv raspodele Rep F ili gustina f Parametri
Eksponencijalna F(x)=e™ A>0
Gamma “ a, >0

f(X) — IB xa—le—/i’x 'B

')

Weibullova F( x)= e~ c>0,7>1
Normalna odsecena 7 = —

J)=,|—e’

/4

Bilo koja raspodela sa
ograni¢enim nosacem
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Necemo detaljno razmatrati srednje slucajeve grafika 1.2.9 (2) 1 (3) nevazne
za primene. Ako se brzim pregledom literature zapitamo: koje raspodele u stvari
odgovaraju podacima o veliCini Steta, onda ¢emo najcesc¢e pronaci neke raspodele
¢ije su funkcije raspodele nabrojane u Tabeli 1.2.11.

Tabela 1.2.11 predstavlja funkcije raspodela velikih iznosa Steta. Sve funkcije
raspodela imaju nosa¢ (0,), osim Benktanderove i gama-logaritamske raspodele

koje imaju nosac (1,).
Tabela 1.2.11

Naziv raspodele Rep F ili gustina f Parametri
Lognormalna 1 _(nx—py? UE R,
x)= e 2

&) J2rox >0
Paretova _ [N

F(X)Z(kﬂj a,k>0
Burrova _ )

F(x):(k+xfj a,k,7>0
Benktanderova tipa I = B Y —(@+)inx

F(x)-(l+2;lnx)e @ 5>0
Benktanderova tipa II | a _axf a>0

F(x)=efx=Pe P Be(0,1)
Weibullova F(x)=e c>0

7€ (0,1)

gama-logaritamska _af bl

f(x)—r(ﬁ)(ln)o X a,B>0
Odsecena « -stabilna | F(x)= p[| X| > x] ,

gde je X o -stabilna slu¢ajna aed.2)

promenljiva

Sve funkcije raspodele iz Tabele 1.2.10 omogucavaju konstruisanje
Lundbergovog eksponenta. Za funkcije iz Tabele 1.2.11 Lundbergov eksponent ne
postoji. Zaista, slucaj (4) na Grafiku 1.2.9 je primenljiv. Iz tog razloga smo istakli
dve tabele, sa "malim" 1 "velikim" iznosima Steta, respektivno. Jo§ preciznije
razmatranje ovih raspodela sledi u Odeljku 3.2.1.

Radi dokazivanja, pretpostavimo da imamo portfolio koji prati Cramer-
Lundbergov model za koji se individualni iznosi Steta mogu modelirati pomocu
Paretove funkcije raspodele.

Fx)=1+x)7" x20, a>1.
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Tada sledi da E[X,]= j (1+x) %dx=(ar—1)"" i uslov neto profita daju
0

:c(a’—l)_1>0

Postavlja se pitanje: da li mozZzemo odrediti Cramer-Lundbergovu procenu u ovom
slu¢aju za datu stopu premije ¢ koja ispunjava gornji uslov? Odgovor na ovo
pitanje je odrian. Zaista, u ovom slu¢aju za svakov >0 vazi

o

je”(1+x)_“dx =oo,
0
tj. u ovom slucaju ne postoji eksponencijalna Cramer-Lundbergova procena. Mi

smo pod okolnostima Grafika 1.2.9 (4), nula je esencijalni singularitet funkcije f,,
tj. f(—&)=oo za sve £>0. Vidimo da Paretova raspodela narusava Cramer-

Lundbergov uslov (1.13), tako da se Teorema 1.2.2 ne moZe primeniti na nju.
Medutim, ispostavlja se da se vec¢ina najindividualnih podataka o iznosima Steta
modelira pomoc¢u ovakvih funkcija raspodela.
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2. REGULARNA VARIJACIJA

Teorija o regularno variraju¢im funkcijama je odgovaraju¢i matematicki
alat za analize pojava raspodela sa debelim repom. U ovom poglavlju
pretpostavljamo da sve sluajne promenljive imaju pozitivne vrednosti 1 da imaju
beskonacan nosa¢ (0,«), tj. F(x)<1 za sve x>0. Sa R, oznaCavamo klasu
regularno variraju¢ih funkcija sa indeksom e R. Sluaj a=0 odgovara
takozvanim sporo variraju¢im funkcijama.

2.1 UVOD U TEORIJU REGULARNE VARIJACIJE

U ovom poglavlju ¢emo navesti neke znacajne rezultate pocevsi od
uniformne konvergencije, apsolutne neprekidnosti i osobina monotonih funkcija.

Definicija 2.1.1 (Uniformna konvergencija):
Ako su {f,, n>0} realne funkcije jedne realne promenljive, onda niz funkcija

(f,) ., uniformno konvergira ka f, nad Ac R ako
sup,_, | f, () = f,(x)|—0, n—oo. 2.1)

Za funkcije realne promenljive izraz lokalna uniformna konvergencija znaci da
(2.1) vazi na svakom kompaktnom skupu A.

Veoma korisna <¢injenica je da monotone funkcije koje tackasto
konvergiraju ka neprekidnoj granici u stvari konvergiraju lokalno uniformno.

Propozicija 2.1.2: Neka su {U,, n>0} neopadajuce realne funkcije jedne realne
promenljive i neka je U, neprekidna funkcija. Ako je za sve xe R ispunjeno

U, (x)=>U,(x), n—>o0,
onda U, — U, lokalno uniformno, tj. za sve a <b vazi

sup . 1|U,(x) U, (x)|—0.

xe[a,b]

Definicija 2.1.3 (Apsolutna neprekidnost): Merljiva funkcija F:R— R je
apsolutno neprekidna ako njen prvi izvod postoji u klasi lokalno-integrabilnih

funkcija, tj. ako postoji f:R— R tako da vazi F(x)=j f()dt (za fisksirano

acR).
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Inverzne funkcije monotonih funkcija

Neka je H:R> (a,b) neopadajuca funkcija realne promenljive sa vrednostima iz
intervala (a,b), gde je —o<a<b<e. Koriste¢i dogovor da infimum praznog
skupa iznosi +e, definiSemo inverznu funkciju za H koja je neprekidna s leve
strane, H':(a,b) — R, kao

H™'(y)=inf{se R: H(s)>y}.

Grafik 2.1.4 Vrednost inverzne funkcije u tacki y je na dnu leve isprekidane

vertikale
H(s)

y /

,//

1 I
H |
] |
i |
| |

U slucaju da je funkcija H neprekidna s desne strane, imamo sledece Zeljene
osobine:

A(y)={s:H(s)2y} je zatvoren, (2.2)
HH (y)=y, (2.3)
H™'(y)<t akoisamo ako y< H(z). (2.4)

Konvergencija monotonih funkcija

Za bilo koju funkciju H : R — R definiSimo skup
C(H)={xe R, H ima kona¢nu vrednost i neprekidna jeu x } .

Niz (H,) ., neopadaju¢ih funkcija na R slabo konvergira ka H, kad n— e ako
vazi da

H, (x)— H(x)
za sve xe C(H,). To oznatavamo sa H,Z — H,. Osim slabe konvergencije
monotonih funkcija, ne¢emo se baviti drugim oblicima konvergencije. Ako su
(F,) ., funkcije raspodela verovatno¢e na R, onda su kompletna konvergencija i

slaba konvergencija ekvivalentne. Ako su (X,) _ sluajne promenljive i ako X,

n=0
imaju funkcije raspodelaF,, n>0,onda X, — X, znaci F, - F.
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Propozicija 2.1.5: Ako su (H,)
vrednostima iz intervala (a,b) i ako H, - H,,ondai H,~' — H,
te (a,b)NC(H,™") vazi H'(t)—> H,'(1).

neopadajuce funkcije realne promenljive sa

n=0

" u smislu da za

Cauchyjeva funkcionalna jednacina

Neka je k(x), xe R, funkcija koja zadovoljava

k(x+y)=k(x)+k(y), x,yeR.
Ako je funkcija k merljiva funkcija 1 ograniCena nad skupovima koji imaju
pozitivnu meru, onda je k(x)=cx zaneko ce R.

2.2 REGULARNA VARIJACIJA: DEFINICIJA I PRVE OSOBINE

Teorija regularno variraju¢ih funkcija je neophodan analiticki alat za
proucavanje raspodela sa debelim repom. U ovom odeljku ¢emo uvesti pojmove
regularne varijacije 1 spore varijacije merljivih funkcija 1 dati definiciju
maksimalnog domena atrakcije. IzveS¢emo sledeci zaklju€ak: Funkcija raspodele
verovatno¢e F pripada maksimalnom domenu atrakcije Frechetove raspodele
ekstremnih vrednosti ako 1 samo ako je rep funkcije raspodele F regularno
variraju¢i sa eksponentom -« . U Fisher-Tippettovoj teoremi ¢emo istaci tri
znacCajne vrste raspodela ekstremnih vrednosti: Frechetovu, Weibullovu i
Gumbelovu.

Sada ¢emo se pozabaviti samo realnim funkcijama jedne realne
promenljive.

Definicija 2.2.1: Merljiva funkcija U:R, — R, je regularno variraju¢a u o sa
indeksom a€ R (u zapisu U € R,), ako za x>0 vazi
im U _ x*.
== U(1)
Indeks @ nazivamo eksponent varijacije.
Ako a=0, onda je U sporo variraju¢a funkcija. Sporo variraju¢e funkcije se

uglavnom obelezavaju sa L(x). Ako U € R,, onda U(:C) € R, 1 ako stavimo
L= >0,
x

vidimo da se « -varirajuca funkcija uvek moze predstaviti u obliku x*L(x).

Grubo govoreci, regularno varirajuce funkcije su funkcije koje se asimptotski
ponasaju kao stepene funkcije.
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Primedba 2.2.1.1: Definisali smo regularnu varijaciju u beskonacnosti, tj. za
t > oo, Sliéno mozemo definisati regularnu varijaciju u nuli zamenom ¢ — sa
t =0, ili u bilo kojoj pozitivnoj tacki a. Zaista, regularna varijacija funkcije U u

taCki a>0 se definiSe kao regularna varijacija funkcije U, (x)=U (a—lj u
x

beskonacnosti.

U slucaju da treba napraviti razliku, moZemo govoriti o regularnoj varijaciji
u fiksnoj tacki a. Kadgod je na osnovu konteksta jasno znacenje, koristi¢emo
pojam regularna varijacija.

Primedba 2.2.1.2: Uslov th(tx) =x%, x>0 se moze oslabiti na viSe nacina,

=300 U([)

najvaznije je specifikovati samo da grani¢na vrednost postoji i da je pozitivna, ne
mora se zahtevati da ima funkcionalni oblik x“. Zaista, ako u navedenom uslovu
pretpostavimo da grani¢na vrednost postoji za sve x>0 ida je jednaka y(x), onda
direktno sledi da

X(sx) = x(s) x(x), x>0,
prema tome, y(x)=x" zaneko ae R.

Primedba 2.2.1.3: Tipi¢ni primeri sporo variraju¢ih funkcija su pozitivne
konstante ili funkcije koje konvergiraju ka pozitivnoj konstanti, logaritmi i
iterativni logaritmi.

Primer 2.2.2: Funkcija x* je kanoni¢ka « -varirajuca funkcija. Funkcije
In(1+x), In(in(e+x)), Kaoi exp{(Inx)’}, Be 0.1

su sporo varirajuce.
Bilo koja funkcija U za koju grani¢na vrednost
Im U (x) = U (o)

postoji kao konac¢na i1 pozitivna vrednost, je sporo varirajuca.
Sledece funkcije nisu regularno varirajuce:
e’, sin(x+2).

log x]

Primetimo da je [log x| sporo varirajuéa, ali da " nije regularno varirajuéa, gde

je [ ] oznaka za najveéi ceo deo broja.

Mozda je interesantno primetiti da sporo varirajua funkcija L moZe imati
beskonacne oscilacije 1 da se mozZe desiti da
liminf L(x)=0 1 limsup L(x) =oo.

X—00 Y300
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Dat je primer za ovakvu funkciju L 1 njen grafik:
l(x)=exp{ﬂn0:kxb2cos(h(b+x»2]},

LD

o.7

] ] ]
i) m i)

]
w

X
Z0oo 4000 &000 sooo looao

U terminima verovatnoca, govorimo o raspodelama €iji repovi su regularno
varirajuci. Dajemo neke primere:
1I-F(x)=x7%, x=21, a>0
1 raspodela ekstremnih vrednosti
D, (x)= exp{—x‘“}, x=0.

Raspodela @ (x) ima osobinu 1-®,(x) ~x™*, x—eo.

Cauchyjeva funkcija gustine f(x)= ima funkciju raspodele F sa

1+ x%)
osobinom 1-F(x) ~ (zx)™".

Ako je A (x) funkcija standardne normalne raspodele, onda ni 1- A7(x), ni rep

Gumbelove raspodele ekstremnih vrednosti l—exp{—e‘”‘} nisu regularno varirajuci.

Propozicija 2.2.3:
a) Merljiva funkcija U:R, - R, je regularno variraju¢a ako postoji funkcija h
takva da za sve x>0 vaZzi lim UU(I:) =h(x). U tom slucaju je h(x)=x% za neko

@cRiUcR,.
b) Monotona funkcija U:R, — R, je regularno variraju¢a ako postoje dva niza
pozitivnih brojeva (4,) . (b,) _, koji zadovoljavaju
b, >, A, ~A., n—>oo (2.5)
1zasve x>0 grani¢na vrednost

lim 4,U (b, %) = (%) (2.6)

S

postoji 1 konacna je. U tom slucaju je x“1 UeR, zaneko aeR.
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Cesto ¢emo se pozivati na (2.6) kao na sekvencijalni oblik regularne varijacije.
Ona je najkorisnija za raspodele verovatnoca. Tipi¢no, U ¢e biti rep raspodele,
A =n,a b, ¢e biti kvantili te raspodele.

Dokaz: a) Funkcija h je merljiva, jer je granica familije merljivih funkcija. Za
x>0, y>0 vazi

U(txy) Ulxy) ' U(tx)

Uty Ux) U@

1 za t—>o dobijamo Ah(xy)=h(x) h(y). Funkcija H zadovoljava Hamelovu
jednacinu koja se smenom promenljive moZze prevesti u Cauchyjevu jednacinu.
Zbog toga, oblik funkcije h je A(x)=x” zaneko ae R.
b) Zbog jednostavnosti, pretpostavimo da je U neopadajuc¢a. Neka vaze (2.5) i
(2.6), pokazacemo da je funkcija U regularno varirajuca. PoSto b, — oo, za svako t

postoji n(t) koje ima kona¢nu vrednost i definisano je sa
n(t)=inf{me N: b, >1}

m+1
tako da vazi
b,,<t<b

n(t)+1*

Zbog monotonosti funkcije, za x>0 vazi
{ﬂ’n(r)-#l] AU (bn(,)x) < U (tx) <[ Ao J /ln(,)HU(bn(,Hx)
/ln(t) /ln(r)+1U (bn(t)+l ) U(t) ﬂn(z)ﬂ /ln(r)U (bn(t) )

Neka sada £ — oo, koristimo (2.5) i (2.6) i dobijamo lim 2 = 1.2
== U(1) 2D

.Sada iz a)

sledi regularna varijacija.
Primedba 2.2.3.1: Propozicija 2.2.3 b) ¢e vaziti i ako pretpostavimo da je (2.6)

ispunjeno na gustom skupu. To je znacCajno u slucaju kada je U neopadajuca
funkcijai AU (b,x) slabo konvergira.

2.2.1 Maksimalni domen atrakcije

Neka su (X,)
ekstremna vrednost je

iid slucajne promenljive sa funkcijom raspodele F(x). Njihova

M, =max{X,,...X,}.
Jedna od raspodela ekstremnih vrednosti je Frechetova raspodela
P (x):= exp{—x’“} , x>0, >0.

Kakve uslove treba postaviti na F, tzv. uslove domena atrakcije, da bi postojalo
b, >0 tako da
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P{AZ" < x} =F"(b,x) > P,(x) 2.7)

n

slabo konvergira? Kako treba okarakterisati normalizuju¢i niz (b,) . ?

Neka je x,=sup{x: F(x)<1} desna krajnja tacka raspodele F. Dokazimo da je
x, =oo. U suprotnom, ako x, <oo, onda iz (2.7) dobijjamo da za sve x>0 vazi

. X,
bx— x,, 4. b, > .
x

Posto je x>0 proizvoljno, sledi da b x — 0 odakle sledi da je x,=0. Ali tada za

x>0 vazi F"(b,x)=1, Sto naruSava (2.7). Sledi da je x, =co.

Nadalje, b, — e jer u suprotnom za podniz n’ vazi b, < K zaneko K <. Tada iz
F(K)<1 sledi

0<®, (1)=lim F"(h,)<lim F"(K)=0,
Sto je kontradikcija.
Logaritmovacemo (2.7) da bismo za x>0 dobili limn(—log F(b,x))=x"".
Sada ¢emo iskoristiti relaciju —log(l1-z)~z, z—>0 na osnovu koje je (2.7)
ekvivalentno sa

limn(1-F(b,x)=x% x>0. (2.8)
Iz Propozicije 2.2.3 1 (2.8) dobijamo
1-F(x)~x“L(x), x—>oo (2.9)
zaneko & >0. Da bismo okarakterisali {b,}, stavljamo
1
U(x)=
= Fm
. ) . U x) o Lo . ..
1 tada je (2.8) ekvivalentno sa —=*— — x“, x>0. Uvodeci inverznu funkciju,
n
pomocu Propozicije 2.2.3 dobijamo
-1 i
—U b(ny)—>y‘”, y>0. (2.10)
R n
Tako U™'(n) = (n) ~b, ito odreduje b, .
1-F(x)
Suprotno, ako vazi (2.9), defini§imo b, =U"'(n) kao i pre. Tada je

1-F(bx)
m-——-—————m-=Xx
e 1= F(b)
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1 dobijamo (2.8) pod uslovom da je 1—F(bn)~l, Sto je isto kao U(b,)~n, .
n

UU™ ' (n))~n. Podsetimo se iz (2.4) da z<U'(n) ako i samo ako U(z)<n.

Stavljaju¢i z=U"'(n)(1-¢), a zatim z=U"'(n)(1+¢), dobijamo
v(utm) _u'm)_  u(vtm)

u(vtma+e)” n T U(UTm-e)

. . y , 1 .
Neka n — « 1neka je, kao Sto se se¢amo, U = - € R,. Tada je

(1+ &)™ <liminf M M

n—oo n

<limsup <(l-&)7,

n—soo

1 poSto je € >0 proizvoljno, sledi traZeni rezultat.

Definicija 2.2.4 (Maksimalni domen atrakcije):
Funkcija raspodele F slucajne promenljive X pripada domenu atrakcije raspodele
ekstremnih vrednosti H ako postoje konstante b, >0, o, R takve da vazi

M -« .. . . . ..
r—* 5 H, n— (konvergencija u raspodeli). Maksimalni domen atrakcije

n

raspodele H ¢emo oznacavati sa MDA(H) 1 zapisivati F e MDA(H).

Na primer, gornja razmatranja pokazuju da neka raspodela F pripada MDA(®,) za
izbor konstanti &, =0, b, =U"'(n), ne N. Iz dokaza je takode jasno da je
MDA(®,) potpuno okarakterisan raspodelama ¢ije rep je regularno varirajuci sa
indeksom —« .

Teorema 2.2.5: F e MDA(®,) ako i samo ako Fe R, gde je F(x)=1-F(x).

Sli¢no kao Sto centralne grani¢ne teoreme govore o konvergenciji zbira
slu€¢ajnih promenljivih ka normalnoj raspodeli, teoreme Fisher-Tippett tipa govore
o konvergenciji maksimuma niza slu¢ajnih promenljivih. Grani¢ne raspodele se
nazivaju raspodelama ekstremnih vrednosti 1 moZe se pokazati da postoje samo tri
vrste ovakvih raspodela: Frechetova, Weibullova i Gumbelova.

Teorema 2.2.6 (Fisher-Tippett):
Neka je (X,) _, niz iid slu¢ajnih promenljivih. Ako postoje normirajuce konstante
b, >0, a, € R 1nenegativna slu€ajna promenljiva H takva da

M -«
. n_ T sH,neN,

n

tada H ima jednu od sledecih raspodela:
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1) Frechetova @ (x)=¢* , x>0, @>0.
2) Weibullova ¥ _(x)=¢ ", x<0, a>0.
3) Gumbelova A(x)=e¢ , xeR.

2.3 REGULARNA VARIJACIJA. DALJI REZULTATI.
KARAMATINA TEOREMA

Asimptotske procene su sveprisutne u aktuarstvu i matematici finansija. U
mnogim sluc¢ajevima transformacije (Laplaceova, Fourierova, Mellinova) igraju
veoma znacajnu ulogu. One su ulazna vrata za klasicnu Abel-Tauberovu teoriju.
Teorija o regularnoj varijaciji pocinje radom Karamate, Feller u nju uvodi teoriju
verovatnoce 1 ona danas predstavlja standardnu teoriju 1 za probabilistiCare 1 za
statistiCare. Nadalje ¢emo saZeto predstaviti neke od glavnih rezultata znacajnih za
nasu primenu.

Postoji nekoliko detaljnijih rezultata koji poboljSavaju kvalitet 1
primenjivost teorije regularne varijacije: uniformna konvergencija, Karamatina
teorema koja tvrdi da regularno varirajucu funkciju mozemo integraliti na nacin na
koji integralimo stepenu funkciju, 1 kona¢no, Karamatina teorema o reprezentaciji.

2.3.1 Uniformna konvergencija

Propozicija 2.3.1: Ako U € R, zaneko o€ R, onda
im U@) =x7
== (1)

vaZzi lokalno uniformno po x na (0,c0) .

Ako je a>0, onda uniformna konvergencija vazi na intervalima oblika (0,b] za
sve b>0.Za a<0 je konvergencija uniformna na (b,), b>0.

Znacajan rezultat je Cinjenica da je konvergencija u Propoziciji 2.3.1
uniformna na svakom kompaktnom podskupu od (0,e). Ako je U monotona

funkcija, rezultat sledi direktno iz diskusije Odeljka 2.1, jer imamo familiju
monotonih funkcija koje konvergiraju ka neprekidnoj granici.

2.3.2 Integracija i Karamatina teorema

Slede¢i rezultati ispituju osobine integrala regularno variraju¢ih funkcija.
Za potrebe integracije, « -varirajuce funkcije se, grubo govorec¢i, ponasaju kao i
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stepene funkcije oblika x“. Pretpostavicemo da su sve funkcije koje posmatramo
lokalno integrabilne, i1 poSto nas zanima ponaSanje ovih funkcija u oo,
pretpostavljamo njihovu integrabilnost i na intervalima koji sadrZe nulu.

Teorema 2.3.2 (Karamatina teorema):

a+l

a)Nekaje a>2-11UeR,. Tadaje za x>0, jU(t)dteR 1
0

lim Y

- —a+1. 2.11)
e J'O U (t)dt

Ako je a<-1 (ili ako je a=—11i jU(s)ds<oo), tadaiz Ue R, sledi da jU(s)ds

1ma konacnu vrednost, j U(t)dte R, 1

X

+1

lim=Y _ oy (2.12)
H“I U (t)dt

b) Ako U zadovoljava
. xU(x)
lim ———

. =€ (0,), (2.13)
e jo U (t)dt

onda Ue R, ,. Ako jU(t)dt < 1ako

lim—=—I ) _ e (0,00, (2.14)
e j U (t)dt
onda UeR ,,.

Primedba 2.3.2.1: Teorema 2.3.2 nam govori da se, za potrebe integracije, sporo
variraju¢e funkcije mogu izvuci izvan integrala. Na primer, da bismo zapamtili 1
interpretirali  (2.11), koristimo zapis U(x)=x“L(x) 1 onda posmatramo

IU (Hdt = j t*L(t)dt . Sada podintegralnu funkciju L(¢) izvla¢imo izvan integrala
0 0

kao faktor L(x) 1 dobijamo

X L) xU(x)
= — =
a+l1

j U(t)dt = j t*L(t)dt ~ L(x) j t°dt = L(x) :
0 0 0 a+1 oa+1

Sto je ekvivalentno tvrdnji (2.11).
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Dokaz:
a) Za odredene vrednosti &, za uniformnu konvergenciju je dovoljno zapisati, npr.

'[0 vob .[U(Sx) j-s“ds =(a+1)"
x U(x) U 9 '

b) Ako a > -1, pokazujemo da IO U(t)dt=co. Iz Ue R, imamo
‘m U(2s)
s—>00 U(S)
Zbog toga, postoji s, takvo da iz s>s, sledi U(2s)>2"'U(s). Za n takvo da

=2%>27",

2" > 5, Imamo
on n+2 on n+l on n+l
j U(s)ds =2 j U(2s)ds > j U(s)ds

on n+l
1 tako, stavljaju¢i n, =inf {n 2" > So} , dobijamo

2n+2 2110+2

TU(S)dSZ Z IU(S)dS>Z jU(s)ds:oo

n
o n,2">s, pntl nzny o+l

Tako, za @ >—-1, x>0 1zabilo koje N <e vazi

IU(sx)ds ~IU(sx)ds, t—> oo
0 N

jer je U(sx) «-varirajuca funkcija po s. Za fiksirano x i dato & postoji N takvo da

za sve s> N vazi
A=&e)xU(s) U (sx) <A+ &)x“U ()
1 tako

jU(s)ds xj U (sx)ds x'[ U(sx)ds
limsup—— =limsup———— =limsup—2——<

[uwds " [uwas 77 [Us)ds

0 0 N

t

j U(s)ds
<limsup(1+¢&) x** L=+ x“
o j U(s)ds
N

Analogni argument se primenjuje za liminf , 1 tako smo za & >—1 pokazali

jU(s)ds €R,,
0

Ako a=-1, onda ili jU(s)ds<00, pa jU(s)dse R ., =R,, 1li jU(s)ds=oo, pa se
0 0 0

onda moZe primeniti prethodan argument. Tako smo proverili da za sve a > -1
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vazi [U(s)dse R,.,
0

Sada ¢emo se skoncentrisati na dokazivanje (2.11) kada Ue R,, o> —1.
DefiniSemo funkciju

b =Y (2.15)
jo U (t)dt

tako da integracijom izraza ——~ b0 dobijamo reprezentaciju
X

IU(s)ds = cexp{j@dt} s

U =c?Dex {j“’) } 2.16)

Moramo pokazati da b(x) - a+1. Primetimo prvo da

RUGY I
liminf —— = liminf —IO iminf [Z0
x> h(x) e x U(x) e e U(x

. t s ..
Nakon uvodenja smene s =—, kori§¢enjem Fatouove leme, dobijamo
x

1
hmlan- ds > J-limi (sx) J- Pds = L
e U(x x—os (x) 0 o+l
11z toga zakljucujemo da je
limsupb(x) < a+1. (2.17)

X—>00

Ako a=-1, onda b(x) — 0, kao Sto se ocekuje.

Sada pretpostavimo da o > —1.

Primetimo da vaze sledece osobine za b(x):
® p(x) je ograni¢ena u semi-beskonacnoj okolini od « (na osnovu (2.17);
® DH(x) je sporo varirajuca, jer x U(x)e R, ,;
® p(xt)—b(x) >0, x— o ikonvergencijapot je uniformno ograni¢ena

nad kona¢nim intervalima. Poslednja tvrdnja c) sledi na osnovu slabe

o ..o b(xt)=b .. o . :
varijacije, tj. hmM =0, i imenilac je ograni¢en na nekom intervalu

b(x)
oblika (x,,c0), x,>0.

J- b(xt)—b(x)

c) Iz treCe osobine i1 dominirane konvergencije sledi lim —dt =0 ileva

X—>00

strana se mozZe raspisati da bismo dobili
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X—>00
1

lim{j'@dt—b(x) log s} =0. (2.18)

Iz (2.16) sledi cexp {j@dt} = J'U (s)dse R,,, 11z osobine regularne varijacije
1 0

[u@ar . "
(a+1)logs=limlog| 2—— |= limj (ft) dt = limj (ft) dt;

[uwar :

0

kombinujuci to sa (2.18) dolazimo do znacajnog zakljucka da b(x) > a+1.
b) Pretpostavljamo da (2.13) vaZi i1 proveravamo da li UeR,,. Stavimo

b(x)= TU—(X) tako da b(x) > 4. 1z (2.16) dobijamo
[‘v@ar
Ux)= c@exp{j@dt} = cb(x)exp {I b0~ l)dt} ,
X 1 t ! t

a poSto b(x)—1—>A—-1, U je po definiciji (A-1)-varirajuca. (Videti Posledicu
2.3.3).

2.3.3 Karamatina teorema o reprezentaciji

Teorema 2.3.2 nas direktno uvodi u Karamatinu reprezentaciju regularno
variraju¢ih funkcija.

Posledica 2.3.3 (Karamatina teorema o reprezentaciji):
a) Funkcija L je sporo varirajuca ako i samo ako L ima sledecu reprezentaciju

L(x)=c(x)exp {J.%t)dt}, x>0, (2.19)
1
gde c:R >R ,&:R —R 1
lime(x)=ce (0,0), (2.20)
lime(x)=0. (2.21)

X—>00

b) Funkcija U : R, — R, je regularno varirajuca sa indeksom « ako i samo ako U
ima sledecu reprezentaciju

X

U(x) = c(x)exp { [ @dz}, (2.22)

1
gde c(-) zadovoljava (2.20) 1 lima(t) =« . (To je izvedeno iz a) koriS¢enjem

U(x)=x"L(x) 1koriS¢enjem reprezentacije za L).

32



Dokaz: Ako L ima reprezentaciju (2.19), onda L mora biti sporo varirajuca, jer za

x>1 vazi
lim L(tx):hmc(tx) exp J-—g(s)ds .
= (1) 1o c(2) K

Za dato € naosnovu (2.21) postoji ¢, takvo da

t

—E<E()<E, t21,,
pa stoga vazi

txl x I‘Xl
—810gx=—€j—ds$ j&dsﬁsj—dsﬁ clogx.
IS t S I‘s

Zakljucujemo da lim

1—o0

T@ds —0i timZ™® oy,

S = [ (1)

Obrnuto, pretpostavimo da Le R,. Na sli¢an nacin kao u (2.15), definiSemo
x L(x)

.[ : L(s)ds

1 prema Karamatinoj teoremi b(x) -1, x — 0. Primetimo da

b(x) =

L(x)= bx) j " L(s)ds .
X 0

Stavimo &(x)=b(x)—1, tada £(x) >0 1

2

odakle je

exp {I@dt} _1 I(j L(s)ds _ L(x) (2.23)
L x j(j L(s)ds b(x) j(: L(s)ds

1 reprezentacija sledi sa

c(x) = b(x) j L(s)ds .

Primer 2.2: Cauchyjeva funkcija gustine F’(x) :%(1 ! > j x€ R zadovoljava
z\1+x

F'(x)~ix_2, x — o 1tako 1—F(x)~ix_l, X —>oo,
2 2z
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2.3.4 Diferenciranje

Prethodni rezultati opisuju asimptotske osobine neodredenog integrala
regularno variraju¢e funkcije. Sada ¢emo opisati Sta se deSava kod diferenciranja
« -varirajuce funkcije.

Slede¢i rezultat je neophodan za diferenciranje regularno varirajucih
funkcija:

Teorema 2.3.4 (Teorema o monotonoj gustini):

Neka je U(x)= I u(y)dy (respektivno U(x)= I u(y)dy), gde je u monotona u
0 X
beskonaCnosti (. u# je monotona na (z,0) za neko z>0). Ako

U(x)~cx*L(x), x—oo, za ¢20, @€ R, Le R, onda u(x) ~ cax“"'L(x), x —>.Za

¢ =0 gornje relacije se interpretiraju kao U (x) = o(x"’L(x)) 1 u(x)= o(x""lL(x)) .

Za primene u teoriji verovatnoce, uslovi oblika Fe R, za a >0 gde je F funkcija
raspodele, su Cesti. SaZeli smo neke teoreme koje ¢e nadalje biti potrebne.

Propozicija 2.3.5: Neka je U : R, — R, apsolutno neprekidna funkcija sa gustinom
u tako da U(x)= [u(dt.
0
a) Ako vazi
lim 24 _ (2.24)
Xx—00 U(x)

ondaje UeR,.
b) Ako UeR,, ae R, 1 ako je funkcija gustine u monotona, onda je (2.24)
ispunjeno i, ako @ #0, onda |u|(x)e R, _, .

x u(x)

Dokaz: a) Stavimo b(x) = . Dolazimo do zakljucka da

X
Ux)=UQ) exp{j@dt} ,

pa U zadovoljava teoremu o reprezentaciji « -varirajuce funkcije.
b) Neka je gustina u neopadajuca. Analogni dokaz se moze izvesti 1 ako je u

U (xb)-U(xa) _ f u(y)dy
U(x) Ux)

nerastuca. Neka je 0 <a <b 1 posmatrajmo da

Zbog monotonosti dobijamo
u(xb)x(b—a) S U(xb)-U(xa) S u(xa)x(b—a)
ux - U@ U

(2.25)
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Iz (2.25) 1 Cinjenice da je U € R, zakljuCujemo da vazi

u(xa) < b* —a”

(2.26)

limsup x <
Xoo U((x) b—a

za bilo koje b>a >0. Neka b — a, §to se svodi na diferenciranje. Tada (2.26)
postaje

< aa™ (2.27)

. u(xa
limsup x (xa)
X—o0 X

za bilo koje a > 0. Sli¢no, iz leve jednakosti u (2.25) za a — b dobijamo

liminf x“CP) < g (2.28)

= T UW

za bilo koje »>0. Tada (2.24) dobijamo za a=1 u (2.27)1za b=1 u (2.28).

2.4 REGULARNA VARIJACIJA. DALJE OSOBINE

Dosad smo razmatrali regularnu varijaciju pozitivnih funkcija na [0,e).
Postoje mnoga proSirenja koja ukljucuju:
-regularnu varijaciju na RiliR",
-regularno varirajuce nizove,
-brzu varijaciju sa indeksom +oo ili —oco.
Od ovih mogucih generalizacija mi razmatramo samo one koje nalaze primene u
modeliranju ekstremnih rizika.

Definicija 2.4.1 (Brza varijacija): Merljiva funkcija U : R, — R, brzo varirajuca,
tj. varirajuca sa indeksom « (U € R ) ako je za svako x>0

0, =x<l1,
1mU(tx)=x°°= 1 x=1,

== U
oo, x>1.

Sli¢no, U e R__ ako

oo, x<l1,
1mU(tx) =x"=<1 x=1,

== U ()
0, x>1.

Primer za funkciju Ue R je U(x)=¢". U sledecoj teoremi smo sazeli neke
glavne osobine za R _ .

Teorema 2.4.2 (Osobine funkcije brze varijacije):
a) Neka je U € R__ nerastuca funkcija. Tada za neko z>0 izasve e R vazi
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st xa+1U(x) .

t“U(t)dt <oo 1 lim— (2.29)
: jt“U (t)dt
Ako za neko ae R vaze It"’U(t)dt <00 1(2.29),onda Ue R .
1
b) Funkcija U € R__ako 1 samo ako postoje funkcije c1 d takve da
c(x) > ¢, € (0,00), §(x) > —oo kad x >
1 zaneko z>0 vazi
)
U(x)=c(xexp| [=—=du|, x>z. (2.30)
u

Primedba 2.4.2.1: Neka je Fe R_. Tada iz Teoreme 2.4.2 a) sledi da su svi
stepeni momenti od F konac¢ni i
j “F(t)dt
m=———=0
xoe xF(X)

Poslednja grani¢na veza karakteriSe Fe R__.

Primedba 2.4.2.2: Klase R _,, >0 igraju kljuénu ulogu u izracunavanju
fluktuacija suma i maksimuma slu¢ajnih promenljivih. Na primer, uslov Fe R,
karakteriSe maksimalni domen atrakcije Frechetove raspodele ®,, dok se klasa
R_ uvodi kroz karakterizaciju maksimalnog domena atrakcije Gumbelove

o

raspodele.  Reprezentacija (2.30) takode moze biti zapisana kao

F(x) :c(x)exp( j %duj, gde a’(x) >0 (d’ je gustina za a, pod pretpostavkom
alu

da ona postoji).

Definicija 2.4.3 (Regularno varirajuci nizovi):
Niz pozitivnih brojeva (c,),., je regularno variraju¢i sa indeksom a€ R ako

. Cm .
Iim—=t“, t>0.
n—oo Cn

Kadgod je (c,),.y regularno varirajuci niz sa indeksom «, tada c(x)=¢, pripada

klasi R,.Zahvaljujuci ovoj osobini, mnogi rezultati za R, se prenose na nizove.

U sledecoj propoziciji su sakupljene korisne osobine regularno varirajuc¢ih
funkcija.
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Propozicija 2.4.4:
a) Ako Ue R,, —o< <0, Onda

lim 28V _

x> logx
tako da
. 0, a<o0,
ImU(x) = .
oo o, a>0

b) (Potterove granice): Neka Ue R,, o€ R. Neka je € >0. Tada postoji ¢, tako
dazasve x>11sve t>t, vazi
. Ux)
l-e)x“  <——=<(1+&)x“. 2.31
(1-e)x 0o (1+e)x (2.31)

¢) Ako Ue R,, a€ R iako nizovi (a,)  i(b,) _, zadovoljavaju
0<a, >o0,0<b —o,1b ~ca, kad n — oo
za 0<c <o, onda
Ub,)~cU(a,).
Ako a#0, onda rezultat takode vaZi za ¢=0 ili «. Analogni rezultati ¢e vaZiti
ako se nizovi zamene funkcijama.
d)Ako U,e R, 1U,e R, , @, < 1ako )lri_{EUz(x) =o,onda U oU,eR,, .
e) Neka je U neopadajuca funkcija i neka je
U(eo)=oo, UeR,, 0S @< oo,
Tada U"'eR .
f) Neka su U,,U, neopadajuCe, «-varirajuce funkcije, 0<a<e. Tada za
0<c¢ < vazi
U (x)~cU,(x), x > o0,
ako 1 samo ako
U™ (x)~ c_”’_]Uz_l (x), x > oo,
g) Ako UeR,, a+#0, onda postoji funkcija U" koja je apsolutno neprekidna,
strogo monotona i za koju vazi
Ux)~U"(x), x > oo.
Dokaz:

a) Izvodimo dokaz u slu€aju 0 < @ <oo. Neka je funkcija U data Karamatinom
reprezentacijom oblika

U(x) = c(x) exp{x@dz},

1
gde ¢(x) >¢>01 a(t) > «. Tada
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[
=o(1)+—

log x rldt

logU(x) _

b) Koriste¢i Karamatinu reprezentaciju, dobijamo
U(tx) _ c(tx) exp { J-x o(ts) ds} ,
Uil) () LN
a rezultat je nadalje oCigledan, jer mozemo izabrati 7, tako da za  >¢, vazi

a—-e<ats)<a+e za s>1.

c) Ako je ¢>0, onda iz osobine uniformne konvergencije iz Propozicije 2.4.4
sledi

b

n

U U(a” J
im TG gy LA YO _ e
weUa,) = Ula,) == U@)
d) Opet, na osnovu osobine uniformne konvergencije, za x>0,
U, (tx)
Uu|U (t)zj ,
mUl(Uz(tx)) _1 1( U0 :thl(yx” )

SRUUL0) e O 0,0) e U, (y)

. U (tx)
Nek U (x)=
e) Neka je U, (x) Uil

%0

=X

, tako da ako je U € R, 1 ako je U neopadajuca, onda za

0<a<oo vazi
U, (x) > x%, t 5o,
Sto, na osnovu Propozicije 2.1.5, implicira da
U™ (x)— x4, toe i
. U'(xU(@ .
imY_GU@) _ ot
t—o0 t

Zbog toga,

v'axu(utm) .
im - = .
s UT)

Ta granica vazi lokalno uniformno, poSto monotone funkcije konvergiraju ka
neprekidnoj granici. Sada UoU™'(t) ~t, t—>o, pa ako zamenimo x sa #{1()
° t

1 iskoristimo uniformnu konvergenciju, dobijamo

U (’“ Uo U“(r)j L L
1 olJ ™! U UoU -1
imZ @) o AUV O m D) _

o U)o U(1) e U
iz Gegasledi U™' e R ..

f) Akoje ¢>0, O0<a <o, ondazasvako x>0 imamo
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lim G ) _ i U0 U () _ e
o= U, (1) == U,(tx) U,(t)
Uvodenjem inverznih funkcija, za svako y >0 dobijamo

1 a’!
hmw = (lj , 1 tako
e t c

Ul_l (y U, °U2_l(t)) ( yjal
im — =| <
100 U, () c

apoSto UoU™'(t) ~t, onda vazi

~1

hmmz(zf _
= U, (1) c

Za y=1 je tvrdnja dokazana.

g) Na primer, ako U € R,, a >0, definiSemo

U(s)
s

ds .

U*(t)=j

U(s)
s

Tada eR

a1

1 na osnovu Karamatine teoreme,
U —a
U™ (x)
Funkcija U je apsolutno neprekidna, i posto U(x) — « kad >0, onda je U"

strogo rastuc¢a u beskonacnosti, tj. postoji interval (x,,e0), x, >0 tako daje U"
strogo rastuca na (x,,oo).

Sledece pitanje je veoma znacajno za primene: Neka U € R,. Da li mozemo
pronaci glatku funkciju U, € R, tako da U,(x) ~U(x) dok x —oo?

U Karamatinoj teoremi o reprezentaciji imamo odredenu fleksibilnost pri
konstruisanju funkcija ¢ i €. Ako npr. uzmemo da je ¢ konstantna funkcija, ve¢
imamo (parcijalni) pozitivan odgovor na ovo pitanje. MoZe se izvesti mnogo vise,
Sto pokazuje sledeca propozicija:

Propozicija 2.4.5 (Glatke verzije spore varijacije):
Neka Le R,. Tada postoji L e C™ (C~je prostor beskona¢no diferencijabilnih

funkcija) tako da L(x)~L(x) kad x—e. Ako je L monotona, onda je 1 L
monotona funkcija.

Slede¢i Karamatin rezultat se Cesto primenjuje. On iznosi suStinsko

tvrdenje da su integrali regularno varirajucih funkcija i sami regularno varirajudi,
ili preciznije, sporo varirajucu funkciju mozemo izvuci ispred integrala.
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Teorema 2.4.6 (Karamatina teorema o ograni¢enoj funkciji): Neka je Le R,
lokalno ograni¢ena na [x,,~) za neko x, 0. Tada

X a+1
a) za a>—1 vazi j “L(t)dt ~—

% (a+1)

L(x), x > oo,

a+l

+1)

b) za o <-1 vazi J't"’L(t)dt ~—(x L(x), x —>o.
o

Primedba 2.4.6.1: Teorema 2.4.6 vaziiza a=-1 u smislu da za a=-1 vazi

1 ¢ L(t .1 L(t
- _d() >0, X—>oo1 —()thRO.
L(x) W ! oot

Ako IL()dt<m onda vazi TJ'Tdt—wxv, x—>ooiJ‘L+t)dteR0.

o

Primedba 2.4.6.2: Zakljucci Teoreme 2.4.6 se alternativno mogu formulisati na
sledec¢i nacin. Neka je Ue R, za neko o€ R 1 neka je U lokalno ograniCena nad

[x,,%0) zaneko x, 20. Tada:

[uvwar
a)za a>-1vazi lim=> = ,
o xU(x) a+l1

[u@ar |
b") za o <-1 vazi lim =— .
o xU(x) a+l1

Svaki put kad je a#-11 kad vaZi granicni uslov a') ili b') za neku pozitivnu

funkciju U koja je lokalno ograniena nad [x,,), x, 20, tada je U € R,.

Propozicija 2.4.7 (Regularna varijacija repova funkcija raspodele):
Neka je F funkcija raspodele takva da F(x)<1 zasve x2>0.

an+l
funkciju g i sve A iz gustog podskupa od (0,) vazi
lima, F(Ax,) = g(A)e (0,0), ondaje g(A)=4"

zaneko @>01i F je regularno varirajuca.

b) Neka je F apsolutno neprekidna sa gustinom f takva da za neko o >0 vazi

x f(x)
m-—=

i)

c)Nekaje fe R, , zaneko ¢ >0. Tada je

=a.Tada feR,,i FeR,,
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lim L _ g
o F(x)
Poslednje tvrdenje takode vazi ako je Fe R, za neko a>0 i gustina f je

monotona u beskonacnosti.
d) Neka je X nenegativna slu¢ajna promenljiva sa repom raspodele Fe R, za
neko o >0. Tada
E[x”’]<oo ako f<a,
E[x” |=c0 ako a<f.
e) Neka Fe R, zaneko a>0,>«. Tada
Zyn -
lim W _f-a
[ yPdF(y)
0

Obrnuto vazi u slucaju da je f>a. Ako je f=a, mozemo samo zakljuciti da
F(x)=o (x’“L(x)) zanekoLe R,.

f) Sledeca tvrdenja su ekvivalentna:

1) [y'dF(y)eR,,
2) f(x)zo[x_zjiyzdF(y)j, X —>oo,

Primetimo da su tvrdenja b) i c), e) i f) specijalni slucajevi opste verzije
Karamatine teoreme i teoreme 0 monotonoj gustini.

Teorema 2.4.8 (Karamata-Tauberova teorema za Laplace-Stieltjesove
transformacije): Neka je U nerastu¢a funkcija neprekidna s desne strane

definisana na [O,oo). Ako LeR,, ¢20, a=0, onda su sledeca tvrdenja
ekvivalentna:
ex“L(x)

a) U(X)~F(1+0{)’ xX—

2 2

b) u(s)= jie_”dU(x) ~ cs‘“L(lj, s—0.

N
0
Za c=0 tvrdenje a) se interpretira kao U (x):o(x"’L(x)), x—oo, a pod b) je
sli¢no.
To je znacajan rezultat ne samo zbog oCuvanja stepenog koeficijenta « nakon

primene Laplace-Stieltjesove transformacije, ve¢ i zbog ofuvanja sporo varirajuce
funkcije L. Iz a) ili b) za ¢ >0 sledi
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71

i 1)
Il+a)’
Iznenaduju¢i je rezultat da obrnuto (da c) implicira a) i b)) takode vazi.

c) U(x)~

X —>

Posledica 2.4.9: Neka je F funkcija raspodele sa Laplace-Stieltjesovom
transformacijom f.Za ae [0,1) i Le R, su ekvivalentna slede¢a tvrdenja:

a)1—jks)~s“L(l

S

j, s—0,

b) F(x)~ ( jx_“L(x), X —>o00,

I'l-o)

42



3. SUBEKSPONENCIJALNOST

U ovom poglavlju ¢emo detaljno razraditi klasu subeksponencijalnih
raspodela, kandidate za raspodele gubitka sa debelim repom. Zbog njihove
znaCajnosti u modeliranju velikih Steta, uklju¢iCemo veoma detaljnu analizu
njihovih osobina. Koriste¢i Cramer-Lundbergov pristup, izvr§i¢emo prvu procenu
asimptotskih verovatnoca rizika u slu€aju regularno varirajucih funkcija raspodela
iznosa Steta. Predstavicemo ekvivalent velikih iznosa Steta za Cramer-
Lundbergovu procenu. Drugim reCima, izvrSi¢emo procenu verovatnoce propasti
procesa u beskonaénom vremenskom intervalu uz pretpostavku o velikim
zahtevima za odStetu.

Detaljno razmatranje teorije subeksponencijalnih raspodela je prilicno
formalno, tako da ¢emo se zadovoljiti pregledom dela teorije koji se najlakSe
primenjuje konkretno u teoriji rizika i generalno u osiguranju i finansijama.

3.1 NEKI PRELIMINARNI REZULTATI

Zapocinjemo nase razmatranje osobinom zatvorenosti regularno varirajucih
funkcija raspodela u odnosu na konvoluciju.

Lema 3.1.1: Klasa raspodela sa regularno variraju¢im repovima je zatvorena u
odnosu na konvoluciju. Ako su F, F, dve funkcije raspodela takve da

F(x)=x“L(x) zasve @201 L, e R,, i=1.2,
onda konvolucija G = F, = F, ima regularno varirajuci rep takav da
G(x) ~ x “(L(x)+ L,(x)), X =00,
Dokaz: Neka su X,,X, dve nezavisne sluCajne promenljive sa funkcijama
raspodela F, i F,, respektivno. Koriste¢i {X,+X, >x} > {X, >x}U{X, > x}, moZe
se lako proveriti da vaZzi G(x)= (Fl(x) + E(x)) (1-o(1)).

Ako je o€ (0,%) , onda iz
{X,+X,>x}c{X,>(1-0)x}U{X, >1-0)x}U{X, > Ix, X, > Ix} sledi

G(x)< F((1-8)x)+ E,(1-8)x)+ F.(6x)+ F,(6x) =
= (F((1=9)x)+ F, (1= 9)x)1+0(1)) .
Tako je

G 1-5ye.

1<tliminf — % <limsup—S) <
F(x)+F,(x)

xme F(x)+F) (X)) xoee

43



Sto pokazuje rezultat kada 6 — 0. Lako se pokazuje da je L + L, sporo varirajuca

funkcija.
Alternativni dokaz ovog rezultata se moZe zasnivati na Karamata-Tauberovoj
teoremi (Teoremi 2.4.8). Sledi znaCajna posledica izvedena indukcijom po n:

Posledica 3.1.2: Ako je F(x)=x“L(x) za sve a>0ilLe R,, onda za sve n2>1

vazi

F"™(x) ~nF(x), X —>oo.

Sada pretpostavimo da su X, X,,...,X, 1id sa funkcijama raspodele F kao 1
u prethodnoj posledici. Oznacimo parcijalnu sumu od X,X,,...X, sa
S, =X,+X,+..+X, 1 njihov maksimum sa M, =max{X,,X,,...X,}. Tada za sve
n=?2

P[S,>x]=F"(x),
P[Mn>x]:F(x)=F(x)nZ_1:Fk(x)~n}7(x), X —>o00, 3.1)

Prema tome, koriste¢i prethodan zapis, Posledica 3.1.2 moZe biti preformulisana u
FeR, a>0 — P[S,>x]|~P[M,>x], x> .

Ovo implicira da je, za funkcije raspodele sa regularno variraju¢im repovima, rep
funkcije raspodele sume S, uglavnom odreden repom funkcije raspodele
maksimuma M, . To je upravo jedna od intuitivnih predstava o raspodelama sa

debelim repom ili velikim iznosima Steta.

"Pod pretpostavkom regularne varijacije, rep maksimuma slu¢ajnih promenljivih
odreduje rep sume tih slu¢ajnih promenljivih."

Podsetimo se da u Cramer-Lundbergovom modelu vaZzi sledeca relacija (videti

(1.11)):

p () :ﬁ;‘mp)_n ). u20,
gde je F,(x) =iJ‘F (y)dy integral repa raspodele. Pod uslovom F,e R, za neko
M
a >0, moZemo se nadati da vazi sledeca asimptotska procena:
yw) _— p < o F(w)
- P S pr Y (3.2)
F(u) 1+p Z? F,(u)
P N S
+1+;<p>npu+ (3.3)
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Kljuc¢ni problem koji ostaje otvoren u prethodnom izraCunavanju je korak iz (3.2)
u (3.3).

Da 1i mozemo izvrSiti "bezbednu" razmenu grani¢nih vrednosti 1 suma?
Odgovor je potvrdan. Zbog toga je (3.3) prirodna procena propasti kadgod je F,
regularno variraju¢a. Pokaza¢emo da slina procena vazi za mnogo Siru klasu
funkcija raspodele. Ovom prilikom, (3.3) se moZe preformulisati na sledeci nacin:

Za raspodele iznosa Steta sa regularno variraju¢im repovima, verovatnoca
konac¢ne propasti w(u) uz veliki uloZzeni pocetni kapital u je potpuno odredena

repom F(y)raspodele iznosa Stete za velike vrednosti y, tj.
1 5=
W) ~— [ F(y)dy, u—oo.
PHY

Iz Tabele 1.2.11 izdvajamo sledece tipi¢ne raspodele iznosa Steta pokrivene
slede¢im rezultatom: Paretovu, Burrovu, gama-logaritamsku, odsecCene stabilne
raspodele.

3.1.1 Cramer-Lundbergova teorija za
subeksponencijalne raspodele

Kao $to je pre bilo navedeno, kljucan korak u izvodenju relacije (3.3) je
bio u dokazivanju osobine F"(x)~nF(x), za x - in>2. To nas prirodno

dovodi do klase funkcija raspodele koja omogucava veoma opStu teoriju procene
propasti za velike iznose Steta. Glavni rezultat u ovom okruZenju je Teorema
3.1.1.4 koju ¢emo ubrzo navesti.

Definicija 3.1.1.1 (Subeksponencijalna funkcija):
Funkcija raspodele F sa nosatem (0,o0) je subeksponencijalna ako za sve n>2

vazi

mZ @ _, (3.4)
== F(x)
Klasu subeksponencijalnih raspodela ¢emo oznacavati sa S .
Primedba 3.1.1.1.1: Relacija (3.4) daje sledec¢u intuitivhu karakterizaciju
subeksponencijalnosti (videti (3.1)):
Zasven>2, P[S,>x]~P[M,>x], x > oo (3.5)

Da bismo proverili subeksponencijalnost, ne moramo pokazati (3.4) za sve n>2.

Lema 3.1.1.2 (Dovoljan uslov za subeksponencijalnost):

Ako TimsupT— <2 onda Fe S.

X—>00 X
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Dokaz: PoSto F oznacCava funkciju raspodele pozitivne sluajne promenljive,
direktno sledi

F¥(x) S F*(x), §j. F*(x)= F*(x) za sve x>0.

F”(x)
Stoga je liminf
F(x

X—>00

>2,, pa prema uslovima leme grani¢na relacija (3.4) vazi za

n=2.Dokaz se onda izvodi indukcijom pon. Za x>y >0,

— 3.6
F(x) F(x) (3.6)
_1+Imdp(t) _1+Imd F(t)
B ’ F"(x—t) F(x—1) _
_1+U+J ]( Focn Fo JdF(t)—1+Il(x)+Iz(x),
. P FT(x—t) F(x—1t) F"™(x—t) F(x- D,
gde je Il(x)_;[ F(x—t) F(x) a2 IZ(x)_J} F(x—1) F(x) o,
Dodaju¢i —n+n u I, 1 primetivsi da se %—n moze napraviti proizvoljno
x—
malo za sve 0<r<x-y 1zadovoljno veliko y, sledi
1,(x) = (n+o(1)) j L)t)dF(t)
FF(x—1) _F(x)-F*(x) F(x— D, _F)-F"(x) B
Sada ! o dF (t) = oo Xj) o (t)——F(x) J(x,y) =
=(1+o(1)-J(x,y), gde J(x,y)SF(x)_F( ()x_y)%Okadx—wo prema
X

Lemi 3.1.1.3 a), koja ¢e uslediti. Zbog toga je lim/,(x)=n.

F"(x—1)
F(x—1)

onda lim/,(x) =0, ¢ime je dokaz zavrSen.
X—oo

Konacno, posto je ograni¢eno kad x—y<r<x 1iposto je limJ(x,y)=0,

Primedba 3.1.1.2.1: Uslov u Lemi 3.1.1.2 je trivijalno potreban za sve Fe S.

Primedba 3.1.1.2.2: Na pocetku gornjeg dokaza koristili smo éinjenicu da za

funkciju raspodele F pozitivne slucajne promenljive uvek vazi liminf F(( ))
X—>o x

Lako je pokazati da u ovom slucaju za sve n>2 vazi
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limint £ )
= F(x)

>n

Zaista, vazi S,2M,, §to povladi F"(x)=P[S,>x]>P[M,>x]=F"(x). Zbog
toga

liminf _() i F()
M Fe e R
Sledeca lema je neophodna ako zelimo izvesti (3.3) iz (3.2) za subeksponencijalnu
funkciju F, .

Lema 3.1.1.3 (Neke osnovne osobine subeksponencijalnih funkcija):
a) Ako F e S, onda uniformno na kompaktnim y -skupovima na (0,) vazi
@) g 3.7)
xoe [(x)
b) Ako vazi (3.7), onda za sve £ >0 vazi
e F(x) — o0, x =0,
c) Ako Fe S, onda za dato £€>0 postoji konacna konstanta K takva da za sve
n=>?2 vazi

FF(S) <K(+ée), x=0. (3.8)
Dokaz: a) Za x>y >0, prema (3.6)
F*(x) . (FGx-1) F(x F(x-y)
o —1+£ o dFo j dF(t)>1+F(y)+ = (F=-F().

Tako, za dovoljno veliko x za kOJG je F(x)—F(y)#0, vazi
_Fa-y) _ [F%)

F(x) F(x)

U poslednjoj proceni, desna strana izraza tezi ka 1 kad x — oo. Uniformnost
odmah sledi iz monotonosti po y. Alternativno, koristicemo da se osobina (3.7)
moZe preformulisati u Folne R, i onda ¢emo primeniti Propoziciju 2.3.1.

—l—F(y)J(F(X)— F(yy™.

b) Na osnovu a), Folne R,. Ali, tada zaklju¢ak x°F(Inx)—> oo, x = oo sledi
direktno iz teoreme o reprezentaciji za R, . (Videti Teoremu 2.3.3).

F"(x)

>0 =~
= F(x

c¢) Neka je o, =sup . Koriste¢i (3.6), za svako T >0 izvodimo

_ (x—y) fF"(x=y) F(x—y)
&, =1+supy J.TdF(Y) SuP»TJ. F(x—y) F(x) dF(y) <
<I+A +a, suppTM
) F(x)
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. 1 y . . .
gde je A, :m <oo. Sada, poSto Fe §, moZzemo za dato £ >0 izabrati T takvo

da ,, <1+A, +a (+¢). Odavde sledi «, S(1+AT)(1+€)

n+l —

, Sto implicira (3.8).

Primedba 3.1.1.3.1: Lema 3.1.1.3 b) opravdava naziv subeksponencijalna za
Fe S. Zaista, F(x)opada prema nuli sporije od bilo koje eksponencijalne funkcije

e " zasve £>0. Stavise, posto za bilo kojee >0

o

je”dF(x) > e F(y), y>0,

y
1z Leme 3.1.1.3b)sledidaza Fe S vazi f(—s)zooza sve £€>0.

Zbog toga Laplace-Stieltjesova transformacija subeksponencijalne funkcije
raspodele obavezno ima singularitet u nuli. Kao $to sledi iz dokaza Leme 3.1.1.3
b), poslednji uslov je ispunjen za vecu klasu funkcija raspodele koje zadovoljavaju
(3.7). Dalje proucavanje ovih klasa ¢e biti dato u Odeljku 1.4.

Podsetimo se da za funkciju raspodele F sa kona¢nim o¢ekivanjem x4 vazi
1¢=
F (x)=—[F(y)dy.
M

Sledi jos jedna znaajna posledica gornjeg rezultata.

Teorema 3.1.1.4 (Cramer-Lundbergova teorema za velike iznose Steta, I):
Posmatraymo Cramer-Lundbergov model uz uslov neto profita p>0 1 funkciju

F,e S .Tada

wm~%ﬁwxuem. (3.9)

Dokaz: Posto je L<1, onda postoji nekoe >0 takvo da 1Jr—g<1. Tako zbog
I+p I+p

(3.8) vazi

F,_"*(u) <K 1+e)" ,
Fy(u) 1+ p)"
Sto zbog dominirane konvergencije omogucava razmenu grani¢nih vrednosti i

suma u (3.2), Sto nas dovodi do Zeljenog rezultata.

uz0

(I+p)"

2
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Grafik 3.1.1.5: Realizovane putanje procesa rizika (U(?)),., u slucaju lognormalne
(gore) 1 Paretove (dole) raspodele iznosa Steta:
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Ove realizacije treba uporediti sa realizacijama iz Grafika 1.1.2 (sa realizacijama
eksponencijalnih raspodela).

Teorema 3.1.1.4 zavrSava na$ zadatak pronalazenja Cramer-Lundbergovog
oblika procene u slucaju raspodela sa debelim repom. Za raspodele iznosa Steta sa
subeksponencijalnim integralom repa raspodele, verovatnoca krajnje propasti je
data relacijom (3.9).

Kao dodatak ovim funkcijama raspodela sa regularno variraju¢im
repovima, sledeci primeri iz Tabele 1.2.11 daju procenu za (3.9): lognormalna,
Benktanderova raspodela tipa I, Benktanderova tipa II, Weibullova raspodela za
0<7<1. To ¢e biti pokazano u Odeljku 1.4.

Primer 3.1.1.6 (Regularna varijacija za sloZene Poissonove funkcije raspodela):
Radi primenljivosti u osiguranju, ograni¢avamo pomenutu funkcionelu 7 da bude
slozena Poissonova raspodela, tj. pretpostavljamo da za neko 4 >0 vazi

o k
G(x) = e-ﬁz%F"*(x), x20, (3.10)
k=0 K-

N
a to je funkcija raspodele za in’ gde su X, 1d sluCajne promenljive sa
i=1

funkcijom raspodele F, nezavisne od Poissonove slucajne promenljive N.
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Primenjuju¢i  Laplace-Stieltjesove  transformacije u  (3.10), dobijamo
g(s)=e 7 $>0 i samim tim

1-2(s) ~ A(1— f(s)), s —>0. (3.11)
Klasu funkcija regularno varirajucih u beskonacnosti obelezavamo sa R™, a klasu
regularno varirajué¢ih funkcija u nuli sa R . Primenom Posledice 2.4.9 i (3.11), za

ae[0,1) sledi
-5(%)

GeR,——1-g €R’ lim —= =T'(l-a)
== G(x)
- 1-g(}
= 1-feR) lim (A)z/l

T
(1)

—— FeR", lim—— =I'(l-a).
e F(X)
Konac¢no, dobijamo
FeR” = GeR" ——limZM _.
== F(x)

Propozicija 3.1.1.7 (Zatvorenost klase S u odnosu na konvolucioni koren):
Ako je F"™ e S za neki prirodan broj n, onda je Fe S.
Dokaz: Posto F" e S, iz Leme 3.1.1.3 a) znamo da

im0 (3.12)
X—>00 F‘ﬂ>F (x)
uniformno na kompaktnim skupovima koji sadrze t. Fiksiraqmo A>0. Za x> A
imamo
A x n _ 2n*
1+(j+j jMdF"*(z):F *(x)—>2, X —>o0.
o4 ) FU () F" (x)

Iz osobine dominirane konvergencije 1 iz (3.12) prvi integral konvergira ka
F™(A), tako da

nmIL"‘)”dF"*(z) ~F" (4). (3.13)
x—)ooA Fn*(x

Fiksirajmo u >0 takoda F" " (u)>0. Tada za x>u

F™(x)= F(x) +U+I ]F(”_“*(x—t)dF(t) =

0 u

=F(x0)+J,(x)+J,(x). (3.14)
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Pokazujemo da za dato &£ >0 postoji x, = x,(u,€) tako da
0 g 1g sy (3.15)
F™(x) n 2

L) (W € sy (3.16)
F™(x) F""w) 2

Da bismo dokazali (3.15), primetimo da

J(x) _F"(x—u) Flu)< FU(x—u) FU"" (x—u) F" (x—u)

F™(x)  F"(x) CFUT(x—u) FU(x—u)  F"(x)

. . . oy e NV | .
Na desnoj strani, prvi koli¢nik ima vrednost najviSe —, na osnovu Primedbe 3
n

nakon Leme 3.1.1.2, dok drugi koli¢nik konvergira ka n—1 jer F" € S . Konacno,
tre¢i kolicnik konvergira ka 1 prema (3.12). 1z toga sledi (3.15). Za (3.16), na
nekom skupu verovatnoc¢a, neka S,_, X, i S’ budu nezavisne slu¢ajne promenljive

sa odgovaraju¢im funkcijama raspodela F"™"", F i F". Nekaje S =S _ +X,.
Tada

F(n—l)*(u)Jz(x) < F(n—l)*(u).[ﬁ(x—t)dF(t) = P[Sn_1 < M]P[u < Xn Sx< Xn +S’:] =

:P[Sn_lSu<XnSx<Xn+S']SP[u<SnSx+u<XnSx<Xn+Sn,J:

=P[u<Sn Sx<Sn+Sn/J+P[x<Sn <x+u], tako da

(n-1ys X e PPN
F _(u)Jz(x)SIF (x t)dF”*(t)+F (x) F (x+u)
F™(x) w F"(x) F™(x)
Desna strana konvergira ka F" («) na osnovu (3.12) i (3.13). Tada sledi (3.16).
Iz (3.14)-(3.16) dobijamo

liminf £ 21—(1—1}M

== F () n) FO )’
. 1 : F"(x)
Desna strana konvergira ka — kad u — oo, pa limsup 2 <n.Zbog toga na
n X—>o0 X

osnovu Leme 3.1.1.2 sledi Fe S.

Definicija 3.1.1.8 (SloZeni Poissonov proces):

Neka je A slu¢ajna promenljiva sa P[A>0]=1 i neka je N=(N(1)),, homogeni
Poissonov proces sa intenzitetom 1, nezavisan od A. Proces (N(A1))., je sloZen
Poissonov proces.
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Slucajna promenljiva A u gornjoj definiciji se moZe interpretirati kao slucajna
promena u vremenu. Procesi opstiji od slozenog Poissonovog procesa, kao Coxovi
procesi, su dugo bili alati aktuara. SloZzeni Poissonovi procesi su susrecu u svakoj
standardnoj literaturi iz teorije rizika. Homogen Poissonov proces sa intenzitetom
A>0 je specijalan slu¢aj sloZzenog Poissonovog procesa za degenerisanu slucajnu
promenljivu, tj. za Poissonovu slu¢ajnu promenljivu za koju vazi P[A=A4]=1.

Teorema 3.1.1.9 (Subeksponencijalnost i sloZzene Poissonove funkcije
raspodela): Neka su F,G i A povezani na osnovu relacije (3.10). Tada su sledece
tvrdnje ekvivalentne:

a) Ge S,

b) Fe S,

Dokaz: Deo b) — a)ac) sledi slicno kao u dokazu Teoreme 3.1.1.4, na osnovu
Leme 3.1.1.3, dominirane konvergencije i Leme 3.1.1.2.
Deo a) — b): prvo pretpostavimo da 0 < A <1n2. Razmotrimo funkciju raspodele
1 &AL
R(x)= —F" (x), x=0.
x) eu; PR

Nakon uvodenja Laplace-Stieltjesovih transformacija, za sve s>0 dobijamo
A1 (s) ~1

e

r(s)= ,
(s) T

Af(s)=In(1=(1-€*)F(s)),
i posto je ¢’ —1<1, imamo
= = (-t
Af(s)==D —r"(s).
ok
Inverzijom dobijamo da za sve x>0 vazi
AF (x) __i (1-¢)" R (%)
Rx) & k  Rx
Stavide, ¢*G(x)=(e*—=DR(x), pa iz Ge S sledi Re S. Birajmo £>0 tako da
(e’ =D(A+&)<1. Na osnovu Leme 3.1.1.3 ¢) postoji K =K(&)<o tako da

RRT();)SK(H.S)" vazi za sve x>0 1 sve n. Dakle, koriS¢enjem dominirane
X

konvergencije u (3.17) dobijamo

(3.17)

F(x) e*'—1
1m-— = PR
e R(x) Ae

paiz Leme 3.1.1.2sledi Fe S.
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Uzmimo sada 4>0 proizvoljno, sledi da za A postoji ceo broj I =1(1) >0 takav
da %< In2 . DefiniSimo za sve x>0 funkciju
Y )
- - noou
pa h(s)z(exp{—/l(l—f(s))}) '~ 5" (5), 520.
Ovo implicira da G=H" e §, iz Sega na osnovu Propozicije 3.1.1.7 sledi He S..

Iz prvog dela dokaza dobijamo Fe S (jer je %< In2).

Deo dokaza ¢) — b): Zasve x>0,

F(x): (G(x)— ”Z—F"( >j

k#2

F*(x)

Deljenjem obeju strana sa F(x) dobijamo limsup—

X—>00 X

<2 ,panaosnovu (3.18)

sledi Fe S.

Teorema 3.1.1.10 (Subeksponencijalnost i sloZene funkcije raspodela):
Neka je (p,) mera verovatnoce na N, takva da za neko &£>0 vaZi

> p,(1+8&)" <oo. Stavimo G(x)=» p,F"(x), x20.

n=0 n=0

a) Ako Fe S,onda Ge S 1

=)

G
lim F(x Z} (3.18)

b) Obrnuto, ako vazi (3.18) i ako postoji / >2 takvodaje p, >0, onda Fe S.
Dokaz: a) Primenjuje se isti argument kao 1 u dokazu Teoreme 3.1.1.4.
I ~ o rs i
b) Za fiksirano [, p, F_(x) < G _ Dy F_(x) +p, F_(x) .
F(x) F) i F) F(x)

F"(x)
(x

Posto iz (3.18) 1 Fatouove leme sledi p, limsup—

X—>00

< p/l, onda na osnovu Leme

3.1.1.2 1 p,>0 dobijamo FeS.

Teorema 3.1.1.10 je uopStenje Teoreme 3.1.1.4 jer se bilo koja sloZena
geometrijska raspodela

G =(-a)S @' F" (x), 0<ar<1 (3.19)

n=0
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moze zapisati kao sloZena Poissonova raspodela. Zaista, koriS¢enjem Laplace-
Stieltjesovih transformacija se dobija gr(s):(l—a)(l—af(s)), Sto je sloZenog

Poissonovog  oblika g(s)zexp{—/i(l—ﬁ(s))}, gde je A:In( ! j, a
l-a
In(1-af(s))

h(s)= 7

. U distributivnom obliku to postaje
G(x)= e—iiﬁH"*(x)
n=0 ‘ ’

gde

1 oa .
H(x)= S L.

(-5 n
Posledica 3.1.1.11 (Subeksponencijalnost i sloZene geometrijske funkcije
raspodela): Neka O<a <1 inekasu F i G povezane relacijom iz (3.19). Tada su
sledeca tvrdenja ekvivalentna:

a) Fe S,

b) Ge S,

o) imEW %
e [(x) 11—«

Sa matematickog stanovista, rezultat Teoreme 3.1.1.4 se moZe znatno popraviti.
Posledica 3.1.1.11 dovodi do sledeceg rezultata.

Teorema 3.1.1.12 (Cramer-Lundbergova teorema za velike iznose Steta II):
Posmatrajmo Cramer-Lundergov model uz uslov neto profita p>0. Tada su

ekvivalentna sledec¢a tvrdenja:

a) F,eS,

b) 1-yw)e S,

o) im ¥ -1
S Fw)  p

Stoga, procena (3.9) je moguca jedino pod pretpostavkom F,e S. U sluCaju

Cramer-Lundbergove teorije, S je, dakle, prirodna klasa Sto se ti¢e procena
propasti kad god je Cramer-Lundbergov uslov naruSen. U Odeljku 1.4 ¢emo se
vratiti na uslov F, € § 1 povezati ga sa uslovima na F.

3.1.2 Ukupan iznos Steta u sluc¢aju subeksponencijalne raspodele
U Odeljku 3.1.1 smo istakli znac¢aj klase S za procenu verovatnoc¢a propasti

za velike iznose Steta. Sa stanoviSta matematike je znaCajno da se u Cramer-
Lundbergovom modelu 1-w (1) moZe izraziti kao sloZzena geometrijska suma data
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u (1.11). Iste metode kao metode koriS¢ene u dokazu Teoreme 3.1.1.4 daju ocenu
raspodele ukupnog iznosa Steta za velike iznose Steta. Zaista, u Odeljku 1.1. smo
konstatovali da u Cramer-Lundbergovom modelu za sve ¢ >0 vazi

G,(x)=P[St) < x]= i(l—t)ne_ﬁ’F”*(x), x20, (3.20)
n=0 n'

N(1)

gde je S(r) = Z X, ukupan (agregatni) iznos Steta nastalih do trenutka t.
k=1

Proces nastajanja Steta (N(7)),,, u (3.20) je homogen Poissonov proces sa

intenzitetom A >0, tako da

P[N(r)zn]z(}“”)n et >0, (3.21)
n!

Istim izraCunavanjem koje dovodi do (3.20) bi se, za uopSten proces nastanka Steta
(po pretpostavci nezavisan od procesa iznosa Steta (X, ),_, ), dobila formula

Gf(x)zipl(n)F”*(x), x>0, (3.22)

n=0
gde p,(n)=P[N(t)=n], ne N, definie meru verovatnoée na N,. U slucaju
subeksponencijalne funkcije raspodele F, isti argument koji je dat u dokazu
Teoreme 3.1.1.4 dovodi nas do sledeceg rezultata:

Teorema 3.1.2.1 (Ukupan iznos Steta u slu¢aju subeksponencijalne
raspodele):
Posmatrajmo (3.22) sa F e S, fiksirajmo ¢ >0 1 pretpostavimo da p,(n) ispunjava

S (+)" p,(n) <o (3.23)
n=0
zaneko €>0.Tadaje Ge S 1
G,(x)~E[ N()F (x) ], x 0. (3.24)
Primedba 3.1.2.1.1: Uslov (3.13) je ekvivalentan Ccinjenici da je funkcija

generatrisa verovatnoca Z s"p,(n) <o realna analiticka u okolini od s=1.
n=0

Primer 3.1.2.2 (Ukupan iznos Steta u Cramer-Lundbergovom modelu):
Neka je (N(7))., homogen Poissonov proces sa individualnim verovatnoama

(3.21), tako da p,(n) trivijalno zadovoljava (3.13). Tada za sve Fe S
G,(x) ~ AtF (x), x >

Primer 3.1.2.3 (Ukupan iznos Steta u slu¢aju negativne binomne raspodele):
Negativni binomni proces je proces pristizanja zahteva za odSetu koji zadovoljava
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[y B V(Y
p,(n)—( i j[ﬁﬂj [ﬁﬂj ,neN,, £.750. (3.25)

Negativni binomni proces je, za razliku od homogenog Poissonovog procesa,
glavni realistiCan model za raspodelu broja zahteva za odStetu primenjivan u
osiguranju. Lako se moZe proveriti da

. y(+1)
E[N®]=%, var[N(t)]=——"—
B Vo) B
OznacivS§i sa ¢g= a , p= L, koris¢enjem  Stirlingove  formule
B+t B+t
T(x+1) ~27x (fj . X = o0 iz (3.25) izvodimo
e
n_y_ y-1
pm)~LL h e,
L'(y)

Time je uslov (3.13) zadovoljen, pa za sve Fe S vazi

— -
G, (x) ~ = F(x), x >oo.
X IB X), X

Podsetimo se da u homogenom Poissonovom procesu
E[N®)]=At=var[N@®)].
Za negativni binomni proces,

var[N(1)] :(1+%jE[N(t)] >E[N@®)], 1>0. (3.26)

Uslov (3.26) predstavlja prerasipanje (over-dispersion) procesa. Prerasipanje

se moZe pojaviti na vise razli¢itih nacina:

a) prilikom posmatranja homogenog Poissonovog procesa nad intervalom c¢ija
duZina je slucajna, a ne fiksirana.

b) kada su podaci dobijeni pomocu spljostenog Poissonovog procesa, ili

¢) u proucavanju ponaSanja i naklonosti ka nesre¢nim slucajevima gde postoji
varijabilnost izmedu subjekata.

Najcesce se c) pronalazi u analizama podataka u osiguranju. Osobine pomenute
pod c) se mogu modelirati pomoc¢u sloZenih Poissonovih procesa. Njihova
precizna definicija data u produZetku je motivisana slede¢im primerom:

Primer 3.1.2.4: Pretpostavimo da je A slu¢ajna promenljiva sa I'(y, /)

/4
raspodelom 1 gustinom  f, (x) = p x" e, x>0. Tada

I'(y)
) n ¥ "
.[—(Xt) e_thA(X)dx:r(n—i_?/)( B j ( ! j ,n=0,1,2...
I WL \pri) \ e
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Poslednja formula je jednaka p,(n) u (3.15). Tako smo izveli negativno-binomne
verovatno¢e uvodeci slucajnost u Poissonov parametar A i posmatrajuci ga kao
slu€ajnu promenljivu u gama raspodeli. To je upravo primer sloZzenog
Poissonovog procesa.

Grafik 3.1.2.5 predstavlja realizovane putanje procesa rizika U(z),.,, sa linearnim
N(t)

prihodom od premije i procesom ukupnog iznosa Steta S(r) = z X, , gde je N(1),,
i=1

negativan binomni proces. Raspodela veliina Steta je ili eksponencijalna (gornji
grafik), ili lognormalna (donji grafik).

Grafik 3.1.2.5:
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Poredenjem sa Grafikom 1.1.2, gornji deo grafika jasno pokazuje efekat
prerasipanja. Ako uporedimo donji deo Grafika 1.1.2 sa odgovaraju¢im Grafikom
3.1.1.5, primecujemo nagomilavanje veceg broja manjih iznosa Steta.

U narednom odeljku ¢emo pokazati da je uslov F, € S takode zadovoljen za

lognormalnu raspodelu F. Kad god je F Paretova raspodela, odmah sledi da
F,e S. U ovim oblicima (Paretova, lognormalna funkcija raspodele F), Teorema

3.1.1.4 ima interesantnu istoriju koju moZemo pronaci u delu Olofa Thorina. U
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ovom radu, ocena W(u)~k J' F(x)dx, u— o za neku konstantu k je izvedena za

u

Siroku klasu raspodela pretpostavljajuci odredene uslove regularnosti:

F(y)= T(l —e "W (t)dt, y=0,
0

gde je V' neprekidna, pozitivna za r >0 za koju vazi
V(0)=0,i [V(t)dr.
0

Interesantan specijalan slucaj je izveden biraju¢i da V’(r) bude funkcija

gustine za gama raspodelu sa parametrom oblika ve¢im od 1, koja daje Paretov
slu¢aj. Teorema 3.1.1.12 se moZe formulisati u najopStijem obliku za model
obnavljanja omogucavajuc¢i realne, ali ne obavezno pozitivne vrednosti Steta.
Ispostavlja se da tako 1 u ovom slucaju, pod pretpostavkom da F, € S, vazi ocena

W)~ F ).
p

U modelu obnavljanja nemamo potpune relacije ekvivalencije kao u Cramer-
Lundbergovom modelu.

Neke metode aproksimacije za G (x) su na primer: brza Fourierova
transformacija, Panjerova rekurzija, tzv. aproksimacija sedlaste tacke. Pored
navedenih analitickih metoda, mogu se koristiti 1 statisticke procene vrednosti
G.(x).

3.2 CRAMER-LUNDBERGOVA TEORIJA ZA
VELIKE IZNOSE STETA
3.2.1 Neke srodne klase raspodela sa debelim repom:
Da bismo postavili direktne uslove na F tako da vazi Cramer-Lundbergova
procena raspodele sa debelim repom u Teoremi 3.1.1.4, prvo ¢emo prouciti neke

srodne klase funkcija raspodela sa debelim repom.

Klasa dominirano varirajucih raspodela se definiSe kao

P =4 F raspodela na (0,0): limsup— 2 <oop.
X—>00 F(x)
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Ve¢ smo naisli na elemente sledecih familija:

_ e Fla-y)
L= F raspodela na (0,00): lim————==1za sve y>0¢,

= FW

R= {F raspodela na (0,00): Fe R , zaneko o > O} ,
K= {F raspodela na (0,c0): f (—&)= j e dF (x)=oc0 zasve 8>0}.
0

Iz definicija sporo variraju¢ih funkcija sledi da
Fe L ako i samo ako Folne R.
Vaze sledece relacije:
a) RceScLcK,
b) LNDc S,
) DzSiSzD.

Grafik 3.2.1.1 Klase raspodela sa debelim repom:

Situacija je saZeto prikazana na Grafiku 3.2.1.1. Vecina implikacija je jednostavna
1 neke od njih su ve¢ dokazane (Rc S u Posledici 3.1.2 1 £Lc K u Primedbi
3.1.1.3.1 posle dokaza Leme 3.1.1.3). U literaturi se Cesto nailazi na greSku da
D c S; sledeca funkcija raspodele daje kontraprimer:

Primer 3.2.1.2 (Peter and Paul raspodela):
Posmatrajmo igru gde prvi igrac (Peter), baca fer nov¢i¢ sve dok prvi put ne padne

glava nov¢ica, i pritom od drugog igraca (Paula) dobija 2* rubalja ako je glava
pala u k-tom pokusSaju. Funkcija raspodele Peterovog dobitka je

Fx)= Y 27, x20.
k:2k<x
Problem koji se javlja u ovoj igri je Cuveni St. Petersburski paradoks (Detaljno je
=
opisan u radu Fellera). Direktno sledi da za sve ke N vazi % =2, tako da

Fe L ,asamimtim F¢ & .S druge strane, lako se pokazuje da Fe D.
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Rezultat S# £ nije trivijalan. Sto se ti¢e relacije izmedu Si L, pretpstavimo da
za x>0 vazi

2 X5
F (x)=1+jF(f—_y)dF(y).
F(x) F(x)

Prema definiciji, Fe £ implicira da za svako fiksno y gornja
podintegralna funkcija konvergira ka 1. Na osnovu Teoreme o uniformnoj
konvergenciju sporo variraju¢ih funkcija (Propozicija 2.3.1), ova konvergencija
takode vazi uniformno na kompaktnim intervalima za y. Da bismo izvrSili
razmenu grani¢nih procesa 1 integrala, potreban nam je neki uslov uniformne
integrabilnosti (dominirana konvergencija, monotonost po x...). Generalno, za

F e L oviuslovi ne vaze.

0

Prvo razmotrimo pripadanje klasi S uopSteno. Ve¢ smo utvrdilida Rc S i
Sc £ (Lema 3.1.1.3), §to implicira da za sve £>0 vazi e”F(x) 5o, X >, Iz
toga direktno sledi da eksponencijalna funkcija raspodele F(x)=1—e¢™* ne

pripada klasi S. Naravno, to se moZe jednostavno proveriti direktno, ili iskoristiti
¢injenicu da S c £ i odmah zakljucitida F¢ L.

3.2.2 Osobine subeksponencijalnih funkcija raspodele

Klasu subeksponencijalnih funkcija S smo uveli u Definiciji 3.1.1.1,
relacijom (3.4). Iako je subeksponencijalnost u osnovi uslov postavljen na funkciju
raspodele nenegativnih slu¢ajnih promenljivih, potrebna nam je verzija slucajne
promenljive sa realnim vrednostima.

Definicija 3.2.2.1: Funkciju raspodele G sa nosaem (—,o) ¢emo nazvati
subeksponencijalnom  funkcijom nad R ako postoji  nenegativna
subeksponencijalna funkcija raspodele F takva da F(x) ~ G(x) kad x — .

U Lemi 3.1.1.2 smo dokazali da akoF e S, onda je dovoljno proveriti (3.4) za
n="2 ili proveriti uslov

2%
limsupT— ) <2 (3.27)

X—o0 X

Malo uopstenje za (3.27) je sadrzano u sledecem rezultatu.

Lema 3.2.2.2 (Zatvorenost klase S pod uslovima ekvivalencije repova
raspodela): Neka su F i G funkcije raspodela definisane nad (0,o0) .
Ako FeS 1 lim(_;(x) =ce (0,),tada1 Ge S.

== F(x)
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Dokaz: Neka je v>0 fiksirano 1 neka x>2v, neka su X,Y nezavisne slucajne
promenljive sa funkcijom raspodele G . Tada

{X+Y>x}={X<v, X +Y>x}U{Y <v, X +Y > x}U

Ufv<X <x—v, X +Y>xJU{Y >v, X > x—v}.
gde su gornji dogadaji disjunktni, pa stoga
2 v~ XV ~ =
T~ A G 00 [ G e T = 628

=1,(x,v)+1,(x,v)+1,(x,v)
Prema Lemi 3.1.1.3 a), I,(x,v) = 2G(v) i I,(x,v) = G(v) kad x > o.Za £>0
postoji x, = x,(&) takvo da za sve x 2 x, vazi

G(x)
F(x)
Zbog toga, za dovoljno veliko v, v<y<x-v, vazi

G(x—y) core Jf(x) |

c—&<—=<c+e€.

— S E1 < .
F(x—y) G(x) c—¢
Sledi da
ct+e P F(x—y) cte(Fx—v) = = FO) = = G(x—1)
Iz(x,v)Sc_g_[ afs dG(y) = _8( o G(v) T )G( )+I o dF(t)JS
s”g[F(_x_v)c_;(v)—F(v)G(_x_v) W | )j Fle t)dF(t)j—>
c—&\ Fx) G(x) F(x)

- g(F(v)c G(v)—(c+€)o,(1)), x—>e0, gde o,(1) znadi limo,(1)=0, §to
C y—>o0
sledi iz F e S.Zbog toga,
2*
limsup Z )) <260 - E(Fw)e—G() —(c+€)0,())+G() > 2, v—>es, jer je
X—yo0 Cc—

Ge S na osnovu (3.27).

Propozicija 3.2.2.3: (Teorema o karakterizaciji klase S):
Neka je F apsolutno neprekidna funkcija raspodele sa gustinom f i hazardnom

stopom ¢(x) koja u beskona¢nosti opada prema nuli. Tada
a) Fe S akoisamo ako

lim j e £ (y)dy =1. (3.29)
0

b) Ako je funkcija x> exp{xg(x)}integrabilna nad [0,«), onda Fe S.
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Dokaz: Oznac¢imo sa Q(x)= J' g(y)dy =—In F(x) asociranu hazardnu funkciju. Tada
0

F*(x)
F(x)
Pomocu ovih nejednakosti smo dokazali da je uslov (3.20) potreban za Fe S.Da
bismo dokazali dovoljan uslov, pretpostavimo da vaZzi uslov (3.29). Nakon
razdvajanja gornjeg integrala nad intervalom [0,x] na dva integrala nad

—12 [ g (y)dy 2 [e?g(y)dy = F(x).
0 0

podintervalima [0%} 1 (i,x} i nakon uvodenja smene u drugom integralu,

dobijamo

X

2
eQ(x)_Q(x_y)_Q(y)q(y)dy _ eQ(x)—Q(x—y)—Q(y)q(y)dy+IeQ(X)—Q(X—y)—Q(y)q(x_ y)dy =
0

| Ot
Oy =

=1, (x)+1,(x).

X

Na osnovu istog argumenta o monotonosti sledi 7,(x) > F (Zj Stavise, za y<= i

N | =

X ..
xX—y=2— vazi
2

0(x)—0(x—y) < yg(x—y) < yq(fj .
Zbog toga

aiz (3.20) sledi da

)l(i_)rpmll(x)zl. (3.30)
Podintegralna funkcija u I,(x) tackasto konvergira ka f(y)=gq(y)e %"’ . Tako
moZzemo preformulisati (3.30) u "podintegralna funkcija u 7,(x) konvergira u f-
srednjem ka 1." Podintegralna funkcija u 7,(x) tackasto konvergira ka 0, a
svakako je ograniena podintegralnom funkcijom od 7,(x). Iz ove konstatacije 1 iz

=
Prattove leme dobijamo da limZ,(x) =0. Sledi da lim F_ () -1=1,tj. Fe S, ¢ime

X—>00 F(x)

smo dokazali dovoljan uslov za (3.29) i tvrdnju a).
b) Tvrdnja sledi neposredno iz Lebesgueove teoreme o dominiranoj konvergenciji,
jerje q(x)<q(y) zasve y<x.

Tako, zasad znamo da funkcije raspodele sa repom asimptotskog ponasanja
stepene funkcije (tj. Fe R) pripadaju klasi S. S druge strane, eksponencijalne
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funkcije (i funkcije raspodele F ¢iji repovi rastu brze od eksponencijalnih) ne
pripadaju klasi §. Sta se moZe re¢i za klase koje se po obliku nalaze "izmedu",
kao Sto je npr. znacajna klasa slu¢ajnih promenljivih sa raspodelama Weibullovog

tipa kod kojih F(x)~e™ za 7€ (0,1)?

|~

Propozicija 3.2.2.3, formulisana u terminima gustine f od F, stope hazarda g == 1

o T

hazardne funkcije Q(x)= J-q( y)dy odmah daje sledeci primer u S. Primetimo da,

0

koriste¢i gornji zapis, F(x)=e 2",

Primer 3.2.2.4 (Primeri subeksponencijalnih funkcija):
a) Neka je F Weibullova raspodela sa parametrima z€ (0,1), ¢ >0, tj. neka
F(x)=e™", x>0.

Tada je f(x)=cTx"'e ™, Q(x)=cx i g(x)=crx"", koja opada do 0 ako je
7 <1. Odmah moZemo primeniti Propoziciju 3.2.2.3 b), jer je

x = e f(x)=e T erx
integrabilna na (0,«) za 7€ (0,1). Zbog toga Fe S.
b) Koriste¢i Propoziciju 3.2.2.3, moZe se takode dokazati da ako

7-1

F(x)~e ™™ x o0, >0, onda FeS. Ovaj primer pokazuje da raspodela
moze imati rep oblika veoma slicnom eksponencijalnom, a da ipak pripada klasi S.
c) U oVvOj fazi  bismo se  mogli nadati da ¢Ce za

F(x)~e ™", x — oo, 7€[0,1), Le R,, F pripadati klasi S. Jo§ jednom, uopsten
odgovor na ovo pitanje je odriCan. Mogu se konstruisati primeri za Le R, tako da
odgovarajuca F ¢ak ni ne pripada klasi L.

Propozicija 3.2.2.5 (Veza izmedu dominirane varijacije i
subeksponencijalnosti):
a)Ako Fe L(1D,onda Fe .

b) Ako F ima kona¢no ocekivanje x4 iako Fe D, onda F, e LD . Zbog toga iz
a)sledi F, e §.
Dokaz: a) Iz (3.28), za sve x>0 vazi

(F(;Dz _ zi F(x—y)

F(x) F(x)

dF (y)+

2 % '
F (x)zzj Fx=y) dF(y)+o(l), gde o) sledi iz
0

F(x) F(x)

= X
Fa-y _FQ)
F(x) ~ F(x)

uslova Fe 2. Sada za sve 0<y S% vazi , tako da zbog Fe 2
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mozemo primeniti dominiranu konvergenciju, koja za Fe /£ daje konvergenciju
integrala ka 1. Tako je Fe §.

b) Zbog jednostavnosti zapisa, i bez gubitka na opstosti, stavljamo u=1. Posto je
zasve x>0

F,(x)=[F(y)dy> [ F(y)dy>xF(2x), (3.31)

1z F e 2 sledi da limsup xf (x) <limsup f (x)
o= U F () e FQx)

< oo,

gl
gl

(y)dy (y)dy

()
StavisSe, —

~
~
!
~
gl

(y)dy F(y)dy

3

odakle je limsup 7o <o, tj. F,eD.

X—>00
1

o ey 8 10 % C—y B
1]
—_
+
o ey 8 |10 | ey 2
IA
[E—
+
(SN
1]
[
+
|
7\

4l
—~ |7
= | =

xX+y

j F(u)du + T F(u)du

Fiksirajmo y >0, tada za sve x>0 vazi 1=— F(X;y , paiz (3.31)
I X

YF()  F(x+y) _ yF(x) | F(x+)
F(x) F®  xFQx) F(x)
zbiru je o(l) kad x > oo, jer Fe 2. Zato,

dobijamo 1<

. Prvi sabirak u poslednjem

<timsup Y < 6 Fe s
X—o0 F}(x) X—00 F}(x)

| < liminf FLEY)

3.2.3 Ponovni pregled slu¢aja raspodela sa debelim repom
u Cramer-Lundbergovom modelu:

Dosad smo videli da, sa analitickog stanoviSta, klase R i S daju prirodne
modele raspodela iznosa Steta kod kojih je naruSen Cramer-Lundbergov uslov
(1.13). U ovom odeljku diskutujemo pripadnost klasi S u odnosu na date
standardne klase funkcija raspodele. DrZzacemo se Cramer-Lundbergovog modela
da bismo ilustrovali kako funkcioniSe nova metodologija. Podsetimo se glavnih
rezultata odeljka 1.3 iz Cramer-Lundbergovog okruzenja, tj. iz Teoreme 3.1.1.4:

Ako je F,e S, onda y(u) ~l17,(u), U—>o0,
D
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Eksponencijalne Cramer-Lundbergove procene (1.14) 1 (1.16), uz uslov
malih iznosa Steta (1.13), daju iznenadujuc¢e dobre procene za w(u), ne samo za

. . . o o 1 = .
male nego 1 srednje vrednosti u. Procena za velike iznose Steta y(u) ~—F,(u) je
Yo,

uglavnom teorijska i zaista se jo§ moZe poboljSati. Prvi problem u odnosu na
prakti¢nu primenljivost se odnosi na uslov F, € §.

Prirodna pitanja koja se postavljaju u ovoj fazi su:
I)Daliiz Fe & sledi F,e §?

1 pitanje ne toliko znacajno za nasa ispitivanja,
2)Daliiz F,e & slediFe §?

Ispostavice se da je nazalost, generalno, odgovor na oba pitanja odrican. To nas
odmah dovodi do slede¢eg zadatka: postaviti dovoljne uslove na F tako da vazi
Fes§.

Posmatraju¢i poslednji problem, postoje brojni odgovori na tu temu koji se mogu
naci u literaturi. Prodiskutova¢emo neke od njih. Mnoge klase funkcija raspodele
navedene u prethodnom odeljku ¢e ovde igrati vaznu ulogu.

Sledeci rezultat je direktna posledica Propozicije 3.2.2.5.

Posledica 3.2.3.1 (Cramer-Lundbergova teorema za velike iznose Steta, III):
Posmatrajmo Cramer-Lundbergov model uz uslov neto profita p>0 1 neka

F e 2 .Tada vazi

w(u)~lF,(u), U—> o0,
Yo

Uslov Fe 2 se moze lako proveriti na svim bitnim primerima; za razliku od
netrivijalnog zadatka proveravanja da li F,e §. U Odeljku 2.4 je pokazano da za

o

bilo koje Fe £ postoji ke N tako da jx"dF (x)=o0, tj. da uvek postoje
0

divergentni (viS$i) momenti. [z Karamatine teoreme (Teoreme 2.4.6 6) odmah sledi

da iz Fe R sledi F,e £ 1 samim tim F,e S . Takode se mogu dati dovoljni

S ()

uslovi za F,e S izraZzeni u terminima hazardne stope ¢= 7o) za funkciju
X

raspodele F sa gustinom f ili hazardnom funkcijom Q=-InF .

Lema 3.2.3.2 (Dovoljni uslovi za F, e &):

Ako vazi jedno od slede¢ih tvrdenja:
a) limsupx g(x) <eo,

b) limg(x) =0, limx g(x)=-cc iako jo§ vaZi jedan od uslova
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1) limsupw< 1,

== 0(x)

2) ge R;, 5e[-1,0),

3) Qe R;, 6(0,1) i g opada u beskonaénosti,

4) g ubeskonacnosti opadaka 0, ge R, 1 Q(x)—xq(x)e R,,
onda vazi F, e & .

Primer 3.2.3.3 (Primeri za F, e §):
Kori$¢enjem Leme 3.2.3.2 b) se lako vidi da F, € § vaZi u slucajevima slede¢ih

raspodela:

-Weibullova raspodela sa parametrom ze€ (0,1),
- Benktanderova raspodela tipa I 1 11,

- lognormalna raspodela.

Posledica 3.2.3.4 (Cramer-Lundbergova teorema za velike iznose Steta 1V):
Posmatrajmo Cramer-Lundbergov model uz uslov neto profita p >0 gde funkcija

F zadovoljava jedan od uslova a) ili b) Teoreme 3.2.2.2. Tada vazi

w(u)~lF,(u), U—> oo,
Yo

Jo§ nam predstoji dati odgovore na pitanja 1) i 2). Razmatrajuci pitanje

2)Daliiz F,e & sledi Fe & ? 1 koriste¢i Propoziciju 3.2.2.5 b), zakljucujemo da
modifikacija Peter i Paul raspodele daje primer funkcije raspodele F sa kona¢nim
oCekivanjem takvimda F, e &, ali Fe §.

Rezimirajmo neke osobine klase & . S jedne strane, pokazali smo da je to
prava klasa funkcija raspodela koju treba proucavati u teoriji propasti pod
uslovima velikih iznosa Steta (videti Teoremu 3.1.1.12 gde c) implicira a)). S
druge strane, moramo biti jako pazljivi pri izvodenju opstih iskaza o klasi § i
njenoj vezi s ostalim klasama funkcija raspodele.

Za naSe trenutne potrebe, dovoljno je primetiti da za raspodelu F sa
kona¢nim ocekivanjem iz familije Paretovih, Weibullovih (7 <1), lognormalnih,
Benktanderovih tipa I 1 II, Burrovih ili gama-logaritamskih raspodela, vazi Fe &
1 Fed.

Posmatraju¢i definiciju za S, ne postoji prvobitan razlog za pretpostavku

da lim—=——==2. Interesantna klasa raspodela se javlja kao rezultat kada

dopustimo da ova grani¢na vrednost bude bilo koja vrednost vec¢a od 2.

66



Definicija 3.2.3.5: Funkcija raspodele F nad (0, ) pripada klasi S(y), >0 ako

a) Tim 2 Z 24 < oo
== F(x)

b) imE8 =Y _ oy R,
== F(x)

=)

MozZe se pokazati da d = I e"dF(y)=f (-y), tako da S =S(0). Ispostavlja se da

0
ove klase funkcija raspodele pokrivaju sve klase ilustrovane na Graficima 1.2.9 (2)
i (3), koji se nalaze izmedu slucaja raspodela sa tankim repom i slucaja raspodela
sa debelim repom (subeksponencijalni slucaj).

Cesto se deSava sledeca situacija: neka u nekom probabilistickom modelu
postoji neka ulazna slu€ajna promenljiva sa funkcijom raspodele F i izlazna
slucajna promenljiva sa funkcijom raspodele G. Neka su funkcije F i G u modelu
povezane nekom relacijom funkcionalne zavisnosti, npr. G=T(F). U mnogim
slu¢ajevima se moZe pokazati ekvivalencija slede¢ih tvrdenja:

a) F je regularno varirajuca,

b) G je regularno varirajuéa

Stavige, ako vaZi a) ili b), onda je ispunjeno i

o) 1imZ®) e (0.00). (3.32)

X—00 F(_x)

Sada se postavlja klju¢no pitanje: Koliko se najviSe moze proSiriti klasa regularno
varirajucih funkcija u (3.32) da bi ove implikacije joS uvek vazile?

U nekoliko priliéno uopsStenih situacija odgovor na ovo pitanje je da
osobinu regularne varijacije moZzemo zameniti subeksponencijalnoS¢u i u tom
slucaju uslov c¢) postaje ekvivalentan uslovima a) i b). To su tzv. Merceriove
teoreme.
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4 KADA I KAKO PROCES
DOLAZI DO PROPASTI

41UVOD

U ovom odeljku nastavljamo analizu procesa rizika u osiguranju koji smo
uveli u Poglavlju 1. Tamo smo, uglavnom pomocu analitickih metoda, proucavali
asimptotsko ponasanje verovatnoce propasti kada uloZeni pocetni kapital tezi
beskonacnosti. U ovom odeljku ¢emo prvo dati pregled ovih rezultata sa
probabilistiCkog aspekta. VratiCemo se verovatno¢ama propasti definisamim u
Odeljku 1.1. Opisujemo w(u) pomocu raspodele krajnjeg supremuma sluc¢ajnog
hoda. Stavise, okarakterisa¢emo uzoracku putanju procesa rizika koji teZi propasti.

Konkretno, interesuje nas pitanje: Kako izgleda uzoracka putanja procesa
rizika kome se bliZi propast? Odgovore na ovo pitanje ¢emo na¢i u Odeljcima 4.2 i
4.3, 1 za slucaj raspodele sa tankim, i za slu€aj raspodele sa debelim repom. Vazna
tema naSe analize su iznosi Steta koje dovode do propasti. Podsetimo se klasi¢nog
Cramer-Lundbergovog modela datog Definicijom 1.1.1:

a) Iznosi Steta X, X,,..., X, su pozitivne iid slucajne promenljive sa zajednicCkom
ne-mreZastom funkcijom raspodele F i kona¢nim o&ekivanjem E[X,]=u.
b) Steta X, se deSava u trenutku 7, =Y +..+Y,, gde su Y.,¥,,Y,... iid sludajne
promenljive sa eksponencijalnom raspodelom sa parametrom A>0. Odgovarajuci
brojevi zahteva za odStetu N(r)=sup{k =1, 7, <r} c¢ine homogen Poissonov
proces sa intenzitetom 4>0.
¢) Procesi (N (1)) i (X,),., Sunezavisni.
Tada je odgovarajuci proces rizika definisan sa

Ut)y=u+ct—S(), t=20,
gde je u pocetni uloZen kapital, S(z)= NZ(T:)X . ukupan iznos Stete do vremenskog

n=1
trenutka t, a ¢ >0 stopa prihoda od premije. Takode pretpostavljamo da vaZzi uslov
neto profita Ag—c<0.

U Poglavlju 1 smo se uglavhom koncentrisali na procenu verovatnoce
propasti u beskona¢nom vremenskom intervalu w(u)= P[inf,e[o,m) U(r)< O] . Za
naSe potrebe je pogodno izraziti y(«) u terminima Levyjevog procesa R, gde je

R(t)=S{#)—ct=u-U(t), t20.

Zbog toga se proces R moze smatrati vremenski neprekidnom analogijom procesu
sluCajnog kretanja sa negativnim drift parametrom. Iz tog razloga ocekujemo da ¢e
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razni rezultati Teorije sluajnog hoda biti korisni u ovom kontekstu; pogledati
takode Poglavlje 1, jednakost (1.9) i s njom povezane relacije. U nekim
slucajevima translacija se direktno primenjuje u metodi diskretnog skeleta ¢iji opis
sledi.

Posto ¢ >0, propast se moZe desiti samo u trenucima pristizanja zahteva za
odStetu 7, kada proces R napravi skok nagore (videti gornji deo Grafika 3.1.2). Na

osnovu uslova neto profita, diskretan vremenski proces
R, =>.(X,—cY)=).Z,, neN
k=1 k=1

konstituiSe proces slucajnog hoda sa negativnim drift parametrom sacinjen od niza
iid slu€ajnih promenljivih Z,Z,.... StaviSe,

w(u) = P[sup ., R(t) >u]=P[sup .,R, >u]. 4.1)
Neposredna posledica jakog zakona velikih brojeva je da
M =sup ,,R(t)=sup R, s.s. 4.2)

Slucajan hod se naziva diskretnim skeletom sadrzanim u neprekidnom
vremenskom Levyjevom procesu R.

Grafik 4.1.1 Uzoracka putanja procesa (R(7)),., (gornji grafik) i putanja njegovog
diskretnog skeleta procesa slucajnog hoda (R)) (donji grafik).

R(t) | ]\ M\J\\\
: -

Tacke stepenika su oznaCene sa «. One se javljaju kod diskretnog skeleta
slucajnog hoda (R)),_,1 odgovaraju indeksima (tj. iznosima Steta) n=2,4,27,43.

Visine stepenika se kod (R)),_, 1 (R(1)),, poklapaju. One takode predstavljaju
rekordne vrednosti za (R)).
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Ovakva konstrukcija nam omogucava upotrebu argumenata teorije
obnavljanja na skeletu i translaciju rezultata na proces R. Tako reprezentacija (4.1)
predlaZze koriS¢enje standardne teorije za maksimum procesa slu¢ajnog hoda sa
negativnim drift parametrom. Nadalje ¢emo predstaviti neke od glavnih ideja.

Podsetimo se iz jednacine (1.11) u Poglavlju 1 da vazi

I—pw=0-a)S " F" @), uz0 (4.3)
gde _
a=yp0 =0, (4.4)
C

Ovde je, kao i ranije, F,(u)= u‘ljf(y)dy .
0

U tekstu koji sledi ¢emo dati probablilsticku interpretaciju za (4.3) tako Sto
¢emo iskoristiti relaciju 1-y(u)<P[M <u]. Poinjemo uvodenjem jo§ jednog
diskretnog skeleta za proces R. Veli¢ine koje se prirodno namecu su temena
stepenika
7.(0)=0,

() =inf{r>0: R(r)>0},

7, (k+1)=inf{r>7,(k): R(#)>R(z (k))}, ke N

1 visine stepenika R(z, (k)) (videti vrh Grafika 4.1.1). Ovde je, kao i obi¢no,
inf J=c. Visina R(z (k)) stepenika se jo§ mnaziva rekord neprekidnog
vremenskog procesa R, a 7, (k) je odgovarajuce rekordno vreme.

Deo procesa izmedu dva uzastopna temena stepenika je segment stepenika.
Zbog osobine nezavisnosti i stacionarnosti prirastaja procesa R, intuitivno je jasno

da se na svakoj tacki stepenika (7, (k),R(z,(k))) proces obnavlja i segmenti

stepenika ¢ine niz iid stohastickih procesa. U detaljnom dokazu ovih rezultata se
koristi jako Markovsko svojstvo, ali ovde ne¢emo zalaziti u detalje.

Pre nego S$to se vratimo na formulu (4.3), prikupljamo neke korisne
¢injenice o prvom segmentu stepenika. 1z zapisa V =R(z, (1)) i Z =—R(z,(1)-)
sledi da je A=V +Z veli¢ina iznosa Stete koja dovodi do propasti za dat po&etni
kapital u=0.

Neka je

PY[]=P[{r)<e], u20, 4.5)
gde je 7(u)=inf{r>0: R(r)>u} trenutak propasti za dati iznos pocetnog kapitala
u.
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Propozicija 4.1.2 (Propast uz pocetni kapital ©=0):
Vaze sledeca tvrdenja:
a) PU[V<x]=P”[Z<x]|=F(x),

b) PV [A<x]= ,u_ljfy dF(y),

c) Neka je U uniformno na (0,1), nezavisno od A. Tada vektori (V,Z) i
(UA, (1-U)A) imaju iste raspodele u odnosu na P'”.

Primedba 4.1.2.1: Tvrdenje c) se moZe prevesti u

~ 1 5
POLV>v,Z>z]=— | P(O{KSUﬁl—i}de(Y)=
Moo Ly y

=l.[ (y—z-v)dF(y)=F,(v+z) za v,z20, (4.6)
gde smo na poslednju jednakost primenili parcijalnu integraciju. U slucaju
raspodele sa debelim repom, za iznos pocetnog kapitala koji tezi beskonacnosti
¢emo izvesti formulu sli¢nu (4.6).

Sada se vra¢amo formuli (4.3). 1z (4.2) sledi da visine stepenika R(z, (k))
odreduju raspodelu maksimuma M. Precizna formulacija osobine obnavljanja
procesa R u njegovim taCkama stepenika implicira da su R(z, (k))—R(z, (k—1))
pozitivne iid sluCajne promenljive. Prema Propoziciji 4.1.2a), raspodele ovih
slucajnih promenljivih imaju rep
P[R(z.(1)) > x] = P[7(0) < | PV [V > x] = @F, (x), x>0, gde je ae (0,1) definisano
u (4.4). Ovde smo koristili da, ako je 7(0)=<, onda je R(r)<0 za sve t>0.
Temena stepenika ¢ine proces obnavljanja koji je privremen®. To znagi da ukupan
broj obnavljanja K ima geometrijsku raspodelu sa parametrom 1-«, gde je
a=y(0)=P[z, (1) <e|. Koriste¢i iid osobinu prirastaja z, (k)—7, (k—1), dobijamo
P[Kzn]zP[T+(n)<oo, T+(n+1)=oo]=

=P[max,, {7.()-7,(k=D} <o, 7, (n+])=c0|=a"(1-q), n20.

Posto je M = i(R(z'+ (k)—R(z,(k-1)), onda
k=1

w(u)=P[M >u]=iP[M >u, K=n] =P{i(R(T+(k)—R(T+(k—1)) >u, K =n} =

n=1 k=1

=(1- a)i o (1— E”*(u)), u>0. Iz toga dobijamo (4.3).

k=1

* Slu¢ajna promenljiva V ima defektivnu funkciju raspodele, tj. V(s) <1 , pa se proces obnavljanja
okoncava sa verovatno¢om 1.
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U slede¢im odeljcima ¢emo dalje primenjivati strukturu slu¢ajnog hoda
procesa R. Prou¢ava¢emo uzoraCku putanju procesa rizika kome predstoji propast.
Problem i njegovo reSenje ¢e biti formulisani u terminima mera uslovne
verovatno¢e P, kako je definisano u (4.5). Dajemo kratak pregled dostupnog
opisa uzoraCke putanje i propasti u uslovima malih i velikih iznosa Steta. Ovi
rezultati ¢e takode dati asimptotske izraze za verovatnocu propasti u konacnom
vremenskom intervalu, tj.

W(u,T)=P| sup,,, R()>u |=P[z@)<T], 0<t<co.

4.2 CRAMER-LUNDBERGOV SLUCAJ

U ovom poglavlju pretpostavljamo da vaze pretpostavke Cramer-
Lundbergove teoreme 1.2.2. To konkretno znaci da X ima funkciju generatrisu
momenata koja ima kona¢nu vrednost u nekoj okolini nule i da Lundbergov

eksponent, tj. reSenje jednacine Ie”F(x)dxz% postoji. StaviSe, pretpostavljamo
0

da I xe” F (x)dx < oo . Tada nam Teorema 1.2.2 daje aproksimaciju
0

w(u)~Ce™, u— oo, 4.7
gde je C pozitivna konstanta koja zavisi od parametara procesa rizika.
Razmotrimo funkciju generatrisu momenata za Z = X —cY :

k(s)=E[e”]
za odgovarajuce vrednosti argumenta s. Lundbergov eksponent v je jedinstveno
pozitivno reSenje jednaine k(s)=1 1 prema uslovima neto profita,

k’'(0) :?< 0. Primetimo da je k’(s)<0 u okolini originala, da je k(s) strogo

konveksna i stoga je k'(v) > 0. Ilustracija funkcije k je data na Grafiku 4.2.1:

Grafik 4.2.1 Tipican primer za k(s) sa Lundbergovim eksponentom v :

s /
\/
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Neka H, oznacava funkciju raspodele za Z =X —cY. Odgovaraju¢a Esscher-

transformisana funkcija raspodele je data sa H, (x) = J'e”’dHZ(y), x€ R. Posto je

—o0

E[e”z ]:1, onda je funkcija raspodele H, dobro definisana, sa pozitivhim

kona¢nim ocekivanjem

oo

[ xdH, (x) :T xe"*dH ,(x)=k'(v) >0 . (4.8)

—oo

U skladu sa literaturom Fellera, slu¢ajan hod sa prirastajima koji imaju raspodelu
H, nazivamo asociranim. Glavna ideja za bavljenje uzorackim putanjama procesa

R (sa negativnim drift parametrom) pod uslovom 7(u) <o se sastoji u prelasku na
asocirani sluc¢ajan hod (sa pozitivnim drift parametrom). Sa (Zk) obelezavamo iid
niz sa raspodelom H, . Primetimo da

_P[Z,2x.,..Z,<x, .M >u]

P(M) [Z1 le,...,Zn an] P[M >M]

1 X X,
- P[M >“]_'[°“'_'[OP[M >”—y1—..-—yn] dH,(y))..dH,(y, )=

1 X X”
= o .[OJ;’//(M -y, —..—Yy,)dH ,(y,)..dH,(y, )~

~ j j " O AH (y)..dH ,(y,) (4.9)

—oo —oo

=H, (x).H,/(x)= P[Z~1 < xl,...,Z~n < xn] .

U (4.9) smo Kkoristili ocenu propasti (4.7) kad wu — e, kombinovano sa
dominiranom konvergencijom. To je opravdano postojanjem gornjeg i donjeg
ograni¢enja za ¥ (u), Sto se dokazuje pomocu (4.7) i (1.14). Ovo izraCunavanje

pokazuje da je raspodela slucajnog hoda (R,) i procesa R, pod uslovom da se

propast javlja u konacnom vremenskom intervalu, jako povezana sa raspodelom
asociranog slu¢ajnog hoda.

Ovaj intuitivni argument ¢e nadalje biti potkrepljen slede¢im ¢injenicama: Neka je
H, empirijska funkcija raspodele uzorka Z,,...,Z , tj.

Hy (=<1, xeR. (4.10)
n =

Primenom Glivenko-Cantellijeve teoreme se dobija

sup . Hn(x)—HZ(x)|—>O 5.S.
Ovo se potpuno menja kada se dogodi propast i n biva zamenjeno trenucima
propasti 7(u). Slede¢i rezultat pokazuje da je raspodela priraStaja H, slucajnog
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hoda (R,), uslovljena dogadajem da se deSava propast, priblizno jednaka

prirastaju H, asociranog sluc¢ajnog hoda.

Propozicija 4.2.2: Za u — o vaZzi sledeca relacija

SupxeR

H, . (0)-H, (x)‘ — 50 (konvergencija u verovatnoci).

Primedba 4.2.2.1: Neka su A1 A, slucajne promenljive. Nadalje ¢emo zapisivati

AM plo) A ako limP(u)l:|@_A|>g:|:O’ e>0.

u—>o0

Analogno, konvergencija niza sluéajnih vektora A, — A u verovatno¢i P™ dok
u — oo (koja ¢e biti koriS¢ena u Teoremi 4.3.3) se definiSe kao
EV[f(A)]—E[f(A)]

za svaku neprekidnu, ograni¢enu funkcionelu f.

Sledece veliCine opisuju dogadaj propasti: nivo R(z(u)-) procesa R neposredno
pre same propasti, nivo R(z(«)) u trenutku propasti, viSak procesa R u odnosu na
prag u  R(z(u))—u u trenutku propasti 1 veli¢ina Stete koja uzrokuje propast
R(t(u))— R(z(u)-). Asimptotsko ponasSanje njihovih raspodela kad u — < je
opisano u produZetku.

Teorema 4.2.3 (Propast u Cramer-Lundbergovom slucaju):
Za u — o vaze sledece relacije:

Rz (u))

a) sup, (o W—k'(w t |0,
f(u)—k,u
b) V) _ po N, gde je N sluajna promenljiva sa standardnom

Jus(v)
normalnom raspodelom, a s(v) veli¢ina koja obuhvata Lundbergov eksponent v i
odredene momente za X.

¢) Osobine R(t(u))—u, u—R(z(u)-) i R(r(u))— R(z(u)-) zajednicki konvergiraju u
verovatnoéi P“ ka nedegenerisanoj graniénoj raspodeli. Stavise, z(u) i
R(t(u))—u su asmiptotski nezavisni.

Primedba 4.2.3.1: Gornji rezultati a) i b) pokazuju da uzoracka putanja procesa R
koja vodi ka propasti lokalno, u blizini deSavanje same propasti, ima linearan drift
parametar sa nagibom k’(v)>0. Primetimo da je to u suprotnosti sa globalnom

slikom gde je drift negativan. To se deSava zbog jake veze izmedu nizova (Z,) i
(Z,) kod kojih je E[Z, |=k'(v)>0; videti (4.8).
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Primedba 4.2.3.2: Deo c) konkretno implicira da sve veli¢ine konvergiraju ka
kona¢nim grani¢nim vrednostima. To je u suprotnosti sa ponasanjem iznosa Stete
koji dovodi do propasti u slucaju raspodele sa debelim repom (videti Teoremu
4.3.3).

Radi kompletnosti, zaklju¢icemo ovo poglavlje nekim rezultatima o
verovatno¢i propasti u konatnom vremenskom intervalu. Podsetimo se da je

verovatnoca propasti u intervalu[0,7] data sa

w(u,T)=P|inf,, U®)<0]. (4.11)
Aproksimacije za w(u,7) se npr. mogu izvesti pomocu centralne grani¢ne
teoreme ili primenom Propozicije 4.2.2.

Posledica 4.2.4 (Propast u kona¢nom vremenskom intervalu u Cramer-

Lundbergovom slucaju):

y
k'(v)

sNu

lim _sup, ., |e"¥W,T)-CP =0. (4.12)

Ovde je C konstanta iz (4.7), & oznacava funkciju raspodele za standardnu
normalnu raspodelu, a s(v) je deterministicki faktor skaliranja koji obuhvata
Lundbergov eksponent i odredene momente raspodele iznosa Steta.
Dokaz: Prvo primetimo da prema definiciji verovatno¢e P“ vazi

T)
PO ey <] =YD
| ] y(u)
Stoga,
vu u vu C
SupTe[O,oo) e"w(u,T)— cpP™ [T(u) < T]‘ = supTe[O’w) e"'yu,T)|l- evul//(u) .

Kad u — <, desna strana tezi nuli, poSto je wu,T)<yw) i ¢"yu)—>C na
osnovu (4.7). PoSto slaba konvergencija ka neprekidnoj granici implicira

uniformnu konvergenciju funkcija raspodele, onda rezultat sledi iz Teoreme 4.2.3
b).

Primedba 4.2.4.1: Grani¢na relacija (4.12) predlaze kao aproksimaciju
verovatnoc¢e propasti u konacnom vremenskom intervalu
y——
k'(v)
sNu |

w(u,T) =~ Ce " ® (4.13)
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Ovu aproksimaciju treba koristiti sa oprezom. PoSto stopa konvergencije nije
odredena, ostatak u ovoj grani¢noj relaciji moZe biti ve¢i od izraza koji treba
aproksimirati.

MoZemo rezimirati situaciju u okolnostima Cramer-Lundbergovog slu¢aja
kao Sto sledi: Uzoracka putanja procesa R se pre same pojave propasti ponasa kao
da se raspodela priraStaja promenila izH, u H, 1 glavna dramati¢na promena na
uzorackoj putanji je promena drift parametra koji uzrokuje propast. Intuitivno,
malo verovatni dogadaji koji dovode do propasti se deSavaju kao posledica
nagomilavanja Steta koje lokalno uzrokuju da se slu¢ajan hod ponasa kao slucajan
hod sa pozitivnim driftom. Raspodela prirastaja takvog slucajnog hoda je data
pomocu Esscherove transformisane raspodele H, .

4.3 SLUCAJ VELIKIH IZNOSA STETA

Suprotno Cramer-Lundbergovom slu€aju u okolnostima velikih iznosa
Steta, malo verovatni dogadaji koji uzrokuju propast se deSavaju neocekivano.
Proces se razvija na svoj uobi¢ajen nacin sve do samog trenutka propasti, a zatim
se propast desi kao posledica jedne jedine velike Stete.

Podsetimo se definicije subeksponencijalne funkcije raspodele F (F e §):
P[X,+..+X,>x]~P[max{X,...X, }>x], x> (4.14)
za n>2; videti (3.3). U Poglavlju 1 su predstavljene mnoge ocene verovatnoce
propasti w(u) za funkciju raspodele F sa debelim repom. Konkretno, iz Teoreme
3.1.1.4 mozemo zakljucitida iz F, e S sledi

W)~ Fyw)=— [ Foudy, u—. (4.15)
l-a c—Au

Nadalje Zelimo da odgovorimo na sledec¢a pitanja: pod uslovom da se propast desi
nakon konac¢nog intervala vremena,

a) koliko je veliki iznos Stete koji dovodi do propasti?

b) kakva je asimptotska raspodela vremena propasti?

c) Sta u stvari znaci "proces se razvija na svoj uobiCajen nacin sve do samog
trenutka propasti".

Prvi pokazatelj da se proces rizika razvija na uobiCajen nacin sve do samog
trenutka propasti je ponaSanje empirijske raspodele H, priraStaja Z  diskretnog

skeleta slucajnog hoda R ; videti (4.10).
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Propozicija 4.3.1: Pod uslovima Teoreme 4.3.3 je ispunjeno

SUp g [H, oy (¥) = H, ()| —220 .

xeR

Uporedimo ovaj rezultat sa Propozicijom 4.2.2 u Cramer-Lundbergovom slucaju;
tamo je granica za H_,, Esscher transformisana raspodela H, .

7(u)
Za precizan opis samog dogadaja propasti ¢emo razmotriti raspodelu po meri P
sledec¢ih velicina:

a) —Z(u) = R(t(u)-), vrednost procesa R pre samog trenutka propasti,

b) V(u)=R(z(u)), vrednost procesa R u samom trenutku propasti,

¢) V(u)—uviSak vrednosti procesa R u odnosu na prag u u trenutku propasti.
Videti Grafik 4.3.2 radi ilustracije.

Grafik 4.3.2 Idealizovana uzoracka putanja procesa koja dovodi do propasti:

R@)| V(u) = R(r(u))
Viu)—u \ -------
| Voss
R(r4+(2))
Vi =R(r:(1)) Vo
N { ______ (w) Jr(N(w)

0 N 5 ~ :-
T —ZnN(u)

A R(r+(2)-)
~Z1 = R(r+(1)-)

—Z(u) = R(r(u)-)

Opet mozemo iskoristiti osobinu obnovljivosti procesa R. Negativan drift
parametar procesa R osigurava da postoji samo konacno mnogo tacaka stepenika
sa verovatnocom 1.

Sa  K(u)=inf{ke N,R(z, (k) >u)},inf @ =c0, oznatavamo indeks stepenice koja
uzrokuje propast. PriraStaji V, =R(z,(n))—R(z,(n—1)) su iid i PV, <x]=F,(x)
vaZzi na osnovu Propozicije 4.1.2 a). Tada
P[K(u)=n]=P[Ku)=n, 7(u)<o]|=
= P[z,(n) <oo| P[V,+..4V,  Su, Vi +..4V, > u|r,(n) < oo | =

=P[z.(n) <] p, ).
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U daljem dokazu je iskoriS¢ena veoma vazna pretpostavka o
subeksponencijalnosti funkcije F, koja implicira da (4.14) vazi za V, u odnosu na
P

p, (W)~ P[max (ViV} Su, max{V,,...V,} >ulz, (n) < oo] ~

~ PV, >ulr (n)—7,(n—1) <o | = POV, >u] = F,(u), u—>-oo.
Takode primetimo da za « dato u relaciji (4.4) vazi

Kombinuju¢i (4.15) 1 (4.16), zakljucujemo da
_P[Kw=n, t@)<=]  a'F,@)

w(u) w(u)
tj. broj segmenata stepenika do trenutka propasti asimptotski ima geometrijsku
raspodelu sa parametrom (1-).

(l-a)a'", (4.17)

P“[K(u)=n]

Putanja (S (t)) se moZe dekomponovati na K(u) segmenata stepenika,
1e[0,7(u))

gde K(u)ima asimptotski geometrijsku raspodelu datu sa (4.17). Prvih K(u)-1
segmenata su svi "tipi¢ni", kao Sto je opisano u Propoziciji 4.1.2, a poslednji
segment koji vodi proces ka propasti se ponaSa drugacije. Propast je izazvana
pomocu jedne jedine velike Stete. Zato se moZe ocekivati da klasi¢na teorija
ekstremnih vrednosti ulazi u igru kao opis dogadaja propasti.

Subeksponencijalne raspodele su raspodele sa debelim repom u smislu da
njihovi repovi opadaju prema nuli mnogo sporije od repova bilo koje
eksponencijalne raspodele; videti Lemu 3.1.1.3. Njihovi repovi mogu biti
regularno varirajuc¢i, ali su Weibullova i lognormalna raspodela takode
subeksponencijalne. Ovo implicira da subeksponencijalne raspodele mogu
pripadati maksimalnom domenu atrakcije (u daljem tekstu MDA) Frechetove
raspodele @, ili Gumbelove raspodele A . Pravimo razliku izmedu ove dve klase.

Podsetimo se, Frechetova raspodela je data sa
0, x <0,
q’,x(x):{ w (@>0),
e’ , x>0
dok je Gumbelova raspodela data sa

A(x)=e* ,xeR.

Neka je(Z(u), V(u))sluéajan vektor koji ima istu raspodelu P’ kao i vektor
(=R(7(u)-), R(z(u))). Sledeci rezultat predstavlja uzora¢ku putanju procesa pre

trenutka propasti i u samom trenutku propasti.
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Teorema 4.3.3 (Propast u subeksponencijalnom slu¢aju):
Neka vaZi F,e R | za € (0,)ili F,€ MDA(A)NS (ovo odgovara slu¢aju kad
¢

TF(x)dx
£=0)1inekaje a(u)="= ) . Tada je
0.1 M+c(l—a)t —0 (4.18)
' T(u)
i
cd-a)t(u) Z(u) V(u)) o Z..Z..V.)
aw) a) am)) "7 Ve e

Slucajne promenljive Z,,V, obe imaju uopStenu Paretovu raspodelu sa

P[V,>v,Z,>z]=G,(v+2), v,220, (4.19)
ede je G,(x)={(1+En) . Ee0.00),. (4.20)
e, £E=0

Primedba 4.3.3.1: Podsetimo se iz Primedbe 1 nakon Propozicije 4.2.2 da je
konvergencija niza slu¢ajnih vektora A ——>A, u—o u verovatnoéi P

definisana sa E“[f(A)]—E[f(A)] za svaku ogranienu i neprekidnu
funkcionelu f.

Primedba 4.3.3.2: Uopstena Paretova raspodela se javlja kao grani¢na raspodela
za normalizovan niz iid prekoracenja preko visokih pragova. To je slicno Teoremi
4.3.3 gde visak V(u)—u preko praga u procesa R ima sli¢no asimptotsko

ponasanje.

Primedba 4.3.3.3: Relacija (4.18) intuitivno podrZava tvrdnju da se proces razvija

"tipino" do trenutka 7(u), jer MH—C(I— a)=Au—c<0 s.s. prema jakom
t

Zw) pw
T(u)
takode indikacija za "tipicno" ponasanje procesa sve dok se propast ne dogodi.

zakonu velikih brojeva. Takode treba primetiti da cl-a). Ovo je

Primedba 4.3.3.4: Gornju teoremu treba uporediti sa Teoremom 4.2.3. Primetimo,
konkretno, da u Cramer-Lundbergovom slucaju viSkovi V(u)—u slabo

konvergiraju ka nedegenerisanoj granici, dok u subeksponencijalnom slucaju
viSkovi teze beskonac¢nosti. Primetimo da je normalizujuca funkcija a(u) funkcija
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oc¢ekivanog viSka (mean excess function) koja teZi beskonaCnosti za
subeksponencijalnu funkciju F,. Steta koja uzrokuje propast pocinje na "tipi¢nom"
nivou, zatim brzo raste prema vrhu, prelazi prag visine ui prekoracuje taj prag za
veliki iznos viska.

Primedba 4.3.3.5: Jednakost (4.19) treba uporediti sa (4.6). Iako poslednji

segment stepenika ima potpuno drugalije probabilisticke osobine od drugih

segmenata, viSak V(u)—u procesa R u trenutku propasti i nivo Z(u) procesa R

neposredno pre nego Sto nastupi propast pokazuju sli¢nu probabilisti¢ku relaciju u

taCki ¥ =0 1 u grani¢nom sluc¢aju kad u — .

Iz Teoreme 4.3.3 odmah izvodimo
Zw)+Vw)—u  pw

a(u)
To nam daje informaciju o iznosu Stete R(z(u))—R(z(u)-)=Z(u)+V(u) koja
uzrokuje propast.

Z.+V, zasve {e [0,00).

Posledica 4.3.4 (Iznos Stete koja uzrokuje propast u slucaju
subeksponencijalne funkcije raspodele):
a) Neka je F,e R, za £€(0,). Tada vazi

¢

a(u) ~ Eu i
lim P {V(”HZ(”)_” >x} =(1+l(1—1j]x_i‘, x>l
oo a(u) & X
b) Neka je F, € MDA(A)NS . Tada vazi
Ti(x)dx
a(u) == 20 1

lim P

u—>o00

[V(u)+2(u)—u

o >x}=(1+x)e_x, x2>0.

ZakljuCujemo ovo poglavlje nekim rezultatima iz teorije propasti u konacnom
vremenskom intervalu, date sa (4.11) za interval [0,7].
y(u,T)

w(u)
moze izvesti iz Teoreme 4.3.3.

Na osnovu = P[T(u) <T|e(u) < oo] =P“[7(u)<T], sledeca posledica se
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Posledica 4.3.5 (Propast u kona¢énom vremenskom intervalu u
subeksponencijalnom slu¢aju):
a)Nekaje F,e R, za £e(0,). Tada a(u)~&u i

£

_1
im P40 s eq-ayT) <.

U—so0 W(u)
J.f(x)dx
b) Neka je F, € MDA(A)NS. Tada je a(u) :”FT i
u
hm l//(u’a(u)T) — l_e—c(l—a)T .

U—o0 l//(l/l)
Situaciju u uslovima subeksponencijalnosti mozemo sazeti na sledeci nacin:

Uzoracka putanja procesa R se pre pojave propasti ponasa sasvim
normalno, kao putanje kod kojih se propast nikada nece desiti. Propast se tada
desava potpuno neodekivano, izazvana je jednom jedinom velikom Stetom. Steta
koja dovodi do propasti je toliko velika da, da bismo izveli konacnu
nedegenerisanu granicu viska procesa R u odnosu na prag u, moramo je
normalizovati funkcijom koja teZi beskona¢nosti.

4.4 NEKA DALJA UOPSTENJA

Predstavljeni rezultati dosad pruZaju samo prvi, reprezentativan pregled
procena propasti u slucaju raspodela sa debelim repom. Skoro svi od ovih rezultata
se mogu proSsiriti. Na primer, jedan od moguc¢ih modela je

Uy,(t)=u+ct-St)+B(1),
gde su u, ¢, S(t) definisane u Cramer-Lundbergovom modelu, a B je Wienerov
proces (za svako fiksno 7, sluCajna promenljiva B, ima normalnu raspodelu sa

oCekivanjem 0 i disperzijom o, t) nezavisan od procesa S. Proces B se moZe

posmatrati kao proces malih perturbacija oko procesa rizika U iz (1.4). MoZe se
pokazati da vaZi procena slicna onoj u Cramer-Lundbergovom modelu za
subeksponencijalnu raspodelu iznosa Steta. Ovi rezultati se takode mogu uopstiti
na model obnavljanja.

Asimptotske procene verovatnoce propasti se menjaju kada kompanija
primi kamatu od svojih rezervi. Za Fe R 1 za pozitivhu kamatnu stopu o,
verovatnoc¢a propasti zadovoljava y,(u) ~ ksF(u), u — oo, tj. rep je ekvivalentan

samoj veliCini funkcije raspodele iznosa Steta.
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ZAKLJUCAK

U ovom radu je detaljno obraden model nastanka ekstremno velikih Steta u
osiguranju koje se veoma retko javljaju, ali kada se dogode, nastupaju veoma
naglo 1 dovode proces do propasti. Gubici koji pritom nastanu doseZu ekstremne
razmere i delimi¢no se nadoknaduju iz reosiguranja.

U matematickom modelu procesa rizika koriS¢ene su funkcije raspodela iz
familije subeksponencijalnih funkcija. Njihovi repovi opadaju prema nuli sporije
od repova eksponencijalnih funkcija. NajéeS¢e se upotrebljavaju modeli sa
Paretovom 1 Weibulovom funkcijom raspodele.

Na osnovu Cramer-Lundbergove teoreme je najpre izvrSena procena
verovatnoce propasti procesa u beskonatnom vremenskom intervalu za male
iznose zahteva za odStetu. Zatim su uvedeni pojmovi regularne varijacije i
subeksponencijalnosti funkcija raspodela, nakon cega je izvrSena asimptotska
procena verovatnoce propasti u slucaju velikih iznosa zahteva za odStetu. Cilj
ovog rada je bio dokazivanje Lundbergove nejednakosti za ekstremne rizike.

Regularno varirajue funkcije raspodele se, za potrebe integracije,
asimptotski ponaSaju poput stepenih funkcija. Primena Karamatine teoreme je
omogucila da se integracija regularno varirajucih funkcija izvS$i poput integracije
stepenih funkcija, tj. da se sporo varirajuce funkcije izdvoje izvan integrala.

U poslednjem poglavlju je prikazana uzoracka putanja procesa koji je
dostigao propast. Pre pojave propasti, uzoratka putanja se ni po ¢emu nije
razlikovala od putanja drugih procesa koji nikada nece dosti¢i propast. Zatim je
propast nastupila veoma iznenadno, naglo, kao rezultat jedne ekstremno velike
Stete.
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