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Predgovor

U ovom radu biée re¢i o Borelovim skupovima koji su vazna klasa skupova
u jednoj od glavnih oblasti teorije skupova, deskriptivnoj teoriji skupova.
Deskriptivna teorija skupova je nauka o skupovima u poljskim prostorima.
Njeni koncepti i rezultati se koriste u raznim poljima matematike kao $to su
matematicka logika, kombinatorika, topologija, funkcionalna analiza, teorija
mere, teorija verovatnodée i druge.

Imajuéi u vidu da je cilj ovog rada ispitivanje osobina Borelovih skupova
u poljskim prostorima za razumevanje ovog teksta potrebno je poznavanje
osnovnih pojmova i tvrdenja iz topologije i teorije skupova. Stoga je u uvod-
nom delu rada dat pregled definicija, teorema i primera koji su potrebni za
rad sa poljskim prostorima i Borelovim skupovima.

Uvodni deo se sastoji iz Cetiri odeljka. U prvom odeljku je obradena
teorija skupova i kardinalnih brojeva. U drugom je data definicija dobrog
uredenja i navedeni principi indukcije i rekurzije, a sve u cilju razumevanja
teorije ordinala koja je potrebna za pracenje Kantor-Bendikson analize i
Borelovih skupova. Treéi i ¢etvrti odeljak obuhvataju teoriju topoloskih i
metrickih prostora.

U drugoj glavi ovog rada obradeni su poljski prostori. Pokazano je da
je osobina "biti poljski prostor" prebrojivo multiplikativna i topoloska os-
obina. Navedeni su primeri poljskih prostora, a posebna paznja posvetena
je Hilbertovom i Kantorovom kubu i Berovom prostoru. U okviru odeljka
Kantor-Bendikson analiza uveden je pojam savrSenih skupova i Kantor-
Bendiksonovog izvoda. Naslednost osobine "biti poljski prostor" ispitana
je u okviru odeljka poljski potprostori.

Sadrzaj trece glave ovog rada predstavlja sam cilj rada. U trecoj glavi
definisani su Borelovi skupovi, neke klase Borelovih skupova i dokazane su
njihove osobine. Uvodenjem nove, finije topologije na datom topoloskom
prostoru pokazano je da svaki neprebrojiv Borelov skup u poljskom pros-
toru sadrzi savrSen skup. Potom je opisana hijerarhija Borelovih skupova
u neprebrojivim poljskim prostorima $to ¢ini sustinu ovog rada. Na samom

il
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kraju rada uveden je pojam tankih skupova i skupova prve i druge kategorije,
dokazana je teorema Bera i uvedeno svojstvo Bera.

Ovom prilikom zelim da izrazim duboku zahvalnost svom mentoru pro-
fesoru dr Milo§u Kurili¢u na odabiru teme, struénom usmeravanju prilikom
izrade ovog master rada, neverovatnom strpljenju i ukazanoj podrsci. Takode
se zahvaljujem akademiku profesoru dr Stevanu Pilipoviéu i docentu dr Alek-
sandru Pavlovi¢u koji su prihvatili da budu predsednik i ¢lan komisije za
odbranu ovog master rada.



Glava 1

Uvod

1.1 Skupovi i kardinalni brojevi

U ovo] sekciji dajemo pregled osnovnih definicija teorije kardinalnih bro-
jevaiodgovarajucih tvrdenja koja ¢e biti koriséena u daljem tekstu. Teoreme
su date bez dokaza. Citalac dokaze moze pronaci u [5] ili [10]. Na samom
kraju odeljka uvodimo definiciju drveta.

Ako je f: X — Y preslikavanje i A C X proizvoljan skup, onda skup

fIA = {f(x) : z € A}
nazivamo direktna slika skupa A. Za skup B C Y skup
F7Bl={z€X: f(x) € B}
je inverzna slika skupa B.

Definicija 1.1.1. Neka su X i Y neprazni skupovi, f : X - Y i A C X.
Za preslikavanje g : A — f[A] dato sa g(z) = f(z), za svako = € A, kazemo
da je sirjektivna restrikcija preslikavanja f na skup A i oznac¢avamo ga

sa f|A.

Definicija 1.1.2. Skup A je ekvipotentan skupu B ako i samo ako postoji
bijekcija f : A — B.
Moze se pokazati da relacija "biti ekvipotentan" ima osobine reflek-

sivnosti, simetri¢nosti i tranzitivnosti na klasi svih skupova.

Definicija 1.1.3. Klasu svih skupova ekvipotentnih skupu A oznacavamo
sa |A| i nazivamo kardinalni broj skupa A.
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Definicija 1.1.4. Neka su A i B proizvoljni skupovi. Definisemo |A| < |B|
ako i samo ako postoji injekcija f: A — B.

Teorema 1.1.5. Unija najvise prebrojivo mnogo prebrojivih skupova je pre-
brojiv skup. ]

Koristi¢emo sledeéu teoremu.

Teorema 1.1.6 (Sreder-Bernstajn). Ako su A i B proizvoljni skupovi.
Ako je |A| < |B| 1 |B| < |A| onda je |A| = |B]. O

Definicija 1.1.7. Skup A je beskona¢an ako i samo ako je ekvipotentan
nekom svom pravom podskupu. Skup A je konacan ako i samo ako nije
beskonacan.

Definicija 1.1.8. Kardinalni broj skupa prirodnih brojeva N oznafavamo
sa Ng. Kazemo da je skup A prebrojiv ako i samo ako je ekvipotentan
skupu N, to jest ako je |A| = Ry, da je najviSe prebrojiv ako i samo ako
je |A] < Vg, a da je neprebrojiv ako i samo ako vazi |A| > V.

Teorema 1.1.9 (Kantor). Za proizvoljan skup A vazi |A| < |P(A)|. O

Prema teoremi Kantora vazi |P(N)| > |N| = N,.

Definicija 1.1.10. Kardinalni broj |P(N)| oznac¢avamo sa c i zovemo kon-
tinuum.

Teorema 1.1.11. Zatvoren interval [0,1] C R ima kardinalni broj c. O]

MozZemo uvesti sabiranje, mnoZenje i stepenovanje kardinalnih brojeva
na sledeéi nacin:

Definicija 1.1.12. Neka su A i B proizvoljni skupovi. Tada je
i) 4|+ [B| = |(A x {0}) U (B x {1})].
ii) |A]|B| = |4 x B
i) |A|Bl = |AB|.

Definisemo dalje, zbir beskonaéno mnogo kardinalnih brojeva.
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Definicija 1.1.13. Neka je {X, : i € I} proizvoljna familija skupova. Tada

je
Sier| Xi| = | J (X x {i})|.
iel
Teorema 1.1.14. Za proizvoljan skup A vazi |P(A)| = 2141, O

Teorema 1.1.15. Neka su |A| i |B| kardinalni brojevi od kojih je bar jedan
beskonacan. Tada je

[ Al +|B| = [Al| B| = max{|A], | B[}
]

Teorema 1.1.16. Neka je {X; : i € I} proizvoljna familija skupova | X;| > 0
za svakoi € I i I # 0. Tada je

Yier|Xi| = |I|sup | X;]
i€l

1 vazi
U 1Xil < 7] sup [ X;].
icl =
O

Neka je A neprazan skup i n € N. Oznatavamo sa A™ skup konac¢nih
nizova s = (¢(0),...,0(n — 1)) = (00, ...0n—1) elemenata skupa A duzine n.
Zan =0, A je prazan niz (), to jest niz koji ima 0 ¢lanova. Duzinu kona¢nog
niza o oznalavacemo sa |o|. DuZina praznog niza je |(}| = 0. Ako je o0 € A"
i m < n uvodimo oznaku o|m = {(0g,...0m—1). Ukoliko su o i 7 konaéni
nizovi elemenata skupa A kazemo da je s podetni segment niza 7 ili da je
7 produZenje (ekstenzija) niza o , u oznaci o C 7, ako je 0 = 7|m za neko
m < |7]. Odatle je () C o za svaki niz o, jer je 0|0 = (). Za dva kona¢na niza
kazemo da su kompatibilni ukoliko je jedan od njih pocetni segment drugog,
u suprotnom za nizove kazemo da su nekompatibilni $to éemo oznacavati
sa o L 7. Skup konac¢nih nizova elemenata skupa A oznafava¢emo sa A<Y,
to jest

A<w — U An’
n<w
gde je sa w oznacen skup prirodnih breojeva sa nulom. Ukoliko su 0,7 € A<%
itoo = (00,...,on) 17 ={70,...,0m), tada sa 0’7 oznatavamo nadovezi-
vanje (konkatenaciju) nizova o i 7, to jest niz (og, ..., On, 70, .., Tm). Ako
je b € A onda sa o"b oznafavamo niz o = (0g, ..., op, b) € A<Y.
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Sa A“ ¢emo oznacavati skup beskonac¢nih nizova (x,) elemenata skupa
A. Neka je (z,,) € A% in € N, tada je z|n = (z9, ..., zp—1) € A™. Kazemo da
je 0 € A" pocetni segment niza x € A¥ ako je 0 = z|n i to obelezavamo
sao Cz.

Definicija 1.1.17. Neka je dat neprazan skup A. Za skup T'C A<% kazemo
da je drvo na skupu A ukoliko je zatvoren u odnosu na pocetne segmente,
to jest ako za svako 7 € T, ukoliko je ¢ C 7, onda je i 0 € T. Elemente
skupa T nazivamo ¢vorovima. Beskona¢na grana drveta T je niz © € A¥
takav da je z|n € T, za svako n. Telo drveta T, u oznaci [T] je skup svih
beskona¢nih grana drveta T, to jest,

[T]={z €AY :Vn<w z|n €T}

Drvo je orezano ako za svako o € T postoji produZenje 7 € T tako da je
7 2 0. Drugim re¢ima, drvo T je orezano ako za svako o € T postoji f € [T
sa osobinom da je o C f.

1.2 Dobro uredenje, indukcija i rekurzija

Tako smatramo da je veéina Citalaca upoznata sa principom indukcije i
rekurzije, u ovom delu ¢emo ih navesti radi potpunosti. Osim toga, obradi¢emo
osnove teorije ordinala koji su neophodni radi razumevanja Kantor-Bendiksonovog
izvoda i klasa Borelovih skupova o kojima ¢e biti reci kasnije. Opgirnije o
reoriji ordinala moze se pronaci u [6] i [10].

Za binarnu relaciju p skupa A kazemo da je parcijalno uredenje ako
je p refleksivna, antisimetri¢na i tranzitivna relacija. Uobicajeno je da se
uredenje obelezava simbolom <. Ako je dato neko uredenje < na nepraznom
skupu A, onda par (A4, <) zovemo parcijalno ureden skup, sa nosatem A. Za
dat uredeni skup (A, <) definisemo relaciju < na slede¢i nacin

r<ysr<yAr#y.

Tako dobijena relacija < biée relacija striktnog uredenja to jest, bice
irefleksivna, asimetri¢na i tranzitivna. KaZemo da je relacija < striktno
uredenje indukovano sa <. Na ovakav nacin uvedena je potpuna paralela
izmedu pojmova "uredenje" i "striktno uredenje". Za elemente x,y € A
kazemo da su uporedivi ako je x < y ili y < x. Ukoliko vazi da su svaka dva
elementa skupa A uporediva, kazemo da je (A, <) linearno ureden skup.
Na primer, skup prirodnih brojeva N sa uobic¢ajenom relacijom poretka <
je linearno ureden skup. Za dva linearno uredena skupa (A, <;) i (B, <)



1.2. DOBRO UREBENJE, INDUKCIJA I REKURZIJA 5

kazemo da su izomorfni ako postoji bijekcija f : A — B koja ¢uva poredak,
to jest preslikavanje f: A — B takvo da za sve z,y € A vaii

r <1y flr) <2 f(y).

Jedna od vaznih osobina uredenog skupa prirodnih brojeva jeste da se u
njemu vaZi princip matematic¢ke indukcije.

Teorema 1.2.1 (Princip matematicke indukcije). Neka je P, neki iskaz
definisan za sve n € w. Ako vazi

1. Py je tacan iskaz;
2. za svako n < w ukoliko je P, tacan iskaz, tacan je i iskaz Pyiq

onda je iskaz P, tacan za svako n < w. O

U vige dokaza u ovom radu koristiéemo princip rekurzije, to jest, kon-
struisacemo niz objekata (F), : n € w) koji ima Zeljeno svojstvo P na sledeci
nadin:

1. Izabere se Fy tako da niz duzine 1 (Fp) ima svojstvo P.
2. Pokaze se da svaki niz duzine n (Fy, F1, ..., Fj,_1 sa svojstvom P mozZe

da se produzi do niza (Fy, F1, ..., F,—1, F,,) duzine n + 1, koji ima svo-
jstvo P.

3. Zakljucuje se da postoji beskonacan niz Fj, : n € w sa svojstvom P.

Princip matematicke indukcije moze se prosiriti i na posebnu vrstu ure-
denih skupova, dobro uredene skupove. Za ureden skup (A, <) kazemo da
je dobro ureden ako svaki neprazan podskup od A ima najmanji element.
Ako je (A, <) dobro ureden skup, za relaciju < kazemo da je dobro ure-
denje na A. Primetimo da su dobra uredenja linearna.

Teorema 1.2.2 (Princip transfinitne indukcije). Neka je (W, <) dobro
ureden skup i Py, neki iskaz definisan za svako w € W. Ako za svako w € W
V0L

ako je iskaz P, tacan za svako v < w, onda je Py, tacan iskaz,

onda je iskaz P, tacan za svako w € W. O



6 GLAVA 1. UVOD

Neka je W dobro ureden skup i w € W. Skup oblika W(w) = {u € W :
u < w} nazivamo poéetni segment skupa W. Neka su dalje, W i W’ dobro
uredeni skupovi. Ukoliko postoji izomorfizam izmedu skupova W i W’ koji
¢uva poredak, to obelezavamo sa W ~ W', Ako je W izomorfan sa poc¢etnim
segmentom skupa W’ pisemo W < W', a W < W' ukoliko vazi W < W' ili
W~ W'

Moze se pokazati da je izomorfizam koji ofuvava poredak na klasi do-
bro uredenih skupova relacija ekvivalencije. Predstavnike klasa ekvivalencije
izomorfizma nazivamo ordinalnim brojevima ili ordinalima. Za svaki dobro
uredeni skup W, ordinalni broj koji odgovara skupu W oznacavamo sa t(W).
Svakom kona¢nom dobro uredenom skupu od n elemenata, odgovara ordi-
nal n = {0,1,...,n — 1} sa uobi¢ajenom relacijom poretka. Skup prirodnih
brojeva sa nulom Ny = {0,1,2,...} ¢emo oznaCavati sa w. Sa w ¢emo oz-
nacavati i ordinal koji odgovara klasi dobro uredenih skupova izomorfnih sa
No=1{0,1,2,...}.

Ordinalne brojeve moZemo sabirati i uporedivati. Neka su a i 5 dva
ordinalna broja i (W, <w) i (W', <) dobro uredeni skupovi takvi da je
a=tW)ipg=t(W")iWnWwW =0, definisemo:

l.a<pBesW<W
2. a<BeW=<W

3. a+B=t(W+W),

gde je uredenje na W+W'datosau <v < (ue WA v e W)V (u,v €
WA u<wo)V(u,v€W A u<yr o).

Moze se pokazati da je relacija < linearno uredenje na svakom skupu
ordinalnih brojeva i da je svaki skup ordinalnih brojeva dobro ureden skup.
Ordinal w je prvi beskonac¢ni ordinal, svi ordinali manji od w su kona¢ni.

Ordinal « je naredni ukoliko je &« = 8 + 1 za neko (5, u suprotnom,
ordinal « je granic¢ni.

Neka je A skup ordinala, tada je X,caa je ordinal ved ili jednak od
svakog a € A. Najmanji takav ordinal se oznacava sa sup(A).

U klasi svih ordinala vaZi princip transfinitne indukcije.

Teorema 1.2.3 (Princip transfinitne indukcije za klasu ordinala).
Neka je P, neki iskaz definisan za sve ordinale . Pretpostavimo da za svaki
ordinal o vaZi:

ako je za sve ordinale 3 < « iskaz Pg tacan, sledi da je i za ordinal o iskaz
P, tacan.
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Tada je iskaz P, tacan za sve ordinale . O

1.3 Topoloski prostori

U ovoj sekciji dajemo definicije osnovnih pojmova i tvrdenja iz topologije,
a koja ¢e nam kasnije biti potrebna za razumevanje poljskih prostora.

Definicija 1.3.1. Neka je X neprazan skup. Kolekcija O podskupova skupa
X je kolekcija otvorenih skupova ako i samo ako vazi:

(O1) Prazan skup i skup X su otvoreni, to jest 0, X € O;

(O2) Presek svaka dva otvorena skupa je otvoren skup, to jest za svako
01,09 € O vazi O1 N O4 € O;

(O3) Unija proizvoljno mnogo otvorenih skupova je otvoren skup, to jest za
svaku kolekciju {O; : i € I} C O vazi |J;c; O; € O

Kolekciju O nazivamo topologijom na skupu X, uredeni par (X, O) topoloskim
prostorom, a elemente skupa X tackama.
Ako su O1 i Oz topologije na skupu X i ako je O1 C O, onda kazemo
da je topologija O, finija od topologije O; ili da je topologija O; grublja
od topologije O,.

Za skup F' C X kazemo da je zatvoren ako i samo ako je njegov kom-
plement X \ F otvoren skup. Familiju zatvorenih skupova oznaCavamo sa

F.

Teorema 1.3.2. Neka je (X,0) topoloski prostor. Tada familija F svih
zatvorenih skupova zadovoljava sledeée uslove:

(F'1) Prazan skup i skup X su zatvoreni;
(F2) Unija dva (pa i konacno mnogo) zatvorenih skupova je zatvoren skup;
(F'3) Presek proizvoljno mnogo zatvorenih skupova je zatvoren skup.

Dokaz. Za dokaz pogledati [5], strana 56. O

Definicija 1.3.3. Neka je (X,0) topoloski prostor. Skup A C X je

e [, skup ako i samo ako se moze predstaviti u obliku |J
F, e F;

nen Fns gde su
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e G skup ako i samo ako se moze predstaviti u obliku (), .y On, gde su
0O, € 0,

Lema 1.3.4. Neka je (X,0) topoloski prostor. Ako je A skup koji ima Gs
osobinu tada je skup X \ A skup koji ima F, osobinu.

Dokaz. Sledi direktno na osnovu definicije. O

Primer 1.3.5 (Diskretna topologija). Neka je X proizvoljan neprazan
skup. Lako se proverava da P(X) zadovoljava uslove (01)-(03) te je P(X)
topologija na X. Takvu topologiju nazivamo diskretnom topologijom i
oznacavamo sa Ogjse.

Primer 1.3.6 (Antidiksretna topologija). Kolekcija emptyset, X je topologija
na skupu X. Ovu topologiju nazivamo antidiskretnom topologijom i oz-
nac¢avamo sa Oggisc.

Definicija 1.3.7. Neka je (X,0) topologki prostor. Familija B C P(X) je
baza topologije O ako i samo ako vaZe sledeéi uslovi:

(B1) Elementi kolekcije B su otvoreni skupovi, to jest B C O,

(B1) Svaki otvoren skup O € O moze da se prikaze kao unija neke podfamil-
ije familije B (to jest postoji kolekcija {B; : j € J} C B, takva da je
O =Ujes Bj-

Primer 1.3.8. Familija B = {{z} : # € X} je jedna baza diskretne topologije
Ogise iz primera 1.3.5 na skupu X.

Zaista, uslov (B1) je zadovoljen jer B C P(X) = Ogisc, a za svaki otvoren
skup O C P(X) vazi da je O = | {7} te je zadovoljen i uslov (B2).

Definicija 1.3.9. Neka je X neprazan skup. Kolekcija B C P(X) je baza
neke topologije na skupu X ako i samo ako je kolekcija {Jgcp B : B’ C B}
topologija na skupu X.

Teorema 1.3.10. Kolekcija B C P(X) je baza neke topologije na skupu X
ako i samo ako vaZe sledeéi uslovi:

(BNQ) VB1,By, € B El{BZ 11 € I} CB BiNBy = UieIBi'

Dokaz. Moze se pronadi u [5], strana 58. O
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Posledica 1.3.11. Neka familija podskupova B C P(X) zadovoljava uslove:
(BN1) Ugep B =X
(BN2’) ¥YB1,By € B (B1 N By € BU{(})

Tada je familija B baza neke topologije na skupu X.

Primer 1.3.12 (Uobicajena topologija na skupu R). Familija svih
otvorenih intervala u skupu realnih brojeva B = {(a,b) : a,b € R A a < b}
je baza neke topologije na skupu R. Pokazadéemo da familija otvorenih in-
tervala zadovoljava uslove (BN1) i (BN2’). Naime, uslov (BN1) je zado-
voljen jer R = (J,cn(—n,n) C Upeg B € R. Neka je a = max{a;,az} i
b = min{b;, b2}, onda vazi:

[0, ako a>b
(a1,b1) N (az, bs) —{ (a,b), ako a<b

¢ime je i uslov (BN2’) zadovoljen. Topologiju koju odreduje kolekcija B
nazivamo uobiajenom topologijom na skupu R i obelezavamo sa O,pp. Skup
O je otvoren u prostoru (R, Oyep) ako i samo ako je unija neke familije
(kona¢ne ili beskona¢ne) otvorenih intervala. Tako je na primer otvoreni
interval (1,2) € Oy, alii (1,2) U (3,4) € Oyop, kao i J,,en(n,n 4 1) € Oyop

Definicija 1.3.13. Topologki prostor X je potpuno nepovezan ako i samo
ako ima bazu koja se sastoji iz skupova koji su istovremeno i otvoreni i
zatvoreni.

Topologki prostor X je nuladimenzionalan ako i samo ako je T3 i pot-
puno nepovezan.

Definicija 1.3.14. Neka je (X,O) topoloski prostor. Kolekcija P C P(X)
je podbaza topologije O ako i samo ako vaze slede¢i uslovi:

(PB1) Elementi kolekcije P su otvoreni skupovi, to jest P C O,

(PB2) Familija svih konac¢nih preseka elemenata P predstavlja neku bazu
topologije O.

Definicija 1.3.15. Topologki prostor zadovoljava drugu aksiomu prebro-
jivosti ako i sako ako postoji baza B topologije O takva da je |B| < No.

Definicija 1.3.16. Neka je (X,O) topologki prostor iz € X. Skup A C X
je okolina tacke z ako postoji O € O takav da je x € O C A. Sa U(x)
oznacavamo familiju svih okolina tacke x.
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Primer 1.3.17. U prostoru (R, Oyep) skup [0, 3] je okolina tatke 1 §to oz-
nacavamo sa [0,3] € U(1), jer postoji otvoren skup, na primer (0,3) takav
daje 1 € (0,3) C 0, 3].

Teorema 1.3.18. Neka je (X, O) topoloski prostor. Tada vazi: skup A C X
je otvoren ako i samo ako je okolina svake svoje tacke.

Dokaz. Za dokaz pogledati [5], strana 76. O

Definicija 1.3.19. Neka je (X, O) topologki prostori A C X. Tactka z € X
je unutrasnja tacka skupa A ako i samo ako postoji otvoren skup O takav
da je z € O C A. Dalje, tatka x € X je spoljagnja tacka skupa A ako i
samo ako postoji otvoren skup O takav da je z € O C X\ A. Konagno, tatka
z € X je rubna tacka skupa A ako i samo ako svaki otvoren skup O koji je
sadrzi sece i skup A i njegov komplement to jest VO € O (x € O = ONA #
OANO\ A # (). Skup svih unutragnjih (respektivno: spoljasnjih, rubnih)
tataka skupa A nazivamo unutra$njost (respektivno: spoljagnjost, rub)
skupa A, u oznaci Int(A) (respektivno: Ext(A), 9(A)).

Tactka x € X je izolovana tacka skupa A ako i samo ako postoji otvoren
skup O takav da je ANO = {z}

Teorema 1.3.20. Naka je (X, 0) topoloski prostor. Za sve A, B C X waZi:
a) Unutrasnjost skupa A je najveéi otvoren podskup skupa A.
b) Skup A je otvoren ako i samo ako je A = Int(A).
¢) Iz A C B sledi Int(A) C Int(B).

Dokaz. Dokaz je dat u [5], strana 82. O

Teorema 1.3.21. Neka je (X,0) topoloski prostor. Tada za svako A C X
vazi X = Int(A) UO(A) UExt(A) ¢ to je particija (razbijanje) skupa X.

Dokaz. Dat je u [5], strana 83. O

Definicija 1.3.22. Neka je (X,0) topologki prostor i A C X. Tacka
xr € X je adherentna tacka skupa A ako i samo ako svaka okolina U
tacke z seCe skup A to jest VU € U(z) UN A # (. Tacka xz € X je tacka
nagomilavanja skupa A ako i samo ako svaka okolina tacke z seCe skup
A\ {z} to jest VU € U(xz) UN A\ {z} # (. Skup svih adherentnih tacaka
skupa A zovemo adherencija (ili zatvorenje) skupa A, u oznaci 4, a skup
svih tacaka nagomilavanja skupa A nazivamo izvod skupa A, u oznaci A’.
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Teorema 1.3.23. Neka je (X,0) topoloski prostor. Tada za sve A,B C X
vazi:

a) A je najmangi zatvoren nadskup skupa A.

b) Skup A je zatvoren ako i samo ako A= A

¢) ACB=ACB

d) A=TInt(A)UO(A).

e) A=AUA

f) Skup A je zatvoren ako i samo ako sadrzi sve svoje tacke nagomila-
vanja, to jest ako je A’ C A.

Dokaz. Moze se naci u [5], strana 84. O

Teorema 1.3.24 (Kuratovski). Neka je (X,0) topoloski prostor. Za
proizvoline skupove A, B C X waZi:

(A1) 0= 0;

(A2) A C A;

(A3) AUB = AU B;

(A4) A=A

Dokaz. Pogledati |5], strana 85. O

Teorema 1.3.25. Neka je (X,0) topoloski prostor i O C X otvoren skup.
Tada je za svako A C X

ONA=0nA.
Dokaz. Moze se pronaci u [4], strana 45. O

Definicija 1.3.26. Neka je (X, O) topologki prostor. Skup D C X je gust
u X ako i samo ako je D = X. Prostor (X,0) je separabilan ako i samo
ako postoji skup D C X koji je gust i prebrojiv.

Primer 1.3.27 (Prostor (R,O,.) je separabilan). Topoloski prostor
(R, Ouop) je separabilan topologki prostor.

U prostoru (R, Oyep) imamo Q = R, §to znadi da je skup racionalnih
brojeva gust u R. Kako je Q prebrojiv skup sledi da je (R, O,.p) separabilan
topoloski prostor.
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Sledec¢a teorema daje potreban i dovoljan uslov da skup D C X bude
gust.

Teorema 1.3.28. Neka je (X,0) topoloski prostor i B proizvoljna baza
topologije O. Tada vazi: skup D C X je gust ako i samo ako je BN D # (),
za svaki neprazan skup B € B. Specijalno, skup D je gust ako i samo ako
sece svaki neprazan otvoren skup O € O.

Dokaz. Za dokaz pogledati [5], strana 86. O

Teorema 1.3.29. Ako topoloski prostor (X,0) zadovoljava drugu aksiomu
prebrojivosti, onda je separabilan.

Dokaz. Mo7e se pronadi u [5], strana 87. O

Definicija 1.3.30. Za topologki prostor (X, 0) kazemo da je

e Ty-prostor ako i samo ako za svake dve razlicite tacke x,y € X postoji
otvoren skup O koji sadrzi tacno jednu od njih.

e T-prostor ako i samo ako za svaki par razli¢itih tacaka x,y € X postoji
otvoren skup O takav dajex € Oiy ¢ O.

e Th-prostor ili Hauzdorfov prostor ako i samo ako za svake dve ra-
zli¢ite tacke x,y € X postoje disjunktni otvoreni skupovi O7 i Os takvi
dajexeO;iye0s.

Teorema 1.3.31. Topoloski prostor (X, Q) je Ti-prostor ako i samo ako
su svi jednoelementni podskupovi skupa X zatvoreni.

Dokaz. Pogledati [5], strana 90. O

Definicija 1.3.32. Za topoloski prostor (X, O) kazemo da je

e regularan ako i samo ako je za svaki zatvoren skup F' i svaku tacku x
koja mu ne pripada postoje disjunktni otvoreni skupovi O i Oy takvi
dajex e O11F COs.

e normalan ako i samo ako za svaka dva disjunktna zatvorena skupa F
i F5 postoje disjunktni otvoreni skupovi Oy i Os takvi da je F1 C Oy i
Fy C 02.

e Ts-prostor ako i samo ako je regularan Ti-prostor.
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e Ty-prostor ako i samo ako je normalan 77-prostor.

Definicija 1.3.33. Neka su (X,0x) i (Y,Oy) topoloski prostoriizg € X.
Funkcija f : X — Y je neprekidna u tacki xy ako i samo ako VV €
U(f(xo)) U € U(xg) tako da je f[U] C V. Za funkciju f kazemo da je
neprekidna ako i samo ako je neprekidna u svakoj tacki z € X.

Teorema 1.3.34. Neka su (X,0x) i (Y,Oy) topoloski prostorii f: X —
Y proizvoljno preslikavanje. Tada su sledeci uslovi ekvivalentna:

a) Preslikavange f je neprekidno.
b) Za svaki otvoren skup O CY, skup f~1[O] C X je otvoren.
¢) Za svaki zatvoren skup F CY, skup f~'[F] C X je zatvoren.

Dokaz. Dokaz ove teoreme moze se pronadi u [5], strana 98. O

Definicija 1.3.35. Neka su (X,0x) i (Y,Oy) topologki prostori. Za
preslikavanje f: X — Y kazemo da je otvoreno ako i samo ako je za svaki
otvoren skup O C X skup f[O] CY otvoren. Preslikavanje f je zatvoreno
ako i samo ako je za svaki zatvoren skup F' C X skup f[F] CY zatvoren.

Definicija 1.3.36. Neka su (X,0x) i (Y,Oy) topoloski prostori. Pres-
likavanje f : X — Y je homeomorfizam ako i samo ako vaZe sledeéi uslovi:

1. f je bijekcija
2. f je neprekidno
3. f~! je neprekidno

Prostori (X, Ox) 1(Y,Oy) su homeomorfni ako i samo ako postoji home-
omorfizam f: X — Y . To oznacavamo sa X =X Y.

Definicija 1.3.37. Za topologki prostor (X, 0) kazemo da je

e kompletno regularan ako i samo ako za svaku tacku « € X ineprazan
zatvoren skup F' koji je ne sadrzi postoji nepekidna funkcija f: X —
[0,1] takva da je f(x) =01 f[F] = 1.

o Ty -prostor ako i samo ako je kompletno regularan 77-prostor.

Teorema 1.3.38. Svaki Ty prostor je Ty1, svaki Tyi-prostor je T3, svaki
2 2
Ts-prostor je Ty, svaki Th-prostor je 11, © svaki T1-prostor je Ty-prostor.
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Dokaz. Pogledati [5], strane 91, 92, 102 i 104. O

Teorema 1.3.39. Neka su (X,Ox) i (Y,Oy) proizvoljni topoloski prostori
i neka je f : X — Y neprekidna bijekcija. Tada su ekvivalentni sledeéi uslovi:

a) f je homeomorfizam;
b) f je otvoreno;
¢) [ je zatvoreno.

Dokaz. Dokaz ove teoreme moze se pronaci u [5], strana 106. O

Definicija 1.3.40. Osobina P topoloskih prostora je invarijanta home-
omorfizma ako i samo ako za svaka dva topoloska prostora (X,0Ox) i
(Y,Oy) 1 svaki homeomorfizam f : X — Y vazi ako X ima osobinu P,
onda i prostor Y ima osobinu P. Invarijante homeomorfizama nazivamo
topoloskim osobinama.

Teorema 1.3.41. Separabilnost je topoloska osobina.

Dokaz. Pogledati [5], strana 111. O

Definicija 1.3.42. Neka su (X,0x) i (Y,0Oy) topoloski prostori. Pres-
likavanje f : X — Y je potapanje ako i samo ako je sirjektivna restrikcija
f|1X homeomorfizam.

Ocigledno, ako je f : X — Y potapanje, onda su prostor (X,Ox) i
potprostor (f[X], (Oy)y(x)) prostora (Y, Oy) homeomorfni.

Teorema 1.3.43. Neka su (X,0x) i (Y,Oy) topoloski prostorii f: X —
Y proizvoljno preslikavanje. Tada vazi:

a) Ako je [ neprekidna otvorena injekcija, onda je potapanje.
b) Ako je f neprekidna zatvorena injekcija, onda je potapanje.

Dokaz. Pogledati [5], strana 128. O

Definicija 1.3.44. Neka je (X,0x) topoloski prostor. Tatka a € X je
granica niza (z, : n € N) ako i samo ako za svaku okolinu U tacke a
postoji prirodan broj ng, takav da za svako n > ng vazi x, € U. Za niz koji
ima bar jednu granicu kazemo da je konvergentan.
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Teorema 1.3.45. U Hauzdorfovom prostoru niz moZe da ima najvise jednu
granicuy.

Dokaz. Moze se pronad¢i u [5], strana 114. O
Teorema 1.3.46. Ako je tacka x granica nekog niza tacaka skupa A, onda
je x € A.

Dokaz. Za dokaz videti |5], strana 114. O

Teorema 1.3.47. Neka je (X, O) topoloski prostor i A C X neprazan skup.
Tada je kolekcija Oy = {ONA: O € O} topologija na skupu A.

Dokaz. Dokaz ove teoreme moze se pronaci u [5], strana 120. O

Teorema 1.3.48. Neka je (X, O) topoloski prostor i A C X neprazan skup.
Ako sa Fa oznacimo familiju svih zatvorenih skupova prostora (A,O4), onda
vaZi Fa={FNA:FeF}.

Dokaz. Za dokaz ove teoreme pogledati [5], strana 120. O

Definicija 1.3.49. Za topologiju O 4 kaZemo da je indukovana topologijom
O. Tada je topoloski prostor (A, O4) potprostor prostora (X, 0). Ako je
A € O za ovaj potprostor kazemo da je otvoren potprostor.

Definicija 1.3.50. Topoloska osobina P je nasledna ako i samo ako za
svaki topoloski prostor (X,0) wvazi: ako (X,0) ima osobinu P, onda i
svaki njegov potprostor ima tu osobinu. Topolosku osobinu P nasleduju
otvoreni skupovi ako i samo ako za svaki topoloski prostor (X, Q) vaZi:
ako (X,0) ima osobinu P, onda i svaki njegov otvoreni potprostor ima tu
osobinu.

Teorema 1.3.51. Separabilnost nasleduju otvoreni potprostori.

Dokaz. Videti [5], strana 124. O

Teorema 1.3.52. Osobina "zadovoljavati drugu aksiomu prebrojivosti” je
nasledna.

Dokaz. Za dokaz pogledati [5], strana 123. O
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Definicija 1.3.53. Neka je (X,0) topologki prostor i A C X. Familija
{O; : i € I} podskupova skupa X je pokriva¢ skupa A ako i samo ako je
A C Uies Oi

Ako su pri tome skupovi O;, i € I, otvoreni, onda za pokriva¢ kaZemo
da je otvoren. Za potkolekciju pokrivaca koja i sama predstavlja pokrivaé
kazemo da je potpokrivad datog pokrivaca.

Definicija 1.3.54. Topoloski prostor (X,0) je kompaktan ako i samo
ako svaki otvoreni pokriva¢ skupa X sadrzi konac¢an potpokrivac.

Primer 1.3.55. Topoloski prostor (X, Og;sc) gde je X konacan skup je kom-
paktan.

Primer 1.3.56. Topoloski prostor (R,Oyep) nije kompaktan jer otvoreni
pokriva¢ R = [ J,,c(—n,n), ne sadrzi konacni potpokrivac.

Definicija 1.3.57. Neka je (X,O) topoloski prostor. Skup A C X je kom-
paktan skup ako i samo ako je potprostor (A, O4) kompaktan topologki
prostor.

Teorema 1.3.58 (Hajne-Borel). Podskup A prostora (R, Q) je kompak-
tan ako i samo ako je zatvoren i ogranicen.

Dokaz. Dokaz se moze pronadi u [5], strana 144. O

Teorema 1.3.59. Neprekidna funkcija preslikava kompaktan skup na kom-
paktan skup.

Dokaz. Pogledati [5], strana 145. O

Definicija 1.3.60. Za topologki prostor (X, 0) kazemo da je:

e Nizovno (sekvencijalno) kompaktan ako i samo ako svaki niz u
skupu X ima konvergentan podniz.

e Prebrojivo kompaktan ako i samo ako svaki beskonafan prebrojiv
podskup skupa X ima tacku nagomilavanja.

Definicija 1.3.61. Direktan proizvod familije skupova {X; : i € I}, u
oznaci [[;c; Xi, je skup svih funkcija f : I — (J;c; X, takvih da za svako
1 €1 vazi z; € X;.
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Definicija 1.3.62. Za proizvoljno iy € I, preslikavanje m;, : [[;c; Xi = X,
dato sa

7Ti0(<xi EAS I>) = Tip,
za sve (x; 11 € I) € [[,; Xi zovemo projekcija na io-tu koordinatu.

Teorema 1.3.63. Neka je I neprazan skup, o {(X;,0;) : i € I} familija
topoloskih prostora. Tada vazi:

a) Kolekcija P svih podskupova skupa e X; oblika 7, *[0;], gde je i € I
proizvoljni indeks, a O; € O; otvoren skup u prostoru X;, je podbaza
neke topologije na skupu ;1 X;. Oznacimo tu topologiju sa O.

b) Familija svih konacnih preseka elemenata kolekcije P
B={(m'0]: K CIANK|<NAVie K (0; € 0;)}
€K
je baza topologije O.
Dokaz. Za dokaz pogledati [5], strana 154. O

Definicija 1.3.64. Topologija O na skupu [] X;, uvedena u prethodnoj
teoremi naziva se topologija Tihonova. Za prostor (I1X;, O) kazemo da je
(Tihonovski, topoloski) proizvod familije prostora {(X;,;) : i € I}.

Teorema 1.3.65. Uz pretpostavke i oznake uvedene u teoremi 1.8.63 vazi:
a) Projekcije my, : [[; Xi = Xi, su neprekidne otvorene sirjekcije.

b) Neka je (Y,Oy) topoloski prostor. Preslikavanje f :Y — [[,c; Xi je
neprekidno ako ¢ samo ako je za svako i € I kompozicija miof 1 Y — X;
neprekidna.

Dokaz. Videti [5], strana 155. O

Definicija 1.3.66. Neka je I neprazan skup.

Kub Tihonova je proizvod [0,1]!, gde je prostor [0, 1] sa uobi¢ajenom
topologijom. Specijalno, za I = N proizvod [0, 1]Y je kub Hilberta.

Kub Kantora je proizvod {0,1}!, gde je na skupu {0,1} diskretna
topologija.

Definicija 1.3.67. Topologka osobina P je multiplikativna (prebrojivo
multiplikativna) ako i samo ako je proizvod svake familije (svake prebrojive
familije) topoloskih prostora {(X;, O;) : i € I}, od kojih svaki ima osobinu
P sa osobinom P.
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Teorema 1.3.68. Separabilnost je prebrojivo multiplikativna osobina.

Dokaz. Videti [5], strana 163. O

Teorema 1.3.69. Kompakinost je multiplikativna osobina.

Dokaz. Za dokaz ove teoreme pogledati [5], strana 165. O

Teorema 1.3.70. Svaki T;1-prostor sa drugom aksiomom prebrojivosti moZe
2

da se potopi u Hilbertov kub [0,1]Y.

Dokaz. Dokaz ove teoreme ¢italac moze naci u [5] na strani 167. O

1.4 Metricki prostori

Vaznu klasu topologkih prostora ¢ine metricki prostori. Narednom defini-
cijom uvodimo metriku i metricki prostor.

Definicija 1.4.1. Neka je X neprazan skup. Funkcija d : X2 — [0, +00) je
metrika na skupu X ako i samo ako za sve z,y,z € X vaii:

(M1) d(x,y) = 0 ako i samo ako je x =y
(M2) d(xv y) = d(y7 :1:‘)
(M3) d(z,y) <d(z,2) +d(z,y)

Tada se par (X, d) naziva metri¢ki prostor. Broj d(z,y) nazivamo rasto-
janjem tacaka x i y.

Primer 1.4.2 (01-metrika). Neka je X proizvoljan neprazan skup. Lako
se proverava da funkcija d : X2 — [0, +00) definisana sa:

0, ==
dey={ &

zadovoljava uslove (M1) - (M3) te je ona metrika na skupu X. Ovako defin-
isanu metriku d nazivamo trivijalna ili 01-metrika.

Lema 1.4.3. Neka je (X,d) metricki prostor i a,b,c € X. Tada vaZi:
‘d(aa b) - d(a,c)| < d(ba C)'

Dokaz. Dokaz ove leme se moze pronaci u [5], strana 68. O
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Definicija 1.4.4. Neka je x proizvoljna tacka skupa X i r > 0. Skup
L(z,r) ={y € X : d(z,y) < r} zovemo otvorena lopta sa centrom u tacki
x 1 polupreénikom r.

Lema 1.4.5. Neka je (X,d) metricki prostor, x € X i r > 0. Tada za
proizvoljnu tacku y € L(x,r) postoji broj p > 0 takav da je L(y,p) C L(z, 7).

Dokaz. Za dokaz pogledati [5], strana 68. O

Teorema 1.4.6. Neka je (X,d) metricki prostor. Tada je familija svih
otvorenih lopti By = {L(z,r) : v € X Ar > 0} baza neke topologije Oq4
na skupu X.

Dokaz. Videti [5], strana 68. O

Definicija 1.4.7. Za topologiju Oy iz prethodne teoreme kazemo da je
odredena (indukovana) metrikom d.

Topoloski prostor (X, O) je metrizabilan ako i samo ako postoji metrika
d na skupu X takva da je O = Oy.

Primer 1.4.8. Posmatrajmo 0l-metriku iz primera 1.4.2. Za proizvoljnu
tacku € X vazi L(z,3) = {y € X : d(z,y) = 0} = {2}, pa je {2} € Oy
Za proizvoljan skup A C X imamo da je A = (J,c4{z} pa je Oy = P(X)
Sto znaci da 0l-metrika indukuje diskretnu topologiju iz primera 1.3.5.

Primer 1.4.9 (Prostor (R,O,.) je metrizabilan topologki prostor).
Lako se proverava da funkcija f : R? — [0, +00) definisana sa

Vz,y € R d(z,y) = |z — y|

zadovoljava uslove definicije 1.4.1. Dalje, uslovi d(y,z) < riy € (x—r,x+r)
su ekvivalentni pa vazi L(x,r) = (z—r,x+r). Odatle je By C Byo, = {(a,b) :
a,b € RAa < b}. No kako je (a,b) = (v—r,z+7) zax = 242 ir = 252 dledi
da je By = Buop pa je topologija na skupu R odredena ovako definisanom
metrikom d bas uobi¢ajena topologija iz primera 1.3.12.

Teorema 1.4.10. U proizvoljnom metrickom prostoru (X, d) vazi: skup O C
X je otvoren ako i samo ako za svaku tacku x € O postoji broj r > 0 takav

da je L(z,r) C O.

Dokaz. Pogledati [5], strana 69. O
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Definicija 1.4.11. Neka je X neprazan skup i Dx kolekcija svih metrika na
skupu X. Za metrike dy,ds € Dx kaZemo da su topoloski ekvivalentne
ako i samo ako je Og, = Oq,. Metrike d; i d2 su uniformno ekvivalentne
ako i samo ako postoje brojevi k,h > 0 takvi da za sve z,y € X vazi

di(z,y) < kda(z,y) i do(x,y) < hda(z,y).

Teorema 1.4.12. Neka je X proizvoljan neprazan skup. Tada vazi:

1. Ako je di(z,y) < kda(z,y) onda je Lg,(z,7) C Lg, (x,kr) za svex € X
i1 >014vait Og C Og,.

2. Uniformno ekvivalentne metrike su topoloski ekvivalenine, to jest daju
istu topologiju.

Dokaz. Za dokaz pogledati [5], strana 72. O

Definicija 1.4.13. Metrika d na X je ogranic¢ena ako i samo ako postoji
M > 0 takvo da za (Vz,y € X) (d(z,y) < M).

Teorema 1.4.14. Neka je (X, d) metricki prostor. Tada vaZi:

1. Funkcija di : X? — R data sa di(x,y) = 1igﬂ(’;’)y) je ogranicena metrika

na skupu X jer je di(x,y) < 1.
2. Metrike d 1 d1 na skupu X odreduju istu topologiju.
Dokaz. Videti [5], strana 73. O

Posledica 1.4.15. Svaki metricki prostor je metrizabilan ogranicenom metrikom.

Teorema 1.4.16. Neka su (X,dx), (Y, dy) metricki prostorii f : X — Y.
Preslikavangje f je neprekidno u tacki xo € X ako i samo ako

(Ve > 0)(30 > 0) (Ve € X) (dx(z,x0) < 6 = dy (f(z), f(xg)) <e).

Dokaz. Citlac dokaz moZe pronaci u [5] na strani 100. O
Teorema 1.4.17. Metricki prostor je separabilan ako i samo ako zadovoljava
drugu aksiomu prebrojivosti.

Dokaz. Za dokaz pogledati [5], strana 87. O
Primer 1.4.18. Prostor (C[0, 1], dsyp) je separabilan, gde je dsy), takozvana

supremum metrika dg,,(f, g) = sup{|f(z) — g(z)| : z € X }.
Da bi to pokazali koristimo narednu teoremu:
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Teorema 1.4.19 (Stone-Weierstrass). Svaka neprekidna funkcija nad zatvorenim

intervalom [a, b] je uniformna granica niza polinoma'.

To znaéi da za proizvoljno f € C(]0,1]) postoji niz polinoma (g,) € PN
takav da g, = f kada n — oo, to jest lim (sup,cpq)]f(2) — gn(z)]) = 0,
n—00 ’

odnosno

(Ve > 0(3ng € N)(Vn > no)( sup [f(x) = gn(2)] <e).

Treba nac¢i prebrojiv gust skup. Da bi P bio gust skup u (C([0,1]), dsup)
treba pokazati

(Vf € C([0,1]))(vr > 0)(3p € P))(p € L(f,7)),

odnosno

(Vf € C([0,1]))(Vr > 0)(3p € P))(p € dsup(f,p) < 7).

Neka je dato f € C([0,1]) i » > 0. Znamo da postoji niz polinoma (g,)
koji konvergira ka f. Ako je € = r moZzemo na¢i ng € N takvo da je
SUPgec(o1]) [F(T) = gne(®)] < 7. Znadi, za p biramo gn,(r). Skup svih
polinoma jos nije dovoljno dobar jer nije prebrojiv. Naime |P| > ¢ jer

P={pn(z) =anz" +..4+a1x+ap: a; € R,n € N}.

Definigemo P = {pn(z) =gz + ...+ qux +qo: ¢ € Q,n € N}. \75\ = No.
Moze se pokazati da je 72: P pa vazi P = P, a ve¢ smo pokazali da je
P = C([0,1]). Odatle je P gust i prebrojiv u C([0,1]), pa je (C[0, 1], dsup)
separabilan.

Definicija 1.4.20. Neka je (X,d) metricki prostor, A neprazan poskup
skupa X i z € X. Rastojanje tacke x od skupa A je broj

d(z,A) = inf{d(z,a) : a € A}.
Dijametar skupa A je broj
p(A) = sup{d(ai,az) : a1,a2 € A}

ako ovaj supremum postoji ili beskonano ukoliko ne postoji. Ako je p(A) <
oo skup A je ogranicen skup.

Dokaz se moze naéi u V. Smirnov, A Course in Higher Mathematics, volume II,
Pergamon press, London 1964
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Lema 1.4.21. Neka je (X, d) metricki ptostor. Tada je skup A C X zatvoren
ako 1 samo ako za svaku tacku v € X \ A vaZi d(z, A) > 0.

Dokaz. Moze se naci u [5], strana 95. O

Teorema 1.4.22. Metrizabilnost je nasledna osobina.
Dokaz. Pogledati [5], strana 181.
Teorema 1.4.23. Metrizabilnost je prebrojivo multiplikativna osobina.

Dokaz. Za dokaz videti [5], strana 181. O

Teorema 1.4.24. Svaki metrizabilan topoloski prostor je Ty-prostor.

Dokaz. Citalac moZe pronaci dokaz u [5] na strani 96. O

Teorema 1.4.25. Neka je (X,d) metricki prostor. Tada su ekvivalentni
sledeci uslovi:

1. Prostor (X, d) je kompaktan.
2. Prostor (X, d) je nizovno kompaktan.
3. Prostor (X,d) je prebrojivo kompaktan.

Dokaz. Dokaz se moze pronaci u [5], strana 147. O

Teorema 1.4.26. Kompaktan podskup metrickog prostora je zatvoren i ogranicen.

Dokaz. Dat je u [5], strana 150. O

Teorema 1.4.27. Neka je (X, d) metricki prostor i A C X tada je funkcija
da=d] (AxA): Ax A—[0,00) je metrika na skupu A.

Dokaz. Za dokaz videti [5], strana 125. O

Definicija 1.4.28. Neka je (X, d) metricki prostor. Za niz (x, : n € N) u
prostoru X kaZemo da je KoSijev niz ako i samo ako vazi

(Ve > 0)(Ing € N)(Vm,n > ng)(d(zm, zy) < €)
Teorema 1.4.29. U proizvoljnom metrickom prostoru (X, d) vazi:

a) Svaki Kosijev niz je ogranicen.
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b) Ako Kosijev niz ima konvergentan podniz, onda je i sam konvergentan.
¢) Svaki konvergentan niz je Kogijev.

Teorema 1.4.30. Neka je (X, d) metricki prostor, onda vazi:
1. Ako je (xn) nizu X i x € X, onda je limx, =z ako i samo ako vaZi:

(Ve > 0)(Ing € N)(Vn > no)(d(zp, z) < €)

2. Ako postoji, granica niza je jedinstvena.
3. Svaki konvergentan niz je ogranicen.

Dokaz. Citalac dokaz ove teoreme moZe pronadi u [5] na strani 118. O

Definicija 1.4.31. Metricki prostor (X, d) je kompletan ako i samo ako je
svaki Kosijev niz u X konvergentan.

Definicija 1.4.32. Skup A C X je kompletan skup ako i samo ako je
(A, d4) kompletan metricki prostor.

Teorema 1.4.33. Neka je (X, d) metricki prostor i A C X. Tada ako je A
kompletan, onda je A zatvoren.

Dokaz. Videti [5], strana 199. O

Teorema 1.4.34. Neka je (X, d) kompletan metricki prostor i1 A C X. Tada
je A kompletan ako ¢ samo ako je A zatvoren.

Dokaz. Videti [5], strana 199. O

Primer 1.4.35. Metricki prostor (X, d) gde je d 01-metrika je kompletan.
Neka je (xy,) Kogijev niz u (X, d) gde je d 01-metrika. To znaéi da

(Ve > 0)(Ing € N)(Vm,n > ng)(d(xm, xn) < €),
paizace= % mozemo odrediti ng € N takvo da je d(zy,, z,) < % odnosno
d(zpm, xn) = 0. Vidimo, da je za sve m,n > ng T,, = &y, to jest niz postaje
stacionaran, a time i konvergentan.
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Primer 1.4.36. Metricki prostor (R, Oyep) je kompletan.

Neka je dat (x,, : n € N), Kosijev niz skupa R. Prema teoremi 1.4.29 (a)
taj niz je ograniCen, pa postoji interval [a,b] C R takav da je (x,) C [a,b].
Kako je [a, b] zatvoren i ograni¢en skup, prema Hajne-Borelovoj teoremi on
je kompaktan pa prema teoremi 1.4.25 i nizovno kompaktan. To znaé¢i da
svaki niz u [a,b], pa i (z, : n € N) ima konvergentan podniz, a odatle na
osnovu teoreme 1.4.29 (b) sledi da je niz (x,) konvergentan.

Primer 1.4.37. Prostor neprekidnih i ograni¢enih preslikavanja f : X —
R, (BC(X,R),dsyp) je kompletan metricki prostor.
Za dokaz pogledati [5], strana 200.

Primer 1.4.38. (C0, 1], dsy,p) je kompletan.
Videti [5], strana 203.



Glava 2

Poljski prostori

U prethodhoj glavi smo definisali topoloS8ke pojmove koji ¢e nam biti
dovoljni za razumevanje posebne vrste topoloskih prostora, poljske prostore,
¢iju definiciju dajemo u nastavku.

Definicija 2.0.39. Topologki prostor (X,0) je poljski prostor ukoliko
je separabilan i metrizabilan metrikom d takvom da je (X,d) kompletan
metricki prostor.

Primer 2.0.40. Topologki prostor (R, Oy.p) je poljski prostor.

Na osnovu primera 1.3.27 (R, O,.) je separabilan, a na osnovu primera
1.4.36 je kompletan. Topologki prostor (R, Ouep) je metrizabilan, sto je
pokazano u primeru 1.4.9. Time je pokazano da je (R, O0p) poljski prostor.

Primer 2.0.41. T = [0, 1] sa uobi¢ajenom topologijom je poljski prostor.

Restrikcija metrike d iz primera 1.4.9 na skup I, je metrika na skupu L.
Kako je I zatvoren i ograni¢en podskup skupa R, na osnovu teoreme 1.3.58,
skup 1 je kompaktan. U metrickim prostorima, na osnovu teoreme 1.4.25,
kompaktnost je ekvivalentna nizovnoj kompaktnosti, pa svaki niz u I ima
konvergentan podniz. Dalje, na osnovu teoreme 1.4.29 (b) sledi da je svaki
Kogijev niz u I konvergentan. Ovim je pokazana kompletnost. Skup QNI je
gust i prebrojiv u I, te je (I, Oyep) poljski prostor.

Primer 2.0.42. Prebrojiv skup X sa diskretnom topologijom Og;s. = P(X)
je poljski.

Na osnovu primera 1.4.8 0l-metrika indukuje diskretnu topologiju, te je
(X, Ogisc) metrizabilan topologki prostor, a na osnovu primera 1.4.35 sledi
kompletnost. U primeru 1.3.8 pokazali smo da je B = {{z} : z € X} baza
diskretne topologije na skupu X. Kako je X prebrojiv, prebrojiva je i baza
B, te je na osnovu teoreme 1.3.29 (X, Oy;sc) separabilan topoloski prostor.

25
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Teorema 2.0.43. Neka je (X,Ox) poljski prostor, (Y, Oy) topoloski pros-
tor i f : X — Y homeomorfizam. Prostor (Y,Oy) je poljski topoloski
prostor.

Dokaz. Kako je (X, Ox) poljski topoloski prostor, postoji kompletna metrika
koja indukuje Ox. Neka je preslikavanje g : ¥ — X dato sa g = f~ L.
Ocigledno je g homeomorfizam. Na prostoru (Y, Oy) definisemo preslika-
vanje dy : Y2 — [0, 00) na slede¢i nacin: dy (y1,v2) = dx(g(y1), 9(y2). Lako
se proverava da je na ovakav nacin zadato preslikavanj metrika koja indukuje
Oy . Pokazujemo da je kompletna.

Neka je niz (y, : n € N) Kogijev u Y. O¢igledno je i niz (g(y,) : n €
N) € X Kosgijev. Kako je prostor X kompletan, niz (g(y,) : n € N) je
konvergentan, to jest, postoji x € X takvo da je nh_g)lo 9(yn) = z. Posto je

dy (yn, f(x)) = dx (9(yn), 9(f(x)) = dx (9(yn), z) < € sledi da je nh_)rgo Yn =
f(z) € Y, pa niz (y, : n € N) konvergira. Separabilnost je topoloska os-
obina, te je (Y, Oy) separabilan topoloski prostor metrizabilan kompletnom
metrikom, to jest, poljski. O

Ovim smo pokazali da je osobina "biti poljski prostor" topologka. U
narednoj teoremi pokazujemo da je ova osobina i prebrojivo multiplikativna,
Sto ¢e nam dati neke znacajne primere poljskih prostora kao §to su Hilbertov
kub, Berov prostor i Kantorov kub o kojima ¢e biti reci kasnije.

Teorema 2.0.44. Ako su Xo, X1,... poljski prostori, onda je i [], . Xn
poljski prostor.

Dokaz. Neka su d; za i € w metrike takve da su (X, d;) kompletni metricki
prostori. MoZemo pretpostaviti da je d; < 1 za i € w. DefiniSemo preslika-
vanje na [[° X, sa

=3 Srn (), 9(n))

Lako se proverava da d zadovoljava uslove (M1)-(M3) definicije 1.4.1 pa je
d metrika. Pokazacemo da je svaki KoSijev niz kovergentan u metrickom
prostoru (][] Xy, d). Neka je (fo, f1,...) Kosijev niz u [[,2 , X;,. To zna¢i da

(Ve > 0)(Ing € N)(¥m, k > 10)(d(fm, fr) < €)
Kako je

n=0
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sledi da je niz (fo(n), fi(n),...) Kosijev u X,, za svako n € w. Kako je X,
poljski prostor sledi da je kompletan za svako n € w pa je (fo(n), fi(n),...)
konvergentan, to jest za svako n € w postoji g(n) € X, takvo da je

lim fi(n) = g(n).

(1),...) granica niza (fo, f1,...). Neka je

Pokazacemo da je niz g = (g(0),¢
= g(n), za svako n € w

dato € > 0. Posto je lim f;(n)
71— 00

(Bmg € N)(Ym > mg)(dn(fm(n), 9(n)) < ).

Neka je m = max,¢c, m(, tada imamo

oo
3 dn(fm(n)afk:(n)) € € € € 1 1
d = <-4+t ==I+-+-+4..)=
(Fm-9) nzzjo it ) <gtmtmte =gttt =¢
pa sledi da (fo, f1, ...) konvergira ka g. Time je pokazana kompletnost. Kako
je topoloski prostor (X, d,) poljski za svako n € w, on je i separabilan. Na

osnovu teoreme 1.3.68 sledi da je i [[,2, X, separabilan. O

Primer 2.0.45. Hilbertov kub H = IV je poljski prostor.
Sledi na osnovu primera 2.0.41 i prethodne teoreme.

Teorema 2.0.46. Svaki poljski prostor je homeomorfan nekom potprostoru
H.

Dokaz. Neka je X poljski prostor. X je metrizabilan $to znadi da zado-
voljava drugu aksiomu prebrojivosti na osnovu teoreme 1.4.17. Dalje, svaki
metrizabilan prostor je Tj-prostor na osnovu 1.4.24, a na osnovu teoreme
1.3.38 je i T%—prostor. Tvrdenje sledi na osnovu teoreme 1.3.70. O

Primer 2.0.47. Skup svih neprekidnih realnih funkcija nad jedini¢nim in-
tervalom i supremum metrikom (C([0,1]), dsyp) je poljski prostor.

Na osnovu primera 1.4.18 imamo separabilnost, a na osnovu primera
1.4.38 kompletnost. Sledi da je topologki prostor C(][0,1]) je poljski.

Sledeca teorema nam daje viSe od toga.

Teorema 2.0.48. Ako je X kompaktan metricki prostor, a Y poljski pros-
tor, onda je i C(X,Y) poljski prostor, gde je sa C(X,Y) oznacen prostor
neprekidnih funkcija f : X — 'Y sa metrikom d(f,g) = sup{|f(x) — g(z)| :
re X}
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Dokaz. Metricki prostor C(X,Y) sa supremum metrikom je kompletan.
Dokaz za to moze se pronaci u [5]. Pokazujemo da je i separabilan. Neka je
dx metrika na X isa Cj, , oznacen sledeci skup

G = {f € C(X,Y), ¥y (dx(2,9) < - = dy(F(z), f(9)) < 2)}.

Neka je dalje X, € X konacan skup sa osobinom da je svaka tacka skupa
X na rastojanju manjem od % od neke tacke skupa X,,. S obzirom da je X
kompaktan, otvoren pokriva¢ {B(z, %), x € X} ima konacan potpokrivaé i
to je nas X,,. Neka je D, ,, podskup skupa C,,, koji je prebrojiv, takav
da za svako f € Uy, 1 proizvoljno € > 0, postoji funkcija g € Dy, za koju
je dy(f(y),9(y)) < € za sve y € X,,. Pokazaémo da takav skup postoji.
Posto je Y separabilan, postoji prebrojiv gust skup D C Y. Neka je X, =
{x0,...z4}. Posmatramo nizove duzine k sledeceg oblika:

{B(d17q1>7B(d27q2)7 7B(dk‘7Qk) 1g; € Qa dl € Dv 1= 1727 k}

Ovaj skup je prebrojiv.

Razmatramo dalje, samo one k-torke otvorenih lopti B(d;, ¢;) i =1,2,....,k
za koje postoji funkcija f € C,, takva da je f(x;) € B(d;,q;) za i =
1,2, ..., k. Biramo za svaku od tih k-torki po jednu takvu funkciju.

Za proizvoljno f € Cy, i€ > 0 postoji ¢ € Q, takvo da je ¢ < §. Za tako
izabrano ¢, kako je skup D gust, postojid; € B(f(z;),q)ND,zai=1,2,....k.
Ocigledno (B(d1,q), B(d2,q), ..., B(dg, q)) ima svog predstavnika u D, ,, jer
je f(z;) € B(di,q),i = 1,2, ..., k. Tog predstavnika ¢emo oznaciti sa g. Tada
jezasvakot=1,2,....k

dy (f (i), 9(x:)) < dy (f(2:),di) + dy (g(;), di) <2g <e

pa funkcija g ima trazenu osobinu.

Oznac¢imo sa E = |J,, ,en Dmn- Skup E je gust u C(X,Y). Naime,
neka je dato f € C(X,Y) i e > 0 proizvoljno. Neka je n > % Kako je X
kompaktan, svaka neprekidna funkcija je i uniformno neprekidna, te postoji
m takvo da je f € Cp, . Neka je g € Dy, takvo da je dy (f(y), g(y)) < %
za sve y € X,,. Pokazacemo da je d(f,g) < e.

Za dato proizvoljno = € X, neka je 2/ € X, takvo da je dx(z,z') <
L. Tada je dy(f(z), f(z')) < L < £1idy(f(2),9(2") <1 < £ kaoi
dy (g(z'), g(z)) < 1 < £. Konatno,

dy (f(x),g(x)) < dy(f(z), f(2')) + dy (f(2"),9(z")) + dy (9(2'), g(2)) < e.
Sledi da je prostor C(X,Y") poljski. O
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Lema 2.0.49. Neka je X poljski prostor i X, X1, Xo, ... zatvoreni podskupovi
u X za koje vazi Xo D X1 D Xo D ... ¢ limy, o0 p(X,,) = 0. Tada postoji
z € X takvo da je N X, = {z}.

Dokaz. Neka je z, € X,,. Posto p(X,) — 0kada n — oo niz (z,,) je Kogijev,
a kako je X kompletan jer je poljski, niz (z,) je konvergentan. Oznaimo

sa T = li_>m X, Za proizvoljno m € w niz (z, : n > m) C X,,. Kako je
n o

r = lim X, sledi da je z € X;;, za svako m € w pa je x € [),,c,, Xn-

n—oo

Pretpostavimo da postoji y # x takvo da je {z,y} C [ X,. Kako je z #y
sledi da je d(z,y) = € > 0. Stoga je p(X,) = sup{d(z,y) : z,y € X} > ¢
za svako n € w. Time smo dogli u kontradikciju sa lim, o p(X,,) =0. O

Lema 2.0.50. Neka je X poljski prostor, U C X otvoren skup i € > 0.
Tada postoje otvoreni skupovi Uy, Uy, Us, ... takvi da je U = | JU, = JU, i
p(Up) < € za sven € N,

Dokaz. Neka je D gust i prebrojiv u X i Uy, Uy, Us, ... familija skupova
oblika L(d, 1) takva da je d € D, 1 < £ i vazi L(d, 2) C U. O¢igledno vazi
JU, C U. Pokaza¢emo obrnutu inkluziju. Neka je € U proizvoljno. Tada
postoji lopta L(x,r) C U. Pri tome mozemo odabrati n € N takvo da je
% < min{r,e}, pa je i L(z, %) C U. Znamo da postoji d € D takvo da je
d € L(z, =), $to znadi da je d(d,z) < 3, a time je i z € L(d, 5-). Takode
je 1 L(d, B%n) C U paje x € U; za neko i € w. Sledi da je U = |J,,¢,, Un-
Na osnovu definicije skupova U, vazi |JU, C U, a kako je U, C JU,, i
U = U,eo Un vazi i obrnuta inkluzija.

Neka je y € U; proizvoljno i y # x. Tada je

1 1 2
d <d(z,d)+d(d —t— =

2 1
U;) = supd(z,y) < — < — < &.
p(U;) = supd(z,y) 5, <<€

2.1 Berov i Kantorov prostor

U ovom odeljku upoznaéemo se sa dva vazna primera poljskih prostora,
Berovim prostorom i Kantorovim kubom.
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Primer 2.1.1. Prostor X posmatran kao proizvod prebrojivo mnogo kopija
skupa X sa diskretnom topologijom je poljski prostor ukoliko je X najvise
prebrojiv skup.

Zaista, na osnovu primera 2.0.42 i teoreme 2.0.44 sledi da je (X, Ogise)
poljski topologki prostor.

Posebno znacajan medu ovakvim poljskim prostorima je Kantorov kub
koji dobijamo za X = {0,1} i oznacavamo ga sa C. Dakle C = 2V =

({07 ]-}7 Odisc)N~
Takode, jos jedan znacajan primer ovakvog poljskog prostora jeza X = N
koji nazivamo Berov prostor i oznacavamo ga sa N = (N, Odisc)N.

Teorema 2.1.2. Kantorov kub C je kompaktan.

Dokaz. Na osnovu primera 1.3.55 topologki prostor ({0, 1}, Ogisc) je kompak-
tan. Iz teoreme 1.3.69 Tihonovski proizvod kompaktnih topologkih prostora
je kompaktan prostor, te je ({0, 1}, Ogise)™ kompaktan topologki prostor. [

Lema 2.1.3. Metrika na N data sa

1
ag={ 7 17

gde je n =min{n : f(n) # g(n)} je uniformno ekvivalentna metrici d defin-
1sanoj u dokazu teoreme 2.0.44.

Dokaz. Lako se proverava da gore definisano preslikavanje zadovoljava uslove
(M1)-(M3) definicije 1.4.1. Kako je N proizvod prebrojivih topologkih pros-
tora sa diskretnom topologijom (N, Oy;s.) i kako 01-metrika indukuje diskretnu
topologiju sledi da je d, = do1, pa je

=Y 2%dn(f(n),g(n)) =y Qn—ildm(f(n),g(n))-
n=0

Neka je a # b i neka se a i b razlikuju prvi put na n-tom ¢lanu niza. Tada je

o0

d(a, b) = 2n1+1 < Z();Hdm(a(n),b(n)) — d(a,b).

Takode vazi
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o
1 1 1 1 1
= Z e NS R U TR L
1=n

Te su d i d uniformno ekvivalentne metrike. O

Oznacimo sa F1 C I skup koji sadrzi brojeve skupa I koji u ternarnoj
reprezentaciji imaju3 kao cifre, iskljucivo, 0 i 2. Skup E1 nazivamo Kantorov
trijadski skup. Geometrijska reprezentacija Kantorovo:;,r trijadskog skupa se
formira tako $to se u prvom koraku iz intervala [0, 1] podeljenog na tri jednaka
intervala izostavlja srednji (%, %) U drugom koraku preostala dva intervala
dele se na po tri jednaka intervala i u svakoj trisekciji izostavlja srednji
interval (%,%) = (3%,3%) i (%,%) = (% + %,% + 3%) U Cetvrtom koraku
svaki od preostalih intervala deli se na po tri jednaka dela od kojih se u
svakoj trisekciji izostavlja srednji itd. Kao Sto je u prethodnom primeru
navedeno, Kantorov trijadski skup se moZe okarakterisati i preko ternarnog
zapisa brojeva iz intervala [0,1]. Da bismo se u to uverili razmotricemo
neke osnovne osobine ternarne reprezentacije. Svako x € [0, 1] ima ternarnu
reprezentaciju oblika: z = Y 7, 3k za ai € {0,1,2}. Ova reprezentacija je
jedinstvena, osim u slu¢aju kada je x = za p, ko € w kada postoje dve
mogucnosti njegovog zapisivanja:

_pb_
3ko

1. ag, # 0,ar = 0 za k > ko - zapis sa kona¢no mnogo cifara razlicitih od
nule;

2. g, € {0,1},(11C =2zak > k.

Za nas su ovi brojevi interesantni jer predstavljaju granice intervala koji se
izostavljaju iz Kantorovog skupa. Primetimo jo§ da barem jedan od zapisa,
(1) ili (2), sadrZ cifru 1. Na primer: & = (0,1)3 = (0,02222...)3 i 2 =
(0,2)3 = (0,12222...)3.

1

Dakle broj 5 sadrzi cifru 1 u zapisu oblika (1), ali se moZze zapisati u

obliku (2) bez cifre 1, a broj % u ternarnom zapisu sa konacnim brojem
cifara nema cifru 1, dok u ternarnom zapisu sa beskona¢no mnogo cifara
ima, jedinicu. Ako sa .S, oznaimo skup koji se u n-tom koraku konstrukcije
Kantorovog skupa izbacuje iz intervala [0, 1], onda primetimo da za rubne
tacke intervala 57 = (%, %) postoje ternarni zapisi u kojima se ne pojavljuje
cifra 1. Svi elementi 0, ajazas... intervala (3, %) moraju imati prvu cifru
a; = 1, to jest njihov ternarni zapis je oblika (0, 1...)s, $to zna¢i da brojevi
iz [0,1] \ S1 u ternarnom zapisu (u barem jednom od oblika) imaju a; = 0
ili @3 = 2. Sli¢no, Sy ¢ne brojevi koji u ternarnom zapisu imaju ag = 1, i
tako dalje. Kantorov trijadski skup je geometrijski opisan na sledeéi nacin
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K = ,enl0,1] \ Sp. Time smo pokazali da je Kantorov trijadski skup u
stvari skup realnih brojeva iz intervala [0, 1] koji u svom ternarnom zapisu
imaju iskljucivo cifre 01 2.

Primer 2.1.4. Kantorov kub C se potapa u [0, 1].
Posmatrajmo preslikavanje kantorovog kuba {0, 1} u skup realnih bro-

jeva dato sa:
> 2x;
=2

=1

Kako je 0 < f({zi)) < 2(1+ 5+ ...) = 1, imamo f : {0,1}" — [0,1].
Ovo preslikavanje je injekcija jer za razlicite tacke z,y € {0,1}Y, ako je
io=min{i € N:z; #y;} i z;, =0, a y;, = 1, imamo

iol i0—1

=1 1= zo—i-l
i0—1 ) [e'e) )
<Z%+3%+ > %:f(y).
i=1 i=i0+1

Pokaza¢emo da je funkcija f neprekidna u proizvoljnoj tacki a = (a;) €
{0, 1}, to jest,

Ve >0 3U el(a) Vz e U |f(x)— f(a)| <e.

Neka je dato € > 0 i neka je igp € N takvo da je 3110 < €. Neka je U =
Ne , 7~ '[{a;}]. Tada, ukoliko je z € U, sledi

— 20z —yi| _ 1
@) - s < Y Al Lo

i=i0+1

te je f neorekidno. Prema teoremi 1.3.43, preslikavanje f je potapanje.
Primetimo da je skup f[{0,1}"] € R Kantorov trijadski skup, te je Kantorov
kub homeomorfan sa E1.

3

Teorema 2.1.5. Berov prostor N je homeomorfan skupu iracionalnih bro-
jeva iz intervala (0,1)1. O

'"Homeomorfizam izmedu Berovog prostora i skupa iracionalnih brojeva se uspostavlja
pomocu veriznih razlomaka. Time se u ovom radu neéemo baviti. Zainteresovani ¢italac
moZe pronaéi dokaz u G. Hardy, E. Wright, An introduction to the theory of numbers,
fourth ed., Oxford. 1960.
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Posto Berov prostor zauzima bitno mesto u proucavanju poljskih pros-
tora, razmotri¢emo podrobnije njegovu topologiju. Neka je 0 € N<“. Definisemo
skup N, ={feN:0C f}.

Lema 2.1.6. Skup U C N je otvoren ako i samo ako postoji S C N<¥ takav
da je U = J,cg No-

Dokaz. Skup N, = {f € N : o C f} je otvorena okolina tacke f € N.
Treba naci otvoren skup O C N, takav da je f € O. Neka je sa |o| oznacena
duZina niza o. Ako je a € Ly(f, 2\0%) tada je d(f,a) < Wﬁ, $to znaci da
je o Ca, te je a € Ny. Time je pokazano Ly(f, Wﬁ) C N,.

Dalje, neka je a € N, i |o| = ny,? to znadi da je ajn, C f. Stoga
je d(f,a) < Wﬁ pajea € Ld(f,)ﬁ. Na osnovu pokazanog je N, =
Ld(f,ﬁ) pa je kolekcija {N, : 0 € N<“} baza topologije Oy na N.
Odatle sledi da je skup U C N otvoren ako i samo ako moze da se prikaze
kao unija neke podfamilije familije { N, : 0 € N<¥}. O

Primetimo da je skup N'\ Ny = [J{N; : Ji < |o|,7(i) # o(i)} kao unija
otvorenih skupova otvoren. Stoga je N, i otvoren i zatvoren pa je Berov
prostor potpuno nepovezan. Kako je N’ metrizabilan, vaZi i opstije tvrdenje.
Berov prostor je nuladimenzionalan.

Napomenimo da ukoliko skup N, definisemo sa N, = {f € C: 0 C f},
na potpuno isti nac¢in kao u lemi 2.1.6 pokazujemo da je kolekcija {N, : o €
{0,1}<“} baza topologije Og4 na C. Time je i Kantorov kub nuladimenzion-
alan topologki prostor.

Lema 2.1.7. Skup F C N je zatvoren ako 1 samo ako postoji drvo T C N<¥
takvo da je F' = [T).

Dokaz. Oznacimo sa T = {oc € N<¥ : V7 C 0,7 ¢ S} gde je S C N<“ takav
da je U = |J,eg No za unapred dat otvoren skup U C N. Primetimo da je
skup T drvo. Naime, akojeoc € TiT Co,onda T ¢ S pajerT €T, jer za
bilo koji pocetni segment v C 7 vazi v ¢ S zato §to bi u suprotnom v € S
impliciralo 7 € S. Ako je skup [T] skup njegovih beskona¢nih grana, to jest,

[T]={r€ A :Vn<w zn €T},

tada je f € [T] ako i samo ako je o L f za svako o € S, to jest f € [T] ako
i samo ako f ¢ U. To znadi da je [T] =N\ U.

2Oznaku n, uvodimo u ovom dokazu radi jasnijeg obelezavanja i ne¢emo je kasnije
koristiti.
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Kako je N\ F otvoren skup, na osnovu pokazanog imamo da je f ¢
N\ F & f € [T], pri ¢emu je stablo T formirano za skup S takav da je
N\ F = ,eg No koji na osnovu leme 2.1.6 postoji. To dalje implicira da
je f € F ako i samo ako je f € [T]. O

Teorema 2.1.8. Neka je T drvo, definisemo T' ={c € T : 3f € [T], 0 C
f}. T je orezano drvo sa osobinom T" C T.

Dokaz. Ocigledno je [T"] = [T] pa tada za svako 7 € T” postoji f € [T"] tako
da je 7 C f, stoga je T" orezano drvo. O

Posledica 2.1.9. Svaki zatvoreni skup F' C N je telo nekog orezanog drveta.

Teorema 2.1.10. Neka je X poljski prostor. Postoji neprekidna sirjekcija
p=N—=X

Dokaz. Neka je {U, : 0 € N<¥} familija skupova takvih da vazi:
i) Up= X
ii) U, je otvoren podskup skupa X;

i) p(Uy) <

iv) U CU, zao C 73
V) Ug = U(;io Ua”i-

Takvu familiju formiramo principom rekurzije po duzini niza ¢. Za duZinu
0 imamo Uy = X. Neka skup U, zadovoljava uslove (i-v). Na osnovu leme
2.0.50 postoje skupovi U, takvi da je U, = U,,c,, Un = Upey Un takvi da je
p(U,) < e za proizvoljno unapred dato € > 0, pa i za ¢ := Za Uy~
mozemo izabrati U,. Tada vazi i U,~, C Uy, te su uslovi (i-v) zadovoljeni.

I
o410
Definisimo preslikavanje

()= Usn =) Usin = {8(£)}
n=0 n=0

koje je na osnovu leme 2.0.49 dobro definisano. Pokaza¢emo da je ovako
definisano preslikavanje ¢ sirjektivno i neprekidno. Neka je x € X dato,
hoéemo da nademo njegov original. Formiramo og C 01 C o9 C ... takve da
je x € U, . Neka je 0g = 0 i neka je dato o, gde je x € U, . MoZemo naci
J € w takvo da je x € Uy,,~j pa uzimamo da je opq1 = 04 J.
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Ukoliko je f € N takvo da je f|n = o, za svako n € w onda je ¢(f) =
Nn—o Ugn = {x}. Time je pokazano da je preslikavanje ¢ sirjekcija.

Ako je ¢(f) = x i gln = fln, to jest d(f,9) < zar, posto je ¢(g) € Ugyn
i ¢(f) € Uy, na osnovu (iii) sledi da je d'(¢(f), #(g)) < 1 (gde je d’ metrika
na X) pa je preslikavanje ¢ neprekidno. O

Lema 2.1.11. Neka je X poljski prostor, Y C X F,; skup i € > 0. Postoje
disjunktni F, skupovi Yy, Y1, ... takvi da je p(Y;) <&, V; CY i |JY; =Y.

Dokaz. Neka je Y = J,,c,, Cn gde su C), zatvoreni skupovi. MozZemo, bez
umanjenja opStosti, pretpostaviti da vazi Cy C Cy C --- jer ukoliko to ne
vazi moZzemo da uzmemo C!, = Co U Cy U...UC),. Tada je C/ zatvoren za
svako n € w, Y =, Cy i vazi CH CC] C ---.

Skup Y se moze predstaviti kao disjunktna unija skupova Cy, C1\ Cp, Ca\
01,-". Kako je OZ \ Cifl Q Cl sledi da je Ci\Cifl Q a = OZ Q Y.
Pokazacemo da je C; \ C;_; unija disjunktnih F, skupova ¢iji su dijametri
manji od €. Primetimo da je C; \ C;—1 = C; N (X \ C;—1) presek zatvorenog
i otvorenog skupa.

Neka je dat skup A takav da je A = FFNO gde je F zatvoren a O otvoren
skup. Na osnovu leme 2.0.50 postoje otvoreni skupovi Og, O1, Oo, - - - takvi
da je p(0,) <ei O =0, =JO,. Nekaje A, = FN (0, \ (OgN O N
+++MNOp_1)). Oc¢igledno su skupovi A, n € w disjunktni i vazi 4,, C O,, pa
jo p(An) < p(On) < £ 1A, C O, COC A Odavde je U7, = A.

Trivijalno se zakljucuje da je svaki zatvoren skup F, skup. Na os-
novu pokazanog skupovi oblika C; \ C;—1 su prebrojive unije disjunktnih
F, skupova, dijametra manjeg od €, pa je i Y, kao njihova prebrojiva unija
i dalje prebrojiva unija disjunktnih F, skupova dijametra manjeg od e. [

Teorema 2.1.12. Neka je X poljski prostor. Postoji zatvoreni skup F C N
1 neprekidna bijekcija ¢ : F — X.

Dokaz. Neka je familija skupova {X, : 0 € N<¥} takva da su X, skupovi
F, skupovi koji zadovoljavaju uslove:

i) Xp=X;
11) XU = U?i(] XUAi;
iii) X, C X, ako je o0 C 7;

iv) diam(X,) < ¢

m;
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v) ako je i # j onda je X, N X = 0.

Takvu familiju formiramo principom rekurzije po duzini niza ¢. Za duZinu
0 imamo Xy = X. Neka skup X, F, skup koji zadovoljava uslove (i-v).
Na osnovu leme 2.1.11 postoje disjunktni F, skupovi Yy, Y7, .- takvi da je
p(Y;) <eilJY: = X,. Za skup X,~; biramo skup Y;. Takvim izborom su
ispunjeni uslovi (ii) i (iv). Za njega vazi da je Y; = X, i C X, pa dobijamo
da je ispunjen uslov (iii), a kako su Y, Y7, - disjunktni skupovi, ispunjen
je iuslov (v).

Ako f € N tada ﬂXfm sadrzi najviSe jednu tacku jer na osnovu leme
2.0.49, ﬂm sadrzi ta¢no jednu tacku. Defini§imo skup

F={feN:TmeXazec )Xy}
n=0

Neka je dalje ¢ : F' — X definisano sa ¢(f) = 1,2y X fjn- Ovako definisano
preslikavanje je neprekidno jer ukoliko vazi d(f,g) < Zn%, to znadi da je
fIn = gln paje ¢(f) € Xy, 1 #(g) € Xy, 860 na osnovu uslova (iv) implicira
da je d'(¢(f), ¢(g)) < 2, gde je d’ metrika na X.

Na osnovu uslova (v) ukoliko je f # g, to jest, ako se f i g razlikuju prvi
put na n-tom mestu imamo da je X 7,, N Xy, = 0 tejei (N Xyp)N (N Xgpp) =
(). Stoga je preslikavanje injektivno.

Neka je z € X dato, ho¢emo da nademo njegov original. Formiramo
o0 C o1 Coy C ... takve da je x € () X,,,. Neka je o9 = 0 i neka je dato oy,
gde je z € ( X,,. Posto je X,, = U2y Xs~ moZemo naéi n € w takvo da
je v € Xy, . Za f biramo niz takav da je o, C f za svako n € w. Time je
pokazano da je preslikavanje ¢ sirjekcija.

Ostaje nam jo§ da pokazemo da je skup F' zatvoren. Neka je (f,,) Kosijev
niz u F'. To znaci

(Ve > 0)(Im € N)(Vi, k > m)(d(fi, fr) <€)

Kako je FF C N i N kompletan, postoji f € N takav da je lim f, = f.
n—oo
Treba pokazati da je f € F.
Kako uvek mozemo naéi n € N takvo da je Qn% < ¢, modifikova¢emo
Kosijev uslov.

(Vn € N)(Im € N)(Vi > m)(d(fi, fm) < W)

(Vn € N)(Fm € N)(Vi > m)(filn = fm|n)
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To znaci da je ¢(f;) € Xiin 1 o(fm) € Xf,n Da sledi da je d'(o(fi), d(fm)) <

%, gde je d’ metrika na X. To znadi da je niz (¢(f,) : n € w) Kosijev. Neka

je li_>m &(frn) = x (granica niza postoji jer je (X,d') kompletan metricki
n oo

prostor). Tada je v € (X, = [ Xy, pa je ¢(f) =z i f € F. Na osnovu

teoreme 1.4.34 F' je zatvoren. [

2.2 SavrsSeni skupovi i Kantor-Bendikson analiza

U ovoj sekciji pokaza¢emo da su neprebrojivi poljski prostori kardinal-
nosti 280, Kako bismo stigli do tog rezultata uvei¢emo definiciju savrsenog
skupa i Kantor-Bendiksonovog izvoda skupa.

Definicija 2.2.1. Neka je X poljski topologki prostor. Za skup P C X
kazemo da je savrSen u X ako je P zatvoren skup ¢ije su sve tacke tacke
nagomilavanja, posmatrano u odnosu na topologiju indukovanu na P.

Lema 2.2.2. Neka je X poljski topoloski prostor 1 P C X savrseni skup.
Postoji neprekidna injekcija f : C — P 1 postoji savrSen skup F' C P home-
omorfan skupu C.

Dokaz. Formiramo drvo {U, : ¢ € {0,1}<“} nepraznih otvorenih pod-
skupova X na slede¢i nadin:

D) Up = X;

ii) U, CU, za o C T;
iii) Uy N Uy = 0;
i) p(Us) < 173

v) U, NP #0.

Ovakvo drvo se moZe formirati. Naime, neka je dato U, takvo da vazi U, N
P # (). Kako je P savrsen, sve njegove tacke su tacke nagomilavanja pa
postoje xg,x1, g # 1 takvi da je xg,z1 € U, N P. Posto je svaki poljski
prostor metrizabilan on je i Hauzdorfov pa moZzemo izabrati skupove Uy~ i
U,~1 koji su disjunktne otvorene okoline tacaka xg i x; takve da vazi U,~; C
Us i p(Us~) < ﬁ Na ovaj nagin su ispunjeni gore navedeni uslovi.
Prema lemi 2.0.49 mozemo definisati preslikavanje f : C — P na sledeéi

nacin:

n=0 n=0

n=0
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Ako je d(z,y) < Qn%, to znadi da je x|n = y|n pa je f(z) € Uy, i
f(y) € Uy, 8to na osnovu uslova (iv) implicira da je d(f(z), f(y)) < 1
Time smo pokazali da je f neprekidno preslikavanje.

Preslikavanje f je injekcija jer ukoliko je x # y, to jest ukoliko se oni
prvi put razlikuju na n-toj komponenti, recimo z, = 11 y, = 0, onda je
Uypn N Uy = 0, a na osnovu uslova (iii). Kako je f(y) € Uy, i f(z) € Uyp,
sledi da je f(z) # f(y).

Na osnovu teorema 2.1.2, 1.3.59 i 1.4.26 imamo da je F' = f|[C] zatvoren
skup. Neka je a € F, to znaci da postoji x € C takvo da je f(x) = a. Za svako
a € F i svaku okolinu U € U(a) postoji bar jos jedna tatka b = f(y) € F
takva da jei b € U, to jest UNF \ {a} # (), a sve na osnovu injektivnosti
i neprekidnosti funkcije f, jer za dovoljno bliske originale x i y sledi da su i
slike a i b proizvoljno blizu. Stoga je F' savrSen.

Preslikavanje f : C — F je otvoreno. Pretpostavimo suprotno, da postoji
otvoreni skup O C C takav da je f[O] zatvoreni skup. Tada bi, na osnovu
teoreme 1.3.34 (c), sledilo da je f~![f[O]] morao biti zatvoren. Medutim,
kako je f injekcija vazi f~1[f[O]] = O, pa je O zatvoren. Kontradikcija.

Preslikavanje f : C — F je otvorena neprekidna bijekcija, te je na osnovu
teoreme 1.3.39 homeomorfizam. O

Posledica 2.2.3. Neka je X poljski topoloski prostor i« P C X neprazan
savrsen skup. Tada je |P| = c.

Dokaz. U teoremi 2.0.46 smo pokazali da je svaki poljski prostor X home-
omorfan sa podprostorom Hilbertovog kuba H = [0,1]Y. Kako je |H| =

110, 1] = |0, 1]|N = R0 = ¢ imamo da je |P| < | X| < ¢. Na osnovu leme
222vazi C = F C P C X paje |C| = |F|] < |P| < |X| < ¢ Kako je
|C| = 2% imamo da je ¢ < |P| < ¢, to jest |P| = c. O

Primer 2.2.4. Prostor racionalnih borjeva Q C R sa uobi¢ajenom topologi-
jom nije poljski prostor.

Ukoliko posmatramo (Q, Oyep), skup Q je zatvoren u tom topologkom
prostoru i nema izolovanih ta¢aka. Medutim, kako je |Q| = Ny, skup Q nije
poljski.

Neka je X poljski prostor sa prebrojivom bazom Uy, Ui,... i1 F C X
zatvoren skup. Oznaci¢emo sa Fy skup svih izolovanih tacaka skupa F'.

Tada za svako z € Fy mozemo nadi i, takvo da je U;, N F = {z}. Odatle
sledi da je skup Fy prebrojiv, a skup

F\FR=F\ |J U,
zeFy
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je zatvoren jer je on presek skupova F'i X \ |J,cp, Ui, koji su zatvoreni.

Definicija 2.2.5. Neka je F' C X zatvoren skup. Kantor-Bendiksonov
izvod skupa F' je skup

INF)={z e F:z¢ Fy}.
Za svaki prebrojivi ordinal o < wy, definiSemo I'*(F’) na slede¢i nacin:
i) TO(F) = F;
ii) To1(F) = D(T°(F));
iii) T*(F) = Ngeo IP(F).
Lema 2.2.6. Neka je X poljski prostor i« F' C X zatvoreni skup.
i) Skup I'*(F) je zatvoren za svako o < wy;

i) [T\ TO(F)| < Ro;

i) ako je T'(F) = F, onda je F savrsen skup i vazi I'*(F) = F, za sve
a < Wwi;

i) postoji ordinal o < wy takav da je T*(F) = ToTH(F).

Dokaz. Za (i-iii) dokaz je trivijalan.

(iv) Neka je Ug, Uy, ... prebrojiva baza za X. Ukoliko je Dot \ T'* £ (),
moZemo nadi n, € w takav da U, izoluje tacku skupa I'*(F'). Po konstruk-
ciji, Uy, ne izoluje ni jednu tacku skupa I'’(F) za bilo koje 8 < a, pa je
No # ng za sve B < a. Ako ne bi postojao ordinal o < w; sa osobinom
I'Y(F) =Tt (F) tada bi funkcija f definisana sa f(a) = n, injekcija iz wy
u w, te je |wi| < |w|. Kontradikcija. O

Definicija 2.2.7. Neka je X poljski prostor i F' C X zatvoren skup. Naj-
manji ordinal o takav da je T®(F) = I'*"!(F) naziva se Kantor-Bendiksonov
rang skupa F.

Teorema 2.2.8. Neka je X poljski prostor i F C X zatvoren. Tada je
F = PUA, gde je P savrsen (eventualno prazan), a skup A prebrojiv i vaZi
PNA=10.

Dokaz. Neka je skup F' C X zatvoren skup ¢iji je Kantor-Bendiksonov rang
a <wi,ondaje F = PUA, gdeje P=T%F)i A=z, 7 (F)\I?(F).
Skup I'*(F') je prema 2.2.6 (i) zatvoren i kako vazi I'(I'*(F)) = I'*(F) sledi
da je P savrSen. Ocigledno je PNA = (), a skup A je prebrojiv kao prebrojiva
unija prebrojivih skupova. O
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Posledica 2.2.9. Neka je X poljski prostor 1 F' C X zatvoren i neprebrojiv.
Skup F sadrzi neprazan savrieni skup i vaz |F| = 2%, Takode, ukoliko je
Y C X neprebrojiv Fy skup, Y sadrzi neprazni savrseni skup.

Dokaz. Kako svaki zatvoren F' C X moze da se zapiSe kao unija savrSenog
i prebrojivog skupa na osnovu teoreme 2.2.8, sigurni smo da savrfeni skup
nije prazan, jer je F' neprebrojiv, te ne bi mogao da se napise kao unija
praznog i prebrojivog skupa F' = P U A. Na osnovu posledice 2.2.3 sledi da
je |F| = |P| 4 |A] = 280 + Rg = 2%0,

Ukoliko je Y C X neprebrojiv F, skup, on se moze zapisati kao Y =
Unew Fn gde su F,, zatvoreni skupovi. Postoji i € w takvo da je F; nepre-
brojiv skup. U suprotnom bi Y kao prebrojiva unija prebrojivih skupova bio
prebrojiv. Tada F; sadrZi neprazan savrSeni skup. O

Posledica 2.2.10. Svaki neprebrojiv poljski prostor sadrzi homeomorfnu
sliku Kantorovog kuba C i kardinalnosti je 2%,

Dokaz. Na osnovu teoreme 2.2.8 ukoliko za F' izaberemo bag X, sledi da
X moze da se napife kao X = P U A gde je P savrien, a A prebrojiv. Na
osnovu posledice 2.2.9 kako je X neprebrojiv sledi da je P neprazan, te mu
je kardinalnost 280 po posledici 2.2.3. Dokaz sledi na osnovu leme 2.2.2. [

2.3 Poljski potprostori

U ovom odeljku ¢emo dati potreban i dovoljan uslov da potprostor poljskog
topoloskog prostora bude i sam poljski. Uvodimo prvo pomoéna tvrdenja:

Lema 2.3.1. Neka je X poljsks prostor i F' njegov zatvoren podskup. Prostor
F sa indukovanom topologijom je poljski.

Dokaz. Neka je (z,) C F Kogijev niz, niz (x,) je i konvergentan jer je X
kompletan. Neka je nli_)m Ty, = x, tada je x € F jer je F' zatvoren, pa je i
potprostor F' kompletano.O Ostaje da pokazemo separabilnost.

Neka je D prebrojiv i gust u X. Konstruisemo skupove D, = {d € D :
d(d,F) < 1}, zan € N. Tada vazi D; 2 Dy 2 ---. Neka je dalje d € D,
to znadi d(d, F) < %, to jest, postoji f € F C X takav da je d(d, f) < %
Definisimo dalje skupove E,, = (FNDy,)U{f € F :d(d, f) < %, d € Dy}.
Svaki element skupa F' je na rastojanju manjem od % od nekog elementa
skupa E,. Stoga E, seCe svaku otvorenu loptu u F. Skup (J;2 | E,, prebrojiv
(kao prebrojiva unija prebrojivih skupova) i gust u F. O
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Lema 2.3.2. Neka je (X, Oy) poljski prostor i U C X otvoren skup. Prostor
U sa indukovanom topologijom je poljski.

Dokaz. Neka je d kompletna metrika na X koja indukuje topologiju Oy.
Mozemo pretpostaviti da je d < 1. DefiniSimo preslikavanje d na slededi
nadin:

- 1 1

d(z,y) =d(z +y) + d(x,X\U)_d(y,X\U) )

Lako se proverava da je tako definisano d metrika. 1z definicije je ocigledno
da vazi d(z,y) < d(x,y) pa je Og C O;. Neka je dalje, z € U, d(z, X \U) =
r>0ie>0. Izaberimon,takodajeogngéin—&—ﬁ<5. Ako je
d(xz,y) < 0 onda je

d(X\U,y)+d(y,z) > d(x,X \U)
pajed(y, X \U) >d(x, X \U) —d(y,z) > r — . Stoga je

1 1

r r—9~o

o)

~

d(z,y) <6+

<o+

’ <e

te je Ly, o 2 Lg(w,0), odakle je dalje O; € Og. Time smo pokazali da je
Ogq = O i da metrika d indukuje topologiju Oy indukovanu topologijom Oy
na potprostoru U. Pokazacemo da je d kompletna. Neka je (z,) Kogijev u
odnosu na metriku d. To znaéi da je

(Ve > 0)(Ing € N)(Vm, n > no)(d(@m, 2n) < €)

ali kako je d(2m, Tn) < d(m, ©,) sledi da je niz Kogijev i u odnosu na d, pa
postoji z € X takvo da je lim z, = x. Takode, vazi
n—oo

1 1
lim — =0

ijose | d(zs, X \U)  d(z;, X \U)

pa postoji r € R takvo da je

1
lim ———— =
ivoo d(z, X\U)
Odatle je lim d(z;, X \ U) > 0. Kako je d(z;, X \U) — d(z, X \ U), kada
1—00

i — oo onda sledi da je d(xz, X \ U) > 0 pa je z € U, na osnovu leme 1.4.21.
Prostor (U, Oy) poljski jer je i separabilan na osnovu teoreme 1.3.51. O
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Posledica 2.3.3. Neka je X poljski prostor i1 Y C X Gs skup. Tada je Y
poljski prostor.

Dokaz. Neka je Y = (O, gde su O, otvoreni skupovi. Neka je sa d,
oznacena kompletna metrika na O, koja indukuje topologiju na potprostoru
O,. Mozemo pretpostaviti da je d, < 1. DefiniSimo preslikavanje d na

slede¢i nadin:
o0

5 1

n=0

Lako se proverava da je ovako definisano d metrika. Ako je (xy) Kosijev u
odnosu na metriku d, tada je o¢igledno da je (n,) Kogijev i u odnosu na svaku
od metrika d,,, kako su metri¢ki prostori (O, d,,) kompletni, sledi da postoji
x € X takvo da je za svako n lim z; = z, pa je x € (1O, = Y. Odatle

1—00
je (Y, c?) kompletan metricki prostor. Ostaje jo§ da pokazemo separabilnost
da bi Y bio poljski. Kako su metrizabilnost i druga aksioma prebrojivosti
nasledne osobine, sledi da je svaki potprostor separabilnog metrickog pros-
tora i sam separabilan. O

Posledica 2.3.4. Neka je (X, O) poljski prostor 1 Y C X neprebrojivi G
skup, tada Y sadrzi savrsens skup.

Dokaz. Na osnovu posledice 2.3.3 sledi da je (Y, Oy) neprebrojiv poljski
prostor, a Y je zatvoren i neprebrojiv u (Y, Oy), pa na osnovu posledice
2.2.9 Y sadrzi neprazan savrSen skup. O

Tvrdenje posledice 2.3.3 ne vazi za F, skupove, §to vidimo iz primera
2.2.4. Skup racionalnih brojeva je prebrojiv i stoga je Fy, medutim Q C R
nije poljski prostor. Ipak, mozemo dalje uopstiti posledicu 2.3.3.

Teorema 2.3.5. Neka je (X,O) poljski prostor. Skup Y C X je poljski
potprostor ako 1 samo ako je Y Gg skup.

Dokaz. Da je svaki G5 podskup poljskog prostora X poljski je pokazano
u posledici 2.3.3. Pokazujemo obrnuti smer. Neka je Y C X poljski pot-
prostor, a d metrika koja indukuje topologiju Oy na Y, takva da je prostor
(Y, d) kompletan. Oznacimo sa Uy, Uy, - - - bazu otvorenih skupova u X. Ona
postoji jer poljski prostor zadovoljava drugu aksiomu prebrojivosti kao sepa-
rabilan metricki prostor. Neka je dalje z € Y i e > 0, onda za svaku otvorenu
okolinu V' € U(zx) gde je V C X, postoji U, C V takav da je z € U, i da
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vazi p(Y NU,) < g, gde je p uzeto u odnosu na metriku d. DefiniSemo skup
A na slede¢i naéin:

A={z€Y:Ve>0 Incw xz€U, A p(Y NU,) <c}.

Tada skup A moze drugadije da se zapiSe:

A= ﬂ U{Un:p(YﬂUn)<%}.

m=1necw

Ocigledno vazi da je A skup koji ima Gg osobinui Y C ACY.

Neka je x € A. To znadi da za svako m > 0 postoji n,, takvo da je z € U,,,
ip(YNU,,) < % IzY CACYslediYCAIACY, tejeY =AiA=A
ukoliko A posmatramo kao topoloski prostor, potprostor od X. To znadi da
je Y gust u A, pa seCe svaki neprazni otvoreni skup u A, te za svako m € N
postoji y,, € YNUp, NUL,N---NU,,,. Tada je niz y1,y2, - -+ KoSijevu Y pa
time i konvergentan. Neka je z € Y granica niza, to znaci da je Y zatvoren,
to jest Y =Y, pana osnovu Y = A, sledi da je A =Y, te skup Y ima Gjs
osobinu. O

Posledica 2.3.6. Svaki poljski prostor je homeomorfan sa Gs podskupom
Hilbertovog kuba H.

Dokaz. Svaki poljski prostor je homeomorfan potprostoru Y Hilbertovog
kuba H, a na osnovu teoreme 2.0.46. Osobina "biti poljski prostor" je
nasledna, te je i prostor Y poljski. Na osnovu teoreme 2.3.5 zakljuujemo
da je Y skup koji ima G osobinu. O



Glava 3

Borelovi skupovi

Posto smo uveli pojmove koji su nam potrebni za razumevanje Borelovih
skupova u ovom delu dajemo njihovu definiciju, uvodimo posebne klase
Borelovih skupova i dokazujemo njihove osobine.

Definicija 3.0.7. Neka je X proizvoljan skup. o-algebra na skupu X je
familija skupova 2 C P(X) sa osobinama:

1. X e
2. AcQ=X\AecQ
3. {An:new} CQ=,cy4n €Q

Skup X sa oc-algebrom (2 nazivamo prostor sa c-algebrom ili merljiv
prostor i oznatavamo ga sa (X, ). Elemente o-algebre 2 nazivamo merljivim
skupovima. Primetimo da na osnovu definicije vazi da je svaka o—algebra
zatvorena i u odnosu na prebrojive preseke.

Definicija 3.0.8. Neka su (X, Qx), (Y,Qy) prostori sa o-algebrama. Pres-
likavanje f : X — Y nazivamo merljivim preslikavanjem ukoliko je za
svako A4 € Qy, f71[A] € Qx.

Definicija 3.0.9. Prostori sa o-algebrama (X, Qx) i (Y, y) su izomorfni
ako i samo ako postoji bijekcija f : X — Y takva dasui f i f~! merljive
funkcije.

Definicija 3.0.10. Neka je (X, O) topoloski prostor. Borelova o-algebra
u topolo§kom prostoru X, u oznaci B(X), je najmanja o-algebra koja sadrzi
O. Elemente B(X) zovemo Borelovim skupovima.

44
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Kada je potrebno posebno naznaciti topologiju koja generise Borelovu
o-algebru B(X), koristicemo oznaku B(O).

Teorema 3.0.11. Definicija je dobra, to jest, postoji najmanja o-algebra
koja sadrzi O.

Dokaz. Neka je p familija svih o-algebri koje sadrze O. Familija p nije
prazna jer je P(X) € p. Ukoliko pokaZemo da je €2 definisano sa 0 =
ﬂQEHQ, o-algebra, to ¢e biti najmanja o-algebra koja sadrzi O, jer za
proizvoljnu o-algebru €y koja sadrzi O vazi da je Q C ;. Proveravamo
uslove definicije 3.0.7.

1. Kako su Q o - algebre, vazi X € Q za svako ) € 1, te je X € Q;

2. Neka je A € . TadajeAEQzasv%koQEM,pajeiX\AEQza
svako (2 € p. Stoga je X \ A € g, 2 =

3. Ako je 4; € Q za ¢ € N onda za svako Q € pvazi A; € Q, za svako
i € N. Odatle je J;cnAi € Q za svako Q € p pa je U;en4i €
mﬁeu Q= O

Definicija 3.0.12. Neka su (X,0x) i (Y,Oy) topoloski prostori. Pres-
likavanje f : X — Y nazivamo Borel-merljivim preslikavanjem uko-
liko je f merljivo preslikavanje koje preslikava merljiv prostor (X, B(X)), na

(Y, B(Y)).

Definicija 3.0.13. Neka su (X, Q) prostor sa o-algebrom. Reéi ¢emo da je
(X, Q) standardni Borelov prostor ako postoji poljski prostor Y takav da
su prostori (X, Q) i (Y, B(Y)) izomorfni, ili ekvivalentno, ako postoji poljska
topologija Ox na X takva da je Q = B(Ox).

Lema 3.0.14. Neka su (X,0x) 1 (Y,Oy) topoloski prostorii f: X —Y
preslikavange:

i) Funkcija f je Borel-merljiva ako i samo ako je f~'[O] Borelov skup za
svaki O € Oy.

ii) Ako je'Y separabilan metricki prostor i {U, : n € w} prebrojiva baza
topologije Oy, funkcija f je Borel-merljiva ako i samo ako je f~1[U,] €
B(X) zan € w.

ii1) Ako je Y separabilan metricki prostor i funkcija f : X — Y Borel-
merljiva, onda je grafik funkcije f merljiv skup.
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Dokaz.

i)

i)

iii)

Ako je funkcija f Borel-merljiva onda je ona po definiciji merljiva
funkcija te sledi da je f~[0] € B(X), za svako O € B(Y), pa i za
svako O € Oy..

Pokazujemo obrnuti smer. Neka je skup € definisan sa Q = {A €
B(Y) : f7YA] € B(X)}. Pretpostavimo da je svaki otvoreni skup
O € Oy sadrzan u ). Pokazaéemo da je skup 2 oc—algebra. Kako
je je svaki otvoreni skup O € Oy sadrzan u ), sledi da je Y € Q,
pa je ispunjen uslov 1. definicije 3.0.7. Dalje, ako je A € Q tada je
FIY N\ A] = FUY] FUA] = X\ S1A] Borelov jer je f1[4] €
B(X). Sledi da je Y\ A € Q pa je ispunjen i drugi uslov. Konacno,
ako je Ag,A1,--- € Q, tada je fHUJA] = Uf A € B(X) jer je
f71[4;] € B(X) pa na osnovu osobine 3 iz definicije o- algebre vazi
Uf 4] € B(X). Stoga je JA; € Q te je ispunjen i treéi uslov
definicije o-algebre. Time smo pokazali da je skup 2 o—algebra, a
kako je Q C B(Y) na osnovu definicije skupa € i ne postoji manja
o-algebra od B(Y) sledi da je Q = B(Y). Tada za svako A € B(Y)
vazi da je f~1[A] € B(X) #to je definicija Borel-merljive funkcije.

Na osnovu (i) vazi da ako je f Borel-merljivo onda je inverzna slika
svakog otvorenog skupa Borelov skup. Pokazujemo obrnuti smer. Kako
je Y separabilan, postoji prebrojiva baza Uy, Uy, ... otvorenih skupova.
Neka je f~1[U,] € B(X) za bazne otvorene skupove U,,n € w. Ako
je O otvoren skup u Y, tada on moze da se predstavi kao unija neke pot-
familije baznih otvorenih skupova O = |JU, paje f[0] = U f~'[U,] €
B(X) kao prebrojiva unija Borelovih skupova. Kako je inverzna slika
proizvoljnog otvorenog skupa Borelov skup, na osnovu (i) sledi da je
funkcija f Borel-merljiva. O

Kako je Y separabilan, postoji prebrojiva baza Uy, Ui, ... otvorenih
skupova. Par tacaka (z,y) pripada grafiku funkcije f ako i samo ako
je f(x) =y, to jest ako i samo ako iz y € U, sledi da je f(x) € U, za
svako n € w, to jest

Vn e w(y € Uy, = f(x) € Uy),
§to je dalje ekvivalentno sa

(Vnew) ~(ycU, Az € X\ fUL])
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pa je
(-3 € w) (z,y) € X\ [ [Un] X Un.

To je dalje ekvivalentno sa

~(z,y) € |J X\ U] x Un

new

to jest (z,y) pripada grafiku funkcije f ako i samo ako vazi

(@y) € [V (X x (Y\UL)) U (f U] x Un) .
new
Odavde se moze pokazati da je grafik funkcije f Borelov skup u pros-
toru X x Y. O

Posledica 3.0.15. Neka su (X,0x) i (Y,Oy) topoloski prostori. Svaka
neprekidna funkcija f : X —'Y je Borel-merljiva.

Dokaz. Ukoliko je f neprekidna funkcija, inverzna slika otvorenog skupa
O € Oy je otvoren skup (X,Ox) na osnovu teoreme 1.3.34. Kako je svaki
otvoren skup Borelov, sledi da je f~[O] € B(X), pa na osnovu leme 3.0.14
(i) sledi da je preslikavanje f merljivo. O

Primetimo da kako je

A =X \[JX\ 4n)

sledi da je o-algebra zatvorena u odnosu na prebrojive preseke. Stoga B(X)
sadrzi sve otvorene, zatvorene, F, i G5 skupove. Medutim, B(X) sadrzi
1 Fys skupove koje dobijamo uzimanjem prebrojivih preseka F, skupova,
G5, skupove, koje dobijamo uzimanjem prebrojivih unija Gg skupova, Fjs,,
Gjos.itd. Uveséemo nove oznake za ovakve skupove.

Definicija 3.0.16. Neka je X metrizabilan topologki prostor. Za a < w;
definigemo rekurzijom kolekcije skupova X0 (X), Y (X) i AY(X) na sledeéi
nadin:

¥9(X) je kolekcija svih otvorenih podskupova skupa X.

19 (X) je kolekcija svih skupova oblika X \ A gde je A € 39 (X)

Za a > 1, ¥2(X) je kolekcija svih skupova oblika X = |J A, gde su svi
A, € H% za neko 8 < a, to jest

S0X) ={{J An: {An :neN}y C [ I3(X)}.
neN B<a

AL (X) = B3 (X) NI (X).
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Oznake X9 (X) i T12(X) mozemo zameniti oznakama %2 i TI2 ukoliko je
ocigledno na koji se prostor odnose.

Iz definicije je o¢igledno da su I19(X) zatvoreni skupovi u X, ¥9(X) kao
prebrojive unije zatvorenih skupova su F,, skupovi, I13(X) su Gs skupovi, a
AY(X) oznacava skupove koji su i otvoreni i zatvoreni u X.

Lema 3.0.17. Neka je X poljski topoloski prostor. Svaki otvoreni ¢ svaki
zatvoreni skup je F,. Svaki otvoreni ¢ svaki zatvoreni skup je G skup.

Dokaz. Iz definicije F, skupova sledi da svaki zatvoreni skup F' ima F,
osobinu jer se I’ moze zapisati kao F' = J,,, Fn, gde su svi F;, = F. Na
osnovu leme 2.0.50 za svaki otvoreni skup O C X postoje otvoreni skupovi
Up, U1, ... takvi da O moZe da se zapiSe u obliku O = (J, ¢, U,, pa je svaki
otvoreni skup u poljskom prostoru F, skup. Na osnovu pokazanog i leme

1.3.4 sledi ostatak tvrdenja. O

Lema 3.0.18. Za svako a < B vaZi:

0 0 0 0 0 0 0 0

Yo € Y5, X, Clg, I, CIg, I, €33
Dokaz. Dokazujemo prvo da je X0 C H%, tac¢nije, pokazac¢emo Eg C Hg+1'
Neka je A € Eg, tada je skup B =X\ A4 € Hg pa ga mozemo zapisati kao
B =, <, Bn gde susvi B, = B pa je B € ES_H. Odatle je A € Hg+1 kao

komplement skupa B.

Dokaz da je ITY C E% sledi na osnovu defiicije E% skupa.
Ostalo je da pokazemo X0 C E% i 9 C H%. Pokazujemo Eg - Zgﬂ i
Hg C Hgﬂ paralelno, indukcojom po 4. U lemi 3.0.17 pokazali smo da je
svaki otvoreni skup F, to jest, da je svaki zatvoreni skup G skup, te vazi
¥ C 39 iI9 C 1Y Pretpostavimo da vazi Egamma - ES_H i Hg - H3+1
za sve v < §. Dokazimo da vazi X5 C Egﬂ 1IIs C Hg+1' Neka je A € X9,
tada je A = U,,c, An gde su A, € Hgn i v, < 0 za svako n. Ali na osnovu
pretpostavke je Hgn C Hgnﬂ jer je v, < d za svako n, paje v, +1 < d + 1,

te je A, €119 1, a kako je A =J A, sledi da je A € X], .

Ukoliko je A € 11, onda je A = X \ B za neko B € XY. Pokazali smo da
je Eg - Zg_H, te je B € Eg+1, odakle sledi A € Hg+1' O

Lema 3.0.19. Neka je (X,0) metrizabilan topoloski prostor tada vaZi:
i) B UMY C AL (X) za sve o < wy;

M) B(X) = Ua<w1 Eg;
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iii) Ukoliko je X separabilan i beskonacan vazi |B(X)| = 2%0.

Dokaz. (i) Dokaz sledi indukcijom. Na osnovu leme 3.0.17 svaki otvoreni i
svaki zatvoreni skup ima i F,, i G osobinu. Sto znaci da je X9 C ¥2 0TI
i1 € ¥2NTIY. Skup A9 je definisan kao presek Y2 N 1IIY, &to implicira
da je Xy UTI) € AY. Pretpostavimo dalje, da je E% U H% - A%H za sve
B < a. Pokazujemo da je X0 UTI? C Ag+1 za a« = [+ 1 ili o grani¢ni
ordinal. Na osnovu leme 3.0.18 imamo da je £ C 20, i II], C X2 ., pa je
SOUIY C 30, Takode je X9 C IO, iII% C 2 4 tejei XY UIS C IO ;.
Sledi da je ¥4 UTI, C AY ;.

(ii) Na osnovu definicije Borelove o-algebre sledi da je 9 C B(X). Pret-
postavimo da je X5 C B(X) za 8 < a. Treba pokazati da je XY C B(X).
Akoje A € E% C B(X) tada posto je X \ A € B(X) sledi H% C B(X) za sve
B < a. Odatle je i svaki skup B oblika B = |JA; € B(X) gde su A4; € H%i
i B < a, tejeX? C B(X). Ostalo je da pokazemo B(X) C Ua<w, 0.
Lako je pokazati da je (J,.,, 0 o-algebra na X, pa kako je B(X) najmanja
o-algebra, sledi trazena inkluzija.

(iii) Neka je i = {Up, Uy, ...} prebrojiva baza prostora (X, O) , tada svaki
otvoreni skup O topologije na X moze da se zapiSe u obliku O = UUeu1 U,
gde je Uy CU. Stoga je

[£9] = 0] < |P@)] = 2M = 2.

Pretpostavimo da je }Eg‘ < 2% za sve a < 3. Pokazujemo da je ‘Eg‘ < 2N,

Neka je 8 = a+ 1 (naredni ordinal za neko «), kako na osnovu definicije
skupa IIY imamo ‘Hg‘ = ’Eg|, iz pretpostavke sledi da je ’Hg’ < 2% zg
svako a0 < . Kako je svaki Zg 11 skup prebrojiva unija 1Y skupova, sledi da

je ‘E%’ < 2% Ukoliko je 8 grani¢ni ordinal, kako je E% = Ua<6 1Y imamo

‘E%‘ = U m| < Z |Hg| < |[3[sup{}Hg‘ ca < ) < w2t = 2N,
a<pf a<f

Odatle sledi da je

U =

a<wi

IB(X)| = < Z ‘Eg| Swlsup{‘Eg:a<w1}}§w12N“:2N0.

a<wi

S druge strane, Borelovih skupova ima barem onoliko koliko ima Y9 skupova,
a svi prebrojivi podskupovi X su Zg skupovi, (kao prebrojiva unija singltona
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koji su zatvoreni), pa vazi
B(X)| > [X[ > 2%,

Time smo pokazali da je |B(X)| = 2%. O

Lema 3.0.20. Neka je X topoloski prostor.

i) Kolekcija X0(X) je zatvorena u odnosu na prebrojive unije i konacne
preseke;

ii) Kolekcija TI (X) je zatvorena u odnosu na prebrojive preseke i konacne
unije;

iti) Kolekcija AY(X) je zatvorena uw odnosu na konacne unije, konacne
preseke 1 komplementiranje;

ww) Kolekcije X0(X), % (X) i AY(X) su zatvorene u odnosu na inverzne
slike neprekidnih preslikivanja.

Dokaz. Pokazujemo (i) i (ii) istovremeno, indukcijom po «. Znamo da
(i) vazi za otvorene skupove. Ocigledno, ako je X% zatvorena u odnosu
na prebrojive unije i konacne preseke, uzimanjem komplemenata sledi da
je kolekcija T2 zatvorena u odnosu na prebrojive preseke i kona¢ne unije.
Pretpostavimo da je tvrdenje tacno za sve o < 5. Neka je Ag, Ay, ... € E%.
Tada je A; = U;')io B; ; gde je svaki B;; € 1% za neko a < . Odatle je
U;’io A; = Ufio U]oi(] Bi,j € E% Takode Ag N A = Uz’:O 00 Ui:(] OO(B(),Z' N
By ;), a kako je svaki By ;N B j € 1% zaneko o < 3, sledi da je AgNA; € X0,

(iii) Sledi direktno iz (i) i (ii).

(iv) Neka je f : X — Y neprekidna funkcija. Treba pokazati da ako
je A CY %0 (odnosno MY skup), tada je i f~1[A] 2 (odnosno Y skup).
Dokaz sledi indukcijom. Za o = 1 sledi na osnovu teoreme 1.3.34. Pret-
postavimo da je tvrdenje tatno za sve a < B to jest, da za A € X0,
(T12) sledi da je f~'[A] € X0, respektivno I1%. Treba pokazati da ako je
A e x% (H%) sledi da je f~1[A] € X9, respektivno H%. Neka je dato
A € 29 skup A se moze zapisati kao A = |JA; gde su A; € Hgi za
neke o; < (i tada je f71J 4] = U f'[As], te je na osnovu pretpostavke
YA € E%. Sli¢no, neka je B € H% onda je B =Y \ A za neko A € X9,
paje J7UB) = fIY \ Al = X\ Fi[A] € I, 0

Posledica 3.0.21. Neka je AC X xY i A€ X0 (respektivno 119 ili A ) i
a€Y. Skup {x € X : (x,a) € A} je X2 skup (respektivno 11O ili A ).
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Dokaz. Neka je preslikavanje f : X — X x Y takvo da je f(z) = (z,a).
Preslikavanje f : X — X X Y je neprekidno ako i samo ako su preslikavanja
txof:X - Xinyof:X — Y neprekidna. Kako je (mx o f)(z) =
mx(f(z)) = mx((z,a)) = x, sledi da je mx o f identic¢ko preslikavanje, te je
mx o f neprekidno. I preskilavanje my o f je neprekidno jer je (mx o f)(z) =
my (f(x)) = my((z,a)) = a, pa je preslikavanje 7y o f konstanta. Kako
su kolekcije X0 (X), % (X) i A%(X) zatvorene u odnosu na inverzne slike
neprekidnih preslikivanja, sledi tvrdenje. O

Lema 3.0.22. Neka je (X,Ox) poljski prostor i (Y, Oy) njegov potprostor.
Vazi: S0(Y)={Y nA: AeX0(X)}iTI%(Y)={YnA:Aecl?X)}.
Dokaz. Dokaz dajemo indukcijom po «. Za a = 1, na osnovu teoreme
1.3.47, sledi da je Oy = {Y NA: A € Ox}, a na osnovu teoreme 1.3.48
sledi da je Fy = {FNY : F € F}. Pretpostavimo da za 8 < « vazi
E%(Y) ={YnA:Aec E%(X)} i H%(Y) ={YnA:Aec H%(X)}.

Dokazujemo da vazi Y2(Y) = {YNA: A€ ¥ (X)}. Neka je B €
{YnNA:Aexl(X)}. Skup A se moZe zapisati kao A = (J,_, Ax gde su
svi A € H%k(X), za B < a. Odatle je B = (U, Y N Ay, te na osnovu
pretpostavke imamo B € X9 (Y).

Nekaje B € {YNA: A eIl (X)},tadaje A = X\C zaneko C € X9 (X),
teje BE{YN(X\C):CeX(X)}tojest Be{ynC:CeX(X)}.
Kako se B moze zapisati kao B = |J;., Bx, gde je By € H%k (X) za Bk < «
sledi B € {4 Y N B} : By € H%k(X), to jest B € {(\peo Y NAL - Ap =
X\ By € Z%k (X)}. Na osnovu pretpostavke sledi da je B € I19. O

Primer 3.0.23. Neka je X prebrojiv topologki prostor. Skup A C X je
¥9(X).

Prebrojiv skup je metrizabilan 01-metrikom i kao takav je T} prostor, a
u 77 skupu su svi singltoni zatvoreni, a svaki skup A C X je kao prebrojiva
unija zatvorenih skupova 39 skup.

Primer 3.0.24. Neka je A = {& € N : z je skoro stacionaran}. Ovako
definisano A je ¥9 skup.

Da je neki niz x € N skoro stacionaran znaci da postoji m € w takvo da
za sve n > m sledi da je z(n) = z(n + 1). Oznadimo sa

Ap={z:z(n)=z(n+1)}.
Lako je pokazati da je skup A, i otvoren i zatvoren, te kako je

a=U N

m=0n>m
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sledi da je A € ¥9 kao prebrojiva unija zatvorenih (I19) skupova.

Primer 3.0.25. Svaka binarna relacija p na skupu N takve da je (i,j) €
p < xp((1,7)) = 1 moze se poistovetiti sa elementom x, € oN?, Skup
LU = {x, : p je linearno uredjenje} je 119, a skup GLU = {x, € LU :
p je gusto linearno uredjenje } je TI9.

Pokazujemo prvo da je skup svih refleksivnih relacija IIY skup. Relacija
p C N2 je refleksivna ako i samo ako je

VneN (n,n) €p

to jest, ukoliko je
Vn € Ny,({n,n)) =1,

odnosno

o € () w1,

neN

Kako je jednoelementni skup u diskretnoj topologiji i otvoren i zatvoren,
tada je i Tin [{1}] zatvoren, to jest I1Y skup jer je projekcija neprekidno

preshkavanJe pa je i prebrojivi presek takvih skupova I1{, na osnovu leme
3.0.20 (iii).
Na slican nacin se pokazuje da je uslov antisimetri¢nosti

Vm,n € Nmpn Anpm = m=n

ekvivalentan uslovu

o€ () N (N x M\ (5L, 1)) u (N x A rp ).

meNneN

m#n

Kako je skup {1} otvoren, a projekcija neprekidno preslikavanje, sledi da je
skup (N x N)\ (ﬂ& n>[{1}]> zatvoren (T1V), a kako je kolekcija I1§ zatvorena

u odnosu na konaénu uniju i prebrojivi presek, na osnovu leme 3.0.20, sledi
da je skup svih antisimetri¢nih relacija takode I1{ skup.
Takode uslov tranzitivnosti

Vm,n,p € N (m,n) € pA(n,p) € p= (m,p) € p

je ekvivalentan sa uslovom

voe NN (AR ) (N 7L ) u (W2 7 o))

meNneN peN
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a uslov linearnosti
Vm,n € N (m,n) € pV (n,m) € p

je ekvivalentan uslovu

o ) N (7 UL 1)

meN neN

Odatle se na sli¢an nacin kao i ranije zaklju¢uje da su skupovi tranzitivnih i
linearnih relacija I19 skupovi.

Skup linearnih uredenja je skup relacija koje su refleksivne, antisimetri¢ne,
tranzitivne i zadovoljavaju uslov linearnosti, to jest, presek ¢etiri gore nave-
dena skupa. Iz svega pokazanog kako je kona¢ni presek I1Y skupova i dalje
119 skup, sledi tvrdenje.

Skup gustih linearnih uredenja je skup relacija koje su linearna uredenja
i uz to zadovoljavaju uslov:

Vn,m € N(n,m) € p= 3k € N((n,k) € pA (k,m) € p).

Ovaj uslov je ekvivalentan uslovu

e ot (i)

neNmeN keN

te su, kao i ranije 7r<_n1k> [{0}] i 7r<_k1m> [{0}] zatvoreni, kao i njihova unija.
Prebrojiv presek zatvorenih skupova je takode zatvoren. Imamo da je skup
(N x N) \ <7T<73,m> {1} N (mkeN (w;n{m o U, [{0}]))) otvoren. Pre-
brojiv presek otvorenih skupova pripada kolekciji I19. Kako smo pokazali da

je Y C TI9, sledi da su linearna uredenja u kolekciji I19, pa je skup gustih
linearnih uredenja, kao presek Hg skupova, takode Hg.

3.1 Pretvaranje Borelovih skupova u skupove koji
su i otvoreni i zatvoreni

Neka je (X, Q) poljski topologki prostor. Dokazac¢emo zanimljive rezul-
tate o Borelovim skupovima A C X tako §to ¢emo topologiju O promeniti u
novu, finiju topologiju O; koja ¢e imati iste Borelove skupove kao i polazna
topologija, ali tako da je skup A i otvoren i zatvoren u novoj topologiji.
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Lema 3.1.1. Neka su X 1Y disjunktni poljski prostori. Disjunkina unija
X WY je prostor X UY gde vazi U C X UY je otvoren ako i samo ako su
UNX :UNY otvoreni. Takav X JY je polyski prostor.

Dokaz. Oznadimo sa dx i dy odgovaraju¢e kompletne metrike na poljskim
prostorima X i Y. Mozemo pretpostaviti da vazi dx < 11 dy < 1.
DefiniSemo preslikavanje d na skupu X WY na slede¢i nacin:

R dX(may)a T,y € X
d(f&y) = dY(l'ay)v T,y € Y
2, (xeXNyeY)Vye X ANzeY).

Lako se proverava da je ovako definisano d metrika. Skupovi X i Y su
i otvoreni i zatvoreni u topologiji koju indukuje metrika d. Naime, X je
otvoren jer za proizvoljno x € X vazi da je Lj(x,1) € X. Analogno se
pokazuje i da je skup Y otvoren. Takode, kako je (X WY)\ X =Y, sledi
da je komplement skupa X je otovren, pa je X zatvoren skup. Analogno se
pokazuje da je skup Y zatvoren.

Pokazujemo da su otvoreni skupovi u X WY unije otvorenih skupova
skupa X 1 otvorenih skupova skupa Y.

Neka je O1 C X otvoren u X i Oy C Y otvoren u Y. Pokaza¢emo da je
skup O1 UO2 C X WY otvoren. Neka je a € O1 U Oq, kako su prostori X i
Y disjunktni, sledi da su i skupovi O i Oy disjunktni te je a € O1 Y a € Os.
Ukoliko vazi da je a € Oq, poSto je Op otvoren, na osnovu teoreme 1.4.10
sledi da postoji 7 > 0 takvo da je a € Lj(a,r7) € O1 € O1 U Oz. Stoga je
skup O1 U Oy otvoren u X WY,

Neka je sada skup O € X WY otvoren. MoZemo ga napisati kao uniju
dva disjunktna skupa Op i Os pri ¢emu je O = ONX i 0y = O0ONY.
Pokazac¢emo da su O; i Oy otvoreni u X, odnosno Y. Kako za proizvoljno
a € O = 01 YOz postoji Lj(a,p) € O i kako uvek mozemo pronaci p; < 1
takvo da je Lj(a, p1) € Ly(a, p), sledi da je Lj(a, p1) € Oy ili Lj(a, p1) € O2
(u zavisnosti da li je a € Oy ili @ € O3 ). Stoga su skupovi O7 i Oy otvoreni
u odgovarajuéim topologijama.

Ostalo je da pokaZemo kompletnost i separabilnost ovakvog topoloskog
prostora. Lako je utvrditi da za svaki KoSijev niz skoro svi ¢lanovi niza
pripadaju ili skupu X ili skupu Y. To sledi na osnovu ¢injenice da je d(w, y) =
2, za tacke x i y koje pripadaju razli¢itim prostorima X i Y. Kako su X i
Y poljski topoloski prostori, sledi da svaki Kogijev niz konvergira, te je niz
konvergentan i u prostoru X UY.

Separabilnost je o¢igledna jer su X i Y separabilni topologki prostori, pa
postoje gusti i prebrojivi skupovi Dxy C X i Dy C Y, koji seku svaki tvoreni
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skup Ox € X i Oy C Y, respektivno. Kako je svaki otvoreni skup u X WY
unija nekih Ox i Oy, sledi da ¢e skup Dx U Dy seéi svaki otvoreni skup
iz XWY. Pri tome je Dx U Dy prebrojiv, ¢ime je pokazano da je X WY
separabilan, dakle poljski. O

Lema 3.1.2. Neka je (X,0) poljski topoloski prostor i F' C X zatvoren.
Postoji poljska topologija O1 O O na X takva da je skup F i otvoren i
zatvoren v O1, a da pri tome O i Oy imaju iste Borelove skupove, to jest

B(Oy) = B(O).

Dokaz. U lemama 2.3.1 i 2.3.2 pokazali smo da su zatvoreni i otvoreni pod-
skupovi poljskog prostora takode poljski prostori. Stoga su skupovi F'i X\ F’
poljski topologki potprostori. Neka je sa O oznacena topologija na skupu
(X \ F)W F takva da je X \ ' F' poljski topologki prostor. Ona postoji na
osnovu leme 3.1.1. Odatle sledi da je skup F' otvoren u topologkom prostoru
(X \ F)WF O)ivaz

0, =0U{ONF:0 €0}

Ocigledno, svi skupovi iz Oy su Borelovi u O, te su Borelovi skupovi u Oy
isti kao Borelovi skupovi u O. O

Lema 3.1.3. Neka je (X,0) poljski topoloski prostor i (O )nen niz poljskih
topologija na X sa osobinom O C O,, n € N. Tada je topologija O
generisana sa |J,, Opn poliska topologija. Ukoliko je Op, C B(O), onda je
B(Ox) = B(O).

Dokaz. Neka je X, = X za svako n € w i preslikavanje ¢ : X — ], o, Xn
datosa p(x) = (z,z,...). Primetimo da je skup ¢[X] zatvorenu [ [, ., (Xn, Oy).
Naime, ako vazi (z,) ¢ ¢[X] tada za neko i < j vazi da je z; # x;. Neka
su U i V redom disjunktne otvorene okoline tacaka x; i x; u odnosu na
topologiju O, pa time i u odnos na topologije O; i O; respektivno. Tada je

<xn> EX0><~-><XZ‘_1XUXXZ‘_HX‘-'XXj_1><V><Xj+1X-"QX\QO[X].

Skup ¢[X] je poljski prostor kao zatvoren podskup poljskog prostora. Takode,
¢ je homeomorfizam izmedu prostora (X, O ) i ¢[X] pa je prostor (X, Ox)
poljski.

Neka je O, C B(O) i {Ui(n)}iew baza topologije O,,. Tada je {Ui(n)}i,new
podbaza za Oy pa je O C B(O). O
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Teorema 3.1.4. Neka je (X,0) poljski topoloski prostor i B C X Borelov
skup. Postoji poljska topologija Op 2 O na X za koju vazi B(Op) = B(O),
takva da skup B bude i otvoren i zatvoren u Op.

Dokaz. Oznafimo sa  familiju svih skupova B € B(X) takvih da pos-
toji finija poljska topologija na X u odnosu na koju je skup B i otvoren
i zatvoren i pri tome nova topologija generiSe iste Borelove skupove kao i
O. Prema lemi 3.1.2 znamo da €) sadrzi sve zatvorene skupove u odnosu
na polaznu topologiju O, uz to je ocigledno da je ) zatvoren u odnosu na
komplementiranje. Pokazactemo da je 2 zatvoren u odnosu na prebrojive
unije. Neka su B, € Q, zan € wi B = J,¢, Bn- Neka je dalje za svako
n € w sa O, oznafena finija poljska topologija na X takva da je B, u
odnosu na nju i otvoren i zatvoren, i vazi B(O) = B(O,,). Tada je B € O,
gde je O topologija iz prethodne leme generisana sa J,,c,, On. Na osnovu
prethodne leme O je poljska topologija. Tada je topologija Op generisana
sa O U{X \ B} poljska topologija koja generiSe iste Borelove skupove i u
odnosu na koju je B i otvoren i zatvoren, primenom leme 3.1.2. Ovim smo
pokazali da je Q o-algebra, a kako je Q C B(X) sledi da je Q = B(X) po
definiciji Borelove o-algebre. Time je dokaz zavrsen. O

Teorema 3.1.5 (o savrenom skupu u Borelovim skupovima). Neka
je (X,0) poljski topoloski prostor i A C X Borelov skup. A je ili prebrojiv
il sadrzi homeomorfnu sliku Kantorovog skupa C. Svaki neprebrojiv Borelov
skup sadrzi savrsen skup.

Dokaz. Prema teoremi 3.1.4 postoji finija topologija O4 od topologije O,
koja generiSe iste Borelove skupove, a u kojoj je skup A i otvoren i zatvoren.
Odatle sledi da je skup A poljski prostor u relativnoj topologiji. Ako je A
neprebrojiv, na osnovu posledice 2.2.10 A sadrzi homeomorfnu sliku Kan-
torovog kuba C (u odnosu na topologiju O4). Oznac¢imo homeomorfizam
f:C — f[C]. Kako je O C Oy sledi da je to takode homeomorfna slika
u odnosu na topologiju O. Kako je C na osnovu 2.1.2 kompaktan, njegova
homeomorfna slika f[C] je zatvoren skup. Kako f[C] ne sadrzi izolovane tacke
u odnosu na Oy, ne sadrzi ni izolovane tacke u odnosu na topologiju O pa
je f[C] savrgeni podskup skupa A. O

Teorema 3.1.6. Neka je (X,0) poljski topoloski prostor 1 A C X.
i) Postoji neprekidna f : N — X takva da je fIN] = A;

i1) Postoji zatvoreni skup F C N i neprekidna injekcija g : F — X takva
da je g[F] = A.
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Dokaz. (i) Na osnovu teoreme 3.1.4 postoji finija topologija O4 u odnosu
na koju je skup A i otvoren i zatvoren, a X ostaje poljski topoloski prostor.
Tada je i skup A poljski topoloski prostor u odnosu na topologiju indukovanu
na A, topologijom O 4. Prema teoremi 2.1.10 postoji sirjektivno i neprekidno
preslikavanje f : N' — A. Preslikavnje f je neprekidno i u odnosu na polaznu
topologiju O, pa sledi tvrdenje.

(ii) Sli¢no kao (i), postoji finija topologija O 4 u odnosu na koju je skup A
zatvoren, pa je A poljski topoloski prostor u odnosu na topologiju indukovanu
na A, topologijom O4. Na osnovu teoreme 2.1.12 postoji zatvoreni skup
F C N i neprekidna bijekcija g : F' — A pa je g[F| = A i preslikavanje
g : ' — X neprekidna injekcija. O

Slede¢om teoremom dajemo jo§ jednu primenu zamene topologije finijom
topologijom.

Teorema 3.1.7. Neka je (X,0) poljski prostor, Y separabilan metricki
prostor i f : X — 'Y Borel-merljivo preslikavange. Postoji topologija OF 2 O
koja ima iste Borelove skupove kao O takva da je f neprekidna funkcija.

Dokaz. Neka je Up, Uy, ... prebrojiva baza prostora Y. Kako je za svako
i € w f7HU;] € B(X), na osnovu teoreme 3.1.5 sledi da postoji finija poljska
topologija O* takva da je skup f~![U;] i otvoren i zatvoren za svako i € w
pri ¢emu je B(O) = B(O*). O

3.2 Borelov 1zomorfizam

U ovom odeljku definisa¢emo Borelov izomorfizam i da¢emo znacajnija
tvrdenja radi potpunosti rada. Kako tvrdenja ne koristimo u ostatku rada,
navodimo ih bez dokaza. Citalac dokaze moze pronadi u |7], strane 22-23.

Definicija 3.2.1. Neka su (X,0x) i (Y,0Oy) poljski topoloski prostori.
KaZzemo da je f : X — Y Borelov izomorfizam ukoliko je ona Borel-
merljiva bijekcija ¢ija inverzna funkcija je takode Borel-merljiva.

Teorema 3.2.2. Ako su A i B prebrojivi metrizabilni topoloski prostori i
|A| = |B|, onda je bilo koja bijekcija f : A — B Borelov izomorfizam.

Dokaz. U diskretnoj topologiji svi skupovi su otvoreni, a inverzna slika
svakog otvorenog skupa prebrojiv skup. Kako prebrojivi skupovi pripadaju
kolekciji F,, oni su i Borelovi. O
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Teorema 3.2.3. Zatvoren jedinicni interval I = [0,1] i Kantorov skup C su
Borel-izomorfni. O

Posledica 3.2.4. Neka je X poljski prostor. Postoji Borelov skup A C C i
Borelov izomorfizam f: X — A. O

Lema 3.2.5. Neka su X 1Y polyski prostori, f: X — Y je Borelov izomor-
fizam izmedu X 1 f[X] ig:Y — X je Borelov izomorfizam izmedu Y i g[Y].
Tada postoji Borelov izomorfizam izmedu X 1Y . ]

Posledica 3.2.6. i) Ako je X poljski prostor i A C X neprebrojiv Borelov
skup, onda postoji Borelov izomorfizam izmedu A i Kantorovg skupa C.

it) Svaka dva neprebrojiva poljska prostora su Borel-izomorfna.

ii1) Svaka dva neprebrojiva standardna Borelova prostora su izomorfna.

O

3.3 Borelova hijerarhija

Pokazali smo da vazi B(X) = U,y Y. Prirodno se postavlja pitanje
da li su nam potrebni svi ¥0-skupovi, za a < wy. Pokazacemo da za svaki
neprebrojivi poljski prostor X vazi X0 # Y% za svako a # 3. Time ¢emo
upotpuniti znanja o hijerarhiji koja postoji u Borelovim skupovima.

Zaskup U CY x X ia €Y definiSemo a-presek skupa U (u oznaci
U,) na slede¢i naéin:

Us={x€X:(a,z) e U}.

Familiju {U,},ey moZemo posmatrati kao familiju podskupova skupa X,
parametrizovanih skupom Y.
Uvedimo oznaku T', za skupove koji pripadaju kolekciji %9 ili TT9.

Definicija 3.3.1. Neka su X i Y topoloski prostori. Skup G C Y x X je
univerzalni I', skup ako i samo ako je G € I'4(Y x X) i ukoliko je U C X
takav da je U € I'o(X) onda je U = Gy zaneko y € Y.

Reéi éemo da je kolekcija I'y, Y-parametrizovana ako za svaki topologki
prostor X postoji univerzalni I'y, skup G CY x X.

Teorema 3.3.2. Neka je X poljski prostor i a < wi proizvoljno i neka je sa
[, oznacena kolekcija X0 ili IO . Postoji univerzalni Ty, skup W C C x X.
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Dokaz. Neka je sa Up, Uy, ... oznafena prebrojiva baza otvorenih skupova
za X. Otvoreni skupovi iz X su prebrojive unije baznih skupova, a kako
njih ima prebrojivo mnogo mozemo koristiti elemente C da formiramo sve
mogudée unije. Definisemo skup W C C x X na sledeéi nad¢in:

W={y,z)eCxX: Incwyn)=1 A zeU,}.

Neka je dato proizvoljno (y,z) € W, tada postoji n € w takvo da je y(n) =1
iz € U,. Nekajet=y|(n+1). Analogno postupku kojim je u odeljku 2.1
uvedena baza topologije Berovog prostora, moze se proveriti da je za dato
o € C familija skupova oblika N, = {f € C: 0 C f} baza otvorenih skupova
Kantorovog kuba C. Za viSe detalja, pogledati dokaz leme 2.1.6. Ocigledno
je (y,x) € Ny x Uy, i vazi Ny x U, C W. Time smo pokazali da je skup W
otvoren, to jest, ..

Neka je A C X otvoren. Tada skup A moZe da se napisSe kao prebrojiva
unija baznih skupova

A= | U

n<w
y(n)=1
Odatle je A = W, pa je W univerzalni 30 skup.

Lako se zaklju¢uje da je W C C x X univerzalni X9 skup ako i samo ako
je (C x X)\ W univerzalni IT?, skup. Naime, neka je W C C x X univerzalni
»0 skup, tada skup (C x X)\ W pripada I1% kolekciji. Pokazujemo jo§ da je
univerzalni I12 skup. Neka je dat 119 skup A C X. Tada je skup X\ 4 € X%
i postoji y € C takav da je W, = X \ A jer je W C C x X univerzalni X0
skup. Odatle je X \ Wy, = A pa je X \ W, = ((C x X) \ W), a odatle je
(C x X))\ W univerzalan.

Neka je dato o < w;. Pretpostavimo da za svako [ < « postoji uni-
verzalni H% skup W8 € Cx X, pokazacemo da postoji W C Cx X univerzalni
0 skup.

Definigimo preslikavanje f : C — CN na slede¢i nacin: f(x) = (x,) gde
je (z)n(m) = x(2™m3™). Primetimo da je preslikavanje f neprekidno i da za
proizvoljan niz elemenata skupa C (y, : n € w) postoji jedinstveno = € C
takvo da je (z)n = yn.

Neka kolekcija {Br : k < w} sadrzi sve ordinale manje od « pri ¢emu
se svaki od njih pojavljuje beskona¢no mnogo puta. Defingimo skup W =
{{y,x) : Ik (x,(y),) € WFr}. Pokazacemo da je W € X0. Za svako k < w
definisemo kolekciju

B ={(y,z): xz € Wé’“)k}
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Ocigledno je W = |J;,.,, Br- Definidimo sada preslikavanje fr, = C x X —
C x X sa fx((y,2)) = ((y)k, ). Preslikavanje f je neprekidno i f; '[WF5] je
By. Odatle je W € X0.

Neka skup A C X pripada kolekciji 0. Tada je A = Uk<w Ak, gde svi
A C X pripadaju kolekciji H%k. Kako je WP univerzalan za svako k < w
postoji yi takav da je Ax = Wyﬁk’“ Neka je y takvo da je (y)r = yi. Sledi da
je x € W, ako i samo ako je (y,x) € W, to jest, ako i samo ako postoji k
takvo da je ((y)g, z) € W@’“)k, odnosno, ako i samo ako (yi,z) € WP, &to je
ekvivalentno sa x € Aj. Sledi A = W, pa je W univerzalni 9 skup. O

Teorema 3.3.3. Neka je C Kantorov skup. Za svako o < wy postoji A C C
takav da je A € ¥2(C) \ TI2(C).
Dokaz. Neka je U C C x C univerzalni 3% skup i

Y={x:(z,z) ¢ Uy}.

Ocigledno je Y € TI(C). Pretpostavimo da je Y € X% (C) tada postoji y € C
takvo da je z € Y ako i samo ako je (y,x) € U,. Tada je

yeY e (yy elysygy.
Ovim smo doli u kontradikciju sa pretpostavkom pa Y ¢ 39 (C). O
Posledica 3.3.4. Neka je X neprebrojiv poljski prostor. Za svako a < wy
postoji A C X takav da je A € ¥2(X) \ TI2(X).

Dokaz. Neka je X neprebrojiv poljski prostor. Na osnovu posledice 2.2.10 X
sadrzi savrien skup P homeomorfan sa C. Ako je X9 (X) = I19(X), na osnovu
leme 3.0.22, sledi da je X2 (P) = Y (P) ¢ime dolazimo u kontradikciju, jer
je prema teoremi 3.3.3 X2 (C) # I12(C). O

Primetimo da komplementiranjem imamo i da je skup ITY(X) \ ¥ (X)
neprazan za neprebrojiv poljski prostor X.

Teorema 3.3.5. Neka je X savrseni poljski prostor. Klase X9 (X), 1% (X)
i AY(X) zadovoljavaju prave inkluzije predstavljene na sledecem dijagramu:

ZH(X) ZH(X)
G

O

'S
AY(X) AY(X)

&

O O

17 (X) 15(X)
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Dokaz. Na osnovu posledice 3.3.4 za neprebrojiv poljski prostor X imamo
YO (X) € TI2(X), stoga je A2(X) € £2(X). Sliéno IT2(X) € ¥2(X) te je
A%(X) C Io(X). Pretpostavimo da je £5(X) = A2 ;(X). Na osnovu leme
3.0.20 (iii) bi kolekcija X9 (X) bila zatvorena u odnosu na komplementiranje
pa bi vazilo IT? (X) C ¥2(X) 8to je u kontradikciji sa posledicom 3.3.4. [

3.4 Teorema Bera

U ovom odeljku uvodimo definiciju tankog skupa i skupova prve i druge
kategorije. Zatim pokazujemo da je svaki poljski prostor skup druge katege-
gorije.

Definicija 3.4.1. Neka je (X,0) topologki prostor. Skup A C X je tanak

(nigde gust) ako i samo ako je Int(A) = ().

Lema 3.4.2. Neka je (X,0) topoloski prostor, O C X neprazan otvoren
skup 1 A C X. Skup A je nigde gust skup ako i samo ako postoji neprazan
VeO takav da je VC O 1 VNA=0.

Dokaz. Neka je A nigde gust, to zna¢i Int(A) = 0 i neka je O proizvoljan
otvoreni skup. Ukoliko je O N A = () za V uzimamo bas skup O. S druge
strane, ukoliko je ONA # () skup O\ 4 je otvoren i takav da je (O\ A)NA = ()
jer je O\NACO\ AC X\ A Treba pokazati jo§ da je O \ A neprazan. To
je ispunjeno jer u suprotnom bi O C A pa bi O C Int(A), pa za V uzimamo
O\ A.

Obratno, neka je za svaki neprazan otvoren O C X postoji V € O takav
dajeVC OiVUA = . Pretpostavimo suprotno da je Int(4) = (.
Odatle, ukoliko je O € O neprazan i vazi O C Int(A) C A sledi da je
O N A #(ina osnovu teoreme 1.3.25 sledi da je O U A # ) ¢ime smo dogli
do kontradikcije. O

Primer 3.4.3. Kantorov trijadski skup je tanak u [0, 1].

Posmatramo topologiju indukovanu uobi¢ajenom topologijom na jedini¢nom
intervalu, Ojgq) = {AN[0,1] : A € Oyep}, te su neprazni otvoreni skupovi
iz. ([0, 1], Oyep) intervali oblika [0, 1],[0,b), (a, 1], (a, b) ili njihove prebrojive
unije, gde su a,b € [0,1]. Neka je O neprazan otvoren skup u [0, 1] ob-
lika [0, 1], [0,b), (a, 1], (a,b). Mozemo pronaci najvece n € N za koje postoji
ke {0,1,...,3" — 1} tako da O C [%, k;;l] Skup V.=0n (%’Zﬂ, gﬁﬁ) je
otvoren u [0,1]i V' N E%, gde je sa E% oznafen Kantorov trijadski skup. O
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Definicija 3.4.4. Neka je (X,0) topoloski prostor. Skup A C X je skup
prve kategorije ako i samo ako se moZe predstaviti kao prebrojiva unija
tankih skupova. Ukoliko A C X nije skup prve kategorije u X za njega
kazemo da je skup druge kategorije.

Definicija 3.4.5. Skup I C P(X) je ideal ako su zadovoljeni sledeci uslovi:
i) 0 el
ii) akoje A€ 11 BC A,ondajei B € [

iii) ako je A,Be€I,ondajei AUB€I.
Ukoliko je zadovoljen i dodatni uslov

iv) ako je Ag, Ay,... € I, onda jeil, A, € I, ideal je o-ideal.
Lema 3.4.6. Nigde gusti skupovi formiraju ideal.

Dokaz. Proveravamo da li su zadovoljeni uslovi (i-iii) definicije 3.4.5. Neka
je (X,0) topologki prostor.

(i) Prazan skup je nigde gust jer je za svaki otvoreni skup O, O N = 0.

(ii)) Neka je skup A nigde gust i B C A. Odavde za svaki otvoreni skup
U C X postoji otvoreni skup V C U takav da je ANV = 0 pa je i
BNV =40.

(iii) Neka su A i B nigde gusti skupovi i U C X otvoren skup. Postoje
otvoreni skupovi V4 C Ui Vg C U takvida je ANV4 =0iBNVg = 0.
Sledi da je (V4N V)N (AUB) =1, te je AU B nigde gust.

O
Lema 3.4.7. Skupovi prve kategorije formiraju o-ideal.

Dokaz. Proveravamo da li su zadovoljeni uslovi (i-iv) definicije 3.4.5. Neka
je (X,0) topoloski prostor.

(i) Prazan skup je skup prve kategorije jer ) = (J,,cry An, gde je A, =0
za svako n € N, a na osnovu prethodne leme je ) tanak.

(ii) Neka je A C skup prve kategorije i B C A. To znaci da je A =
Unen An, gde su A, nigde gusti skupovii B = BNA = BN,y An =
Unen B N Ap, te je na osnovu prethodne leme B skup prve kategorije.
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(iii) Neka su A i B skupovi prve kategorije. To znaci da je A = J,,cy An 1
B = U, en Bn gde su skupovi A, i By, tanki za svako n € N. Tada je
skup AU B = U, An U Ugen Br prve kategorije.

(iv) Neka su Agp, A1, Ag, ... skupovi prve kategorije. Ocigledno je A =
Unecw An skup prve kategorije. O

Teorema 3.4.8. Neka je (X,0) topoloski prostor. A C X je nigde gust
ako i samo ako je A nigde gust.

Dokaz. Neka je A C X nigde gust. Na osnovu definicije je Int(A) = 0 pa
sledi Int(A) = Int(A) = () te je skup A nigde gust. B
Obrnuto, neka je skup A nigde gust. Na osnovu definicije je Int(A) = 0,

a kako je na osnovu teoreme 1.3.24 A = A, sledi da je A nigde gust. 0

Teorema 3.4.9. Svaki skup prve kategorije je sadrZan u F, skupu prve kat-
egorije.

Dokaz. Neka je (X,0) topologki prostor i A C X skup prve kategorije.
To znadi da je A = J,,cn 4An gde su A, tanki skupovi za svako n € N. Na
osnovu teoreme 3.4.8 skupovi A, su nigde gusti za svako n € N. Kako je

A = Upen An = Upen An sledi tvrdenje. O

Lema 3.4.10. Neka je (X,0) topoloski prostor i F C X zatvoren. Skup
F\ Int(F) je nigde gust skup.

Dokaz. Neka je skup V' C X otvoren takav da je V N (F \ Int(F)) # 0. Na
osnovu teorema 1.3.21 1 1.3.23 (e), sledi da je F \ Int(F) # 0, te skup V
postoji. Odatle V' nije podskup Int(F). Takode, F'\ Int(F') = OF, pa svaki
otvoreni skup koji sadrzi tatku skupa OF sece i skup F'iskup X \ F. Stoga
je V'\ F neprazan, a kako je V\ F =V N (X \ F), on je i otvoren skup. Vazi
(VANF)N(F\Int(F)) =0, te je skup F \ Int(F) nigde gust. O

Teorema 3.4.11 (Ber). Ako je X poljski prostor, X je skup druge kate-
gorije.

Dokaz. Pretpostavimo da je A = (J,, .y An, gde su A, nigde gusti skupovi za
svako n € N. Izaberimo otvorene skupove Uy, Uy, Us, ... takve da je Upq1 C

Un, p(Uy) < n%rl iU,NA=10. Neka jenli_g)lo r, = . Tada je v € (), Un

paje x € X \ U, ey An. Kontradikcija. O
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3.5 Svojstvo Bera

Posto smo u prethodnoj sekciji definisali pojam tankog skupa i skupova
prve i druge kategorije uvodimo svojstvo Bera i pokazujemo da je kolekcija
skupova sa svojstvom Bera g-algebra koja je ve¢a od Borelove o-algebre.

Definicija 3.5.1. Neka je (X, O) topoloski prostor i A, B C X. Definisemo
relaciju =, tako da vazi A =, B ako i samo ako je skup AAB skup prve
kategorije, gde je sa AAB oznalena simetri¢na razlika AAB = (A\ B) U
(B\ A4).

Teorema 3.5.2. Relacija =, je relacija ekvivalencije.

Dokaz. Refleksivnost je zadovoljena jer za A C X sledi AAA=0U) =0,
a prazan skup je nigde gust pa je A =, A.

Neka su A, B C X i A=, B. To znadi da je skup AAB prve kategorije,
ali onda je i BAA skup prve kategorije na osnovu definicije simetri¢ne razlike,
pa je ispunjen uslov simetri¢nosti.

Nekasu A,B,C C XiA=,BiB=,C. Toznadi da su skupovi AAB i
BAC prve kategorije. Tada je skup A\C = (A\B)N(X\C)U(B\C)NA, na
osnovu leme 3.4.7, prve kategorije. Sli¢no je C\ A= (C\B)N(X\A)U(B\
A)NC skup prve kategorije. Sledi da je skup AAC = (A\C)U(C\ A) prve
kategorije, te je A =, C. Time smo pokazali da je relacija =, tranzitivna. [

Teorema 3.5.3. Ako je A=, B, onda vazi X \ A=, X \ B.

Dokaz. Treba pokazati da je skup (X \ A) A (X \ B) prve kategorije. Kako
je (X\A) A (X\B) = (X\A)\(X\B)U(X\B)\(X\4) = (B\A)U(A\B)
sledi da je (X \ A) A (X \ B) skup prve kategorije. O

Teorema 3.5.4. Ako je A, =, B, zan = 0,1,..., onda vazi |J, An =«
U,, Bn.

Dokaz. Neka je A, =, B, zan =0,1,.... Toznadi da je (A, \Bn)U(B,\An)
skup prve kategorije za sve n € w. Pokazujemo da je |, c,, An\U,e., Bn skup
prve kategorije. Naime |, ¢, An \Unew Brn = Upnew An N (X \ (Npew Br)) =
Unecw An N Npew(X \ Br), a kako je Ay N, (X \ Bn) € AN (X \ Byp) =
A, \ By, i A, \ By, skup prve kategorije, na osnovu leme 3.4.7 sledi da je i
AnNNyew (X \ Br) skup prve kategorije, pa je U,,c, An \ Une., Bn skup prve
kategorije.

Analogno se pokazuje da je skup U,,c,, Bn \ U,c, An Prve kategorije, te
je U, An =« U,, Bn. O
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Definicija 3.5.5. Neka je (X, O) topologki prostor i A C X. Kazemo da
skup A ima svojstvo Bera ako postoji otvoren skup U takav da je A =, U.

Oznacimo sa S B kolekciju skupova koji imaju Berovo svojstvo u topologkom
prostoru (X,0) , tojest SB={ACX:3U € O, A=,U}.

Teorema 3.5.6. Ako je (X,0) topoloski prostor i F C X zatvoreni skup,
onda je F' € SB.

Dokaz. Neka je FF C X zatvoreni skup. Na osnovu leme 3.4.10 sledi F'\
Int(F') je nigde gust. Kako je Int(F') C F, sledi FAInt(F) = (F \ Int(F)) U
(Int(F) \ F) = F \ Int(F), pa je skup FAInt(F) nigde gust. Trivijalno,
svaki nigde gust skup moze da se predstavi kao prebrojiva unija nigde gustih
skupova, te je skup FAInt(F) prve kategorije i F' =, Int(F'). Time smo
pokazali da svaki zatvoreni skup ima svojstvo Bera. O

Teorema 3.5.7. Neka je (X,0) topoloski prostor. Skup SB je o-algebra
koja sadrzi sve otvorene skupove.

Dokaz. Na osnovu teoreme 3.5.4 zakljucujemo da je SB zatvoren u odnosu
na prebrojive unije.

Neka je A € SB. Tada postoji otvoren skup U C X takav da vazi
A =, U. Na osnovu teoreme 3.5.3 sledi X \ A =, X \ U. Pokazacemo da
je X\ U =, Int(X \ U). Naime, X \ U =, Int(X \ U) ako i samo ako je
skup (X \ U)AInt(X \ U) prve kategorije. Kako je (X \U)AInt(X \U) =
(X\ )\ Ine(X \ U)) U (Int(X \ U)\ (X \U)) = (X \ U) \ Int(X \ U) i
skup X \ U zatvoren, na osnovu leme 3.4.10 sledi da je skup (X \ U) \
Int(X \ U) nigde gust. Svaki nigde gust skup je skup prve kategorije te je
(X \U)AInt(X \ U) skup prve kategorije, odnosno, vazi X \ U =, Int(X \
U). Na osnovu tranzitivnosti relacije =, imamo X \ A =, Int(X \ U) ¢ime
smo pokazali da je SB zatvoren u odnosu na komplementiranje. Na osnovu
teoreme 3.5.6 imamo F C SB, pa kako je skup SB zatvoren u odnosu na
komplementiranje, sledi O C SB. Time je tvrdenje dokazano. O

Kako je SB o-algebra koja sadrZi sve otvorene skupove, vazi B C SB.
Skup 5B sadrzi i skupove koji nisu Borelovi 8to pokazujemo slede¢im primerom.

Teorema 3.5.8. Neka je (X,0) topoloski prostor. Skup SB sadrzi sve
skupove prve kategorije.

Dokaz. Ako je M skup prve kategorije tada, kako je MAD = M, sledi da je
M e SB. O
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Primer 3.5.9. Oznacimo sa F1 C R Kantorov trijadski skup. Na osnovu
3
primera 3.4.3 i leme 3.4.6 vazi da je svaki A C E% tanak u R, a time i prve

kategorije, te je A € SB(R). Odatle je |[SB(R)| > 22" dok je |[B(R)| = 2%
na osnovu leme 3.0.19. Sledi SB(R) \ B(R) # 0.

Teorema 3.5.10. Neka je (X,0) topoloski prostor i A C X. Sledeéi uslovi
su ekvivalentni:

i) A ima Berovo svojstvo;

i) A = GUM, gde je G skup koji ima G5 osobinu, a M skup prve
kategorije.

Dokaz. Na osnovu teorema 3.5.7 i 3.5.8, ukoliko je G skup koji ima Gg
osobinu i M skup prve kategorije, sledi da G U M € SB.

Neka skup A ima svojstvo Bera i neka je U otvoren skup, takav da je
AAU skup prve kategorije. Na osnovu teoreme 3.4.9 postoji skup F' koji ima
osobinu F, takav da je AAU C F. Tada skup G = U \ F, kao prebrojivi
presek otvorenih skupova, ima G5 osobinu i G C A. Takode, skup M =
A\ G C F je prve kategorije. O

Primer 3.5.11. Postoji A C R koji nema Berovo svojstvo.

Koriste¢i Aksiomu izbora konstruisa¢emo takozvani BernStajnov skup,
to jest skup A C R takav da ni skup A ni skup R\ A ne sadrZe neprazan
savreni skup. Oznacimo sa {P,},.on, neprazne savrSene podskupove R.
Transfinitnom rekurzijom na o < 280 jzaberimo G, bo € P,, takve da je
aq # bo 7a svako «a, aq # ag i by # bg, za sve a # 3. Neka je A =
{aq : a < 2%}, Ukoliko bi A imao Berovo svojstvo, kako bar jedan od
skupova, A, R\ A nije prve kategorije, na osnovu teoreme 3.5.10 jedan od
njih sadrzi G skup koji nije prve kategorije, sto implicira da je neprebrojiv.
Bez umenjenja opstosti, uzmimo da je to skup A. Kako je uz to poljski sledi
da sadrzi homeomorfnu sliku Kantorovog skupa C koja je savrSen skup. Kako
su svi neprazni savrseni podskupovi R nabrojani u {Pa},cox0, u njemu je
nabrojana i homeomorfna slika Kantorovog skupa P, za nako { < 280 Sledi
da su be, a¢ € Pg, medutim Py C A. Kontradikcija.



Zakljucak

Deskriptivna teorija skupova je nauka o skupovima u poljskim pros-
torima. Ovaj rad obuhvata jedan njen mali deo, Borelove skupove u poljskim
prostorima.

Materijal izloZzen u ovom radu predstavlja osnovu deskriptivne teorije
skupova koja je u udzbenicima deskriptivne teorije skupova izneta na svega
par strana. Dokazi su pritom cesto izostavljeni, a mnoge ¢injenice se po-
drazumevaju. Cilj ovog rada je da pruzi §to detaljnije dokaze tvrdenja i time
dopuni postojec¢u literaturu.
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