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Predgovor

Problem kojim se bavim u svom master radu jeste pozitivnost matrica. Moti-
vaciju za ovu temu, tj. njene razne interpretacije, dobila sam uc¢eséem na medunaro-
dnoj nau¢noj konferenciji GAMM u martu 2013. u Novom Sadu, gde sam po prvi
put imala priliku da izlazem originalne rezultate iz oblasti numericke linearne al-
gebre. Pre svega zelim da izrazim zahvalnost mentoru ovog rada prof. dr Ljiljani
Cvetkovi¢ za savete i pomo¢ koju mi je ukazala tokom izrade master rada, za znanje
preneto tokom studija, a najvise na ukazanom poverenju. Zahvaljujuc¢i njoj odlucila
sam da se ozbiljnije posvetim oblasti numericke linearne algebre. Najvecu zahvalnost
dugujem svojoj porodici na podrsci i ljubavi koju mi pruzaju.



Uvod

Od samih pocetaka teorije matrica koncept pozitivnosti se razvijao i jos uvek se
razvija na mnogo razlic¢itih nacina. Skoro svi oni imaju poreklo u primenama u real-
nom svetu. Aspekti teorije nenegativnih matrica mogu se na¢i u raznim knjigama.
Ovaj master rad se sastoji od sedam poglavlja.

U prvom poglavlju rada ¢itaoca upoznajemo sa notacijom koja je koris¢ena pri izradi
rada i dajemo uvid u osnovne definicije i teoreme.

Pojam pozitivnosti matrica koji je prvi razvijen jeste pozitivna definitnost. Zbog
toga ¢e drugo poglavlje master rada biti posve¢eno ovoj specijalnoj klasi matrica.
Trec¢i deo se odnosi na drugi koncept, pozitivnost po elementima, koji ima vaznu
primenu, na primer, u statistici, ekonomiji, transportu, itd. Bitno mesto u ovom
delu zauzima dobro poznata Peron-Frobeniusova teorema, koju su dokazali Oskar
Peron (1907) i Georg Frobenius (1912). Primenjuje se u teoriji verovatnoce, teoriji
dinamickih sistema, demografiji, itd.

Posebna paznja ¢e biti posvecena totalno pozitivnim matricama i njihovim potk-
lasama, koje ¢e biti prikazane u cetvrtom poglavlju. Totalna pozitivnost je tema u
linearnoj algebri i drugim aspektima matematike koja se stalno pominje u prethod-
nih 80 godina. Tako su godinama nudeni razli¢iti pogledi za totalnu pozitivnost, a
kasnije su razvijeni od strane istaknutih matematicara. Znacajan pristup moze se
videti u istrazivackom radu T. Ando, [1].

Nakon toga, peto poglavlje govori o matricama ¢iji su svi glavni minori pozitivni,
koje se nazivaju P-matrice. P-matrice imaju znacajnu ulogu u nekoliko oblasti, npr.
u problemima linearne komplementarnosti, jer garantuju postojanje i jedinstvenost
reSenja problema linearne komplementarnosti. Govorimo i o njihovoj potklasi, B-
matricama, i C-matricama, kao i o primeni navedenih klasa na lokalizaciju karak-
teristi¢énih korena.

Zatim, posebna paznja bi¢e posveéena dobro poznatoj klasi M-matrica, Cije inverzne
matrice imaju sve elemente nenegativne. M-matrice su podskup klase P-matrica.
Koncept M-matrica je uveo Alexander Ostrowski (1937). Bice dat njihov detaljan
pregled u Sestom poglavlju.

U sedmom poglavlju su razmotrene neke moguénosti prosirenja SDD matrica, [6]. U
istom poglavlju nove klase su primenjene na dva vazna problema u linearnoj algebri:
lokalizaciju karakteristicnih korena i ocenu norme inverza date matrice.

Rad se zavrsava navodenjem koris¢ene relevantne literature.



1

Preliminarni materijal

Za uspesno pracenje ovog rada potrebno je, pre svega, da se upoznamo sa 0z-
nakama koje su koris¢ene pri izradi rada, kao i da damo uvid u osnovne definicije i
teoreme.

U ¢itavom radu za proizvoljno n € N, sa C" oznacavac¢emo n—dimenzionalni
kompleksni vektorski prostor vektor kolona x = [z1,Z,..., 2,7, gde je x; € C,
1=1,2,...,n, azam,n € N sa C™" prostor svih m X n matrica sa kompleksnim
elementima. Matricu A € C™" obelezavamo sa A = [a;;] ili sa

11 Q12 A1n

Q21 Q22 a2
A= ",

Am1 Am2 ... A

gde su a;; :=(A);; €C,zasve 1 <i<m,isvel <j<n.

Na slican nacin, sa R™ i R™" obelezavamo, redom, n—dimenzionalni vektorski pros-
tor realnih vektor kolona i prostor realnih m x n matrica.

Sa I,, oznacavamo n X n jedini¢énu matricu, tj. matricu koja na dijagonali ima
jedinice, dok su joj vandijagonalni elementi jednaki nuli. Kada je jasno o kojim
dimenzijama se radi, pisa¢emo samo I.

Za proizvoljnu kvadratnu matricu A € C™" skup njenih karakteristicnih korena
nazivamo spektar i obelezavamo sa o(A), tj.

o(A) = {\ € C: det(\,, — A) = 0}.

Sa AT oznacavamo transponovanu matricu od A, a sa A* hermitovanu.

Neka je A = [a;;] i Aij = (—1)+) M,; kofaktor elementa a;;, gde je M;; podmatrica
dobijena brisanjem i—te vrste i j—te kolone. Tada se matrica adjA = [A;;]" naziva
adjungovana matrica.

Sa N ={1,2,...,n} oznacavamo skup indeksa, a sa
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ri(A) == > layl,
JEN\{i}
gde je 1 € N obelezavamo sumu modula vandijagonalnih elemenata i—te vrste ma-
trice A. Ako je matrica A reda n = 1 definisemo r1(A) = 0.

Kvadratna matrica A je invertibilna ili regularna (nesingularna), ako postoji
kvadratna matrica B, takva da je AB = BA = [. Ako postoji matrica B koja
zadovoljava gornju jednakost, ona postoji jedinstveno, naziva se inverzna matrica za
matricu A i oznacava se sa A~!

Navodimo poznati rezultat o regularnosti matrica.

Teorema 1.0.1 (Levy-Desplanques teorema) Neka je A = [a;;] € C™™ proizvo-
lina matrica. Ako je
la;;| > r;(A) za svako i€ N, (1.1)

tada je A reqularna matrica.

Na osnovu uslova (1.1), koji ih definise, ove matrice su dobile ime strogo di-
agonalno dominantne matrice ili, skraceno, SDD matrice.

Vazno je napomenuti da je ova klasa matrica klasa koja se ¢esto susrece u praksi,
u matematickim modelima, kao $to su, na primer, razni dinamicki sistemi. SDD je
posluzila kao izvor brojnih generalizacija. Zahvaljujué¢i raznim nacinima na koji
se vrsi generalizacija, dobijaju se novi rezultati o regularnosti, koji omogucavaju
kvalitetnu moguénost primene.

Od posebnog znacaja su matrice ¢iju regularnost mozemo proveriti ne rac¢unajuci
im determinantu. Tu spadaju strogo dijagonalno dominantne matrice. Medutim,
kako je ovo veoma uska potklasa klase regularnih matrica, ona se proSiruje ma-
tricama koje se mogu svesti na SDD matrice mnozenjem sa desne strane nekom
pozitivnom dijagonalnom matricom. Takve matrice se zovu generalizovane di-
jagonalno dominantne matrice (GDD).

Definicija 1.0.1 Matrica A = [a;;] € C"", naziva se generalizovano dijagonalno
dominantna ili, kratko, GDD matrica, ako postoji pozitivan vektor
T =[r1,79,...,2,)7 €R", takav da je
n
|agi|z; > Z |aij|z;,
J=Lj#i

za svako i € {1,2,...,n}.

Budu¢i da razmatramo karakteristicne korene matrice i njihovu oblast lokalizacije,
neizostavna je ¢uvena GerSgorinova teorema. Gergorinova teorema inspirisala je
mnoga dalja istrazivanja u oblasti lokalizacije karakteristicnih korena, kako u proslosti,
tako i u savremenoj literaturi.
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Veza SDD matrica sa GerSgorinovom teoremom je vrlo bliska. Naime, postoji ek-
vivalencija izmedu Gersgorinove teoreme i teoreme 1.0.1. Ta ekvivalencija, sem Sto
vazi za pomenute dve teoreme, predstavlja i opsti odnos teorema o regularnosti ma-
trica i teorema o lokalizaciji spektra.

Polazeéi od raznih potklasa G DD matrica, mozemo dobiti oblasti lokalizacije karak-
teristicnih korena, pri tome koristeci istu ideju kao u dokazu Gersgorinove teoreme.

Da bismo formulisali Gersgorinovu teoremu uvodimo sledeé¢e oznake:

Ti(A):={2€C: |z —ay| <ri(A)}, (i € N), (1.2)
T(A) = U T;(A).

Teorema 1.0.2 (Prva Gersgorinova teorema) Za proizvoljnu matricu A =
la;;] € C¥™ i svako A € o(A), postoji indeks k € {1,2,...,n} takav da je

Dakle, prema (1.3), A € T'v(A), a time i A € T'(A). Kako je A € a(A) proizvoljno,
sledi da je
o(A) CT(A). (1.4)

Primetimo da je I';(A), koji nazivmo i—ti Gersgorinov krug matrice A, prema
(1.2), zatvoren krug u kompleksnoj ravni C sa centrom u dijagonalnom elementu a;;
i poluprecnikom 7;(A). Skup I'(A) koji je unija n Gersgorinovih krugova matrice A
zovemo Gersgorinov skup. To je kompaktan skup u C koji sadrzi spektar.

Lepota Gersgorinove teoreme lezi u njenoj jednostavnosti. Za proizvoljnu ma-
tricu A, jednostavnim aritmetickim operacijama, dobijamo sume po vrstama
{ri(A) }ien, koje ¢ine poluprecnike n krugova, u ¢ijoj uniji lezi n karakteristi¢nih
korena matrice A.

Dobro je poznato sledece:

1. Ako je neki GerSgorinov krug disjunktan sa ostalima, tada on sadrzi ta¢no
jedan karakteristi¢ni koren matrice A. Pomoc¢u GerSgorinovih krugova, koje
uspemo medusobno razdvojiti, izolujemo karakteristicne korene i tako dobi-
jamo preciznije informacije o spektru matrice.

2. Ako je matrica A realna, AT ima iste karakteristi¢ne korene kao matrica A i
teorema moze da se primeni na AT (ili ekvivalentno, polupre¢nik kruga moze
da se deinise kao zbir modula vandijagonalnih elemenata kolona matrice A).

Kao §to smo ve¢ napomenuli, vazi ekvivalencija izmedu Gersgorinove teoreme i
Teoreme 1.0.1. Preciznije, polazeéi od toga da vazi GerSgorinova teorema, mozemo
pokazati da su SDD matrice regularne. I obrnuto, polazeéi od ¢injenice da su SDD
matrice regularne, mozemo dokazati da su svi karakteristi¢ni koreni proizvoljne ma-
trice sadrzani u Gersgorinovom skupu.
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Tek u knjizi Richarda Varge ” Gershgorin and His Circles” ova ekvivalencija je pre-
cizno ustanovljena, iako su i ranije slicne ideje implicitno sadrzane u raznim teore-
mama.

Definicija 1.0.2 . Matrica A = [a;j] € R™" se naziva Z-matrica ako vazi a;; < 0,
za svakoi,j=1,...,n, 1#].

Skup Z matrica oznacavamo sa
AR {A = [aij] e R™™: Qij <0,2 7£ j}

Definicija 1.0.3 Matrica A, koja je Z-matrica, naziva se reqularna M-matrica, ako
je reqularna i A= > 0.

Teorema 1.0.3 Neka je matrica A Z-matrica. Tada, A je reqularna M-matrica ako
i samo ako postoji pozitivan vektor x, takav da je Ax > 0.

Definicija 1.0.4 Prateéa matrica (kompleksne) matrice A je Z-matrica M(A) =
|D| —|A—D|,i,5=1,...,n, gde D oznacava dijagonalnu matricu
D = diag(ay1, a2, ..., apny).

Ocigledno, regularne M-matrice se ogranicavaju na realne matrice specijalne
znakovne strukture, te postoji potreba za proSirenjem na realne matrice proizvoljne
znakovne strukture, kao i na kompleksne matrice. Tako je nastala klasa H-matrica.

Definicija 1.0.5 Matrica A je H-matrica ako i samo ako je M(A) regqularna M-
matrica.

Da H-matrice nisu nista drugo nego GDD matrice, govori slede¢a teorema.

Teorema 1.0.4 Matrica A je H-matrica ako i samo ako je GDD matrica, tj. ako
postoji pozitivna dijagonalna matrica W takva da je AW SDD matrica.

Dokaz:

Matrica A je H-matrica ako i samo ako je prate¢a matrica M(A) regularna M-
matrica, $to je ekvivalentno sa postojanjem vektora x takvog da je M(A)x > 0, tj.
da je (M(A)x); > 0 za svako i € {1,2,....n}. Ovo je dalje ekvivalentno sa

n

|| — Z lajj|lz; >0, i=1,2,...,n.

J=1j#i
Ako ozna¢imo W = diag(xy, ..., ), poslednju relaciju mozemo zapisati u obliku

(AWl > D [(AW)y| = ri(AW), i=1,2,...n,

J=Lj#i

sto je ekvivalentno sa uslovom da je AW SDD matrica. [ |
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Definicija 1.0.6 Neka je matrica A H-matrica. Pozitivna dijagonalna matrica W,
takva da je AW SDD matrica, zove se skalirajuca matrica, a sam postupak svodenja
na SDD se zove dijagonalno skaliranje, ili samo skaliranje.

Postoji nekoliko klasa matrica za koje mozemo dati karakterizaciju pomocu de-
terminatni podmatrica, tj. minora. Glavni minori su determinante podmatrica,
koje se dobiju kada se iz matrice izbaci isti skup indeksa vrsta i kolona. Dijagonalni
elementi matrice i determinanta matrice su takode medu glavnim minorima.

U raznim primenama je vazno da ocenimo normu inverza date matrice. Najpoz-
natija ocena je Varahova ocena za SDD matrice.

Teorema 1.0.5 (Varahova ocena norme inverza) Neka je A = [a;;] € C™"
strogo dijagonalno dominantna matrica i neka je

a:lrggln{m - ) \aij|}. (1.5)
j=15#i
Tada je

1
A o < .
«

Primetimo da uslov da je A SDD matrica obezbeduje da je a > 0. Ova ocena
je prvi put pomenuta u radu autora Ahlber i Nilson (1963). Varah je ovaj rezultat
ponovo dokazao i prosirio na slucaj blok matrica (1975).
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Hermitske 1 hermitske pozitivno
definitne matrice

Jedna od vaznih tema u numerickoj linearnoj algebri je da, kad god je moguce,
koristimo prednosti svake specijalne strukture matrice u izracunavanjima. Kako
je pozitivna definitnost prvi pojam pozitivnosti matrica koji se razvijao, prvo se
upoznajemo sa hermitskim pozitivno definitnim matricama, [21]. Hermitske matrice
se prirodno javljaju u razli¢itim primenama, od reSavanja parcijalnih diferencijalnih
jednacina do obrade slika.

2.1 Hermitske matrice

2.1.1 Definicija klase

Definicija 2.1.1 Matrica A € C™" naziva se hermitska ako je A* = A, ili po
elementima, a;; = aj;, 2at,j =1,2,..,n.

Skup hermitskih matrica reda n oznacavamo sa H.,.

Definicija 2.1.2 Matrica A € R™" naziva se simetriéna ako je AT = A, ili po
elementima, a;; = aj, zat,j =1,2,..,n.

Skup realnih simetri¢cnih matrica reda n oznacavamo sa S,. Posto je &, podskup
od H,, sve teoreme koje vaze za matrice iz ‘H,, takode vaze za matrice iz S,,.

2.1.2 Osobine hermitskih matrica

Iz definicje hermitskih matrica lako se moze pokazati da vaze sledeé¢e osobine:

e Neka su A, B hermitske matrice. Tada je A + B hermitska matrica.
e A+ A" A*+ A, AA* 1 A*A su hermitske za sve A € C™".
e Ako je A € H,, onda je (Azx,y) = (z, Ay) za sve x,y € C".

e Ako je A hermitska matrica, onda je i A¥ hermitska matrica, za sve k € N.

10
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e Ukoliko je hermitska matrica regularna, tada je i njena inverzna matrica her-
mitska matrica.

e Elementi na glavnoj dijagonali hermitske matrice su realni, jer moraju da budu
jednaki svojim konjugovanim vrednostima.

2.1.3 Karakteristi¢cni koreni i vektori

Postoji nekoliko veoma moénih ¢injenica o hermitskim matricama koje su nasle
univerzalnu primenu.

Teorema 2.1.1 Svi karakteristicni koreni hermitskih matrica su realni.

Teorema 2.1.2 Karakteristicni vektori koji odgovaraju razlicitim karakteristicnim
korenima hermitske matrice su ortogonalni. Takode, hermitske matrice imaju kom-
pletan skup ortogonalnih karakteristicnih vektora, sto ih cini dijagonalizabilnim.

Dijagonalizacija je Gesta tema i predstavlja faktorisanje matrice u XAX !, gde
je A dijagonalna matrica, na dijagonali se nalaze karakteristi¢ni koreni, a X je ma-
trica karakteristicnih vektora. Korisna je za brojne primene, uklju¢ujuci resavanje
sistema linearnih jednacina. Dijagonalizabilne matrice su interesantne, jer su di-
jagonalne matrice jednostavne za izracunavanja, njihovi karakteristi¢ni vektori su
poznati, determinanta dijagonalne matrice je proizvod njenih dijagonalnih eleme-
nata itd.

Prethodne dve teoreme daju spektralnu reprezentaciju hermitskih matrica i odgo-
varajuci nacin da ih aproksimiramo matricama manjeg ranga.
U nastavku, navodimo tri verzije spektralne teoreme.

Teorema 2.1.3 (Spektralna teorema- Diagonalization version) Akoje A €
H,, tada postoji unitarna matrica U € C™" takva da je U*AU = D, gde je D realna
dijagonalna matrica, ¢iji dijagonalni elementi su karakteristicni koreni matrice A.
Ako je A € S,,, ostaje isti zakljucak sa ortogonalnom matricom Q € R™", QT AQ =
D.

Teorema 2.1.4 (Spektralna teorema- Orthonormal basis version) Ako je
A € H,, postoji ortonormirana baza za C", koja se sastoji od karakteristicnih vektora
matrice A. Ako je A € S,,, ostaje isti zakljucak, kada se C" zameni sa R".

Teorema 2.1.5 (Spektralna teorema- Sum of rank one projections ver-

ston) Ako je A € H,, sa karakteristicnim korenima A1, Xe, ..., N, @ odgovarajucim
ortonormiranim karakteristicnim vektorima uq, uo, . .., u,, tada

A = Mugui + Augus + - - + Aunu,.
Ako A € S, tada

A= /\1u1u1T + A2u2u§ 4+ 4 Anunug.
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Teorema 2.1.6 Svaka matrica A € C™"™, moZe se na jedinstven nacin napisati kao
A=H+iK, gde H K € H,.

Teorema 2.1.7 Za dato A € C*", A € H,, ako © samo ako je x*Ax realan broj za
svako x € C™.

Definicija 2.1.3 Za dato A € H, i nenula vektor x, Rejlijev koliénik R, je

jednak
Ra() = ¥ Az _ (Azx, z)

T*T (x,x)

Ako je x karakteristicni vektor koji odgovara karakteristicnom korenu A\ tada
je Ra(xz) = A, tj. Rejlijev koli¢nik karateristicnog vektora je odgovarajuéi karak-
teristicni koren. Za hermitske matrice, skup slika neprekidne funkcije Ra(z) je
kompaktan skup [a,b] na relanoj pravoj. Maksimum b i minimum a, su najvedi i
najmanji karakteristicni koren matrice A.

Teorema 2.1.8 (Rayleight-Ritz Teorema) Neka je A € H,, sa karakter-
isticnim korenima Ay > g > -+ > A,

Tada
*
x* Az :
An < < A1, za svaki nenula vektor x € C",
Tr*x
*
x* Az
A; = max = max z*Ax,
a#0  T*T [[z]l2=1
1 ‘A
. T AT .
A, = min = min z*Ax.
220 T [lefo=1

Primarna vaznost prethodne teoreme je ocena najveéeg (najmanjeg) karakter-
isticnog korena velike hermitske matrice. Ta teorema predstavlja specijalan slucaj
naredne teoreme, koja predstavlja min max i max min karakterizaciju karakter-
isti¢cnih korena, poznata kao Courant-Fischer Teorema.

Teorema 2.1.9 (Courant-Fischer Teorema) Neka je A hermitska matrica sa
karakteristicim korenima A > Ay > --- > \,. Neka je k dati ceo broj, takav da je
1<k<ninekajexrecC" x+#0. Tada

z* Az

max min =\
w1, W2, Wy k€C"  xlwi,we,.. wy_p T*T

) x* Az
min max = M.
w1,W2,..., w1 EC"  xlwi,wa,..,wp_1 TXT
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U praksi, u matematickom modeliranju, matrice predstavljaju podatke dobijene
merenjima. Cesto su podaci dobijeni merenjima samo aproksimacija prave vred-
nosti merne velicine. Zbog toga je neophodno, prilikom koris¢enja podataka, na
neki nacin uzeti u obzir nepreciznost merenja. U lineranoj algebri se to interpre-
tira da je matrica perturbovana sa nekom drugom matricom, sa odredenim nivoom
preciznosti. Pretpostavimo da je A ta¢na matrica, i B matrica perturbacije koja
predstavlja tu nepreciznost, pri ¢emu smo nametnuli ograni¢enje na matricu B da
je po nekoj normi manja od . Ovde biramo da B zadovoljava uslov ||Bll; < e.
Matrica ¢ije karakteristi¢cne korene ocenjujemo je A 4+ B.

Moze se dokazati da vaze naredne teoreme, Weyl nejadnokosti, koje imaju pri-
menu prilikom ocena perturbacija spektra.

Teorema 2.1.10 (Weyl nejednakosti) Neka su A, B € H,, i pretpostavimo da
su karakteristicni koreni matrica A, B 1 A+ B zapisani u opadajucem poretku. Tada
za svaki par celih brojeva 3,k takvih da je 1 < 3,k <nij+k<n+1,

/\j+k_1(A + B) S )\J(A) + )\k(B)
1 za svaki par celih brojeva j, k takvih da je 1 < 3, k<nij+k>n+1,

Mjikon(A+ B) > A(A) + M(B).

Teorema 2.1.11 (Weyl nejednakosti) Neka su A, B € H,, i pretpostavimo da
su karakteristicni koreni matrica A, B i A+ B zapisani u opadajucem poretku. Tada
za svako j € {1,2,...,n},

A(A) + A (B) < A (A+ B) < M\(A) + M (B).

Primetimo da smo mogli poredati karakteristicne korene po veli¢ini, jer su ma-
trice hermitske, pa za karakteristicne korene znamo da su realni.

S obzirom da smo nametnuli ograni¢enje na matricu B, da zadovoljava || B||s < ¢,
sledi da su svi njeni karakteristi¢ni koreni, po apsolutnoj vrednosti, ograniceni sa €.
Primenjujuéi Weyl nejednakost, za spektar matrice A i matrice A + B vazi

Ni(A+B)—\(B)| <e, zasvako i=1,...,n.

Slede¢i rezultat daje vezu izmedu karakteristicnih korena podmatrica matrice
A i karakteristicnih korena matrice A. Predstavlja posledicu Courant-Fisherove
teoreme.

Teorema 2.1.12 (Interlacing nejednakosti) Neka A € H, i neka su Ay >
Ay > -+ > N\, karakteristicni koreni matrice A, i za bilo koje i € {1,2,...,n}
neka su py > pg > -+ > g, karakteristicni koreni matrice A(i), gde je A(i) glavna
podmatrica od A dobijena brisanjem i—te vrste i kolone. Tada

A2 > A > g > A3 > 0o A1 > i1 = A,

Interlacing nejednakosti se ponekad mogu koristiti da efikasno nademo sve karak-
teristicne korene hermitske matrice.
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Primer 2.1.1 Neka

A:

== O O

1
1
1
1

O = ==
O = =

ima karakteristicne korene Ay > Ay > A3 > A\y. Kako je

A(4) =

—_ = =

1
1
1

—_ = =

a ova matrica tma karakteristicne korene 3,0,0, tada, na osnovu interlacing nejed-
nakosti, zakljucujemo A\ >3 > Xy > 0> A3 > 0 > \y. Ocigledno, A3 = 0.

Teorema 2.1.13 Neka A € H,, i neka je B bilo koja glavna podmatrica matrice A.
Ako je Ay k—ti najveci karakteristicni koren matrice A i uy k—ti najveci karakter-
1sticnt koren matrice B tada je A\ > ji.

Teorema 2.1.14 Neka je A € H,, sa karakteristicnim korenima Ay > Ay > +++ >
An. Neka je S k—dimenzionalni potprostor od C" sa k € {1,2,...,n}.Tada:

1. Ako postoji konstanta ¢ takva da je x*Ax > cx*x za svako v € S, tada je
/\k; Z C.

2. Ako postoji konstanta c¢ takva da je v*Ax < cx*zr za svako x € S, tada je
/\n—k+1 <c.

Teorema 2.1.15 Neka je A € H,.

1. Ako je x*Ax > 0, za svako x, u k—dimenzionalnom potprostoru od C", tada
A ima najmanje k nenegativnih karakteristicnih korena.

2. Ako je x*Ax > 0, za sve nenula x, u k—dimenzionalnom potprostoru od C",
tada A ima najmanje k pozitivnih karakteristicnih korena.

Teorema 2.1.16 Neka su A, B € H,, sa karakteristicnim korenima A\ (A) > A2(A) >
e > M(A) i A(B) > Xo(B) > - > M\(B). Tada

Z IAi(A) = X(B)* < [|A - Bl%.
=1
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2.2 Hermitske pozitivno definitne matrice

Od mnogih vaznih potklasa hermitskih matrica postoji jedna klasa koja se izd-
vaja, a to je klasa hermitskih pozitivno definitnih matrica .
Uvodimo sledece definicije.

Definicija 2.2.1 Matrica A € H,, se naziva

e pozitivno definitna ako x*Ax > 0 za svako nenula x € C".
e pozitivno semidefinitna ako je v*Ax > 0 za svako x € C",

e indefinitna ako ni A ni —A nisu pozitivno semidefinitne.

Skup pozitivno definitnih matrica reda n oznacavamo sa PD,,, a skup pozitivno
semidefinitnih matrica reda n sa PSD,,. Ako zavisnost od n nije znacajna, pisa¢emo
skra¢eno, PD i PSD. PD(PSD) koristimo kao skracenice za pozitivna definitnost
(pozitivna semidefinitnost).

Ako je A = [a], 1 x 1, tada je A PD ako i samo ako je a > 0, 1 PSD ako i samo ako
je a > 0; prema tome PD i PSD matrice su generalizacija pozitivnih i nenegativnih
brojeva.

2.2.1 Osobine pozitivno definitnih matrica
Pozitivno definitne matrice imaju mnogo lepih i vaznih osobina:
e Svi dijagonalni elementi PD(PSD) matrice su pozitivni (nenegativni). Ako je

dijagonalni elemnt PSD matrice jednak 0, onda su i svi ostali elementi u vrsti
i koloni jednaki 0.

e Hermitska matrica A je PD ako i samo ako su svi karakteristi¢ni koreni matrice
A pozitivni, i A je PSD ako i samo ako su svi karakteristicni koreni matrice A
nenegativni.

e Ukoliko je matrica A PD(PSD) onda znamo da su trag matrice i determinanta
matrice pozitivni (nenegativni), tj. ako je A PD, onda je trA > 01 detA > 0
i ako je A PSD, onda je trA > 01 detA > 0.

e Matrica A € §,, je PD ako x*Ax > 0, za svako nenula z € R", i semidefinitna
ako je z*Ax > 0, za svako x € R™.

e Nekasu A, B € PSD,,.

1. Tada je A+ B € PSD,,.
2. Ako, dodatno, A € PD,,, onda A+ B € PD,,.

U nastavku rada, pozitivno definitna matrica znaci hermitska pozitivno definitna matrica
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3. Ako je ¢ > 0, onda cA € PSD,,.
4. Ako, dodatno, A € PD,, i c¢> 0, onda cA € PD,,.

e Ako Ay, Ay, ..., Ay € PSD,,ondai A +Ay+---+ A, € PSD. Ako, dodatno
postojii € {1,2,...,n} tako da A; € PD,,, tadai A+ Ay +---+ A, € PD,,.

e (Princip nasledivanja) Bilo koja glavna podmatrica PD(PSD) matrice je
PD(PSD) matrica.

e Neka je A € H,,. Tada, A je PD ako i samo ako su svi glavni minori od A
pozitivni. A je PSD ako i samo ako su svi glavni minori od A nenegativni.

e Neka je A € PSD, ineka je C' € C™™. Tada je C*AC PSD.

e Neka je A € PD,, ineka je C € C"™, n >m. Tada, C*AC je PD ako i samo
ako je rankC = m, tj. ako i samo ako C' ima linearno nezavisne kolone.

e Neka je A € PSD, ineka je C' € C™". Tada, C*AC je PD, ako i samo ako je
C invertibilna.

e Neka je A € H,,. Tada, A je PD ako i samo ako postoji invertibilna matrica
B € C™™ takva da je A = B*B.

e Nekasu A, B € H,. Akosu Ai AB + BA PD matrice, tada je B PD.
Interesantno je pomenuti da ne vazi obrnuto tvrdenje. Ne vazi da ako su A, B
PD matrice, onda je i AB 4+ BA, kao $to se moze videti u slede¢em primeru.

(2o [33)

e Neka je A = [a;], B = |bij] € PD,, gde je A™' = [ayj], B! = [B;;]. Tada je

n

Z (aij — bij)(uj — Bij) <0,

ij=1

gde jednakost vazi ako i samo ako je A = B.

e Nekaje Ae PD, i Be€H,. Tada:

1. AB je dijagonalizabilna

2. Svi karakteristi¢ni koreni matrice AB su realni.

U linearnoj algebri faktorizacija (dekompozicija) je predstavljanje matrice u ob-
liku proizvoda matrica. Postoji dosta dekompozicija, svaka ima primenu u razli¢itim
problemima.

Teorema 2.2.1 (Cholesky faktorizacija) > Neka je A € H,. Tada, A je PD,
ako i samo ako postoji invertibilna gornja trougaona matrica R, sa pozitivnim di-
jagonalnim elementima, takva da je A = RR*.

2Q0tkrio je Andre-Louis Cholesky za realne matrice
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Svaka hermitska pozitivno definitna matrica (prema tome, i svaka realna simetricna
pozitivno definitna matrica) ima jedinstvenu Cholesky faktorizaciju. Dekompozicija
nije jedinstvena kada je matrica pozitivno semidefinitna. Uglavnom se koristi za
numericko resavanje linearnih jednacina. Cholesky faktorizacija predstavlja modi-
fikaciju ¢uvenog Gausovog postupka eliminacije.

Teorema 2.2.2 (Polarna forma) Neka je A € C™" m > n. Tada se A moze
faktorizovati kao A = UP, gde je P € PSD,, rankP = rankA i U € C™" ima
ortonormirane kolone. Stavise, P je jedinstveno odredeno sa A i jednako
(A*A)Y2.3 Ako je A realna, onda su P i U realne.

Ova dekompozicija uvek postoji. Ukoliko je matrica A invertibilna, ova deko-
mopozicija je jedinstvena, i vazi da je P pozitivno definitna matrica.

Pozitivno (semipozitivno) definitne matrice se javljaju u statistici i teoriji verova-
tnoce, Sto ¢emo ilustrovati slede¢im primerom.

Primer 2.2.1 Neka su Xy, X5, ..., X, realne slucajne promenljive na prostoru vero-
vatnoca, takve da svaka ima ocekivanje nula i konacan drugi momenat. Definisemo
matricu a;; = E(X;X;), 1,7 € {1,2,...,n}. Realna simetricna matrica A se naziva
kovarijansna matrica od X, X,,..., X, i« neminovno je PSD.

3Neka je k pozitivan broj. Ako su Ai B PSD i B¥ = A , tada se B naziva k-ti PSD koren
matrice A i oznacava se sa Al/*



3

Nenegativne matrice po
elementima

U ovom poglavlju ¢emo posmatrati kvadratne nenegativne matrice, tj. kvadratne
matrice ¢iji su svi elementi nenegativni. Nenegativnost je prirodno svojstvo mnogih
mernih veli¢ina. Nenegativne matrice se javljaju u brojnim granama nauke i inze-
njerstva, u teoriji verovatnoce (lanci Markova). Postoji mnogo knjiga, poglavlja u
knjigama i stotine radova o toj temi.

Definicija 3.0.2 Za matricu A € C™", A je nenegativna (pozitivna), u oznaci
A>0 (A>0), ako su svi elementi matrice A nenegativni (pozitioni).

Sa |A| ozna¢avamo nenegativnu matricu dobijenu uzimanjem modula elemenata
matrice A.

Prva teorema, koju navodimo u ovom delu, odnosi se na karakteristicne korene
i vektore nenegativne matrice, [2].

Teorema 3.0.3 Ako je A nenegativna kvadratna matrica tada:
1. p(A), spektralni radijus matrice A, je karakteristicni koren.
2. A ima nenegativan karakteristicni vektor koji odgovara p(A).

3. AT ima nenegativan karakteristicni vektor koji odgovara p(A).

Fundamentalni rezultat u oblasti nenegativnih matrica po elementima pred-
stavlja Peron-Frobeniusova Teorema. Bitnu ulogu u Peron-Frobeniusovoj Teoremi
imaju primitivne matrice.

Definicija 3.0.3 Nenegativna matrica A je primitivna ako postoji prirodan broj m
tako da je A™ pozitivna.

Posledica 3.0.1 Ako je A primitivna il prirodan broj, tada su AT i A' primitivne.

18
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3.1 Razlozive 1 nerazlozive matrice

Na pocetku rada definisali smo SDD matrice. Kao sto smo videli, prema teoremi
1.0.1, svaka SDD matrica je regularna, tj. slede¢ih n strogih nejednakosti

|laii| > ri(A), (i€ N),

za proizvoljnu matricu A = [a;;] € C™", osiguravaju regularnost. Prirodno se
postavlja pitanje da li u slucaju kada je n > 2 regularnost ostaje ocuvana ako stroge
nejednakosti oslabimo, dopustaju¢i da mogu postati jednakosti? Da li iz uslova
la;i| > ri(A) za svako i € N sledi regularnost ili ne? Pogledajmo slededi primer.

Primer 3.1.1 Posmatrajmo matrice

1 05 03 0.1 1 05 03 01

01 1 04 04 _ 01 1 04 04
A=1"0 0o 1 1 tB=1"0 0 11
1 0 0 1 0 0 0 1

Za obe matrice vazi r; = 0.9 < 1 zai € {1,2}, ir; =1 zai € {3,4}. Medutim,
matrica A je reqularna, dok je matrica B singularna.

Ako se oslabi uslov stroge dijagonalne dominacije u dijagonalnu dominaciju, gubi
se regularnost.

Definicija 3.1.1 Matrica A = [a;;] € C™" je dijagonalno dominantna ako za svaki
indeks i € N vazi da je
|ai| > ri(A),

1 postogi bar jedan indeks k € N tako da vazi stroga nejednakost, tj.
’akk’ > Tk

Vidimo da nije dovoljno posmatrati samo odnos strogih i ne-strogih nejednakosti
da bi odredili kriterijum za regularnost. Posmatraju¢i ovaj primer, mozemo uociti
da singularna matrica B ima specificnu strukturu. 2 x 2 blok u donjem levom uglu
je nula matrica, dok kod matrice A to nije slucaj.

Motivisani ovim zapazanjem uvodimo slede¢u definiciju.

Definicija 3.1.2 n x n matrica A, n > 2 je razloZiva ako postoji permutaciona
matrica P € R™ 4 prirodan brojr, 1 < r <n, tako da je

A A

T _ 1 A

prap=| 4]

gde je Ay € C™" i Ayg € CV "7 U suprotnom, ako takva permutaciona matrica
ne postoji, za matricu A kazemo da je nerazloziva.U slucaju kada je A € CHt, A je
razloziva matrica ako je njen jedini element nula, a nerazloZiva u suprotnom.

Neka ag) oznacava (i, j)-ti element matrice A9.
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Teorema 3.1.1 Nenegativna matrica A je nerazloziva ako i samo ako za svako (i, j)
postoji prirodan broj q tako da je

a? > 0. (3.1)

Osobina nerazlozivosti, kao alat u lineranoj algebri, prvi put se javlja u radu Olge
Tauski iz 1949. godine. Ona predstavlja izuzetno blisku vezu teorije grafova i teorije
matrica. Naime, matrice mozemo posmatrati i kako tezinske usmerene grafove,
odnosno tezinske digrafove, pri ¢emu indeksi vrsta, odnosno kolona, predstavljaju
¢vorove, a nenula elementi u matrici predstavljaju usmerene grane sa odgovaraju¢im
tezinama.

Medutim, kako u naSem razmatranju osobine nerazlozivosti jedino raspored nula
u matrici igra ulogu, umesto tezinskog grafa matrici mozemo pridruziti standardni
digraf, koji nosi informacije o rasporedu nula u njoj.

Preciznije, neka je A = [a;;] € C™" proizvoljna matrica. Sa {Py, P»,...,P,}
oznaCimo n razli¢itih objekata, odnosno tacaka, koje ¢emo zvati ¢vorovi. Za svaki
nenula element a;; matrice A, uveS¢emo usmerenu granu P; P; koja povezuje ¢vor P;
sa ¢cvorom FP;. U slucaju kada je ¢ = j, tj. za a; = 0, grana P, P; se naziva petlja.
Tako formirani skup svih usmerenih grana zajedno sa skupom ¢vorova ¢ini digraf
G(A) pridruzen matrici A.

Definicija 3.1.3 Pridruzeni digraf G(A), n X n matrice A se sastoji od n ¢vorova
P, P, ..., P,, gde grana od P; do P; postoji ako i samo ako je a;j # 0.

Definicija 3.1.4 Digraf G(A) matrice A = [a;;] € C™™ je jako povezan ako za svaki
uredeni par ¢vorova (P, P;) postoji usmerena putanja w G(A) od ¢vora P; do ¢vora
P,

je

Kako je az(-Jq») > 0 ako i samo ako postoji niz ¢ grana od F; do P;, Teorema 3.1.1 je

ekvivalentna sa narednom teoremom.

Teorema 3.1.2 Proizvoljna matrica A = [a;;] € C™" je nerazloZiva ako i samo ako
je njen digraf G(A) jako povezan.

Posmatrajmo dijagonalno dominantne matrice A i B iz primera 3.1.1. Primetimo
da je regularna matrica A nerazloziva, dok je singularna B razloziva. Ovo zapazanje
vazi i u opstem slucaju, sto je rezultat teoreme Olge Tauski.

Teorema 3.1.3 Svaka matrica A = [a;;] € C™™, koja je nerazloZiva i dijagonalno
dominantna je regqularna.

Osobina razlozivosti usko je povezana sa nenegativnim matricama. Jasno je da
su pozitivne matrice nerazlozive. Matrice reda 1 je nerazloziva ako i samo ako je
njen jedini element jednak nula.

Posmatramo spektralni radijus nerazlozive matrice. Neka je A > 0 nerazloziva.
Za svaki vektor x > 0 definiSemo

T, = min .
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Ocigledno, r, > 01 r, je najveéi realan broj p takav da je pr < Az. Za nerazlozive
n X n nenegativne matrice se moze pokazati da je (I + A)"~1 > 0.

Teorema 3.1.4 Neka je r =r, = max,~o7,. lada:

1. r>0
2. Az =rz
3. 2> 0.

Dokaz:

1. Neka je u = [1,...,1]T. Tada je r, = min; > i1

matrica ne moze imati nula vrstu, r > r, > 0.

a;; pozitivno, jer nerazloziva

2. Kako znamo da vazi Az > rz, da bi smo dokazali trazenu jednakost Az = rz
pretpostavimo da je Az > rz. Funkcija r, dostize maksimalnu vrednost r
za neki vektor x > 0 (Funckija 7, je neprekidna na skupu vektora y oblika
y= I+ A"z, 27z = 1). Neka je z = (I + A)"'z. Tada je z > 0,
(I+A)" 1 (Az—rz) > 0,1 Az > rz, ali poslednja nejednakost je u kontradikeiji
sa definicijom od r.

3. Kakoje Az =rz,0<x=(I4+A)" 12 = (1+r)""'2z, paje 2z takode pozitivno.
|

Kako za nerazlozivu matricu A vazi r = p(A), dobijamo sledeé¢u max min karak-

terizaciju za p(A)
p(A) = max{ min (Az), }

x>0 i:x; >0 Z;

U nastavku, neka je p(A) = r, a za svaku kompleksnu matricu C' sa |C| oznacavamo
matricu ¢iji su elementi |c;;.

Teorema 3.1.5 1. Ako je A nerazloZiva i A > |C|, tada za svaki karakteristicni
koren ~v matrice C

< (3.2)
2. Jednakost u (3.2), vazi ako i samo ako C' = ¢®DAD™L, gde je e? = ~/r i
D| = 1.
Dokaz:

1. Neka je y karakteristiéni vektor od C' koji odgovara -,

Cy=1y, y#0. (3.3)
Uzimajuci apsolutne vrednosti dobijamo
Yyl < 1Cllyl < Alyl, (3.4)

i prema tome |y| <7, <7
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2. Ako je |y| = r, tada sledi da je Aly| = r|y| = |C||y| i |y| > 0.
Tada je
|C] = A. (3.5)

Neka je y; = |y;le i definisemo D = diag(e™, e, ... e?). Tada je y =
Dly|. Neka je v = re? i F = ¢=D=1CD. Dobijamo

Fly| = e*ianlCD\y],
Fly|=e"D™'Cy,
Fly| = e D 'y,

Fly| = e "yl
Fly| = rlyl.

Ponovo |F| < A i prema tome |F| = A. Prema tome, F|y| = |F||y|, ali kako
je |yl >0, F = |F|, tj. e®D~'CD = A. Dakle, C = ¢’DAD™".

Definicija 3.1.5 Neka je A > 0 nerazloZiva. Broj h karakteristicnih korena od A,
¢iji je moduo p(A), se naziva indeks ciklicnosti matrice A ili period. Ako je h vece
od jedan, onda je A ciklicna sa indeksom h.

Indeks cikli¢nosti matrice je u vezi sa koeficijentima karakteristicnog polinoma.

Teorema 3.1.6 Neka je \" +a \™ + - - -+ ap ™, gde su ay,...,ax razliciti od nula
in>mny > - > nyg, karakteristicni polinom nerazlozive matrice A > 0, sa indekom
ciklicnosti h. Tada je h najveéi zajednicki delilac razlika n—ny,n1—no, ..., Ng_1—"ng.

Teorema 3.1.7 Pretpostavimo da A > 0 nema nula vrste ili kolone i da postoji
permutaciona matrica

0 A 0 --- 0]
0 0 Ay --- 0

PAP" = | i o A
0 0 0 - Ay,

Ay 00 - 0 |

tako da su nula blokovi na dijagonali kvadratne matrice, a B = A1As ... A,_1 A, je
nerazloziva. Tada je A razloZiva.

Na kraju, navodimo granicu za spektralni radijus, p(A), nenegativne nerazlozive
matrice A. Neka s; oznaCava sumu elemenata i—te vrste matrice A. Neka je S =
max; S; 1 § = min; ;.

Teorema 3.1.8 Neka je A > 0 nerazloziva. Tada
s<p(Ad) <S. (3.6)

Za nenegativnu matricu A u prethodnoj teoremi je S = || Al -
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3.2 Peron-Frobeniusova teorema

Racunanje svih karakteristiénih korena matrice je veoma skupo. Cesto nam je
potrebno da znamo samo najveé¢i po modulu, tj. dominantni, karakteristi¢ni koren.
Uz to, ponekad smo u moguénosti da tvrdimo da je taj po modulu dominantni ko-
ren, bas karakteristicni koren, dakle pozitivan. Peron-Frobeniusova teorema govori
i o pretpostavkama pod kojima je taj pozitivan karakteristi¢ni koren jos i jednostruk.
Peron-Frobeniusova teorema, koja predstavlja fundamentalni rezultat iz oblasti neneg-
ativnih matrica po elementima, zavisi od vrste nenegativnosti koju matrica A pose-
duje. Peron (1907) ju je dokazao za pozitivne matrice, a Frobenius (1912) je dao
nastavak za nenegative matrice.

Teorema 3.2.1 (Peron-Frobeniusova teorema za pozitivne matrice)
Neka je A n x n pozitivna matrica. Tada vazi:

1. Postoji pozitivan realan broj r, koji se naziva Peronov koren, takav da je r
karakteristicni koren matrice A 1 svi ostali karakteristicni koreni su po modulu
strogo mangi od r. Prema tome, spektralni radijus p(A) je jednak r.

2. Peronov koren r je jednostruki koren, tj. r je jednostruki koren karakteristicnog
polinoma matrice A.

3. Postogi karakteristicni vektor v matrice A, koji odgovara korenu r, takav da su
mu sve komponente pozitivne.

4. Ne postoji neki drugi pozitivan (Stavise nenegativan) karakteristicni vektor,
ostm wvektora v pomnoZenog pozitivnim brojem. Drugim recima, svi ostali
karakteristicni vektori moraju imati najmanje jednu negativnu komponentu.

1942. godine nemacki matematicar Lotar Collatz je otkrio narednu formulu za
Peronov koren, a Helmut Wieldant je 1950. godine iskoristio da dublje razvije Peron-
Frobeniusovu teoriju.

Collatz-Wielandt formula: za sve nenegativne nenula vektore x neka je

f(z) = min (Az).

i:xﬁﬁo I,L'

”Min-max” Collatz-Wielandt formula: za sve strogo pozitivne vektore x,

)

neka je g(x) = max . g je realna funkcija ¢iji minimum je Peronov koren.

Peronov koren zadovoljava nejednakosti

min E a;; < r < max E ;.
(2 K3
J J
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Uradeno je i prosirenje teoreme na slucaj nenegativnih matrica. U cilju da
naglasimo razlike izmedu ova dva slucaja posmatrajmo sledece jednostavne matrice

ol ool

Prva matrica pokazuje da za nenegativne matrice moze postojati karakteristi¢ni ko-
ren istog modula kao i maksimalni, dominantni karakteristi¢ni koren (1 1i-1 su karak-
teristi¢ni koreni prve matrice), stavise maksimalni karakteristi¢ni koren moze da ne
bude jednostruki koren karakteristicnog polinoma, moze biti nula i odgovarajuci
karakteristi¢ni vektor [1, 0] nije stogo pozitivan (druga matrica). Moze izgledati kao
da vec¢ina prethodno navedenih osobina za pozitivne matrice ne vazi za nenegativne
matrice, medutim Frobenius je pronasao pravi nac¢in da uradi generalizaciju za slucaj
nenegativnih matrica.

Kljucna karakteristika teorije u nenegativnom slucaju je pronalazenje neke pose-
bne potklase nenegativnih matrica. Naime, iako karakteristi¢ni koreni koji imaju
najvecu vrednost po modulu mozda nisu jedinstveni, struktura karakteristi¢nih ko-
rena sa najveéim modulom je pod kontrolom, oni imaju oblik €™/ gde je h
period matrice, r je realni strogo pozitivan karakteristi¢ni koren i [ =0,1,...,h — 1.
Karakteristi¢ni vektor koji odgovara karakteristicnom korenu r ima strogo pozitivne
komponente (za razliku od opsteg slu¢aja nenegativnih matrica, gde su komponente
samo nenegativne). Takode, svi takvi karakteristi¢ni koreni su jednostruki koreni
karakteristicnog polinoma.

Sva tvrdenja Peron-Frobeniusove teoreme za pozitivne matrice vaze i za primitive
matrice.

Teorema 3.2.2 (Peron-Frobeniusova teorema za nerazloZive matrice)

Neka je A nerazloZiva nenegativna matrica sa periodom h i spektralnim radijusom
p(A) =r. Tada vazi:

1. Brojr je pozitivan realan broj i to je karakteristicni koren matrice A i naziva
se Peronov koren.

2. Peronov koren je jednostruksi.

3. Jedini karakteristicni vektori cije su sve komponente pozitivne su oni koji odgo-
varaju karakteristicnom korenu r.

4. Matrica A ima tacno h kompleksnih karakteristicnih korena ¢iji je moduo jed-
nak r. Svaki od njih je jednostruki koren karakteristicnog polinoma i predstavlja
proizvod broja v i h—tog korena jedinice.

Collatz-Wielandt formula moze da se prosiri na nenegativne matrice.

Collatz-Wielandt formula : za sve nenegativne nenula vektore x neka je

f(z) = min (Az);

i:xi;éo [L',L'
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Peronov koren zadovoljava nejednakosti
min E a;; < r < max g ;.
(2 (2
J J

Nejednakost 7 < max; Y | ; Qij nije specificna samo za nenegativne matrice. Za
bilo koju matricu A i karakteristicni koren A je tactno [A[ < max;)_; |a;;|. To je
posledica Gersgorinove teoreme. Nejednakost min; > | ;i ST je specificna za neneg-
ativne matrice, za matrice u opstem sluc¢aju ne postoji nesto slicno.

Brojne knjige su napisane na temu nenegativnih matrica, a teorija Peron-Frobeniusa
je uvek centralna tema.

3.3 Stohasticke 1 substohasticke matrice

Stohasticke i substohasticke matrice su podskup nenegativnih matrica. Sto-
hasticke matrice se javljaju u teoriji verovatnoce, statistici, matematici finansija, lin-
earnoj algebri. Znacajnu ulogu u opisivanju raznih pojava u prirodi imaju diskretni
Markovljevi sluc¢ajni procesi. Nazivaju se jos i lanci Markova. To su sluc¢ajni procesi
oblika {X,,,n € N} koji imaju prebrojiv skup stanja, tj. skup svih moguéih vred-
nosti je S = {x1,zs,..,2,}. U svakom trenutku sistem, na osnovu date raspodele
slucajne promenljive, moze promeniti stanje, ili ostati u istom. Ime je dobio po
Markov Andreju, ruskom matematicaru. Imati svojstvo Markova znaci, ukratko, da
osim datog trenutnog stanja, buduce stanje sistema ne zavisi od proslih. Drugim
reCima, to znaci, da opis sadasnjosti u potpunosti sadrzi informaciju koja moze uti-
cati na buduce stanje procesa. Promene stanja nazivamo prelazima, a verovatnoce,
koje se odnose na razli¢ite promene stanja, nazivamo verovatnoc¢ama prelaza.
Osnovno svojstvo lanaca Markova je verovatnoc¢a da proces u momentu ¢t = n dode
u stanje x,, zavisi samo od stanja x,_; u kojem je proces bio u trenutku t =n — 1.
Verovatnoca da proces prede iz stanja z; u kojem se nasao u momentu t =n — 1 u
stanje z; u momentu ¢t = n (verovatnoca prelaza) oznacava se sa p;;j(n), pri cemu
je pij(n) >0, Z;Zl pij(n) = 1. Ako su verovatnote prelaza poznate za svaki par
stanja, one se mogu izraziti matricom verovatnoca prelaza

pii(n) pa(n) ... pia(n)

P(n) = P21 (n) p22(n)' s p2n<n)'
Svi elementi matrice su nenegativni brojevi koji predstavljaju verovatnoc¢u. Lanci
Markova za koje je P(1) = P(2) = ... nazivaju se homogeni lanci Markova. Kod ovih

lanaca verovatnoce prelaza ne zavise od vremena i iste su tokom c¢itavog procesa.
Matrica verovatnoca prelaza spada u klasu stohastickih matrica.

Definicija 3.3.1 Kvadratna n x n matrica T = [t;;] se naziva stohasti¢ka ako i
samo ako je nenegativna i Te = e gde je e = [1,..,1]T € R", tj.

tz‘j Z 0, Z,j = ]_,2, N (37)
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dty=1, i=12..n (3.8)
j=1

Stohasticke matrice se nekad nazivaju stohasticke po vrstama, dok su stohasticke
po kolonama, matrice ¢ije transponovane su stohasticke po vrstama.

Definicija 3.3.2 Kwvadratna n x n matrica T je duplo-stohasticka ako su, i T, 1
njena transponovana, stohasticke, tj.

tijZ(), i,j:1,2,..,n
o tiy=1, i=12..n
j=1

i=1

Skup duplo-stohastickih matrica reda n se oznacava sa €2,,.

Definicija 3.3.3 Kwvadratna n X n matrica T je substohasticka, ako je nenegativna
1Te>e.

Teorema 3.3.1 Maksimalni karakteristicni koren stohasticke matrice je jednak 1.
Nenegativna matrica P je stohasticka ako i samo ako je e karakteristicni vektor
matrice P, koji odgovara karakteristicnom korenu 1.

Dokaz: Kako vazi (3.6), za bilo koju nenegativnu matricu, sledi da je spektralni
radijus stohasticke matrice 1 i jasno da je e odgovarajuéi karaktristicni vektor.
Obratno, ako je Pe = e, tada su sve sume po vrstama matrice P jednake 1. [ |

Sledec¢a karakterizacija stohastickih matrica istice da one pripadaju klasi neneg-
ativnih matrica, koje imaju pozitivan karakteristi¢ni vektor, koji odgovara spektral-
nom radijusu. Postoji bliska veza stohastickih matrica i te klase.

Teorema 3.3.2 Ako je A > 0, p(A) > 0,z > 0 1 Az = p(A)z, tada je A/p(A)
slicna stohastickoj matrica.

Dokaz: Za dve matrice istog reda A i B kazemo da su slicne matrice ako je A =
ST!BS za neku invertibilnu matricu S. Neka je D dijagonalna matrica, takva da je
di; = z;. Tada je P = D7'A/p(A)D stohasticka matrica. |

U sledec¢oj Teoremi navodimo gornju granicu za karakteristicne korene stohasticke
matrice razli¢ite od jedan.

Teorema 3.3.3 Ako je A stohasticka i neka je A # 1 karakteristicni koren matrice
A, tada

|A| < min (1 - Zminaij, (Zmaxaij) - 1).
J J
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Dokaz: Neka je v karakteristiéni vektor matrice A7 koji odgovara karakteristiénom
korenu A,
M =0T A

T

Iz Ae = e, sledi da je v7e = vT Ae = Mv”e i prema tome v i e su ortogonalni, jer je

A # 1L
Neka je ¢; = min; a;; 1 posmatrajmo matricu A, = [a;; — ¢;]. Tada je
2wl =0TA=0TA,

jer su v i e ortogonalni. Uzimajuéi apsolutne vrednosti, dobijamo

All™| < o' A,

jer je A. nenegativna. Na osnovu Teoreme 3.0.3,

Al < p(Ae),
ali sve sume po vrstama matrice A, su jednake 1 — 2?21 ¢;, tako da je

n

p(A)=1-) ¢

j=1
sto dokazuje prvu nejednakost u teoremi.
Druga nejednakost se dokazuje analogno. [ |

3.3.1 Lokalizacija karakteristicnih korena za stohasticke ma-
trice

Neka je e = [1,...,1]T. Cela sekcija je posveéen matricama A koje imaju kon-
stantnu sumu po vrstama ili kolonama, tj. Ae = le ili ATe = \e, za neko A € R.
Ocigledno, A je karakteristicni koren matrice A. Sledeci rezultat nam pomaze da
lokalizujemo ostale karakteristicne korene matrice A, [8].

Teorema 3.3.4 Neka je A realna matrica, takva da su sume po kolonama kon-
stantne (tj. ATe = e, za neko X\ € R). Tada, svi karakteristicni koreni matrice A,
razliciti od X\, su takode karakteristicni koreni matrice oblika

C = A—diag(dy,...,d,)(ee"), (3.10)

gde je dy,...,d, € R.

Dokaz:
Neka je p # A karakteristicni koren matrice A, i neka je z # 0 odgovarajudi
karakteristicni vektor. Tada iz

plale) = (Azx)Te = 2T Ale = M(zTe)

sledi da je 27e = 0 = ex. Prema tome, Cx = ux i rezultat sledi.
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Posledica 3.3.1 Primenjujuéi prethodni rezultat na AT, mozemo zakljuciti da, ako
A ima konstantnu sumu po vrstama, tada karakteristiéni koreni matrice A, razliciti
od X\, su karakteristicni koreni bilo koje matice oblika

B:= AT —diag(d,, ...,d,)(ee"), (3.11)
gde je do, ..., d, € R.

Najbolji izbor svakog d; u Teoremi 3.3.4, treba da minimizuje poluprecnik i-tog
Gersgorinovog kruga, tj. treba da minimizuje sumu apsolutnih vrednosti vandijag-
onalnih elemenata i—te vrste matrice C. Dobro je poznato da medijana vandijago-
nalnih elemenata i— te vrste matrice C' ispunjava ovu osobinu.

Ovaj rezultat se moze primeniti na matrice ¢ije su sume po vrstama nula, ili
¢ije su sume po kolonama nula, i takode na matrice A, takve da su ili A ili AT
stohasticke matrice pomnozene skalarom. Primetimo, da su ovaj rezultat i izbor
veoma korisni kada su vandijagonalni elementi svake vrste veoma bliski, zato Sto
tada, medijana je takode veoma bliska njima i tako se znatno poboljsava ostrina
Gersgorinovih krugova.

Dalje, razmatra¢emo nenegativne matrice po elementima. Medutim, postoje i drugi
izbori za parametre dy, ...d,, koji se pokazuju veoma korisnima.

Za svako 7 = 1,...,n oznac¢imo sumu vandijagonanih elemenata u j—toj koloni
sa cj(A),

ci(A) =" Jayl. (3.12)
i#]
Sa t; (respektivno s;) oznacavamo minimalni element medu vandijagonalnim ele-
mentima i—te vrste (respektivno kolone) matrice A,

t. = mi » = i

P T
Teorema 3.3.5 Neka je A n X n nenegativna matrica, takva da je Ae = e, za
neko A € R, i neka je B matrica data u (3.11) sa d; = s; za svako i. Tada svi
karakteristicni koreni matrice A razliciti od A su takode karakteristicni koreni matrice
B, i za svako i,j € {1,...,n}

ri(B) = ci(A) = (n—1)si,  ¢;(B) =rj(A) = > s (3.13)
k#j

Teorema 3.3.6 Neka je A n x n nenegativna matrica takva da je ATe = Xe, za
neko A € R, i neka je C matrica data u (3.11) sa d; = s; za svako i. Tada,
svi karakteristicni koreni matrice A, razliciti od X\, su takode karakteristiéni koreni
matrice C, i za svako i,j € {1,...,n}

ri(C) = ci(A) = (n = Dty,  ¢;(C) =r;(A) =D t (3.14)
k#j

Slede¢a Teorema daje gornju granicu za realne karakteristicne korene razlicite
od 1 stohasticke matrice, u smislu najmanjih vandijagonalnih elemenata u svakoj
koloni, [8].
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Teorema 3.3.7 Neka je A = [a;;] stohasticka matrica i neka je s; minimalni ele-
ment od svih vandijagonalnih elemenata i— kolone matrice A (i = 1,...,n) i neka
je w nagjmangi dijagonalni element matrice A. Ako je A # 1 realni karakteristicni

koren matrice A, tada

2w—1<A<1-) s (3.15)

J=1

Posledica 3.3.2 Neka je A = [a;;] duplo stohasticka matrica, neka su t; i s; min-
imalni elementi medu vandijagonalnim elementima i— te vrste i kolone matrice A
(1 =1,...,n), respektivno i neka je w nagmanji vandijagonalni element matrice A.
Ako je X\ # 1 realni karakteristicni koren matrice A, tada

2w — 1< )\Smin{l—zn:ti,l—i:sj}.
=1

j=1

Lema 3.3.1 Neka je A = [a;;] stohasticka matrica, neka je s; minimalni elemenat
od svih vandijagonalnih elemenata i—te kolone matrice A (i = 1,...,n), i pret-
postavimo da je a; > s; zadovoljeno za svako i. Stavljajuéi v = max;(a; — s;), ako
je X # 1 karakteristicni koren od A, tada

A= <1 —trag(A) + (n—1)y.

Na prvi pogled, moze izgledati da je pretpostavka a; > s; za svako ¢, veoma
restriktivna. Ali moguénost prebacivanja sa bilo koje stohasticke matrice na drugu
stohasticku matricu, koja zadovoljava ovu osobinu, dozvoljava da dokazemo isti
rezultat za sve stohasticke matrice, tj. vazi sledec¢a teorema.

Teorema 3.3.8 Neka je A = [a;;] stohasticka matrica © neka je s; minimalni el-
ement od svih vandijagonalnih elemenata i— te kolone matrice A (i = 1,...,n).
Stavljajuci v = maz;(a; — s;), ako je X # 1 karakteristicni koren od A, tada

A= <1—trag(A) + (n—1)y.

Dokaz:
Pretpostavimo da postoji najmanje jedan indeks i za koji uslov a;; > s; nije
ispunjen. Za § = —min;(a; — s;) definiSemo matricu

1

Kako je 0 > 0, ocigledno, matrica F' je stohasticka matrica. Ona zadovoljava
uslov fi; > s;(F), jer je

ai +0 _ ai— (ai; — s;) S

i = Z = = si(F).

f 149 149 149 ( )

Mozemo primeniti lemu na matricu F'. Ako je A\ karakteristicni vektor matrice A,
tada je A(F') = % karakteristi¢ni koren matrice F', i na osnovu leme vazi

IA(F) = y(F)] < 1= trag(F) + (n — 1)v(F).
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Imamo da je

zakljucujemo da je
A+0 S+ _ trag(A)+nd O+
_ < — 1)
146 1461~ 146 +(n 1>1+5’

sto je ekvivalentno sa
A= <1 —trag(A) + (n—1)y.

Teorema 3.3.9 Neka je A = [a;;] pozitivna stohasticka matrica. Oznacimo sa vy, =
v(A™) za sve pozitivne cele brojeve m. Tada, niz (v,,) konvergira ka 0, i polupreénik
odgovarajuée kruznice 1 — trag(A™) + (n — 1), (koji sadrzi karakteristicne korene
A" matrice A™ razlicite od 1) takode teZi u 0.

Dokaz: Kako je A pozitivna, poznato je da je 1 jedinstveni, jednostruki, dominantni
karakteristi¢ni koren. A™ je takode stohasticka matrica, jer je proizvod stohastickih
matrica. Mozemo primeniti prethodnu teoremu i dobijamo

|)\m - 'le S 11— tTag(Am) + (n - 1)'Ym

Matrica A ima spektralni radijus 1, koji je jedinstveni, jednostruki dominantni koren,
pa je dobro poznato da postoji matrica A® = Wl}_}ﬂ(l)O A™. Ta matrica A® = [ay] ima
karakteristicne korene 1 i 0 sa viSestrukos¢u n — 1, tj. njen rang je 1. Za svako
i = 2,3,...,n, imamo «;; = ¢y, (k= 1,...,n) za neko ¢; € R. Kako je A%
stohasticka po vrstama, sledi da je Y ,_,ai, = 1,1 ¢ = 1 za svako i = 2,...,n.
To znaci da su elementi svake kolone isti. Ocigledno, ™ je konvergentan niz, sa
grani¢nom vrednoséu 0. Konacno, primetimo da je trag(A™) = > 7, ai, = 1, pa
je grani¢na vrednost polupreénika 1 — 1+ (n — 1)0 = 0, $to kompletira dokaz. ®

Primer 3.3.1 Koristeci prethodnu teoremu moZemo konstruisati algoritam za apro-
ksimaciju prostora izmedu dominantnog karakteristicnog korena 1 i ostalih karakter-
isticnih korena (‘spectral gap’). Vrednost

dn(A) =1 — (r(A) + [y(A)])7

predstavlja udaljenost dominantnog karakteristicnog korena 1 v lokalizacionog skupa
{2 €C ]2 = 7(A)] < ru(A)}.

Posmatrajmo sledece matrice:

0.27 0.18 0.18 0.10 0.27
0.20 0.40 0.20 0 0.20
0.11 0.22 0.22 034 0.11 |, A
0.06 0.25 0.31 0.19 0.19
0.08 0.17 0 042 0.33

A

I

|
O O ORiIalm
Wi Ol O
Wik O ORIk
Wi = ORI
O ONIERIE O
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Za matricu Ay , veé prvi korak daje dobru ocenu za ‘spectral gap’, Sto je prikazano
na Slici 1. Za matricu As to nije slucaj. Ovde lokalizacioni skup sadrZi karakter-
isticni koren 1, $to je ocigledno, jer je di(As) < 0 (Slika 2).

m 1 2 1
¥4y | 0.2333 0.0634 | 0.0038
(A1) | 0.5100 0.1301 | 0.0159
d.(A) | 0.2600 0.5613 | 0.6255
Tabela 1
m=1 m=2 m=4
0.6 06 06
04 04 04
0.z 0z 02
] * 0 * 0 =
02 -0z -02
04 04 04
08 06 -06
05 0 05 1 -05 o 0.5 1 -05 Q 05 1
Slika 1
m 1 2 1 8 16
Ymlda) 1 0.71 0.46 0.18 | 0.03
ro(ds) | 3.75 190 | 141 0.58 | 0.09
d, (Ay) 3.75 0.61 0.17 0.03 | 0.12
Tabela 2
m=1 m=4 m=1&
4 - 15 1.5
P i
3 / \\ 1 ’
2 ;/ \\
/ 05 0.5
1 'II Il|
)
0} * : 0 0
1
1LY
Ty / 05 05
-2
\ // -1 -1
-3 N A
4 — ~15 15
-2 0 2 4 1.5 -1 05 0 05 1 15 15 -1 05 0 05 1 1.5
Slika 2

3.4 Odnos izmedu klasa pozitivno definitnih ma-
trica i nenegativnih matrica (po elementima)

Dva prethodno navedena koncepta pozitivnosti matrica stoje u opstem odnosu.
Matrica moze biti pozitivno definitna, a da nije nenegativna po elementima. Takode,
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matrica moze biti nenegativna po elementima, a da nije pozitivno definitna, sto
mozemo videti u slede¢em primerima.

Na primer, matrica

1
A = 1
1

O w N
G

je nenegativna po elementima, ali nije pozitivno definitna. Matrica

2 -1 0
A= -1 2 -1
0 -1 2

je pozitivno definitna, ali nije nenegativna po elementima.
Da je presek ove dve klase neprazan vidimo na primeru matrice

1 11
Az=|1 1 0 |,
011
koja je i pozitivno definitna i nenegativna po elementima.

Nenegativne matrice po elementima

‘) Pozitivno definitne matrice

Slika 3
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Totalno pozitivne i totalno
nenegativne matrice

Totalna pozitivnost je tema u linearnoj algebra i drugim aspektima matematike
koja se stalno pominje u prethodnih 80 godina. Ova klasa i srodne klase matrica se
pojavljuju u sirokom spektru primena.

Nakon F.R. Gantmachera i M.G.Kreina totalno pozitivne matrice su se dalje
razvijale u vezi sa funkcijama splajna i generisanjem totalno pozitivnih nizova, onda
je 1968. godine dosla jedna od najvaznijih i najuticajnijih referenci u ovoj oblasti,
knjiga Total Positivity, autora S. Karlin. Karlin je pristupio totalnoj pozitivnosti
razmatrajuéi analiticka svojstva potpuno pozitivnih funkcija. Karlin je, takode,
primetio znacaj totalne pozitivnosti u polju statistike.

Slede¢i znacajan pristup moze se videti u istrazivackom radu T. Ando, za vise
detalja pogledati [1]. Njegov znacaj je bio u razmatranju multilinearnog pristupa
ovoj temi, koriste¢i koso-simetri¢ni proizvod i Schur-ov komplement kao osnovne
alate.

Znacaj totalne pozitivnosti matrica je Siroko poznat i izvan matematike. Na
primer, totalno pozitivne matrice imaju znacajnu ulogu u teorijskoj ekonomiji.
Znacajan pristup moze se videti i u [14]. Koncept totalne pozitivnosti se pokazao
kao veoma mocan u raznim granama matematike.

4.1 Definicije

Uvodimo osnovne definicije ove sekcije:

Definicija 4.1.1 m X n realna matrica A je totalno nenegativna (TN), ako je
svaki minor nenegativan.

Definicija 4.1.2 m X n realna matrica A je totalno pozitivna (TP), ako su svi
minori od A pozitivni.

Definicija 4.1.3 nxn realna matrica A je oscilatorna, ako je A totalno negativna
i AF je totalno pozitivna za neki ceo broj k > 1.

33
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Iz prethodnih definicija je oc¢igledno da je svaka totalno pozitivna matrica totalno
nenegativna matrica. Totalno pozitivne marice su oscilatorne matrice kod kojih je

k=1.

Definicija 4.1.4 Realna m x n matrica je in double echelon forma’ ako

1. Svaka vrsta matrice A ima jedan od sledecih oblika ( * oznacava nenula ele-
ment):

2. Pruvi i poslednji nenula elementi u i+ 1 vrsti, nisu sa leve strane prvog i posled-
njeg nenula elementa u vrsti i, respektivno (i =1,2,...,n—1).

4.1.1 Primeri totalno pozitivnih matrica

Primer 4.1.1 Vandermondova matrica Vandermondova matrica nastaje u prob-
lemu odredivanja polinoma, stepena najuvise n — 1, koji interpolira n datih tacaka.

Pretpostavimo da je dato n tacaka (z;,v;)!, koje zadovoljavaju p(z;) = y; za i =

1,2,...,n sto se moze zapisati kao

2 n—1

1 2z 2y ... o ag Y1
2 n—1

1 xo a5 ... aq Yo
2 —1

1 z, x ks Ap—1 Un

n X n matrica koeficijenata se naziva Vandermondova matrica i oznacavamo

je sa v(xy,...,x,). Determinanta Vandermondove matrice je data formulom
i>j
Tako, ako je 0 < x1 < x9 < -+ < Ty, tada je v(xy,...,2,) TP.

Primer 4.1.2 Routh-Hurwitz matrica Neka je f(x) =Y " a;x" polinom po z,
n— tog stepena. Routh-Hurwitz matrica je n X n matrica, data sa

a; az as arg 0 0
ag Q2 G4 Qg 0 O
0 a1 asz as 0 O
0 ap as aq 0 0
0O 0 0 0 ... ap—1 O
0O 0 0 0 ... ap— ay,
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Specijalan primer matrice, za proizvoljan polinom stepena Sest, f(x) = Z?:o a;x’ je
dat sa

[ a; az as 0 0 0 ]
ap Q2 Q4 Qg 0 0
0 ay as as 0 0
0 ap Qa2 4 GAg 0
0 0 a; a3 a5 O

| 0 0 ao ax a4 ag |

Polinom f(x) je stabilan ako sve nule imaju negativan realan deo. Dokazano je da
je f(x) stabilan ako i samo ako je matrica formirana od f totalno nenegativna.

Primer 4.1.3 Cauchy matrica n xn matrica C = [¢;;] se naziva Cauchy matrica
ako su elementi matrice C' dati sa

1
Cij = .
T; + Yj
gde Su T1,Ta, ..., Ty © Y1, Y2, ..., Yn dva niza brojeva (izabranih tako da je c;; dobro

definisano). Matrica je totalno pozitivna ako i samo ako je 0 < 11 < x9 < -+ < T,
10<y <yo < -+ < Yp.

4.2 Osobine totalno pozitivnih matrica

Iz definicije TP(TN) matrica lako se uocava da vaze sledeée osobine:
e Ako je A totalno nenegativna (pozitivna) matrica, tada:

1. AT je totalno nenegativna (pozitivna).

2. Ala, (] je totalno nenegativna (pozitivna) za svaki skup indeksa vrsta «
i skup indeksa kolona /.

Kako je svaki svaki k x k minor proizvoda AB suma proizvoda k x k minora
od Ai B, sledi da ako su svi k& X k minori dvije n X n matrice pozitivni, onda
su svi k X k minori njihovog proizvoda pozitivni.

e Skup svih totalno nenegativnih (pozitivnih) matrica je zatvoren u odnosu na
mnozenje.

e Neka je A TP(TN) matrica i D; i Dy pozitivne dijagonalne matrice. Tada je
D1AD, TP(TN).

e Ako je A kvadratna invertibilna totalno nenegativna (ili totalno pozitivna)
matrica, onda je SA™'S totalno nenegativna (pozitivna) matrica za S =
diag(1,—1,1,...,—1,1). Ako je A kvadratna invertibilna totalno nenegativna
(ili totalno pozitivna) matrica, tada adjungovana matrica od A je totalno
nenegativna (totalno pozitivna).



4. TOTALNO POZITIVNE I TOTALNO NENEGATIVNE MATRICE 36

e Ako je A m x n totalno nenegativna (pozitivna) matrica, tada povec¢avanje
elementa (1,1) ili (m,n) matrice A rezultira totalnom nenegativnoséu (poz-
itivnoséu) matrice. Generalno, ovo su jedina dva elementa u TN matrici sa
ovom osobinom.

e Neka je P n xn permutaciona matrica indukovana permutacijom ¢ — n—i+1,
(1 <i < n),ipretpostavimo da je A n X n totalno nenegativna (pozitivna)
matrica. Tada je PAP totalno nenegativna (pozitivna) matrica.

e Svaka nerazloziva tridijagonalna matrica sa nenula glavnom dijagonalom je ’in
double echelon forma’

e Neka je A m x n totalno nenegativna matrica koja nema nula vrste ili kolone.
Tada je A ’in double echelon forma’.

e n X n totalno nenegativna matrica A = [a;;] je nerazloziva ako i samo ako
Qji+1 > 01 Ait14 > 0O,zat=1,2,...,n—1.

4.3 Prepoznavanje i testiranje

U praksi, kako mozemo odrediti da li je data matrica TP ili TN? Mozemo
izracunati svaki minor, ali postavlja se pitanje postoji li manji skup minora, ¢ija
nenegativnost ili pozitivnost implicira pozitivnost ili nenegativnost svih minora.
Odgovor na pitanje daju naredne dve teoreme.

Za formulisanje teorema neophodna je sledec¢a definicija.

Definicija 4.3.1 Za o = {iy,42,...,0} € N = {1,2,...,n}, gde je iy < iy <
<o < iy, disperzija od o, u oznaci d(«) je definisana sa Z?;ll(in —i;—1) =
ir — i1 — (k— 1), sa konvencijom da je d(a)) = 0, gde je v singlton.

Teorema 4.3.1 (Fekete’s Criterion) m x n matrica A je totalno pozitivna ako
i samo ako je detAla, 5] > 0, za svako o C {1,2,....,m} i 8 C {1,2,...,n}, gde
je la| = |B8] i d(a) = d(B) = 0 (Broj minora koji trebaju biti provereni za totalnu
pozitivnost se smangjuje na priblizno n?).

Naredna teorema opisuje nacin na koji, pomoc¢u determinatni podmatrica, prover-
avamo da li je matrica TP ili TN.

Teorema 4.3.2 Neka je A € R™" regularna.

1. A je TN ako i samo ako za svako k =1,2,...,n

(a) detA[{1,2,...,k}] >0,
(b) detAla,{1,2,...,k}] >0, za svako o C {1,2,...,n}, |a| =k,
(c) detA[{1,2,. ...k}, 8] >0, za svako B C {1,2,...,n}, || = k.

2. A je TP ako i samo ako za svako k=1,2,....n
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(a) detAla,{1,2,...,k}] > 0 za svakoa C {1,2,...,n}, gde je|a| = k,d(a) =
0,

(b) detA[{1,2,...,k},B] > 0, za svako 5 C {1,2,...,n}, gde je |G| =
k,d(5) = 0.

Teorema 4.3.3 n x n totalno nenegativna matrica A = [a;;| je oscilatorna ako i
samo ako:

1. A je reqularna
2. aiip1>01a41, >0, za svakoi=1,2,...,n—1.

Primer 4.3.1 NaZalost, Teorema 4.53.1 ne vazi u slucaju da se totalna pozitivnost
zamensi sa totalna menegativnost, © > 0 sa > 0. Posmatrajmo sledeci jednostavan
primer:

0 2
A= 0 1
2 01

Nije tesko da pimetimo da su svi minori od A, bazirani na susednim skupovima vrsta

i kolona, nenegativni, ali detA[l,3] = —3.

4.4 Osobine spektra

Kako karakteristicni koreni imaju mnogo primena u primenjenoj matematici,
navodimo poznate rezultate za spektar TN(P) matrica.

Teorema 4.4.1 Karakteristicni koreni totalno nenegativne matrice su realni i neneg-
ativni. Ukoliko je matrica A, dodatno, i nerazloziva, tada su pozitivni karakteristicni
koreni od A razliciti.

Teorema 4.4.2 Neka je A nxn oscilatorna matrica. Tada su karakteristicni koreni
matrice A pozitivni, realni i razliciti.

Teorema 4.4.3 Ako je A n x n totalno pozitivna matrica sa karakteristicnim ko-
renima Ay > Ay > -+ > A\, 1 A(k) (n—1) x (n—1) glavna podmatrica dobijena od A
brisanjem k— te vrste i kolone sa karakteristicnim korenima pig > pig > -+ > lp_1,
tada za j =1,2,...,n—1, X\j_1 > pj > \jq1, gde je \g = Ap.

Teorema 4.4.4 Neka jen > 2 i A = [a;4] oscilatorna matrica. Tada elementi na
glavnoj dijagonali matrice A su ograniceni karakteristicnim korenima matrice A.
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4.4.1 Minimalni karakteristicni koren totalno nenegativnih
matrica

Za dato 7 € 1,...,n neka je
Ji:={jl |7 —1 jeneparno}.

Teorema 4.4.5 Neka je A regqularna totalno nenegativna matrica, i neka je Apin (>
0) njen minimalni karakteristicni koren. Tada:

' ic;
Gersgorinova teorema primenjena na bilo koju relanu matricu A implicira da je
min {aii — Z aij} < min{Re\; }. (4.2)
' j#i '
Za totalno nenegativne matrice, kako su im svi karakteristi¢ni koreni realni, vazi
da je Apin = min{Re\;}. Takode, za njih vazi da je Z a;; < Zaii? pa je sa (4.1)

JeJi JF
data bolja ocena nego sa (4.2).

Primer 4.4.1 Sledeca reqularna matrica

12 7 1
A= 0 6 1
0 3 8

je totalno nenegativna.

Karakteristicni koreni matrice A su 12, 9 i 5. Granica data sa (4.1), implicira da
je Amin = 5 i to ne moZe biti poboljsano, dok je granica za Ay, data sa (4.2) sada
Amin > min{4,5,5} = 4.

4.5 Odnos izmedu klase totalno pozitivnhih ma-
trica i prethodno navedenih klasa

Nenegativne matrice kao pravu potklasu sadrze klasu totalno pozitivnih matrica.
Totalno pozitivne matrice i klasa pozitivno definitnih matrica stoje u opstem
odnosu. Na primer, matrica

Ay =

— = =
W N =
© B

je totalno pozitivna matrica, ali nije pozitivno definitna matrica.
Da presek klase totalno pozitivnih matrica i pozitivno definitnih matrica nije
prazan vidimo na primeru jednostavne matrice,

21
t=1 1]
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Nenegativne matrice po elementima

Pozitivno definitne matrice

Al Asg As

Slika 4
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P-matrice

Podsetimo se da su glavni minori determinante podmatrica koje se dobiju kada se
izbrise isti skup indeksa vrsta i kolona. Dijagonalni elementi matrice i determinanta
matrice su takode medu glavnim minorima.

Definicija 5.0.1 Kwadratna matrica je P-matrica ako su svi njeni glavni minori
pozitiuni.

Problem provere da li je data matrica P-matrica je vazan u mnogim prime-
nama. Algoritam racunanja glavnih minora je veoma skup postupak, jer za matricu
n X n i izratunavanje 2n — 1 glavnih minora potrebno je n®2" operacija. MoZe se
pokazati da nijedan od minora ne moze biti izostavljen. Medutim, postoje i neke
druge strategije. Nedavno, Tsatsomeros i Li su prezentovali algoritam zasnovan na
Surovom komplementu koji smanjuje rac¢unsku slozenost na 7 - 2". Ovaj algoritam
uvek zahteva taj broj operacija ako je u pitanju P-matrica. U suprotnom, trosak
je ¢esto mnogo manji, jer je dovoljan jedan nepozitivan minor da pokazemo da nije
P-matrica.

Neke potklase P-matrica su:

1. Simetri¢ne pozitivno definitne matrice
2. Totalno pozitivne matrice
3. Regularne M-matrice

4. Matrice sa pozitivnim dijagonalnim elementma koje su strogo dijagonalno
dominantne po vrstama

Kada je u pitanju tema P-matrica, znacajni su radovi autora J.M. Pena, pogle-
dati [30] i [31].

Veoma interesantna karakterizacija P- matrica je karakterizacija uradena u smislu
problema linearne komplementarnosti, LC'P, [2]. Problem linearne komplemen-
tarnosti se sastoji od pronalazenja vektora z € R™ koji zadovoljava

w=r+ Mz, (5.1)

w>0, 2>0, zlw=0, (5.2)
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gde je M n x n realna matrica i » € R". Ozna¢avamo taj problem sa (r, M).

Problem linearne komplementarnosti mozemo zapisati i kao problem pronalazenja
vektora z € R" tako da

Mz+7r>0, 2>0, z5(Mz+7r)=0, (5.3)

gde je M n x n realna matrica i r € R".

Zapisujemo (5.1) kao
Iw—Mz=r. (5.4)

Par promenljivih (w;, 2;) se naziva komplementarni. Promenljive w; i z; su kom-
plementarne jedna drugoj.
Par (w, z) vektora iz R™ je komplementarno resenje od (5.4), pod pretpostavkom
ziw; =01 =1,...,n.
Komplementarni skup promenljivih je skup koji sadrzi tacno jednu promenljivu
svakog komplementarnog para (w;, z;).
Osnovno resenje je ono koje se dobije resavanjem za vrednosti osnovnog skupa
promenljivih, kada su promenljive koje nisu osnovne jednake nuli.

Naredna teorema govori o postojanju i jedinstvenosti reSenja problema linearne
komplementarnosti, ukoliko je matrica M P-matrica.

Teorema 5.0.1 M je P—matrica ako i samo ako (r, M) ima jedinstveno reSenje za
svako r € R™.

U nastavku govorimo o B i C matricama, i dajemo njihovo upstenje, [28].

5.1 B-matrice

Definicija 5.1.1 Realna kvadratna matrica A, sa pozitivnim sumama po vrstama,
se naziva B—matrica, ako su svi vandijagonalni elementi ograniceni od gore odgo-
varajucim sumama po vrstama, tj. za svako 1,7 =1,..,n

n 1 n
ar >0 4 —< ai>>ai~, za svako 1 # 7.
/; k " > aik j 7 J

k=1

Dokazano je da su B—matrice regularne i da imaju pozitivhu determinantu.
Definicija n x n B—matrice obuhvata n? linearnih nejednakosti. Takode je dokazano
da ovaj skup nejednakosti formira najslabiji skup linearnih uslova na vrste realne
n X n matrice da se obezbedi pozitivna determinanta.

Neka je A = [a;;] realna matrica. Za svako ¢ = 1,..,n ozna¢imo sa

ri = max{0,maxa;;}, r;
J#

; . = min{0, min a;; }, (5.5)
J#i

7 akoa; >0
o ri ako a;; > 0, (5.6)
r:  akoay <0
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Teorema 5.1.1 Neka je A realna matrica. Tada je A = |a;j] B—matrica ako i
samo ako je za svakot € 1,...,n

n

E Qi > m’f.

k=1
Sve glavne podmatrice B-matrice su B-matrice. Kao posledicu te ¢injenice

imamo da su B-matrice P-matrice.

Definicija 5.1.2 Realna matrica se naziva B—matrica ako ima formu DA gde je
D dijagonalna matrica ¢iji dijagonalni elementi pripadaju skupu {1,—1} i A je B-
matrica.

Teorema 5.1.2 Neka je A realna matrica i neka je r; definisano kao u (5.6). Tada
je A B—matrica ako i samo ako za svakoi=1,..,n

’CLM — 7’@'| > Z |7”i — CLz'j|.
J#u

Za datu matricu B = [big]a<ik<n definiSemo familiju matrica

B,=D+tB-D), telol]
gde je D dijagonalna matrica diag(biy,. .., bnn).

B-matrice se koriste za lokalizaciju realnih karakteristicnih korena realnih ma-
trica i realnih delova svih karakteristicnih korena realnih matrica.

Teorema 5.1.3 Neka je A = |aik|a<ir<n Tealna matrica i neka su r; ir; kao u
(5.5) i neka je X karakteristicni koren matrice A. Tada:

1.

n

)\GS;:U[|a,~,~—T;F—Zh“;r—aik|,au~—r;—|—2|ri——aik|]

i=1 ki ki

2. Neka je C klasa realnih matrica, takvih da ako je B € C, tada svi karak-
teristicni koreni matrice B su realni i sve matrice oblika pripadaju C' i pret-
postavimo da je A € C. Ako je S' unija m intervala S takvih da je S’ dis-
junktan sa svim ostalim intervalima, tada S* sadrzi tacéno m karakteristicnih
korena (racunajuci i visestrukost) matrice A.

Definicija 5.1.3 Matrica sa dijagonalnim elementima koji zadovoljavaju ag, > 1y,

za svako k, se naziva dupla B—matrica, ako za svako i # j iz {1,...,n} :
(aii — ) (az; — 7)) > (Z(TT - aik)) (Z(Tf - ajk)>‘
ki k#j

Ako je A dupla B-matrica, tada je detA > 01i A je P-matrica.
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5.1.1 Klasa regularnih matrica koja sadrzi B-matrice

Definicija 5.1.4 Neka je m = (mq, ..., m,) vektor koji zadovoljava uslov

0<> m<l (5.7)
j=0

neka je A € R™™ realna kvadratna matrica, ¢ije su sume po vrstama pozitivne i neka
je R = (R, Ry, ..., R,)T vektor formiran od suma po vrstama matrice A, tako da
je Re(A) =3"7 qax; (>0) za sve k =1,...,n. Tada kaZemo da je A BE—matrica
ako za sve i =1,...,n,

;iR > agj, za sve j#k. (5.8)

Kada je m; = 1/n za sve j, tada se prethodna definicija podudara sa definicijom
B-matrica.

Primedba 1 Neka je A € R™ realna kvadratna matrica ¢ije su sume po vrstama
pozitivne i neka je R = (Ry, Ry, ..., R,)" wvektor formiran od suma po vrstama
matrice A. Tada postoji vektor 7, koji zadovoljava (5.7) tako da je A BE-matrica
ako 1 samo ako je

0<y m<L (5.9)
§=0

Podsetimo se da je realna kvadratna matrica P-matrica ako i samo ako su svi
njeni glavni minori pozitivni. Za naredna tvrdenja bi¢e nam potrebna sledeca lema.

Lema 5.1.1 Ako je A realna n x n regularna M —matrica i P nenegativnag n X n
matrica, takva da je rank(P) = 1, tada je A+ P P—matrica.

Slede¢i rezultat dokazuje da su BE—matrice P-matrice.

Teorema 5.1.4 Ako je A = [a;;] € R™" BE—matrica, onda je A P-matrica.

Dokaz: Na osnovu (5.7) postoji indeks 1 < i < n tako da je m; > 0 i bez gubljenja
opstosti pretpostavimo da je ¢ = 1. Na osnovu (5.8) postoji neko £ > 0 tako da je
an—(m—e)R; < 0zasvakoi > 1im —e > 0. Predstavimo A kao A = BT+, gde je

ail — (’/Tl — €)R1 a19 — 7T2R1 e A1p — 7TnR1
BT =
Ap1 — (ﬂ'l — E)Rn Apo — 7T2Rn oo Qpp — Wan
i
(7'['1 —E)Rl 7T2R1 7TnR1
C( — . .

(m —e)R, mR, ... mR,
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Na osnovu (5.8) i naseg izbora za e, BT je Z-matrica, (tj. svi njeni vandijagonalni
elementi su nepozitivni). Uzmajuéi u obzir (5.7), vidimo da za svako i = 1,...,n,

a;1 + Ri€ — 7T1RZ' + Z(aij — WjRi) = Ri€ + Rz - <iﬂ'j> Rz Z RZE > 0. (510)

j>1 j=1

Prema tome, Z-matrica B* ima sve pozitivne sume po vrstama i mora biti regularna
M-matrica. Kako je C' nenegativna matrica ranga 1, rezultat sledi na osnovu leme
5.1.1. [ ]

Teorema 5.1.5 Neka su A = [a;;] € R™ ¢ B = [b;] € R™™ BE—matrica i
Bf—matrica, respektivno. Neka su s it nenegativni brojevi takvi da je s +t > 0.

Tada je sA+tB B((z:i)ti)/(sﬁ) matrica i stoga je regularna.

Dokaz: Na osnovu (5.8), za svako k =1,2,...,n

7Tij > Qg i w]Rk > bkj, za sve J 7é k. (511)
Sada, jasno, vektor suma kolona matrice sA + tB je dat sa (s + t)R, koja ima
pozitivne komponente i, takode, koriste¢i (5.11), imamo da za svako k =1,2,....n

M(S + t)Rk > Sag; + tbkj. (512)
s+t

Na kraju,

" , s ) O

Z ST +tw] _ (Z]—l J) (Zj_l w]) S 17 (513)

A s+t s+t

7j=1
jerjed i m > 1,370 mp>1,5t>0is+t>0. [ |

5.2 C-matrice

Definicija 5.2.1 Realna kvadratna matrica A, sa pozitivnim sumama po vrstama,
se naziva C-matrica, ako su svi vandijagonalni elementi veci od odgovarajucih suma
po vrstama, tj. za svako 1,7 =1,....,n

1 n
0<—( i>< s k ) .
- Zak a;j za svako 1 # j

k=1
Teorema 5.2.1 Ako je A n x n C—matrica, tada je (—1)""*detA > 0.

Uvodimo oznake: s; := max{0, mina,;;}, s; := min{0, maxa;; }.
J#i J#i

Teorema 5.2.2 Neka je A realna matrica. Tada je A C'—matrica ako i samo ako

n
0< Zaik < nsﬁ.
k=1
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Definicija 5.2.2 Realna matrica se naziva C—matrica ako ima formu DA, gde je
D dijagonalna matrica ¢iji dijagonalni elementi pripadaju skupu {1,—1} i A je C'—
matrica.

Kako C-matrice nisu P-matrice, mozemo lokalizovati samo realne karakteristi¢ne
korene.

Teorema 5.2.3 Neka je A = [ai]a<ik<n Tealna matrica i neka je \ realni karakter-
isticni koren matrice A. Tada X\ ne pripada intervalu

(miax{aii — s — Z la, — sﬂ},miin {aii —s; + Z la, — s;|}>.

ki ki

5.2.1 Klasa regularnih matrica koja sadrzi C-matrice

U ovoj sekciji proucavamo klasu regularnih matrica koja se moze opisati kao
dual klase matrica koja generalizuje B-matrice, u smislu da njihovi vandijagonalni
elementi zadovoljavaju suprotnu nejednakost nejednakosti u (5.8).

Definisemo slede¢u generalizaciju klase C-matrica.

Definicija 5.2.3 Neka je m = (mq,...,m,) vektor koji zadovoljava uslov

d w1, (5.14)
=0

neka je A € R™™ realna kvadratna matrica, ¢ije su sume po vrstama pozitivne i neka
je R = (R, Ry, ..., R,)" vektor formiran od suma po vrstama matrice A, tako da
je Rie(A) =30 gar; (>0) za sve k =1,...,n. Tada kazemo da je A Cf'—matrica
ako za sve i =1,...,n,

;R < agj, za sve j#k. (5.15)

Kada je m; = 1/n za sve j tada se prethodna definicija podudara sa definicijom
C-matrica.

Iz sledeéeg rezultata sledi regularnost CF— matrica.

Teorema 5.2.4 Neka je m = (my,...,m,) vektor koji zadovoljava uslov

d w1, (5.16)
=0

neka je A € R™" realna kvadratna matrica, cije su sume po vrstama pozitivne i
neka je R = (Ry, Ry,..., R,)T wvektor formiran od suma po vrstama matrice A.
Pretpostavimo da je

iRy < agj, zasve jF#k (5.17)

i dodatno, da postoji s takvo da je my > 0 @ Ry < ags 2a sve k # s. Tada je
(—=1)""tdet(A) > 0.
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Rezultat prethodne teoreme se moze prosiriti na sluc¢aj kada je neka suma po
vrstama jednaka nula. To je uradeno u slede¢oj teoremi.

Teorema 5.2.5 Neka je 7 = (my,...,m,) vektor koji zadovoljava uslov

n

d w1, (5.18)

Jj=0

neka je A € R™" realna kvadratna matrica, ¢ije su sume po vrstama nenegativne i
neka je R = (Ry, Ry, ..., R,)T # 0. Pretpostavimo da je

iRy < agj, zasve j#k, (5.19)

i da postoji indeks 1 < s < n, takav da je s > 0 i TRy < ags, za svako k # s, za
koje je Ry > 0.

Pretpostavimo dalje da je matrica G = [gi;], gde je g;j := a;; — R;m; nerazloZiva.
Tada je (—1)""'detA > 0.

Sledece zapazanje daje karakterizaciju CE¥— matrica.

Lema 5.2.1 Neka je m = (m1,...,m,) vektor koji zadovoljava uslov ) 7_,m; > 1,
neka je R = (Ry, Ry, ..., R,)T vektor formiran od suma po vrstama matrice A. Tada
postoji vektor m takav da je Z?:o m; > 1 tako da je A CE— matrica ako i samo ako
je
min -2 > 1, (5.20)
175] RZ

Teorema 5.2.6 Neka je A = [a;;] € R™" kvadratna matrica, ¢iji je vektor suma po
vrstama R(A) = e i pretpostavimo da je

Zmln a;; > 1. (5.21)
= i#j

Tada je 1 jednostruki pozitivni realni karakteristicni koren.
Dokaz: Prvo pokazujemo da 0 < A < 1 ne moze biti karakteristi¢ni koren matrice

A.
Neka je C' = A — AI. Tada je R(C) = (1 — Ne i, posto je ¢;; = a;j, za i # j,

n

i 1
W~ TR e > 5 522
j:1 z A:

Na osnovu leme 5.2.1, C' je OV matrica i takode C je regularna. A nije karak-
teristicni koren matrice A.

Sada, pokazujemo da A > 1 takode ne moze biti karakteristicni koren od A.
Posmatrajmo matricu B = A\ — A.
Tada je R(B) = (A—1)e >01ib;; = —a;jzai # j, i,j =1,...,n. Prema tome,
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& bij 1 . 1
— < <1, 5.23
2" Ri(B) A—1me“3 =73 (5:23)

B je BT((\*l)e—matrica, pa je na osnovu leme 5.2.1, B je P-matrica i prema tome,
regularna je. [ |

Primetimo da ako matrica A ima pozitivne sume po vrstama i zadovoljava (5.20),
tada na osnovu Leme 5.2.1, A je CF— matrica (i prema tome regularna). Medutim,
ako je uslov (5.20) oslabljen na

min —2 > 1, 5.24
< i R; ( )

tada matrica koja zadovoljava (5.24), moze biti singularna, kao na primer

111
211 1|°

U slede¢a dva rezultata razmatramo uzimanje pozitivne linearne kombinacije

matrica, sa istom sumom po vrstama, koje zadovoljavaju Definiciju 5.2.3. Za dati

vektor 7 i nenula realni broj a, oznacavamo = = éﬂ'.

Teorema 5.2.7 Neka su A = [a;;] € R™ i B = [b;] € R"" CE—matrica i

C’R—matm'ca respektivno. Neka su s i t nenegativni brojevi takvi da je s +t > 0.
Tada je sA+tB C Z:jw )/(s+1) matrica i stoga je regularna.

Dokaz: Na osnovu (5.15) za svako k = 1,2,...,n mj Ry < ag; 1 ¢Y; Ry, < by za sve
J# k.

Sada, jasno, vektor suma kolona matrice sA + tB, koji je dat sa (s + t)R, ima
pozitivne komponente i imamo da za svako k =1,2,...,n

ST + ti/Jj

p— (s +t)Ry < sax; + tby;.

Na kraju,

s+t s+t

S~y () U )

j=1 N
jerjed i mp>1,30 mp>1,st>0is+t>0. [ |

Slede¢a propozicija pokazuje da linearna kombinacija matrica koje imaju iste
vektore suma po vrstama R > 0, koji zadovoljavaju (5.24), takode zadovoljavaju
(5.24).
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Teorema 5.2.8 Pretpostavimo da A = [a;;] € R™ ¢ B = [b;] € R™ imaju
identicne pozitivne vektore suma po vrstama R i obe zadovoljavaju (5.24). Tada
C = sA +tB takode zadovoljava (5.24) za s,t > 0, gde je s +t > 0. Stavise, ako
A zadovoljava (5.20) i s > 0, tada C zadovoljava (5.20) i na osnovu Leme 5.2.1 je
reqularna.

Dokaz: Vektor suma po vrstama matrice C' je dat sa (s+t)R i ima sve komponente
pozitivne posto je s+t > 0.

- . Cij = . SAgj + tbij i . SQ;5 + mj tbij
min ———— = Y min———= = min ———— +min ——— | =
it (s +1)R; piks (s +1)R; | (s+t)R;  i# (s+1)R;
S “ . Qg t - bij S t
= — —- > =1. 5.25
s+t;Iz‘r;élyr'1Ri+s+tlei_s—l—t+s+t ( )
Takode, ako A zadovoljava (5.20) i s > 0, tada je poslednja nejednakost u (5.25)
stroga, §to pokazuje da C zadovoljava (5.20). [ |

5.3 Odnos izmedu klase P-matrica i prethodno
navedenih klasa matrica

Klasa P-matrica kao potklase sadrzi pozitivno definitne matrice i totalno pozi-
tivne matrice.

Klasa P-matrica i klasa nenegativnih matrica po elementima stoje u opstem
odnosu. Na primer, matrica

10
SN
je P-matrica, ali nije nenegativna matrica po elementima.
Matrica
2 11
A;=11 1 0
0 01

je nenegativna matrica po elementima i P-matrica, a nije totalno pozitivna, ni poz-
itivno definitna matrica.



5. P-MATRICE 49

Nenegativne matrice po elementima

Pozitivno definitne matrice

Ay

A A4 As

As

Slika 5

Klasa B-matrica je potklasa klase P-matrica.

Klasa B-matrica stoji u opstem odnosu sa klasom nenegativnih matrica po el-
ementima, pozitivno definitim matricama i totalno pozitivnim matricama, $to je
prikazano na slici 6, gde su matrice

2 0 2 1 2 1 2 0
A8:|:12:|7 A9:|:1 2:|7 A10:|:01:|7 A11:|:01:|

4 —1 0
Ars { f‘ﬂ Ag=| -1 2 -1
—1 -1 3

Nenegativne matrice po elementima

Pozitivno definitne matrice

B-matrice

Slika 6

Klasa C-matrica je disjunktna sa klasom B-matrica i sa klasom totalnom pozi-
tivnih matrica, a moze se pokazati da sa ostalim prethodno navedenim klasama stoji
u opstem odnosu.



6
M-Matrice

Grana primenjene matematike koja matematickim sredstvima opisuje ponasanje
slozenih, u pocetku fizickih i hemijskih, a danas i drustvenih, racunarskih, bioloskih
i slicnih linearnih sistema koji se menjaju u prostoru i vremenu, dobija sve vise na
znacaju razvojem mernih uredaja i tehnologije, kao i kompjuterizacijom. Najpre se
u fizici javlja potreba za sastavljanjem modela kretanja nekog fizickog sistema preko
jednacina, dok danas teorija dinamickih sistema ne opisuje samo fenomene fizike i
hemije, nego i biologije, ekologije, ekonomije, bezi¢nih mreza itd.

Jedna od najznacajnih karakteristika dinamickog sistema jeste njegova stabilnost.
Za nas je posebno interesantna cinjenica da se u matematickom modelu sistem
jednacina koji opisuje neku pojavu moze prevesti u oblik matricne jednacine, pa
se posmatranjem lokalizacionih oblasti karakteristicnih korena date matrice, moze
diskutovati stabilnost matrice matematickog modela.

Za nelinearan dinamicki sistem, njegova asimptotska lokalna stabilnost interpretira
se kao stabilnost matrice Jakobijana u ravnoteznoj tacki, pa opet ovo dinamicko
svojstvo zavisi od polozaja karakteristicnih korena neke matrice ( u ovom slucaju
Jakobijan matrice).

Vrlo ¢esto problemi mogu biti svedeni na probleme koji uklju¢uju matrice, koje
zbog odredenih ogranic¢enja, imaju neku posebnu strukturu. Jedna od veoma cestih
situacija je, gde matrica koja je u pitanju, ima nepozitivne vandijagonalne i neneg-
ativne dijagonalne elemente, tj. A je konacna matrica tipa

a3 —Q2 —aiz ... —Qin

—ag1 Qg2 —0A23 ... —Agp

A= | —a3 —as asy ... —Qsp
| —Qp1 —Ap2 —QAp3z ... Ann i

Kako A moze biti zapisana u obliku

A=sl—-B, s>0, B>0, (6.1)

nije iznenadenje Sto teorija nenegativnih matrica (po elementima) ima dominantnu
ulogu u proucavanju nekih od ovih klasa matrica.

20
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Matrice sa pozitivnim dijagonalnim elementima, za koje se moze pokazati da

se Citave lokalizacione oblasti njihovih karakteristicnih korena nalaze u desnoj polu-
ravni su od posebnog znacaja. Sa stanovista stabilnosti dinamickih sistema primena
teorema o lokalizaciji karakteristi¢nih korena na pozitivnu stabilnost matrica ima ve-
liki znacaj, buduéi da je dinamicki sistem stabilan, ako se svi karakteristi¢ni koreni
matrice nalaze u jednoj poluravni.
Realna kompleksa matrica A je pozitivno stabilna ako su realni delovi svih karak-
teristicnih korena matrice A pozitivni; A je nenegativno stabilna ako su realni
delovi svih karakteristicnih korena matrice A nenegativni. Negativno stabilna ma-
trica u dinamickim sistemima znaci stabilnost.

Matrice oblika (6.1), se javljaju u Sirokom spektru oblasti, uklju¢ujuéi input-
output probleme u ekonomiji, probleme linearne komplementarnosti u operacionim
istrazivanjima, i procese Markova u verovatnodi i statistici.

Definicija 6.0.1 Svaka matrica A, oblika (6.1), kod koje je s > p(B) se naziva
M—matrica.

6.1 Regularne M matrice

Pvo ¢emo razmotriti regularne M-matrice, tj. matrice kod kojih je u (6.1) s >
p(B).
Matrica T' je konvergentna ako i samo ako je p(T) < 1.
Pre nego sto predemo na glavnu Teoremu za karakterizaciju regularnih M-matrica,
korisno je da imamo na raspolaganju sledec¢e leme, koje su matri¢na verzija Neumann
leme za konvergentne redove.

Lema 6.1.1 Nenegativna matrica T € R™" je konvergentna, tj. p(T) < 1 ako i
samo ako (I —T)~* postoji i

(I-T) "= iT’“ > 0. (6.2)

Dokaz: Ako je T konvergentna tada (6.2) sledi iz jednakosti
(I-TYI+T+TH=T-TF" k>0

pustajuéi k da tezi u beskonacno.

Obrnuto, neka je Tx = p(T)x za neko x > 0. Takvo z postoji, na osnovu Peron-
Frobeniusove teoreme. Tada je p(T) # 1, posto (I — T)~! postoji i prema tome
iz

(I T)a = (1 - p(T))a,
sledi da je

1 1
(I-T) x_l——p(T)x'

Zatim, posto je x > 01 (I —T)~! > 0, sledi da je p(T) < 1. ]
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U praksi, za karakterizaciju regularnih M —matrica, evidentno je da ¢esto mozemo
poceti uz pretpostavku da A € Z™". Medutim, mnoga od tvrdenja karakterizacije
uradene u [2] su ekvivalentna bez ove pretpostavke. Navedeno je 50 ekvivalentnih
tvrdenja za regularne M-matrice, a mi i izdvajamo neka od tih u slede¢oj teoremi.
Sve matrice i vektori, uzeti u obzir u ovoj teoremi, su realni.

Teorema 6.1.1 Ako je A € Z™" tada je svaki od sledecih uslova ekvivalentan
tordenju ”A je reqularna M-matrica”.

10.

11.

12.
15.

. Swvi glavni minori matrice A su pozitivni.

Svi realnt karakteristicni koreni svake glavne podmatrice od A su pozitivni.
Za svako x # 0, postoji pozitivna dijagonalna matrica D, takva da je

2T ADxz > 0.

Suma svih k X k glavnih minora matrice A je pozitivna za svako k= 1,...,n.
A je reqularna i svi glavni minori od A su nenegativni.

A je reqularna i svi realni karakteristicni koreni svake glavne podmatrice od A
su nenegativni.

A je reqularna i A+ D je reqularna za svaku pozitivnu dijagonalnu matricu D.

Postoje donja i gornja trougaona matrica L 1 U, respektivno, sa pozitivnim

dijagonalama, tako da je
A=LU.

A je pozitivno stabilna, tj. realni dio svakog karakteristicnog korena od A je
pozitivan.

Postoji simetricna pozitivno definitna matrica W, takva da je
AW + W AT,

pozitivno definitna.

Postojyi pozitivna dijagonalna matrica D, takva da je
AD + DA”

pozitivno definitna.

A je semipozitivna, tj. postoji x > 0, takvo da je Ax > 0.

A ima sve pozitivne dijagonalne elemente i postoji pozitivna dijagonalna ma-
trica D, takva da je AD strogo dijagonalno dominantna, tj.

aiidi>2]aij\dj, ,izl,...,n.
J#i
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14. A je inverz-pozitivna, tj. A~' postoji i

A7t >0.

15. A je monotona, tj.
Az >0 za svako x € R".

16. Postoje inverz-pozitivne matrice By © By tako da je

B <A< Bs.

17. Postoji inverz-pozitivna matrica B > A, takva da je I — B~'A konvergentna.

18. Postoje inverz-pozitivna matrica B > A i reqularna M — matrica C, takve da

je
A= BC.

19. A ima konvergentno regularno rastavljanje, tj. A ima reprezentaciju
A=M—-N, M'>0, N2>O0,

gde je M—'N konvergentno.

Dalje, posmatramo potrebne i dovoljne uslove za proizvoljnu A € R™" da bude
regularna M —matrica.

Teorema 6.1.2 Neka je A € R™™ gde je n > 2. Tada su sledeca tvrdenja ekviva-
lentna tvrdenju ”A je reqularna M— matrica”.

1. Za svaku pozitivnu dijagonalnu matricu D, A+ D je inverz-pozitivna.
2. Za svako a > 0, A+ al je inverz-pozitivna.
3. Sve glavne podmatrice matrice A su inverz-pozitivne

4. Sve glavne podmatrice matrice A reda 1,2 in su inverz-pozitivne.

6.2 (eneralizacija M-matrica

U ovom odeljku istrazujemo neke osobine celokupne klase M-matrica. Singularne
M-matrice, tj. matrice oblika A = p(B)I — B, B > 0 se pojavljuju u primenama kao
i regularne M-matrice. Medutim, teorija ovde jos nije toliko razvijena, iz razloga Sto
su ti koncepti znatno tezi.

Poc¢injemo sa lemom koja pokazuje da se cela klasa M-matrica moze posmatrati
kao zatvaranje klase regularnih M-matrica.
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Lema 6.2.1 Neka je A € Z™". Tada je A M —matrica ako i samo ako je
A+el

reqularna M —matrica za svaki skalar € > 0.

Dokaz: Neka je A M—matrica oblika A = sI — B,;s > 0, B > 0. Tada za svako
e>0
A+el=sI—B+el=(s+e)—B=s1-B, (6.3)

gdeje s =s+¢e> p(B) jer je s > p(B) . Prema tome, A + €I je regularna.
Obrnuto, ako je A + el regularna M —matrica za svako € > 0, sledi da je A
M —matrica na osnovu (6.3) i stavljajuéi € da je priblizno nula. |

Navodimo definiciju generalizovanog inverza.

Definicija 6.2.1 Za matricu A € R™" matrica A9 € R"™" je generalizovani inverz
ako zadovoljava uslov AAIA = A.

Generalizovani inverz postoji za svaku matricu. U slucaju kada je matrica regu-
larna generalizovani inverz je jednak inverznoj matrici. Svrha konstruisanja gener-
alizovanog inverza je da se dobije matrica koja moze posluziti kao inverz u izvesnom
smislu za Siru klasu matrica od invertibilnih.

Sledeca Teorema prosiruje Teoremu 6.1.1, obezbedujuéi karakterizaciju proizvoljnih
M- matrica.

Teorema 6.2.1 Ako je A € Z™", tada je svaki od uslova ekvivalentan tvrdenju ”A
je M-matrica”.

1. Svi glavni minort matrice A su nenegativni.

2. Svi realni karakteristicni koreni svake glavne podmatrice od A su nenegativni.
3. A+ D je reqularna za svaku pozitivnu dijagonalnu matricu D.
4. Za svako x # 0 postoji nenegativna dijagonalna matrica D takva da je
2T Dx #0 1 2T ADz > 0.
5. Suma svi k x k glavnih minora matrice A je nenegativna za svako k =1,...,n.

6. Svi realni karakteristicni koreni od A su nenegativni.

7. Postoje permutaciona matrica P i donja © gornja trougaona matrica L 1 U,
respektivno, sa nenegativnim dijagonalama, tako da je

PAPT = LU.

8. Realni dio svakog nenula karakteristicnog korena od A je pozitivan.
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9. A je nmenegativno stabilna; tj. realni dio svakog karakteristicnog korena je
nenegativan.

10. A je generalizovana levo inverz-pozitivna, tj. postoji matrica Y koja zadovol-
java
Y >0 i YA = AF aneko k> 1.
11. A ima generalizovani levi inverz Y @'Y je nenegativna na

Vy= ﬁ R(A™);

m=0

to jeste,
x>0 1 x€V4—>Yx>0.

12. Svaki generalizovani levi inverz od A je nenegativan na Vy.
13. A je monotona na Va; .

Az >0 i ze€Vy—ax>0.

14. A ima konvergentno reqularno rastavljanje, ¢ija matrica iteracije ima spek-
tralni radijus najvise jedan; tj. A ima rastavljanje

A=M—-N, M7'>0, N>0 gdeje Vyyra=Vs i p(M'N)<1.

15. Postoji inverz-pozitivna matrica B > A i M— matrica C =1 —-T,T > 0,
Vo = V4 tako da je
A= BC.

Sada govorimo o vaznoj potklasi M-matrica. Ova klasa sadrzi regularne M-
matrice kao pravi podskup, ali ipak zadrzava mnoga njihova vazna svojstva.

Definicija 6.2.2 Matrica T' € R™"™ se naziva semikonvergentna ako
limj T J
postoyi.
Moze se pokazati da je T semikonvergentna ako i samo ako vaze svi sledeci uslovi:
1. p(T) <1i
2. ako je p(T) = 1 tada je rank(I —T)* = rank(I —T) i
3. ako je p(T) =1 tada X\ € o(T), gde |A| = 1 implicira da je A = 1.

Podsetimo se da, ako je A =sI — B,s > 0,B > 01i A je regularna M- matrica,
tada je T = B/s konvergentno. Sada, prosirujemo ovu osobinu na singularne M-
matrice.



6. M-MATRICE 56

Definicija 6.2.3 n x n M —matrica A ima osobinu C' ako postoji reprezentacija
od A, u formi A= sl — B, gde je s >0,B >0 i B/s semikonvergentno.

Teorema 6.2.2 M— matrica A ima osobinu C' ako i samo ako je indeks A < 1.

Teorema 6.2.3 Neka je A nerazloZiva n X n singularna M-matrica. Tada:
1. A ima rang n — 1.
. Postoji x > 0 tako da je Ax = 0.
. A ima osobinu C

2
3
4. Sve glavne podmatrice matrice A, osim same matrice A su M-matrice.
5

. [Ax > 0] = [Az =0].

S obzirom na Teoremu 6.2.3, nije iznenadenje da singularna, nerazloziva M-
matrica moze da zadovolji mnoge od uslova navedenih u Teoremi 6.1.1, za regularne
M-matrice. Kao ilustraciju ove ¢injenice navodimo sledeci vazan rezultat.

Posledica 6.2.1 Neka je A singularna, nerazloziva M-matrica redan. Tada postoje

donja trougaona reqularna M-matrica L 1 gornja trougaona M-matrica U takve da
je A= LU .

6.3 Odnos klase M matrica i prethodno navedenih
klasa

M-matrice stoje u opStem odnosu sa klasama nenegativnih matrica, pozitivno

definitnim matricama, B-matricama, P-matricama. Klasa M- matrica je disjunktna
sa klasom totalno pozitivnih matrica i sa klasom C-matrica.
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Eventually SDD matrice

M-matrice ne pokrivaju sve slucajeve iz prakse, pa se javila potreba za general-
izacijom M-matrica. Nedavno, nekoliko generalizacija M-matrica, koje su zasnovane
na zameni nenegativnosti matrice B sa eventually nenegativnosti, su razmatrane u
[29]. Matrica A je nenegativna ako su svi njeni elementi nenegativni i eventually
nenegativna ako je A¥ nenegativna, za svaki dovoljno veliki ceo broj k. Razmotri¢emo
neke mogucnosti prosirenja SDD matrica. Zatim ¢emo nove klase primeniti na
dva vazna problema u linearnoj algebri: lokalizaciju karakteristicnih korena i ocenu
norme inverza date matrice. Dalje, predstavicemo nove klase regularnih eventually
H-matrica. Dokazademo da one sadrze klasu koja generalizuje M-matrice (nazvana
M, matrice u [29] ), kao pravi podskup.

Uvedimo osnovne definicije ove sekcije, koje mogu da se koriste za matrice oblika
sl — B, gde je I jedini¢na matrica, s je neki kompleksni broj i B je kvadratna
kompleksna matrica.

Definicija 7.0.1 Matrica A = sI— B se naziva SD D3 matrica ako postoji pozitivan
ceo broj k takav da je s*I — B¥ SDD.

Definicija 7.0.2 Matrica A = sI— B se naziva SD Dy matrica ako postoji pozitivan
ceo broj ko takav da je s*I — B*¥ SDD za svako k > k.

Definicija 7.0.3 Matrica A = sI — B se naziva SD D, matrica ako postoji poziti-
van ceo broj k, takav da je || B¥||s < s*.

Ove tri klase matrica (sve njih nazivamo Eventually SDD matrice) stoje u
sledeé¢em odnosu: SDD., C SDDy C SDDs.
Sledece tvrdenje dokazuje regularnost svih navedenih klasa.

Teorema 7.0.1 Ako je A SD D5 matrica, onda je A regularna.

Dokaz: Kako je A = sI — B i s*I — B* je SDD za neki pozitivan ceo broj k, s*
nije karakteristicni koren matrice B¥, s nije karakteristi¢ni koren matrice B, pa
zakljucujemo da je matrica A regularna. [ |

Posledica 7.0.1 Ako je A SDDy matrica, onda je A regularna.

Posledica 7.0.2 Ako je A SDD,, matrica, onda je A reqularna.

57



7. EVENTUALLY SDD MATRICE 58

7.1 Primene

7.1.1 Primena na lokalizaciju karakteristicnih korena

Dobro je poznato da regularne klase matrica mogu dovesti do rezultata za lokali-
zaciju karakteristicnih korena. Slededi rezultat ilustruje tu cinjenicu za klasu SD D5
matrica. Primetimo da je ta klasa Sira od preostale dve, pa nas vodi do najmanje
lokalizacione oblasti za karakteristicne korene.

Teorema 7.1.1 Za proizvoljan dati pozitivan ceo broj k, svi karakteristicni koreni
matrice A = sl — B leZe u oblasti

ULz 1z = 9)" = (B)ul < ri(BY)}. (7.1)

1EN

Dokaz: Pretpostavimo da za dato k, postoji karakteristicni koren A matrice A =
sl — B koji ne pripada oblasti (7.1). To znaéi da postoji k, tako da za svako i € N
|(X—8)F — (B")ii| > ri(B*), tj. (\—s)*I — B* je SDD ili ekvivalentno (A — s)I — B
je SDD3. Na osnovu teoreme 7.1.1, (A — s)I — B = A — sI — B je kontradikcija
koja dokazuje rezultat. [ |

Kao posledicu prethodnog rezultata, za s = 0, dobijamo sledeéi lokalizacioni
rezultat za kompleksne matrice.

Posledica 7.1.1 Za proizvoljan dati pozitivan ceo broj k, svi karakteristicni koreni
matrice A leZe u oblasti

J{z 0 125 = (A9)a] < (A9}, (7.2)

ieN
sto je dobro poznata Gersgorinova teorema primenjena na matricu A*.

Primer 7.1.1 U cilju da lokalizujemo karakteristicne korene matrice

-1 -2 -3 4 2 3
3 4 1|=3I—| -3 -1 -1,
11 3 7 ~11 -3 —4

mozZemo odabrati k = 2 1 dobijamo informaciju da svi karakteristicni koreni pri-
padaju desnoj poluravni. Informacija ovog tipa moZe biti znacajna, na primer, u
analizi stabilnosti dinamickih sistema (pogledati Sliku 7).
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10}
5 X
0 X
= X
0 -
_15 1 1 1 1 1 1 1 1
10 5 B 5 10 15 0 25
Slika 7

Primer 7.1.2 U cilju da lokalizujemo karakteristicne korene matrice

2 11 6 3 —11 —6
1 74| =5I—-—| -1 -2 —4
2 10 -2 -1 5

mozZemo odabrati ponovo k = 2 i dobijamo lokalizacionu oblast koja se sastoji od dva
disjunktna skupa (pogledati Sliku 8 ).

15+

10+

10 -

15+

Slika 8

7.1.2 Primena na normu inverza

U raznim primenama je vazno da ocenimo normu inverza date matrice. U slucaju
norme beskonaé¢no, to je uradeno za nekoliko podklasa H-matrica, tj. matrica A za
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koje postoji dijagonalna matrica X tako da je AX SDD. Ova klasa regularnih
matrica ne pripada klasi H-matrica.

Najpoznatija ocena je Varahova ocena za SDD matrice. Izmedu ostalih, pomenimo
PH-matrice, Nekrasov matrice, S-Nekrasov matrice. Za H-matricu za koju znamo
skalirajuéu matricu X (takvu da je AX SDD), takode je moguce koristiti Varahov
rezultat, dat u Teoremi 1.0.5, da ocenimo normu inverza.

Kao sto ¢e se videti u primerima, koji slede, nove regularne klase, definisane u ovom
poglavlju,ne pripadaju klasi H- matrica. Kasnije, vide¢emo da nova gornja granica
moze da daje bolje rezultate nego ranije poznata ocena, ako je matrica H-matrica, i
eventually SDD matrica. Gornja granica za ocenu inverza je uradena za najsiru od
tri klase, S D D5 klasu.

Teorema 7.1.2 Ako je A = sl — B SDD35 matrica za odredeno k tada

||Skflj+sk72B_|__“_|_Bk71||oo

147 e < ming{|s* — (B*);| — ri(B*)}

Dokaz: Kako je
s"I — B¥ = (sI — B)(s* "I +s* 2B + ...+ B* 1),
znajudi da je s*I — B¥ SDD matrica, §to implicira da je sI — B regularna, imamo

(s —B) ™' = (s"T — B*) ' (s* ' T + s 2B 4 ... 4+ B* V).
Odavde,

1A oo < N(s°T = BE) 7 Mloclls* T + 85728 + - + BM |

Primenjujuéi Varahovu ocenu za SDD matricu s*I — B*  dobijamo (7.3). [ |

Na prvi pogled gornja ocena moze izgledati komplikovano, ali treba imati na umu
da je u praksi k obi¢no veoma malo: k£ = 2,3 ili 4. Sada navodimo dva ilustrativna
primera.

Primer 7.1.3 Tacéna vrednost norme beskonacno inverza matrice

3 -1 -1 -1 1
1 5 1 1 -1
Az=1] -1 -1 3 -1 1
1 1 1 5 -1
1 -1 -1 -1 3

je [[Az oo = 0.5. Ako zapisemo kao As = 51 — Bs, i uzmemo k = 2,3,4 , lako
primetimo da je 5*I — BY SDD matrica za k = 2,3,4, pa moZemo primeniti ocenu
(7.3) i dobijamo

k 2 3 4
(A3 e < 0.5789 0.5126 0.5024

Tabela 3
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Kako Az nije H-matrica, ovo je jedina ocena koju imamo, i dovoljno je dobra cak i
za k= 2.

U slede¢em primeru posmatramo H-matricu.

Primer 7.1.4 Tacéna vrednost norme beskonacno inverza matrice

39 -1 -1 -1 1

159 1 1 -1

Ay=]1 -1 -1 39 -1 1
1 1 159 -1

-1 -1 -1 -1 39

je |4 oo = 0.5. Ako zapisemo kao Ay = 51— By, i uzmemo k = 2,3,4 i primenimo
ocenu (7.3) dobijamo

k 2 3 4
1A oo < 0.5319 0.4775 0.4682

Tabela 4

Sada, kako je Ay H—matrica, mozemo dobiti ocenu koristeci cuvenu Varahovu ocenu.
Naime, za X = diag(1.1,1,1.1,1,1.1) imamo da je Ay X SDD matrica, tako da
moZemo primeniti Varahov rezultat i dobijamo ||(A4X) e < 11.1112. Tada je
1A oo < 1 X Nlooll(A2X) ™ |so < 12.23, Sto je mnogo losija ocena od one dobijene
pomocu (7.3). Stavise, ako pazljivo razmotrimo moguénost skaliranja matrice Ay
na SDD formu, vidimo da dijagonalna matrica oblika X () = diag(v,1,7v,1,7)
za vy € (%,%) radi, kao i matrica X iznad. Tada, za svaki izbor v dobijamo
odgovarajucu gornju granicu za || A} s

Najbolja ocena dobijena na ovaj nacin je za v = %.

A < 11X ol[(ALX = v < 2.085
45 oo < IX O oll (AaX () o = g oy < 2085,

sto je jos uvek losije od nove ocene.

7.2 Eventually H-matrice

Na slican nac¢in kao $to smo uveli Eventually SDD matrice, definisemo Eventally
H-matrice. Ponovo, postoji najmanje tri moguca nacina da to uradimo:

Definicija 7.2.1 Matrica A = sI — B se naziva H3 matrica ako postoji pozitivan
ceo broj k i pozitivna dijagonalna matrica X tako da je s* — X 'B*X SDD.

Definicija 7.2.2 Matrica A = sI — B se naziva Hy matrica ako postoji pozitivan
ceo broj ko takav da je s*I — X 1B*X SDD za svako k > k.
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Definicija 7.2.3 Matrica A = sI — B se naziva H,, matrica ako postoji pozitivan
ceo broj k takav da je | X 'BFX < sF||.

Ove tri klase matrica (sve njih nazivamo Eventually H matrices) stoje u slede¢em
odnosu: H C Hy C Hs.

Slededi rezultat dokazuje regularnost svih navedenih H klasa.

Teorema 7.2.1 Ako je A H3 matrica, onda je A regularna.

Dokaz: Kako je A = sI — Bi s"] — X 'B¥X = s*] — (X"'BX)* je SDD za
neki pozitivan ceo broj k, s*I — X 'BX je SDD;. Tada na osnovu teoreme 7.1
zaklju¢ujemo da je A regularna. [ |

Posledica 7.2.1 Ako je AHy matrica, onda je A reqularna.

Posledica 7.2.2 Ako je AH,, matrica, onda je A reqularna.

7.3 Odnos izmedu klase eventually M-matrica i
eventually H-matrica

Definicija 7.3.1 Matrica A = sl — B se naziva M,-matrica ako s > p(B) i B je
eventually nenegativna.

Dokazac¢emo da klasa H, sadrzi klasu regularnih M,— matrica.

Teorema 7.3.1 Ako je A M,—matrica, onda je A H,, matrica.
Dokaz: Kako je A M,— matrica, A = sl — B, gde je s > p(B) za svaki dovoljno
veliki ceo broj k > kqy, sledi da je

1
—kBk >0 zasvako k> k.
S

Kako je A regularna M,— matrica,sledi da je s > p(B). Dakle p(%B) < 11 tako je

1
p(—kBk) <1 zasvako k.
s

Prema tome, s*I — B* je regularna M-matrica za svako k > kg. Postoji dijagonalna

matrica X takva da je X 1(s*I — B¥)X = s*I — X~'B*X SDD i M matrica. Dakle,
| X 1B*X||o < s* za svako k > ky i A je Hy matrica. u

Posledica 7.3.1 Ako je A reqularna M,—matrica, onda je A Hy matrica.

Posledica 7.3.2 Ako je A reqularna M,—matrica, onda je A H3 matrica.
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Primer 7.3.1 Neka je n neki neparan broj i neka je B nxXn matrica ¢ije su neparne
vrste (1,..,1,—1) i parne vrste (—1..,—1,1):

1 1 - 1 -1

1 -1 -+ -1 1

A—| 1 1 -+ 1 -1
11 1 -1

Primetimo da je B¥ = B kada je k neparno i B¥ = —B kada je k parno. Neka je
s >mn. Tada

[ sk 41 +1 .- +1 +1

+1 sF+1 ... +1 +1

T Bk — +1 +1 . sh41 +1
+1 +1 - +1 sF+1

Reprezentacija A = sl — B nije u skladu sa definicijom M,—matrica, jer B nije
eventually nenegativna. Medutim za bilo koji reprezentaciju, zakljucak ostaje isti: A
nije M,—matrica. Zaista, ako zapisemo A =tI — C, tada je C = (t —s)[ + B i

C* = ((t—s) I+ B)* = (t — s) 1+Z ( ) (t —s)k—i)B") =

=(t-sfI+ > (’;)(t—s)k—i— > (?)(t—s)’”)B:

i neparno i parno

= (t=s)" T+ ((t=s)" =3 (f) (t—s)F(=1))B = (t—s)* T +[(t—s)" — (t—s—1)"] B.

Zakljucujemo da je potreban uslov da matrica A bude M,—matrica da su svi vandi-
jagonalni elementi matrice C' jednaki 0, Sto znaci da je k parno it—s—1= —(t—s),
tj. t —s =1/2. Odvde, A nije M,—matrica ni za jednu reprezentaciju.

Zavrsavamo ovo poglavlje opazanjem da ako je matrica A = sI—B SDD, ili Hy,
matrica, i ako je, dodatno, B eventually nenegativna, tada je A M, matrica. To vazi
zbog ¢injenice da je p(B) < s posledica oba uslova, i || B¥|s < %1 [| X 1B¥ X0 <

sk,
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Zakljucak

Ovaj master rad posvecen je raznim konceptima pozitivnosti matrica. Literatura
koja je dostupna je obimna i bilo je nemoguce sve staviti u okvir jednog rada. Kako
se koncept pozitivnosti razvijao i jos uvek se razvija na mnogo razli¢itih nacina,
osnovni cilj je bio predstaviti sustinu svakog koncepta. Skoro svi oni imaju poreklo
u primenama u realnom svetu.

Pozitivna definitnost je prvi koncept pozitivnosti koji je razvijen. Posebna paznja
je posvetena nenegativnim matricama i njihovim potklasama. Govorili smo o ma-
tricama ¢iji su svi minori pozitivni, tj. totalno pozitivnim matricama, kao i o ma-
tricama ¢iji su glavni minori pozitivni, tj. P-matricama. Deo rada je posveéen reg-
ularnim M-matricama, kao i njihovoj generalizaciji. Uspostavljen je odnos izmedu
ovih naizgled sasvim razli¢itih koncepata pozitivnosti matrica.

Razmotrene su neke moguénosti prosirenja SDD matrica. Nove klase su primenjene
na dva vazna problema u linearnoj algebri: lokalizaciju karakteristi¢cnih korena i
ocenu norme inverza date matrice.

Prezentovani materijal pruza smernice za dalja istrazivanja u ovoj savremenoj oblasti
primenjene matematike.
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Dodatak

Funkcija u MATLAB-u za implementaciju oblasti
lokalizacije

U ovom prilogu naveden je kod funkcije u programskom paketu MATLAB R2013a
pomoc¢u koga su formirane slike u radu (Slika 7, Slika 8).
Promenljiva eps predstavlja argument pomocu koga se zadaje preciznost crtanja
grafika.

function powergersshifted(M,s,k,eps,kor)
[m,n]=size(M);

h=clf; hold on;
A=-M+sx*eye(n) ;

a=diag(M) ;B=abs (M-diag(a))’;
r=sum (B)’;

ak=diag(A~k) ;Bk=abs (A~k-diag(ak))’;
rk=sum (Bk)’;

lr=min(real(a)-r)-kor;li=min(imag(a)-r)-kor;
ur=max (real (a)+r)+kor;ui=max (imag(a)+r)+kor;
[x,y]l=meshgrid(lr:eps:ur,li:eps:ui);

f=abs ((x+i*y-s). k-ak(1))-rk(1);

for j=2:n

f=min(f,abs((x+i*y-s). k-ak(j))-rk(j));
end

contourf (x,y,-f+1,[1 1]);

f=abs(x+i*y-a(1))-r(1);

for j=2:n

f=min(f,abs (x+ixy-a(j))-r(j));

end

contour(x,y,-f+1,[1 1],’k’,’LineWidth’,2);



plot(real(eig(M)),imag(eig(M)),’rx’,’MarkerSize’,10);
colormap([0 0 0; 0.8 0.8 0.8]);

axis equal;

end



Funkcija u MATLAB-u za ocenu norme inverza

Naveden je kod funkcije u programskom paketu MATLAB R2013a, pomoc¢u koga
su kreirane tabele u radu (Tabela 1, Tabela 2).

function [tacno,rez]=ocenanorme(A,s,m)
rez=[];n=length(A);
for j=0O:m
k=2"7;
B=sx*eye(n)-A;
Ck=s"kx*eye(n)-B7k;
Dk=2x*diag(abs(diag(Ck)))-abs(Ck) ;
rez=[rez s”(k-1)/min(sum(Dk’))];
end
tacno=norm(inv(A),’inf’);
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