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Predgovor

Vo�enje �nansijskih institucija nikada nije bio lak zadatak. Razvoj savremenog bankarstva
i privrede pove¢ava izloºenost razli£itim vrstama rizika. Rizici, kao mogu¢nost apso-
lutnog ili relativnog gubitka u odnosu na o£ekivanja u poslovanju banaka su karakteri-
stika svakog bankarskog poslovanja. Njihova indeti�kacija kao i adekvatne mere za²tite
postaju vaºan faktor uspe²nog poslovanja.
Neizvesnost raste sa promenama u kamatnim stopama, promena depozita i nesposobno²¢u
duºnika da vrati kredit, ali i pod dejstvom faktora kao ²to su deregulacija, ali i ulaskom
banaka u poslove koji ranije nisu bili bankarski. Da bi se rizik izbegao ili barem doveo
u prihvatljivo stanje, potrebno je upravljati njime. Protekle godine bile su izuzetno
kobne po bankarski sektor. Velike �nansijske institucije su pravile velike gubitke zbog
velike kreditne izloºenosti, zato je bankarski sektor pristupio ka uspostavljanju sistema
i upravljanju kreditnim rizikom. Upravljanje je poslovna politika banke samim tim za
upravljanje rizikom moºemo re¢i da je kao ban£ina funkcija osiguranja od rizika.

Kreditni rizik je rizik iz grupe �nansijskih rizika, predstavlja najzna£ajniji rizik kome
je svaka �nansijska institucija izloºena u svom poslovanju. Iako se kreditni rizik pre-
vashodno vezuje za bankarsko poslovanje gde se najve¢i izvor kreditnog rizika nalazi
u kreditnim plasmanima, njime su izloºene i mnoge drºavne �nansijske institucije pri-
likom obavljanja �nansijskih transakcija u domenu javnih �nansija. Dakle prisutan
je u bilansnim i vanbilansnim transakcijama banke. Obzirom da je re£ o jednom od
vode¢ih rizika u bankarskom poslovanju, industrija ulaºe velike napore na modeliranju
optimalnog pristupa upravljanja ovim rizikom.
Osnovni cilj i motiv ovog rada je predstavljanje matemati£kih modela pri modeli-
ranju kreditnog rizika. Najve¢i akcenat ¢e biti stavljen na modeliranje kreditnog rizika
pomo¢u Pendºerove rekurzije.
U uvodnom delu rada bi¢e predstavljeni pojmovi iz oblasti aktuarske matematike
koji ¢e biti kori²¢eni u okviru ovog rada. Upozna¢emo se sa me²ovitom Poasonovom
raspodelom (o£ekivanjem, varijansom) zatim Gama-me²ovitom Poasonovom raspode-
lom kao i sa Pendºerovom rekurzijom.
Zatim ¢emo u prvom delu predstaviti kreditni rizik upoznati se sa osnovnim parametrima
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vezanim za njega.
Deterministi£ko zaokruºivanje sa navedenom osnovnom jedinicom gubitka bi zaokruºila,
na primer svaki gubitak od 50000 evra na nulu ²to nije prihvatljivo, jer se ignori²e rizik.
Ideja stohasti£kog zaokruºivanja i ujedno drugog dela ovog rada je da o£ekivani gubitak
barem zadrºe konstantnim.
Osnovni cilj modeliranja odre�ene pojave je pronalaºenje adekvatnog modela koji
opisuje posmatranu pojavu na osnovu dostupnih podataka vezanih za nju. Originalni
algoritam za implementiranje kreditnog rizika se zasniva na rekurzivnoj formuli pozna-
toj pod nazivom Pendºerova rekurzija o kojoj ¢emo upravo pri£ati u tre¢em delu ovog
rada.
I u poslednjem £etvrtom delu ¢emo se baviti merom rizika i rizikom doprinosa. Mera
rizika, koncept koji se koristi u oblasti �nansijskog rizika za procenu kreditnog rizika je
Expected shortfall (CVAR). O njemu ¢emo re¢i kako se izra£unava vezano za kreditni
rizik i objasniti neka teorijska svojstva.

Ovom prilikom bih ºeleo da se zahvalim svim profesorima na saradnji i ukazanom
znanju tokom studija. Posebno se zahvaljujem svom mentoru, prof. dr. Dori Sele², na
ukazanom poverenju, kao i za stru£no usmeravanje i na izvanrednoj saradnji pri izradi
ovog rada.
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1

Op²ti Poasonov model

Poasonova raspodela je jednoparametarska raspodela sa parametrom λ,λ > 0. Koristi
se za odre�ivanje verovatno¢a da ¢e se odre�en broj doga�aja pojaviti u datom vre-
menskom intervalu.
Za izra£unavanje kreditnog rizika koristi¢emo N i k iz Poasonove i Gama raspodele i
kasnije ¢emo koristiti Pendºerovu rekurziju.
Neka je N Poasonova slu£ajna promenljiva koja predstavlja broj koliko puta ¢e obveznik
propustiti da plati ratu kredita u datom periodu i neka je o£ekivani broj doga�aja
tokom posmatranog vremenskog intervala jednak λ . Tada se verovatno¢a da ¢e se
realizovati k doga�aja tokom tog vremenskog intervala moºe izra£unati slede¢om fo-
rmulom:

pk = P{N = k} =
λk

k!
e−λ, k = 0, 1, . . .

O£ekivanje i varijansa Poasonove slu£ajne promenljive N sa parametrom λ ima slede¢i
oblik:

E(N) = λ,D(N) = λ.

Dokaz:
Pretpostavimo da N ∼ Poason(λ) i l ∈ N0. Tada koriste¢i stepeni red eksponencija-
lnom funkcijom, l − ti faktorial momenta Poasonove raspodele je dat sa

E[
l−1∏
k=0

(N − k)] =
∞∑
n=l

l−1∏
k=0

(n− k)
λn

n!
e−λ = λle−λ

∞∑
n=l

λn−1

(n− l)!︸ ︷︷ ︸
=eλ

= λl
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Za l = 1 dobijamo o£ekivanje
E[N ] = λ.

Koriste¢i N2 = N + N(N − 1) i da je l = 2, varijansa se moºe izra£unati na slede¢i
na£in

V ar(N) = E[N2]− (E[N ])2 = E[N ] + E[N(N − 1)]− (E[N ])2 = λ+ λ2 − λ2 = λ.

Na osnovu £injenice da su o£ekivanje i varijansa Poasonove slu£ajne promenljive je-
dnaki, jednostavan na£in da se proveri da li se posmatrana raspodela podataka moºe
okarakterisati pomo¢u Poasonove raspodele je da se izvr²i pore�enje o£ekivanja i vari-
janse broja doga�aja i proveri da li su jednaki. Poasonova raspodela ima dve pogodne
osobine koje se mogu koristiti u analizi rizika. Jedna od te dve osobine jeste da je zbir
nezavisnih Poasonovih slu£ajnih promenljivih opet Poasonova slu£ajna promenljiva.
Ta osobina upravo sledi iz slede¢e teoreme:

Teorema 1.1. Neka su N1, N2, . . . , Nn, nezavisne Poasonove slu£ajne promenljive sa

parametrima λ1, λ2, . . . , λn respektivno. Tada slu£ajna promenljiva N = N1 + N2 +

· · ·+Nn ima Poasonovu raspodelu sa parametrom λ = λ1 + λ2 + · · ·+ λn.

Dokaz:
Na osnovu pretpostavke, navedene u teoremi, da su N1, N2, . . . , Nn−1 i Nn nezavisne
slu£ajne promenljive i formule funkcije generatrise verovatno¢e za Poasonovu raspodelu,
koja ima oblik:

PNj
(z) = eλj(z−1), j = 1, 2, . . . , n

sledi

PN(z) =
n∏

j=1

PNj
(z) =

n∏
j=1

eλj(z−1) = e
∑n

j=1 λj(z−1) = eλ(z−1),

gde je λ = λ1 + · · ·+ λn.

Na osnovu £injenice da funkcija generatrisa verovatno¢e jedinstveno odre�uje raspodelu
svake slu£ajne promenljive, kao i da dobijeni oblik funkcije generatrise verovatno¢e
raspodele slu£ajne promenljive N je jednak funkciji generatrise Poasonove raspodele,
sledi da slu£ajna promenljiva N ima Poasonovu raspodelu sa parametrom λ, λ = λ1 +

λ2 + · · ·+ λn.
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1.1 Sloºene raspodele

Neka su X1, X2, ... diskretne slu£ajne promenljive (kasnije mogu da budu i neprekidne),
nezavisne i imaju istu raspodelu. Dalje N je uvek diskretna slu£ajna promenljiva koja
je nezavisna od Xi, i ∈ N.

Posmatrajmo slu£ajnu promenljivu S = X1 + ... + XN i slu£ajnu promenljivu Ñ =

N1 + N2 + ... + NK tako da su iz Poasonove i Gama raspodele. N je Poasonova
slu£ajna promenljiva koja predstavlja broj koliko puta ¢e obveznik propustiti da plati
ratu kredita u datom periodu.

Teorema 1.2. Vaºi da je: PS(z) = PN(PX(z)) gde

P predstavlja funkciju generatrise verovatno¢e, N predstavlja primarnu raspodelu i X

predstavlja sekundarnu raspodelu

Tako�e vaºi da je: MS(t) = PN(MX(t)) gde

M predstavlja funkciju generatrise momenata.

Dokaz: Pretpostavljamo da su N , X, S diskretne slu£ajne promenljive, pa ih za-
pisujemo u slede¢em obliku:

N :

(
0 1 2 ... ...
p0 p1 p2 ... ...

)

X :

(
0 1 2 ... ...
f0 f1 f2 ... ...

)

S :

(
0 1 2 ... ...
g0 g1 g2 ... ...

)

Sada PS(z) moºemo zapisati na slede¢i na£in

PS(z) = E(zS) =
∞∑
k=0

zkP{S = k} =
∞∑
k=0

zk
∞∑
n=0

P{N = n}P{S = k|N = n}︸ ︷︷ ︸
∗

=

=
∞∑
k=0

zk
∞∑
n=0

P{N = n}P{X1 + ...+Xn = k} =

∗ pro²li smo sve hipoteze, jer ne znamo koju ¢e N vrednost uzeti
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Kako su Xi nezavisni tada vaºi

PX1+...+Xn(z) =
n∏

i=1

PXi
(z)

i sada kada nastavimo dalji zapis dobijamo

=
∞∑
n=0

P{N = n}
∞∑
k=0

zkP{X1 + ...+Xn = k} =

=
∞∑
n=0

P{N = n}PX1+...+Xn(z)︸ ︷︷ ︸
∗∗

=

=
∞∑
n=0

P{N = n}(PX(z))
n =

= PN(PX(z))

∗∗ kako Xi imaju istu raspodelu zaklju£ujemo da je PX1+...+Xn(z) = (PX(z))
n

Sada je jo² ostalo da pokaºemo generatrisu momenta tako da odatle dobijamo da je

MS(t) = PS(e
t) = PN(PX(e

t)) = PN(MX(t))

Druga bitna osobina Poasonove raspodele je data slede¢om teoremom:

Teorema 1.3. Ako su Si, i = 1, 2, ..., n slu£ajne promenljive sa sloºenom Poasonovom

raspodelom gde je parametar primarne (Poasonove) raspodele λi, a sekundarna diskretna

raspodela je odre�ena verovatno¢ama {qn(i);n = 0, 1, 2, ...}. Tada i S = S1+S2+...+Sn

ima sloºenu Poasonovu raspodelu £iji je parametar λ =
∑n

i=1 λi, a sekundarna raspodela

je data verovatno¢ama {qk; k = 0, 1, 2, ...} gde je

qk =
n∑

i=1

qk(i)λi
λ

.

Dokaz:

Si imaju sloºenu Poasonovu raspodelu tako da ih moºemo zapisati na slede¢i na£in
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S1 = X1
1 +X2

1 + ...+XN1

1, N1 : P (λ1)

S2 = X1
2 +X2

2 + ...+XN2

2, N2 : P (λ2)
...
Sekundarna raspodela je diskretna sa verovatno¢ama qn(i), n = 0, 1, 2, ... tako da je
zapisujemo u slede¢em obliku

X1 :

(
0 1 ... k ...

q0(1) q1(1) ... qk(1) ...

)

X2 :

(
0 1 ... k ...

q0(2) q1(2) ... qk(2) ...

)

Dolazimo do krajnjeg S koji ¢e imati oblik

S = S1 + S2 + ...+ Sn

S = X1 +X2 + ...+XN

gde je N : P (λ), λ = λ1 + λ2 + ...+ λn

X :

(
0 1 ... k ...
q0 q1 ... qk ...

)

Sada kad malo raspi²emo qk on ¢e imati oblik

qk =
1
λ
(λ1qk(1) + λ2qk(2) + ...+ λnqk(n))

Kako govorimo o sloºenoj raspodeli, kao ²to je u teoremi 1.2 dato nju moºemo za-
pisati u slede¢em obliku PSi

(z) = PNi
(PXi(z)), i = 1, ..., n

gde je Ni : P (λ) i

X i :

(
0 1 ... k ...

q0(i) q1(i) ... qk(i) ...

)

Sada kada zapi²emo diskretnu raspodelu ona ¢e imati oblik

PXi(z) =
∞∑
k=0

qk(i)z
k,

a PNi
(z) na osnovu Poasonove raspodele ¢e imati slede¢i oblik

PNi
(z) = eλi(z−1)
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I sada kako znamo da je
PSi

(z) = PNi
(PXi(z))

kada u gornju uvrstimo ono ²to smo raspisali dobijamo slede¢e:

PSi
(z) = eλi(PXi (z)−1)

Kako su Si nezavisni

S = S1 + S2 + ...+ Sn, S − nezavisne

to ¢emo iskoristiti u slede¢oj jednakosti

PS(z) =
n∏

i=1

PSi
(z) =

n∏
i=1

eλi(PXi (z)−1) = e
∑n

i=1 λi(PXi (z)−1) = eλ(PX(z)−1)

gde je

λ =
n∑

i=1

λi,

PX(z) =

∑n
i=1 λiPXi

(z)

λ

Dakle, primarna raspodela je P (λ), a sekundarna raspodela je de�nisana sa PX(z)

PX(z) =
1

λ

n∑
i=1

λiPXi(z) =
1

λ

n∑
i=1

λi

∞∑
k=0

qk(i)z
k =

∞∑
k=0

(
1

λ

n∑
i=1

λiqk(i))︸ ︷︷ ︸
=qk

zk

Odatle sledi da je

qk =
1

λ

n∑
i=1

λiqk(i), X i :

(
0 1 ... k ...

q0(i) q1(i) ... qk(i) ...

)

1.2 Op²ti me²oviti Poasonov model

Neka su Λi slu£ajne promenljive sa raspodelom F i vrednostima u [0,∞), i ∈ {1, ...,m}

P [Ni = ni|Λ1, . . . ,Λm] = P [Ni = ni|Λi] = e−Λi
Λi

ni

ni!
.
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Pretpostavimo da su uslovne raspodele Ni|Λi nezavisne

P [N1 = n1 . . . Nm = nm|Λ1 . . .Λm] =
m∏
i=1

(P [Ni = ni|Λ1 . . .Λm]) =
m∏
i=1

(
Λi

ni

ni!
e(−Λi))

Dok se bezuslovna raspodela moºe dobiti integraljenjem koriste¢i vrednosti prema
raspodeli F

P [N1 = n1, ..., Nm = nm] = E[
m∏
i=1

(
Λi

ni

ni!
e(−Λi)) =

∫
[0,∞)m

e(−(λ1+λ2+...+λm))

m∏
i=1

λi
ni

ni!
F (dλ1, ..., dλm)

1.2.1 O£ekivana vrednost,varijansa i kovarijansa

Najpre ¢emo se upoznati sa nekim osnovnim osobinama za primenu Poasonove raspodele
u kreditnom riziku.
Znamo da je

E[N ] = λ

tako�e znamo
V ar(N) = E[N2]− (E[N ])2

dobijamo da je
E[Ni|Λi] = Λi

i
V ar(Ni|Λi) = Λi

N = N1 + ...+Nm predstavlja slu£ajnu promenljivu ukupnog broja doga�aja i imamo
da je

E[N ] =
m∑
i=1

E[Ni] =
m∑
i=1

E[E[Ni|Λi]] =
m∑
i=1

E[Λi]

Ako su N1, ..., Nm kvadratno-integrabilne, onda za varijansu dobijamo slede¢e

V ar(N) =
m∑
i=1

V ar(Ni) +
m∑
i=1

Cov(Ni, Nj)

Lema 1.1. Ako su X, Y i Λ kvadratno integrabilne slu£ajne promenljive na prostoru

verovatno¢e (Ω,A, P ), tada je

Cov(X, Y ) = E[Cov(X,Y |Λ)] + Cov(E[X|Λ], E[Y |Λ])
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i

V ar(X) = E[V ar(X|Λ)] + V ar(E[X|Λ]).

Koriste¢i lemu dobijamo da je

V ar(Ni) = E[V ar(Ni|Λi)] + V ar(E[Ni|Λi]) = E[Λi] + V ar(Λi)

i, za i ̸= j

Cov(Ni, Nj) = E[NiNj]− E[Ni]E[Nj] = E[ΛiΛj]− E[Λi]E[Λj] = Cov(Λi,Λj)

gde je

E[NiNj] = E[E[NiNj|Λ1, ...,Λm]] = E[E[Ni|Λi]E[Nj|Λj]] = E[ΛiΛj]

iz uslovne nezavisnosti Ni i Nj.

1.3 Uniformni portfolio

U specijalnom slu£aju unformnog portfolija pretpostavi¢emo da su Λ1 = · · · = Λm :=

Λ ∼ F gde funkcija F ima nosa£ u [0,∞) tako da ¢e za svako n ∈ N0 vaºiti

P [N1 = n1, . . . , Nm = nm] =

∫ ∞

0

e(−mλ)(
λn1+···+nm

n1! . . . nm!
F (dλ))

Kako su N1, . . . , Nm nezavisne za dato Λ, na osnovu teoreme znamo da je N =

N1 + · · ·+Nm za dato Λ sigurno Poasonova raspodela sa parametrom P (mΛ). Odakle
za svako n ∈ N0 ,

P [N = n] =

∫ ∞

0

e(−mλ) (m)n

n!
F (dλ).

1.4 Gama-me²ovita Poasonova raspodela

U daljem razmatranju uslovne raspodele za N dato sa Λ je P (Λ), u obliku L(N |A) =
P (Λ) ²to zna£i da je

P [N = n|Λ] = Λn

n!
e(−Λ), n ∈ N0
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Koriste¢i da je P [N = n|Λ] = Λn

n!
e(−Λ) zajedno sa momentom Gama raspodelom za

γ ∈ (−α,∞) i z ∈ (−∞, β), ra£unamo na slede¢i na£in∫ ∞

0

λγeλz
βα

Γ(α)
λα−1e−βλdλ =

Γ(α + γ)

Γ(α)

βα

(β − z)α+γ

∫ ∞

0

(β − z)α+γ

Γ(α+ γ
λα+γ−1e−(β−z)λdλ

gde je z = −1, dobijamo neuslovnu raspodelu za N koja je slede¢eg oblika

P [N = n] = E[P [N = n|Λ]] = 1

n!
E[Λne−Λ] =

Γ(α+ n)

n!Γ(α)

1

βn(1 + 1
β
)
α+n , ∀n ∈ N0.

Koriste¢i da je αΓ(α) = Γ(α+1), α > 0 gama funkcije i p = 1
1+β

∈ (0, 1) i q = 1− p =
β

1+β
dobijamo

P [N = n] =

(
α+ n− 1

n

)
pnqα, ∀n ∈ N0,

i nazivamo negativna binomna raspodela. Obeleºava¢emo sa N ∼ NegBin(α, p). Za
α = 1 prethodna jedna£ina predstavlja geometrijsku raspodelu sa parametrom p. U
nastavku ¢emo ra£unati, varijansu i funkciju generatrisa verovatno¢e za N. Kako je
L(N |A) = P (Λ), imamo

E[N ] = E[E[N |Λ]] = E[Λ] =
α

β
= α

p

1− p
.

Koriste¢i Lemu 1.1 i

E[Λ] =
Γ(α + 1)

βΓ(α)

za o£ekivanje kao i
V ar(Λ) = E[Λ2]− (E[Λ])2 =

α

β2

za varijansu dobijamo da je

V ar(N) = E[V ar(N |Λ)]+V ar(E[N |Λ]) = E[Λ]+V ar(Λ) =
α

β
+
α

β2
= α

β + 1

β2
=

αp

(1− p)2

Jo² ostaje da izra£unamo odgovaraju¢u funkciju generatrisa verovatno¢e. Koriste¢i
P [N = n] =

(
α+n−1

n

)
pnqα i pro²iruju¢i sa (1− ps)α, dobijamo

φN(s) = E[sN ] =
∞∑
n=0

snP [N = n] = (
qα

(1− ps)α
)

∞∑
n=0

(
α + n− 1

n

)
(1− ps)α(ps)n = (

q

1− ps
)α,
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za svako s ∈ (0, 1
p
) za svako s ∈ C gde je |s| < 1

p
= 1 + β. Alternativno, koriste¢i

L(N |A) = P (λ) i funkciju generatrise

φN(s) := E[sN ] =
∞∑
0

sn
λn

n!
e−λ = eλse−λ = eλ(s−1) s ∈ C,

dobijamo
φN |Λ(s) := E[sN |Λ] = eΛ(s−1)

i koriste¢i eksponencijalni momenat koji je oblika

E[eΛz] = (1− z

β
)
−α

, z ∈ (−∞, β)

dobijamo

φN(s) = E[E[sN |Λ]] = E[eΛ(s−1)] = (1−s− 1

β
)−α = (

β

1 + β − s
)α = (

1

1− ps
)α, ∀s ∈ C

gde je |s| < 1
p
= 1 + β. ]

Lema 1.2. Ako su N1, . . . Nm nezavisni sa raspodelom Ni ∼ NegBin(αi, p) za svako

i ∈ 1, . . . , n, onda

N =
m∑
i=1

Ni ∼ NegBin(α, p)

sa α = α1 + α2 + · · ·+ αm.

Dokaz: Zbog nezavisnosti

φX+Y (s) = E[sX+Y ] = E[sX ]E[sY ] = φX(s)φY (s)

i funkcije generatrise iz prethodnog dela

φN(s) =
m∏
i=1

φNi(s) =
m∏
i=1

(
q

1− ps
)αi = (

q

1− ps
)
(α1+···+αm)

za svako s ∈ C gde je |s| < 1
p
. Odatle, N ∼ NegBin(α, p), zbog funkcija generatrisa

verovatno¢e raspodela je jedinstveno odre�ena.
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2

Klase raspodela (a,b,0) i (a,b,1)

Klasa (a, b, 0) je klasa dvoparametarskih raspodela diskretnog tipa, sa parametrima a
i b. Neka slu£ajna promenljiva N ima raspodelu koja pripada ovoj klasi. Raspodela se
de�ni²e, tako ²to se prvo odrede parametri a i b, kao i po£etna vrednost verovatno¢e
p0. Verovatno¢a da slu£ajna promenljiva ima vrednosti ve¢e od 1 mogu se izra£unati
pomo¢u rekurzivne formule date u slede¢oj de�niciji.

De�nicija 2.0.1. Raspodela diskretne slu£ajne promenljive N je klase (a, b, 0), ako
zadovoljava rekurzivnu vezu:

pn = (a+
b

n
)pn−1, n = 1, 2, 3, . . . ,

pri £emu je pn = P{N = n}, a p0 = P{N = 0} proizvoljna po£etna vrednost.

Ovoj klasi raspodela pripadaju Poasonova, binomna, negativna binomna i geometri-
jska raspodela. U tabeli su prikazane vrednosti parametara a i b i vrednosti za p0 za
prethodno navedene raspodele.

Raspodela par. a b p0 skup vr.par.
Poasonova P (λ) 0 λ e−λ λ > 0
Binomna B(n, p) −p(1− p) (n+ 1)p/(1− p) (1− p)n n ∈ N, p ∈ [0, 1]
Neg.Bin.NB(n, β) β/(1 + β) (n− 1)β/(1 + β) (1 + β)−n n>0, β > 0
Geometrijska G(p) β/(1 + β) 0 (1 + β)−1 β > 0

Za podatke o broju gubitka, verovatno¢a da je broj gubitaka jednak nuli je jednaka
verovatno¢i da se ni jedan gubitak ne desi u toku odre�enog perioda. Kada je verovatno¢a
da se doga�aj desi mala, tada je verovatno¢a da je broj doga�aja jednak nuli velika.
Stoga bitno je obratiti paºnju na odre�ivanje vrednosti funkcije verovatno¢e u nuli. U
nekim slu£ajevima modeliranja frenkvencije doga�aja gubitka, potrebno je zanemariti
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vrednost raspodele verovatno¢e u nuli. U tim slu£ajevima koriste se raspodele koje
pripadaju klasi (a, b, 1).
Raspodele iz ove klase se mogu dobiti modi�kovanjem raspodele iz klase (a, b, 0) na
dva na£ina, koja ¢emo predstaviti.

De�nicija 2.0.2. Raspodela diskretne slu£ajne promenljive N pripada klasi raspodela
(a, b, 1), ako zadovoljava slede¢u rekurzivnu vezu:

pn = (a+
b

n
)pn−1, n = 2, 3, . . . ,

pri £emu je pn = P{N = n} i p0, p1 proizvoljne po£etne vrednosti.

Osnovna razlika izme�u date dve klase diskretnih raspodela je u tome ²to rekurzija
kod prve klase po£inje od p0, a kod druge klase od p1.
Druga klasa se moºe dobiti modi�kovanjem prve klase na dva na£ina.
Prvi na£in: Neka raspodela slu£ajne promenljive N pripada klasi (a, b, 0). Raspodela
nove slu£ajne promenljive, N , koja pripada klasi (a, b, 1), moºe se dobiti modi�kova-
njem raspodele verovatno¢e slu£ajne promenljive N na slede¢i na£in:

p0 = 0

i
pi =

1

1− p0
pi, i = 1, 2, . . .

Na ovaj na£in je anulirana verovatno¢a u nuli. Novodobijena raspodela se naziva nula-
odse£ena raspodela.
Drugi na£in: Neka vaºe iste pretpostavke kao u prvom slu£aju. Modi�kacija raspodele
verovatno¢e se vr²i na slede¢i na£in:

p0

- modi�kovana vrednost od p0, p0 > 0 i

pi =
1− p0
1− p0

pi, i = 1, 2, . . .

U ovom slu£aju vrednost funkcije raspodele u nuli se modi�kuje na osnovu odluke oso-
be koja de�ni²e model i zavisi od pojave koju ºeli da opi²e. Ova podklasa raspodele
se naziva nula-modi�kovana klasa raspodele. Jo² ¢emo de�nisati i (a, b, k) klasu koju
¢emo koristiti u daljem radu.
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De�nicija 2.0.3. Za raspodelu verovatno¢e {pn}n∈N0
kaºemo da pripada Pendºerovoj

(a, b, k) klasi gde a, b ∈ R i k ∈ N0 ako su p0, p1, ..., pk−1 proizvoljni i

pn = (a+
b

n
)pn−1,

za svako n ∈ N gde je n ≥ k + 1.

U nastavku ¢emo se upoznati sa dve vaºne teoreme koje govore o Pendºerovoj
rekurziji.

Teorema 2.1. Ako je N klase (a, b, 0) tj. pn = (a + b
n
)pn−1, n = 1, 2, ... tada se za

S = X1 + ...+XN verovatno¢e gk = P{S = k} mogu ra£unati rekurzivno:

gk =
1

1− af0

k∑
j=1

(a+
bj

k
)fjgk−j, k = 1, 2, 3, ...

i g0 se odre�uje iz

g0 = P{S = 0} = PN(P{X = 0}) = PN(f0)

Dokaz:
Polazimo od slede¢e nejednakosti

npn = n(a+
b

n
)pn−1 = a(n− 1)pn−1 + (a+ b)pn−1

Sada mnoºe¢i tu jednakost sa (PX(z))
n−1PX

′(z) i sa
∑∞

n−1 dolazimo do slede¢eg oblika:

∞∑
n=1

npn(PX(z))
n−1P ′

X(z)︸ ︷︷ ︸
PS′ (z)

= a

∞∑
n=1

(n−1)pn−1(PX(z))
n−1P ′

X(z)+(a+b)
∞∑
n=1

pn−1(PX(z))
n−1P ′

X(z)

Koristimo slede¢e oznake:

PS(z) = PN(PX(z)) =
∞∑
n=0

pn(PX(z))
n

P ′
S(z) =

∞∑
n=1

pnn(PX(z))
n−1P ′

X(z)

Sada uvr²tavanjem ovih oznaka u gornju jedna£inu dobijamo:
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P ′
S(z) = a

∞∑
n=0

npn(PX(z))
nP ′

X(z)︸ ︷︷ ︸
aPX(z)

∑∞
n=1 npn(PX(z))n−1P ′

X(z)

+ (a+ b)
∞∑
n=0

pn(PX(z))
n

︸ ︷︷ ︸
PS(z)

P ′
X(z)

i kada sve to lepo zapi²emo dobijamo slede¢i oblik:

P ′
S(z) = aPX(z)P

′
S(z) + (a+ b)PS(z)P

′
X(z).

Koriste¢i slede¢e oblike zapisa

PS(z) =
∞∑
k=0

gkz
k

P ′
S(z) =

∞∑
k=1

gkkz
k−1

PX(z) =
∞∑
j=0

fjz
j

P ′
X(z) =

∞∑
j=1

fjjz
j−1

i kada ih uvrstimo dobijamo:

∞∑
k=1

gkkz
k−1 = a

∞∑
k=1

gkkz
k−1

∞∑
j=0

fjz
j + (a+ b)

∞∑
k=0

gkz
k

∞∑
j=1

fjjz
j−1

u nastavku primenimo da je
∑

n an
∑

n bn =
∑

n

∑
j ajbn−j

∞∑
k=1

gkkz
k−1 = a

∞∑
k=1

k∑
j=0

fjgk−j(k − j)zjzk−j−1︸ ︷︷ ︸
zk−1

+ (a+ b)
∞∑
k=1

k∑
j=0

jfjgk−jz
j−1zk−j︸ ︷︷ ︸
zk−1

Dakle, do²li smo do oblika
∑

k()z
k−1 =

∑
k[]z

k−1 ²to zna£i da trebamo izjedna£iti ko-
e�cijente uz zk−1 tako da dolazimo do slede¢eg oblika:

kgk = a
k∑

j=0

fjgk−j(k − j) + (a+ b)
k∑

j=0

jfjgk−j, ∀k = 1, 2, 3, ...

19



kgk = af0gkk + a
k∑

j=1

fjgk−j(k − j) + (a+ b)
k∑

j=1

jfjgk−j

kgk(1− af0) = a
k∑

j=1

fjgk−j(k − j) + (a+ b)
k∑

j=1

jfjgk−j

deljenjem gornje jedna£ine sa k

gk(1− af0) = a
k∑

j=1

fjgk−j +
b

k

k∑
j=1

jfjgk−j

I na taj na£in dolazimo do kona£nog oblika za Pendºerovu rekurziju, a to je

gk =
1

1− af0

k∑
j=1

(a+
bj

k
)fjgk−j

Teorema 2.2. Ako je N klase (a, b, 1) onda se gk moºe ra£unati rekurzivno:

gk =
1

1− af0
[(p1 − (a+ b)p0)fk +

k∑
j=1

(a+
bj

k
)fjgk−j], k = 1, 2, 3, ....

2.1 Generalizacija vi²estrukih Pendºerovih rekurzija

Teorema 2.3. Fiksirajmo l ∈ N . Neka {qn}n∈N0
i {qi,n}n∈N0

predstavljaju verovatno¢u

raspodele za promenljive N i Ñi za i ∈ {1, . . . , l} koje primaju vrednosti u N0, i koji su

nezavisne od niza slu£ajnih promenljivih X1, X2, ... koje primaju vrednosti u N0
d. Neka

{pn}n∈Nd
0
i {p̃i,n}n∈Nd

0
predstavljaju verovatno¢u raspodele sume S = X1 + · · · + Xn i

S̃i = X1 + · · ·+XÑi
za i ∈ {1, . . . , l}

a) Pretpostavimo da postoje k ∈ N0 i a1, . . . , al, b1, . . . , bl ∈ R takvi da je

qn =
l∑

i=1

(ai +
bi
n
)q̃i,n−i, ∀n ∈ N

gde je n ≥ k + 1

i sve verovatno¢e sa desne strane tj. jednakosti koje nisu kori²¢ene su nula,

q̃i,0 = · · · = q̃i,k+l−i−1
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za svako i ∈ {1, . . . ,min(l, k + l − 1)}.
Tada, za svako n ∈ Nd

0 \0 i cn ∈ Rd gde je ⟨cn, n⟩ ≠ 0 vaºi

pn =
k+l−1∑
j=1

P [Sj = n]qj +
l∑

i=1

∑
j∈Nd

0 ,j≤n

(ai +
bi⟨cn, j⟩
i⟨cn, n⟩

)P [Si = j]p̃i,n−j,

gde je p0 dato sa

p0 = φN(P [X1 = 0]) =

{
q0 za P [X1 = 0] = 0
E[(P [X1 = 0])N ] ina£e

b) Pretpostavimo da postoji v1, . . . , vl ∈ [0, 1] gde je v1 + · · · + vl ≤ 1 tako da je

qn =
∑l

i=1 viq̃i,n, ∀n ∈ N . Tada je pn =
∑l

i=1 vip̃i,n, ∀n ∈ Nd
0 \{0}.

Dokaz: Da bi dokazali po£etno p0, moºemo primetiti da {S = 0, N = 0} = {N = 0}.
Odakle

p0 = P [S = 0, N = 0]︸ ︷︷ ︸
=q0

+ P [S = 0, N ≥ 1]︸ ︷︷ ︸
=0 akoP [X1=0]=0

.

Ako je P [X1 = 0] > 0, onda ¢emo iskoristiti nezavisnost N i {Xn}n∈N i dobijamo

p0 = q0 +
∑

n∈N,qn>0

P [S = 0|N = n]︸ ︷︷ ︸
=P [X1=0,...,Xn=0]=P ([X1=0])n

=qn︷ ︸︸ ︷
P [N = n] = E[(P [X1 = 0])N ].

Sada pokazujemo za pn, za �ksno n ∈ Nd
0 \{0} i c ∈ Rd koje zadovoljava ⟨c, n⟩ ≠ 0.

Da bi dokazali �ksira¢emo i ∈ {1, . . . l}. Za svako m ∈ N gde je m ≥ i, koristi¢emo
Sm = X1 + · · ·+Xm = Sm−i +Si,m gde je Si,m = Xm−i+1 + · · ·+Xm, kao i nezavisnost
i istu raspodelu X1, . . . , Xm. Ako je P [Sm = n] > 0, onda dobijamo da je

⟨c, n⟩ = E[⟨c, Sm⟩|Sm = n] =
m∑
j=1

E[⟨c,Xj⟩|Sm = n] =

= mE[⟨c,Xm⟩|Sm = n] =
m

i
E[⟨c, Si,m⟩|Sm = n],

(ai +
bi
m
) = E[ai +

bi⟨c,Si,m⟩
i⟨c,n⟩ |Sm = n] =

∑
j∈Nd

0 ,j≤n(ai +
bi⟨c,j⟩
i⟨c,n⟩ )P [Si,m = j|Sm = n].
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Za svako m ≥ i i znaju¢i da su Sm−i i Si,m nezavisni dobijamo,

P [Si,m = j, Sm = n] = P [Si,m = j, Sm−i = n− j] = P [Si,m = j]︸ ︷︷ ︸
=P [Si=j]

P [Sm−i = n− j].

Sada ¢emo ispisati pn = P [S = n] koriste¢i qn iz teoreme:

pn =
∞∑

m=1

P [Sm = n|N = m]︸ ︷︷ ︸
=P [Sm=n] nezavisnost

=qm︷ ︸︸ ︷
P [N = m] =

k+l−1∑
m=1

P [Sm = n]qm +

+
∞∑

m=k+l

l∑
i=1

(ai +
bi
m
)P [Sm = n]qi,m−i︸ ︷︷ ︸

=: (∗)

Koriste¢i prethodne korake imamo da je (∗) jednaka sa

∞∑
m=k+l

l∑
i=1

∑
j∈Nd

0 ,j≤n

(ai +
bi⟨c, j⟩
i⟨c, n⟩

)P [Si = j]P [Sm−i = n− j]q̃i,m−i =

=
l∑

i=1

∑
j∈Nd

0 ,j≤n

(ai +
bi⟨c, j⟩
i⟨c, n⟩

)P [Si = j]
∞∑

m=k+l

P [S(m−i) = n− j]q̃i,m−i︸ ︷︷ ︸
=: (∗∗)

Zamena redosleda sumiranja je dozvoljeno, jer red sa desne strane konvergira za svako
i ∈ {1, . . . , l} i j ∈ {0, . . . , n}. Koriste¢i smenu m − i → m, zajedno sa prethodnim
dobijamo:

∗∗ =
∞∑

m=i

P [Sm−i = n− j]q̃i,m−i =
∞∑

m=0

P [Sm = n− j, Ñi = m] = P [S̃i = n− j] = p̃i,n−j.

Zamenjuju¢i sve u po£etnu jednakost dobijamo tvr�enje.
b) Modi�kuju¢i prethodno pn koriste¢i nezavisnost {Sm = n} i {N = m} i formulu
P [N = m] =

∑l
i=1 viP [Ñi = m] za m ∈ N i dobijamo:

pn =
∞∑

m=1

P [Sm = n,N = m]︸ ︷︷ ︸
=P [Sm=n]P [N=m]

=
l∑

i=1

vi

∞∑
m=1

P = [Sm = n]P [Ñi = m]︸ ︷︷ ︸
=p̃i,n

za svako n ∈ Nd
0 \{0}.
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De�nicija 2.1.1. Neka {qn}n∈N0
predstavlja raspodelu verovatno¢e i k ∈ N0 tako

da je
∑∞

n=k qn > 0. Tada je k-odse£ena raspodela verovatno¢e {q̃n}n∈N0
od {qn}n∈N0

de�nisana sa q̃0 = ... = q̃k−1 := 0 i

q̃n :=
qn

1−
∑k−1

j=0 qj
, n ≥ k.

Slede¢a posledica ove teoreme pod (b) je korisna u slu£aju kada je u pitanju k-
odse£ena verovatno¢a raspodele pendºer(a, b, k) klase.

Posledica 2.1.1. Pretpostavimo da je {qn}n∈N0
raspodela verovatno¢e na ili iznad

k ∈ N i da {q̃n}n∈N0 ozna£ava k-odse£enu verovatno¢u raspodele po samoj de�niciji.
Dalje pretpostavimo da N odnosno Ñ ima tu raspodelu i da su S = X1 + · · · +XN i
S̃ = X1 + · · ·+XÑ odgovaraju¢e sume sa raspodelom {pn}n∈Nd

0
i {p̃n}n∈Nd

0
. Tada je

pn =
k−1∑
i=1

P [Si = n]qi + (1−
k−1∑
j=0

qj)p̃n, n ∈ Nd
0 \{0}.

Dokaz: Koriste¢i prethodnu teoremu (b) za l = k, vi = qi i q̃i,i = 1, i ∈ {1, . . . , k − 1},
vk = 1− (q0 + · · ·+ q(k − 1)),q̃k,n = q̃n, za svako n ≥ k, i za sve ostale q̃i,n = 0.
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3

Kreditni rizik

U ovom radu ¢e biti predstavljena de�nicija kreditnog rizika. Zatim ¢e biti naveden
kratak istorijat Bazelskog komiteta, koji je vezan za razvoj kreditnog rizika.

3.1 De�nicija kreditnog rizika

Ne postoji jedinstvena de�nicija pojma rizika. De�nicija zavisi od konteksta i svrhe
za koju neko ºeli da de�ni²e ovaj pojam. Samim tim, moºemo re¢i da se rizik de�ni²e
kao mera verovatno¢e da se desi gubitak. Na taj na£in de�nisan rizik se doºivljava
kao verovatno¢a negativne devijacije, tj. izraºava opasnost da efekti budu¢ih ishoda
doga�aja odstupaju od o£ekivanih ishoda na negativan na£in.
Op²te prihva¢ena de�nicija kreditnog rizika glasi

"Kreditni rizik je speci�£na vrsta rizika koji nastaje pri investiranju �-

nansijskih sredstava. Kreditni rizik je rizik da jedna strana u �nansijskom

ugovoru ne¢e izvr²iti obavezu delimi£no ili u celini, ²to ¢e izazvati da inve-

stitor pretrpi �nansijski gubitak."

3.2 Bazelski komitet

Krajem 1974. guverneri zemalja £lanice G10 osnovali su Bazelski komitet za bankarski
nadzor, kao jedan od komiteta pri BIS, koji ima za cilj unapre�enje bankarskog na-
dzora na nivou celog sveta. Danas £lanstvo u komitetu ima trinaest zemalja: Belgija,
Holandija, Francuska, Kanada, Japan, Luksemburg, Nema£ka, Italija, �panija, Velika
Britanija, SAD, �vedska i �vajcarska.

Bazelski komitet nema nadnacionalni autoritet kontrole, ne poseduje nijedan nadna-
cionalni organ i njegovi zaklju£ci nemaju pravnu snagu. On formuli²e osnovne supervi-
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zorske standarde i preporu£uje najbolje prakse u svojim dokumentima, u cilju da ¢e ih
supervizori ²irom sveta primeniti na odgovaraju¢i na£in za njihove nacionalne sisteme.
Bitno je re¢i da Bazelski komitet ima lidersku ulogu u uspostavljanju smernica procene
upravljanja rizikom banaka.
Standardi iz me�unarodno usagla²enog okvira za merenje kapitala, poznatijeg kao Bazel
II, nadaleko so�sticiraniji i obuhvatniji na£in tretiraju izloºenost banaka kreditnom
riziku u odnosu na Sporazum o kapitalu (Bazel I), iniciraju¢i kod banaka ve¢u ose-
tljivost u odnosu na izloºenost i potrebu da u kontinuitetu razvijaju okvir za upra-
vljanje ovim rizikom.
Posebni kvaliteti Bazelskog sporazuma II kada je u pitanju kreditni rizik su:
i) mogu¢nost evolutivnog puta u procesu razvoja i primene pristupa za merenje izloºenosti
i kalkulaciju ekonomskog kapitala, kao i mogu¢nost izbora izme�u razli£itih pristupa,
ii) veliki naglasak na potrebi da banke razvijaju svoje interne modele za merenje
izloºenosti kreditnom riziku i kalkulaciju ekonomskog kapitala, kao i
iii) potpuno nov tretman tehnika za ublaºavanje izloºenosti kreditnom riziku, mogu¢nost
izbora i evolutivnog puta, od jednostavnijih, do sloºenijih pristupa ovim tehnikama.

Ponu�eni set pristupa za merenje izloºenosti kreditnom riziku i kalkulaciju ekono-
mskog kapitala u Bazelskom sporazumu II, razlikuje se po nivou so�sticiranosti, pri-
hvataju¢i realnost da nisu sve banke podjednako spremne da mere svoju izloºenost
ovom riziku, ali i ºelju Komiteta da i Bazelski sporazum II bude ²iroko primenjen u
svetskoj bankarskoj industriji i da postane svetski standard u domenu merenja kapi-
talne adekvatnosti banaka. Gradacija pristupa poznaje tri nivoa:
1) Standardizovani pristup kreditnom riziku, kao najjednostavniji
2) Osnovni vi²i pristup kreditnom riziku , kao prvi nivo pristupa kreditnom
riziku koji podrazumeva primenu internih metodologija banaka za merenje izloºenosti
i procenu adekvatnosti kapitala samo u odnosu na jednu komponentu (verovatno¢u
neizvr²enja obaveza od strane duºnika). Za ostale komponente rizika banke moraju da
se oslone na procenu supervizora.
3) Vi²i pristup kreditnom riziku, kao najvi²i i najso�sticiraniji nivo pristupa kredi-
tnom riziku, koji u potpunosti omogu¢uje merenje izloºenosti i procenu adekvatnosti
kapitala primenom internih metodologija banaka.

3.3 Uvod

Originalni okvir kreditnog rizika+ je razvijen od strane Credit Suisse First Boston
(CSFB). On se zasniva na Poasonovoj aproksimaciji. Jedna od velikih prednosti modela
jeste da je verovatno¢a raspodele funkcije generatrise gubitka dostupna i u zatvorenoj
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formi.
Kreditni rizik+ je zasnovan na pristupu modeliranja kreditnog rizika za neizmireni
iznos pojedina£nih obaveza i broja obveznika. Kreditni rizik+ je statisti£ki model
kreditnog rizika za neizmirivanje obaveza koji ne sadrºi pretpostavke vezane za uzroke
nastalih neizmirenih obaveza. Ovakav pristup je sli£an pristupu upravljanja trºi²nim
rizikom gde nije bilo nikakvih poku²aja modeliranja uzroka vezana za kretanje trºi²nih
cena.
Pro²irenja predstavljena u ovom delu uklju£uju:
• Individualna izloºenost obveznika dovoljno je da bude d-dimenzionalni slu£ajni ve-
ktor omogu¢avaju¢i na taj na£in postojanje modela sa vi²e perioda.
• Mogu¢e je tretirati zavisne riziko grupe osiguranika i stohasti£ki zavisne izloºenosti
riziku.
Imajmo na umu, zbog stohasti£ke izloºenosti rizik od smanjenja kreditnog rejtinga se
moºe lako ugraditi u pro²irenu verziju kreditnog rizika i na taj na£in se moºe i modelirati

Primedba: (Produºetak sa vi²e perioda) Pro²irenja na nekoliko perioda mogu se kori-
stiti na razne na£ine, a primenjuje se u aktuarskoj matematici.

(a) Ako imamo d-perioda, vaºno je u kom periodu duºnik nije izmirio obaveze. Na
primer, ranije neizmirivanje duga moºe da izazove probleme sa likvidno²¢u za zajmo-
davca, zato ²to je otpis zatraºen ranije. Odnosno veli£ina gubitka moºe da zavisi od
vremena, posebno kada se kredit i hipoteka amortizuje tokom njegovog ºivotnog veka,
a ne dospe¢a.
(b) U kontekstu osiguranja, d-komponente mogu predstavljati razli£ite vrste isplata.
Za portfolio zdravstvenog osiguranja mogu predstavljati tro²kove le£enja i dodatke za
nestalim prihodom osiguranika. Za portfolio li£ne odgovornosti ili automobilske nesre¢e
to moºe biti za telesne povrede i imovinske ²tete.
(c) U stohasti£kom kontekstu d-periodi mogu predstavljati razvoj godina. Verovatno¢a
neizmirivanja obaveza se odnosi na zahteve od²teta koji poti£u iz osiguranja, zahtevi
za od²tetu mogu biti prijavljene u kasnijem periodu .

3.4 Opis modela

Sada ¢emo na po£etku de�nisati i upoznati se sa nesvojstvenim rizikom kojeg ¢emo
pominjati u daljem radu.
Nesvojstven rizik predstavlja rizik koji je speci�£an za sredstva ili male grupe sredstava.
Nesvojstven rizik ima malu ili nikakvu korelaciju sa trºi²nim rizikom, pa se stoga moºe
zna£ajno ublaºiti ili eliminisati iz portfolija koriste¢i adekvatnu diversi�kaciju. Istraºi-
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vanja pokazuju da nesvojstveni rizik, vi²e nego trºi²ni uti£e na ve¢e varijacije vezane
za rizik pojedina£nih investicija tokom vremena.

Za verziju kreditnog rizika+ potrebni su nam slede¢i parametri:
• m ∈ N predstavlja broj obveznika
• d ∈ N predstavlja broj perioda
• E1, . . . , Ed > 0 predstavlja jedinice gubitka za d perioda,
• C ∈ N broj nesvojstvenih uzroka neizmirenja obaveza
• K ∈ N predstavlja broj nezavisnih faktora rizika,
• parametri preciziraju gama raspodelu nezavisnih faktora rizika R1, . . . , Rk,
• neprazan kona£an skup J scenarija zavisnosti,
• za svaki scenario zavisnosti j ∈ J matrica Aj = (ajc,k)c∈{0,...,C},k∈{0,...,K} je dimenzije
(C + 1)× (K + 1) sa nenegativnim elementima, gde je

aj0,k = 0, ∀j ∈ J i k ∈ {1, . . . K},

• kolekcijaG nepraznih podskupova skupa obveznika {1, . . . ,m} koje se nazivaju riziko-
grupe.
Za svaku grupu g ∈ G potrebno je da poznajemo:
• (jednogodi²nja) verovatno¢a pg ∈ [0, 1], neizmirivanje obaveza,
• teºinski faktori w0,g,j ∈ [0, 1] neizmirivanja obaveza
• teºinski faktori wc,g,j ∈ [0, 1] gde c ∈ {1, . . . , C} predstavlja uzrok neizmirivanja
obaveza,
• vi²estruka raspodela verovatno¢e Qc,g,j = {qc,g,j,µ}µ∈(Nd

0)g
opisuje stohasti£ke gubitke

u d perioda za sve obveznike i ∈ g osnovne jedinice gubitka E1, . . . , Ed u slu£aju kada
riziko-grupa g predstavlja neizmirivanje obaveza zbog uzroka c ∈ {0, . . . , C}

Pretpostavka 3.4.1. Svaki obveznik i ∈ {1, ...,m} pripada najmanje jednoj grupi
g ∈ G. Neka Gi := {g ∈ G|i ∈ g} predstavlja skup svih grupa kojima obveznik
i ∈ {1, ...,m} pripada, uz pretpostavke da Gi ̸= ∅

Napomena: Korisno je proveriti pravilnu postavku modela. Ako obveznik nije
sadrºan ni u jednoj grupi rizika, ne postoji mogu¢nost izmirenja obaveza i tada obve-
znik moºe biti izostavljen iz modela kreditnog rizika.
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4

Stohasti£ko zaokruºivanje

Za izraºavanje gubitka koristi¢emo nov£ane jedinice i to ve¢ih veli£ina kao ²to je na
primer 100000 eura. Kako su me�utim gubici necelobrojni umno²ci od 100000 eura
neko zaokruºivanje je potrebno. Deterministi£ko zaokruºivanje sa navedenom osno-
vnom jedinicom gubitka bi zaokruºila, na primer svaki gubitak manji od 50000 evra
na nulu ²to nije prihvatljivo, jer se ignori²e rizik. Ideja stohasti£kog zaokruºivanja
i ujedno drugog dela ovog rada je da o£ekivani gubitak barem zadrºe konstantnim.
Tako na primer, gubitak od 150000 eura koji se de²ava sa verovatno¢om p se moºe
pretvoriti u gubitke od 100000 eura i od 200000 eura sa verovatno¢ama p/2. Ovakva
ideja uop²tena na vi²im dimenzijama i me²ovitim trenutkom je sadrºaj slede¢e leme.
Deo (e) implicira da su kovarijanse o£uvane.

Teorema 4.1. Neka je X = (X1, . . . , Xd) slu£ajan vektor u Rd. De�ni²imo

pn = E[
d∏

i=1

(1− |Xi − ni|)+] n = (n1, . . . , nd) ∈ Zd

gde je x+ := max{x, 0}, za svako x ∈ R. Tada vaºi slede¢e:

(a) {pn}n∈Zd predstavlja raspodelu verovatno¢e.

(b) Ako su sve komponente vektora X skoro sigurno nenegativne, onda {pn}n∈N0
d pre-

dstavlja raspodelu verovatno¢e.

Neka je Y = (Y1, . . . , Yd) slu£ajan vektor u Zd sa raspodelom {pn}n∈Zd i neka je I

neprazan podskup od {1, . . . , d}.
(c) Stohasti£ko zaokruºivanje komutira sa marginalnom raspodelom, tj. stohasti£ko

zaokruºivanje raspodele vektora (Xi)i∈I jednak je raspodeli (Yi)i∈I .

(d) Ako su {Xi}i∈I nezavisni onda su i {Yi}i∈I nezavisni.

(e) Proizvod
∏

i∈I Xi je integrabilan ako i samo ako je
∏

i∈I Yi integrabilan i u tom
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slu£aju vaºi da je

E[
∏
i∈I

Xi] = E[
∏
i∈I

Yi]

Dokaz:

Za bilo koje k ∈ Z de�ni²emo fk : R → [0, 1] gde je fk(x) = (1 − |x − k|)+ za
svako x ∈ R. Za x ∈ R de�ni²emo kx = ⌊x⌋ i primetimo da je fk(x) = 0, za svako
k ∈ Z\{kx, kx + 1}. Vaºi:

fkx(x) + fkx+1(x) = 1− (x− kx) + 1− (kx + 1− x) = 1.

Odatle {fk}k∈Z predstavlja particiju jedinice tj. to zna£i da je

∑
k∈Z

fk(x) = 1, x ∈ R.

Za svako x ∈ R najvi²e su dva £lana razli£ita od nule, odatle moºemo zaklju£iti da
nema problema sa konvergencijom. Dalje kad ispi²emo imamo

kxfkx(x) + (kx + 1)fkx+1 = kx(1− (x− kx)) + (kx + 1)(1− (kx + 1− x)) = x,∑
k∈Z

kfk(x) = x, x ∈ R.

Ako je x < 0 i shodno tome kx ≤ −1 tada sli£no prethodnim,

| kx | fkx(x)+ | kx + 1 | fkx+1(x) = −kx(1− (x− kx))− (kx + 1)(x− kx) = −x =| x |,

odatle zajedno sa kxfkx(x)+(kx+1)fkx+1 = kx(1−(x−kx))+(kx+1)(1−(kx+1−x)) = x,

dobijamo da je ∑
k∈Z

| k | fk(x) =| x |, x ∈ R

(a) Koriste¢i da je
∑

k∈Z fk(x) = 1 za svaku dimenziju dovodi do

∑
(n1,...,nd)∈Zd

d∏
i=1

fni
(xi) = 1, x = (x1, . . . ,d ) ∈ Rd

Odatle na osnovu teoreme o monotonoj konvergenciji imamo da je

∑
n∈Zd

pn = E[
∑
n∈Zd

d∏
i=1

fni
(Xi)] = 1
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(b) Za svako n = (n1, . . . , nd) ∈ Zd\N0
d postoji i ∈ {1, . . . , d} tako da je ni ≤ −1.

Odatle sledi da fni
(Xi) = 0 i pn = 0.

(c) Neka je (ni)i∈I ∈ ZI i J := {1, . . . , d}\I.
Koriste¢i monotonu konvergenciju dobijamo slede¢e,

P [Yi = ni ∀i ∈ I] =
∑

(nj)j∈ZJ

P [(Y1, . . . , Yd) = (n1, . . . , nd)]︸ ︷︷ ︸
=E[

∏d
i=1 fni (Xi)]

= E[
∏
i∈I

fni
(Xi)

∏
j∈J

∑
nj∈Z

fnj
(Xj)︸ ︷︷ ︸

=1

]

(d) Neka je (ni)i∈I ∈ ZI . Koriste¢i ²to smo pokazali pod (c), nezavisnost {Xi}i∈I i opet
deo pod (c) dobijamo,

P [Yi = ni ∀i ∈ I] = E[
∏
i∈I

fni
(Xi)] =

∏
i∈I

P [Yi = ni].

(e) Kako su u pitanju nenegativni £lanovi, koriste¢i teoremu o monotonoj konvergenciji
dobijamo,

E[
∏
i∈I

| Yi |] =
∑

(ni)i∈I∈ZI

(
∏
i∈I

| ni |)P [Yi = ni ∀i ∈ I]︸ ︷︷ ︸
=E[

∏
i∈I fni (Xi)]

=

∑
(ni)i∈I∈ZI

E[
∏
i∈I

| ni | fni
(Xi)] = E[

∏
i∈I

∑
ni∈Z

| ni | fni
(Xi)︸ ︷︷ ︸

=|Xi|

] = E[
∏
i∈I

| Xi |],

Sledi da je
∏

i∈I | Yi | integrabilno ako i samo ako je
∏

i∈I | Xi | integrabilno. Sli£nim
pravilom samo bez apsolutne vrednosti, koriste¢i teoremu o dominatnoj konvergenciji
i
∑

k∈Z kfk(x) = x umesto
∑

k∈Z | k | fk(x) =| x | nas dovodi do tvrdjenja.

Primer1(Stohasti£ko zaokruºivanje moºe da promeni varijansu):
Uzmimo u obzir degenerisanu proizvoljnu promenljivu X sa P [X = 1

2
] = 1 £ija je

varijansa jednaka nuli. Stohasti£kim zaokruºivanjem dobijamo Bernulijevu raspodelu
Bin(1, 1

2
), koja ima varijansu 1

4
.

Primer2(Stohasti£ko zaokruºivanje moºe da promeni korelaciju)
Dok nam je lema (e) stohasti£kog zaokruºivanja garantovala da o£uvava kovarijansu,
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u ovom primeru ¢emo pokazati da je zaokruºivanjem mogu¢e promeniti korelaciju.
Posmatrajmo slu£ajan vektor (X1, X2) = 1

2
(Z,Z) gde je Z ∼ Bin(2, 1

2
). Tada je

V ar(Z) = 1/2, odakle vidimo da je Cov(X1, X2) = 1
4
V ar(Z) = 1

8
. Kako su X1 i

X2 komonotone ili prime¢uju¢i da je V ar(X1) = V ar(X2) =
1
4
V ar(Z) = 1

8
dolazimo

do toga da je Corr(X1, X2) = 1. Stohasti£kim zaokruºivanjem dolazimo do raspodele
verovatno¢e, p(0,0) = p(1,1) =

3
8
i p(1,0) = p(0,1) =

1
8
. Ako (Y1, Y2) ima takvu raspodelu,

onda je kada izra£unamo upravo Cov(Y1, Y2) = 1
8
, a to moºemo i zaklju£iti na osnovu

leme (e). Kako ipak Y1, Y2 ∼ Bin(1, 1
2
) dolazimo do toga da je V ar(Y1) = V ar(Y2) =

1
4
,

odatle moºemo zaklju£iti da je Corr(Y1, Y2) = 1
2
̸= 1.

4.1 Oznake za izostanak otplate duga

Za svaku grupu rizika g ∈ G i svaki scenario j ∈ J pi²emo:
• N0,g,j predstavlja broj neizmirenih obaveza (tokom d-perioda),
• Nc,g,j predstavlja broj neizmirenih obaveza uz uzrok c ∈ {1, . . . , C},
• Ng,j :=

∑C
c=0Nc,g,j predstavlja ukupan broj neizmirenih obaveza scenarija j.

Za svakog obveznika i ∈ {1, . . . ,m} i svaki scenario j ∈ J pi²emo analogno:

• N0,i,j :=
∑

g∈Gi
N0,g,j predstavlja broj neizmirenih obaveza,

• Nc,i,j :=
∑

g∈Gi
Nc,g,j predstavlja broj neizmirenih obaveza uz uzrok c ∈ {1, . . . , C}

• Ni,j :=
∑C

c=0Nc,i,j =
∑

g∈GI
Ng,j predstavlja ukupan broj neizmirenih obaveza.

Moºe se dogoditi i da je broj neizmirenih obaveza tokom d-perioda nula. Neka je
J slu£ajna promenljiva odabranog scenarija, tj. J uzima vrednosti iz skupa J . Tada

• Nc,g := Nc,g,J =
∑

j∈J Nc,g,j1{J=j} predstavlja broj neizmirenih obaveza grupe g ∈ G

zbog uzroka c ∈ {0, . . . , C},
• Ng := Ng,J =

∑C
c=0Nc,g opisuje ukupan broj neizmirenih obaveza riziko-grupe g ∈ G,

• Ni := Ni,J =
∑

j∈J Ni,j1J=j opisuje ukupan broj neizmirenih obaveza za svakog obve-
znika pojedina£no i ∈ {1, . . . ,m}

4.2 Oznake za stohasti£ke gubitke

Gubici su umno²ci osnovnih jedinica gubitka E1, . . . , Ed u N0
d. Neka je J slu£ajna

promenljiva iz skupa J .
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• Sa Lc,g,i,j,n ¢emo ozna£iti vrednost vektora gubitka obveznika i ∈ g uN0
d za neizmireni

broj obaveza n ∈ N grupe rizika g ∈ G scenarija j ∈ J uz uzroke c ∈ {1, . . . , C} ili
c = 0.

• Vrednost vektora gubitka u N0
d za neizmireni broj obaveza n ∈ N grupe g ∈ G

scenarija j ∈ J uz uzrok c ∈ {1, . . . , C} ili c = 0 je de�nisana na slede¢i na£in:

Lc,g,j,n =
∑
i∈g

Lc,g,i,j,n.

• Vrednost vektora gubitka u scenariju j ∈ J riziko-grupe g ∈ G i uzroka c ∈ {1, . . . , C}
ili c = 0 je de�nisana na slede¢i na£in:

Lc,g,j =

Nc,g,j∑
n=1

Lc,g,j,n.

• Vrednost vektora gubitka u N0
d riziko-grupe g ∈ G i uzroka c ∈ {0, . . . , C} je de�-

nisana na slede¢i na£in:

Lc,g = Lc,g,J =
∑
j∈J

Lc,g,j1(J = j).

• Ukupna vrednost vektora gubitka u N0
d scenarija j ∈ J grupe g ∈ G data je na

slede¢i na£in:

Lg,j :=
C∑
c=0

Lc,g,j.

• Ukupna vrednost vektora gubitka u N0
d portfolio scenarija j ∈ J data je sa

Lj :=
∑
g∈G

Lg,j.

• Ukupna vrednost vektora gubitka u N0
d portfolija je data sa

L := LJ =
∑
j∈J

Lj1J=j.

Za tuma£enje modela i za obra£un doprinosa rizika treba¢e nam i slede¢e de�nicije
vrednosti vektora gubitka u N0

d pridruºena obvezniku i ∈ {1, . . . ,m} :
• Pridruºena vrednost vektora gubitka u N0

d scenarija j ∈ J zbog neizmirenih obaveza
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grupe g ∈ Gi uzroka c ∈ {0, . . . , C} data je sa

Lc,g,i,j :=

Nc,g,j∑
n=1

Lc,g,i,j,n.

• Pridruºena vrednost vektora gubitka uN0
d scenarija j ∈ J zbog uzroka c ∈ {0, . . . , C}

je data kao suma svih riziko-grupa kojima pripada obveznik i , tj.

Lc,i,j :=
∑
g∈GI

Lc,g,i,j.

• Ukupna pridruºena vrednost vektora gubitka u N0
d scenarija j ∈ J se ra£una sumi-

ranjem svih neizmirenih obaveza nekog uzroka, tj.

Li,j :=
C∑
c=0

Lc,i,j.

• Ukupna pridruºena vrednost vektora gubitka u N0
d je data pomo¢u gubitka iz

slu£ajno odabranog scenarija, tj.

Li := Li,j =
∑
j∈J

Li,j1{J=j}.

Sada ¢emo se upoznati sa pretpostavkama koje ¢emo kasnije koristiti prilikom izra£unavanja
o£ekivanja, varijanse i kovarijanse.

Pretpostavka 4.2.1. (gubici grupe)
Za svaku grupu g ∈ G, za svaki uzrok neizmirenih obaveza c ∈ {0, ..., C} i svaki zavis-
tan scenario j ∈ J , niz slu£ajnih vektora gubitka (Lc,g,i,j,n)i∈g ima vrednosti u (N0

d)g

gde n ∈ N imaju istu raspodelu i nezavisni su od svih drugih slu£ajnih promenljivih1,
sa raspodelom

P[Lc,g,i,j,1 = µi za svako i ∈ g]=qc,g,j,µ, µ = (µ)i∈g ∈ (N0
d)g

1To se odnosi na sve one nizove vektora gubitka, scenarija J , neizmirivanje obaveza usled

nesvojstvenog rizika {N0,g} u pretpostavci 4.2.3, neizmirivanje obaveza usled svojstvenog rizika

{Nc,g}c∈{1,...C},g∈G iz pretpostavke 4.2.6 kao i riziko-faktori R1, ...RK iz pretpostavke 4.2.7
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Pretpostavka 4.2.2. (raspodela broja nesvojstvenih neizmirenih obaveza)
Za svaku grupu g ∈ G, N0,g predstavlja broj neizmirenih obaveza koji je zavistan u
odnosu na J , Poasonova raspodela sa itenzitetom λg, teºinskim faktorom w0,g,J i ele-
mentom matrice aj0,0, dato je sa:

L(N0,g|J) = Poason(λgw0,g,Ja
J
0,,0), ∀g ∈ G.

Pretpostavka 4.2.3. (Uslovna nezavisnost broja nesvojstvenih neizmirenih obaveza)
Zavisnost na J , grupa neizmirenih obaveza ima vrednosti u {N0,g}g∈G usled nesvo-
jstvenosti neizmirenih obaveza su nezavisni jedno od drugog i svega ostalog2,

P [N0,g = n0,g ∀g ∈ G|J ] =
∏
g∈G

P [N0,g = n0,g|J ] =
∏
g∈G

e−λgw0,g,Ja
J
0,0
(λgw0,g,Ja

J
0,0)

n0,g

n0,g!

za svako n0,g ∈ N0 gde koristimo prethodnu pretpostavku za drugi deo jednakosti.

Pretpostavka 4.2.4. (Struktura inteziteta uzroka neizmirivanja obaveza)
Inteziteti uzroka neizmirivanja obaveza Λ1, ...,ΛC su izraºeni u obliku slu£ajne ma-
trice AJ =

∑
j∈J Λj1{J=j} dimenzije (C +1)× (K +1) i nenegativnim riziko-faktorima

R1, ..., RK tj.

Λc = aJc,0 +
K∑
k=1

aJc,kRk, c ∈ {1, ..., C}.

Pretpostavka 4.2.5. (Uslovna raspodela broja svojstvenih neizmirivanja obaveza)
Za svaki uzrok neizmiravanja obaveza c ∈ {1, . . . , C} i svaku grupu g ∈ G, broj svo-
jstvenih neizmiravanja obaveza Nc,g je uslovljen na J,R1, ..., RK , Poasonove raspodele
sa parametrom datim kao proizvod grupe inteziteta neizmirenih obaveza λg, teºinskim
faktorom wc,g,J i intezitetom uzroka neizmirenih obaveza λc, to zna£i

P [Nc,g = n|J,R1, . . . , Rk] = P [Nc,g = n|J, λc] = e−λgwc,g,Jλc
(λgwc,g,Jλc)

n

n!

za svako n ∈ N0

L(Nc,g|J,R1, . . . , RC) = L(Nc,g|J, λc) = Poason(λgwc,g,Jλc)

2To se odnosi na slu£ajne vektore gubitka iz pretpostavke 4.2.1, neizmirivanje obaveza usled svo-

jstvenog rizika {Nc,g}c∈{1,...C},g∈G iz pretpostavke 4.2.6 i riziko-faktori R1, ..., RK iz pretpostavke

4.2.7
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Pretpostavka 4.2.6. (Uslovna nezavisnost broja svojstvenih neizmirivanja obaveza)
Zavisnost na J,R1, . . . , Rk, familija brojeva

{Nc,g|c ∈ {1, . . . , C}, g ∈ G}

neizmirenih obaveza je nezavisna, odatle je

P [Nc,g = nc,g za c ∈ {1, . . . , C} i g ∈ G|J,R1, ..., Rk] =
C∏
c=1

∏
g∈G

P [Nc,g = nc,g|J,R1, . . . , Rk] =
C∏
c=1

∏
g∈G

e−λgwc,g,Jλc
(λgwc,g,Jλc)

n
c,g

nc,g!

za svako nc,g ∈ N0.

Pretpostavka 4.2.7. (Nezavisnost riziko-faktora i scenarija)
Nenegativni riziko-faktori R1, ..., RK i promenljiva scenarija J su stohasti£ki nezavisne
slu£ajne promenljive.

Napomena:(O£ekivanje, varijansa i kovarijansa za uzrok neizmirenih obaveza)
Ako R1, ..., RK ∈ L1(P ) i ako vaºe pretpostavke 4.2.4 i 4.2.7, tada je

E[Λc|J ] = aJc,0 +
K∑
k=1

aJc,kE[Rk]

odatle je

E[Λc] = E[aJc,0] +
K∑
k=1

E[aJc,k]E[Rk]

za svako c ∈ {1, ..., C}. Ako sada u daljem nastavku R1, ..., RK ∈ L2(P ) tada za svako
c, d ∈ {1, ..., C},

Cov(Λc,Λd|J) =
K∑

k,l=1

aJc,ka
J
d,lCov(Rk, Rl) =

K∑
k=1

aJc,ka
J
d,kV ar(Rk), (4.1)

odatle koriste¢i lemu 1.1 dobijamo da je

Cov(Λc,Λd) = E[Cov(Λc,Λd|J)] + Cov(E[Λc|J ], E[Λd|J ]) =

=
K∑
k=1

E[aJc,ka
J
d,k]V ar(Rk) +

K∑
k,l=0

Cov(aJc,k, a
J
d,l)ekel
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gde je e0 := 1 i ek := E[Rk] za svako k ∈ {1, ..., K}.

Pretpostavka 4.2.8. (Gama raspodela riziko-faktora)
Riziko-faktori R1, ..., RK su slu£ajne promenljive sa gama raspodelom gde je o£ekivanje
ek := E[Rk] > 0 i varijansa σk2 := V ar(Rk) > 0 sa parametrom oblika αk = ek

2

σk
2 i

inverznim skala parametrom βk =
ek
σk

2 za svako k ∈ {1, ..., K}

Pretpostavka 4.2.9. (Normalizacija uzroka neizmirenih obaveza)
Pretpostavljamo slede¢e

E[w0,g,Ja
J
0,0 +

C∑
c=1

wc,g,Jλc] = 1

za svaku grupu g ∈ G.

4.3 O£ekivanja,varijanse i kovarijanse za neizmirivanje
obaveza

4.3.1 O£ekivanje

Podsetimo se da na osnovu teoreme 1.1 znamo da ako su N1, ..., Nm nezavisni gde je
Ni ∼ Poason(λi) za svako i ∈ {1, ...,m}, tada je

N :=
m∑
i=1

Ni ∼ Poason(λ),

gde nam je λ = λ1 + ...+ λm.
Po£e¢emo sa neizmirenim brojem obaveza

Ni =
∑
g∈Gi

Ng =
∑
g∈Gi

C∑
c=0

Nc,g

obveznika i ∈ {1, . . . ,m}. Prvo vidimo da na osnovu pretpostavki 4.2.2, 4.2.3, 4.2.5,
4.2.6 i teoreme 1.1 Poasonovog sumiranja dobijamo da je

L(Ni|J,R1, . . . , Rk) = L(
∑
g∈Gi

(N0,g +
C∑
c=1

Nc,g)|J,R1, . . . , Rk) = Poason(Λi)
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gde nam je

Λi :=
∑
g∈Gi

λg(w0,g,Ja
J
0,0 +

C∑
c=1

wc,g,JΛc)

uslovni intezitet neizmirenih obaveza obveznika i, odatle dobijamo da je

E[Ni|J,R1, . . . , Rk] = Λi

Kori²¢enjem uslovnog o£ekivanja datog sa J,R1, . . . , Rk, prethodne jednakosti kao i
pretpostavke o normalizaciji dobijamo slede¢e

E[Ni] = E[λi] =
∑
g∈Gi

λgE[w0,g,Ja
J
0,0 +

C∑
c=1

wc,g,Jλc] =
∑
g∈Gi

λg.

Dakle, moºemo zaklju£iti da o£ekivani broj neizmirenih obaveza obveznika i predstavlja
sumu inteziteta neizmirenih obaveza riziko-grupa, kojoj i pripada.

4.3.2 Varijansa

Kako bi izra£unali varijansu broja neizmirenih obaveza Ni obveznika i ∈ {1, . . . ,m},
prvo moºemo videti da kao ²to smo imali kod o£ekivanja i varijanse u prvom delu rada
i ovde vaºi da je V ar(Ni|J,R1, . . . , Rk) = Λi. Tako da kori²¢enjem leme 1.1 kao i da je
E[Ni|J,R1, . . . , Rk] = Λi, V ar(Ni) moºemo zapisati na slede¢i na£in

V ar(Ni) = E[V ar(Ni|J,R1, . . . , Rk)︸ ︷︷ ︸
=Λi

] + V ar(E[Ni|J,R1, . . . , Rk]︸ ︷︷ ︸
=Λi

),

tj.

V ar(Ni) = E[Ni] + E[V ar(Λi|J)] + V ar(E[Λi|J ]).

Primetimo da je V ar(Ni) ≥ E[Ni], po²to je varijansa nenegativna. Koriste¢i pre-
tpostavku o strukturi uzrokovanog inteziteta dobijamo slede¢e

Λi =
∑
g∈Gi

λg(
C∑
c=0

wc,g,Ja
J
c,0 +

K∑
k=1

Rk

C∑
c=1

wc,g,Ja
J
c,k).
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Koriste¢i pretpostavku 4.2.7 o nezavisnosti J,R1, . . . , Rk

E[Λi|J ] =
∑
g∈Gi

λg(
C∑
c=0

wc,g,Ja
J
c,0 +

K∑
k=1

E[Rk]
C∑
c=1

wc,g,Ja
J
c,k)

i

V ar(Λi|J) =
K∑
k=1

V ar(Rk)(
∑
g∈Gi

λg

C∑
c=1

wc,g,Ja
J
c,k)

2.

gde su E[Rk] i V ar(Rk) obrazloºeni u pretpostavci 4.2.8
Ako postoji samo jedan scenario, tada su J i samim tim E[Λi|J ] konstatni, onda vidimo
da je V ar(E[Λi|J ]) nula i V ar(Λi|J) se poklapa sa E[V ar(Λi|J)]
U op²tem slu£aju, gledaju¢i varijansu kao V ar(E[Λi|J ]) = E[(E[Λi|J ])2]−(E[Λ])2, gde
smo o£ekivanje E[Λi] ra£unali u prethodnom delu dobijamo

E[(E[Λi|J ])2] =
∑
j∈J

(
∑
g∈Gi

λg(
C∑
c=0

wc,g,Ja
J
c,0 +

K∑
k=1

E[Rk]
C∑
c=1

wc,g,Ja
J
c,k))

2P [J = j]

E[V ar(Λi|J)] =
K∑
k=1

V ar(Rk)
∑
j∈J

(
∑
g∈Gi

λg

C∑
c=1

wc.g,ja
j
c,k)

2P [J = j]

4.3.3 Kovarijansa

Za obveznika i, i′ ∈ {1, . . . ,m} gde je i ̸= i′ moºemo izra£unati kovarijansu od Ni i Ni′

pomo¢u leme 1.1

Cov(Ni, Ni′) = Cov(E[Ni|J ], E[Ni′|J ]) + E[Cov(Ni, Ni′|J)]

Koriste¢i Ni =
∑

g∈Gi
Ng =

∑
g∈Gi

∑C
c=0Nc,g, linearnost uslovne kovarijanse, pre-

tpostavku 4.2.3 kao i lemu 1.1 dobijamo,
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Cov(Ni, Ni′|J) =
∑

g∈Gi
∩

Gl

V ar(N0,g|J)︸ ︷︷ ︸
=λgw0,g,Ja

J
0,0

+

+
∑
g∈Gi

∑
h∈Gi′

C∑
c,d=1

(E[ Cov(Nc,g, Nd,h|J,R1, . . . , RK)︸ ︷︷ ︸
=V ar(Nc,g |J,Λc)=λgwc,g,JΛc za(c,g)=(d,h)

|J ] +

+Cov(E[Nc,g|J,R1, . . . , RK ]︸ ︷︷ ︸
=λgwc,g,JΛc

, E[Nd,h|J,R1, . . . , RK ]︸ ︷︷ ︸
=λhwc,g,JΛd

|J)

gde koristimo pretpostavku 4.2.5 kako bi izra£unali uslovno o£ekivanje i uslovnu vari-
jansu. Uslovna varijansa za Nc,g i Nd,h data sa J,R1, . . . , RK ne vaºi u slu£aju kada je
(g, k) ̸= (h, l) zbog uslovne nezavisnosti u pretpostavci 4.2.6. Odatle imamo,

Cov(Ni, Ni′|J) =
∑

g∈Gi
∩

Gi′

λg(w0,g,Ja
J
0,0 +

C∑
c=1

wc,g,JE[Λc|J ])︸ ︷︷ ︸
E[·]=1

+

+
∑
g∈Gi

λg
∑
h∈Gi′

λh

C∑
c,d=1

wc,g,Jwd,h,JCov(Λc,Λd|J),

gde je ostali deo kovarijanse dat u napomeni sa jednako²¢u ozna£enom brojem (1)
kod pretpostavke 4.2.7. Sada njenim uvr²tavanjem u na²u jedna£inu dobijamo:

Cov(Ni, Ni′) = Cov(E[Ni|J ], E[Ni′|J ]) +
∑

g∈Gi
∩

Gi′

λg +

+
∑
g∈Gi

λg
∑
h∈Gi′

λh

K∑
k=1

V ar(Rk)
C∑

c,d=1

E[wc,g,Jwd,h,Ja
J
c,ka

J
d,k],

tako dolazimo do

E[Ni|J ] = E[Λi|J ] =
∑
g∈Gi

λg(
C∑
c=0

wc,g,Ja
J
c,0 +

K∑
k=1

E[Rk]
C∑
c=1

wc,g,Ja
J
c,k)

analogno vaºi za E[Ni′|J ]. Ukoliko postoji samo jedan scenario, onda su E[Ni|J ] i
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E[Ni′ |J ] deterministi£ke i kovarijansa ne postoji. Malo bolje kad pogledamo nemamo
potrebe da gledamo o£ekivanje na desnoj strani i izostavljanjem J dobijamo

Cov(Ni, Ni′) =
∑

g∈Gi
∩

Gi′

λg +
K∑
k=1

V ar(Rk)(
∑
g∈Gi

λg

C∑
c=1

wc,gac,k)(
∑
h∈Gi′

λh

C∑
d=1

wd,had,k).
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5

Teºinska funkcija generatrisa
verovatno¢e gubitka

Fiksirajmo γ = (γ1, ..., γK) ∈ [0,∞)K . U ovom delu ¢emo ra£unati koe�cijente teºinske
funkcije generatrisa verovatno¢e

φL,γ(s) :=
∑
ν∈N0

E[R1
γ1 ...RK

γK1{L=ν}]s
ν = E[R1

γ1 ...RK
γKsL] = E[E[R1

γ1 ...RK
γKsL|J ]],

s ∈ Cd, ∥ s ∥∞ ≤ 1,
za ukupnu vrednost vektora gubitka L u N0

d koja nam je data u obliku L := LJ =∑
j∈J Lj1{J=j}. Neka

L′ =
C∑
c=1

∑
g∈G

Lc,g

ozna£ava svojstvenu vrednost portfolija vektora gubitka uN0
d. Na osnovu pretpostavke

4.2.1 i 4.2.3, slu£ajan vektor {L0,g}g∈G i slu£ajan vektor (L′, R1, ..., RK) su uslovno neza-
visni. Kako je

L = L′ +
∑
g∈G

L0,g,

odatle dobijamo da je

E[R1
γ1 ...RK

γKsL|J ] = E[R1
γ1 ...RK

γKsL
′ |J ]

∏
g∈G

E[sL0,g |J ].

Neka je S :=
∑N

n=1Xn, Q = {qν}ν∈N0
d sa qν := P [X1 = ν] ozna£avamo raspodelu

X1. Ako je N ∼ Poason(λ), tada S ima takozvanu sloºenu Poasonovu raspodelu i
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koristimo oznaku S ∼ CPoason(λ,Q). Kako je

φN(s) = E[sN ] =
∞∑
n=0

sn
λn

n!
e−λ = eλse−λ = eλ(s−1), s ∈ C

dolazimo do toga da je

φS(s) = E[sX1+...+XN ] = e(λ(φX1
(s)−1))

za svako s ∈ Cd za koje stepeni red φX1(s) konvergira.
Tako sada koriste¢i pretpostavke 4.2.1, 4.2.2 i da je φS(s) = e(λ(φX1

(s)−1)), dolazimo do
toga da za sloºenu Poasonovu sumu L0,g,j nesvojstvenih vektora gubitka grupe g ∈ G

scenarija j ∈ J , vaºi da je

E[sL0,g |J = j] = E[sL0,g,j ] = e(λgw0,g,ja
j
0,0(φL0,g,j,1

(s)−1)).

Uslovljavanjem na J,R1, ..., RK , broj neizmirenih obaveza {Nc,g}c∈{1,...,C},g∈G su nezavi-
sni na osnovu pretpostavke 4.2.6 stoga je slu£ajna suma {Lc,g}c∈{1,...,C},g∈G tako�e neza-
visna na osnovu pretpostavke 4.2.1 . Tako da dolazimo do slede¢eg oblika

E[R1
γ1 ...RK

γKsL
′|J,R1, ..., RK ] = R1

γ1 ....RK
γK

C∏
c=1

∏
g∈G

E[sLc,g |J,R1, ..., RK ].

Koriste¢i pretpostavke 4.2.1, 4.2.4 i 4.2.6 kaºemo da za svaki uzrok c ∈ {1, ..., C}
neizmirenih obaveza i svaku grupu g ∈ G vaºi

E[sLc,g |J,R1, ..., RK ] = E[sLc,g |J,Λc] = e(λgwc,g,JΛc(φLc,g,J,1
(s)−1)) =

= e(λgwc,g,J (φLc,g,J,1
(s)−1)(aJc,0+

∑K
k=1 a

J
c,kRk)).

Uvr²tavanjem poslednje tri jednakosti u prvu dobijamo

E[R1
γ1 ...RK

γKsL|J,R1, ..., RK ] = e(
∑

g∈G λg
∑C

c=0 wc,g,Ja
J
c,0(φLc,g,J,1

(s)−1)) ×
K∏
k=1

Rk
γke(Rk

∑
g∈G λg

∑C
c=1 wc,g,Ja

J
c,k(φLc,g,J,1

(s)−1)). (5.1)

Za svaki scenario j ∈ J i rizik k ∈ {0, ..., K} neka
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φj,k(s) =
∑

ν∈Sj,k
∪
{0}

qj,k,νs
ν =

{
λj,k

−1∑
ν∈Sj,k

λj,k,νs
ν za λj,k > 0

1 za λj,k = 0
,

gde s ∈ Cd, ∥ s ∥∞ ≤ 1, ozna£ava funkciju generatrise verovatno¢e za raspodelu
Qj,k = {qj,k,ν}}

ν∈N0
d . Setimo se da za sve uzroke c ∈ {0, ..., C}, grupe g ∈ G i sce-

narija j ∈ J , vaºi

φLc,g,j,1
(s) =

∑
ν∈N0

d

sνP [Lc,g,j,1 = ν]︸ ︷︷ ︸
=qsc,g,j,ν

φLc,g,j,1
(s)− 1 =

∑
ν∈N0

d\{0}

sνqsc,g,j,ν − (1− qsc,g,j,0)

Sre�ivanjem eksponenta kod jednakosti (5.1) dovodi nas do slede¢eg

∑
g∈G

λg

C∑
c=0

wc,g,ja
j
c,k(φLc,g,j,1

(s)− 1) =
∑

ν∈Sj,k

sν
∑
g∈G

λg

C∑
c=0

wc,g,ja
j
c,kq

s
c,g,j,ν︸ ︷︷ ︸

=λj,k,ν

−

−
∑
g∈G

λg

C∑
c=0

wc,g,ja
j
c,k(1− qsc,g,j,0)︸ ︷︷ ︸

=λj,k

=

= λj,k(φj,k(s)− 1) (5.2)

za svaki rizik k ∈ {0, ..., K} i skup Sj,k = {ν ∈ N0
d\{0}|λj,k,ν > 0}. Zamenjuju¢i

poslednju jednakost u jednakost (5.1) koriste¢i uslovno o£ekivanje dato sa J i nezavi-
snost J,R1, ..., RK dobijamo da je

E[R1
γ1 ...RK

γKsL|J ] = e(λJ,0(φJ,0(s)−1)) ×
K∏
k=1

E[Rk
γke(λJ,k(φJ,k(s)−1)Rk)|J ] (5.3)

za s ∈ Cd, ∥ s ∥∞ ≤ 1.

Kako bi mogli da nastavimo dalje najpre ¢emo uvesti pretpostavku vezanu za raspodelu
faktora rizika R1, ..., RK .
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5.1 Faktori rizika sa Gama raspodelom

• Najpre ¢emo de�nisati λj,k. Kumulativni Poasonov intezitet za nenula portfolio gu-
bitke za d-perioda, scenarija j ∈ J rizika k ∈ {0, 1, ..., K}, je dat sa

λj,k :=
∑
g∈G

λg

C∑
c=0

wc,g,ja
j
c,k(1−q

s
c,g,j,0) =

∑
ν∈N0

d\{0}

∑
g∈G

λg

C∑
c=0

wc,g,jac,k
jqsc,g,j,ν =

∑
ν∈Sj,k

λj,k,ν ≥ 0

gde nam je q poznato iz pretpostavki, a za w znamo da je
∑C

c=1wc,g,j = 1, ∀g ∈ G,
∀j ∈ J.

Kako je Rk ∼ Γ(αk, βk) za svako k ∈ {1, ..., K} na osnovu pretpostavke 4.2.8 i kako je
Rk nezavisno u odnosu na J , dolazimo do toga da je

E[Rk
γke(λJ,k(φJ,k(s)−1)Rk|J)] = E[Rk

γk ](1− λJ,k
φJ,k(s)− 1

βk
)
−(αk+γk)

.

Zamenjuju¢i gornju jednakost u poslednju dobijamo

E[R1
γ1 ...RK

γKsL|J ] = e(λJ,0(φJ,0(s)−1)) ×
K∏
k=1

E[Rk
γk ](1− λJ,k

φJ,k(s)− 1

βk
)−(αk+γk).

Sada stavljaju¢i sve u zajedni£ki eksponencijalni oblik, dobijamo kona£an oblik teºinske
funkcije generatrise verovatno¢e koju smo de�nisali jo² na po£etku i ona ima slede¢i
oblik:

φL,γ(s) =
∑
j∈J

E[R1
γ1 ...RK

γKsL|J = j]P [J = j]

= Cγ

∑
j∈J

e
(λj,0(φj,0(s)−1)−

∑K
k=1(αk+γk)log(1−λj,k

φj,k(s)−1

βk
))
P [J = j], (5.5)

za svako s ∈ Cd i ∥ s ∥∞ ≤ 1, gde je

Cγ =
K∏
k=1

E[Rk
γk ] =

K∏
k=1

Γ(αk + γk)

βk
γkΓ(k)

Ako je γk = 0, onda je E[Rk
γk ] = 1. Ako je γk = 1, onda je E[Rk

γk ] = αk

βk
. Odatle

Cγ =
K∏
k=1

(
αk

βk
)γk , γ ∈ {0, 1}K .
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5.2 Razlaganje logaritma u stepeni red Pendºerovom
rekurzijom

De�nicija 5.2.1. Za slu£ajan vektor X : Ω → N0
d i integrabilnu slu£ajnu promenljivu

Y : Ω → R, de�ni²emo teºinsku funkciju generatrise verovatno¢e

φX,Y (s) = E[Y sX ] =
∞∑

n∈N0
d

E[Y 1{X=n}]s
n,

koja vaºi za s ∈ Cd i ∥ s ∥∞ ≤ 1.

Jednakost (5.5) u kreditnom portfoliju predstavlja teºinsku funkciju generatrisa verovatno¢e
akumuliranih vrednosti vektora gubitka u N0

d. Na osnovu de�nicije koe�cijenti ste-
penog reda iz jednakosti (5.5) obezbe�uju ºeljenu raspodelu.
Izra£unavanje takvih koe�cijenata nas moºe dovesti do numeri£ke nestabilnosti £ak
i u slu£aju jednog perioda sa (γ1, . . . , γK) = 0. Tako da ¢emo u ovom delu opisati
jedan algoritam, koji su u osnovi koristili Haaf, Reiss, Schoenmakers da bi dokazili
numeri£ku stabilnost, ali nisu uvideli tu povezanost sa Pendºerovom rekurzijom. Kako
je Pendºerova rekurzija numeri£ki stabilna kao i logaritamska raspodela na taj na£in je
stabilnost o£uvana. Ideja za pro²irivanje na vi²e perioda leºi na pro²irivanju Pendºerovog
algoritma kojeg je dao Sundt. Na² cilj je da izra£unamo funkciju generatrisa verovatno¢e
za gubitke sa gama raspodelom. Kako bi izra£unali koe�cijent stepenog reda ko-
risti¢emo prvo logaritamsko razlaganje, a zatim ¢emo na dobijeni oblik primeniti i
eksponencijalno razlaganje u stepeni red pomo¢u Pendºerove rekurzije. I na taj na£in
¢emo pokazati koliko je Pendºerova rekurzija zna£ajna za matemati£ko modeliranje
kreditnog rizika. Fiksiramo scenario j ∈ J i faktor rizika k ∈ {1, . . . , K}. De�ni²emo

pj,k =
λj,k

βk + λj,k

gde su βk > 0 i λj,k ≥ 0.

Prvo ¢emo razmatrati slu£aj kada je λj,k > 0. Tada je pj,k ∈ (0, 1) i uzimamo slu£ajnu
promenljivu Mj,k ∼ Log(pj, k). Neka je (Yj,k,n)n∈N niz sa slu£ajnim vektorima u N0

d

nezavisni od Mj,k sa funkcijom generatrise verovatno¢e φj,k koju smo de�nisali ranije.

45



Moºemo je zapisati i u slede¢em obliku

φ̃j,k(s) =
∑
ν∈N0

bj,k,νs
ν s ∈ Cd,∥s∥∞ ≤ 1

slu£ajne sume u N0
d,

Sj,k :=

Mj,k∑
n=1

Yj,k,n

koja se moºe zapisati i sa logaritmom

φ̃j,k(s) =
log(1− pj,kφj,k(s))

log(1− pj,k)
, s ∈ Cd, ∥s∥∞ ≤ 1

i svaki koe�cijent {bj,k,ν}ν∈N0
d je mogu¢e izra£unati na numeri£ki stabilan na£in pomo¢u

Pendºerove rekurzije za logaritamsku raspodelu.
Koriste¢i Pendºerov oblik za izra£unavanje po£etne vrednosti (p0 =

log(1−pP [X1=0])
log(1−p)

) do-
bijamo da je

bj,k,0 =
log(1− pj,kqj,k,0)

log(1− pj,k)
,

i koriste¢i dalje rekurzivnu formulu
(pn = 1

1−pP [X1=0]
(P [X1 = n]q1 +

p
ni

∑
j∈N0

d,0<j<n,ji<ni
(ni − ji)P [X1 = j]pn−j)) za svako

ν ∈ N0
d\{0},

bj,k,ν =
1

1− pj,kqj,k,0
(

pj,k
−log(1− pj,k)

qj,k,ν +
pj,k
νi

∑
n∈Sj,kn<ν,ni<νi

(νi − ni)qj,k,nbj,k,ν−n),

gde je i ∈ {1, . . . , } tako da je i νi ̸= 0 i koriste¢i pj,k de�nisano na po£etku i Sj,k

moºemo pokazati da je

1− λj,k
φj,k(s)− 1

βk
= βk + λj,kβk(1−

λj,k

βk + λj,k
φj,k(s)) =

1

1− pj,k
(1− pj,kφj,k(s)),

dalje koristi¢e logaritamski izraz ovo moºemo zapisati u slede¢em obliku

log(1− λj,k
φj,k(s)− 1

βk
) = (φ̃j,k(s)− 1)log(1− pj,k).
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U slu£aju da je λj,k = 0, tada je i pj,k = 0 pa je odgovaraju¢i logaritam jednak nuli.
Da bi izbegli komplikaciju, de�nisa¢emo da je φ̃j,k(s) = 1, za svako s ∈ Cd i

bj,k,ν =

{
0 za ν ∈ N0

d\{0}
1 za ν = 0 ∈ N0

d .

Sada zamenjuju¢i poslednju jednakost u (5.5) iz ranijeg dela dobijamo da je

φL,γ(s) = Cγ

∑
j∈J

e
(λj,0(φj,0(s)−1)+

∑K
k=1(αk+γk)(φ̃j,k(s)−1)log 1

1−pj,k
)
P [J = j] s ∈ Cd,∥s∥∞ ≤ 1

i ozna£avamo sa (∗).

5.3 Eksponencijalno razlaganje u stepeni red Pendºerovom
rekurzijom

Kako bi odredili koe�cijente stepenog reda iz prethodne jednakosti (∗) uz pomo¢u
eksponencijalne funkcije de�nisa¢emo prvo

λj = λj,0 +
K∑
k=1

(αk + γk)log
1

1− pj,k
, j ∈ J

gde je αk > 0, λj,0 ≥ 0 i pj,k ∈ [0, 1) moºemo primetiti da su u pitanju nenegativne
vrednosti ²to nam omogu¢ava numeri£ku stabilnost. Tada za svako j ∈ J i λj > 0

de�ni²emo

φ̃j(s) =
1

λj
(λj,0φj,0(s) +

K∑
k=1

(αk + γk)φ̃j,k(s)log
1

1− pj,k
) s ∈ Cd, ∥s∥∞ ≤ 1

Moºemo primetiti da je koe�cijent stepenog reda

φ̃j(s) =
∑
ν∈N0

cj,νs
ν s ∈ Cd, ∥s∥∞ ≤ 1

dat kao konveksna kombinacija odgovaraju¢ih koe�cijenata φj,0 i φ̃j,1, . . . , φ̃j,K ²to nam
daje numeri£ku stabilnost. Eksplicitno,

cj,ν =
1

λj
(λj,0qj,0,ν +

K∑
k=1

(αk + γk)bj,k,νlog
1

1− pj,k
), ν ∈ N0

d

47



Za svako j ∈ J , λj = 0 de�ni²emo φ̃j(s) = 1 za svako s ∈ Cd i

cj,ν =

{
0 za ν ∈ N0

d\{0}
1 za ν = 0 ∈ N0

d .

U svakom slu£aju na²a φ̃j funkcija generatrise verovatno¢e se moºe zapisati

φL,γ(s) = Cγ

∑
j∈J

eλj(φ̃j(s)−1)P [J = j]

Fiksirajmo scenario j ∈ J , neka jeMj ∼ Poason(λj) i neka je {Yj,k,n}n∈N nezavisan niz
sa istom raspodelom. Tada je raspodela funkcije generatrise verovatno¢e ψj slu£ajne
sume

Sj :=

Mj∑
n=1

Yj,n

data u slede¢em obliku

ψj(s) = eλj(φ̃j(s)−1), s ∈ Cd, ∥s∥∞ ≤ 1

tako da ¢emo koe�cijent ozna£iti sa {dj,ν}ν∈N0
d , i moºe se izra£unati na numeri£ki stabi-

lan na£in pomo¢u Pendºerove rekurzije za Poasonovu raspodelu. Koriste¢i Poasonovu
raspodelu sa parametrom λ ≥ 0, tada je prema Pendºeru q0 = e−λ i

qn =
λn

n!
e−λ =

λ

n
qn−1, n ∈ N.

Kako to pripada Pendºer (0, λ, 0) klasi imamo da je p0 = eλ(P [X1=0]−1), pa odatle i na²
koe�cijent

dj,0 = e(λj(cj,0−1))

samim tim na osnovu op²teg oblika (pn = λ
ni

∑
j∈N0

d,0<j≤n jiP [X1 = j]pn−j) imamo da
je

dj,ν =
λj
νi

∑
n∈N0

d,0<n≤ν

nicj,ndj,ν−n

gde je i ∈ {1, . . . , d} tako da je νi ̸= 0 sa λj i {cj,ν}ν∈N0
d dato ranije. Tada je teºinska

funkcija generatrise verovatno¢e data sa

φL,γ(s) = Cγ

∑
j∈J

ψj(s)P [J = j], s ∈ Cd, ∥s∥∞ ≤ 1
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Koe�cijent stepenog reda je konveksna kombinacija odgovaraju¢ih koe�cijenata {ψj}
pomnoºeno sa konstantom Cγ. Moºemo zaklju£iti da je numeri£ki stabilan, a u zapisu
koe�cijent je slede¢eg oblika:

E[R1
γ1 , . . . , RK

γK1{L=ν}] = Cγ

∑
j∈J

dj,νP [J = j], ν ∈ N0
d

gde je Cγ =
∏K

k=1E[Rk
γk ] =

∏K
k=1

Γ(αk+γk)
βk

γkΓ(αk)
, a {dj,ν}ν∈N0

.
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6

Mere rizika i rizika doprinosa

Znaju¢i raspodelu za L, moºemo izra£unati meru rizika ρ(L). ρ(L) predstavlja iznos
novca koji treba da se doda na rizik portfolija L da bi bio "prihvatljiv". Za Expected
Shortfall(de�cit) kao meru rizika, ra£una¢emo tako�e i rizik doprinosa u smislu kre-
ditnog rizika+. U nastavku moºemo primetiti da ¢e svi gubici biti pozitivnog znaka.

6.1 Kvantili i VaR

De�nicija 6.1.1. Za realnu slu£ajnu promenljivu X i nivo δ ∈ (0, 1) de�ni²emo donji
δ - kvantil od X kao:

qδ(X) = min{x ∈ R|P [X ≤ x] ≥ δ}

i gornji δ - kvantil od X kao

qδ(X) = inf{x ∈ R|P [X ≤ x] > δ}.

Kako je raspodela funkcije FX(x) = P [X ≤ x], x ∈ R od X neprekidna sa desne
strane, minimum koji de�ni²e donji kvantil postoji. Ukoliko u nastavku ne budemo
spomenuli precizno donji/gornji, uvek ¢emo misliti na donji kvantil. O£igledno da ¢e
nam uvek vaºiti da je qδ(X) ≤ qδ(X).

Donji kvantil je najmanji prag takav da je qδ(X)−X nenegativno sa verovatno¢om δ.
U upravljanju �nansijskim rizikom, donji kvantil qδ(X) promenljive X se naziva Value
at Risk(VaR) nivoa 1− δ i koristi se kao sredstvo za kvanti�kovanje rizika. Zapisuju¢i
qδ(X) kao

qδ(X) = min{x ∈ R|P [X > x] ≤ 1− δ},
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vidimo da je qδ(X) najmanji prag koji gubitak X moºe da prema²i sa verovatno¢om
najvi²e 1− δ.

Lema 6.1. Fiksirajmo nivo δ ∈ (0, 1). Neka je {Xn}n∈N niz realnih slu£ajnih promenljivih

koje konvergiraju ka X u verovatno¢i,

limn→∞P [|X −Xn| ≥ ε] = 0, ∀ε > 0.

(a) Donji δ - kvantil zadovoljava

liminfn→∞qδ(Xn) ≥ qδ(X).

(b) Gornji δ - kvantil zadovoljava

limsupn→∞q
δ(Xn) ≤ qδ(X).

(c) Ako raspodela za X zadovoljava P [X ≤ x] > δ, za svako x > qδ(X), ²to je ekviva-

lentno sa qδ(X) = qδ(X), tada je

limn→∞qδ(Xn) = qδ(X)

i

limn→∞qδ(Xn) = qδ(X).

Dokaz:

(a) Ako je x < y < qδ(X), tada je

P [Xn ≤ x] ≤ P [X ≤ y] + P [|X −Xn| ≥ y − x]︸ ︷︷ ︸
→0,kada n→∞

,

odatle

limsupn→∞P [Xn ≤ x] ≤ γ := p[X ≤ y] < δ

na osnovu de�nicije za qδ(X). Dakle, P [Xn ≤ x] ≤ (δ+γ)
2

< δ za svako dovoljno veliko
n, odatle je qδ(Xn) ≥ x i liminfn→∞qδ(Xn) ≥ x. Kako je x < qδ(X) bilo proizvoljno,
donja granica zadovoljava na²e (a).
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(b) Dokaz je sli£an onom pod (a). Ako je x > y > qδ(X), tada je

P [Xn ≤ x] ≥ P [|X −Xn| ≥ x− y],

odatle

liminfn→∞P [Xn ≤ x] ≥ γ := P [X ≤ y] > δ

na osnovu de�nicije za qδ(X). Dakle, P [Xn ≤ x] ≥ (δ+γ)
2

> δ za dovoljno veliko n ∈ N ,
odatle je qδ(Xn) ≤ x i limsupn→∞q

δ(Xn) ≤ x. Kako je x > qδ(X) bilo proizvoljno,
donja granica zadovoljava (b).
(c) sledi iz (a) i (b).

Uprkos na svoju ²iroku upotrebu, Var nije pogodna mera rizika iz dva ekonomska ra-
zloga. Pre svega ona ne uzima u obzir veli£ine gubitaka koji se javljaju sa verovatno¢om
najvi²e 1−δ, ²to zna£i da se zanemaruju rizici sa visokim efektima, ali malom verovatno¢om.
Drugo, VaR nije subaditivan moºe se desiti V aR(X) + V aR(Y ) < V aR(X + Y ) za
promenljive X i Y, ²to ¢e zna£iti da se diversi�kacijom rizik pove¢ava ukoliko se meri
VaR-om.

Primer:(VaR nije subaditivan)

Razmotrimo kredit od 100 evra sa verovatno¢om neizmirivanja obaveze p = 0.8%,
koji dovodi do V aR = 0 na nivou 1%. Sa druge strane ako uzmemo u obzir dva neza-
visna kredita od 50 evra svaki sa istom verovatno¢om p = 0.8%, onda je verovatno¢a
od najmanje jedne neizmirene obaveze 2p − p2 > 1.59% i tako je VaR na nivou 1%

jednak 50 evra. To zna£i da bi radije uzeli kredit od 100 evra kao sigurniju investiciju,
²to je u suprotnosti sa idejom deversi�kacije.

6.2 De�cit

De�nicija 6.2.1. Neka je X slu£ajna promenljiva. Tada je de�cit(expected shortfall)
pomenljive gubitka X na nivou δ ∈ (0, 1) de�nisan na slede¢i na£in

ESδ[X] =
E[X1{X>qδ(X)}] + qδ(X)(P [X ≤ qδ(X)]− δ)

1− δ
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uz konvenciju da je ESδ[X] := ∞ ako je E[X1{X>qδ(X)}] = ∞.

Primedba1': Ako je P [X ≤ qδ(X)] = δ, npr. ako je funkcija raspodele od X tako�e
neprekidna sa leve strane u ta£ki x = qδ(X) onda se de�nicija svodi na jednostavan
oblik

ESδ[X] = E[X|X > qδ(X)].

Primedba: (Kori²¢enje de�cita sa gustinom)
Neka jeX proizvoljna slu£ajna promenljiva. Na prostoru verovatno¢e (Ω,A, P ) de�ni²emo
fX : Ω → [0,∞) sa

fX =
1{X>qδ(X)} + βX1{X=qδ(X)}

1− δ
,

gde je konstanta βX data sa

βX =

{
P [X≤qδ(X)]−δ
P [X=qδ(X)]

ako P [X = qδ(X)] > 0

0 ina£e

Na osnovu de�nicije donjeg kvantila sledi da βX ∈ [0, 1], odatle je fX ograni£en sa
1

(1−δ)
. Primetimo da je

E[fX ] =
1

1− δ
(P [X > qδ(X)] + βXP [X = qδ(X)]) = 1,

odatle fX predstavlja gustinu verovatno¢e. I na osnovu same de�nicije de�cita dobi-
jamo da je

E[XfX ] =
E[X1{X>qδ(X)}] + qδ(X)βXP [X = qδ(X)]

1− δ
= ESδ[X].

6.2.1 Ra£unanje de�cita u kreditnom riziku

Kako je kreditni portfolio gubitka L, diskretna slu£ajna promenljiva, moramo primeniti
komplikovaniju de�niciju. Donji kvantil qδ(L) i P [L ≤ qδ(L)]moºemo ra£unati koriste¢i
algoritam kreditnog rizika+. Moºemo primetiti da je

E[L1{L>qδ(L)}] = E[L]− E[L1{L≤qδ(L)}]
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gde je E[L] dato sa

E[L] =
m∑
i=1

E[Li] =
∑
g∈G

K∑
k=0

wg,kE[Lg,k,1]

i

E[L1{L≤qδ(L)}] =

qδ(L)∑
l=1

lP [L = l].

Ako je E[L] = ∞, tada je ESδ[L] = ∞. Ako je E[L] < ∞ tada se de�cit ESδ[L] iz
de�nicije moºe ra£unati koriste¢i uslove za raspodele L.

Napomena: (ra£unanje kvantila u kreditnom riziku+)
Za dati nivo δ ∈ (0, 1) donji kvantil qδ(L) gubitka portfolija L koji ima oblik

L := LJ =
∑
j∈J

Lj1J=j

se u kreditnom riziku+ moºe ra£unati sabiranjem verovatno¢e P [L = l] za l = 0, 1, 2, ...

sve dok suma ne dostigne δ.

6.2.2 Teorijska svojstva de�cita

Slede¢a lema navodi vaºne osobine vezane za de�cit. Bi¢e nam potrebne dodatne no-
tacije. Za nivo δ ∈ (0, 1), i neka Fδ ozna£ava skup svih gustina verovatno¢e na prostoru
(Ω,A, P ) ograni£enih sa 1

1−δ
. Za slu£ajnu promenljivu X de�ni²emo

Fδ,X := {f ∈ Fδ|E[X+f ] <∞∨ E[X−f ] <∞},

gde je X+ := max{X, 0} i X− := max{−X, 0} tako da je X = X+ −X−. Za gustinu
f ∈ Fδ,X , o£ekivanje E[Xf ] = E[X+f ]− E[X−f ] je dobro de�nisano u [−∞,∞].

Lema 6.2. De�cit na nivou δ ∈ (0, 1) ima za sve slu£ajne promenljive X i Y sa

realnom vredno²¢u slede¢a svojstva:

(a) Pozitivna homogenost: Ako je α > 0, tada je ESδ[αX] = αESδ[X].

(b) Translaciona invarijantnost: Ako je a ∈ R, tada je ESδ[X + a] = ESδ[X] + a.

54



(c) Scenario reprezentacija:

(i)

ESδ[X] = supf∈Fδ
E[Xf ]

(ii) Ako je

E[X+] <∞,

tada je ESδ[X] = supf∈Fδ
E[Xf ]

(d) Subaditivnost: ESδ[X + Y ] ≤ ESδ[X] + ESδ[Y ].

(e) Monotonost: Ako je X ≤ Y , tada je ESδ[X] ≤ ESδ[Y ].

(f) Konveksnost: Ako je α ∈ (0, 1), tada je

ESδ[αX + (1− α)Y ] ≤ αESδ[X] + (1− α)ESδ[Y ].

(g) Granice

qδ(X) ≤ ESδ[X] ≤ E[X+]

1− δ
.

moºe se zapisati i u slede¢em obliku

qδ(X) ≤ ESδ[X] ≤ q +
E(X − q)+

1− δ
,

gde q ∈ R.

(h) Kvantili

ESδ[X] =
1

1− δ

∫
[δ,1)

qu(X)du.

(i) Neka je {Xn}n∈N ograni£en od dole, tj. postoji konstanta a ∈ [0,∞) tako da je

Xn ≥ −a za svako n ∈ N . Tada X := liminfn→∞Xn zadovoljava

ESδ[X] ≤ liminfn→∞ESδ[Xn].

(j) Neka je {Xn}n∈N ograni£en od dole i konvergira u verovatno¢i ka slu£ajnoj promenljivi

X. Tada tako�e vaºi:

ESδ[X] ≤ liminfn→∞ESδ[Xn].
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Posledica: Za svaku realnu slu£ajnu promenljivu X, preslikavanje

δ ∈ (0, 1) → ESδ[X] ∈ R
∪

{∞}

je neprekidno i neopadaju¢e.

Dokaz(posledice):
Neprekidnost sledi na osnovu kvantila u delu (h). Za δ ≤ δ′ imamo da je Fδ,X ⊂ Fδ′,X

²to implicira da je ESδ[X] ≤ ESδ′ [X] na osnovu scenario reprezentacija pod (c).

Primedba: Osobine prethodne leme se mogu objasniti na slede¢i na£in:
(a) Ako su svi gubici smanjeni, onda su i rizik i potreban kapital tako�e smanjeni na
isti na£in.
(b) Ukoliko se doda konstantan gubitak, odgovaraju¢i iznos kapitala je potreban da bi
se rizik u£inio prihvatljivim.
(c) Ako se verovatno¢a doga�aja pove¢a na najvi²i faktor 1

1−δ
, tada ESδ[X] predstavlja

najgori mogu¢i o£ekivani gubitak.
(d),(f) Diversi�kacijom se ne pove¢ava rizik.
(e) Za manje gubitaka potrebno manje kapitala.
(h) Predstavljanje kvantila podrazumeva da de�cit stalno varira sa nivoom δ, dok
suprotno za kvantile δ ∈ (0, 1) → qδ(X) koji mogu i sko£iti. Za diskretne raspodele
kao ²to je raspodela gubitka u kreditnom riziku, kvantili moraju da sko£e.

Dokaz leme:

(a) dokaz sledi na osnovu homogenosti o£ekivanja kori²¢enjem da je

qδ(αX) = αqδ(X).

(b) vaºi zbog invarijantnosti o£ekivanja i kori²¢enjem da je qδ(X + a) = qδ(X) + a.

(c) Supremum je gornja procena i (i) vaºi u slu£aju kada je ESδ[X] = ∞. Ako je
ESδ[X] <∞ tada je obavezno E[X+] <∞, pa je odatle Fδ,X = Fδ. Uzimaju¢i u obzir
da f ∈ Fδ i E[Xf ] > −∞. Dobijamo da je E[f − fX ] = 0, odatle

E[Xf ]− E[XfX ] = E[(X − qδ(X))(f − fX)] =

E[(X − qδ(X))(f − fX)1{X<qδ(X)}] + E[(X − qδ(X))(f − fX)1{X<qδ(X)}] ≤ 0,
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²to zna£i da je supremum jednak sa E[XfX ].
(d) Dovoljno je da posmatramo slu£aj kada je ESδ[X] < ∞ i ESδ[Y ] < ∞. Tada su
E[X+],E[Y +] i E[(X + Y )+] kona£ni i koriste¢i (c) pod (ii) dobijamo

ESδ[X+Y ] = supf∈Fδ
E[(X+Y )f ] ≤ supf∈Fδ

E[Xf ]+supf∈Fδ
E[Y f ] = ESδ[X]+ESδ[Y ].

(e) Primetimo da je ESδ[X] ≤ ESδ[X−Y ]+ESδ[Y ] na osnovu (d). Za Z := X−Y ≤ 0,
imamo da je ESδ[Z] ≤ 0 na osnovu de�nicije zbog toga E[Z1{Z>qδ(Z)}] ≤ 0 i qδ(Z) ≤ 0

za nepozitivne slu£ajne promenljive i P [Z ≤ qδ(Z)] ≥ δ na osnovu de�nicije donjih
kvantila.
Na osnovu (d) i (a).
(g) Donja granica sledi direktno iz de�nicije. Monotonost (e) implicira

ESδ[X] ≤ ESδ[X
+].

Koriste¢i scenario (c) i £injenicu da je svaka gustina od f ograni£ena sa 1
1−δ

.
(h) Pro²iruju¢i prostor verovatno¢e moºemo pretpostaviti postojanje slu£ajne promenljive
U na (Ω,A, P ) koja ima uniformnu raspodelu sa (0, 1), ²to zna£i da je P [U ≤ u] = u,
za svako u ∈ [0, 1]. Neka qU(X) ozna£ava slu£ajni kvantil ω ∈ Ω → qU(ω)(X). Za svako
x ∈ R i u ∈ (0, 1) dobijamo

qu(X) ≤ x⇒ P [X ≤ x] ≥ u

i qu(X) > x⇒ P [X ≤ x] < u

na osnovu de�nicije donjeg kvantila, odatle

P [qU(X) ≤ x] = P [U ≤ P [X ≤ x]] = P [X ≤ x]

za svako x ∈ R, ²to zna£i da qU(X) i X imaju istu raspodelu.
De�ni²imo δ′ = P [X ≤ qδ(X)]. Primetimo da je δ′ ≥ δ i qu(X) = qδ(X) za svako
u ∈ [δ, δ′]. Koriste¢i gornju implikaciju za x = qδ(X) pokazuje se da je {U > δ′} =

{qU(X) > qδ(X)}. Odatle imamo,

∫
[δ,1)

qu(X)du =

∫
(δ′,1)

qu(X)du+

∫
[δ,δ′]

qu(X)du =

= E[qU(X)1{U>δ′}] + qδ(X)(δ′ − δ) =

= E[X1{X>qδ(X)}] + qδ(X)(P [X ≤ qδ(X)]− δ).
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Deljenjem sa 1− δ dobijamo ono ²to treba po de�niciji.
(i) Na osnovu invarijantnosti pod (b), moºemo pretpostaviti bez gubitka op²tosti da je
svaki Xn nenegativan. Koriste¢i gustinu fX za de�cit i primenom Fatuove leme na niz
{XnfX}n∈N kao i senario pod (c) ,dobijamo

ESδ[X] = E[XfX ] ≤ liminfn→∞E[XnfX ].

(j) Moºemo pretpostaviti da {ESδ[Xn]}n∈N konvergira ka svom liminf(najmanjoj ta£ki
nagomilavanja). Takodje moºemo pretpostaviti da {Xn}n∈N konvergira skoro sigurno
ka X. Tako da sada iz (i) sledi (j).

Napomena:

Lema 6.3. Neka f1, f2, f3, ... predstavlja nenegativan niz merljivih funkcija na prostoru

(C,Σ, µ). De�ni²imo sada funkciju f : S → [0,∞] koja ima oblik

f(s) = liminfn→∞fn(s), s ∈ S.

Tada je f merljivo i vaºi ∫
S

fdµ ≤ liminfn→∞

∫
S

fndµ.

6.2.3 Doprinosi za de�cit

Ako se rizik i potrebni rizik kapitala za portfolio gubitka ra£unaju pomo¢u de�cita, tada
dolazimo do pitanja koliko individualna komponenta doprinosi riziku £itavog portfolija.
Neka L0 = L0(Ω,A, P ) predstavlja vektorski prostor svih slu£ajnih promenljivih X :

Ω → R na prostoru verovatno¢a (Ω,L, P ). Neka L1
−(P ) ozna£ava konus odX ∈ L0(P ),

za koje je negativni deo X− = max{0,−X} P-integrabilno. Neka sada L1(P ) ozna£ava
vektorski prostor svih P-integrabilnih X ∈ L0(P ).

Dalje, ako sa Z ∈ L0(P ) ozna£imo portfolio gubitka i X1, . . . , Xn ∈ L1
−(P ) sa

X1 + · · · + Xn = Z ozna£avamo gubitke od n podportfolija i u tom slu£aju moºemo
postaviti pitanje, na koji na£in treba rasporediti rizi£ni kapital ESδ[Z] na n podpo-
rtfolija na fer i riziko adekvatan na£in.

De�nicija 6.2.2. (Raspodela rizi£nog kapitala uz pomo¢ de�cita)
Za portfolio gubitka Z ∈ L0(P ) i za nivo δ ∈ (0, 1), posmatrajmo podportfolio
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X ∈ L0(P ) sa X1{Z≥qδ(Z)} ∈ L1
−(P ). Tada se doprinos de�cita za podportfolio gubitka

X ka Z na nivou δ de�ni²e na slede¢i na£in:

ESδ[X,Z] =
E[X1{Z>qδ(Z)}] + βZE[X1{Z=qδ(Z)}]

1− δ

gde βZ ima slede¢i oblik

βZ =

{
P [Z≤qδ(Z)]−δ
P [Z=qδ(Z)]

za P [Z = qδ(Z)] > 0,

0 ina£e

Primedba1: Moºemo primetiti da je ESδ[X,Z] = ∞ mogu¢e i da je u tom slu£aju
X1{Z≥qδ(Z)} ∈ L1

−(P ) zadovoljeno za sve X ∈ L1
−(P ).

Primedba2: Sa gustinom fZ de�nisanom na slede¢i na£in:

fZ =
1{X>qδ(X)} + βX1{X=qδ(X)}

1− δ
,

dobijamo da je ESδ[X,Z] = E[XfZ ].

6.2.4 Teorijska svojstva

Raspodela rizi£nog kapitala pomo¢u de�cita ima niz dobrih osobina koje ¢emo pre-
dstaviti slede¢om lemom.

Lema 6.4. Doprinos de�cita na nivou δ ∈ (0, 1), za sve X, Y ∈ L1
−(P ) i Z ∈ L0(P )

ima slede¢e osobine:

(a) Konzistentnost sa de�citom: ESδ[Z,Z] = ESδ[Z].

(b) Diversi�kacija: ESδ[X,Z] ≤ ESδ[X,X].

(c) Linearnost: za sve α, β > 0,

ESδ[αX + βY, Z] = αESδ[X,Z] + βESδ[Y, Z].

U slu£aju da X,Y ∈ L1(P ), data jednakost vaºi za sve α, β ∈ R.

(d) Translatorna invarijantnost: Ako a ∈ R, tada je

ESδ[X + a, Z] = ESδ[X,Z] + a.
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(e) Monotonost: Ako je X ≤ Y , tada je ESδ[X,Z] ≤ ESδ[Y, Z].

(f) Nezavisnost: Ako su X i Z nezavisni, tada je ESδ[X,Z] = E[X].

(g) Ivarijantnost portfolija: ESδ[X,αZ] = ESδ[X,Z], za svako α > 0.

(h) Neprekidnost podportfolija: Ako Y ∈ L1(P ), tada

|ESδ[X,Z]− ESδ[Y, Z]| ≤ ESδ[|X − Y |, Z] ≤ E[|X − Y |]
1− δ

.

(i) Neprekidnost portfolija: Pretpostavimo da X ∈ L1(P ). Ako je P [Z ≤ qδ(Z)] = δ

ili ako je X skoro sigurno konstantno na {Z = qδ(Z)}, tada je raspodela kapitala za

X uz pomo¢ de�cita na nivou δ neprekidna za Z, tj. za svaki niz {Zn}n∈N ⊂ L0(P )

konvergira ka Z u verovatno¢i,

limn→∞ESδ[X,Zn] = ESδ[X,Z].

(j) Predstavljanje doprinosa de�cita pomo¢u izvoda po pravcu: Ako je raspodela ka-

pitala za X ∈ L1(P ) pomo¢u de�cita neprekidna na Z ∈ L1(P ) kao ²to je pod (i), tada

je

ESδ[X,Z] = limε→0
ESδ[Z + εX]− ESδ[Z]

ε
.

Primedba: Osobina (b) nam pokazuje da ukoliko posmatramo X kao podportfolio
bilo kog portfolija Z tada nam nije potreban nijedan drugi rizi£ni kapital ve¢ je dovo-
ljan onaj koji je sadrºan u sebi. �to zna£i da diversi�kacija ne pove¢ava rizi£ni kapital.

Primer: Ovim primerom ¢emo pokazati da (i) i (j) ne vaºe za svako Z. Posmatramo
za Ω ∈ {0, 1}, P [{0}] = δ gde su proizvoljne promenljive date sa Xω = ω i Z(ω) = 0

za svako ω ∈ Ω. De�ni²imo Zε = εX. Tada Zε → Z, ε → 0. Dalje je, na osnovu
nezavisnosti ESδ[X,Z] = E[X] = 1 − δ , na osnovu pod (g) imamo ESδ[X,Zε] =

ESδ[X,X] = ESδ[X] = 1, za svako ε > 0 i konzistencije (a) kao i primedbe1' koriste¢i
da je qδ(X) = 0. Kako je ESδ[Z] = 0 i ESδ[Z + εX] = εESδ[X] = ε, tada vidimo da
je 1 ̸= 1− δ = ESδ[X,Z].

Dokaz leme: (a) Na osnovu oblika E[XfX ] = ESδ[X] koji smo dobili na samom po£etku
pri£e o de�citu kao i na osnovu primedbe2 vaºi da je:

ESδ[Z,Z] = E[ZfZ ] = ESδ[Z].
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(b) Na osnovu primedbe2, Leme 6.2 (c) i pod (a) vaºi da je

ESδ[X,Z] = E[XfZ ] ≤ supf∈Fδ
E[Xf ] = ESδ[X] = ESδ[X,X].

(c) i (d) nam proizilazi na osnovu primedbe2 i koriste¢i linearnost o£ekivanja.
(e) Koriste¢i primedbu2 i ESδ[X,Z] = E[XfZ ] ≤ E[Y fZ ] = ESδ[Y, Z].

(f) Na osnovu primedbe2, ESδ[X,Z] = E[XfZ ] = E[X]E[fZ ] = E[X].

(g) Kako je qδ(αZ) = αqδ(Z), tako�e za gustinu vaºi fαZ = fZ . Odatle na osnovu
primedbe2,

ESδ[X,αZ] = E[XfαZ ] = E[XfZ ] = ESδ[X,Z].

(h) Za prvi deo nejednakosti koristimo linearnost (c) i monotonost (e), dok za drugi
deo nejednakosti koristimo primedbu2 i gornju granicu 1

1−δ
za gustinu fZ .

(i) Kako je dokaz duga£ak, najpre ¢emo smanjiti problem. Za dato X ∈ L1(P ) i
ε > 0, tada na osnovu teoreme o konvergenciji postoji konstantaM tako da ograni£ena
slu£ajna promenljivaXε := X1{|X|≤M} zadovoljava da jeE[|X−Xε|] = E[|X|1{|X|>M}] ≤
ε. Na osnovu neprekidnosti podportfolija pod (h) dovoljno je pokazati da je

limn→∞ESδ[X,Zn] = ESδ[X,Z].

za sve X ∈ L1(P ).

Kako bi dalje pojednostavili za kvantile, de�nisa¢emo q = qδ(Z) i qn = qδ(Zn). Bez
gubitka op²tosti moºemo pretpostaviti da je E[X1{Z=q}] = 0, zbog toga u slu£aju da
je P [Z = q] > 0 moºemo koristiti invarijantnost pod (d), prebaciti na X ′ := X − a sa
a := E[X|Z = q]. �to pojednostavljuje na² oblik de�nicije. Na osnovu linearnosti pod
(c), moºemo ograni£iti na²u paºnju na one X ∈ L1(P ) koje su ograni£ene sa 1− δ.

Za ε > 0, postavimo η > 0 i ηε ∈ N. Na osnovu neprekidnosti sa desne strane funkcije
raspodele za |Z − q|, tada postoji η > 0 tako da je

P [0 < |Z − q| < 2η] ≤ ε.

De�nisa¢emo q− = q − 2η i q+ = q + 2η. Kako {Zn}n∈N konvergira ka Z, tada postoji
nε ∈ N tako da je

P [|Z − Zn| ≥ η] ≤ ε, ∀n ≥ nε
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i na osnovu leme 6.1 (a),

qn ≥ q − η, ∀n ≥ nε.

Pokaza¢emo koriste¢i slu£aj qn ≤ q + η i qn > q + η da je

|ESδ[X,Zn]− ESδ[X,Z]| ≤ 6ε, ∀n ≥ nε.

Kako je ε > 0 proizvoljno, tada nas prethodna nejednakost dovodi do ºeljenog rezultata.
Primetimo da je

E[|1A − 1B|] = P [A
∩

Bc] + P [Ac
∩

B], ∀A,B ∈ A.

Prvi slu£aj: Dokaz prethodne nejednakosti za slu£aj kada je qn > q + η je lak²i i nisu
potrebne dodatne pretpostavke u odnosu na (i). Primetimo da je

(1− βZn)E[1{Zn=qn}] = δ − P [Zn < qn] ≤ P [Z ≤ q]− P [Zn < qn]

≤ P [Z ≤ q, Zn ≥ qn] ≤ ε.

Podelom {Zn ≥ qn}, dobijamo da je

1− δ ≤ P [Zn ≥ qn] = P [Z > q, Zn ≥ qn]︸ ︷︷ ︸
=:A

+ P

=:B︷ ︸︸ ︷
[Z ≤ q, Zn ≥ qn]︸ ︷︷ ︸

≤ε

,

odatle je P [A] ≥ 1− δ − ε. Podelom {Z > q} imamo

1− δ ≥ P [Z > q] = P [A] + P [Z > q, Zn < qn]︸ ︷︷ ︸
=:C

,

tako je P [C] ≤ ε.Kona£no koriste¢i dati oblik de�nicije(ESδ[X,Z] =
E[X1{Z>qδ(Z)}]+βZE[X1{Z=qδ(Z)}]

1−δ
),

E[X1{Zn=qn}] = 0 i ||X||∞ ≤ q − δ,

|ESδ[X,Zn]− ESδ[X,Z]| ≤ (1− βZn)E[1{Zn=qn}]︸ ︷︷ ︸
≤ε

+ E[|1{Zn≥qn}|]︸ ︷︷ ︸
=P [B]+P [C]

≤ 3ε,

62



time smo pokazali da je

|ESδ[X,Zn]− ESδ[X,Z]| ≤ 6ε, ∀n ≥ nε.

za slu£aj kada je qn > q + η.

Drugi slu£aj: Sada pokazujemo |ESδ[X,Zn]−ESδ[X,Z]| ≤ 6ε kada je u pitanju slu£aj
gde je qn ≤ q + η. De�ni²imo E = {Z > q, Zn ≤ qn} i F = {Z ≤ q, Zn > qn}. Posma-
tramo da je

P [E] = P [q < Z < q+, Zn ≤ qn]︸ ︷︷ ︸
≤ε

+ P [Z ≥ q+, Zn ≤ qn]︸ ︷︷ ︸
≤ε

≤ 2ε.

Drugi slu£aj (a): Pretpostavimo da je P [Z ≤ q] = δ zadovoljeno. Podelom {Zn ≤ qn},
dobijamo

δ ≤ P [Zn ≤ qn] = P [Z ≤ q, Zn ≤ qn]︸ ︷︷ ︸
=:D

+ P [E],

na osnovu gornje dve nejednakosti vidimo da je P [D] ≥ δ − 2ϵ. Podelom {Z ≤ q}

δ = P [Z ≤ q] = P [D] + P [F ],

tako je P [D] ≤ δ i P [F ] ≤ 2ϵ. Malo dalje kada zapi²emo koriste¢i prethodno

βZnE[1{Zn=qn}] = P [Zn ≤ qn]− δ = P [D] + P [E]− δ ≤ 2ϵ.

Kona£no koriste¢i po£etni oblik dat u de�niciji, E[X1{Z=q}] = 0 i ||X||∞ ≤ 1− δ,

|ESδ[X,Zn]− ESδ[X,Z]| ≤ βZnE[1{Zn=qn}]︸ ︷︷ ︸
≤2ε

+ E[1{Zn>qn} − 1{Z>q}|]︸ ︷︷ ︸
=P [E]+P [F ]≤4ε

≤ 6ε,

time smo pokazali ono ²to smo trebali za drugi slu£aj pod (a).

Drugi slu£aj (b): Neka je sada X konstanta na {Z = q}. Tada iz E[X1{Z=q}] = 0

sledi da je E[|X|1{Z=q,Zn=qn}] = 0 i E[|X|1{Z=q,Zn>qn}] = 0. Tako da je

E[|X|1{Zn=qn}]

1− δ
=
E[|X|1{Z ̸=q,Zn=qn}]

1− δ
≤ P [Z ̸= q, Zn = qn]

≤ P [0 < |Z − q| < 2η]︸ ︷︷ ︸
≤ε

+ P [|Z − q| ≥ 2η, Zn = qn]︸ ︷︷ ︸
≤ε

≤ 2ε
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i

E[|X|1F ]
1− δ

≤ P [Z < q, Zn > qn] = P [q− < Z < q, Zn > qn]︸ ︷︷ ︸
≤ε

+ P [Z ≤ q−, Zn > qn]︸ ︷︷ ︸
≤ε

≤ 2ε

Sada koriste¢i po£etnu de�niciju 6.2.2 , βZn ∈ [0, 1], E[X1{Z=q}] = 0, i ||X||∞ ≤ 1− δ,

|ESδ[X,Zn]− ESδ[X,Z]| ≤
E[|X|1{Zn=qn}]

1− δ︸ ︷︷ ︸
≤2ε

+
E[|X|1E]
1− δ︸ ︷︷ ︸
≤2ε

+
E[|X|1F ]
1− δ︸ ︷︷ ︸
≤2ε

≤ 6ε,

time je pokazano i za drugi slu£aj pod (b).

(j) Neka je ε > 0. Na osnovu konzistencije (a), diversi�kacije (b) i linearnosti (c),

ESδ[Z + εX] = ESδ[Z + εX,Z + εX] ≥ ESδ[Z + εX,Z] = ESδ[Z] + εESδ[X,Z],

odakle je

ESδ[Z + εX]− ESδ[Z]

ε
≥ ESδ[X,Z].

Sli£no,

ESδ[Z] = ESδ[Z,Z] ≥ ESδ[Z,Z + εX] = ESδ[Z + εX]− εESδ[X,Z + εX],

odakle je

ESδ[X,Z + εX] ≥ ESδ[Z + εX]− ESδ[Z]

ε
.

Kako se za raspodelu kapitala X pomo¢u de�cita pretpostavlja da je neprekidna u Z,

ESδ[X,Z] = limε↘0
ESδ[Z + εX]− ESδ[Z]

ε
.

U slu£aju da ε ↗ 0, treba primeniti ovaj rezultat za ε′ = −ε i X ′ = −X i koristimo
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da je −ESδ[X
′, Z] = ESδ[X,Z] kako bi dobili da je

ESδ[X,Z] = limε→0
ESδ[Z + εX]− ESδ[Z]

ε
.

6.2.5 Izra£unavanje doprinosa rizika u kreditnom riziku

Sada ¢emo iskoristiti ideju o raspodeli rizi£nog kapital pomo¢u de�cita za kreditni
portfolio gubitka L datog sa

L := LJ =
∑
j∈J

Lj1{J=j}.

Ako je E[L] <∞ tada de�nicija 6.2.2 daje

ESδ[Lg,i,k, L] =
E[Lg,i,k1{L>qδ(L)}] + βLE[Lg,i,k1{L=qδ(L)}]

1− δ

kao doprinos koji se pripisuje obvezniku i ∈ {1, . . . ,m} grupe g ∈ Gi i riziku k ∈
{0, . . . , K} za de�cit ESδ[L]. Kako L ima diskretnu raspodelu, P [L = qδ(L)] = 0 nije
mogu¢e zbog de�nicije za qδ(L). Primetimo da na osnovu konzistencije i linearnosti
date prethodnom lemom (a) i (c),

ESδ[L] = ESδ[L,L] =
m∑
i=1

∑
g∈Gi

K∑
k=0

ESδ[Lg,i,k, L],

Kako je

E[Lg,i,k1{L>qδ(L)}] = E[Lg,i,k]︸ ︷︷ ︸
=λgwg,kE[Lg,i,k,1]

− E[Lg,i,k1{L≤qδ(L)}],

potrebno je da izra£unamo E[Lg,i,k1{L=l}] za l ∈ {0, 1, . . . , qδ(L)}. To se moºe uraditi
pomo¢u leme koju je formulisao Tasche.

Lema 6.5. Za svakog obveznika i ∈ {1, . . . ,m}, svaku grupu g ∈ Gi i ukupan gubitak

l ∈ N0,

E[Lg,i,01{L=l}] = λgwg,0

l∑
ν=1

E[Lg,i,0,11{Lg,0,1=ν}]P [L = l − ν]
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i, za svaki rizik k ∈ {1, . . . , K},

E[Lg,i,k1{L=l}] = λgwg,k

l∑
ν=1

E[Lg,i,k,11{Lg,k,1=ν}]E[Λk1{L=l−ν}].

Primedba: Za svakog obveznika i ∈ {1, . . . ,m}, svaku grupu g ∈ Gi, svaki rizik
k ∈ {0, . . . , K} i svaki gubitak ν ∈ N0, na osnovu ranijih pretpostavki dobijamo
slede¢i oblik:

E[Lg,i,k,11{Lg,k,1=ν}] =
∑

µ=(µj)j∈g∈N0
g

µiP [Lg,j,k,1 = µj∀j ∈ g]︸ ︷︷ ︸
=qg,k,µ

,

²to se moºe izra£unati direktno iz ulaznih podataka i to na numeri£ki stabilan na£in,
po²to se samo negativni brojevi mnoºe i dodaju.
(a) U slu£aju kada je g = {i}, ²to je oblik klasi£nog kreditnog rizika tada se prethodni
oblik moºe zapisati jednostavnije

E[Lg,i,k,11{Lg,k,1=ν}] = νqg,k,ν .

(b) Ako se grupa gubitka ν pripisuje na deterministi£ki na£in svojim £lanovima tada
imamo oblik

E[Lg,i,k,11{Lg,k,1=ν}] = hg,i,k(ν)g
s
g,k,ν .

(c) Na osnovu linearnosti o£ekivanja imamo,

νqsg,k,ν = E[Lg,k,11{Lg,k,1=ν}] =
∑
i∈g

E[Lg,i,k,11{Lg,k,1=ν}].

Ukoliko su {Lg,i,k,1}i∈g zamenljivi tada su sva o£ekivanja sa desne strane prethodne
jednakosti jednaka i

E[Lg,i,k,11{Lg,k,1=ν}] =
ν

|g|
qsg,k,ν , ∀i ∈ g.

Dokaz leme: Fiksirajmo rizik k ∈ {0, . . . , K}, obveznika i ∈ {1, . . . ,m} i grupu g ∈ Gi

koja sadrºi i. Podsetimo se da je Lg,k =
∑Ng,k

n=1 Lg,k,n i primetimo da je Lg,k = 0 ako je
Ng,k = 0. Dalje ako je L = l, tada nijedan gubitak ne moºe biti ve¢i od l. De�ni²imo
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M = L − Lg,k kao sumu svih gubitaka koji ne dolaze od grupe g zbog rizika k. Tako
da za svako µ ∈ N i n ∈ {1, . . . , µ} de�ni²emo

Mµ,n =

µ∑
r=1r ̸=n

Lg,k,r

kao sumu prvih µ gubitaka grupe g zbog rizika k izostavljaju¢i n-ti gubitak. Tada je

E[Lg,i,k1{L=l}] =
∞∑
µ=1

E[

µ∑
n=1

Lg,i,k,n1{L=l,Ng,k=µ}]

=
∞∑
µ=1

µ∑
n=1

l∑
ν=1

E[Lg,i,k,n1{ L = l, Ng,k = µ︸ ︷︷ ︸
={M+Mµ,n+Lg,k,n=l,Ng,k=µ}

,Lg,k,n=ν}].

Na osnovu ranijih pretpostavki znamo da proizvoljni vektor (Lg,i,k,n)i∈g zajedno sa
sumom Lg,k,n je nezavisan zajedno sa M , Mµ,n i Ng,k, odakle dobijamo da je

E[Lg,i,k,n1{M+Mµ,n+Lg,k,n=l,Ng,k=µ,Lg,k,n=ν}] = E[Lg,i,k,n1{Lg,k,n}]P [M+Mµ,n = l−ν,Ng,k = µ].

Na osnovu ranijih pretpostavki vektori gubitka (Lg,i,k,n)i∈g i (Lg,i,k,1)i∈g imaju istu
raspodelu, pa na osnovu toga moºemo zameniti n sa 1 u o£ekivanju sa desne strane.
Tako�e ista pretpostavka kaºe da je Mµ,n nezavisno sa (M,Ng,k) i da Mµ,1, . . . ,Mµ,µ

imaju istu raspodelu, pa odatle za svako n ∈ {1, . . . , µ},

P [M +Mµ,n = l − ν,Ng,k = µ] = P [M +Mµ,µ = l − ν,Ng,k = µ].

Sada posmatraju¢i slu£aj gde k ∈ {1, . . . , K}. Na osnovu pretpostavke o uslovnoj
nezavisnosti kao i uslovnoj Poasonovoj raspodeli,

P [M +Mµ,µ = l − ν,Ng,k = µ] = E[P [M +Mµ,µ = l − ν|Λ1, . . . ,Λm]P [Ng,k = µ|Λk]]

=
λgwg,k

µ
E[ΛkP [M +Mµ,µ = l − ν,Ng,k = µ− 1︸ ︷︷ ︸

={L=l−ν,Ng,k=µ−1}

|Λk]],

gde koristimo da je

P [Ng,k = µ|Λk] =
(λgwg,kΛk)

µ

µ!
e−λgwg,kΛk =

λgwg,kΛk

µ
P [Ng,k = µ− 1|Λk].
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Sada zamenom prethodne tri jednakosti u £etvrtu datu sa o£ekivanjem dobijamo,

E[Lg,i,k1{L=l}] = λgwg,k

∞∑
µ=1

l∑
ν=1

E[Lg,i,k,11{Lg,k,1=ν}]E[Λk1{L=l−ν,Ng,k=µ−1}]

= λkwg,k

l∑
ν=1

E[Lg,i,k,11{Lg,k,1=ν}]E[Λk1L=l−ν ].

68



Zaklju£ak

Razvoj savremenog bankarstva i privrede pove¢ava izloºenost razli£itim vrstama rizika.
Njihova indeti�kacija kao i adekvatne mere za²tite postaju vaºan faktor uspe²nog poslo-
vanja. Cilj ovog rada je predstavljanje matemati£kih modela pri modeliranje kreditnog
rizika kao najzna£ajnijeg rizika kome je svaka �nansijska institucija izloºena u svom
poslovanju, pomo¢u Pendºerove rekurzije. Kako bi ²to bolje i preciznije objasnili na
samom po£etku smo se upoznali sa raspodelama koje smo u toku rada koristili, kao i sa
uvodnom pri£om o kreditnom riziku i Bazelskim komitetom za kreditni rizik. Gde smo
pored Bazelskog komiteta pri£ali i o ponu�enom setu pristupa za merenje izloºenosti
kreditnom riziku i kalkulaciju ekonomskog kapitala u Bazelskom sporazumu II.
Zatim smo u daljem nastavku govorili o kreditnom rizik+ koji je zasnovan na Poa-
sonovoj aproksimaciji i upoznali smo se sa nesvojstvenim rizikom.

Glavni fokus je bio usresre�en na izra£unavanju funkcije generatrise verovatno¢e za
gubitke sa gama raspodelom, gde smo nakon ²to smo na²li kona£an oblik teºinske
funkcije generatrise verovatno¢e koristili originalni algoritam za implementiranje kredi-
tnog rizika koji je zasnovan na rekurzivnoj formuli poznatoj pod nazivom Pendºerova
rekurzija. Na taj na£in smo uvideli koliko je Pendºerova rekurzija zna£ajna za ovaj vid
modeliranja kreditnog rizika. Na kraju smo se upoznali sa merama rizika i rizikom do-
prinosa. VaR je postao jedna od najpopularnijih metoda za merenje rizika. Svaki VaR
model koristi istorijske podatke sa trºi²ta da bi prognozirao budu¢i uspeh portfolija. U
master radu je razmotren pristup za izra£unavanje VaR-a, kao i neke njegove osobine.
Objasnili smo sta je de�cit(expected shortfall ili CVAR), kako se izra£unava i objasnili
neka teorijska svojstva i nakon toga smo se bavili doprinosom de�cita gde smo tako�e
naveli teorijska svojstva za doprinos de�cita.

Ono ²to bi mogli da zaklju£imo je da kreditni rizik ili druga£ije re£eno rizik da
otplata odobrenog kredita bude dovedena u pitanje predstavlja najzna£ajniji rizik sa
kojima se banke danas susre¢u. Osnovni uzroci ovakvih problema i sve ve¢ih gubitaka
koje snose banke kao posledice kreditnog rizika leºe u slabim kreditnim standardima
za zajmoprimaoce i druge ugovorne strane, kao i lo²im upravljanjem rizikom.

Zna£aj upravljanja i modeliranja kreditnim rizikom proisti£e iz potencijalne opasnosti
da veliki broj korisnika kredita ne¢e biti sposobni da ispune svoje obaveze i na taj na£in
banke ulaze u zonu tehni£ke insolventnosti.
Zato u cilju minimiziranja kreditnog rizika kreditni sektor mora da prati dejstvo svih
faktora koji uti£u na kvalitet kreditnog portfelja banke i da na vreme reaguje na ona
kretanja koja mogu da dovedu do bankrotstva banke.
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