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Predgovor

Vodenje finansijskih institucija nikada nije bio lak zadatak. Razvoj savremenog bankarstva
i privrede povecava izlozenost razli¢itim vrstama rizika. Rizici, kao moguénost apso-
lutnog ili relativnog gubitka u odnosu na ocekivanja u poslovanju banaka su karakteri-
stika svakog bankarskog poslovanja. Njihova indetifikacija kao i adekvatne mere zastite
postaju vazan faktor uspesnog poslovanja.

Neizvesnost raste sa promenama u kamatnim stopama, promena depozita i nesposobnoséu
duznika da vrati kredit, ali i pod dejstvom faktora kao $to su deregulacija, ali i ulaskom
banaka u poslove koji ranije nisu bili bankarski. Da bi se rizik izbegao ili barem doveo
u prihvatljivo stanje, potrebno je upravljati njime. Protekle godine bile su izuzetno
kobne po bankarski sektor. Velike finansijske institucije su pravile velike gubitke zbog
velike kreditne izlozenosti, zato je bankarski sektor pristupio ka uspostavljanju sistema

i upravljanju kreditnim rizikom. Upravljanje je poslovna politika banke samim tim za

upravljanje rizikom mozemo rec¢i da je kao bancina funkcija osiguranja od rizika.

Kreditni rizik je rizik iz grupe finansijskih rizika, predstavlja najznacajniji rizik kome
je svaka finansijska institucija izlozena u svom poslovanju. Iako se kreditni rizik pre-
vashodno vezuje za bankarsko poslovanje gde se najveci izvor kreditnog rizika nalazi
u kreditnim plasmanima, njime su izloZzene i mnoge drzavne finansijske institucije pri-
likom obavljanja finansijskih transakcija u domenu javnih finansija. Dakle prisutan
je u bilansnim i vanbilansnim transakcijama banke. Obzirom da je re¢ o jednom od
vode¢ih rizika u bankarskom poslovanju, industrija ulaze velike napore na modeliranju
optimalnog pristupa upravljanja ovim rizikom.

Osnovni cilj i motiv ovog rada je predstavljanje matematickih modela pri modeli-
ranju kreditnog rizika. Najveci akcenat Ce biti stavljen na modeliranje kreditnog rizika
pomocu Pendzerove rekurzije.

U uvodnom delu rada bi¢e predstavljeni pojmovi iz oblasti aktuarske matematike
koji ¢e biti koriS¢eni u okviru ovog rada. Upoznac¢emo se sa meSovitom Poasonovom
raspodelom (o¢ekivanjem, varijansom) zatim Gama-meSovitom Poasonovom raspode-
lom kao i sa Pendzerovom rekurzijom.

Zatim ¢emo u prvom delu predstaviti kreditni rizik upoznati se sa osnovnim parametrima



vezanim za njega.

Deterministicko zaokruzivanje sa navedenom osnovnom jedinicom gubitka bi zaokruzila,
na primer svaki gubitak od 50000 evra na nulu Sto nije prihvatljivo, jer se ignorise rizik.
Ideja stohastickog zaokruzivanja i ujedno drugog dela ovog rada je da ocekivani gubitak
barem zadrze konstantnim.

Osnovni cilj modeliranja odredene pojave je pronalazenje adekvatnog modela koji
opisuje posmatranu pojavu na osnovu dostupnih podataka vezanih za nju. Originalni
algoritam za implementiranje kreditnog rizika se zasniva na rekurzivnoj formuli pozna-
toj pod nazivom Pendzerova rekurzija o kojoj ¢emo upravo pricati u tre¢em delu ovog
rada.

I u poslednjem cetvrtom delu ¢emo se baviti merom rizika i rizikom doprinosa. Mera
rizika, koncept koji se koristi u oblasti finansijskog rizika za procenu kreditnog rizika je
Expected shortfall (CVAR). O njemu ¢emo reéi kako se izra¢unava vezano za kreditni
rizik i objasniti neka teorijska svojstva.

Ovom prilikom bih Zeleo da se zahvalim svim profesorima na saradnji i ukazanom
znanju tokom studija. Posebno se zahvaljujem svom mentoru, prof. dr. Dori Sele§, na
ukazanom poverenju, kao i za stru¢no usmeravanje i na izvanrednoj saradnji pri izradi

ovog rada.
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Opsti Poasonov model

Poasonova raspodela je jednoparametarska raspodela sa parametrom A\ > 0. Koristi
se za odredivanje verovatnoca da ¢e se odreden broj dogadaja pojaviti u datom vre-
menskom intervalu.

Za izra¢unavanje kreditnog rizika koristicemo N i k iz Poasonove i Gama raspodele i
kasnije ¢emo koristiti Pendzerovu rekurziju.

Neka je N Poasonova slu¢ajna promenljiva koja predstavlja broj koliko puta ¢e obveznik
propustiti da plati ratu kredita u datom periodu i neka je ocekivani broj dogadaja
tokom posmatranog vremenskog intervala jednak A . Tada se verovatnoca da c¢e se
realizovati k£ dogadaja tokom tog vremenskog intervala moze izracunati slede¢om fo-
rmulom:

M
pk:P{N:k}:ge . k=0,1,...

Ocekivanje i varijansa Poasonove slucajne promenljive N sa parametrom A ima sledeéi

oblik:

Dokaz:
Pretpostavimo da N ~ Poason(\) i | € Ny. Tada koristeéi stepeni red eksponencija-

Inom funkcijom, [ — ¢z faktorial momenta Poasonove raspodele je dat sa

-1 oo [—1 o) )\nl
1| EEOIED B) | (RSt ‘AZ
k=0 n=l k=0 (n =)

—eX



Za | = 1 dobijamo ocekivanje
E[N] =\

Koriste¢i N2 = N + N(N — 1) i da je [ = 2, varijansa se moZe izra¢unati na sledeci

nacin

Var(N) = E[N? — (E[N])> = E[N] + E[N(N —1)] = (E[N])? = A+ A\ = \? = \.

Na osnovu c¢injenice da su ocekivanje i varijansa Poasonove slu¢ajne promenljive je-
dnaki, jednostavan nacin da se proveri da li se posmatrana raspodela podataka moze
okarakterisati pomoc¢u Poasonove raspodele je da se izvrsi poredenje ocekivanja i vari-
janse broja dogadaja i proveri da li su jednaki. Poasonova raspodela ima dve pogodne
osobine koje se mogu koristiti u analizi rizika. Jedna od te dve osobine jeste da je zbir
nezavisnih Poasonovih slu¢ajnih promenljivih opet Poasonova slu¢ajna promenljiva.

Ta osobina upravo sledi iz sledeée teoreme:

Teorema 1.1. Neka su Ny, N, ..., N,, nezavisne Poasonove slucajne promenljive sa
parametrima A1, Ao, . .., A\, respektivno. Tada slucajna promenljiva N = Ny + Ny +

-+« 4+ N, ima Poasonovu raspodelu sa parametrom A = Ay + Ao + - - + \,.

Dokaz:
Na osnovu pretpostavke, navedene u teoremi, da su Ny, No,..., N,_1 1 N, nezavisne
sluc¢ajne promenljive i formule funkcije generatrise verovatnoce za Poasonovu raspodelu,

koja ima oblik:

Py

J

(2) =MD =12 .. ..n

sledi . .
Py(z) = HPNj(Z) — Hekj(zfl) = eXjm 1) = Al
j=1 =1

gdeje A=A +---+ A\,

Na osnovu ¢injenice da funkcija generatrisa verovatnoce jedinstveno odreduje raspodelu
svake slucajne promenljive, kao i da dobijeni oblik funkcije generatrise verovatnoce
raspodele slucajne promenljive N je jednak funkciji generatrise Poasonove raspodele,
sledi da slucajna promenljiva N ima Poasonovu raspodelu sa parametrom A\, A = A\; +
Ao+ -+ A



1.1 SloZene raspodele

Neka su X7, Xo, ... diskretne slu¢ajne promenljive (kasnije mogu da budu i neprekidne),
nezavisne i imaju istu raspodelu. Dalje N je uvek diskretna sluc¢ajna promenljiva koja
je nezavisna od X;, i € N.

Posmatrajmo slu¢ajnu promenljivu S = X; + ... + Xy i slu¢ajnu promenljiva N =
N1 4+ Ny + ... + Nk tako da su iz Poasonove i Gama raspodele. N je Poasonova
slu¢ajna promenljiva koja predstavlja broj koliko puta ¢e obveznik propustiti da plati
ratu kredita u datom periodu.

Teorema 1.2. VaZi da je: Ps(z) = Pn(Px(z)) gde

P predstavlja funkciju generatrise verovatnoce, N predstavlja primarnu raspodelu 1 X
predstavlja sekundarnu raspodelu

Takode vazi da je: Mg(t) = Pn(Mx(t)) gde

M predstavlja funkciju generatrise momenata.

Dokaz: Pretpostavljamo da su N, X, S diskretne slu¢ajne promenljive, pa ih za-

pisujemo u slede¢em obliku:

N ( 0o 1 2 .. )
Po D1 D2 -
o 1 2 .. ..
X :
(fo i fo .. )
S ( 0o 1 2 .. )
g(] 91 g2

Sada Ps(z) mozemo zapisati na slede¢i nac¢in

Ps(z) = BE(2°) = isz{S =k} = i zki P{N =n}P{S =k|N =n} =

k=0 k=0 n=0

J/

hd
*
o0 o

=27 Z P{N =n}P{X, + ..+ X, = k} =

k=0

* pro§li smo sve hipoteze, jer ne znamo koju ¢e N vrednost uzeti



Kako su X; nezavisni tada vazi

Pxito4x,(2) = H Px,(?)
=1

i sada kada nastavimo dalji zapis dobijamo

=Y P{N=n}) !P{Xi+ . +X,=k}=
n=0 k=0

— Z P{N =n}Px,+ +x,(2) =

n=0
N s
~

k%

=3 PN = n}(Py(2))" =

= Pn(Px(2))

xx kako X; imaju istu raspodelu zaklju¢ujemo da je Py, 1. +x,(2) = (Px(2))"
Sada je jos ostalo da pokazemo generatrisu momenta tako da odatle dobijamo da je

Ms(t) = Ps(e') = Py(Px(e")) = Pn(Mx(t))
Druga bitna osobina Poasonove raspodele je data slede¢om teoremom:

Teorema 1.3. Ako su S;, i = 1,2, ...,n slucajne promenljive sa sloZenom Poasonovom
raspodelom gde je parametar primarne (Poasonove) raspodele \;, a sekundarna diskretna
raspodela je odredena verovatnoéama {q,(i);n =0,1,2,...}. Tada i S = S1+S55+...+S,
ima sloZenu Poasonovu raspodelu ¢iji je parametar X =Y N;, a sekundarna raspodela

je data verovatnoéama {qi;k =0,1,2,...} gde je

o . Qk(i)&'
qrx = ; —)\ .
Dokaz:

S; imaju slozenu Poasonovu raspodelu tako da ih mozemo zapisati na slede¢i nacin



Si=X""+ X + .+ XN, N PO\
Sy = X124+ Xo® + ..+ Xn,2, No: P(N)

Sekundarna raspodela je diskretna sa verovatno¢ama ¢,(i),n = 0,1,2,... tako da je
zapisujemo u slede¢em obliku

ﬁ:(o 1 ..k m)
w(2) @a(2) .. @2 ..
Dolazimo do krajnjeg S koji ¢e imati oblik
S=8+S8+..+8,

S=X1+Xo+ ...+ Xy
gdeje N: POA), A= N+ X+ ...+ )\,

)
Sada kad malo raspiSemo ¢ on ¢e imati oblik
Gk = 3y (Mae(1) + X2ge(2) + ... + Angr(n))
Kako govorimo o slozenoj raspodeli, kao $to je u teoremi 1.2 dato nju mozemo za-

pisati u slede¢em obliku Ps,(z) = Py, (Pxi(z)), i=1,...,n
gde je N; : P(\) i

; 0 | N

X' ‘ . .

( @) a@) .. q() .. )

Sada kada zapiSemo diskretnu raspodelu ona ¢e imati oblik
Pxi(2) = qi(i)z",

k=0
a Py, (z) na osnovu Poasonove raspodele ¢e imati sledec¢i oblik
Py, (z) = ehit=h

10



I sada kako znamo da je
Ps,(2) = Pn,(Px:i(2))

kada u gornju uvrstimo ono Sto smo raspisali dobijamo sledece:

Ps.(z) = ei(Pxi(2)=1)

Kako su S; nezavisni
S=54+54+..+S5, S —nezavisne

to ¢emo iskoristiti u sledecoj jednakosti
Ps(Z) = H PS(Z) = He)‘i(PXi(z)*l) — 62?:1 Ai(Pyi(2)—1) _ e/\(PX(z)—l)
i=1 i=1

gde je
A=)
i=1

2 i AiPxi(2)

Px(z): )\

Dakle, primarna raspodela je P()\), a sekundarna raspodela je definisana sa Px(z)

P(2) = 1 SN2 = 1 SN i) = 30 (5 30 A
=1 =

=1 k=0 k=0 =1

=dk

Odatle sledi da je
BN ~ 0o 1 .. k.
=3 Aige(2), X' ) ‘ ‘
" 12:1: ) < (@) @) .. @@) .. )

1.2  Opsti mesoviti Poasonov model

Neka su A; slu¢ajne promenljive sa raspodelom F' i vrednostima u [0, 00), i € {1, ..., m}

ns
—A; Az ’

11



Pretpostavimo da su uslovne raspodele N;|A; nezavisne

m m

P[Ny =n1... Ny = nm|Ay . Ay) = [(PIN; = mil Ay Ag)) = T (

=1 =1

A _
e(_A’L))

Dok se bezuslovna raspodela moze dobiti integraljenjem koriste¢i vrednosti prema

raspodeli F'

1, A" A
P[Ny =n1, ..., Ny = 1| = E[H( e=A)) = / e(matdetAAm)) H F(d), ...
[O,oo)m .

m
?7/@' 1 ?7,1'

=1 7

1.2.1 Ocekivana vrednost,varijansa i kovarijansa

Najpre ¢emo se upoznati sa nekim osnovnim osobinama za primenu Poasonove raspodele
u kreditnom riziku.

Znamo da je
E[N] =\
takode znamo
Var(N) = E[N?| — (E[N])?

dobijamo da je
E[N;|A;] = A,

N = N; + ...+ N,, predstavlja slu¢ajnu promenljivu ukupnog broja dogadaja i imamo

da je

m m m

EIN] =) EIN] =) E[E[N|A] =) E[A]
i=1 i=1 i=1
Ako su Ny, ..., N,, kvadratno-integrabilne, onda za varijansu dobijamo sledece

Var(N) = zm: Var(N;) + i Cov(N;, N;)

i=1
Lema 1.1. Ako su X, Y i A kvadratno integrabilne slucajne promenljive na prostoru
verovatnocée (2, A, P), tada je

Cov(X,Y) = E[Cov(X,Y|A)] + Cov(E[X|A], E[Y|A])

12



Var(X) = ElVar(X|A)] + Var(E[X|A]).

Koristec¢i lemu dobijamo da je
Var(N;) = E[Var(N;|A;)] + Var(E[N;|A;]) = E[A] + Var(A;)
i,zai+#j
Cov(N;, N;) = E[N;N;] — E[Ni]E[N;] = E[A:iA;] — EIN]E[A;] = Cov(Ay; Aj)
gde je
E[N;N;] = E[E[N;N;|A1, ..., An]] = E[E[N;|N;)E[N;|A]] = E[AA]
iz uslovne nezavisnosti N; i IV;.

1.3 Uniformni portfolio

U specijalnom sluc¢aju unformnog portfolija pretpostavicemo da su A; = --- = A,, :=
A ~ F gde funkcija F' ima nosa¢ u [0, 00) tako da ¢e za svako n € Ny vaziti

PN, =nq,...,N,, =n,,| = el” ™ F(d\
[ 1 1, 9 ] /0 <n1|nm‘ ( ))
Kako su Ni,...,N,, nezavisne za dato A, na osnovu teoreme znamo da je N =

Ni+---+ N, za dato A sigurno Poasonova raspodela sa parametrom P(mA). Odakle
za svako n € Ny ,

n.

PIN =n] = /OOO e(‘mA)ﬂF(dA).

1.4 Gama-meSovita Poasonova raspodela

U daljem razmatranju uslovne raspodele za N dato sa A je P(A), u obliku L(N|A) =
P(A) sto znadi da je

n

A
P[N =n|A] = —e™, ne Ny
n.

13



Koristeci da je P[N = n|A] = 21e("%) zajedno sa momentom Gama raspodelom za
v € (—a,0) 1 z € (—o0, #), ra¢unamo na slede¢i nadin

/OO )\’ye)\z ﬁa )\aflefﬁ)\d)\ _ F(Oé + 7) Ba /OO (B — Z>Oé+’\/ )\aJr’yflef(sz))\d)\
0 I(a) Pla) (8-2)"" P+

gde je z = —1, dobijamo neuslovnu raspodelu za N koja je slede¢eg oblika

I'(a+n) 1
n'F(a) 6n(1+%)a+na

Koristeéi da je al'(a) = '(a+ 1), @ > 0 gama funkcije i p = ﬁ €0,1)ig=1—-p=

B
1+8

P[N = n] = E[P[N = n|A]] = %E[A”e"\] = Vn € Np.

dobijamo

1
P[N:n]:<0‘+” )p”qa, Vn € N,

n

i nazivamo negativna binomna raspodela. Obelezavacemo sa N ~ NegBin(a,p). Za
a = 1 prethodna jednacina predstavlja geometrijsku raspodelu sa parametrom p. U

nastavku ¢emo racunati, varijansu i funkciju generatrisa verovatnoc¢e za N. Kako je

L(N|A) = P(A), imamo

_ _ _a_, P
E[N] = E[EIN|A)] = B[A] = 5 = a7
Koristec¢i Lemu 1.1 i Mo+ 1)
ERACED))
PN = T5r)
za oCekivanje kao i
Var(A) = E[A?] — (E[A])? = %
za varijansu dobijamo da je
B+1
Var(N) = BVar(N|A)]+Var(EINIA) = B[N} +Var(8) = 5+ 5 =" = 0

Jos ostaje da izracunamo odgovarajucu funkciju generatrisa verovatnoce. Koristeci
P[N =n] = (‘”r”*l)p"qCY i progirujuci sa (1 — ps)®, dobijamo

n

on(s) = B = 5PN =0l = (=) S (T ) ey = (L

14



za svako s € (0, }D) za svako s € C gde je |s| < }D = 1+ 5. Alternativno, koristeci
L(N|A) = P(A) i funkciju generatrise

o
)\n
on(s) = E[s"] = E s"—'e’)‘ = Me A=A s e
n!
0

dobijamo
onia(s) = E[3N|A] = A1)

i koristec¢i eksponencijalni momenat koji je oblika

M =(1-3)" e (-00p)
dobijamo
N . A(s—=1)1 __ s—1 —a __ 6 a 1 «
px(s) = BEISYIA]l = B = (=220 = (o) = () weeC

. 1
gdeje [s| < =1+75.]

Lema 1.2. Ako su Ny, ... Ny, nezavisni sa raspodelom N; ~ NegBin(«;,p) za svako

1€1,...,n, onda

N = ZN" ~ NegBin(a, p)
i=1
S 00 = (] + Qg+ -+ -+ Q.

Dokaz: Zbog nezavisnosti
px+v(s) = E[s* ] = E[s¥]E[s"] = px(s)pv (s)

i funkcije generatrise iz prethodnog dela

m

ents) = [Lowits) = [T = 2™

Z,:11—103 1 —ps

za svako s € C gde je |s| < ]l). Odatle, N ~ NegBin(«,p), zbog funkcija generatrisa

verovatnoce raspodela je jedinstveno odredena.

15



2

Klase raspodela (a,b,0) i (a,b,1)

Klasa (a,b,0) je klasa dvoparametarskih raspodela diskretnog tipa, sa parametrima a
i b. Neka slu¢ajna promenljiva N ima raspodelu koja pripada ovoj klasi. Raspodela se
definiSe, tako Sto se prvo odrede parametri a i b, kao i po¢etna vrednost verovatnoce
po. Verovatnoca da slucajna promenljiva ima vrednosti ve¢e od 1 mogu se izrac¢unati

pomocu rekurzivne formule date u sledecoj definiciji.

Definicija 2.0.1. Raspodela diskretne sluc¢ajne promenljive N je klase (a,b,0), ako

zadovoljava rekurzivnu vezu:

b
P = (a+ﬁ)pn,1, n=123,...,

pri ¢emu je p, = P{N =n}, a py = P{N = 0} proizvoljna pocetna vrednost.

Ovoj klasi raspodela pripadaju Poasonova, binomna, negativna binomna i geometri-
jska raspodela. U tabeli su prikazane vrednosti parametara a i b i vrednosti za pg za

prethodno navedene raspodele.

Raspodela par. a b Do skup vr.par.
Poasonova P(\) 0 A e A>0
Binomna B(n,p) | —p(1—p) | (n+1)p/(1—=p) | (1=p)* | ne€ N,pel0,1]
Neg.Bin.NB(n,3) | 3/(01+5) | (n—1)5/(1+5) | (1+5)™| n>0,5>0
Geometrijska G(p) | 8/(1+ 5) 0 (1+p8)7t g >0

Za podatke o broju gubitka, verovatno¢a da je broj gubitaka jednak nuli je jednaka
verovatnoci da se ni jedan gubitak ne desi u toku odredenog perioda. Kada je verovatnoca
da se dogadaj desi mala, tada je verovatnoca da je broj dogadaja jednak nuli velika.
Stoga bitno je obratiti paznju na odredivanje vrednosti funkcije verovatnoce u nuli. U
nekim sluc¢ajevima modeliranja frenkvencije dogadaja gubitka, potrebno je zanemariti
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vrednost raspodele verovatnoc¢e u nuli. U tim slucajevima koriste se raspodele koje
pripadaju klasi (a,b, 1).
Raspodele iz ove klase se mogu dobiti modifikovanjem raspodele iz klase (a,b,0) na

dva nacina, koja ¢emo predstaviti.

Definicija 2.0.2. Raspodela diskretne slu¢ajne promenljive N pripada klasi raspodela
(a,b, 1), ako zadovoljava slede¢u rekurzivnu vezu:

pri ¢emu je p, = P{N = n} i py, p1 proizvoljne pocetne vrednosti.

Osnovna razlika izmedu date dve klase diskretnih raspodela je u tome $to rekurzija
kod prve klase pocinje od pg, a kod druge klase od p;.
Druga klasa se moze dobiti modifikovanjem prve klase na dva nacina.
Prvi na¢in: Neka raspodela slu¢ajne promenljive N pripada klasi (a,b,0). Raspodela
nove slu¢ajne promenljive, N, koja pripada klasi (a,b, 1), moZe se dobiti modifikova-

njem raspodele verovatnoce slucajne promenljive N na sledeé¢i nacin:

Po=0

1
D; = pi, 1=1,2,...
I —po

Na ovaj nacin je anulirana verovatnoc¢a u nuli. Novodobijena raspodela se naziva nula-
odsecena raspodela.
Drugi nac¢in: Neka vaze iste pretpostavke kao u prvom slucaju. Modifikacija raspodele

verovatnocée se vrsi na sledeé¢i nacin:

Do
- modifikovana vrednost od pg, pg > 0 i
1_%
b= — D0 i=1,2,...
1 —po

U ovom slucaju vrednost funkcije raspodele u nuli se modifikuje na osnovu odluke oso-
be koja definise model i zavisi od pojave koju Zeli da opise. Ova podklasa raspodele
se naziva nula-modifikovana klasa raspodele. Jo§ ¢emo definisati i (a, b, k) klasu koju
¢emo koristiti u daljem radu.
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Definicija 2.0.3. Za raspodelu verovatnoce {pn}neNo kazemo da pripada PendZzerovoj
(a,b, k) klasi gde a,b € Rik € Ny ako su pg, p1, ..., p—1 proizvoljni i

b
Pn = (a + ﬁ)pnfb
za svakon € N gde jen > k + 1.

U nastavku éemo se upoznati sa dve vazne teoreme koje govore o Pendzerovoj

rekurziji.

Teorema 2.1. Ako je N klase (a,b,0) tj. p, = (a + %)pn_l, n=1,2,... tada se za

S =Xj + ... + Xy verovatnoée g, = P{S = k} mogu racunati rekurzivno:

k .
b
) (a+%)fjgk_j, k=123, .

Jj=1

B 1
B 1 —afo

gk

t go se odreduje 1z

go = P{S =0} = Py(P{X = 0}) = Pn(fo)

Dokaz:
Polazimo od slede¢e nejednakosti

b
npn, = n(a + ﬁ)pn,l =a(n—1)pp_1+ (a4 0)pn_1

Sada mmnozeci tu jednakost sa (Px(2))" ' Px'(2) isa 3>, dolazimo do sledeceg oblika:

> npa(Px(2)) ' Py(2) = a Y (n—1)pu_1(Px(2))" ' Pk (2)+(a+b) Y pao1(Px(2))" " P (2)
) PSTEZ)
Koristimo sledeé¢e oznake:

Ps(z) = Py(Px(2)) = > pa(Px(2))

Pg(z) = Y pan(Px(2))"" Py (2)

Sada uvrStavanjem ovih oznaka u gornju jednac¢inu dobijamo:
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$(z) = a) npa(Px(2)"Py(2) +(a+0))_ pa(Px(2))"Px(2)

n=0
> NS >

-~

Py (2) S0, nipn(Px ()7~ 1 P (2) Ps(2)

i kada sve to lepo zapisemo dobijamo sledeci oblik:
P{(z) = aPx(2)P§(z) + (a + b) Ps(2) Py (2).

Koristeci sledec¢e oblike zapisa

= ngzk
k=0
§(2) = igkk;zk_l
k=1
2= fi@
=0

=i
j=1
i kada ih uvrstimo dobijamo:
Z gkt =a Z grk2"! Z fiz + (a +b) Z grzt Z figz =t
k=1 k=1 j=0 k=0 j=1

u nastavku primenimo da je »_, an Y5, by =2, > a;by;

oo k 00 k
ng’%’“ P=a) > fonsth— DL+ (@b y D it E
k=1

k=1 j=0 Zk—1 k=1 j=0

Dakle, dogli smo do oblika Y, ()zF~1 = 3", []2F7! §to zna¢i da trebamo izjednadciti ko-
eficijente uz z*~! tako da dolazimo do sledeéeg oblika:

k k
kgk = aijgk,j(k — j) + (CL + b) ijjgk,j, Vk' = 1, 2,3,
—0 —
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k k
kge = afogek +a > fige—i(k =)+ (a+0) Y jfig—;

Jj=1 Jj=1

k k
kge(1 —afo) = aijgk—j(k —Jj)+ (a+0) ijjgk—j

j=1 j=1

deljenjem gornje jednacine sa k

T o

k
ge(1 —afy) = GZ Jigk—j +
j=1

k
ijjgk—j
j=1

I na taj nacin dolazimo do kona¢nog oblika za Pendzerovu rekurziju, a to je

k

1 bj
gk =12 oo jZ(@ + E)fjgkfj

Teorema 2.2. Ako je N klase (a,b,1) onda se gr moZe racunati rekurzivno:

1
1 —afo

k i
gk = [(p1 — (a +b)po) fr + Z(a + %)fjgk—j], k=1,2,3, ...
j=1

2.1 Generalizacija viSestrukih PendZerovih rekurzija

Teorema 2.3. Fiksirajmo l € N. Neka {a@n}nen, P {%intnen, Predstavljaju verovatnocu
raspodele za promenljive N i N; za i € {1,...,1} koje primaju vrednosti u Ny, i koji su
nezavisne od niza slucajnih promenljivih X1, Xo, ... koje primaju vrednosti u No®. Neka
{pn}neNg i {Dintnena predstavljaju verovatnocu raspodele sume S = X1+ -+ + X, i
St=Xi+ -+ Xz zaic{l,... I}

a) Pretpostavimo da postoje k € Ny i ay,...,a;,by,...,b0 € R takvi da je

l
b; -
dn = Z(az + E)qm_i, Vne N

i=1
gde jen >k+1
1 sve verovatnoce sa desne strane tj. jednakosti koje nisu koriséene su nula,

qi0 = " = Gi k+l—i—1
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za svako i € {1,...,min(l,k+1—1)}.
Tada, za svako n € N\O i ¢, € R? gde je (c,,n) # 0 vaZi

k+1—

SRy Y G J; VPIS; = i

Jj=1 =1 jENg]<TL

gde je po dato sa

. za P[X; =0] =0
po = o (P[X1 =0]) = { qE[(p[Xl = 0))N] inace

b) Pretpostavimo da postoji vy,...,v; € [0,1] gde je vi + -+ + v, < 1 tako da je
Gn = Zizl ViQin, Yn € N. Tada je p, = 25:1 ViPin, Y0 € NE\{0}.

Dokaz: Da bi dokazali po¢etno py, mozemo primetiti da {S = 0, N = 0} = {N = 0}.
Odakle
po=P[S=0,N=0]+P[S=0,N >1].

vV Vv
=q0 =0 akoP[X1=0]=0

Ako je P[X; = 0] > 0, onda ¢emo iskoristiti nezavisnost N i {X,}, . i dobijamo

=Aqn

Po=q@+ Y P[S=0[N=n] PN

||
3
||
&=
I
e
!
)
=

— P[X1=0,...,Xps=0]= P([X1=0])"

Sada pokazujemo za p,, za fiksno n € NA\{0} i ¢ € R? koje zadovoljava {c,n) # 0.
Da bi dokazali fiksira¢emo i € {1,...(}. Za svako m € N gde je m > i, koristicemo
S =X1 4+ X, = Spmi + Sim gde je S = Xip—iv1 + - - - + X, kao 1 nezavisnost
i istu raspodelu X, ..., X,,. Ako je P[S,, = n] > 0, onda dobijamo da je

(e,n) = E[{c, Sm) ZE ¢, X;)|Sm =n] =

(a;i + &) = Ela; + M’Sm =n] = ZjeNai,jgn(ai + b-i<c’j>)P[Sz',m = j|Sm = nl.

m (e,n)
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Za svako m > 7 i znajuéi da su S,,—; i S;,, nezavisni dobijamo,

[Ss=1]
=P[S;=j

Sada ¢emo ispisati p, = P[S = n| koristeéi g, iz teoreme:

=qm k4l—1
ZP = n|N =m|P[N =m] =Y P[S, =n]qn +
m=1

=P[Sm= n] nezavisnost

00 l
+ 00> (ai+ %)P[sm = )i

m=k+Il i=1

Koristec¢i prethodne korake imamo da je (x) jednaka sa

Y Y @ T PIS, = 1PlSncs =1 = i =

m=k-+l 1= 1]€Nd j<n

Y e >>P[sz- SUD IR CURETEY

i=1 ]6N§]<n m=k-+1

Zamena redosleda sumiranja je dozvoljeno, jer red sa desne strane konvergira za svako

ie{l,....l1}ij7€{0,...,n}. Koriste¢i smenu m — i — m, zajedno sa prethodnim
dobijamo:
**_ZP m—i =T — JQim—i ZP —n—j,Ni:m] :P[gi:n_j]:@,n—j-

Zamenjujuci sve u pocetnu jednakost dobijamo tvrdenje.
b) Modifikuju¢i prethodno p,, koriste¢i nezavisnost {S,, =n} i {N =m} i formulu
P[N =m]=Y_\_ v;P[N; = m] zam € N i dobijamo:

—221!3[5 =n,N=m :ZUZZP:[Sm:n]P[]VZ-:m]

— P[Sy=n] P[N=m] =1 m=l .

=Pi,n

za svako n € N\ {0}.



Definicija 2.1.1. Neka {qn}neN0 predstavlja raspodelu verovatnoée i kK € Ny tako
da je > 77, g, > 0. Tada je k-odsecena raspodela verovatnoce {G,},cn, 0d {@n}nen,

definisana sa ¢y = ... = qx—1 := 0 1

G, = dn
n o= k—1
1 - ijo qj

Slede¢a posledica ove teoreme pod (b) je korisna u slu¢aju kada je u pitanju k-

, n>k.

odsefena verovatnoca raspodele pendzer(a, b, k) klase.

Posledica 2.1.1. Pretpostavimo da je {gn},cy, raspodela verovatnoce na ili iznad
k € N ida {Gn}nen, oznacava k-odsefenu verovatnocu raspodele po samoj definiciji.
Dalje pretpostavimo da N odnosno N ima tu raspodeluidasu S =X;+---+ Xyi

S =X + -+ X5 odgovarajuce sume sa raspodelom {pn}nez\/g i {Pn}neng- Tada je

k-1 k-1
pn=Y_ PlSi=nlg+(1—> q)pn, ne N0}
i=1 J=0

Dokaz: Koristeé¢i prethodnu teoremu (b) zal =k, v; = ¢;iq; = 1,1 € {1,...,k— 1},
vp=1—=(q+ -+ qk —1)),qkn = Gn, za svako n > k, i za sve ostale g;,, = 0.
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3

Kreditni rizik

U ovom radu ¢e biti predstavljena definicija kreditnog rizika. Zatim ¢e biti naveden
kratak istorijat Bazelskog komiteta, koji je vezan za razvoj kreditnog rizika.

3.1 Definicija kreditnog rizika

Ne postoji jedinstvena definicija pojma rizika. Definicija zavisi od konteksta i svrhe
za koju neko zeli da definiSe ovaj pojam. Samim tim, mozemo reé¢i da se rizik definise
kao mera verovatnoce da se desi gubitak. Na taj nacin definisan rizik se dozivljava
kao verovatnoca negativne devijacije, tj. izrazava opasnost da efekti budué¢ih ishoda
dogadaja odstupaju od ocekivanih ishoda na negativan nacin.

Opste prihvacena definicija kreditnog rizika glasi

"Kreditnt rizik je specificna vrsta rizika koji nastaje pri investiranju fi-
nansijskih sredstava. Kreditni rizik je rizik da jedna strana u finansiyskom
ugovoru nece izvrsiti obavezu delimiéno ili u celini, sto ée 1zazvati da inve-
stitor pretrpt finansijsk: gubitak."”

3.2 Bazelski komitet

Krajem 1974. guverneri zemalja ¢lanice (G10 osnovali su Bazelski komitet za bankarski
nadzor, kao jedan od komiteta pri BIS, koji ima za cilj unapredenje bankarskog na-
dzora na nivou celog sveta. Danas ¢lanstvo u komitetu ima trinaest zemalja: Belgija,
Holandija, Francuska, Kanada, Japan, Luksemburg, Nemacka, Italija, épanija, Velika
Britanija, SAD, Svedska i Svajcarska.

Bazelski komitet nema nadnacionalni autoritet kontrole, ne poseduje nijedan nadna-

cionalni organ i njegovi zaklju¢ci nemaju pravnu snagu. On formuliSe osnovne supervi-
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zorske standarde i preporucuje najbolje prakse u svojim dokumentima, u cilju da ¢e ih
supervizori §irom sveta primeniti na odgovarajuéi nac¢in za njihove nacionalne sisteme.
Bitno je rec¢i da Bazelski komitet ima lidersku ulogu u uspostavljanju smernica procene
upravljanja rizikom banaka.

Standardi iz medunarodno usaglasenog okvira za merenje kapitala, poznatijeg kao Bazel
IT, nadaleko sofisticiraniji i obuhvatniji na¢in tretiraju izlozenost banaka kreditnom
riziku u odnosu na Sporazum o kapitalu (Bazel I), iniciraju¢i kod banaka veéu ose-
tljivost u odnosu na izlozenost i potrebu da u kontinuitetu razvijaju okvir za upra-
vljanje ovim rizikom.

Posebni kvaliteti Bazelskog sporazuma II kada je u pitanju kreditni rizik su:

i) moguénost evolutivnog puta u procesu razvoja i primene pristupa za merenje izlozenosti
i kalkulaciju ekonomskog kapitala, kao i moguénost izbora izmedu razlicitih pristupa,
ii) veliki naglasak na potrebi da banke razvijaju svoje interne modele za merenje
izlozenosti kreditnom riziku i kalkulaciju ekonomskog kapitala, kao i

iii) potpuno nov tretman tehnika za ublazavanje izlozenosti kreditnom riziku, moguénost

izbora i evolutivnog puta, od jednostavnijih, do slozenijih pristupa ovim tehnikama.

Ponudeni set pristupa za merenje izlozenosti kreditnom riziku i kalkulaciju ekono-
mskog kapitala u Bazelskom sporazumu II, razlikuje se po nivou sofisticiranosti, pri-
hvatajuc¢i realnost da nisu sve banke podjednako spremne da mere svoju izlozenost
ovom riziku, ali i Zelju Komiteta da i Bazelski sporazum II bude Siroko primenjen u
svetskoj bankarskoj industriji i da postane svetski standard u domenu merenja kapi-
talne adekvatnosti banaka. Gradacija pristupa poznaje tri nivoa:

1) Standardizovani pristup kreditnom riziku, kao najjednostavniji

2) Osnovni visi pristup kreditnom riziku , kao prvi nivo pristupa kreditnom
riziku koji podrazumeva primenu internih metodologija banaka za merenje izlozenosti
i procenu adekvatnosti kapitala samo u odnosu na jednu komponentu (verovatnocu
neizvrSenja obaveza od strane duznika). Za ostale komponente rizika banke moraju da
se oslone na procenu supervizora.

3) Visi pristup kreditnom rizitku, kao najvisi i najsofisticiraniji nivo pristupa kredi-
tnom riziku, koji u potpunosti omogucuje merenje izlozenosti i procenu adekvatnosti

kapitala primenom internih metodologija banaka.

3.3 Uvod

Originalni okvir kreditnog rizika™ je razvijen od strane Credit Suisse First Boston
(CSFEFB). On se zasniva na Poasonovoj aproksimaciji. Jedna od velikih prednosti modela
jeste da je verovatnoca raspodele funkcije generatrise gubitka dostupna i u zatvorenoj
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formi.

Kreditni rizik™ je zasnovan na pristupu modeliranja kreditnog rizika za neizmireni
iznos pojedinacnih obaveza i broja obveznika. Kreditni rizik® je statisticki model
kreditnog rizika za neizmirivanje obaveza koji ne sadrzi pretpostavke vezane za uzroke
nastalih neizmirenih obaveza. Ovakav pristup je slican pristupu upravljanja trziSnim
rizikom gde nije bilo nikakvih pokusaja modeliranja uzroka vezana za kretanje trzisnih
cena.

ProSirenja predstavljena u ovom delu ukljuc¢uju:

e Individualna izlozenost obveznika dovoljno je da bude d-dimenzionalni slucajni ve-
ktor omogucavajuc¢i na taj nacin postojanje modela sa viSe perioda.

e Moguce je tretirati zavisne riziko grupe osiguranika i stohasticki zavisne izlozenosti
riziku.

Imajmo na umu, zbog stohasticke izlozenosti rizik od smanjenja kreditnog rejtinga se

moze lako ugraditi u prosirenu verziju kreditnog rizika i na taj nacin se moze i modelirati

Primedba: (Produzetak sa vise perioda) ProSirenja na nekoliko perioda mogu se kori-

stiti na razne nacine, a primenjuje se u aktuarskoj matematici.

(a) Ako imamo d-perioda, vazno je u kom periodu duznik nije izmirio obaveze. Na
primer, ranije neizmirivanje duga moze da izazove probleme sa likvidnoséu za zajmo-
davca, zato $to je otpis zatrazen ranije. Odnosno veli¢ina gubitka moze da zavisi od
vremena, posebno kada se kredit i hipoteka amortizuje tokom njegovog zZivotnog veka,
a ne dospeca.

(b) U kontekstu osiguranja, d-komponente mogu predstavljati razli¢ite vrste isplata.
Za portfolio zdravstvenog osiguranja mogu predstavljati troskove lec¢enja i dodatke za
nestalim prihodom osiguranika. Za portfolio li¢cne odgovornosti ili automobilske nesrece
to moze biti za telesne povrede i imovinske Stete.

(c) U stohastickom kontekstu d-periodi mogu predstavljati razvoj godina. Verovatnoca
neizmirivanja obaveza se odnosi na zahteve odsSteta koji poticu iz osiguranja, zahtevi

za odStetu mogu biti prijavljene u kasnijem periodu .

3.4 Opis modela

Sada ¢emo na pocetku definisati i upoznati se sa nesvojstvenim rizikom kojeg ¢emo
pominjati u daljem radu.

Nesvojstven rizik predstavlja rizik koji je specifican za sredstva ili male grupe sredstava.
Nesvojstven rizik ima malu ili nikakvu korelaciju sa trzisnim rizikom, pa se stoga moze

znacajno ublaziti ili eliminisati iz portfolija koriste¢i adekvatnu diversifikaciju. Istrazi-
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vanja pokazuju da nesvojstveni rizik, viSe nego trzisSni utice na vece varijacije vezane

za rizik pojedinac¢nih investicija tokom vremena.

Za verziju kreditnog rizika® potrebni su nam sledeé¢i parametri:

e m € N predstavlja broj obveznika

e d € N predstavlja broj perioda

e [V1,..., E; > 0 predstavlja jedinice gubitka za d perioda,

e (' € N broj nesvojstvenih uzroka neizmirenja obaveza

e K € N predstavlja broj nezavisnih faktora rizika,

e parametri preciziraju gama raspodelu nezavisnih faktora rizika Ry, ..., Ry,

e neprazan konacan skup J scenarija zavisnosti,

e za svaki scenario zavisnosti j € J matrica A; = (a’cx)cefo,....c1kefo,... k3 je dimenzije
(C+1) x (K + 1) sa nenegativnim elementima, gde je

aor=0, VieTJike{l,. K}

e kolekcija G nepraznih podskupova skupa obveznika {1, ..., m} koje se nazivaju riziko-
grupe.

Za svaku grupu g € G potrebno je da poznajemo:

e (jednogodisnja) verovatnoca p, € [0, 1], neizmirivanje obaveza,

e tezinski faktori wg 4 ; € [0, 1] neizmirivanja obaveza

e tezinski faktori w.,; € [0,1] gde ¢ € {1,...,C} predstavlja uzrok neizmirivanja
obaveza,

e viSestruka raspodela verovatnoce Q.4 ; = {qc,g’j,#}ue( Ndg)s OPisuje stohasticke gubitke
u d perioda za sve obveznike ¢ € g osnovne jedinice gubitka E, ..., E; u sluc¢aju kada

riziko-grupa g predstavlja neizmirivanje obaveza zbog uzroka c¢ € {0,...,C}

Pretpostavka 3.4.1. Svaki obveznik ¢ € {1,...,m} pripada najmanje jednoj grupi
g € G. Neka G; := {g € G|i € g} predstavlja skup svih grupa kojima obveznik
i € {1,...,m} pripada, uz pretpostavke da G; # ()

Napomena: Korisno je proveriti pravilnu postavku modela. Ako obveznik nije
sadrzan ni u jednoj grupi rizika, ne postoji mogué¢nost izmirenja obaveza i tada obve-

znik moze biti izostavljen iz modela kreditnog rizika.
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4

Stohasticko zaokruzivanje

Za izrazavanje gubitka koristicemo novcane jedinice i to veéih veli¢ina kao Sto je na
primer 100000 eura. Kako su medutim gubici necelobrojni umnosci od 100000 eura
neko zaokruzivanje je potrebno. Deterministicko zaokruzivanje sa navedenom osno-
vnom jedinicom gubitka bi zaokruzila, na primer svaki gubitak manji od 50000 evra
na nulu $to nije prihvatljivo, jer se ignoriSe rizik. Ideja stohastickog zaokruzivanja
i ujedno drugog dela ovog rada je da ocekivani gubitak barem zadrze konstantnim.
Tako na primer, gubitak od 150000 eura koji se desava sa verovatno¢om p se moze
pretvoriti u gubitke od 100000 eura i od 200000 eura sa verovatno¢ama p/2. Ovakva
ideja uopsStena na visim dimenzijama i meSovitim trenutkom je sadrzaj sledece leme.

Deo (e) implicira da su kovarijanse o¢uvane.

Teorema 4.1. Neka je X = (X1,..., Xq) slucajan vektor u R®. Definisimo

d

po=E[]J=1Xi = n)*] n=(n1,...,ng) € 2
i=1

gde je v := max{x,0}, za svako x € R. Tada vazi sledece:

(a) {pn}neza predstavija raspodelu verovatnoce.

(b) Ako su sve komponente vektora X skoro sigurno nenegativne, onda {pn},cn,a pre-
dstavlja raspodelu verovatnoce.

Neka je Y = (Yi,...,Yy) slucajan vektor u Z% sa raspodelom {p,}neza i neka je I
neprazan podskup od {1,..., d}.

(c) Stohasticko zaokruzivanje komutira sa marginalnom raspodelom, tj. stohasticko
zaokruZivanje raspodele vektora (X;)ier jednak je raspodeli (Y;)icr.

(d) Ako su {X;}icr nezavisni onda su i {Y;}icr nezavisni.

(e) Proizvod [],.; Xi je integrabilan ako i samo ako je [],.;Y: integrabilan i u tom

icl

28



slucaju vazi da je

E[HXz] = E[HYZ]

i€l i€l

Dokaz:

Za bilo koje k € Z definiSemo fr : R — [0,1] gde je fi(z) = (1 — |z — k|)* za
svako x € R. Za x € R definiSemo k, = |z] i primetimo da je fy(x) = 0, za svako
k€ Z\{ky, ko + 1}. Vazi:

fe.(@)+ froai(z)=1—(r—ky)+1— (ke +1—2) =1

Odatle { fi}rez predstavlja particiju jedinice tj. to znaci da je
ka(x) =1, x€R.

Za svako r € R najviSe su dva c¢lana razli¢ita od nule, odatle mozemo zakljuciti da

nema problema sa konvergencijom. Dalje kad ispiSemo imamo

ko fre, (@) + (ko + 1) frpr1 = ka(1 = (@ = k) + (ke + 1)1 = (ks + 1 —2)) = =,
Zk:fk(:v) =z, x€R.

keZ
Ako je x < 0 i shodno tome k, < —1 tada sli¢no prethodnim,
| ko | fro(@)+ [ ke + 1] froa(2) = k(1= (2 — ky)) — (ke + Dz — k) = —2 =| 2 |

odatle zajedno sa ky fi, (2)+ (ks +1) fr, 11 = ke(1—(2—k,))+ (ke +1) (1= (kp+1—2)) = x,
dobijamo da je

Sk fle) =l vl e R

(a) Koristeci da je >, ., fr(z) = 1 za svaku dimenziju dovodi do
d
o ) =1, 2=(x1,...a) € R?
(n1,...,nq)€Z% =1
Odatle na osnovu teoreme o monotonoj konvergenciji imamo da je
d
> pa =B ] =1
neZzd nezd i=1
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(b) Za svako n = (ni,...,nq) € Z'\Ny? postoji i € {1,...,d} tako da je n; < —1.
Odatle sledi da f,,(X;) =01 p, = 0.

(c) Neka je (n)ier € Z1i J :={1,...,d}\I.
Koriste¢i monotonu konvergenciju dobijamo sledece,

PY;=n; Viell= > Pl,....Yy) = (n,...,na)] = B[ ] fa. XD [] D_ £, (X))
(nj);€27 :E[H?:1 F, (X)) iel jeJ n;€Z
=1

(d) Neka je (n;)icr € Z'. Koristeci §to smo pokazali pod (c), nezavisnost {X; }icr i opet
deo pod (c¢) dobijamo,

PlY; =n; Vi€l =E[[]f.(X)]=]]Pi=mni.

i€l el

(e) Kako su u pitanju nenegativni ¢lanovi, koriste¢i teoremu o monotonoj konvergenciji

dobijamo,
BT Y= 3 (ILImDPYi=n viel =
e (n)ier€2" i€l ~EllLcr f, (X0
Yo Bl Inil fuX]=EL] Y Ina | (X)) = EL] 1 X0 11,
(ni)ierez! el i€l n,€Z el
=\}?¢\

Sledi da je [[,.; | Yi | integrabilno ako i samo ako je [[,.; | X; | integrabilno. Sli¢nim
pravilom samo bez apsolutne vrednosti, koristec¢i teoremu o dominatnoj konvergenciji
1Y pez kfu(x) =2 umesto Y, ., | k| fr(x) =| = | nas dovodi do tvrdjenja.

Primer1(Stohasti¢ko zaokruzivanje moze da promeni varijansu):
Uzmimo u obzir degenerisanu proizvoljnu promenljivu X sa P[X = 1] = 1 ¢ija je
varijansa jednaka nuli. Stohasti¢kim zaokruzivanjem dobijamo Bernulijevu raspodelu

Bin(1, 3), koja ima varijansu 1.

Primer2(Stohasticko zaokruzivanje moze da promeni korelaciju)
Dok nam je lema (e) stohastickog zaokruzivanja garantovala da oc¢uvava kovarijansu,
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u ovom primeru ¢emo pokazati da je zaokruzivanjem moguce promeniti korelaciju.
Posmatrajmo slufajan vektor (X1,X,) = 3(Z,Z) gde je Z ~ Bin(2,3). Tada je
Var(Z) = 1/2, odakle vidimo da je Cov(X;,X5) = § Var(Z) = 5. Kako su X i
X, komonotone ili prime¢ujuéi da je Var(X;) = Var(X,) = Var(Z) =  dolazimo
do toga da je Corr(Xy, Xy) = 1. Stohasti¢kim zaokruzivanjem dolazimo do raspodele
verovatnoce, p(o,0) = P(1,1) = % i Do) = Po1) = %. Ako (Y1,Y5) ima takvu raspodelu,
onda je kada izra¢unamo upravo Cov(Y,Y3) = %, a to mozemo i zakljuciti na osnovu
leme (e). Kako ipak Y3, Y5 ~ Bin(1, 3) dolazimo do toga da je Var(Y;) = Var(Ys) = 1,

odatle mozemo zakljuciti da je Corr(Yy,Ys) = 1 # 1.

4.1 Oznake za izostanak otplate duga

Za svaku grupu rizika g € G i svaki scenario j € J piSemo:

e Ny ,; predstavlja broj neizmirenih obaveza (tokom d-perioda),

e N.,; predstavlja broj neizmirenih obaveza uz uzrok ¢ € {1,...,C},

o N,j:= Zf:o N.4; predstavlja ukupan broj neizmirenih obaveza scenarija j.

Za svakog obveznika i € {1,...,m} i svaki scenario j € J piSemo analogno:

® Noij = 4cq, Nog; predstavlja broj neizmirenih obaveza,
® Neij = 4eq, Negj Dredstavlja broj neizmirenih obaveza uz uzrok ¢ € {1,...,C}
o N, = Zf:o Neij =2 ,ca, Ngj predstavlja ukupan broj neizmirenih obaveza.

Moze se dogoditi i da je broj neizmirenih obaveza tokom d-perioda nula. Neka je
J sluc¢ajna promenljiva odabranog scenarija, tj. J uzima vrednosti iz skupa J. Tada

o Ny =Negj= Zjej Neg4.117=j1 predstavlja broj neizmirenih obaveza grupe g € G
zbog uzroka ¢ € {0,...,C},

o Ny =Ny ;= chzo N. 4 opisuje ukupan broj neizmirenih obaveza riziko-grupe g € G,
o N, =N, ;= Zjej N; ;1,;—; opisuje ukupan broj neizmirenih obaveza za svakog obve-
znika pojedina¢no ¢ € {1,...,m}

4.2 Oznake za stohasticke gubitke

Gubici su umnosci osnovnih jedinica gubitka Fy,..., E; u Ny%. Neka je J slu¢ajna
promenljiva iz skupa J.
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e Sa L. jn Gemo oznaéiti vrednost vektora gubitka obveznika i € g u No? za neizmireni
broj obaveza n € N grupe rizika ¢ € G scenarija j € J uz uzroke ¢ € {1,...,C} ili
c=0.

e Vrednost vektora gubitka u Ny¢ za neizmireni broj obaveza n € N grupe g € G

scenarija j € J uz uzrok ¢ € {1,...,C} ili ¢ = 0 je definisana na slede¢i nacin:
Legin =Y Legiian:
1€g

e Vrednost vektora gubitka u scenariju j € J riziko-grupe g € G iuzrokac € {1,...,C}
ili ¢ =0 je definisana na slede¢i nacin:

Ne,g,j
Lcy,j = E : Lcy,j,n'
n=1

e Vrednost vektora gubitka u No” riziko-grupe g € G i uzroka ¢ € {0,...,C} je defi-

nisana na sledeé¢i nacin:

Leg = Legs =Y Legil(J = ).
jeT

e Ukupna vrednost vektora gubitka u Ny? scenarija j € J grupe ¢ € G data je na

sledeé¢i nadin:

c
Lgvj = Z chgzj'
c=0
e Ukupna vrednost vektora gubitka u Ny? portfolio scenarija j € J data je sa

L]’ = Z Lg,j-
geG
e Ukupna vrednost vektora gubitka u Ny? portfolija je data sa

Li=L;=)» Ljl.;

jeJ

Za tumacenje modela i za obracun doprinosa rizika trebace nam i sledec¢e definicije
vrednosti vektora gubitka u Ny? pridruzena obvezniku i € {1,...,m} :
e PridruZena vrednost vektora gubitka u Ny? scenarija j € J zbog neizmirenih obaveza
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grupe g € G; uzroka c € {0,...,C} data je sa

Ne,g,;

Leg,ij = E Legijn:
n=1

e Pridruzena vrednost vektora gubitka u No? scenarija j € J zbog uzroka c € {0,...,C}
je data kao suma svih riziko-grupa kojima pripada obveznik 7 , tj.

LC,i,j = : : chgzi)j'

9€Gr

e Ukupna pridruZena vrednost vektora gubitka u No? scenarija j € J se ra¢una sumi-

ranjem svih neizmirenih obaveza nekog uzroka, tj.

C
Lij = E L.
c=0

e Ukupna pridruZena vrednost vektora gubitka u Ny? je data pomocu gubitka iz

slu¢ajno odabranog scenarija, tj.

Li = Li,j = Z Li7j1{J:j}.
JjeT

Sada ¢emo se upoznati sa pretpostavkama koje ¢emo kasnije koristiti prilikom izra¢unavanja

oCekivanja, varijanse i kovarijanse.

Pretpostavka 4.2.1. (gubici grupe)

Za svaku grupu g € G, za svaki uzrok neizmirenih obaveza ¢ € {0, ..., C'} i svaki zavis-
tan scenario j € J, niz slucajnih vektora gubitka (L, ;n)ic, ima vrednosti u (Nog%)9
gde n € N imaju istu raspodelu i nezavisni su od svih drugih slu¢ajnih promenljivih®,

sa raspodelom

PlLcg,ija = i za svako @ € gl =degjpu 1= (1t)icg € (No®)

!To se odnosi na sve one nizove vektora gubitka, scenarija J, neizmirivanje obaveza usled
nesvojstvenog rizika {Ny,} u pretpostavci 4.2.3, neizmirivanje obaveza usled svojstvenog rizika
{Ne,g}ee{t,...cy.gec iz pretpostavke 4.2.6 kao i riziko-faktori Ry, ...Rx iz pretpostavke 4.2.7
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Pretpostavka 4.2.2. (raspodela broja nesvojstvenih neizmirenih obaveza)
Za svaku grupu g € G, Ny, predstavlja broj neizmirenih obaveza koji je zavistan u
odnosu na J, Poasonova raspodela sa itenzitetom A4, tezinskim faktorom wg 4 ; i ele-

mentom matrice aj ,, dato je sa:

ﬁ(NO,g

J) = Poason(/\gwo,g,‘]ag”o), Vg € G.

Pretpostavka 4.2.3. (Uslovna nezavisnost broja nesvojstvenih neizmirenih obaveza)
Zavisnost na J, grupa neizmirenih obaveza ima vrednosti u {Nog} . usled nesvo-

jstvenosti neizmirenih obaveza su nezavisni jedno od drugog i svega ostalog?,

7o (AgWo,g,70”70,0)"0

no’g!

P[Nog =m0y Vg€ GlJ] =] P[Noy =noglJ] = [ e oo

geG geG

za svako ng 4, € Ny gde koristimo prethodnu pretpostavku za drugi deo jednakosti.

Pretpostavka 4.2.4. (Struktura inteziteta uzroka neizmirivanja obaveza)

Inteziteti uzroka neizmirivanja obaveza A, ..., A¢ su izrazeni u obliku slu¢ajne ma-
trice Ay = _c; Ajlis=jy dimenzije (C' +1) x (K + 1) i nenegativnim riziko-faktorima
Ry, ..., Ry t.

K
Ac=aly+ Z al Ry, ce{l,..,C}.
k=1
Pretpostavka 4.2.5. (Uslovna raspodela broja svojstvenih neizmirivanja obaveza)
Za svaki uzrok neizmiravanja obaveza ¢ € {1,...,C} i svaku grupu g € G, broj svo-
jstvenih neizmiravanja obaveza N, je uslovljen na J, R, ..., Rk, Poasonove raspodele
sa parametrom datim kao proizvod grupe inteziteta neizmirenih obaveza \,, tezinskim

faktorom w4 s 1 intezitetom uzroka neizmirenih obaveza \., to znaci

AgWegshe)”
PNy = nl, R .., Ri] = P[Noy = ] \] = e Mwear Qotesshe
n:

za svako n € Ny

L(Neg|J,Ry,...,Rc) = L(Ney|J, A\e) = Poason(Agweg s \:)

2To se odnosi na sluéajne vektore gubitka iz pretpostavke 4.2.1, neizmirivanje obaveza, usled svo-
jstvenog rizika {N¢g}ceq1,...c).gec iz pretpostavke 4.2.6 i riziko-faktori Ry, ..., Rk iz pretpostavke
4.2.7
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Pretpostavka 4.2.6. (Uslovna nezavisnost broja svojstvenih neizmirivanja obaveza)
Zavisnost na J, Ry, ..., Ry, familija brojeva

{Neylee{l,...,C},g € G}

neizmirenih obaveza je nezavisna, odatle je

P[Nc,g:nc,g Z&CG{l C}lg€G|J Rh...,R]:

© (AgWeguAe)?,

HHP[NCvQch,g|JaR1>---, HH@ AgWe,g,7Ae N9 69T M/ eg ncg!

c=1gelG c=1geG

za svako n.4 € Ny.

Pretpostavka 4.2.7. (Nezavisnost riziko-faktora i scenarija)
Nenegativni riziko-faktori Ry, ..., Rk i promenljiva scenarija J su stohasticki nezavisne

slu¢ajne promenljive.

Napomena:(Oc¢ekivanje, varijansa i kovarijansa za uzrok neizmirenih obaveza)
Ako Ry, ..., Rx € L*(P) i ako vaZze pretpostavke 4.2.4 i 4.2.7, tada je

K
E[Ac|J] = aly+ ) al E[Ry]

k=1

odatle je
E[A] = Elalo] + Y Elal,]E[Ry]

za svako ¢ € {1,...,C}. Ako sada u daljem nastavku Ry, ..., R € L?(P) tada za svako
c,deA{l,..,C},

K K
Cov(Ae, Ag|J) = Z alal,Cov(Ry, Ry) = Zaikaik‘/ar(Rk), (4.1)
k=1 k=1

odatle koriste¢i lemu 1.1 dobijamo da je

Cov(A., Ng) = E[Cov(Ae, Ag|J)] +COU( [Ac|J], E[Ag]J]) =

= ZE alyalJVar(Ry) + Z Cov(al,,al,)exes

k=0
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gde je eq := 11 e, := FE[Ry] za svako k € {1, ..., K'}.

Pretpostavka 4.2.8. (Gama raspodela riziko-faktora)

Riziko-faktori Ry, ..., Rk su slucajne promenljive sa gama raspodelom gde je ocekivanje
ex := E[Ry] > 0 i varijansa 04? := Var(R;) > 0 sa parametrom oblika oy, = %}; i
inverznim skala parametrom S, = % za svako k € {1,..., K'}

Pretpostavka 4.2.9. (Normalizacija uzroka neizmirenih obaveza)
Pretpostavljamo sledece

C
E[w07g,JaJ0,0 + Z wc,g,‘]/\c] =1

c=1

za svaku grupu g € G.

4.3 Ocekivanja,varijanse i kovarijanse za neizmirivanje
obaveza

4.3.1 Ocekivanje

Podsetimo se da na osnovu teoreme 1.1 znamo da ako su Ny, ..., N,, nezavisni gde je
N; ~ Poason()\;) za svako i € {1,...,m}, tada je

N = Z N; ~ Poason(\),
i=1

gde nam je A = A\ + ... + A\,

Poceéemo sa neizmirenim brojem obaveza

C
M= YN =Y YN,

geG; geG; ¢=0

obveznika ¢ € {1,...,m}. Prvo vidimo da na osnovu pretpostavki 4.2.2, 4.2.3, 4.2.5,
4.2.6 i teoreme 1.1 Poasonovog sumiranja dobijamo da je

C
L(N|J, Ry, ... Ry) = L) (Nog+ > Neg)lJ, Ra,..., Ry) = Poason(A;)

geG; c=1
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gde nam je
c
A= Z )\g(wt),g,Jag,o + Z We,g,7 )
g€eG; c=1

uslovni intezitet neizmirenih obaveza obveznika 7, odatle dobijamo da je

E[NZ‘J, R17 . ,Rk] - Az

Koris¢enjem uslovnog ocekivanja datog sa J, Ry,..., R, prethodne jednakosti kao i
pretpostavke o normalizaciji dobijamo sledece

C
E[N] =B\ = Y NElwogialo+ Y wegird = 3 A,
1

geqG; c= g€eG;

Dakle, mozemo zakljuciti da ocekivani broj neizmirenih obaveza obveznika ¢ predstavlja

sumu inteziteta neizmirenih obaveza riziko-grupa, kojoj ¢ pripada.

4.3.2 Varijansa

Kako bi izraCunali varijansu broja neizmirenih obaveza N; obveznika i € {1,...,m},
prvo mozemo videti da kao §to smo imali kod ocekivanja i varijanse u prvom delu rada
i ovde vazi da je Var(N;|J, Ry, ..., Ry) = A;. Tako da korigéenjem leme 1.1 kao i da je
E[N;|J, Ry, ..., Ry] = A;, Var(N;) moZemo zapisati na sledeé¢i na¢in

Var(N;) = E[Var(Ni|J, Ry, ..., Ry)] + Var(E[Ni|J, Ry, ..., Ri]),

J (.

.

Var(N;) = E[N;| + E[Var(N;|J)] + Var(E[A;]J]).

Primetimo da je Var(N;) > E[N;], posto je varijansa nenegativna. Koriste¢i pre-
tpostavku o strukturi uzrokovanog inteziteta dobijamo sledece

C K C
J § § J
A'L - Z Ag(z wc’g"]acyo + Rk wC:g,Jac,k:)'
k=1 =1

geG; c=0
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Koristec¢i pretpostavku 4.2.7 o nezavisnosti J, Ry, ..., Ry

BT =) A chgjaco+ZERk chgjack

g€G; c=0

Var(A|J) = ZVar (Ry)( Z)\ chgJack

9€G; c=1

gde su E[Ry| i Var(Ry) obrazlozeni u pretpostavei 4.2.8

Ako postoji samo jedan scenario, tada su J i samim tim F[A;|J] konstatni, onda vidimo
da je Var(E[A;]|J]) nula i Var(A;|J) se poklapa sa E[Var(A;|J)]

U op$tem slucaju, gledajuéi varijansu kao Var(E[A;|J]) = E[(E[A:]J])?] — (E[A])?, gde
smo oc¢ekivanje E[A;] ra¢unali u prethodnom delu dobijamo

[( [A‘J Z Z)\ chgjgcﬂ—i_ZERk chgjack J:j]

jeJ geqG; c=0

E[Var(A;|J)] ZVCLT (Ry) Z Z)\ chgjack [J =j]

jeJ geG; c=1

4.3.3 Kovarijansa

Za obveznika i, ' € {1,...,m} gde je i # i’ moZemo izra¢unati kovarijansu od N; i Ny

pomocu leme 1.1

Cov(N;, Ny) = Cov(E|[N;|J], E[Ny|J]) + E[Cov(N;, Ny|J)]

Koristeci N; = > 5 N,
tpostavku 4.2.3 kao i lemu 1.1 dobijamo,

= Y 4 D o Neg, linearnost uslovne kovarijanse, pre-
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Cov(N;, Ny|J) Var(Ng,|J) +
_,9_/

geG; NG
n :AQWO,Q,JQ({,O

_|_Z Z Z [ Cou( Ncg,Nth Rh---,RKl |J] +

9€G; heGr c,d=1

=Var(Ne,g|J,Ac)= )\gwcgJA za(c,g)=(d,h)
—I—COU(\E‘[NC’HJ, Rl, . 7RK]’E[NCUL|J’ Rl, ey RK”J)

J/

Vo Vo
=AgWe,g,JAc =ApWe,g,7Na

gde koristimo pretpostavku 4.2.5 kako bi izracunali uslovno ocekivanje i uslovnu vari-
jansu. Uslovna varijansa za N.g4 1 Ny data sa J, Ry, ..., Rk ne vazi u slucaju kada je
(g9,k) # (h,1) zbog uslovne nezavisnosti u pretpostavci 4.2.6. Odatle imamo,

C
Cou(Ni, NulJ) = > Agwogsagy+ Y wegsEN|J]) +
geG; ﬂGi/ c=1

(& J/
g

E[]=1

C
+ Z )\g Z Ah Z wc,g,de,h,JCOU(Aca Ad"])>

geGi  heGy  cd=1

gde je ostali deo kovarijanse dat u napomeni sa jednako$¢u oznafenom brojem (1)
kod pretpostavke 4.2.7. Sada njenim uvrsStavanjem u nasu jednacinu dobijamo:

Cov(N;, Ny) = Cov(E[Ni|J], EINy[J)) + > A+
g€eqG; ﬂG’ ./
+ Z Ag Z An Z Var(Ry) Z [wag,de,h,JaikaikL
geG; hEG/ k=1 c,d=

tako dolazimo do

E[N;|J] = E[\;)|J] = Z)\ ch,gJaCO—i—ZERk chgJack

geG; c=0

analogno vazi za FE[Ny|J]. Ukoliko postoji samo jedan scenario, onda su E[N;|J] i
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E[N;|J] deterministicke i kovarijansa ne postoji. Malo bolje kad pogledamo nemamo
potrebe da gledamo ocekivanje na desnoj strani i izostavljanjem J dobijamo

K C C

COU(Ni, NZ/) = Z >\g + Z Var(Rk)(Z /\g Z ZUC’gCLC,k)( Z /\h Z wd,hadﬁ).

9€Gi NGy k=1 g€G; =1 heGy  d=1
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5!

Tezinska funkcija generatrisa
verovatnoce gubitka

Fiksirajmo v = (71, ..., 7x) € [0,00)%. U ovom delu ¢emo racunati koeficijente tezinske

funkcije generatrisa verovatnoce

pra(s) =Y B[R .. R 1y1-y)s” = B[R .. Rk s"| = E[E[R " .. R s"|.]]],

vEeNg

seC sl <1,
za ukupnu vrednost vektora gubitka L u No? koja nam je data u obliku L := L; =
ZjeJ le{J:j}. Neka
c
L'=2.2 Lo
c=1 geG

oznacava svojstvenu vrednost portfolija vektora gubitka u No?. Na osnovu pretpostavke
4.2.114.2.3, slu¢ajan vektor { Ly , }ec 1 slu¢ajan vektor (L', Ry, ..., R ) su uslovno neza-

visni. Kako je

L=L+) Lo,

geG

odatle dobijamo da je

B[R\ .. Ry s"|J] = B[R "R s" | 7] T] E[s™0#|]).

geG

Neka je S == N X, Q = {0} venye 52 @, == P[X1 = v] oznacavamo raspodelu
Xi. Ako je N ~ Poason()), tada S ima takozvanu slozenu Poasonovu raspodelu i
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koristimo oznaku S ~ C'Poason(\, Q). Kako je

[e.9] An
n() = Bl = 30 L e 000, e

dolazimo do toga da je

za svako s € C'? za koje stepeni red ¢x, (s) konvergira.

Tako sada koriste¢i pretpostavke 4.2.1, 4.2.2 1 da je pg(s) = e*ex1(9)=1) dolazimo do
toga da za slozenu Poasonovu sumu Lg 4 ; nesvojstvenih vektora gubitka grupe g € G
scenarija j € J, vazi da je

E[SLO,g’J =j] = E[SLO,g,j] — e(Agwo,g,jaé,o(@Lo,g,j,l(8)71))_

Uslovljavanjem na J, Ry, ..., Rx, broj neizmirenih obaveza { N, ,} o Su nezavi-

ce{1,...,C},g€
sni na osnovu pretpostavke 4.2.6 stoga je slu¢ajna suma {L¢ g }eeqi,.... 0} g takode neza-

visna na osnovu pretpostavke 4.2.1 . Tako da dolazimo do sledec¢eg oblika

C
E[Rlvl"'RK’YKSLILL R17 7RK] = Rl’yl....RK’YK H H E[SLC,Q

c=1geqG

J, Ry, ..., Rg).

Koriste¢i pretpostavke 4.2.1, 4.2.4 i 4.2.6 kazemo da za svaki uzrok ¢ € {1,...,C}

neizmirenih obaveza i svaku grupu g € G vazi

E[SLC,Q J, Ac] — e(AngLgﬂJAC(LPLC‘g’J‘l(8)71)) —

J, Ry, ..., RK] = E[SLC'Q

_ Pawega(er, 5 (9-D(alo TSI af Ra))

Uvrstavanjem poslednje tri jednakosti u prvu dobijamo

B[Ry .. Ri"< | J, Ry, ..., Rie] = eFoee 2o Do e 10200k 5 ()71) 50
K
H Rk,yke(Rk deG )‘9 chzl wc,g,Jagyk(SDng’J’l (S)_l)) . (51)

k=1

Za svaki scenario j € J irizik k € {0, ..., K} neka
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9

~ -1 _
E v Aj CNigws’ zaAip >0
Pik(s) = Qjkps = { 137’6 Zuesm >k, X],k .
veS; . U{0} zZa Ajk =

< znacava funkciju generatrise verovatnoée za r u
de s € C1, 5|, < 1, oznacava funkc eneratrise verovatnoce za raspodel

Qjr = {qj’k’y}}ueNOd' Setimo se da za sve uzroke ¢ € {0,...,C}, grupe g € G i sce-
narija j € J, vazi

SOLc,g,j,l (S) - Z SVPI:Lcugvjal - V]
D e—

d :
veNo :qz,g,j,v

SOLc,g,j,l(S) —1= Z Sng,g,j,u - (1 - qg,g,j,O)
ueNod\{O}

Sredivanjem eksponenta kod jednakosti (5.1) dovodi nas do sledeceg

Z A Z We,g,j ac (oL, 91 (s) — Z Z A Z wc,g,J@c ch,g Jv

geG c=0 veS;k gEG’ c=0
=Aj b
c
_ A _ s _
E :)‘92 :wC:g»Jac,k(l qc,g,j,[)) =
geG c=0
~—
=Ajk

za svaki rizik & € {0,..,K} i skup Sjx = {r € Ng™\{0}|\jx, > 0}. Zamenjujuci
poslednju jednakost u jednakost (5.1) koriste¢i uslovno ocekivanje dato sa J i nezavi-
snost J, Ry, ..., R dobijamo da je

K
E[Rﬂl...RKWKSLU} — oBuolpro(9)-1) HE[Rk%e(XJ,k(wJ,k(s)—l)Rk)|J] (5.3)
k=1

zaseCl | s, <1

Kako bi mogli da nastavimo dalje najpre ¢emo uvesti pretpostavku vezanu za raspodelu
faktora rizika Ry, ..., Rk.
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5.1 Faktori rizika sa Gama raspodelom

e Najpre ¢emo definisati ijk. Kumulativni Poasonov intezitet za nenula portfolio gu-
bitke za d-perioda, scenarija j € J rizika k € {0, 1, ..., K}, je dat sa

C C
Nk =) A > wegial (1=qS, i) = D D A WegiGek’ @y = D Aikw =0

geG c=0 VENod\{O} geG c=0 veES; &

gde nam je ¢ poznato iz pretpostavki, a za w znamo da je chzl Weg; = 1, Vg € G,
VjeJ
Kako je Ry ~ I'(oy, Bk) za svako k € {1,..., K} na osnovu pretpostavke 4.2.8 i kako je

Ry nezavisno u odnosu na J, dolazimo do toga da je

_ _ (s)—1 —(ak+k)
E[Rk"}’ke(AJ,k(SOJ,k(S)_l)Rli)] _ E[Rk'y’“}(l _ )\kak—)
' Br

Zamenjujuci gornju jednakost u poslednju dobijamo

1

K
E[Rl’YI‘“RK'YKSLL]] — oOrolpro(s)-1) H E[R*])(1 — XJkSDJ:k(S> — )_(Oék'f"Yk)'
k=1

B

Sada stavljajuci sve u zajednicki eksponencijalni oblik, dobijamo konac¢an oblik tezinske
funkcije generatrise verovatnoce koju smo definisali jo§ na pocetku i ona ima sledeéi
oblik:

pra(s) = E[Ry"..R"™s"J = j|P[J = j]

jeJ
- (s)—1
= 0, 3 Puelesolr DS (outnesl-Xox 25N pry - g (5.5)
jedJ
za svako s € C%i || s || <1, gde je

K K

I'(ay + %
Cy = H H B (x
k=1 w1 P

Ako je 7, = 0, onda je E[R] = 1. Ako je 7 = 1, onda je E[R}"*] = % Odatle

K
¢, =IIG™ vefons



5.2 Razlaganje logaritma u stepeni red PendZerovom
rekurzijom

Definicija 5.2.1. Za slu¢ajan vektor X : Q — Ny i integrabilnu slu¢ajnu promenljivu
Y : Q — R, definiSemo tezinsku funkciju generatrise verovatnoce

[e.9]

pxy(s) =EYs"|= > E[Ylix_ns",

nGNod

koja vaziza s € C%1i | s < 1.

Jednakost (5.5) u kreditnom portfoliju predstavlja tezinsku funkciju generatrisa verovatnoce
akumuliranih vrednosti vektora gubitka u No?. Na osnovu definicije koeficijenti ste-
penog reda iz jednakosti (5.5) obezbeduju Zeljenu raspodelu.

Izracunavanje takvih koeficijenata nas moze dovesti do numericke nestabilnosti cak
i u slucaju jednog perioda sa (v1,...,7x) = 0. Tako da ¢emo u ovom delu opisati
jedan algoritam, koji su u osnovi koristili Haaf, Reiss, Schoenmakers da bi dokazili
numericku stabilnost, ali nisu uvideli tu povezanost sa Pendzerovom rekurzijom. Kako
je Pendzerova rekurzija numericki stabilna kao i logaritamska raspodela na taj nacin je
stabilnost o¢uvana. Ideja za proSirivanje na vise perioda lezi na proSirivanju Pendzerovog
algoritma kojeg je dao Sundt. Nas cilj je da izracunamo funkciju generatrisa verovatnoce
za gubitke sa gama raspodelom. Kako bi izracunali koeficijent stepenog reda ko-
ristiCemo prvo logaritamsko razlaganje, a zatim ¢emo na dobijeni oblik primeniti i
eksponencijalno razlaganje u stepeni red pomoc¢u Pendzerove rekurzije. I na taj nacin
¢emo pokazati koliko je Pendzerova rekurzija znacajna za matematicko modeliranje

kreditnog rizika. Fiksiramo scenario j € J i faktor rizika k € {1, ..., K'}. Definisemo

Djk = —Xj’k
T B+ Nk

gdesu By > 01 Xj,k > 0.
Prvo ¢emo razmatrati sluéaj kada je Ajx > 0. Tada je p;;. € (0,1) i uzimamo slu¢ajnu
promenljivu M;; ~ Log(p;, k). Neka je (Yjn)nen niz sa sluéajnim vektorima u No?

nezavisni od M;; sa funkcijom generatrise verovatnoce ¢;; koju smo definisali ranije.
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Mozemo je zapisati i u slede¢em obliku

Bin(s) =) bjgus” s€C|sll <1

vENg

slu¢ajne sume u Ny,

MJ’k
Sik = E Yjkn
n=1

koja se moze zapisati i sa logaritmom

_log(1 — pjrpjk(s))

D, - ) S Cd; o] <1
SO]J“C(S) log(l _ijg) S ”SH —

i svaki koeficijent {b;x }, ey, je moguce izracunati na numericki stabilan nacin pomocu

Pendzerove rekurzije za logaritamsku raspodelu.
log(lpr[X1:0})) do-

Koristeéi Pendzerov oblik za izra¢unavanje pocetne vrednosti (py = Tog(T—p)

bijamo da je

- log(1 — pjrqjko0)
o log(1 = pjux)

i koristec¢i dalje rekurzivnu formulu
(Pn = rmma (P = nlan + 32 2 et o< o joan, (7 = i) PLX0 = flpn—y)) 22 svako
v € Ny"\{0},

1 Pj.k Pjk
bjky = = Gy + 2 Vi — 1)q knbjkv—n)s
" 1_pj,kqj,k,o(—log(l—pj,k) Ty 2 Jgknbiw=n)

neS; pn<v,n; <v;
gde je 1 € {1,...,} tako da je i v; # 0 i koriste¢i p;j definisano na pocetku i Sj
mozemo pokazati da je

N 1
—I——p;i(s) =
B+ Mg 1-

— o (s)—1 _
1— )\j,kM = By + AjrBr(1 —

5, (1= pixpin(s)),

Pjk
dalje koristi¢e logaritamski izraz ovo mozemo zapisati u slede¢em obliku

— i(s) =1
)\ng ('Oj7k;<8)

l _
og(1 5,

) = (@j(s) = Dlog(1 = pjx).
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U slucaju da je Xj,k = 0, tada je i pjx = 0 pa je odgovarajuci logaritam jednak nuli.
Da bi izbegli komplikaciju, definisaéemo da je @;x(s) = 1, za svako s € C? i

T 0 za v e Ny"\{0}
PR zav=0€ Nyt -

Sada zamenjujuéi poslednju jednakost u (5.5) iz ranijeg dela dobijamo da je

pra(s) = Oy 3 Moo IR e WG pry ) s e sl < 1
jeTJ

i oznatavamo sa ().

5.3 Eksponencijalno razlaganje u stepeni red Pendzerovom
rekurzijom

Kako bi odredili koeficijente stepenog reda iz prethodne jednakosti (x) uz pomocu
eksponencijalne funkcije definisa¢éemo prvo

= 1
0o+ > (o + ) log3 , JeJ
" —p

j7k“

gde je oy > 0, \jo > 01 pjx € [0,1) mozemo primetiti da su u pitanju nenegativne
vrednosti §to nam omogucava numericku stabilnost. Tada za svako j € J i A; > 0
definiSemo

K

~ 1

?i(s) = 1~ (Ajowjols )+ > (o + 1) @x(s)log
k=1

T ) s€C? |s]lee <1

J J:k

Mozemo primetiti da je koeficijent stepenog reda

Di(s) = Z cjus’ s €C |s]le <1

vENg

dat kao konveksna kombinacija odgovarajucih koeficijenata @, i ©;1,..., @ x $to nam

daje numericku stabilnost. Eksplicitno,

K

1 —
Cjv = T(Aj,OQj,O,l/ + Z(ak + ’Yk>bj,k,v1091

), Ve N()d
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Za svako j € J , A\; = 0 definisemo @;(s) = 1 za svako s € C? i

.o_Jo za v € Ny"\{0}
Tl 1 zav=0¢e Ny? -

U svakom slucaju nasa ¢; funkcija generatrise verovatnoce se moze zapisati

QOL,')/(S) e C,y Z e)\j(@j(S)*l)P[J — j]
JjeT

Fiksirajmo scenario j € J, neka je M; ~ Poason(};) i neka je {Y] k. }nen nezavisan niz
sa istom raspodelom. Tada je raspodela funkcije generatrise verovatnoce 1; slucajne

sume

data u slede¢em obliku

%‘(S) — 6/\,7-(@-(5)—1)’ s € C’d, Is]loo < 1

tako da ¢emo koeficijent oznaciti sa {d;, } 1 moze se izracunati na numericki stabi-

V€N0d7
lan nac¢in pomoc¢u Pendzerove rekurzije za Poasonovu raspodelu. Koriste¢i Poasonovu
raspodelu sa parametrom A > 0, tada je prema PendZeru ¢y = e i
A" A
-
QH:_le = —Qn-1, n e N.
n! n

A(P[X1=0]-1)

Kako to pripada Pendzer (0, A, 0) klasi imamo da je py = e , pa odatle i nas

koeficijent
d;o = ePalei0-1)

samim tim na osnovu opsteg oblika (p, = 2 > ieNoto<jn Ji[X1 = jlpn—;) imamo da
je
dj,l/ = _ Z nlc]»nd]ayfn

neNo¢,0<n<v
gde jei € {1,...,d} tako da je v; # 0 sa A; i {¢j,},en,e dato ranije. Tada je tezinska
funkcija generatrise verovatnoce data sa
fLa(s) = Cy Y Wi()P[J =j], s€C |ls]w <1
JjeT
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Koeficijent stepenog reda je konveksna kombinacija odgovarajuc¢ih koeficijenata {1;}
pomnozeno sa konstantom C,. Mozemo zakljuciti da je numericki stabilan, a u zapisu

koeficijent je sledec¢eg oblika:

E[R™, ... R ey = C, > dj PlT =], veE N’
€T

. K K N«
gde je C =TI, BIR:™) =TI, 55552 a {d;} ey, -
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6

Mere rizika 1 rizika doprinosa

Znajuéi raspodelu za L, mozemo izra¢unati meru rizika p(L). p(L) predstavlja iznos
novca koji treba da se doda na rizik portfolija L da bi bio "prihvatljiv". Za Expected
Shortfall(deficit) kao meru rizika, ra¢una¢emo takode i rizik doprinosa u smislu kre-

ditnog rizika™. U nastavku mozemo primetiti da ¢e svi gubici biti pozitivnog znaka.

6.1 Kvantili 1 VaR

Definicija 6.1.1. Za realnu slu¢ajnu promenljivu X i nivo § € (0, 1) definiSemo donji
0 - kvantil od X kao:

qs(X) = min{x € R|P[X < z] > §}

i gornji ¢ - kvantil od X kao

¢ (X) =inf{x € R|P[X < 2] > §}.

Kako je raspodela funkcije Fx(z) = P[X < z|, z € R od X neprekidna sa desne

strane, minimum koji definie donji kvantil postoji. Ukoliko u nastavku ne budemo
spomenuli precizno donji/gornji, uvek ¢emo misliti na donji kvantil. Ocigledno da ¢e
nam uvek vaziti da je ¢5(X) < ¢°(X).
Donji kvantil je najmanji prag takav da je ¢s(X) — X nenegativno sa verovatnoéom 4.
U upravljanju finansijskim rizikom, donji kvantil ¢s(X) promenljive X se naziva Value
at Risk(VaR) nivoa 1 — ¢ i koristi se kao sredstvo za kvantifikovanje rizika. Zapisujuéi
¢5(X) kao

¢s(X) = min{zx € R|P[X > z] <1-§},
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vidimo da je ¢s(X) najmanji prag koji gubitak X moze da premasi sa verovatno¢om
najvise 1 — 9.

Lema 6.1. Fiksirajmo nivo 0 € (0,1). Neka je {X,}, cn niz realnih slucajnih promenljivih
koje konvergiraju ka X u verovatnoci,

limp oo P[|X — Xp| > €] =0, Ve>0.

(a) Dongji 6 - kvantil zadovoljava

(b) Gorngi 0 - kvantil zadovoljava

lirrwsup?HC,oq‘S (Xn) < q‘S (X).

(¢) Ako raspodela za X zadovoljava P[X < x| >, za svako x > q5(X), §to je ekviva-
lentno sa qs(X) = ¢°(X), tada je

limn—>OOQS(Xn) = q5(X>
Dokaz:
(a) Ako je z < y < ¢s5(X), tada je

PIX, <] < P[X <y]+ P[|X — X,| >y — ],

—0,kada n—o0

odatle

limsup, oo P[ X, < 2] <v:=pX <yl <

na osnovu definicije za ¢s(X). Dakle, P[X, < z] < (5;—7) < ¢ za svako dovoljno veliko
n, odatle je q5(X,,) > x i liminf,_00qs(X,) > x. Kako je z < ¢s(X) bilo proizvoljno,

donja granica zadovoljava nase (a).
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(b) Dokaz je slitan onom pod (a). Ako je z >y > ¢°(X), tada je

PIX, <1]> P[X - X,| >z — ],

odatle

liminfn oo P[X, < 2] >~v:=P[X <y] >0

na osnovu definicije za ¢°(X). Dakle, P[X,, < z] > (6;7) > ¢ za dovoljno veliko n € N,
odatle je ¢°(X,) < z i limsup, ,00¢°(X,) < x. Kako je > ¢°(X) bilo proizvoljno,
donja granica zadovoljava (b).

(c) sledi iz (a) i (b).

Uprkos na svoju Siroku upotrebu, Var nije pogodna mera rizika iz dva ekonomska ra-
zloga. Pre svega ona ne uzima u obuzir veli¢ine gubitaka koji se javljaju sa verovatnoc¢om
najvise 1—9, §to znaci da se zanemaruju rizici sa visokim efektima, ali malom verovatnocom.
Drugo, VaR nije subaditivan mozZe se desiti VaR(X) + VaR(Y) < VaR(X +Y) za
promenljive X i Y, §to ¢e znaciti da se diversifikacijom rizik povec¢ava ukoliko se meri
VaR~-om.

Primer:(VaR nije subaditivan)

Razmotrimo kredit od 100 evra sa verovatno¢om neizmirivanja obaveze p = 0.8%,
koji dovodi do VaR = 0 na nivou 1%. Sa druge strane ako uzmemo u obzir dva neza-
visna kredita od 50 evra svaki sa istom verovatno¢om p = 0.8%, onda je verovatnoca
od najmanje jedne neizmirene obaveze 2p — p? > 1.59% i tako je VaR na nivou 1%
jednak 50 evra. To znaci da bi radije uzeli kredit od 100 evra kao sigurniju investiciju,

Sto je u suprotnosti sa idejom deversifikacije.

6.2 Deficit

Definicija 6.2.1. Neka je X slu¢ajna promenljiva. Tada je deficit(expected shortfall)
pomenljive gubitka X na nivou § € (0,1) definisan na sledeé¢i nac¢in

B[X 1 x>q0x0] + (X)) (P[X < g5(X)] = 9)
1—-9

ESs[X] =
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uz konvenciju da je ESs5[X] := 0o ako je E[X1{xsq(x)}] = 0.

Primedbal’: Ako je P[X < ¢s5(X)] = 0, npr. ako je funkcija raspodele od X takode
neprekidna sa leve strane u tacki z = ¢5(X) onda se definicija svodi na jednostavan
oblik

ES[X] = EIX|X > ¢5(X)].

Primedba: (KoriS¢enje deficita sa gustinom)
Neka je X proizvoljna slu¢ajna promenljiva. Na prostoru verovatnoce (€2, .4, P) definiSemo
fx :Q —[0,00) sa

fr = a0y T Ax =g )
1—90 ’

gde je konstanta Sx data sa

P[X=¢5(X)

o P00 ko PIX = ¢5(X)] > 0
X = 0 inace

Na osnovu definicije donjeg kvantila sledi da Sx € [0, 1], odatle je fx ogranifen sa

(l—ié). Primetimo da je

Blfx] = 75(PIX > as(X)] + B P[X = as(X))) = 1,

odatle fx predstavlja gustinu verovatnoc¢e. I na osnovu same definicije deficita dobi-
jamo da je

E[XT1(x5g5x)] + ¢5(X)Bx P[X = q5(X))]
1—9

E[X fx] = = ES5[X].

6.2.1 Racunanje deficita u kreditnom riziku

Kako je kreditni portfolio gubitka L, diskretna slu¢ajna promenljiva, moramo primeniti
komplikovaniju definiciju. Donji kvantil ¢s(L) i P[L < ¢s(L)] mozemo ra¢unati koristeci
algoritam kreditnog rizika™. Mozemo primetiti da je

E[Lrsg50y) = EIL] — E[L1{1<g51)}]
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gde je E[L] dato sa

gs5(L)
E[Llp<qyrpy] = > IP[L =1],
=1

Ako je E[L] = oo, tada je ESs[L] = co. Ako je E[L] < oo tada se deficit ES;s[L] iz
definicije moze rac¢unati koriste¢i uslove za raspodele L.

Napomena: (ra¢unanje kvantila u kreditnom riziku™)
Za dati nivo § € (0,1) donji kvantil gs(L) gubitka portfolija L koji ima oblik

L:="L;=) Ljl.;
jed
se u kreditnom riziku' moZe racunati sabiranjem verovatnoé¢e P[L =[] zal = 0,1, 2, ...
sve dok suma ne dostigne 9.
6.2.2 Teorijska svojstva deficita

Sledec¢a lema navodi vazne osobine vezane za deficit. Bi¢e nam potrebne dodatne no-
tacije. Za nivo d € (0, 1), i neka Fs oznacava skup svih gustina verovatnoce na prostoru
(Q, A, P) ogranicenih sa %. Za sluc¢ajnu promenljivu X definiSemo

Fsx ={f € F|EX"f] <oV E[X™ f] < oo},

gde je X :=max{X,0} i X~ :=max{—X,0} tako da je X = X* — X~. Za gustinu
[ € Fsx, o¢ekivanje E[X f] = E[X T f] — E[X ™ f] je dobro definisano u [—o0, cc].

Lema 6.2. Deficit na nivou § € (0,1) ima za sve slucajne promenljive X 1Y sa
realnom vrednoséu sledeca svojstva:

(a) Pozitivna homogenost: Ako je o > 0, tada je ESslaX] = aESs[X].

(b) Translaciona invarijantnost: Ako je a € R, tada je ESs[X + a] = ES5;[X] + a.
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(c) Scenario reprezentacija:
(i)
ESs[X] = supfer, E[X f]

(i1) Ako je

E[X™"] < o0,
tada je ES5[X]| = supsep, E[X f]
(d) Subaditivnost: ESs[X +Y] < ESs[X] + ESs[Y].

(e) Monotonost: Ako je X <Y , tada je ES;[X] < ESs[Y].
(f) Konveksnost: Ako je a € (0,1), tada je

ESs[aX + (1 — a)Y] < aES;[X] + (1 — a)ESs[Y].

(9) Granice

E[X™*
w(X) < Bs;1x) < 2.

moze se zapisati i u sledecem obliku

E(X —q)f

w(X) < BS[x] < g+ PO
gde q € R.
(h) Kvantili
1
BSX] = —— [ qu(X)du.

(i) Neka je {Xy},cn ogranicen od dole, tj. postoji konstanta a € [0,00) tako da je

X, > —a za svakon € N. Tada X = liminf, ..X, zadovoljava

ESs[X] < liminf— oo ESs[X5).

(j) Neka je { Xy}, cn ogranicen od dole i konvergira u verovatnoci ka slucajnoj promenljivi
X. Tada takode vazi:

ES(S [X] S liminfTHOOESg [Xn] .
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Posledica: Za svaku realnu slu¢ajnu promenljivu X, preslikavanje
8 €(0,1) = ES;[X] € R|_J {00}
je neprekidno i neopadajuce.

Dokaz(posledice):
Neprekidnost sledi na osnovu kvantila u delu (h). Za 6 < ¢’ imamo da je F5x C Fy x
Sto implicira da je ESs[X] < ESy[X] na osnovu scenario reprezentacija pod (c).

Primedba: Osobine prethodne leme se mogu objasniti na slede¢i nacin:

(a) Ako su svi gubici smanjeni, onda su i rizik i potreban kapital takode smanjeni na
isti nacin.

(b) Ukoliko se doda konstantan gubitak, odgovarajuéi iznos kapitala je potreban da bi
se rizik ucinio prihvatljivim.

(c) Ako se verovatnoca dogadaja poveca na najvisi faktor —, tada ES;[X] predstavlja

5
najgori moguci ocekivani gubitak.

(d),(f) Diversifikacijom se ne povecava rizik.

(e) Za manje gubitaka potrebno manje kapitala.

(h) Predstavljanje kvantila podrazumeva da deficit stalno varira sa nivoom §, dok
suprotno za kvantile § € (0,1) — ¢5(X) koji mogu i sko¢iti. Za diskretne raspodele

kao Sto je raspodela gubitka u kreditnom riziku, kvantili moraju da skoce.
Dokaz leme:

(a) dokaz sledi na osnovu homogenosti o¢ekivanja koris¢enjem da je

gs(aX) = ags(X).

(b) vazi zbog invarijantnosti ofekivanja i koris¢éenjem da je ¢s(X + a) = ¢s(X) + a.
(c¢) Supremum je gornja procena i (i) vaZzi u sluc¢aju kada je ES;[X] = oo. Ako je
ES;[X] < oo tada je obavezno E[X '] < oo, pa je odatle Fs5 x = Fs. Uzimajuéi u obzir
da f € Fs i E[X f] > —oo. Dobijamo da je E[f — fx]| = 0, odatle

EIX[f]l - EX[fx] = E[(X —¢X)(f - fx)] =
E(X = qs(X))(f = fx)x<gsxy] + EI(X = q5(X))(f — fx)lix<gsx)y] <0,
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$to znaci da je supremum jednak sa E[X fx].
(d) Dovoljno je da posmatramo sluc¢aj kada je ES;[X]| < oo i ESs[Y] < co. Tada su
E[XT,E[Y*] 1 E[(X +Y)"] kona¢ni i koristeci (c) pod (ii) dobijamo

ESs[X+Y| = suprer, E[(X+Y) f] < suprer, E[X fl+suprer, E]Y f] = ESs[X]+ESs[Y].

(e) Primetimo da je ES;[X]| < ES;[X =Y |+ ESs;[Y] naosnovu (d). Za Z := XY <0,

imamo da je £S5[Z] < 0 na osnovu definicije zbog toga E[Z1z54,23] <01¢5(Z) <0

za nepozitivne slu¢ajne promenljive i P[Z < ¢s(Z)] > 6 na osnovu definicije donjih

kvantila.

Na osnovu (d) i (a).

(g) Donja granica sledi direktno iz definicije. Monotonost (e) implicira
ESs[X] < ESs;[XT].

Koristeéi scenario (c) i ¢injenicu da je svaka gustina od f ogranicena sa ﬁ.

(h) Prosirujuéi prostor verovatno¢e mozemo pretpostaviti postojanje slu¢ajne promenljive

U na (2, A, P) koja ima uniformnu raspodelu sa (0, 1), §to znaci da je P[U < u] = u,

za svako u € [0, 1]. Neka gp(X) oznacava slucajni kvantil w € Q — gy ) (X). Za svako

x € Riwue(0,1) dobijamo

wX)<z=PX<z]|>u
igu(X)>r=PX<z|<u

na osnovu definicije donjeg kvantila, odatle

Play(X) < ] = PIU < P[X < 1]] = P[X < 1]

za svako x € R, §to znaci da qu(X) i X imaju istu raspodelu.

Definisimo ¢’ = P[X < ¢s(X)]. Primetimo da je ¢' > § i q,(X) = ¢s(X) za svako
u € [6,0']. Koristec¢i gornju implikaciju za = ¢5(X) pokazuje se da je {U > §'} =
{qu(X) > ¢s(X)}. Odatle imamo,

/ qu(X)du = / Gu(X)du + / qu(X)du =
[571) (6’,1) [(5,(5’]
= BElqu(X)1wssy] + ¢s(X) (8" = 9) =

= E[X1{x56,001) + a5 (X)(PX < g5(X)] = 9).
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Deljenjem sa 1 — ¢ dobijamo ono §to treba po definiciji.
(i) Na osnovu invarijantnosti pod (b), mozemo pretpostaviti bez gubitka opstosti da je
svaki X, nenegativan. Koristeé¢i gustinu fx za deficit i primenom Fatuove leme na niz

{Xnfx},en kao i senario pod (c) ,dobijamo

(j) Mozemo pretpostaviti da { 55X}, cn konvergira ka svom liminf(najmanjoj tacki
nagomilavanja). Takodje mozemo pretpostaviti da {X,}, .y konvergira skoro sigurno

ka X. Tako da sada iz (i) sledi (j).

Napomena:

Lema 6.3. Neka fi1, fo, f3, ... predstavlja nenegativan niz merljivih funkcija na prostoru
(C, %, ). Definisimo sada funkciju f : S — [0,00] koja ima oblik

f(s) =liminf, oo fu(s), s€S.

Tada je f merljivo i vaZi
[ sau < timing,o [ pan
S s

6.2.3 Doprinosi za deficit

Ako se rizik i potrebni rizik kapitala za portfolio gubitka ra¢unaju pomocu deficita, tada
dolazimo do pitanja koliko individualna komponenta doprinosi riziku ¢itavog portfolija.
Neka Ly = Lo(2,.A, P) predstavlja vektorski prostor svih slu¢ajnih promenljivih X :
() — R na prostoru verovatnoca (2, £, P). Neka £, (P) oznacava konus od X € Ly(P),
za koje je negativni deo X~ = max{0, — X} P-integrabilno. Neka sada £;(P) oznacava
vektorski prostor svih P-integrabilnih X € Ly(P).

Dalje, ako sa Z € Ly(P) oznac¢imo portfolio gubitka i Xi,..., X, € £, (P) sa
X1+ -+ X, = Z oznacavamo gubitke od n podportfolija i u tom slu¢aju mozemo
postaviti pitanje, na koji nacin treba rasporediti rizi¢ni kapital ESs[Z] na n podpo-

rtfolija na fer i riziko adekvatan nacin.

Definicija 6.2.2. (Raspodela rizi¢nog kapitala uz pomo¢ deficita)
Za portfolio gubitka Z € Lo(P) i za nivo 6 € (0,1), posmatrajmo podportfolio
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X € Lo(P) sa X1{z>g52)) € L1 (P). Tada se doprinos deficita za podportfolio gubitka
X ka Z na nivou 0 definiSe na sledeéi nacin:

EIX 1754520 + BzE[X1{z-45(2))]
1—9

ESs[X, 7] =

gde [z ima sledeci oblik

P[Z<q5(2)]—5
By = I[D[ZSZ%E;(E)} za P|Z = q5(Z)] > 0,
0 inace

Primedbal: MoZemo primetiti da je ES;[X, Z] = co moguce i da je u tom slucaju
X1(z>g¢52)y € L£17 (P) zadovoljeno za sve X € L, (P).

Primedba2: Sa gustinom f definisanom na slede¢i naé¢in:

Lix>g50)1 + Bx1{x=gs(x)}
1—o :

fz =
dobijamo da je ESs[X, Z] = E[X fz].

6.2.4 Teorijska svojstva

Raspodela rizi¢nog kapitala pomocu deficita ima niz dobrih osobina koje ¢emo pre-

dstaviti slede¢om lemom.

Lema 6.4. Doprinos deficita na nivou 6 € (0,1), za sve X, Y € L1 (P) i Z € Ly(P)
ima sledece osobine:

(a) Konzistentnost sa deficitom: ESs|Z, Z| = ESs[Z].
(b) Diversifikacija: ESs[X,Z] < ESs| X, X].

(¢) Linearnost: za sve a, 3 > 0,

U slucaju da X,Y € L1(P), data jednakost vazi za sve o, 5 € R.
(d) Translatorna invarijantnost: Ako a € R, tada je

ES(S[X + a, Z] = ES5[X, Z] + a.
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(e) Monotonost: Ako je X <Y, tada je ES5[X,Z] < ESs|Y, Z].

(f) Nezavisnost: Ako su X i Z nezavisni, tada je ES;|X, 7] = E[X].
(g9) Tvarijantnost portfolija: ESs[X,aZ] = ESs|X, Z], za svako a > 0.
(h) Neprekidnost podportfolija: Ako'Y € L1(P), tada

EIX - Y|

BS[X, 2] - ES;[Y. Z]| < BS{|X - Y|, 2] < =

(i) Neprekidnost portfolija: Pretpostavimo da X € L1(P). Ako je P|Z < q5(Z)] =6
ili ako je X skoro sigurno konstantno na {Z = qs(Z)}, tada je raspodela kapitala za
X uz pomoc deficita na nivou 0 neprekidna za Z, tj. za svaki niz {Z,}, .y C Lo(P)
konvergira ka Z u verovatnoci,

limn oo ES5[X, Za] = ESs| X, Z].

(j) Predstavljanje doprinosa deficita pomocu izvoda po pravcu: Ako je raspodela ka-
pitala za X € L1(P) pomocu deficita neprekidna na Z € L1(P) kao $to je pod (i), tada

je

ES;[Z + eX] — ES5[Z]

ESs[X, Z] = lim._ -

Primedba: Osobina (b) nam pokazuje da ukoliko posmatramo X kao podportfolio
bilo kog portfolija Z tada nam nije potreban nijedan drugi rizi¢ni kapital ve¢ je dovo-

ljan onaj koji je sadrzan u sebi. Sto znadi da diversifikacija ne povecava rizi¢ni kapital.

Primer: Ovim primerom ¢emo pokazati da (i) i (j) ne vaZe za svako Z. Posmatramo
za Q € {0,1}, P[{0}] = ¢ gde su proizvoljne promenljive date sa Xw = w i Z(w) =0
za svako w € (). Defini§imo Z. = ¢X. Tada Z. — Z, ¢ — 0. Dalje je, na osnovu
nezavisnosti £Ss[X,Z] = E[X] = 1 —§ , na osnovu pod (g) imamo ESs;[X,Z.] =
ES;[X, X]| = ESs[X] = 1, za svako € > 0 i konzistencije (a) kao i primedbel’ koristeéi
da je ¢s(X) = 0. Kako je ESs;[Z] =01 ESs[Z 4+ ¢ X| = eESs[X]| = ¢, tada vidimo da
jel#1—-0=ES;[X, Z].

Dokaz leme: (a) Na osnovu oblika F[X fx] = ESs[X] koji smo dobili na samom pocetku
price o deficitu kao i na osnovu primedbe2 vazi da je:

ESs[2, 2] = ElZ 2] = ES[Z].
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(b) Na osnovu primedbe2, Leme 6.2 (¢) i pod (a) vazi da je

ESs[X, Z] = E[X f2] < supser, E[X f] = ESs|X] = ESs[X, X].

(¢) i (d) nam proizilazi na osnovu primedbe2 i koristeéi linearnost o¢ekivanja.

(e) Koristeci primedbu2 i ES;[X, Z] = E[X 4] < E[Y 4] = ES;[Y. Z].

(f) Na osnovu primedbe2, ESs[X, Z] = F[X fz] = E[X]|E|[fz] = E[X].

(g) Kako je gs(aZ) = aqs(Z), takode za gustinu vazi f,z = fz. Odatle na osnovu
primedbe2,

ES&[X’ O_/Z] = E[XfaZ] = E[XfZ] = ES&[Xa Z]

(h) Za prvi deo nejednakosti koristimo linearnost (c¢) i monotonost (e), dok za drugi
deo nejednakosti koristimo primedbu2 i gornju granicu ﬁ za gustinu fz.

(i) Kako je dokaz duga¢ak, najpre ¢emo smanjiti problem. Za dato X € Ly(P) i
e > 0, tada na osnovu teoreme o konvergenciji postoji konstanta M tako da ogranicena

IN

sluc¢ajna promenljiva X, := X1y x|<umy zadovoljava da je E[| X —X.|] = E[| X |1 x>
e. Na osnovu neprekidnosti podportfolija pod (h) dovoljno je pokazati da je

limn oo ESs[X, Zo] = ESs|X, Z].

za sve X € L1(P).

Kako bi dalje pojednostavili za kvantile, definisacemo ¢ = ¢s(Z) i ¢, = qs(Z,). Bez
gubitka opstosti mozemo pretpostaviti da je E[X1;z-p] = 0, zbog toga u slucaju da
je P|Z = q] > 0 mozemo koristiti invarijantnost pod (d), prebaciti na X' := X — a sa
a:= FE[X|Z = q|. Sto pojednostavljuje nag oblik definicije. Na osnovu linearnosti pod
(c), moZemo ograni¢iti nasu paznju na one X € L,(P) koje su ogranicene sa 1 — 0.
Za ¢ > 0, postavimo 1 > 0 i n. € N. Na osnovu neprekidnosti sa desne strane funkcije
raspodele za |Z — g, tada postoji n > 0 tako da je

P0<|Z—¢q| <2n] <e.

Definisacemo ¢~ = ¢ — 2ni ¢© = ¢ + 2n. Kako {Z,}, . konvergira ka Z, tada postoji
n. € N tako da je

Pl|Z —Z,|>n] <e, ¥n>n,
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i na osnovu leme 6.1 (a),

Gn > q—mn, Yn >n..

Pokazac¢emo koristec¢i slucaj ¢, < q+nigq, > q-+ndaje

|ES5[X, Z,] — ESs|X, Z]| < 62, ¥n > n..

Kako je e > 0 proizvoljno, tada nas prethodna nejednakost dovodi do Zeljenog rezultata.
Primetimo da je

E[|14 — 1g|] = PIA[| B+ P[A°(|B], VA,B€ A.

Prvi sluc¢aj: Dokaz prethodne nejednakosti za sluc¢aj kada je ¢, > g + n je laksi i nisu
potrebne dodatne pretpostavke u odnosu na (i). Primetimo da je

(1- ﬁZn)E[l{Zqun}] =0—PlZ, < q.] <
<

P[ZSQ]_P[Zn<Qn]
PlZ <q,Z,>q,) <e.

Podelom {Z, > ¢,}, dobijamo da je

=:B

A\

1= 6< P[Zy>qil = P|Z>q,Z0 > qo] + P[Z < q, Z, > qu],

N

< -

=:A

IN

)

odatle je P[A] > 1 — 6 — e. Podelom {Z > ¢} imamo

1—=0>P[Z >q|=P[Al+ P|Z > q,Z, < @),

=:C

tako je P[C] < e. Kona¢no koriste¢i dati oblik definicije( ESs[X, Z] = E[Xl{b%<Z>}]Jf§E[X1{Z:%<Z>}]),

|ES($[X7 Zn] - ES(S[X7 Z” S El - BZn)E[l{ZnZQn}] + EHl{ZnZQn}u S 367

<e —P[B|+P[C]
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time smo pokazali da je
|ES5[X7ZH]_ES5[X7Z” §6€7 Vnan

za slucaj kada je ¢, > q+n.

Drugi sluc¢aj: Sada pokazujemo |ES;[X, Z,| — ESs[X, Z]| < 6¢ kada je u pitanju slucaj
gde je ¢, < g+ n. Definisimo £ ={Z >q,Z, < q.} 1 F ={Z < q,Z, > q,}. Posma-
tramo da je

PIE)=Plg< Z <q*,Z, < q,)+ P|Z >q",Z, < q,] < 2e.

[ J N J

<e S‘;
Drugi slu¢aj (a): Pretpostavimo da je P[Z < q] = § zadovoljeno. Podelom {Z,, < g,},

dobijamo

6 < P[Z, < q,) = P|Z <,

.

B
IN
()
S
_l’_
=
S|

g

na osnovu gornje dve nejednakosti vidimo da je P[D] > § — 2¢. Podelom {Z < ¢}

5 = P|Z < q) = PID] + P[F),

tako je P[D] < ¢ i P[F| < 2e. Malo dalje kada zapiSsemo koristeéi prethodno

Bz, Elz,=¢,}) = P|Zn < qn] —0 = P[D]| + P[E] — 0 < 2e.

Konacno koristec¢i pocetni oblik dat u definiciji, E[X1iz—q] =01 || X]|[oc < 1=,

|ES(5[X7 Zn] - ES&[X7 Z” S E;ZnE[l{Zn:(In}l+?[1{Zn>Qn} - 1{Z>Q}‘l S 687

<2 =P[E|+P[F]<4e

time smo pokazali ono §to smo trebali za drugi sluc¢aj pod (a).

Drugi slucaj (b): Neka je sada X konstanta na {Z = ¢}. Tada iz F[X1{z—g] = 0
sledi da je E[|X|1{z=¢,2,=¢.}) = 01 E[|X|1{2=¢,2,>¢.}] = 0. Tako da je

Bl X[1z,=0.3]  ElUX[1{z242,24.}]
SF[O <|Z—-q| < in—i— Pl|Z —q| > 2n, Z, = qnlg 2¢e

<e <e
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E[IX1
—%ijspw<qi%>qA=PM<Z<qi%>qA+PV§q,Zn>%k£%

v

<e <e

Sada koristec¢i poCetnu definiciju 6.2.2 , 5z, € [0,1], E[X1iz-0] = 0,1 [|X|| <1 =4,

|ESs[X, Z,] — ES5[X, Z]| < Ell XYz, | E[X|1g]  E[X[1p]

<6
1-6 ' _1-0 @ _1-4§ —°

<2 <2 <2

time je pokazano i za drugi sluc¢aj pod (b).
(j) Neka je € > 0. Na osnovu konzistencije (a), diversifikacije (b) i linearnosti (c¢),
ESs|Z +eX]| = ESs[Z + X, Z + eX] > ES;|Z + eX, Z) = ES5|Z] + cESs[X, Z],

odakle je

ES(;[Z + é?X] — ESg[Z]
£

Sli¢no,

ES(;[Z] = ESg[Z, Z] > ES(;[Z,Z—F&?X] = ES(;[Z—F&X] — 8ES§[X,Z +€X]7

odakle je

ES{X.Z+eX] > ESs|Z + s)g(] ~ BSi[2)

Kako se za raspodelu kapitala X pomocu deficita pretpostavlja da je neprekidna u Z,

ESs|Z + eX] — ES;[Z
BSs[X, 2]  lime g 220! +€€] %l2].

U sluc¢aju da € 7 0, treba primeniti ovaj rezultat za ¢/ = —¢ 1 X’ = —X 1 koristimo
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da je —ESs[X', Z] = ESs[X, Z] kako bi dobili da je

ES;[Z + eX] — ES5[Z]

ESg[X, Z] = limg_m -

6.2.5 Izrac¢unavanje doprinosa rizika u kreditnom riziku

Sada ¢emo iskoristiti ideju o raspodeli rizicnog kapital pomoc¢u deficita za kreditni
portfolio gubitka L datog sa

L= LJ = Zle{J:j}.
jed
Ako je E[L] < oo tada definicija 6.2.2 daje

El[Lgir1ir>g50)) + BrELginl{r=qs(L)}]
1-96

ESs[Lyix, L] =

kao doprinos koji se pripisuje obvezniku i € {1,...,m} grupe g € G; i riziku k €
{0,..., K} za deficit ESs[L]. Kako L ima diskretnu raspodelu, P[L = ¢s(L)] = 0 nije
moguce zbog definicije za ¢s(L). Primetimo da na osnovu konzistencije i linearnosti
date prethodnom lemom (a) i (c),

m K
ESs[L] = ESs[L, L] = ZZZ 5[ Lo,k L],
i=1 geG;

k=0
Kako je
ElLgirlsaunl = Ellgir] = ElLgirlir<amnl;
———
:)\gwg,kE[Lg,i,k,l]
potrebno je da izra¢unamo E[Lg;rli=p] za l € {0,1,...,¢5(L)}. To se moze uraditi

pomocu leme koju je formulisao Tasche.

Lema 6.5. Za svakog obveznika i € {1,...,m}, svaku grupu g € G; i ukupan gubitak
l € Ny,

l

E[Lg,i,o]-{L:l}] = )\gw%o Z E[Lg,i,(),l1{Lgyo71:V}]P[L = l — I/]

v=1
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i, za svaki rizik k € {1,..., K},

l
E[Lg,i,k]-{L:l}] - /\gwg,k Z E[Lg,i,k,l1{Lg’k71:V}]E[Ak1{L:l—u}]-
v=1
Primedba: Za svakog obveznika i € {1,...,m}, svaku grupu g € G;, svaki rizik
k € {0,...,K} i svaki gubitak v € Ny, na osnovu ranijih pretpostavki dobijamo
sledeci oblik:

(. 4

p=(pj)jcg€No?

ElLgikalin, =) = Y. miPlLgjr1=pVj € g,

=dg,k,p

Sto se moze izracunati direktno iz ulaznih podataka i to na numericki stabilan nacin,
posto se samo negativni brojevi mnoze i dodaju.

(a) U slucaju kada je g = {i}, §to je oblik klasi¢nog kreditnog rizika tada se prethodni
oblik moze zapisati jednostavnije

E[Lg,i,k,l 1{Lg’k71:l/}] = V{Qg,kv-

(b) Ako se grupa gubitka v pripisuje na deterministi¢ki nacin svojim ¢lanovima tada

imamo oblik
ElLgipilp,pa=vt] = hgin(V) g s.0-

(c) Na osnovu linearnosti o¢ekivanja imamo,
vk = ElLgkalin, =] = D ElLgikal{r, .=}
1€Qg

Ukoliko su {Lg;x1}
jednakosti jednaka i

icq zamenljivi tada su sva ocekivanja sa desne strane prethodne

Vo, .
E[Lg,i,k,ll{LgykJ:z/}] = mqg&y, Vi € g.

Dokaz leme: Fiksirajmo rizik k € {0,..., K}, obveznika i € {1,...,m} i grupu g € G;
koja sadrzi ¢. Podsetimo se da je L, = Zgif Lg n 1 primetimo da je Ly = 0 ako je
Ny = 0. Dalje ako je L = [, tada nijedan gubitak ne moze biti vec¢i od [. Definig§imo
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M = L — L, kao sumu svih gubitaka koji ne dolaze od grupe g zbog rizika k. Tako
da za svako p € N in € {1,..., u} definisemo

m
E : Lg
r=1r#n

kao sumu prvih p gubitaka grupe g zbog rizika k izostavljajuéi n-ti gubitak. Tada je

ElLgirl{z-n] ZEZLQ,Z,MI{L LNy o=i}]

l

o p
=D > Blloiknll L= Ny=p ryernt)

pn=1 n=1 v=1

P
={M+Mpyn+Lg j n=LN, p=n}

Na osnovu ranijih pretpostavki znamo da proizvoljni vektor (Lg;kn)icg zajedno sa
sumom Lgj , je nezavisan zajedno sa M, M,, i Ny, odakle dobijamo da je

EI:Lg:iykyn1{M“I‘Mu,n‘f'Lg,k,n:lng,k:/J/uLg,k,n:V}] = E[Lgﬂ»kvnl{[’g,k,n}]P[M—i_M,LL:n = l-V, Ng»k = ILL]

Na osnovu ranijih pretpostavki vektori gubitka (Lg;xn)icg 1 (Lgik1)ieg imaju istu
raspodelu, pa na osnovu toga mozemo zameniti n sa 1 u oc¢ekivanju sa desne strane.
Takode ista pretpostavka kaze da je M, ,, nezavisno sa (M, N,;) ida M,q,...,M,,
imaju istu raspodelu, pa odatle za svako n € {1,..., u},

PIM+ M, =l —v,Nyy =] = P[M +M,,, =1 — v, Ny s = p].

Sada posmatrajuéi slucaj gde k € {1,...,K}. Na osnovu pretpostavke o uslovnoj

nezavisnosti kao i uslovnoj Poasonovoj raspodeli,

PM+M,,=1l—v,Nyy=pl=FE[PM+M,, =1—v|Ay,...,Ap|P[Nyi = p|Ag]]

A
= 2089k BN PIM 4 My, =1 — v, Ny = = 1A,
pu ‘ ~ .
={L=l-v,Ny =p—1}
gde koristimo da je
A AL A A
PN, = iy = Lotk e Aaoihe pry gy
! H
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Sada zamenom prethodne tri jednakosti u ¢etvrtu datu sa oc¢ekivanjem dobijamo,

00 l
E[Lgirlin=i] = Agwg Z Z ElLgiralir, =) EIA L {=1—v,N, =u—1}]

1v=1

!
= A\ Wgy Z ElLgixal(r, o= E[A1L=1-0].

v=1
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Zakljucak

Razvoj savremenog bankarstva i privrede povecava izlozenost razli¢itim vrstama rizika.
Njihova indetifikacija kao i adekvatne mere zastite postaju vazan faktor uspesnog poslo-
vanja. Cilj ovog rada je predstavljanje matematickih modela pri modeliranje kreditnog
rizika kao najznacajnijeg rizika kome je svaka finansijska institucija izloZena u svom
poslovanju, pomoc¢u Pendzerove rekurzije. Kako bi Sto bolje i preciznije objasnili na
samom pocetku smo se upoznali sa raspodelama koje smo u toku rada koristili, kao i sa
uvodnom pri¢om o kreditnom riziku i Bazelskim komitetom za kreditni rizik. Gde smo
pored Bazelskog komiteta pricali i o ponudenom setu pristupa za merenje izlozenosti
kreditnom riziku i kalkulaciju ekonomskog kapitala u Bazelskom sporazumu II.

Zatim smo u daljem nastavku govorili o kreditnom rizik™ koji je zasnovan na Poa-

sonovoj aproksimaciji i upoznali smo se sa nesvojstvenim rizikom.

Glavni fokus je bio usresreden na izracunavanju funkcije generatrise verovatnoce za
gubitke sa gama raspodelom, gde smo nakon $to smo nasli konacan oblik tezinske
funkcije generatrise verovatnoce koristili originalni algoritam za implementiranje kredi-
tnog rizika koji je zasnovan na rekurzivnoj formuli poznatoj pod nazivom Pendzerova
rekurzija. Na taj nacin smo uvideli koliko je Pendzerova rekurzija znacajna za ovaj vid
modeliranja kreditnog rizika. Na kraju smo se upoznali sa merama rizika i rizikom do-
prinosa. VaR je postao jedna od najpopularnijih metoda za merenje rizika. Svaki VaR
model koristi istorijske podatke sa trzista da bi prognozirao buduéi uspeh portfolija. U
master radu je razmotren pristup za izracunavanje VaR-a, kao i neke njegove osobine.
Objasnili smo sta je deficit(expected shortfall ili CVAR), kako se izra¢unava i objasnili
neka teorijska svojstva i nakon toga smo se bavili doprinosom deficita gde smo takode
naveli teorijska svojstva za doprinos deficita.

Ono §to bi mogli da zaklju¢imo je da kreditni rizik ili drugacije receno rizik da

otplata odobrenog kredita bude dovedena u pitanje predstavlja najznacajniji rizik sa
kojima se banke danas susre¢u. Osnovni uzroci ovakvih problema i sve ve¢ih gubitaka
koje snose banke kao posledice kreditnog rizika leze u slabim kreditnim standardima

za zajmoprimaoce i druge ugovorne strane, kao i loSim upravljanjem rizikom.

Znacaj upravljanja i modeliranja kreditnim rizikom proistiCe iz potencijalne opasnosti
da veliki broj korisnika kredita nece biti sposobni da ispune svoje obaveze i na taj nacin
banke ulaze u zonu tehnicke insolventnosti.

Zato u cilju minimiziranja kreditnog rizika kreditni sektor mora da prati dejstvo svih
faktora koji uticu na kvalitet kreditnog portfelja banke i da na vreme reaguje na ona
kretanja koja mogu da dovedu do bankrotstva banke.
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