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Predgovor

Aktuarske poslove u osiguravaju¢em drustvu obavljaju ovlaséeni aktuari, tj. lica koja
su dobila ovlaséenje Narodne banke Srbije za obavljanje aktuarskih poslova. Medju mno-
gobrojnim funkcijama koje aktuar obavlja u osiguravaju¢em drustvu, dve najvaznije su
davanje misljenja o nacinu izrac¢unavanja tarifa premija osiguranja, kao i pravilno utvr-
djivanje iznosa tehnickih rezervi. U ovom radu ¢e biti stavljen veéi znacaj ovoj drugoj
funkciji.

Zadatak ovlas¢enog aktuara je da odredi kolika je vrednost buducih isplata naknada
Steta i koliko novca treba da se izdvoji da bi se mogli isplatiti svi potencijalni zahtevi
za odstetu. Osiguravajuce drustvo je u obavezi da u svakom trenutku poseduje rezerve
radi isplate obaveza prema svojim klijentima. Upravo ove rezerve su najve¢a obaveza i
odgovornost svakog drustva, bez obzira da li obavlja poslove zivotnih ili nezivotnih osigu-
ranja. Rezerve koje se obrazuju radi pla¢anja budué¢ih obaveza karakterise visok stepen
nesigurnosti zato sto se odnose na obaveze koje ¢e nastati u buduénosti. Posto niko od
nas ne moze da predvidi buduénost, ne moze se znati koji ¢e biti broj niti iznos zahteva
za odstetu, pa samim tim postoji i problem utvrdjivanja sto adekvatnijeg i preciznijeg
nacina izracunavanja rezervi za sve buduce obaveze.

Aktuar koji racuna rezerve mora da se postavi kao poverenik dve strane. Prvo, ak-
tuar mora da Stiti prava osiguranika, tj. lica koja plac¢aju premiju osiguranja i koja imaju
pravo na naknadu Stete onog trenutka kada se dogodi predmet osiguranja. Potvrdjujuéi da
osiguravajuce drustvo izdvaja u dovoljnim koli¢inama sredstva da bi platilo sve buduce
obaveze, aktuar uverava osiguranike da ¢e sve njihove nastale Stete biti nadoknadjene.
Ako postoji dovoljno sredstava u rezervama drustva, to ¢e osiguranicima garantovati pot-
puno nadoknadjivanje nastalih Steta. Sa druge strane, aktuar mora da vodi racuna i o
svom poslodavcu, osiguravaju¢em drustvu, i da ¢uva njegove interese. Potvrdjujuéi da
osiguravajuce drustvo izdvaja u dovoljnim koli¢inama sredstva da bi platilo sve buduce
obaveze, aktuar daje uverenje da je drustvo solventno. Ovo je vazna informacija za vla-
snike drustva, kao i za potencijalne investitore i kupce akcija tog drustva.

U praksi se desava da se zahtevi za naknadu nastale stete ne mogu isplatiti do kraja
kalendarske godine u kojoj su se dogodili. Ovo je ¢est slucaj kod osiguranja od odgo-
vornosti u saobracaju kod kojeg se nekada ne moze na jednostavan nacin utvrditi visina
nastale Stete i kod kojeg duge zakonske procedure znacajno produzuju datum placanja
naknade. Sli¢no, u slucaju povrede osiguranika potrebno je vreme da se odradi lekarski
pregled i utvrdi stepen povrede, a tek potom se moze izvrsiti isplata naknade osiguraniku.
Kod nekih vrsta osiguranja moguce je da se naknada Stete isplacuje u nekoliko anuiteta,
ne odjednom, sto ¢e usloviti pomeranje datuma plac¢anja. Svi ovi faktori mogu da izazovu
kasnjenje placanja zahteva za odstetu.



Na pocetku, osiguravaju¢a drustva su se vodila sistemom tekuceg finansiranja ili
"pay — as — you — go” sistemom. On je zasnovan na ideji da se sve Stete koje dolaze
na naplatu u jednoj godini isplac¢uju sredstvima koja su sakupljena u toj tekucoj godini,
bez obzira sto su se neke Stete dogodile i bile prijavljene u prethodnim godinama, a tek
sada bivaju isplac¢ene. Problemi u poslovanju drustava su nastajali onda kada bi se po-
javio veliki varijabilitet u dobicima i gubicima u jednoj kalendarskoj godini, odn. kada
je postojala velika razlika izmedju sakupljenih premija osiguranja i zahteva za naknadu
Stete. Upravo zbog ovoga se pojavila potreba za novim sistemom u kojem bi se ¢uvale
rezerve u svrhu placanja Steta koje su nastale i prijavljene u prethodnim godinama. Ak-
tuarima se ucinilo logi¢no i prirodno da svaki zahtev za odstetu pridruze kalendarskoj
godini u kojoj je Steta nastala, a ne godini u kojoj treba izvrsiti placanje naknade.

U praksi se moze sresti i slu¢aj da je Steta nastala, ali jos nije prijavljena. Ovakve Stete
se oznacavaju akronimom /BNR (Incurred But Not Reported) sto oznacava stete koje
su ve¢ nastale, ali osiguranik jos nije podneo zahtev za odstetu osiguravaju¢em drustvu.
Drustvo ne zna kada ¢e biti prijavljena neka Steta niti koliko ¢e taj iznos iznositi, pa da
bi obezbedilo solventnost, ono mora ¢uvati odredjenu koli¢inu rezervi. Takodje, postoje
Stete koje su prijavljene, ali Ciji se iznos ne zna. Ovo predstavlja jos jednu nepriliku za
osiguravajuce drustvo koje ¢e morati da ispuni svoju obavezu u buduc¢nosti, ali ne zna
tacan iznos te obaveze. Ovakve Stete se oznacavaju akronimom RBNS (Reported But
Not Settled). Pod ovim Stetama se podrazumevaju i prijavljene Stete koje nisu placene

do kraja ili koje nisu placene uopste.

Veoma je vazno da osiguravajuce drustvo obezbedi dovoljnu koli¢inu rezervi da bi is-
platilo sve zahteve za odstetu svojih klijenata, ali sa druge strane, takodje je vazno da
drustvo ne ¢uva previse sredstava u ime rezervi, jer time sebi stvara oportunitetni trosak.
Svako osiguravajuc¢e drustvo moze da sva svoja slobodna sredstva imenuje za rezerve da
bi izbeglo bilo kakav rizik procenjivanja budu¢ih isplata i zasigurno obezbedilo plac¢anje
buducih obaveza, ali prevelika vrednost rezervi nece biti potrebna da se isplate sve obaveze
drustva. Cuvajuéi vise od potrebnih vrednosti rezervi, osiguravaé nepotrebno ¢uva novac
koji nece biti iskoriséen za placanje buducih steta, a mogao bi ga uloziti u investicije ili
depozite kod banaka, ¢ime bi ostvario dodatni profit.

Iz prethodnog izlaganja se moze zakljuciti da se osiguravajuce drustvo Cesto susrece
sa nesigurnostima pri isplati naknada Steta i da svakodnevno mora da predvidja visinu
budué¢ih naknada i visinu rezervi. Veliki je problem napraviti dobru predikciju buduéih
zahteva za odstetu, jer niko od nas ne zna koliki ¢e broj Steta nastati niti na koliko e te
Stete biti procenjene. Zato je prica o rezervama krucijalna: da bi osiguravajuce drustvo
moglo na vreme da isplati sve svoje obaveze, da obezbedi dovoljno sredstava da ostane
platezno sposobno i da nadomesti Stete nastale njenim osiguranicima.



Glava 1

Rezerve osiguravajuceg drustva u
Srbiji

Rezerve koje pokrivaju obaveze iz redovnog poslovanja osiguranja se nazivaju tehnicke
rezerve. Prema zakonu o osiguranju u Republici Srbiji svako osiguravajuce drustvo je u
obavezi da na kraju svakog obracunskog perioda utvrdi tehnicke rezerve. U kalendarskoj
godini postoje cetiri obracunska perioda, Sto znaci da se racunanje rezervi vrsi 31. marta,
30. juna, 30. septembra i 31. decembra. Tehnicke rezerve imaju za cilj zastitu osiguranika
koja obezbedjuje dovoljno sredstava osiguravajuc¢em drustvu iz kojih ono izvrSava svoje
ugovorne obaveze.

Tehnicke rezerve se na razli¢it nacin utvrdjuju u zavisnosti od toga kojim se vrstama
osiguranja osiguravajuce drustvo bavi. Tokom 20. i 21. veka mnogi svetski autori i teo-
reticari osiguranja osmislili su mnostvo podela po raznim kriterijumima. Prema zakonu
o osiguranju Republike Srbije, osiguranja se dele na Zivotna i nezivotna osiguranja.

Vrste zivotnih osiguranja su:
osiguranje zivota;

rentno osiguranje;

dopunsko osiguranje uz osiguranje zivota;
dobrovoljno penzijsko osiguranje;

druge vrste zivotnih osiguranja.

Ol W=

Vrste nezivotnih osiguranja su:
1. osiguranje od posledica nezgode, ukljucujuéi osiguranje od povreda na radu i profesio-
nalnih bolesti;
dobrovoljno zdravstveno osiguranje;
osiguranje motornih vozila;
osiguranje Sinskih vozila;
osiguranje vazduhoplova;
osiguranje plovnih objekata (morskih, reénih i jezerskih);
osiguranje robe u prevozu;
. osiguranje imovine od pozara i drugih opasnosti (eksplozija, oluja, atomske energije,
klizanja i sleganja tla ...);
9. ostala osiguranja imovine;
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10. osiguranje od odgovornosti zbog upotrebe motornih vozila;
11. osiguranje od odgovornosti zbog upotrebe vazduhoplova;
12. osiguranje od odgovornosti zbog upotrebe plovnih objekata;
13. osiguranje od opste odgovornosti za Stetu;

14. osiguranje kredita;

15. osiguranje jemstva;

16. osiguranje finansijskih gubitaka;

17. osiguranje troskova pravne zastite, koje pokriva sudske troskove, troskove advokata i
druge troskove postupka;

18. osiguranje pomo¢i na putovanju;

19. druge vrste nezivotnih osiguranja.

Kao sto je ranije napomenuto, tehnicke rezerve se razlicito rac¢unaju u zavisnosti od vr-
ste osiguranja. Prema zakonu o osiguranju Republike Srbije ukoliko osiguravajuée drustvo
obavlja poslove jedne ili viSe vrsta zivotnih osiguranja, ono je duzno da utvrdi tehnicke
rezerve za:

1. prenosne premije;

2. rezervisane stete;

3. ucesce u dobiti;

4. matematicku rezervu.

Ukoliko osiguravajucée drustvo obavlja poslove jedne ili vise vrsta nezivotnih osigura-
nja, ono je duzno da utvrdi tehnicke rezerve za:
1. prenosne premije;
2. rezervisane Stete;
3. izravnanje rizika.

Prenosne premije obrazuju se izdvajanjem iz ukupne premije osiguranja na kraju
tekuceg obracunskog perioda, odvojeno za svaku vrstu osiguranja, srazmerno vremenu
trajanja osiguranja. Prenosne premije su deo premije koji se koristi za pokri¢e obaveza
iz osiguranja koje nastaju u narednom obrac¢unskom periodu. Ugovori o osiguranju se
zakljucuju u toku cele poslovne godine i zato se veéi broj ugovora zakljucen u jednom
obracunskom periodu prenosi i u slede¢i. Osigurava¢ mora da prenese deo pla¢ene pre-
mije u sledec¢i period proporcionalno trajanju ugovora u tom novom obracunskom periodu.
Prema radu prof. dr Jasne Pak ”Margina solventnosti, tehnicke rezerve i plasman sred-
stava osiguranja” kod obracuna rezervi za prenosne premije se mora voditi racuna o tome:

1. da rezerve budu dovoljne za pla¢anje svih Steta. U obzir se uzima i uticaj in-
flacije na obaveze (npr. porast troskova lekova u dobrovoljnom zdravstvenom osiguranju
ili porast vrednosti radnog ¢asa u auto servisu u osiguranju od odgovornosti u saobrac¢aju);

2. da se premije obracunaju bez umanjenja obaveza prenosom rizika u reosiguranje;

3. da sadrze troskove sprovodjenja ugovora i likvidacije Steta.

Rezervisane Stete obrazuju se u visini procenjenog iznosa obaveza za nastale prija-

vljene, a neresene Stete - RBN S, kao i za nastale neprijavljene stete - I BN R u teku¢em
periodu. Ako se Stete za pojedine vrste osiguranja pojavljuju u obliku rente, rezervisane



Stete utvrdjuju se u kapitalizovanom iznosu svih buducih obaveza. Ova vrsta rezervi je
potrebna za osiguravajuce drustvo zato Sto postoji odredjen vremenski period od trenutka
kada je Steta nastala do trenutka njene naknade. Na primer, vreme cekanja je duze za
telesne Stete nego za imovinske zato Sto je potrebno vise vremena da bi se utvrdile posle-
dice povrede, kao i duze vreme trajanja sudskog postupka u vezi sa zahtevom za naknadu
ovih steta.

U radu ”"Margina solventnosti, tehnicke rezerve i plasman sredstava osiguranja” je de-
taljno objasnjen nac¢in racunanja rezervisanih steta. Da bi se utvrdile ukupne rezervisane
Stete, prvo se racuna iznos Steta koje su prijavljene ali nisu reSene. Ovo je dug i delika-
tan posao zato Sto se svaka Steta obracunava pojedina¢no i mora da bude zasnovana na
brojnoj dokumentaciji (izjava osiguranika, zapisnik policije, izvestaj vestaka, izjava druge
strane, sudske odluke i dr.). Ovoj vrednosti se dodaje pausalni iznos za Stete koje nisu
prijavljene, a desile su se. Ovo se odnosi na stete koje su nastale pred kraj obracunskog
perioda i osiguranik nije stigao da obavesti osiguravajuc¢e drustvo o nastanku stete. Iako
¢e Steta biti prijavljena u narednom obrac¢unskom periodu, ona se pridruzuje onom u ko-
jem je nastala, pa stoga mora da se izdvoji deo sredstava za njenu isplatu. Na kraju se
dodaje vrednost troskova poslovanja koji pokrivaju spoljne i unutrasnje troskove koje
drustvo ima prilikom obrade Steta. U pitanju su troskovi advokata, honorari vestaka,
zarade zaposlenih, sudski troskovi itd. Ove vrste troskova se izracunavaju za svaki pred-
met pojedinacno, ali se ¢esto odredjuju pausalno (npr. 5% od ukupnog iznosa rezerve za
nenaplacene Stete).

Osiguravajuce drustvo ima obavezu da svake poslovne godine utvrdi merodavni
tehnicki rezultat. On je pokazatelj koliki je odnos izmedju ukupnih sakupljenih premija
u toku jedne godine i placanja ugovornih obaveza. Negativni merodavni rezultat znaci
da su iznosi koje je osiguravac platio veé¢i od iznosa sakupljenih premija. Za posmatrani
period (koji ne moze biti kra¢i od 10 godina) utvrdjuje se prose¢ni merodavni tehnicki
rezultat kao aritmeticka sredina godiSnjih merodavnih tehnickih rezultata u tom periodu.
Zbog mogucnosti odstupanja godisnjih merodavnih tehnickih rezultata od prosetnog me-
rodavnog rezultata u posmatranom periodu, osiguravajuc¢a drustva obrazuju rezerve za
izravnanje rizika za svaku vrstu nezivotnih osiguranja sa stanjem na dan 31. decem-
bra tekuée godine. Drustvo je u obavezi da obrazuje ove rezerve ukoliko je u datoj vrsti
osiguranja standardno odstupanje godisnjih merodavnih tehnickih rezultata od prose¢nog
merodavnog rezultata veée od odredjenog propisanog iznosa (u Republici Srbiji propisano
odstupanje je do 0,05). Ako odstupanja nema, rezerve za izravnanje rizika date vrste
osiguranja se smanjuju na propisani nacin.

Prema zakonu o osiguranju matematicka rezerva je tehnicka rezerva drustva za
osiguranje koja se racuna posebno za svaki ugovor o osiguranju zivota poslednjeg dana
tekuceg obracunskog perioda i namenjena je izmirivanju buduc¢ih obaveza po osnovu
zivotnog osiguranja. Najznacajnija je kod osiguranja za slucaj smrti zakljucenih na ceo
zivot osiguranika. Kod osiguranja za ceo zivot rizik smrti osiguranika je sve vedi sto je osi-
guranik stariji, te je logi¢no da se godinama povecava i premija osiguranja. Da osiguranik
ne bi morao da plac¢a preveliku premiju u kasnijim godinama, osiguravajuca drustva su
nasla resenje da naprave nivelaciju iznosa premije: da iznos premije bude isti za sve vreme
trajanja ugovora, tj. da se plac¢a prosecan nivo premije. U prvim godinama osiguranik
plac¢a veéi iznos premije nego Sto je rizik od njegove smrti, a u kasnijim godinama placa



manji iznos. Od "wviska” sredstava koja su bila uplaé¢ivana u ranijim godinama formira
se matematicka rezerva za ovu vrstu osiguranja. Sredstva matematicke rezerve moraju
biti dovoljna za ispunjenje obaveza iz ugovora o osiguranju koje se odnose na prava iz
matematicke rezerve.

Rezerve za ucescée u dobiti obrazuju se kod onih ugovora o osiguranju ako su osigu-
ranici prihvatili da uc¢estvuju u riziku deponovanja i ulaganja sredstava tehnickih rezervi.
Kod ovih ugovora osigurana suma (ili renta) nije izrazena u dinarima ili devizama, ve¢ u
obracunskim jedinicama ustanovljenih ulaganjima. Rezerve se obrazuju u visini iznosa na
koji osiguranici imaju pravo po osnovu uceséa u dobiti. Takodje, osigurana suma ili renta
se obrazuje s obzirom na vrednost koju je dostigla obracunska jedinica prilikom ulaganja
i deponovanja sredstava tehnickih rezervi. Na ovaj nacin osiguranik sam snosi finansijski
rizik pada ili pove¢anja vrednosti ulaganja.

Vazno je napomenuti da sredstva tehnickih rezervi nisu sopstvena sredstva osigu-
ravaca, ve¢ su to sredstva osiguranika koja su formirana iz premije koju klijenti pla¢aju
kao cenu za osiguravajucu zastitu. Drugim rec¢ima, osiguravajuce drustvo sebe stiti od po-
tencijalne nemoguénosti placanja obaveza tako sto deo premije koju placa osiguranik cuva
kao rezerve za slucaj nesolventnosti. Sopstvena imovina obuhvata ona sredstva drustva
koja se ne formiraju iz premije osiguranja. To su sredstva osnovnog kapitala, rezerve iz
dobiti, nerasporedjena dobit iz ranijih godina, revalizacione rezerve i dr.

Prof. dr Jasna Pak u radu ”Margina solventnosti, tehnicke rezerve i plasman sred-
stava osiguranja” objaSnjava kako u praksi postoji moguc¢nost da tehnicke rezerve nisu
dovoljne da bi se pokrio sav rizik pla¢anja ugovorom preuzetih obaveza. Moze se de-
siti da u jednom vremenskom intervalu bude prijavljeno mnogo zahteva za odstetu (npr.
vremenske nepogode, zemljotresi, poplave, erupcije vulkana ...). Da bi se zastitilo od
ovakvih neocekivanih vanrednih okolnosti, osiguravajuce drustvo ima obavezu da utvrdi
i fond sopstvenih sredstava radi izvrSenja obaveza. Ova vrsta rezervi naziva se margina
solventnosti. Prema zakonu o osiguranju Republike Srbije margina solventnosti, kao i
tehnicke rezerve, se rac¢una posebno za zivotna i za nezivotna osiguranja na kraju svakog
obrac¢unskog perioda (31. marta, 30. juna, 30. septembra i 31. decembra) i izracunava se
kao ukupna aktiva osiguravaju¢eg drustva umanjena za nematerijalna ulaganja, aktivna
vremenska razgranicenja, gubitke, obaveze (uklju¢ujuéi matematicku rezervu osiguranja
zivota) 1 prenosne pozicije (prenosne premije i rezervisane stete). Osiguravajucée drustvo
je u obavezi da na kraju svakog obracunskog perioda obezbedi propisanu marginu sol-
ventnosti iz njegove slobodne sopstvene imovine, ¢ime garantuje da ¢e biti isplacene sve
naknade Stete osiguranicima i biti izvrSene sve obaveze cak i kada se drustvo nadje u
finansijskim teskocama.

Svi modeli koji ¢e biti predstavljeni u ovom radu su relativno novijeg doba. Teorija
rezervi u aktuarstvu se u svetu pocela razvijati pocetkom 80-tih godina proslog veka i
jos je u fazi razvijanja. Takodje je vazno napomenuti da se ovi modeli primenjuju za
racunanje visine rezervi samo za nezZivnotna osiguranja, dok se za zivotna osiguranja
koriste drugaciji modeli koji uzimaju u obzir uticaj prirodnih karakteristika zivota kao sto
su stopa mortaliteta populacije, pol osiguranika, nasledne bolesti itd. Sto nije slucaj kod
modeliranja visine rezervi nezivotnih osiguranja.



Glava 2

Chain-Ladder metod

Svako drustvo je u obavezi da obezbedi dovoljnu koli¢inu rezervi da bi isplatilo nak-
nade za Stetu koju su njeni osiguranici pretrpeli, za zahteve ¢ije su stete prijavljene, ali
se jo§ ne zna visina Stete u trenutku podnosenja zahteva - RBN S, kao i za naknade Steta
koje su se dogodile, ali jos nisu prijavljene osiguravacu - I BN R. Jedan od osnovnih, ali
ujedno i visoko primenljivih metoda za racunje rezervi je Chain-Ladder metod. On se
zasniva na ideji da se rezerve za buduce periode mogu predvideti i proceniti na osnovu
zahteva za odstetu iz prethodnih perioda, tj. na osnovu istorijskih podataka Steta nastalih
u prethodnim godinama. Ovaj metod je elementaran i vrlo lagan za primenu, $to su nje-
gove velike prednosti. Da bi se primenio u svakodnevnom poslovanju nije potreban struéni
statisticki softver, ve¢ je dovoljan samo Majkrosoftov Eksel. Takodje, razumevanje ovog
modela je jasno na intuitivnom nivou i nije potrebno ozbiljnije znanje matematike i aktu-
arstva. Sa druge strane, bas zbog svoje jednostavnosti, metod ima dosta propusta i mana.
Da bi resili uo¢ene probleme Chain-Ladder-a, aktuari su tokom godina razvijali ovaj me-
tod i raznim modulacijama i unapredjenjima dosli do novih metoda zasnovanih na ideji
Chain-Ladder-a. U osiguravaju¢im drustvima se cesto koristi ovaj metod za racunanje
aktuarskih rezervi ili neka od njegovih varijacija.

2.1 Objasnjenje metoda

Na pocetku se bira period od n godina u kojem su se desavale Stete za koje su klijenti
podnosili zahteve za odstetu i neka se znaju podaci o dinamici i visini isplata tih odsteta.
Ove godine se nazivaju godine Stete. Glavna pretpostavka Chain-Ladder metoda je da
je potrebno n — 1 godina da se plate svi zahtevi za Stete nastale u istoj godini. Broj n je
konacan i zavisi od obima podataka kojima raspolaze osiguravajuce drustvo. Na osnovu
poznatih podataka o placanjima zahteva za odstetu za sve godine Stete, pravi se tabela
plac¢anja u obliku trougla u koju se unose poznati podaci.

U ovom radu bi¢e prikazana prakticna primena Chain-Ladder metoda na primeru,
tako da ¢e svaki korak algoritma biti potkrepljen numerickim primerom. Pretpostavlja
se da su poznati podaci o nastalim Stetama klijentima jednog osiguravajué¢eg drustva u
periodu od 2006. do 2013. godine (8 godina Steta). Iz ovoga sledi da je n — 1 jednak
broju 7, odn. da je potrebno 7 godina da se isplate svi zahtevi za odstetu za Stete nastale
u jednoj kalendarskoj godini. Na primeru, ovo znaci da je od svih Steta koje su nastale
2006. godine poslednja ispla¢ena do 31. decembra 2013. godine (najkasnije 7 godina na-
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Razvojna godina:

Godina stete: | 0 1 2 3 4 5 6 7
2006 1780 | 893 201 220 63 9 20 16
2007 3226 | 993 313 349 263 55 24
2008 3652 | 1337 | 773 674 284 135
2009 2723 | 1578 | 1225 | 705 386
2010 2923 | 1743 | 683 1140
2011 2990 | 2427 | 1593
2012 3917 | 1972
2013 3545

Tabela 2.1: Placanja zahteva za odstetu tokom razvojnih godina

kon godine Stete). Pretpostavlja se da se zahtev za odstetu placa klijentu onog trenutka
kada je poznata njegova vrednost, tj. vrednost nastale Stete. Stoga se moze zakljuciti da
za Stete koje su nastale 2006. godine pla¢anje moze da se izvrsi odmah u 2006. godini, ali
i kasnijih godina, od 2007. do 2013. godine. Analogno, zahtevi za odstetu koji su podneti
2007. godine se otpla¢uju u periodu od 2007. do 2013. godine. Po pretpostavci da je
potrebno sedam godina da se isplate svi podneti zahtevi, postoje Stete koje su se realizo-
vale 2007. godine, ali koje osiguravajuce drustvo nije nadoknadilo, jer jo§ nije utvrdjena
njihova vrednost. Visina isplata u 2014. godini je jos nepoznata, ova vrednost mora da se
predvidja i za nju moraju da se obezbede rezerve. Za zahteve Steta koje su nastale 2013.
godine poznata su placanja samo za 2013. godinu, dok se za narednih sedam godina ne
zna iznos pla¢anja i za sve te vrednosti moraju da se odvoje rezerve.

Chain-Ladder pretpostavlja da postoje ustaljeni obrasci u ponasanju visine isplata to-
kom godina, tj. da se vrednosti budué¢ih plac¢anja mogu predvideti na osnovu istorijskih
podataka ranijih isplata. U ovom primeru, na osnovu vrednosti poznatih isplata iz perioda
od 2006. do 2013. godine, pokusace se predvideti kolike ¢e biti vrednosti isplata u 2014.
godini i nadalje, a kao posledica toga, dobice se i ocena koli¢ine rezervi koje osiguravajuce
drustvo treba da cuva.

Prva kolona u tabeli 2.1 oznacava godine stete, dok prva vrsta oznacava razvojne
godine. Za proizvoljnu godinu stete X, razvojna godina 0 oznacava bas tu godinu X,
dok razvojna godina 2 oznacava kalendarsku godinu X + 2. Polje tabele koje se nalazi u
preseku godine Stete X i razvojne godine 2 oznacava visinu pla¢enih zahteva za odstetu
u X + 2. godini za X-tu godinu Stete.

Polja u tabeli 2.1 oznacavaju poznate podatke u inkrementalnom obliku - visine
pla¢enih naknada Steta za svaku godinu posebno u periodu od 2006. do 2013. godine:

Cij:i:1,2,...,n;j:0,1,2,...,71—2',
pri cemu je u ovom primeru n = § .

Kao sto se vidi u tabeli 2.1, uneseni podaci obrazuju gornje trougaonu matricu. Cilj
je da se predvide vrednosti oc¢ekivanih budué¢ih pla¢anja u narednim kalendarskim godi-
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Razvojna godina:

Godina stete: | 0 1 2 3 4 5 6 7
2006 1780 | 2673 | 2874 | 3094 | 3157 | 3166 | 3186 | 3202
2007 3226 | 4219 | 4532 | 4881 | 5144 | 5199 | 5223
2008 3652 | 4989 | 5762 | 6436 | 6720 | 6855
2009 2723 | 4301 | 5526 | 6231 | 6617
2010 2923 | 4666 | 5349 | 6489
2011 2990 | 5417 | 7010
2012 3917 | 5889
2013 3545

Tabela 2.2: Pla¢anja tokom razvojnih godina - kumulativni oblik

nama i na taj nacin dobije odgovaraju¢ iznos rezervi. Ove vrednosti buduc¢ih plac¢anja
se nalaze u donjem desnom trouglu tabele, sto znaci da je cilj dopuniti trougao poznatih
vrednosti placanja sa ocenama buduc¢ih placanja do kvadrata. Tabela ¢e se dopuniti bas
do kvadrata zato Sto je glavna pretpostavka da se sva placanja prijavljenih zahteva za
odstetu vrse u roku od narednih 7 godina. Tabela ¢e biti ve¢ih/manjih dimenzija ukoliko
se pretpostavi duzi/kraéi period isplate odsteta.

Kako je pretpostavljeno da ¢e se svi zahtevi za odstetu iste godine Stete otplatiti u
roku od n — 1 godine, ovom tehnikom se dobijaju predikcije pla¢anja za tacno n — 1
razvojnu godinu za svaku godinu Stete, dok se podaci posle n — 1. godine ne¢e moci
oceniti na ovaj nac¢in. Ovom pretpostavkom je uvedeno ograni¢enje da su sva pla¢anja
posle n — 1. razvojne godine jednaka nuli tj. pretpostavlja se da nema tzv. "repova
pla¢anja”. Svejedno je da li se u tabelu pla¢anja unose podaci u kumulativnom obliku
D,;, ili kao vrednosti pla¢enih naknada u iznosima samo za jednu godinu (inkrementalni
oblik Cj;). Ako su dostupni nekumulativni podaci lako se moze doéi do kumulativnih
sabiranjem vrednosti pla¢enih naknada iz svih prethodnih razvojnih godina:

J
D;; = Z Cik,
k=0
za sve godine Stete 1 =1,...,n.

Posmatrajuci tabelu 2.2 sa kumulativnim iznosima pla¢anja odsteta moze se do¢i do
zakljucka koliki je iznos ispla¢enih odsteta do 2014. godine za svaku godinu Stete, kako
su tokom godina bili otplac¢ivani zahtevi za odstetu i koja je bila dinamika isplate. Tako-
dje, iz podataka u ovom obliku mogu se dobiti koli¢nici isplata koji oznacavaju odnos
isplacenih zahteva za dve uzastopne godine:

B — Dy
i D, - )
2,j—1
zasvei=1,...,n—1ij=1,...,n—1i. Zaranije pomenuti primer, koli¢nici su izracunati

i prikazani u tabeli 2.3.
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Koliénici:

Godina stete: 1/0 2/1 3/2 4/3 5/4 6/5 7/6
2006 1.5017 | 1.0752 | 1.0765 | 1.0204 | 1.0029 | 1.0063 | 1.0050
2007 1.3078 | 1.0742 | 1.0770 | 1.0539 | 1.0107 | 1.0046
2008 1.3661 | 1.1549 | 1.1170 | 1.0441 | 1.0201
2009 1.5795 | 1.2848 | 1.1276 | 1.0619
2010 1.5963 | 1.1464 | 1.2131
2011 1.8117 | 1.2941
2012 1.5034

Tabela 2.3: Koli¢nici isplata

Analizirajuéi vrednosti koliénika iz tabele 2.3, dolazi se do zakljucka da ¢e za dve
uzastopne godine koliénik uvek biti neki broj veéi ili jednak jedinici. On nikada nece biti
manji od 1 zato sto se dobija iz tabele sa kumulativnim podacima, odn. iz koli¢nika veceg
iznosa placanja zahteva za odstetu sa manjim ili jednakim iznosom. Ukoliko je koli¢nik
bas jednak jedinici, to zna¢i da izmedju dve uzastopne godine nije bilo pla¢anja odsteta.

Koristec¢i kolicnike plac¢anja, dolazi se do razvojnih faktora. Oni su jako bitni za
Chain-Ladder, jer se na osnovu njih prave predikcije buduéih pla¢anja odsteta. Postoje
razlicite metode racunanja razvojnih faktora koje se medjusobno razlikuju po nac¢inu na
koji se uzimaju u obzir koli¢nici pla¢anja. Razlikuju se sledece tri metode: metoda pro-
seka, metoda petogodisnjeg proseka i metoda tezinskog proseka. Razli¢itim metodama se
dobijaju razli¢ite vrednosti faktora, ali bez obzira koja se metoda koristi, cilj je dobija-
nje razvojnih faktora koji se oznacavajusa A\; : j =1,2,...,n — 1, uz pomo¢ kojih ¢e se
predvideti vrednosti buducih pla¢anja zahteva za odstetu i izracunati vrednost rezervi.

Prvi metod racunanja razvojnih faktora je metod proseka. On ra¢una razvojni faktor
kao aritmeticku sredinu svih koli¢nika placanja. Za svaku kolonu u tabeli pla¢anja, Sto
predstavlja jednu razvojnu godinu, racuna se jedan faktor. Tako se j-ti faktor racuna kao
aritmeticka sredina svih koli¢nika placanja u j-toj koloni tabele pla¢anja. Drugim rec¢ima,
razvojni faktor za j-tu razvojnu godinu se ra¢una kao aritmeticka sredina svih koli¢nika
pla¢anja za odgovarajuce j-te razvojne godine:

n—j B
A=

=1

ij
n—j’

i=1,....,n—i.

Metod petogodisnjeg proseka je drugi metod za racunanje razvojnih faktora. Ovaj
metod je analogan prethodnom samo §to se u aritmeticku sredinu uzima samo pet posled-
njih koli¢nika plac¢anja. Petogodisnji prosek se zasniva na ideji da su podaci iz poslednjih
pet godina merodavniji i bolji za predvidjanje ocekivanih buduéih vrednosti pla¢anja od
onih podataka starijih od pet godina:

snd By akoj=n—4,...,n—1.

i=1 n—j°

{z?‘,f_j_4i”, ako j =1,2,...,n —5;
)‘j:
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Razvojni faktori:
Metod: 1 2 3 4 5 6 7
Prosek 1.5238 | 1.1716 | 1.1222 | 1.0451 | 1.0112 | 1.0055 | 1.0050
Petogodisnji prosek | 1.5714 | 1.1909 | 1.1222 | 1.0451 | 1.0112 | 1.0055 | 1.0050
Tezinski prosek 1.5159 | 1.1823 | 1.1284 | 1.0483 | 1.0132 | 1.0053 | 1.0050

Tabela 2.4: Razvojni faktori

Poslednji, tre¢i metod koji ¢e u ovom radu biti prezentovan je metod tezinskog proseka
koji j-ti razvojni faktor A;, racuna kao koli¢nik zbira svih kumulativnih vrednosti placanja
u j + 1. razvojnoj godini i zbira svih kumulativnih vrednosti pla¢anja u j-oj razvojnoj
godini za odgovarajuce godine Stete. U primeru iz ovog rada, posmatrajuc¢i podatke iz
tabele 2.2, prvi razvojni faktor se racuna kao koli¢nik zbira svih sedam vrednosti u dru-
goj koloni i zbira odgovaraju¢ih sedam vrednosti u prvoj koloni. Analogno tome, drugi
razvojni faktor se racuna kao koli¢nik zbira svih Sest vrednosti isplata iz kolone 2 i zbira
odgovarajucih vrednosti isplata iz kolone 1:

n—j+1
i Dij

Ny = —+— 7
J —Jj+1
Ei:l Dz,]fl

Ovaj metod se naziva metod tezinskog proseka zato Sto uzima u obzir visine iznosa
u svakoj godini Stete. Koncept rac¢unanja tezinske aritmeticke sredine je jasan na intui-
tivnom nivou i daje vedi znacaj (tezinu) godinama sa veéim iznosom isplata, dok obi¢na
aritmeticka sredina daje jednak znac¢aj (tezinu) svakoj godini. Takodje, usled rasta broja
klijenata osiguravajuceg drustva i stope inflacije tokom godina, vrednosti placanja ¢e biti
sve vecCe i vece, a samim tim ¢e i ovaj metod dodeliti poslednjim godinama veéi znacaj,
Sto mu daje jos realisti¢niju notu.

U tabeli 2.4 se vide rezultati ra¢unanja razvojnih faktora preko sva tri metoda. Ra-
zvojni faktori su dalje potrebni da bi se napravile predikcije budué¢ih vrednosti isplata
Steta. Konac¢na suma svih ocena budué¢ih pla¢anja ¢ée biti vrednost rezervi koja mora
da se ¢uva. Jo$ jednom je vazno napomenuti da Chain-Ladder metod pretpostavlja da
su podaci iz prethodnih godina dovoljni da se predvide buduca placanja. Upravo zbog
toga se isti razvojni faktor koristi za racunanje oc¢ekivanih buduéih pla¢anja za odredjenu
razvojnu godinu svake godine Stete. U tabeli 2.5 se mogu videti izracunate vrednosti
budué¢ih pla¢anja na osnovu metoda proseka.

U prvom redu tabele 2.5 su poznate sve vrednosti plac¢anja odsteta za Stete nastale
2006. godine. Kako je pocetna pretpostavka da je potrebno sedam godina da se otplate
svi zahtevi jedne godine Stete, svi zahtevi iz 2006. godine su plac¢eni do 2013. godine, te za
tu godinu Stete ne treba praviti nikakve predikcije. Sa druge strane, zahtevi steta iz 2007.
godine su bili plac¢ani klijentima u periodu od Sest godina, tj. od 2007. do 2013. godine,
tako da treba izracunati ocekivanu buduéu vrednost placanja samo za 2014. godinu. Ona
se dobija tako Sto se vrednost placanja iz 2013. godine pomnozi sa razvojnim faktorom
za sedmu razvojnu godinu. Na ovaj nacin se dobija iznos ocekivane buduce isplate, a
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Razvojna godina:

Godina stete: 1 2 3 4 5 6 7 | Ocekiva-| Isplate | Ocekiva-
na do na
ukupna | 2014. buduca
pla¢anja; godine: | placanja

(rezerve):

2006 3202 3202 0

2007 5249 | 5249 5223 26

2008 6892 | 6927 | 6927 6855 72

2009 6691 | 6728 | 6762 | 6762 6617 145

2010 6782 | 6858 | 6895 | 6930 | 6930 6489 441

2011 7867 | 8222 | 8314 | 8359 | 8401 | 8401 7010 1391

2012 6900 | 7743 | 8092 | 8183 | 8227 | 8269 | 8269 5889 2380

2013 5402 | 6329 | 7102 | 7423 | 7506 | 7547 | 7585 | 7585 3545 4040
UKUPNO: 53325 44830 8494

Tabela 2.5: Rezerve dobijene metodom proseka

ujedno i iznos rezerve koje drustvo treba da ¢uva za isplatu steta nastalih 2007. godine.
Za Stete nastale u 2013. godini poznata je samo vrednost pla¢anja u 2013. godini, dok
ostale vrednosti moraju da se predvide. Ocekivana buducéa vrednost pla¢anja za 2014.
godinu se dobija tako sto se razvojni faktor za prvu razvojnu godinu pomnozi sa pozna-
tom vrednosti pla¢anja iz 2013. godine i tako redom razvojnim faktorima mnozi do sedme
razvojne godine. Na ovaj nacin se dobija poslednji red u tabeli 2.5.

~

Di,n—i+1 = Di,n—i)\n—i+1

ﬁz’,k:ﬁi,kq)\ky
k=n—1+2n—i+3,....,n—1.

Poslednje tri kolone u tabeli su jako vazne. Prva kolona predstavlja vrednosti ocekivanih
ukupnih buduéih pla¢anja za svaku godinu posebno. To su prediktivne vrednosti isplata
svih zahteva za naknadu Steta koje su se dogodile u istoj godini Stete, odn. to je ukupna
vrednost koja je ispla¢ena tokom sedam razvojnih godina da bi se namirile sve obaveze iz
zahteva za odstetu jedne godine sStete. Druga kolona pokazuje vrednosti isplata do 2014.
godine, koje su poznate i koje su ve¢ placene, dok treca daje razliku prve dve kolone i
predstavlja vrednost oc¢ekivanih buducih placanja za svaku godinu Stete posebno. U po-
slednjem redu tabele se vidi zbir ukupnih vrednosti oc¢ekivanih buduc¢ih pla¢anja za sve
godine stete. Ovo je ujedno i vrednost rezervi koje osiguravajuce drustvo mora da cuva
da bi obezbedilo solventnost i placanje ugovornih obaveza na vreme. U tabelama 2.6 1 2.7
se mogu videti izracunate vrednosti buducih placanja i ukupne rezerve koje su izracunate
metodama petogodisnjeg proseka i tezinskog proseka.

Metodi petogodisnjeg proseka i tezinskog proseka su izracunali vrednost rezervi osigu-
ravajuceg drustva i one iznose 8997 i 8897, respektivno. Uporedjujuéi ove dve vrednosti sa
vrednoséu dobijenom metodom proseka 8494, jasno se vidi da metod proseka procenjuje
najmanju vrednost rezervi, metod petogodisnjeg proseka najveéu vrednost, dok metod
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Razvojna godina:

Godina stete: 1 2 3 4 ) 6 7 Ocekiva-| Isplate | Ocekiva-
na do na
ukupna | 2014. buduca
pla¢anja; godine: | placanja

(rezerve):
2006 3202 3202 0
2007 5249 | 5249 5223 26
2008 6892 | 6927 | 6927 6855 72
2009 6691 | 6728 | 6762 | 6762 6617 145
2010 6782 | 6858 | 6895 | 6930 | 6930 6489 441
2011 7867 | 8222 | 8314 | 8359 | 8401 | 8401 7010 1391
2012 7013 | 7870 | 8225 | 8317 | 8363 | 8405 | 8405 5889 2516
2013 5571 | 6634 | 7445 | 7781 | 7868 | 7911 | 7951 | 7951 3545 4406
UKUPNO: 53827 44830 8997
Tabela 2.6: Rezerve dobijene metodom petogodisnjeg proseka
Razvojna godina:

Godina Stete: 1 2 3 4 5 6 7 | Ocekiva-| Isplate | Ocekiva-
na do na
ukupna | 2014. buduca
pla¢anja; godine: | placanja

(rezerve):

2006 3202 3202 0

2007 5249 | 5249 5223 26

2008 6891 | 6926 | 6926 6855 71

2009 6705 | 6740 | 6774 | 6774 6617 157

2010 6802 | 6892 | 6928 | 6963 | 6963 6489 474

2011 7910 | 8292 | 8402 | 8446 | 8488 | 8488 7010 1478

2012 6963 | 7857 | 8236 | 8345 | 8389 | 8431 | 8431 5889 2542

2013 5374 | 6354 | 7170 | 7516 | 7615 | 7655 | 7694 | 7694 3545 4149
UKUPNO: 53727 44830 8897

Tabela 2.7: Rezerve dobijene metodom tezinskog proseka
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tezinskog proseka procenjuje neku vrednost rezervi izmedju njih. Ovaj odnos izracunatih
rezervi ne mora da vazi u opstem slucaju, on iskljucivo zavisi od podataka u tabeli placanja
tj. od visina isplata iz prethodnih godina.

2.2 Implementacija u programskom paketu R

U prethodnom delu rada, da bi se izracunala vrednost aktuarskih rezervi, objasnjen
je Chain-Ladder metod koji je dosta jednostavan i intuitivan. Njegova velika prednost
je $to nije potrebno posedovati sofisticiran matematicki softver da bi se doslo do zeljenih
rezultata. Pomoc¢u Excel tabele, unosenjem podataka i odgovaraju¢im mnozenjem celija,
dobija se vrednost buducih rezervi. Doduse, ovaj postupak moze biti tehnicki kompliko-
van, jer su za njega potrebni preciznost i vreme, pre svega za unosenje poznatih podataka,
a potom i za pravljenje odgovarajucih tabela koje daju predikciju buducih placanja. Ono
Sto je moguce da se desi prilikom racunanja vrednosti rezervi na ovaj nac¢in je da se napravi
neka greska pogresnim unosenjem vrednosti ili mnozenjem pogresnih ¢elija u tabelama.

Danas su razvijeni mnogi softveri koji na jednostavan nacin racunaju rezerve umesto
nas. U ovom radu bié¢e koris¢en programski paket R i bi¢e objasnjen postupak kojim se
moze doci do istih rezultata Chain-Ladder-a pomoc¢u samo nekoliko komandi. R zahteva
da se prvo instalira poseban paket - Chain Ladder paket, pomoc¢u kojeg se moze raditi sa
podacima za racunanje rezervi osiguravajuceg drustva (podaci dati u obliku trougla). U
konzolni prozor je potrebno ukucati komandu:

install.packages('ChainLadder”)

Kada je zavrSena instalacija, po¢inje unos poznatih podataka. U ovom primeru matrica sa
podacima o pla¢anjima u prethodnim godinama je nazvana trougao i unosi se u program
na slede¢i nacin:

trougao < — matriz(c(
+1780, 2673, 2874, 3094, 3157, 3166, 3186, 3202,
13226, 4219, 4532, 4881, 5144, 5199, 5223, N A,
+3652, 4989, 5762, 6436, 6720, 6855, NA, N A,
+2723,4301, 5526, 6231,6617, NA, NA, NA,
+2923, 4666, 5349, 6489, NA, NA,NA, N A,
492990, 5417, 7010, NA, NA, NA, NA, N A,
+3917,5889, NA, NA, NA, NA, NA, NA,
+3545, NA,NA,NA,NA,NA,NA, NA),
+nrow = 8, byrow = TRUFE)

Da bi se pravilno racunale rezerve pomoc¢u Chain-Ladder metoda, u program je po-
trebno uneti podatke u kumulativnom obliku. Potom treba izracunati razvojne faktore
Ajig=1,2,...,n—1. R koristi metodu tezinskog proseka da bi dobio razvojne faktore,
tako da se koristi sledeca formula:

it Dy

—j+1
Zi:l Dz,]fl

Razvojni faktori se dobijaju tako $to se u konzolni prozor unesu slede¢e komande:

)‘j:
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n<-—38
f < — sapply(1:(n-1), function(i)sum(trougaolc(1:(n-i)),i+1]) /sum(trougao[c(1:(n-i)).i]))

Na ovaj nacin je unet broj n koji oznacava broj godina stete koji se pojavljuju u poznatim
podacima, kao i f koji predstavlja vektor sa vrednostima razvojnih faktora. Moze se
primetiti da je formula za dobijanje razvojnih faktora ista kao u metodu tezinskog proseka
samo §to je prilagodjena pisanoj strukturi i oznakama programa. Koriste¢i ove komande,
dobijaju se vrednosti razvojnih faktora u vektoru f koje su identi¢ne ranije dobijenim
pomocu obicne Excel tabele. Program ne¢e sam prikazati dobijene vrednosti, ve¢ je
potrebno ukucati vektor f u konzolni prozor da bi se is¢itale izracunate vrednosti razvojnih
faktora:

[1.515912,1.182296, 1.128437,1.048251, 1.013248, 1.005260, 1.005022].

Nakon sto je ovo izracunato, u program treba da se ukuca komanda kojom ¢e se tabela sa
poznatim podacima plac¢anja u obliku trougla dopuniti do kvadrata sa ocenama buduéih
pla¢anja dobijenih metodom tezinskog proseka. Nova tabela sa punim podacima ¢e u
ovom radu biti nazvana ceotrougao. Ona se moze izracunati na slede¢i nacin:

ceotrougao < — chind(trougao, Ult = rep(0,8))
for(k in 1 : n)ceotrougao[(n — k + 1) : n, k + 1] < —ceotrougao[(n — k + 1) : n, k| x f[k]

Ovim putem se na ve¢ postojeéu tabelu trougao primenjuju razvojni faktori i dobijaju
predikcije budué¢ih pla¢anja. Takodje, komandom cbind se dodaje nova kolona u tabeli:
Ult, koja oznacava ukupna kumulativna pla¢anja za svaku godinu stete. U ovom radu,
kolona Ult je jednaka sedmoj, poslednjoj razvojnoj godini, zato Sto je napravljena pret-
postavka da se sve isplate zahteva za odstetu izvrSavaju do kraja sedme razvojne godine
i nista posle toga. U programu R se moze izracunati i dodatni razvojni faktor za sva
pla¢anja koja nastanu nakon n — 1. razvojne godine, tzv. “repovi placanja”. Na ovaj
nacin se vrsi korekcija vrednosti u poslednjoj razvojnoj godini mnozenjem sa novim ra-
zvojnim faktorom, Sto se moze iscitati u koloni Ult.

Dalje je potrebno uneti komandu round pomocu koje se vrsi zaokruzenje dobijenih
ocena buduc¢ih pla¢anja na cele brojeve. Kona¢no se racuna vrednost rezervi osigura-
vajuceg drustva tako sto se oduzme ukupna kumulativna ocena buducih placanja (data u
sedmoj razvojnoj godini) sa poslednjim poznatim kumulativnim vrednostima pla¢anja iz
tabele trougao. Ocena rezervi se dobija slede¢im komandama:

round(ceotrougao)
sum(ceotrougaol, 8] — get LatestCumulative(trougao))

Koristec¢i programski paket R dolazi se do iste vrednosti ocene rezervi kao sto se moglo
doéi peske pravljenjem tabela u Excelu. Ova vrednost iznosi 8897, bas kao sto je dobijeno
u tabeli 2.7 koris¢éenjem metode tezinskog proseka. Vec¢ je napomenuto da za ra¢unanje
aktuarskih rezervi Chain-Ladder metod ne zahteva specijalni softver, ali u danasnjem
svetu brzih racunara i specijalnih matematickih programa, postoji mogucénost da se olaksa
nacin racunanja rezervi koji garantuje brzo dobijanje Zeljenih rezultata bez moguénosti
nastanka greske.
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Razvojna godina:

Godina stete: | 0 1 2 3 4 5 6 7
2006 1780 | 2673 | 2874 | 3094 | 3157 | 3166 | 3186 | 3202
2007 3226 | 4219 | 4532 | 4881 | 5144 | 5199 | 5223 | 5249
2008 3652 | 4989 | 5762 | 6436 | 6720 | 6855 | 6891 | 6926
2009 2723 | 4301 | 5526 | 6231 | 6617 | 6705 | 6740 | 6774
2010 2923 | 4666 | 5349 | 6489 | 6802 | 6892 | 6928 | 6963
2011 2990 | 5417 | 7010 | 7910 | 8292 | 8402 | 8446 | 8488
2012 3917 | 5889 | 6963 | 7857 | 8236 | 8345 | 8389 | 8431
2013 3545 | 5374 | 6354 | 7170 | 7516 | 7615 | 7655 | 7694

Tabela 2.8: Ocene budué¢ih pla¢anja dobijene pomocu softvera R

2.3 Kritike Chain-Ladder metoda

Chain-Ladder metod je pogodan za ra¢unanje rezervi zato sto je jednostavan u tehni-
ckom smislu i intuitivan u sustinskom smislu. Prilikom racunanja, metod ni u jednom
trenutku ne sadrzi profesionalno misljenje ovlaséenog aktuara, vec je apsolutno objektivan,
Sto znaci da ¢e ocekivana vrednost rezervi biti izracunata u zavisnosti koje su vrednosti
unetih podataka u tabeli placanja. Takodje, kako godine prolaze i kako se prikupljaju in-
formacije o pla¢anjima zahteva za odstetu, tako tabela placanja postaje ve¢ih dimenzija,
a i dobijena ocena tezi stvarnoj vrednosti rezervi. Sto je veéi uzorak iz kojeg se donose
zakljucci o placanjima, to je bolja ocena rezervi osiguravajuceg drustva.

Bas zbog svoje jednostavnosti i linearnosti, Chain-Ladder ima mnoge propuste. Ovla-
S¢eni aktuar mora dobro da prouci podatke date u tabeli placanja pre nego sto primeni
ovaj metod. Ukoliko se desi da je jedne godine bilo isplaceno znatno vise zahteva nego
uobicajeno, to ¢e se odraziti na vrednost razvojnih faktora. Sa veéim faktorima dobi-
jaju se i vece vrednosti buducih isplata, a samim tim i ve¢e vrednosti rezervi nego sto je
to zaista potrebno. Ovaj problem nastaje usled pretpostavke da plac¢anja iz prethodnih
godina mogu dobro da predvide pla¢anja u buduc¢nosti, stoga ovaj metod ne moze da
se primeni u onim slucajevima kada se pojavljuju odstupanja od uobicajenih vrednosti.
Drugim re¢ima, Chain-Ladder daje pouzdane informacije o visini rezervi koje treba cuvati
samo kada su podaci o placanjima konzistentni i bez velikih varijacija.

Pretpostavka o konzistentnosti i maloj varijabilnosti podataka cesto nije primenljiva
u praksi. Dovoljno je da se u toku godine pojavi jedan ili vise "welikih” zahteva za
odstetu u toku jedne godine ili da se promeni strategija menadzmenta drustva o nac¢inu
isplac¢ivanja odsteta, procena rezervi ¢e se znacajno promeniti. Na primer, ako se u tabeli
pla¢anja sa kumulativnim vrednostima poveca iznos pla¢enih steta za godinu Stete 2012.
i prvu razvojnu godinu za 10%, tj. promeni vrednost u tabeli sa 5889 na 6478, svi dalje
izracunati podaci ¢e se takodje promeniti. Ovo je slucaj kada je jedne godine ispla¢eno
viSe nego obicno zahteva za odstetu podnetih jedne godine Stete, npr. usled neke elemen-
tarne nepogode (poplave, zemljotresi, erupcija vulkana ...).

Kao sto se vidi iz tabela 2.8 |, 2.9 1 2.10 , koriste¢i metodu petogodisnjeg proseka do-
bijena je ukupna vrednost rezervi veéa za 10%, tj. iznos rezervi se poveéao sa 9348 na
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Razvojna godina:

Godina Stete | 0 1 2 3 4 5 6 7
2006 1780 | 2673 | 2874 | 3094 | 3157 | 3166 | 3186 | 3202
2007 3226 | 4219 | 4532 | 4881 | 5144 | 5199 | 5223
2008 3652 | 4989 | 5762 | 6436 | 6720 | 6855
2009 2737 | 4301 | 5526 | 6231 | 6617
2010 2923 | 4666 | 5349 | 6489
2011 2990 | 5417 | 7010
2012 3917 | 6478
2013 3545

Tabela 2.9: Povecanje jednog iznosa placanja za 10%

Koliénici:

Godina stete 1/0 2/1 3/2 4/3 5/4 6/5 7/6
2006 1.5017 | 1.0752 | 1.0765 | 1.0204 | 1.0029 | 1.0063 | 1.0050
2007 1.3078 | 1.0742 | 1.0770 | 1.0539 | 1.0107 | 1.0046
2008 1.3661 | 1.1549 | 1.1170 | 1.0441 | 1.0201
2009 1.5795 | 1.2848 | 1.1276 | 1.0619
2010 1.5963 | 1.1464 | 1.2131
2011 1.8117 | 1.2941
2012 1.6538

| Razvojni faktori: | 1.6015 | 1.1909 | 1.1222 [ 1.0451 | 1.0112 | 1.0055 | 1.0050 |

Tabela 2.10: Koli¢nici i razvojni faktori

9671. Ono $to se moze zakljuciti iz primera, prilikom male promene podataka u tabeli,
nastala je velika promena u predikciji rezervi, stoga je Chain-Ladder nestabilan metod.

Moze da se desi i slucaj da je menadzment osiguravaju¢eg drustva jedne kalendarske
godine napravio novu strategiju isplata odsteta i odlucio da se svi zahtevi ispla¢uju brze i
efikasnije nego u prethodnom periodu. Na primer, neka se pretpostavi da je ova promena
nastala u 2013. godini i da su isplate svih zahteva u 2013. godini, bez obzira na godinu
Stete, uvecéane za 10%. Ova promena ¢e se na tabeli odraziti u poveéanju svih vrednosti
pla¢anja u 2013. godini za 10%, tj. svih vrednosti na sporednoj dijagonali tabele.
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Razvojna godina:

Godina stete 1 2 3 4 5 6 7 | Ocekiva-| Isplate | Ocekiva-
na do na
ukupna | 2014. buduca
pla¢anjaj godine: | pla¢anja

(rezerve):

2006 3202 3202 0

2007 5249 | 5249 5223 26

2008 6892 | 6927 | 6927 6855 72

2009 6691 | 6728 | 6761 | 6762 6617 145

2010 6782 | 6858 | 6895 | 6930 | 6930 6489 441

2011 7867 | 8222 | 8314 | 8359 | 8401 | 8401 7010 1391

2012 7715 | 8658 | 9048 | 9149 | 9199 | 9246 | 9246 6478 2768

2013 5677 | 6761 | 7587 | 7929 | 8018 | 8062 | 8103 | 8103 3545 4558
UKUPNO: 54819 45419 9400

Tabela 2.11: Rezerve u slucaju jednog poveéanja za 10%

Koriste¢i metodu petogodisnjeg proseka i nove podatke iz tabele, moze se izracunati
iznos rezervi koje treba c¢uvati za buduce isplate zahteva za odstetu. Kao Sto se moze
videti iz primera u tabelama 2.11 , 2.12 i 2.13, rezultati su u kontradiktornosti sa nasom
intuicijom. Odluka da se zahtevi za odstetu plac¢aju brze i efikasnije treba da rezultira da
¢e u buduénosti biti manje isplata zahteva za odstetu (zato sto je veliki deo prijavljenih
Steta brze isplacen usled nove strategije placanja) i da ¢e ukupan iznos buduéih obaveza
da se smanji, a samim tim i da ¢e ukupan iznos rezervi da se smanji. Sa druge strane,
iz tabele 2.13 se moze primetiti da metod preporucuje veéu vrednost ¢uvanih rezervi, sa
9348 na 23211, tj. za cak 248%)

Chain-Ladder metod ne ume sam da prepozna ovakve vanredne situacije. Povecanje
vrednosti u tabeli pla¢anja metod tumaci kao da je osiguravajuce drustvo imalo vise pri-
javljenih zahteva za odstetu i vise pla¢anja u toku godina, pa stoga treba da cuva vise
rezervi. Ovlaséeni aktuar treba da uzme u obzir promenu strategije ispla¢ivanja ili pojavu
elementarnih nepogoda kada ra¢una rezerve za buduca pla¢anja pomoc¢u ovog metoda, jer
¢e ove promene usloviti nepotrebno povec¢anje ocene rezervi. Najbolji nac¢in da se provere
promene u placanjima zahteva za odstetu u jednoj kalendarskoj godini je da se iscitaju i
medjusobno uporede vrednosti na sporednoj dijagonali i na svim dijagonalama iznad spo-
redne dijagonale tabele placanja, zato sto jedna dijagonala predstavlja placanja u jednoj
kalendarskoj godini. Ukoliko se primeti velika varijabilnost medju podacima, to je znak
ovlaséenom aktuaru da ne moze doneti zakljucke o rezervama samo na osnovu dobijene
ocene iz ovog modela.
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Razvojna godina:

Godina stete 0 1 2 3 4 5 6 7
2006 1780 | 2673 | 2874 | 3094 | 3157 | 3166 | 3186 | 3522
2007 3226 | 4219 | 4532 | 4881 | 5144 | 5199 | 5745
2008 3652 | 4989 | 5762 | 6436 | 6720 | 7541
2009 2737 | 4301 | 5526 | 6231 | 7279
2010 2923 | 4666 | 5349 | 7138
2011 2990 | 5417 | 7711
2012 3917 | 6478
2013 3900

Tabela 2.12: Povecanje svih iznosa pla¢anja u 2013. godini za 10%

Koli¢nici:

Godina stete 1/0 2/1 3/2 4/3 5/4 6/5 7/6
2006 1.5017 | 1.0752 | 1.0765 | 1.0204 | 1.0029 | 1.0063 | 1.1055
2007 1.3078 | 1.0742 | 1.0770 | 1.0539 | 1.0107 | 1.1051
2008 1.3661 | 1.1549 | 1.1170 | 1.0441 | 1.1221
2009 1.5795 | 1.2848 | 1.1276 | 1.1681
2010 1.5963 | 1.1464 | 1.3344
2011 1.8117 | 1.4235
2012 1.6538

| Razvojni faktori: | 1.6015 | 1.2168 | 1.1465 | 1.0716 | 1.0452 | 1.0557 | 1.1055

Tabela 2.13: Koli¢nici i razvojni faktori
Razvojna godina:

Godina Stete 1 2 3 4 5 6 7 Ocekiva-| Isplate | Ocekiva-
na do na
ukupna | 2014. buduca
pla¢anja; godine: | placanja

(rezerve):

2006 3522 3522 0

2007 6352 | 6352 D745 606

2008 7960 | 8801 | 8801 7541 1260

2009 7608 | 8032 | 8879 | 8879 7279 1600

2010 7649 | 7995 | 8440 | 9331 | 9331 7138 2193

2011 8841 | 9474 | 9902 | 10454 | 11557 | 11557 7711 3846

2012 7882 | 9037 | 9684 | 10122 | 10686 | 11813 | 11813 6478 5335

2013 6245 | 7599 | 8712 | 9336 | 9758 | 10302 | 11389 | 11389 3900 7489

UKUPNO: 71643 49313 22330

Tabela 2.14: Rezerve u slucaju povecanja iznosa pla¢anja u 2013. godini za 10%
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Glava 3

Bornhuetter-Fergusonov metod

Aktuari su tokom vremena pokusavali da smisle nove metode racunanja tehnickih
rezervi kako bi unapredili ve¢ postojeéi Chain-Ladder metod i ublazili njegove nedo-
statke. Kao §to je ve¢ navedeno, Chain-Ladder je objektivan i sprovodi se mehanicki
bez tumacenja podataka koji su dati. Metod koji ¢e u nastavku rada biti predstavljen
pretpostavlja da istorijski podaci o pla¢anjima zahteva za odstetu nisu dovoljno dobri
ocenjivac¢i buduc¢ih placanja. Bornhuetter-Fergusonov metod inkorporira u ocenjivanje
rezervi struc¢no misljenje aktuara, kao i druge poznate informacije o trzistu osiguranja.

Poznato je da Chain-Ladder pretpostavlja vezu izmedju kumulativnih pla¢anja u ra-
zvojnim godinama preko razvojnih faktora A;,j =1,2,...,n — 1 na slede¢i nacin:

Dyj = Dij-1h;.
Na ovaj nacin, preko razvojnih faktora, moze se dobiti ocena ukupnih placanja za odstetu
i-te godine Stete:

Dim,—l = Di,j—l)\j)\j—i-l N )\n—l-

U ovoj jednakosti, D; j_; predstavlja kumulativnu vrednost otplacenih zahteva za odstetu
do sada, a ﬁi7n_1 predstavlja ocenu ukupne vrednosti plac¢anja koju ¢e osiguravajuce
drustvo morati da izdvoji za Stete koje su nastale u i-toj godini Stete. Iz prethodne
jednakosti vazi:

~

Di,n—l

Dij = .
CARD V5 VR W

Chain-Ladder racuna vrednost rezervi za i-tu godinu Stete tako sto od ocekivanih ukupnih
pla¢anja oduzme vrednost ve¢ ispla¢enih vrednosti do sada:

- . R 1
Ri=Djn1—D;j 1= D, 1(1—
a1 = Dig—1 = Din AAitt - Ani

).

Ovde je vazno napomenuti da je vrednost Dm_l dobijena preko Chain-Ladder metoda, pa

CL

im—1- Bornhuetter-Fergusonov metod se razlikuje od

Chain-Ladder-a po tome sto na drugaciji nacin dolazi do ove vrednosti. ﬁff_l se dobija
mnozenjem dve komponente: vrednosti sakupljenih premija od osiguranika u i-toj godini

Stete i ocekivanog procenta gubitka. Ocekivani procenat gubitka je broj izmedju

se moze napisati sa oznakom CL : D
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Godina stete | P | DBE | A, R;
2007 8770 | 6139 | 1.0050 31
2008 10880 | 7616 | 1.0105 79
2009 9050 | 6335 | 1.0218 | 135
2010 9740 | 6818 | 1.0679 | 434
2011 11220 | 7854 | 1.1985 | 1301
2012 11920 | 8344 | 1.4041 | 2401
2013 12330 | 8631 | 2.1396 | 4597

UKUPNO: 8978

Tabela 3.1: Rezerve dobijene Bornhuetter-Fergusonovom metodom

0 i1 koji daje predikciju koliki procenat ukupno sakupljenih premija ¢e biti isplacen na
izvrSenje obaveza iz ugovora o osiguranju. Ovo znaci da se kumulativna vrednost ukupnih
pla¢anja zahteva za odstetu jedne godine Stete racuna kao procenat ukupno sakupljenih
premija u toj godini Stete:
b 55—1 =¢P;.

U prethodnoj jednakosti £ predstavlja ocekivani procenat gubitka, a P; oznacava vrednost
sakupljene premije u i-toj godini Stete. Bornhuetter-Fergusonov metod pretpostavlja da
se vrednost ukupnih isplata u jednoj godini moze izra¢unati na osnovu informacije o
sakupljenim premijama te godine. Vrednost £ predstavlja deo modela koji se ne moze
saznati na osnovu informacija o pla¢anjima zahteva za odstetu u prethodnim godinama,
ve¢ se odredjuje na osnovu stru¢nog misljenja aktuara i drugih spoljnih informacija koje
poseduju aktuar i menadzment osiguravajuceg drustva. Ovde nastaje razlika izmedju
Chain-Ladder metoda koji je apsolutno objektivan i ne dopusta da misljenje aktuara o
poznatim podacima utice na ocenjivanje rezervi osiguravaca. Kombinujuc¢i dva metoda
dobija se ocenjena vrednost rezervi za i-tu godinu Stete:

L 1
R, =DPI" (1-
( )\j>\j+1 e )\n—l

i,n—1

)ZDBF (1_7)7

dok se ukupna vrednost rezervi rac¢una sabiranjem ocenjenih vrednosti rezervi po svim
godinama Stete:

n
i=1

U tabeli 3.1 se jasno moze videti nacin na koji je izracunata ocena rezervi. U pri-
meru je pretpostavljen ocekivan procenat gubitka & = 70%. Iz tehnickih razloga, radi
dobijanja preglednije formule, uvodi se oznaka A; = ?;}H Aj za svaku godinu Stete
1 = 1,2,...,n — 1 koja oznacava proizvod odgovarajucih razvojnih faktora koje je po-
trebno pomnoziti sa ﬁff_l da bi se dobila ocena rezervi za i-tu godinu Stete. Kao Sto
se vidi u tabeli i iz formula za racunanje rezervi, ovaj model zahteva informaciju o visini

sakupljenih premija osiguranja P; tokom posmatranih godina Stete.
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Vazno je napomenuti da ocekivani procenat gubitka ne mora da bude isti za sve go-
dine. Ova vrednost moze da se racuna za svaku godinu Stete, pa Ce se na taj nac¢in dobiti
vrednosti & ,7 = 1,2,...,n tj. procene aktuara za svaku godinu Stete koji ¢e procenat od
ukupnih sakupljenih premija biti potroSsen na plac¢anje zahteva za odstetu prijavljenih u
toj godini Stete.

Postoji veliki rizik od greske kada se koristi ovaj metod. Ukoliko menadzment drustva
ili aktuar lose procene vrednost &, moze se do¢i do netacnih i nepreciznih vrednosti ocene
rezervi. Na osnovu jednostavnog primera se moze uvideti kako se stize do nelogi¢nih po-
dataka o rezervama ukoliko se metod ne sprovodi uz pazljivo proucavanje podataka koji su
poznati. Na primer, neka vazi pretpostavka da je osiguravajuée drustvo do sada racunalo
rezerve za svaku godinu Stete sa oc¢ekivanim procentom gubitka od 75% i neka je me-
nadzment drustva odlucio da ove godine smanji premijske stope koje placaju osiguranici.
U ovom slucaju doci ¢e do smanjenja ukupne vrednosti sakupljenih premija osiguranja
(usled manje stope premije koju osiguranici placaju), a samim tim i do smanjenja ocene
rezervi koja se i dalje dobija koristeéi procenat gubitka od 75%.

Prednosti ovog metoda su pre svega njegova stabilnost, za razliku od Chain-Ladder-a.
Ovo znaci da se za male promene ocekivanog procenta gubitka ili male promene vrednosti
sakupljenih premija dobijaju male promene u oceni rezervi. U nekim slucajevima kada
ne postoje istorijski podaci o pla¢anjima zahteva za odstetu (kao kod novih vrsta osigu-
ranja) ne¢e moéi da se primeni Chain-Ladder metod, veé ¢e ovo biti jedini nacin da se
dodje do informacija o rezervama osiguravaju¢eg drustva, preko poznatih informacija o
sakupljenim premijama i o¢ekivanom procentu gubitka. Takodje, Bornhuetter-Fergusonov
metod dozvoljava da se koriste podaci iz ostalih, spoljasnjih izvora da bi se dobila procena
ocekivanog procenta gubitka, ¢ime se unosi subjektivnost i strué¢no misljenje u model. Ova
¢injenica moze da bude i velika mana prilikom racunanja ukoliko informacije o kretanjima
na trzistu nisu dostupne ili ukoliko menadzment lose upravlja istima.
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Glava 4

Stohasticki pristup racunanja rezervi

4.1 Uvod

U Chain-Ladder metodu podaci o visinama pla¢anja zahteva za odstetu posmatrani
su kroz razvojne godine za svaku godinu Stete posebno. Uvodjenjem pretpostavke da se
vrednosti pla¢anja zahteva za odstetu dobijaju kao realizovane vrednosti neke raspodele
verovatnoce, dobijaju se novi modeli racunanja rezervi koje se zasnivaju na Chain-Ladder
metodu. Ovo su stohasticki modeli koji su dobri ocenjivaci ocene rezervi i koji su u ve-
likoj prednosti u odnosu na ostale vrste modela zato Sto racunaju vrednost greske te ocene.

Modeli koji ¢e biti prezentovani u radu se zasnivaju na Chain-Ladder metodu i svi
imaju isti cilj: da daju dobru ocenu rezervi koje osiguravajuée drustvo treba da cuva da
bi moglo da plati sve ugovorne obaveze. Razliciti modeli se dobijaju pretpostavljanjem
razlicite raspodele koja za realizacije daje placanja zahteva za odstetu u tabeli placanja.
Na primer:

Cij . P,

ili
Cz'j : N B,

pri ¢emu su P i NB oznake za Poasonovu i Negativno-binomnu raspodelu. Sustinska
razlika izmedju Chain-Ladder i stohastickih modela je dodeljivanje raspodele verovatnoce
pla¢anjima zahteva za odstetu, ¢ime se stvara stohasticki deo modela, a ne samo determi-
nisticki, kakav je prevladavao u Chain-Ladder-u. Ovi modeli posmatraju otplatu zahteva
kao stohasticki (slu¢ajni) proces, a poznate vrednosti pla¢anja kao realizacije tog procesa.
U Chain-Ladder metodu nema pretpostavke o raspodeli verovatnoce za iznose placanja
zahteva za odstetu. Ukoliko se pretpostavi da Cj; ima Poasonovu raspodelu, izvrsena
pla¢anja se posmatraju kao realizacije te raspodele. Takodje, vazi i pretpostavka da su
slucajne promenljive nezavisne za svako ¢ = 1,2,...,n1 5 = 0,1,...,n — 1, dok se kod
Chain-Ladder-a pretpostavljalo da su godine Stete i razvojne godine bile medjusobno za-
visne, pa su se zato mogle ocenjivati vrednosti budué¢ih placanja zahteva za odstetu na
osnovu onih iz prethodnih godina.
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Kako su nesigurnost i nepredvidivost osnovne karakteristike svakog stohastickog pro-
cesa, posmatrace se vrednosti ocekivanja i disperzije procesa, kako bi se doslo do znacajnih
informacija za svaki model. U stohastickim modelima se pretpostavlja da je oc¢ekivanje
slu¢ajne promenljive Cj; : E[Cyj], dobra ocena buduceg placanja CA’U

Razlicite raspodele imaju razli¢it broj parametara koji se moraju izracunati. Cinjenica
da neki model ima vise, a neki manje parametara moze na prvi pogled da zavara. Modeli
koji imaju vise parametara zahtevaju duzi i komplikovaniji proces izracunavanja iz razloga
jer ima vise tehnickog posla, ali na kraju daju istu ili pribliznu ocenu rezervi kao i mo-
deli koji imaju manje parametara. Vecina stohastickih modela koristi metod maksimalne
verodostojnosti (MMV) da bi izracunala vrednosti svojih parametara. Ovo je pogodan
statisticki metod zato sto se dobijaju ocene parametara koje su centrirane i najefikasnije
(disperzija greske je najmanja od svih disperzija ocena). Veéina modela zahteva jedan
parametar za jednu razvojnu godinu, tako da povecanjem tabele pla¢anja znacajno se
povecava broj parametara. U ovom radu, radi lakseg i brzeg racunanja koristi¢e se neki
od statistickih softvera koji daju MMV ocene parametara.

Kod stohastickih modela svejedno je da li se koriste kumulativne vrednosti pla¢anja
D;; ili inkrementalne vrednosti C;;. U ovom radu, kod svih modela ¢e se koristiti inkre-
mentalne vrednosti placanja da bi se izracunale rezerve. Takodje, u radu ¢e se koristiti
podaci samo pozitivnih vrednosti. Oni se mogu primeniti na sve stohasticke modele bez
ogranicavanja i uslovljvanja, dok pojava negativnih vrednosti moze da pravi problem kod
nekih modela. Chain-Ladder metod moze da racuna rezerve i kada se u tabeli nalaze nega-
tivne vrednosti. One mogu da nastanu u slu¢aju subrogacije, tj. u slucaju kada osiguravac
prenosi svoju obavezu na reosiguravajuce drustvo ili neko trece lice koje je odgovorno za
pla¢anje nastale stete. Takodje, negativne vrednosti mogu da nastanu u slucaju kada je
procenjena vrednost Stete veca od njene stvarne vrednosti, pa se osiguraniku isplacuje
samo deo prijavljene Stete. Postoji moguénost i da se zahtevi uopste ne isplate usled sud-
ske odluke o poniStenju zahteva za odstetu zbog pokusaja prevare osiguravajuceg drustva.

Ne preporucuje se korisé¢enje istog modela u svim situacijama. Razli¢iti modeli davace
razli¢ite ocene rezervi nad istim podacima iz tabele. Jednostavno, nad nekim podacima je
pogodnije koristiti jedan model, dok nad drugima drugi. Za ovlaséenog aktuara, koji treba
da izracuna rezerve osiguravajuceg drustva, jako je vazno da ima sposobnost rasc¢itavanja
podataka koji mu se prilazu, da razume kako su ti podaci prikupljeni i da donese kvali-
tetne zakljucke iz njih, a tek potom da se odluci za odgovaraju¢i model, umesto sto ce
koristiti isti pristup nad svim informacijama.

U ovom radu bi¢e objasnjeno nekoliko stohastickih modela. Prvo ¢e biti prezento-
van Poasonov model sa poveé¢anom disperzijom, potom Log-normalni model, Mack-ov
model, zatim Negativno-binomni model sa pove¢anom disperzijom i na kraju Normalna
aproksimacija Negativno-binomnog modela. Oni pretpostavljaju da su placanja zahteva
za odstetu slucajne promenljive sa razli¢itim raspodelama. Svi su objektivni tj. u njima
nije inkorporirano licno misljenje aktuara i svi se sprovode mehanicki, bez proucavanja
podataka koji su dati i bez profesionalnog suda o njima.

27



4.2 GLM modeli

Generalized Linear Models ili uopsteni linearni modeli predstavljaju uopstenje li-
nearne regresije. Kako veé¢ina posmatranih pojava Y, zavisi od vise slu¢ajnih promenljivih
koje je objasnjavaju Xi, Xs,..., X, cilj GLM modela je da se prouci da li postoji zavi-
snost i da se ispita efekat promenljivih X; za svako ¢ = 1,2, ..., n na oc¢ekivanu vrednost
posmatrane pojave Y : E(Y'). Dobar model je onaj koji na dobar nacin fituje raspolozive
podatke, koji daje uvid u medjusobnu povezanost zavisnih i nezavisnih varijabli i koji
daje dobre ocene potrebnih parametara modela.

Kod ovih vrsta modela, zavisna promenljiva ne mora nuzno da bude normalno raspo-
deljena, kao kod linearne regresije. Posmatrace se eksponencijalna familija raspodela
¢ija je gustina verovatnoce data slede¢om funkcijom:

f(y;0) = a(y)b(0) exp[yQ(0)] = explyQ(f) + c(0) + d(y)],
pri cemu vazi da je:
a(y) = exp(d(y)),

b(6) = exp(c()).

Ovo je kanonicki oblik gustine raspodele i on je najzastupljeniji. @, a i b su poznate
funkcije, a Q(0) se naziva normalan parametar raspodele. Pogodno je koristiti bas ovu
klasu zato Sto obuhvata Siri izbor raspodela i zato Sto ima ”lepe” osobine kao i Normalna
raspodela. Ovoj familiji pripadaju Poasonova, Binomna i Normalna raspodela, izmedju
ostalih, a dobijaju se specijalnim biranjem funkcija @, a i b.

Uopsteni linearni modeli se sastoje iz tri komponente:

1. sluéajna komponenta je zavisna promenljiva Y sa parametrom €, koja ima ras-
podelu iz eksponencijalne familije raspodela

2. sistemska komponenta je vrednost 7 - linearna kombinacija nezavisnih promen-

ljivih X, Xo,..., X, i ona predstavlja linearni prediktor modela:
n
n= Z Bi Xi,
i=1
Ova komponenta se satoji iz skupa promenljivih [X;], ¢ = 1,2,...,n pomoéu kojih se
pokusava objasniti posmatrana pojava Y, kao i skupa parametara [3;], i =1,2,...,n.

3. link funkcija je treca komponenta GLM modela koja spaja prve dve komponente.
Neka je ocekivanje sluc¢ajne promenljive Y oznaceno sa p = FE(Y). Link funkcija je
monotona, diferencijabilna funkcija g koja povezuje n sa p na sledeéi nacin:

n=g(n).
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Raspodela a b Q Link funkcija
Poasonova —0 —log(y!) | log(f) | logaritamska
Normalna | — 2((’;))22 — 10g(272r(0)2) -5 (3/;)2 # identicka
Binomna nlog(l — ) log (Z) log(1™) logit

Tabela 4.1: Poasonova, Normalna i Binomna raspodela kao ¢lanovi eksponencijalne fami-
lije raspodela

Ovo znaci da g spaja ocekivanu vrednost Y sa promenljivama X;, odn. da je g(E(Y))
linearni prediktor tog modela:

o) = 9(E(Y) = 3B X..

Svaka raspodela ima svoju link funkciju i ona se dobija iz gustine verovatnoce posma-
trane raspodele. Ako je gustina prikazana u kanonickom obliku, link funkcija je jednaka
normalnom parametru:

U sluc¢aju da Y ima Normalnu raspodelu, link funkcija je g(u) = p i vazi da je n = p.
Ovo se zove identicka link funkcija i ona je uobic¢ajena za Normalnu raspodelu. Odavde
se moze jasno videti da je linearna regresija specijalni slucaj GLM modela kada je link
funkcija identicka.

Ako Y ima Poasonovu raspodelu sa parametrom p , tada vazi da je E(Y') = p i gustina
verovatnoce je data slede¢om funkcijom:

Flysp) = eXp(_y’f)(my.

Ova funkcija moze da se svede na oblik gustine eksponencijalne familije promenljivih:

fly; ) = exp(—u)yll exp(y log(u)),

pri ¢emu se zakljucuje da je 0 = u, a(p) = exp(—up), b(y) = 5 i Q(p) = log(p). Kako

je normalan parametar jednak log(u), to znaci da je link funkcija Poasonove raspodele
logaritamska link funkcija i vazi da je:

log(u) = 1,

pa je samim tim linearni prediktor Poasonovog modela jednak:

n

i=1
Analizirajuéi na ovaj nacin gustinu raspodele, moze se izvesti link funkcija za svaku
raspodelu koja pripada eksponencijalnoj familiji raspodela. U tabeli 4.1. se moze vi-
deti tabelarni prikaz poznatijih raspodela, njihovih vrednosti funkcija a,b i ¢ u gustini
verovatnoce, kao i njihovih link funkcija.
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4.3 Poasonova raspodela sa poveéanom disperzijom

Poasonova raspodela sa povec¢anom disperzijom se razlikuje od obi¢ne Poasonove ras-
podele tako sto disperzija raspodele vise nije jednaka ocekivanju, nego mu je proporci-
onalna. Kod obi¢ne Poasonove raspodele postoji samo jedan parametar i on je jednak
ocekivanju i disperziji. U zavisnosti kako se parametar menja, tako se menjaju i ocekivanje
i disperzija te raspodele, Sto znaci da su ove dve vrednosti povezane i ne mogu da se me-
njaju nezavisno jedna od druge. Sa druge strane, kod Poasonove raspodele sa pove¢anom
disperzijom pretpostavlja se da je disperzija proporcionalna ocekivanju, odn. da joj je
veca ili manja u zavisnosti od faktora proporcionalnosti.

U Poasonovom modelu sa pove¢anom disperzijom vrednosti placanja zahteva za odstetu
C;; su slucajne promenljive koje imaju Poasonovu raspodelu sa povecanom disperzi-
jom. Pretpostavlja se da su Cj; medjusobno nezavisne za svako ¢ = 1,2,...,n1j =
0,1,2,...,n — i , Sto znac¢i da vrednosti placanja u jednoj godini Stete ne zavise od
vrednosti plac¢anja u nekoj drugoj godini. Takodje, pretpostavlja se da su ocekivanje i
disperzija slucajne promenljive Cj; oblika:

E[Cy] = my = zy;,

V@T[Cij] = ¢mij = (b.%ly]

Odavde se vidi da je zadovoljena pretpostavka o povecanoj disperziji:
VCLT'[OU] = QﬁE[Cw]

U formulama, x; predstavlja ocekivano ukupno pla¢anje za i-tu godinu Stete, tj. po-
slednju kolonu u tabeli sa kumulativnim vrednostima. Ova vrednost predstavlja ukupnu
vrednost svih pla¢anja zahteva za odstetu koji su podneti u i-toj godini Stete tokom svih
razvojnih godina. Vrednost y; oznacava broj koji pokazuje koliko je procentualno pla¢eno
u j-toj razvojnoj godini od ocekivanog ukupnog placanja za i-tu godinu stete. U formuli
za disperziju, ¢ oznacava faktor proporcionalnosti i pokazuje razliku izmedju obi¢ne Poa-
sonove raspodele i raspodele sa povecanom disperzijom. On je nepoznat i mora se oceniti
iz podataka koji su dati u tabeli.

Bas zato Sto y; oznacava deo ukupnog placanja neke godine Stete u j-toj razvojnoj
godini godini, suma po svim razvojnim godinama mora da daje ukupnu vrednost pla¢anja
neke godine Stete. Matematicki zapisano, ovo znac¢i da mora da vazi uslov:

n—1
> k=1
k=0

Cilj modela je da se obezbedi ocena rezervi osiguravajuceg drustva za buduce obaveze
prema osiguranicima. U ovom, kao i u ostalim modelima stohastickog tipa, ocena plac¢anja
za Cj; je njena ocekivana vrednost E[Cy;]. Stoga, ukupna vrednost rezervi je suma svih
ocena buducih pla¢anja zahteva za odstetu éij,i =23,....n,7=n—1+1,....n—1.
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Kao sto se vidi iz formula, ocekivanje i disperzija modela su definisani preko multi-
plikativnog oblika, odn. dobijaju se kao proizvod efekta vrste x; i efekta kolone y;, za
koju se racunaju. I ocekivanje i disperzija zavise od mesta na kojem se racunaju u tabeli,
jer na njihove vrednosti razlic¢ito uticu vrste i kolone. Vrednosti x; i y; su nepoznate i
predstavljaju parametre modela koje treba oceniti. Ocenjivanje parametara se uglavnom
radi pomoc¢u metode maksimalne verodostojnosti koristec¢i neki statisticki softver.

Ovako definisan model je jasan na intuitivnom nivou zato Sto postoji fizicki smisao
parametara z; i y;. LoSa strana modela je Sto ne postoji linearnost po parametrima, vec
je:

Mmij = ZiYj.

Nelinearnost modela po parametrima moze praviti problem prilikom ra¢unanja para-
metara. Radi lakse primene MMV, model se prebacuje u takozvani GLM oblik, tj. oblik
uopstenog linearnog modela, koji je linearan po parametrima. Kako se pretpostavlja Po-
asonova raspodela za pla¢anja zahteva za odstetu, link funkcija je logaritamska. Sledi da
je:

log(E[Cy]) = log(mi;) = ¢ + i + B; = nj;.

Ovo je nova forma modela na kojoj se lakSe moze primeniti MMV i dobiti ocena para-
metara. Takodje, ova struktura je i posle logaritamske promene bliska Chain-Ladder tipu,
zato §to u sebi sadrzi parametre za svaku vrstu i svaku kolonu. LoSa strana ovog oblika
je to 8to novi parametri «; i 8; nemaju fizicki smisao. Da bi se dobila jasna interpretacija
parametara, a; i [3; se moraju prebaciti nazad u formu koja sadrzi parametre z; i y;.
Konstanta ¢ je postavljena u formulu iz tehnickih razloga. Takodje, pretpostavlja se da

jeay =1 =0.

Nakon sto se dobiju ocene parametara c, a5, B : ¢, &;, Bj, mogu se dobiti ocene
pla¢anja zahteva za odstetu za j-tu razvojnu godinu i-te godine Stete:

Ukupne rezerve za i-tu godinu Stete se oznacavaju sa C;, i racunaju na slede¢i nacin:

Cip. = Y. Cy,
j=n—i+1

dok se ukupna vrednost rezervi oznacava sa C'y, i racuna pomocu formule:

. n n—1
Cov =2 > Cy
=2 j=n—i+1
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4.3.1 Implementacija programskom paketu R

Za brzo i lako ra¢unanje parametara modela metodom maksimalne verodostojnosti, u
ovom radu bic¢e koriséen softver R. Na pocetku je potrebno uneti sve podatke o poznatim
pla¢anjima u inkrementalnom obliku. Podaci se mogu uneti u data.frame obliku ili u
obliku matrice:

n<-—38
trougao < — data.frame(stetaf = factor(rep(2006 : 2013, n : 1)),
+razvoj = sequence(n : 1),
+placeno = ¢(
+1780, 893, 201, 220, 63, 9, 20, 16,
+3226,993, 313, 349, 263, 55, 24,
3652, 1337, 773, 674, 284, 135,
+2723,1578,1225, 705, 386,
+2923, 1743, 683, 1140,
+2990, 2427, 1593,
3917, 1972,
+3545))

Na ovaj, data.frame nac¢in se dolazi do podataka prikazanih u tri kolone, pri ¢emu su u
prvoj koloni prikazane godine Stete, u drugoj razvojne godine, dok se u trec¢oj koloni mogu
iScitati podaci o pla¢enim vrednostima zahteva za odstetu. Isti podaci se mogu prikazati
i u matrici inkre inkrementalnih vrednosti placanja:

(inkre < — with(trougao, {
+M < — matriz(nrow = n,ncol = n,
+dimnames = list(steta = levels(stetaf),razvoj =1:n))
+M [cbind(stetaf, razvoj)] < — placeno
+M

+1))

Unosenjem ovih kodova dobijaju se isti poznati podaci placanja samo u trougaonom
obliku. Jednostavnom funkcijom se podaci mogu prebaciti u kumulativnu oblik, tj. ma-
tricu kumul kumulativnih vrednosti pla¢anja:

kumul < — t(apply(inkre, 1, cumsum))
R je praktican program za racunanje aktuarskih rezervi zato $to pomocu samo nekoliko
lakih komandi dolazi do podataka znacajnih za aktuara. Jedna od moguénosti programa

je da racuna poslednje kumulativne vrednosti u tabeli kumul, tj. da se prikaze vektor sa
ukupnim do sada pla¢enim vrednostima za svaku godinu Stete:

poslednje < — kumul[row(kumul) == n — col(kumul) + 1]
Takodje, moguce je napraviti podatke u kumulativnom obliku i pripojiti ih tabeli trougao.
Na ovaj nac¢in se dobija vektor koji sadrzi sve vrednosti poznatih pla¢anja u kumulativnom

obliku:

trougao$placenokum < — kumul{with(trougao, cbind(stetaf, razvoy))]
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Parametri: | Ocene parametara: | Standardna greska parametara:
(Intercept) 7.29668 0.01855
steta2007 0.49431 0.02248
steta2008 0.77146 0.02146
steta2009 0.74928 0.02160
steta2010 0.77687 0.02172
steta2011 0.97494 0.02156
steta2012 0.96814 0.02232
steta2013 0.87661 0.02503
razvojl -0.66182 0.01177
razvoj2 -1.28611 0.01622
razvoj3 -1.46885 0.01968
razvoj4 -2.32703 0.03285
razvojb -3.57247 0.07156
razvoj6 -4.48303 0.15125
razvoj’ -4.52409 0.25069

Tabela 4.2: Parametri Poasonove raspodele

Sada je potrebno kreirati tablicu podataka u takvom obliku da bi se na njoj primenio
metod maksimalne verodostojnosti i Poasonov GLM model. U ovom koraku se na ta-
belu trougao dodaju kolone sa inkrementalnim i kumulativnim pla¢anjima iz prethodnog
perioda, tj. iste godine Stete, ali prethodne razvojne godine:

b

names(trougao)[3 : 4] < — ¢(”"placenoink”,” placenokum”)
ids < — with(trougao, cbind(stetaf,razvoy))
trougao < — within(trougao, {
+kumulativno < — chind(kumul[, —1], N A)[ids]
+inkrementalno < — chind(inkre|, —1], N A)[ids]
+razvojf < — factor(razvoy)

+})

Ovim putem ¢e se do¢i do prosirene tabele trougao u kojoj ¢e se sada prikazati dodatna
tabela sa kumulativnim vrednostima placanja za svaki period, ali i podaci sa inkremen-
talnim i kumulativnim vrednostima pla¢anja za prethodni period. Na ovakvu tabelu se
kona¢no moze primeniti metod maksimalne verodostojnosti. Sada kada su podaci u obliku
u kojem to program zahteva, potrebno je samo uneti komandu glm i izabrati odgovarajuc¢u
raspodelu slu¢ajnih promenljivih pla¢anja. U ovom modelu se bira Poasonova raspodela
i njena odgovarajuca logaritamska link funkcija. Pozivanjem komande summary dobija
se detaljan pregled svih informacija o parametrima modela.

Poason < — glm(placenoink ~ stetaf + razvoj f, data = trougao,
+ family = poisson(link = "log”))
summary(Poason)

Pomoc¢u R-a su dobijeni parametri ¢, &; i Bj iz Poasonovog modela sa poveé¢anom
disperzijom. Rezultati su prikazani u tabeli 4.2. Prateci ranije predstavljen model i
koristec¢i odgovarajuce formule, moze se do¢i do ocene buducih inkrementalnih placanja.
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Razvojna godina:

Godina Stete: 0 1 2 3 4 5 6 | 7 | Ukupno| Rezerve
2006 1780 | 893 | 201 | 220 | 63 9 |20 16 | 3202 0
2007 3226 | 993 | 313 | 349 | 263 | 55 | 24 | 26 | 5249 26
2008 3652 | 1337 | 773 | 674 | 284 | 135 | 36 | 35 | 6926 71
2009 2723 | 1578 | 1225 | 705 | 386 | 88 |35 | 34 | 6774 157
2010 2923 | 1743 | 683 | 1140 | 313 | 90 | 36 | 35 | 6963 474
2011 2990 | 2427 | 1593 | 900 | 382 | 110 | 44 | 42 | 8488 1478
2012 3917 | 1972 | 1074 | 894 | 379 | 109 | 44 | 42 | 8431 2542
2013 3545 | 1829 | 980 | 816 | 346 | 100 | 40 | 38 | 7694 4149

UKUPNO: 8897

Tabela 4.3: Rezerve dobijene Poasonovim modelom sa pove¢anom disperzijom

Ocena placanja zahteva za odstetu za j-tu razvojnu godinu i-te godine Stete, pri ¢emu je
1=2,...,nij5=n—1i+1,...,n—1, dobija se sledecom jednac¢inom:

Ukoliko su poznate pojedinacne vrednosti buduéih pla¢anja, moze se do¢i do ocene rezervi
po razvojnim godinama i ocene ukupnih vrednosti rezervi osiguravajuceg drustva pomocu
sledeé¢ih formula:

Civ = > Gy,
j=n—i+1
. n n—1 N
Cir=> > Gy
i=2 j=n—i+1

Kao sto se moze videti u tabeli 4.3, dobijena je vrednost rezervi 8897 sto je ista vrednost
dobijena tezinskim metodom Chain-Ladder-a. Ovo pokazuje koliko je ovaj stohasticki
model dobar i precizan. Ovlaséeni aktuar treba da izracuna rezerve pomocu vise razli¢itih
tehnika, a kako su ova dva modela dala iste rezultate, velika verovatnoca je da ¢e se prava
vrednost rezervi realizovati oko ove vrednosti. Jedna od prednosti Poasonovog modela
u odnosu na Chain-Ladder je ta $to postoji moguénost racunanja greske dobijene ocene.
U narednom odeljku bi¢e objasnjen teoretski pristup racunanja greske, kao i njegova
implementacija u softveru.

4.3.2 Ocena greske

Modeli u kojima se predvidjaju rezerve osiguravajuceg drustva se zasnivaju na prouca-
vanju podataka o veé¢ izvrSenim pla¢anjima zahteva za odstetu, a potom predvidjanju
buduc¢ih pla¢anja. Kod stohastickih modela rac¢unanja rezervi, buduca placanja su slucajne
promenljive ¢ija ¢e se realizovana vrednost znati tek u buduénosti. Da bi osigurava¢ mogao
da unapred predvidi visinu buducih obaveza i napravi odgovarajuce rezerve, pretpostavlja
se da je ocekivana vrednost F [CA'U] ocena buduéih placanja. Kod ovakvih vrsta modela
moguce je izracunati i gresku ocene. U literaturi je najceSce zastupljena srednje kva-

dratna greska ocene — MSEP (Mean Squarred Error of Prediction).
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Neka je Y slucajna promenljiva i Y njen ocenjivac¢. Realizacijom sluc¢ajne promenljive
Y dobija se ocena za Y. Cilj svakog matematickog modela je pronaéi najbolji ocenjivac
Y koji ¢e davati najpreciznije ocene veli¢ine Y. Srednje kvadratna greska ocene (MSEP)
za slucajnu promenljivu Y se ratuna na sledeéi nacin:

MSEP(Y) = E[(Y =Y )*] = E[(Y-E[Y])- (Y- E[Y]))’]

~ B[(Y-EY])-(Y-E[Y]))?]
= B(Y-E[Y])’| 2B[(Y-EY])(Y-E[Y])] + E[(Y-E[Y])?]

Koristeci osobine o¢ekivanja moze se pokazati da je sabirak u sredini jednak nuli, stoga
je srednje kvadratna greska:

~

E[(Y —Y)*] =~ E[(Y-E[Y])!] + E[(Y-E[Y])?].

Kada se prouci struktura prethodne formule moze se primetiti da se srednje kvadratna
greska sastoji iz dve komponente, prva predstavlja varijansu procesa, dok druga oznacava
varijansu ocenjivac¢a. Varijansa procesa je odstupanje realizovanih vrednosti od oc¢ekivanja
slucajne promenljive. Ona nastaje usled sluc¢ajne prirode posmatrane pojave i na nju se
ne moze uticati. Sa druge strane, varijansa ocenjivac¢a pokazuje koliko je on precizan i sa
kojom sigurnoscu ¢e davati dobre ocene promenljive Y.

U slucaju kada je poznata cela prediktivna raspodela, kao u Bootstrap metodu (koji
je objasnjen u narednom poglavlju) MSEP se ra¢una kao standardna devijacija raspo-
dele. Nazalost, u stohastickim modelima poznata su samo prva dva momenta raspodele,
ocekivanje i disperzija, tako da se greska ocene mora racunati na slozeniji nac¢in. Vazno
je uociti razliku izmedju standardnog odstupanja i srednje kvadratne greske. Dok se
standardno odstupanje racuna kao kvadratni koren varijanse ocene, srednje kvadratna
greska prilikom racunanja uzima u obzir nesigurnost ocenjivanja parametara modela, kao
i nesigurnost celog procesa predvidjanja buducih velicina. Kod Poasonovog modela sa
povecanom disperzijom poznat je oblik disperzije pla¢anja zahteva za odstetu:

Var|Cij| = ¢my; = gexp(ni;) = pexp(c+ a; + B;).

Prethodna jednacina predstavlja varijansu procesa. Ovo je varijabilnost slu¢ajne pro-
menljive na koju se ne moze uticati. Da bi se izracunala srednje kvadratna greska potrebno
je pronadi i varijansu ocenjivaca koja je komplikovanija za izvodjenje i za koju je potrebno
koristiti Tejlorov razvoj funkcija da bi se ona dobila:

Var [élj] = (mij)2Va7” [771]] .

Sabirajuci prethodne dve vrednosti dobija se srednje kvadrana greska ocene buducih
placanja Cj;:

MSEP[Cy;] = ¢y + (1hi;)*Var[ig).
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Takodje, moguce je izracunati gresku rezervi za svaku godinu Stete posebno. Srednje
kvadratna greska rezervi za i-tu godinu Stete se racuna na slede¢i nacin:

MSEP|Ci,] ~ Z Py + Z (745)?V ar [7i;]+

j=n—i+1 j=n—i+1

n—1 n—1
+2 Z Z mi,ﬁ mi,jz Cov [ﬁi,jl ) ﬁi,jz]a
Ji=n—i+1 jo=n—i+1
pri ¢emu je jo > 7;. Za aktuara je vazno da zna i gresku ocene ukupnih rezervi C’++.
Koristeci slede¢u formulu, dobija se vrednost koliko je moguce odstupanje realizovane
vrednosti rezervi od njene ocene dobijene Poasonovim modelom sa pove¢anom disperzi-
jom:

MSEP C++ Z Z (bmz] + Z Z ng VC”"[ThJ]"‘

1=2 j=n—i+1 1=2 j=n—i+1

n n—1 n n—1
+2 Z Z Z Z milyjl miz,jz Cov [ﬁil,jl > ﬁiz,jz]ﬂ
i1=2 ji=n—i1+1i2=2 jo=n—io+1
pri ¢emu je par indeksa 71, 7; razlicit od para is,j5. Iz prethodnih ocena greSaka se
moze videti da srednje kvadratnu gresku rezervi ne ¢ini samo zbir pojedinacnih gresaka
MS EP[@J-], veé se posmatra i odnos buduéih plac¢anja kroz varijansu i kovarijansu usled
postojanja medjusobne zavisnosti. Mora se uzeti u obzir kolika je zavisnost izmedju ocena
placanja zato Sto su one dobijene mnozenjem i deljenjem parametara &; i ,éj. Ocene
pla¢anja iz iste godine Stete i iste razvojne godine su mnozene istim parametrima, te
je 1 intuitivno logi¢no da postoji neka zavisnost medju njima. Da bi se na laksi nacin
izracunala greska rezervi po razvojnim godinama i greska ukupnih rezervi koristi¢e se
program R. U ovom programskom paketu se odredjenim komandama moze do¢i do ma-
trice varijanse i kovarijanse u kojoj se nalaze vrednosti potrebne za izracunavanje

ocena MSEP[C;,] i MSEP[C.,].

Da bi se izracunala matrica varijanse i kovarijanse, prvo je potrebno formirati di-
zajniranu matricu (design matrix) i buduéu dizajniranu matricu (future design matrix).
Dizajnirana matrica je matrica X ¢iji su elementi nule i jedinice. Svaka kolona predsta-
vlja jedan parametar godine Stete ili razvojne godine &; , Bj, dok svaka vrsta predstavlja
jednu vrednost pla¢anja iz prethodnih godina. Polja u tabeli gde se nalaze jedinice pred-
stavljaju slaganje onog pla¢anja sa odgovaraju¢im parametrima koji se koriste za njegovo
dobijanje. Na primer, neka je dat model koji ima tri godine Stete i tri razvojne godine.
Dizajnirana matrica je prikazana u tabeli 4.4.

Na ovom jednostavnom primeru se vidi kako se raspodeljuju jedinice, a kako nule, u
zavisnosti za koje placanje C;; se koriste koji parametri &; , Bj. Na slican nacin se for-
mira i buduéa dizajnirana matrica X;. Ova matrica je, takodje, sac¢injena iz jedinica
i nula, samo Sto se ovde posmatraju, kao Sto i sam naziv kaze, buduca placanja zahteva
za odstetu. Koristed¢i prethodni primer sa tri godine Stete i tri razvojne godine, dobija se
matrica Xy prikazana u tabeli 4.5.
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godina Stete razvojna godina placanje &y ay a3z P2 B3

1 0 Cio 1 0 0 0 0
1 1 C,y 1 0 0 1 0
1 2 Cia 1 0 0 0 1
2 0 Cho 0 1 0 0 0
2 1 Chy 0 1 0 1 0
3 0 Cs0 0 0 1 0 1

Tabela 4.4: Dizajnirana matrica X

godina Stete razvojna godina placanje a; ao a3 Bg Bg
2 2 Cao o 1 0 0 1
3 1 Cs1 0o o0 1 1 0
3 2 Cs0 o o0 1 0 1

Tabela 4.5: Buduca dizajnirana matrica Xy

Matrice X i X su potrebne da bi se mogla izracunati matrica varijanse i kovarijanse
V. Formula pomocu koje se dolazi do nje je sledeca:

V= (0)Xp(X"X)"' XY

Sada kada su poznati matrica V i njene vrednosti, moguce je izracunati vrednost
greske rezervi po godinama Stete i vrednost greske ukupnih rezervi koje osiguravajuce
drustvo treba da ¢uva. Kao Sto je ranije napomenuto, vrednosti iz matrice varijanse i
kovarijanse govore o medjusobnoj zavisnosti izmedju buduc¢ih pla¢anja zahteva za odstetu
i ove vrednosti su neophodne za izracunavanje gresaka rezervi MSEP[Cy,]i MSEP[C,].

U slucaju da su poznati podaci za veliki broj godina unazad (kao §to je u ovom radu
n = 8), broj parametara koji se ocenjuju se znacajno povecava, a samim tim i dimenzije
dizajnirane i buduce dizajnirane matrice. Takodje, formula kojom se dolazi do matrice
V' je tehnicki zahtevna za izracunavanje zbog velikog broja mnozenja, transponovanja i
vrsenja inverzije matrica, a pogotovo se tehnicki deo izracunavanja usloznjava kako su
matrice X i Xy vec¢ih dimenzija. Da bi se smanjio komplikovan postupak racunanja, u
ovom radu ¢e biti prezentovan kod u R-u pomocu kojeg ¢e se doci do zeljenih rezultata.
U konzolni prozor programa potrebno je uneti slede¢e komande:

SviZahtevi < — data. frame(steta = sort(rep(2006 : 2013,n)), razvoj = rep(1 : n,n))
SviZahtevi < — within(SviZahtevi, {
+razvojf < — factor(razvoyj)
+godina < — steta + razvoj — 1
+stetaf < — factor(steta)

+1)

(inkr.trougao < — t(matriz(predict(Poason, type = "response”
+newdata = SviZahtevi),n,n)))
sum(predict(Poason, type = "response”,
+newdata = subset(SviZahtevi, godina > 2013)))
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summary(povecPoason < — glm(placenoink ~ stetaf + razvojf,
+data = trougao, family = quasipoisson))

eta < — predict(povecPoason, newdata = SviZahtevi,
+type = "response”) x (SviZahtevi$godina > 2013)
fi < — summary(povecPoason)$dispersion
sigma < — vcov(povecPoason)
model. formula < — as. formula(paste(” 7, formula(povecPoason)[3]))
X < — model.matriz(model. formula, data = SviZahtevi)
Cov.eta < — X % * % sigma % x % t(X)
sqrt(fi = sum(eta) + t(eta) % = % Cov.eta % * % eta)

Pomoc¢u prethodnog koda dolazi se do potrebnih informacija o gresci ocene rezervi.
SwviZahtevi predstavlja tabelarni prikaz svih veé¢ plac¢enih zahteva za odstetu, kao i pre-
dikcija buducih plac¢anja, fi je ocena parametra ¢ koji pokazuje koliko je proporcionalno
veca disperzija Poasonovog modela od njegovog ocekivanja. Koriste¢i podatke iz primera
iz rada, dobija se da je ¢ = 101.4726. Takodje, poslednjom funkcijom u kodu, dobija se
i MSEP [é’++], tj. srednje kvadratna greska ukupnih rezervi, sto u ovom primeru iznosi
1725. U R-u postoji jos jedna veoma korisna funkcija glmReserve pomocu koje se dobi-
jaju dodatne informacije o buduc¢im pla¢anjima. Da bi se ova funkcija primenila, potrebno
je prvo instalirati paket Chain-Ladder pomoé¢u komande:

install.packages('ChainLadder)
a potom se moze uneti sledec¢a funkcija:
odp < — glmReserve(as.triangle(inkre), var.power = 1,cum = FALSFE).

Poslednjom komandom dobija se analiza podataka iz tabele inkre dobijenih Poasono-
vim modelom sa povec¢anom disprezijom. glmReserve funkcijom aktuar ima moguénost
da dobije ocene rezervi po godinama stete C’H i ocenu ukupnih rezervi C’++, kao i greske
ovih ocena MSEP. Ukoliko se u program ubace podaci tabele inkre dobija analiza
rezervi osiguravajuceg drustva u tabeli 4.6. Analiziraju¢i vrednosti iz tabele moze se za-
kljuciti da je ocena rezervi ista kao i ocena dobijena pomoc¢u Chain-Ladder metoda. Velika
prednost Poasonovog modela je Sto ima moguénost racunanja greske ocene, tako da se
iz cetvrte kolone tabele 4.6 mogu is¢itati vrednosti M SEP[CA’H] za svaku godinu sStete.
Poslednja, peta, kolona tabele deli vrednost greske sa samom ocenom i time dobija pro-
centualno moguce odstupanje ocene od zaista realizovane vrednosti. U poslednjem redu
tabele 4.6 moze se videti da Poasonov model sa pove¢anom disperzijom pretpostavlja da
je MSEP[CA‘++] = 1725, tj. jednak 19% vrednosti ocene rezervi. Ovim putem se tvrdi da
¢e realizovana vrednost ukupnih rezervi osiguravajuceg drustva biti u intervalu od 7172
do 10622.
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Godina stete: | Ocekivana Isplate Ocekivana Standardna | Procenat
ukupna do 2014. | buduca greska greske:
plac¢anja: godine: plac¢anja rezervi:

(rezerve):
2006 3202 3202 0 0 0%
2007 5249 5223 26 84 323%
2008 6926 6855 71 134 189%
2009 6774 6617 157 175 111%
2010 6963 6489 474 279 59%
2011 8488 7010 1478 505 34%
2012 8431 5889 2542 696 27%
2013 7694 3545 4149 1051 25%
UKUPNO: | 53727 44830 8897 1725 19%

Tabela 4.6: Rezerve dobijene Poasonovim modelom sa pove¢anom disperzijom

4.4 Log-Normalni model

Jedan od prvih stohastickih modela koji je bio razvijan i koji je racunao rezerve za
buduce obaveze je Log-Normalni model. Krajnje dobijeni rezultati rezervi mogu biti sli¢ni
rezultatima koje predvidja Chain-Ladder metod, ali se mogu i dosta razlikovati, u opstem
slucaju se ne moze reéi sa sigurnoscu, ve¢ iznos dobijenih rezervi zavisi od podataka o
placanjima u prethodnim godinama. Sli¢nost rezultata izmedju ovog modela i Chain-
Ladder-a je u tome §to se i ovde pretpostavlja parametrizacija po vrstama i kolonama, t;j.
po godinama Stete i razvojnim godinama, koja je ista kao kod Chain-Ladder-a.

Prema Log-normalnom modelu sve vrednosti inkrementalnih pla¢anja C;; treba preracunati
u njihov logaritamski oblik, tj. treba da se izracunaju vrednosti placanja: Y;; = log(C};).
Model pretpostavlja da se placanja zahteva za odstetu sastoje iz dve komponente:

Yij = myj + €,

pri cemu je m;; deterministicki, a ¢€;; stohasticki deo modela. ¢;; se nazivaju slucajne
greske i predstavljaju odstupanje realizovanih vrednosti placanja od prose¢ne vrednosti
m;;. Takodje, model pretpostavlja da su €;; slucajne promenljive koje nezavisno uzimaju
vrednosti za svako 1 = 1,2,...,n isvako j = 0,1,2,...,n — i, kao i da imaju priblizno
Normalnu raspodelu:

€ij ™ N(O, 0'2).
Poznavajudi raspodelu za ¢;;, moze se ustanoviti i raspodela za Y;; na sledec¢i nacin:

E[Y;] = Elmi; + €] = Elmg] + Elei] = mi; + 0 = my;,
VarlYy] = Var[mg + €] = Varle;] = o2,
iz cega sledi da je raspodela za Y;; :

}/ij ~ N(mij,0'2>.

39



Kako se na pocetku postupka ovog modela moraju pretvoriti sve vrednosti placanja C;; u
njihove logaritamske vrednosti Y;;, model odmah postavlja ogranicenje da svi podaci iz ta-
bele pla¢anja moraju biti pozitivni (zato $to se ne mogu izrac¢unati logaritamske vrednosti
negativnih brojeva). U ovom radu to neée predstavljati ogranicenje, zato $to je na pocetku

pretpostavljeno da ¢e se posmatrati samo pozitivne vrednosti placanja zahteva za odstetu.

Koriste¢i tehniku uopstenih linearnih modela (GLM), kao i u prethodnim poglavljima,
model se prebacuje u oblik koji je linearan po parametrima, zato sto se na ovaj nacin lakse
dobijaju vrednosti parametara metodom maksimalne verodostojnosti:

E[Y;] = mij = Oy _'_6]

Izracunavajuci ocene parametara &; i fj zai=2,...,n1j = 1,2,...,n — i dobijaju se
ocene deterministickog dela pla¢anja:

mi; = &; + b

Ocena bududih pla¢anja zahteva za odstetu se dobija tako Sto se uracuna i varijabilitet
svakog paramatra i varijansa celog procesa:

~ R 1
Cij = exp(mij + 5(0’@')2),

gde je:
(64)* = Var[mg] + (6)%.

Kao $to je ranije napisano, (6)? je varijansa procesa i na nju se ne moze uticati. Ova
vrednost se takodje ocenjuje preko statistickog softvera. Sa druge strane, (6,;)? je ukupna
ocena greske linearnih parametara koja se dobija tako Sto se sabere varijansa linearnih
parametara i varijansa procesa.

Vazno je prodiskutovati zasto se u oceni buduéih inkrementalnih pla¢anja uopste na-
lazi komponenta varijanse. Za razliku od ostalih stohastickih modela koji koriste in-
krementalne vrednosti da bi izracunali parametre, Log-normalni model koristi logaritam
od inkrementalnih vrednosti. Takodje, é’ij je datog oblika bas zato Sto je i ocekivanje
Log-normalne raspodele tog oblika.

4.4.1 Implementacija u programskom paketu R

Da bi se izracunali parametri metodom maksimalne verodostojnosti, potrebno je pri-
meniti odgovarajuéi softver koji ¢e taj posao da uradi brzo i ta¢no. U ovom radu, kao
i u prethodnim delovima, bi¢e koris¢en program R. Na pocetku je potrebno uneti sve
podatke o poznatim pla¢anjima u inkrementalnom obliku. Pravi se matrica sa imenom
trougao na sledeci nacin:

trougao < — t(matriz(c(
+1780, 893, 201, 220, 63, 9, 20, 16,
+3226,993, 313, 349, 263, 55,24, NA,
+3652,1337,773,674,284,135, NA, NA,
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12723 1578, 1225, 705,386, NA, NA, N A,
12923, 1743,683, 1140, NA, NA, NA, N A,
£2990,2427,1593, NA, NA, NA, NA, N A,
13917,1972, NA, NA, NA, NA, NA, N A,
3545, NA, NA,NA, NA, NA, NA, NA),

+nc = 8, dimnames = list(razvojna = 0 : 7, stete = 2006 : 2013)))

Potom se definisu dimenzije matrice trougao unoseéi sledeé¢u komandu:

m < — dim(trougao)[1]
n < — dim(trougao)|2]

Posle toga se vrsi sredjivanje poznatih podataka iz matrice trougao u posebne kolone,
zato §to se na tako prikazanim podacima moze primeniti GLM metod:

podaci < — data. frame(stete = rep(2006 : (2006 + m — 1), n),
+razvojna = rep(0 : (n — 1), each = m), value = as.vector(trougao))
rownames(podaci) < — with(podaci, paste(stete, razvojna, sep = —"))
podaci < — podaciorder(podaci$razvojna), |
podaci < — with(podaci, data. frame(stete, razvojna,
+suma = stete + razvojna,
+value, logaritam = log(value), stetaf = factor(stete),
+razvoj f = as. factor(razvojna), sumaf = as.factor(stete + razvojna)))
podaci < — podaci[order(podaci$razvojna), |

Na ovaj nacin dobijena je tablica podaci sa kolonama koje sadrze sve poznate podatke o
pla¢anjima, ali u obliku na kojem se moze primeniti metod maksimalne verodostojnosti.
Za kraj postupka, potrebno je napraviti funkciju Fit u obliku Log-normalnog modela i
komandom summary prikazati dobijene rezultate:

Fit < — Im(logaritam ~ stetaf + razvojf + 0, data = podaci)
summary(Fit)

U ovoj formuli stetaf oznacava parametre o;, dok razvoj f oznacava parametre f3; iz Log-
normalnog modela. Kada se objasnjen postupak primeni na podatke iz tabele trougao
dobijaju se vrednosti parametara i njihova standardna odstupanja prikazana u tabeli 4.7.

Sada kada su poznate vrednosti parametara «; i 3;, moze se prec¢i na racunanje ocena
buduc¢ih inkrementalnih pla¢anja:

Cij = exp(iin; + ;(%)2)7
pri ¢emu je:
mij = & + Bjy
(6i5)% = Var[my] + (6)°.

U R-u se, takodje, moZe izracunati vrednost (&), tako §to se u komandni prozor unese
slede¢a funkcija:
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Parametri: | Ocene parametara: | Standardna greska parametara:
steta2007 7.6608 0.2252
steta2008 8.1986 0.2297
steta2009 8.2146 0.2379
steta2010 8.1899 0.2511
steta2011 8.4507 0.2731
steta2012 8.2750 0.3139
steta2013 8.1733 0.4152
razvojl -0.6901 0.2219
razvoj2 -1.4912 0.2354
razvoj3 -1.5696 0.2511
razvoj4 -2.4242 0.2718
razvojb -3.8974 0.3018
razvoj6 -4.2149 0.3530
razvoj’ -4.1702 0.4724

Tabela 4.7: Parametri Log-normalne raspodele

Razvojna godina:
Godina Stete: | 0 1 2 3 4 5 6 7 Ukupno: | Rezerve:
2006 1780 | 893 201 220 63 9 20 16 3202 0
2007 3226 | 993 313 349 263 55 24 40 5263 40
2008 3652 | 1337 | 773 674 284 135 62 69 6986 131
2009 2723 | 1578 | 1225 | 705 386 86 64 70 6837 2250
2010 2923 | 1743 | 683 1140 | 365 84 62 69 7069 580
2011 2990 | 2427 | 1593 | 1118 | 478 111 82 90 8889 1879
2012 3917 | 1972 | 1027 | 953 | 408 |94 70 77 8518 2629
2013 3545 | 2165 | 975 | 905 | 387 |89 66 73 8205 4660
UKUPNO: 10139

Tabela 4.8: Rezerve dobijene Log-normalnim modelom

sigma < — summary(Fit)$sigma
stgma

U primeru iz ovog rada, sa podacima iz matrice trougao dobija se vrednost o =
0.4152093, dok je (6)A2 = 0,172399. Sada su poznati svi potrebni podaci da bi se

izracunale vrednosti C;;. Koriste¢i gore objasnjeni postupak u programu R i formule
iz Log-normalnog modela, dobijaju se vrednosti budué¢ih plac¢anja prikazane u tabeli 4.8.

Kao sto se moze videti iz tabele 4.8, dobijena vrednost rezervi Log-normalnim modelom
je 10139, dok se Chain-Ladder metodom dobijaju rezerve u visini od 8897. Ovo je za 14%
visa vrednost, sto je veliko odstupanje, ne samo u odnosu na Chain-Ladder, ve¢ i na ostale
modele. Kao sto je i napomenuto na pocetku teksta o Log-normalnom modelu, ocena
rezervi moze da vise ili manje odstupa od Chain-Ladder-a, sve zavisi od posmatranih
podataka koji vise ili manje odgovaraju Log-normalnoj raspodeli.
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4.4.2 QOcena greske

Prednost stohastickih modela u odnosu na ostale je Sto imaju mogucénost racunanja
greske ocene rezervi. Da bi se izracunala ukupna varijansa ocene potrebno je uzeti u
obzir i varijansu ocena budu¢ih plac¢anja i varijansu celog procesa. Stohasticki modeli su
zasnovani na slu¢ajnim promenljivama kojima se ne moze znati realizovana vrednost u
buduénosti, stoga uvek ¢e postojati odstupanje vrednosti procesa od njegove ocekivane
vrednosti. Na jednostavan nacin se dolazi do varijanse ocene buduéih pla¢anja:

MSEP[Cyj] = (Cyj)*(exp((6,5)*) — 1) = (Cyy)*(eap(Var[ai + ;] + (6)%) — 1).

Prethodna formula je standardni oblik za disperziju Log-Normalne raspodele, te je i
intuitivno jasno da ocena greske buducih plac¢anja ima ovakav oblik. Kada su izracunate
ocene C’ij i (045)?, koristedi prethodnu jednacinu moze se doéi do odstupanja vrednosti
budu¢ih pla¢anja od svoje ocekivane vrednosti. Za model je znacajno izracunati i gresku
ocene ukupnih rezervi. Kao i u Poasonovom modelu, da bi se doslo do ove ocene, potrebno
je sprovesti duzi postupak.

n n—1
MSEPIC,]=Y Y MSEP|Cy]+

i=2 j=n—i+1

~

n n—1 n n—1
2> > > Y G Ciyg(exp(Covling, gy, 1y 5,]) — 1).

i1 J1=n—i1+1 iz jo=n—is+1

MSEP[C,] predstavlja gresku ocene ukupnih rezervi osiguravajuceg drustva. Kao
i u prethodnom modelu, da bi se lakse izracunala ova greska koristi¢e se program R. U
ovom programskom paketu se moze do¢i do matrice varijanse i kovarijanse u kojoj se
nalaze vrednosti potrebne za izracunavanje ocene MSEP[C,,].

Dalje u radu bi¢e prezentovan kod pomocu kojeg se dolazi do dizajnirane matrice
X i buduce dizajnirane matrice X, kao i do matrice varijanse i kovarijanse V. R ima
mogucénost da unosenjem odgovarajuc¢ih komandi izracuna greske buduc¢ih pla¢anja, kao
i gresku ukupnih rezervi. U kodu koji sledi, dm predstavlja dizajniranu matricu, fdm
buducéu dizajniranu matricu, varcovar matricu varijanse i kovarijanse, sterrorC' stan-
dardne devijacije gresaka buducih plac¢anja, dok ukupno.SE oznacava standardnu devija-
ciju greske ukupnih rezervi. Deljenjem vrednosti rezervi i standardnog odstupanja dolazi
se do procenta koliko je moguce odstupanje realizovanih vrednosti rezervi od njihove ocene
Log-Normalnim modelom.

dm < — model.matriz(formula(Fit), dat = model. frame(F'it))
fdm < — model.matriz(~ stetaf + razvojf + 0,
+data = podacilis.na(podaci$value),])
varcovar < — fdm% x %ovcov(Fit)% x %t(fdm)
round(varcovar, 4)

sigma < — summary(Fit)$sigma
Var < — varcovar + sigma®
VarY < — Var[row(Var) == col(Var))
Y < — fdm% x %coe f(Fit)
C < —exp(Y +VarY/2)

43



VarC < — exp(2+Y +VarY) « (exp(VarY) — 1)
sterrorC < — sqrt(VarC)
i < — fdm% x %c((1:m) —1,rep(0, (n — 1)))
Jj < — fdm% x %c(rep(0,(m —1)),(1 :n) — 1)
rezultati < — data. frame(i, 7, Y, VarY,C, VarC, sterrorC')

buduca.placanja < — xtabs(C ~ i+ j, dat = rezultati)
inkr.trougao < — trougao
inkr.trougaolrow(trougao) > (nrow(trougao) + 1 — col(trougao))] < —
+buduca.placanja[row(buduca.placanja) >
+(nrow(buduca.placanja) — col(buduca.placanja))]
kumul.trougao < — apply(inkr.trougao, 1, cumsum)

CoVar < — sweep(sweep((exp(varcovar) —1),1,C,” %7),2,C,” x7)
CoVar|col(CoVar) == row(CoVar)] < — 0
round(CoVar,0)
ukupno.Var < — sum(CoVar) + sum(VarC')
ukupno.SE < — sqrt(ukupno.Var)

Rezerve < — sum(buduca.placanja)
ukupno.SFE /Rezerve

Unosec¢i prethodne komande u program, dobija se da ocena ukupnih rezervi osigur-
vajuceg drustva iznosi 10139, dok greska iznosi 3052 Sto ¢ini 30 procenata. Uporedjivajuci
vrednosti Log-normalnog modela sa Poasonovim, jasno se vidi da Log-normalni model
daje takve informacije o budué¢im plac¢anjima da je potrebno ¢uvati vise rezervi, kao i da
je procenat greske vedi.

4.5 Mack-ov model

Jedan od prvih modela stohastickog tipa koji je nastao bio je Mack-ov model razvijan
od strane profesora doktora Tomasa Meka (Thomas Mack). Ovaj model se razlikuje od
ostalih po tome Sto se ne pretpostavlja nijedna raspodela za buduca placanja zahteva za
odstetu, nego se samo preciziraju prvi i drugi momenat slucajne promenljive. Model se
dosta oslanja na Chain-Ladder i ra¢una tehnicke rezerve na slican nacin. Najveca razlika
izmedju dva modela je to sto je Chain-Ladder deterministicki metod, dok se u Mack-ovom
modelu pretpostavlja da su buduc¢a pla¢anja zahteva za odstetu slu¢ajne promenljive.
Uvodeé¢i komponentu verovatnoc¢e moguce je izracunati disperziju sluc¢ajnih promenljivih,
a potom i ukupnu gresku ocene rezervi. Samim tim, Mek je posmatrao ocekivanje i
varijansu, kao dobre pokazatelje ponasanja slucajne promenljive D;; i pretpostavio njihov

oblik:
E[Dij] = AjDij-1,

VCLT[DZJ] = (O'j)QDiJ‘_l.

Kao sto se odmah moze primetiti iz formula, Mack-ov model predvidja vrednost buduceg
pla¢anja u j-toj razvojnoj godini tako Sto se pla¢anje iz prethodne razvojne godine po-
mnozi sa razvojnim faktorom J\;, §to je ista ideja kao i kod Chain-Ladder metoda. Ve¢ je
napomenuto da je Mack-ov model stohastickog tipa, tako da se moraju koristiti ocekivane
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vrednosti placanja, zato Sto D;; viSe nisu deterministicke vrednosti. U svom radu iz 1993.
godine "W hich Stochastic Model is Underlying the Chain Ladder Method?” Mek je
izveo ocenjivace za parametre A; na sledec¢i nacin:

>

—j+1

O Xisi wiilfy

i T T,
Z?:f Wy 4

Y

pri ¢emu su:

wij = D j1,

Dy

Dij 1

U prethodnoj jednakosti w;; predstavlja kumulativnu vrednost placanja za j —1. razvojnu
godinu, dok f;; predstavlja odnos kumulativne vrednosti placanja izmedju dve susedne
razvojne godine, tj. koliko je vise/manje placeno u odnosu dve susedne razvojne godine.
Kao §to se moze primetiti iz oblika formule za A;, Mekov razvojni faktor je slican razvoj-
nom faktoru u Chain-Ladder metodu samo $to je ovde izrazen u tezinskom obliku. Na
ovaj nacin dobija se nepristrasna ocena za razvojne faktore. U svom radu iz 1993. godine,
Mek je proucavao i netezinsku ocenu za razvojne faktore kao kod Chain-Ladder-a, ali je
preporucio koris¢enje svoje, tezinske ocene zbog manje varijanse i greske ocene.

fij =

Mek je, takodje, odredio ocenjiva¢ za parametre (¢;)?. On je predstavljen kao suma
tezina reziduala podeljena sa brojem reziduala minus jedan. Jedinica se mora oduzeti od
broja reziduala da bi se dobila nepristrasna ocena parametra. U ovom modelu, (¢;)* ne
sluzi za dobijanje budué¢ih pla¢anja zahteva za odstetu, nego standardnih gresaka ocena
placanja, tj. govori koliko je potencijalno odstupanje ocenjene vrednosti od vrednosti koja
¢e biti realizovana u buduc¢nosti:

(6;) = ! : ni:]wij(fij — )%

n—17=0

Za ovaj model je dosta pogodna ¢injenica da se ne mora koristiti ozbiljniji softver da bi
se doslo do ocene parametara \; i (0;)?, a samim tim i do ocene rezervi koje osiguravajuce
drustvo treba da ¢uva. Sva izracunavanja mogu da se izvrSe u jednostavnoj Excel tabeli
mnozenjem i sabiranjem poznatih vrednosti pla¢anja sa dobijenim razvojnim faktorima.
Sa druge strane, danas su razvijeni brojni statisticki programi koji na brz i jednostavan
nacin racunaju potrebne parametre modela, ali i ukupnu vrednost rezervi. Softver je
praktican i zato §to se smanjuje moguénost nastanka greske prilikom unoSenja i rada sa
podacima.

Mack-ov model pretpostavlja da je ocekivanje dobra ocena buduc¢ih kumulativnih
plac¢anja, tako da se koristi sledec¢a jednacina:

ﬁij = E[DU] == j\jDi,j—l-
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Mnozedi razvojne faktore sa poznatim vrednostima pla¢anja dolazi se do ocene ukupnih
pla¢anja za i-tu razvojnu godinu D;,. Od ovog broja se mora oduzeti kumulativna
vrednost do sada pla¢enih zahteva za odstetu D;,_;, da bi se dobila vrednost rezervi za
i-tu razvojnu godinu }?H:

Ri—i— - Di,nfDi,n—i )

pri cemu je ¢ = 2,3,...,n. Kada se saberu ocene rezervi za sve godine Stete dobija se
ocena ukupnih rezervi osiguravajuc¢eg drustva R, :

n
Ry =) Rip.
=2

4.5.1 Implementacija u programskom paketu R

Mack-ov model se na dosta jednostavan nacin moze implementirati u R-u. Kao sto
je ranije napomenuto, za njegovo izracunavanje dovoljno je koristiti i Excel tabelu, ali

radi lakseg i brzeg dobijanja vrednosti rezervi primer ¢e biti sproveden u softveru R. Za
pocetak je potrebno instalirati paket Chain-Ladder komandom:

install.packages('ChainLadder”)

Pomoc¢u ove komande korisnik programa instalira funkcije koje su korisne za racunanje
rezervi osiguravajuceg drustva, a koje su zasnovane na Chain-Ladder tehnikama. Potom

je potrebno uneti podatke o dosadasnjim pla¢anjima zahteva za odstetu. U ovom radu,
podaci su uneti u matricu trougao na slede¢i nacin:

trougao < — matriz(c(
+1780, 2673, 2874, 3094, 3157, 3166, 3186, 3202,
+3226,4219,4532, 4881, 5144, 5199, 5223, N A,
+3652, 4989, 5762, 6436, 6720, 6855, NA, N A,
192723, 4301, 5526, 6231, 6617, NA, NA, N A,
12923, 4666, 5349, 6489, NA, NA, NA, N A,
+2990, 5417, 7010, NA,NA,NA,NA, NA,
13917,5880, NA, NA, NA, NA, NA, N A,
13545, NA, NA, NA,NA, NA, NA, N A),
+nrow = 8, byrow = TRUFE)

Podaci se unose u matricu u kumulativnom obliku zato §to Mack-ov model racuna
rezerve preko ove vrste podataka. Kada se napravi matrica u ovakvom obliku, moguce je
primeniti funkciju MackChainLadder. Pomoc¢u nje program primenjuje Mack-ov model
na podatke iz matrice trougao. U konzolni prozor potrebno je uneti slede¢u komandu:

mack < —MackChainLadder(trougao, est.sigma =" Mack”)

Pozivanjem komande mack program ¢e prikazati detaljnu analizu podataka pomocu
Mack-ovog stohastickog modela. R daje na uvid podatke o rezervama za svaku godinu

Stete 1 o ukupnim rezervama osiguravajuc¢eg drustva. U tabeli 4.9 prikazani su dobijeni
rezultati nakon Sto je uneta poslednja komanda. Iz tabele se moze isc¢itati da Mack-ov
model predvidja da je potrebno cuvati rezerve u iznosu od 8897. Citalac moze primetiti
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Godina stete: | Ocekivana Isplate Ocekivana Standardna | Procenat
ukupna do 2014. | buduca greska greske:
plac¢anja: godine: plac¢anja rezervi:

(rezerve):
2006 3202 3202 0 0 0%
2007 5249 5223 26 1 4%
2008 6926 6855 71 9 13%
2009 6774 6617 157 59 38%
2010 6963 6489 474 122 26%
2011 8488 7010 1478 416 28%
2012 8431 5889 2542 e 30%
2013 7694 3545 4149 1124 27%
UKUPNO: | 53727 44830 8897 1569 18%

Tabela 4.9: Rezerve dobijene Mack-ovim modelom

A Ao A3 Ay As Ao At
Razvojni faktori: 1.5159 1.1823 1.1284 1.0482 1.0132 1.0053 1.0050

Tabela 4.10: Razvojni faktori dobijeni Mack-ovim modelom

da je dobijeni iznos rezervi isti kao kod tezinskog Chain-Ladder metoda i kod Poasonovog
modela sa povec¢anom disperzijom.

Velika prednost koriséenja softvera je moguénost brzog i preciznog izraCunavanja pa-
rametara modela. R ima ugradjenu funkciju kojom se, pomocu samo jedne jednostavne
komande, moze do¢i do ocenjenih vrednosti razvojnih faktora Mack-ovog modela A;:

mack$ f

U tabeli 4.10 prikazani su dobijeni rezultati nakon pozvane prethodne funkcije u kon-
zolnom prozoru. Moze se primetiti da su vrednosti ocenjenih razvojnih faktora identicne
razvojnim faktorima dobijenih Chain-Ladder metodom. Ovo pokazuje da je Mek napravio
dobar ocenjiva¢ pomocu kojeg se dolazi do ta¢nih i nepristrasnih ocena razvojnih faktora.
Takodje, softver ima moguc¢nost prikaza cele tabele sa podacima nakon Sto su poznate
ocene buducih placanja. Pozivanjem sledec¢e komande, dobija se matrica u kojoj su pri-
kazana placanja iz prethodnih perioda i na njima primenjene ocene razvojnih faktora da
bi se dobila buduca placanja zahteva za odstetu:

mack$FullTriangle

Funkcija koja moze biti jako korisna za ovaj model je plot(mack) koja prikazuje
izracunate podatke preko Sest razlicitih grafika. Gornji levi grafik po svakoj godini Stete
prikazuje visinu do sada plac¢enih zahteva za odstetu D;,_; crnom bojom, dok sivom bo-
jom prikazuje ocenu ukupnih placanja za i-tu godinu Stete f)m Razlika izmedju te dve
vrednosti pla¢anja, tj. izmedju sive i crne povrsine predstavlja ocenu rezervi za svaku
godinu Stete. Na grafiku je, takodje, prikazano za svaku godinu Stete koliko je moguce
donje i gornje odstupanje ocene ukupnih pla¢anja od realizovanih vrednosti. Na gornjem
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desnom grafiku se moze videti kako su se kretale visine placanja tokom razvojnih godina.
Za svaku godinu Stete prikazana je jedna rastuca funkcija (zato $to su podaci u kumula-
tivnom obliku). Preostala cetiri grafika prikazuju standardizovane reziduale u odnosu na
unesene podatke o plac¢anjima, u odnosu na godinu Stete, kalendarski period i razvojnu
godinu. Jedan od pokazatelja da li je Mack-ov model primenljiv i dobro sproveden na
unesenim podacima je polozaj standardizovanih reziduala na graficima. Ukoliko ne po-
stoji ocigledna pravilnost u njihovom polozaju i ukoliko je bar 95% reziduala u rangu od
-2 do 2 na y-osi, to je pokazatelj da je model primenljiv.

Mack Chain Ladder Results Chain ladder developments by origin period
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(1) (62)? (63)*  (04)* (05 (66)
Parametri: 479.1535 55.7600 53.3595 9.7102 0.8239 0.0062

Tabela 4.11: Parametri (6;)* dobijeni Mack-ovim modelom

4.5.2 Ocena greske

Mack-ov model pripada vrsti stohastickih modela i ima prednost da moze da odredi
gresku ocene aktuarskih rezervi. Model pretpostavlja da je varijansa buducih plac¢anja
poznata i sledeceg oblika:

Var[Dy] = (0;)*D; j1,

te se izraunavanjem ocene parametara (o;)? moze doéi do ocene greske za svaku buduéu
vrednost D;;. Velika pogodnost Mack-ovog modela je Sto je poznat ocenjivac za ove
parametre i $to se isti mogu izracunati bez posebne implementacije softvera. Ocena za
(0;)? se dobija kao suma tezina reziduala podeljena sa brojem reziduala minus jedan:

sz] fz] ) a

n—]

pri cemu su:
Wi; = Di,j—b

D.
fij =

i
D j

Pratedi prethodne formule na jednostavnan nacin se dolazi do ocene parametara (5;).
U tabeli 4.11 su prikazani dobijeni rezultati, tj. ocene parametara. Dalje se ove vrednosti
mnoze sa D; j_; da bi se dobile varijanse placanja u sledecoj razvojnoj godini D;;.

Koriste¢i dve formule koje slede u tekstu dobijaju se vrednosti ocena rezervi za i-tu
godinu stete R;, i vrednost ocene ukupnih rezervi osiguravajuc¢eg drustva R, :

MSEP[R,] = (D;n)? Y = ( = >
k=n—i+1 (Aks1)? Z D,

n n n—1 A 2
MSEP[R,,]=Y" {MSEP[RH] DY D) S — 2("k+;)k }
i—2 g=it1 fen—i41 (Ars1)? 2021 Dok
Velika prednost implementacije programa R u ra¢unanju rezervi je ta sto se na jedno-
stavan nac¢in, samo pomoc¢u komande M ackChainLadder, dolazi do ocena greske. Vazno
je jos jednom napomenuti da se ocene RH i R++ mogu izracunati i ru¢no u programu FExcel
tipa, ali je potrebno voditi racuna da se ne napravi greska prilikom mnozenja i sabiranja
odgovarajuc¢ih vrednosti. R je sa ove tacke gledista jako pogodan zato Sto sa sigurnoséu
prikazuje ocene greske i iskljuc¢uje moguénost nastanka grecke prilikom racunanja. U
tabeli 4.9 su prikazane ocene rezervi, ali ujedno i standardne greske ocene rezervi. U
trecoj koloni tablice se moze is¢itati vrednost M SEP [RH] za svaku godinu Stete, dok se
u cetvrto] koloni moze videti izracunati procenat greske koji je dobijen deljenjem vredno-
sti standardne greske sa ocenom rezervi. Vazan podatak koji se moze saznati iz poslednje
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vrste tabele je ocena greske za ukupne tehnicke rezerve M.S EP[R++]. Mack-ov model
je dao ocenu ukupnih rezervi 8897, ali je prikazao da ¢e realizovane vrednosti rezervi
odstupati od svoje ocene za najvise 18 procenata, Sto je njegova prednost u odnosu na
Chain-Ladder metod koji nema moguc¢nost dobijanja ocene greske.

4.6 Negativno-binomni model sa povecanom
disperzijom

Negativno-binomni model sa pove¢anom disperzijom pretpostavlja da su vrednosti
plac¢anja zahteva za odstetu C;; slu¢ajne promenljive koje imaju Negativnu binomnu ras-
podelu sa povecanom disperzijom. Slicnost sa Poasonovim modelom je u pretpostavci
da su Cj; medjusobno nezavisne za svako ¢ = 1,2,...,nij = 0,1,2,...,n — ¢, dok
je razlika izmedju modela ta sto se ovde pretpostavlja da slucajne promenljive imaju
Negativnu-binomnu raspodelu, pa stoga, i ocekivanje i disperzija raspodele C;; imaju nov

oblik:
E[Cy] = (A = 1)Djj1,
VCLT[CZ']‘} = Qﬁ/\]<)\j — 1)Di,j—17

iz ¢ega se vidi da je disperzija pove¢ana proporcionalno oc¢ekivanju:
V(ZT[C”'] = QS)\]E[CU]

D, j_1 oznacava kumulativnu vrednost placanja zahteva za odStetu odn. zbir svih
pla¢anja do 7 — 1. razvojne godine za zahteve podnete u i-toj godini Stete. U formuli
za disperziju se pojavljuje faktor proporcionalnosti ¢ koji ukazuje da je raspodela sa
povecanom disperzijom, tj. da je disperzija slucajne promenljive proporcionalna njenom
ocekivanju. ¢ se ocenjuje iz podataka koji su dati.

Novost u modelu je pojava parametara A; koji su pandani razvojnim faktorima kod
Chain-Ladder metoda. Zbog sli¢nosti parametara \; sa razvojnim faktorima, ceo model
je intuitivniji nego Poasonov i na njemu je lakse primeniti Chain-Laddder tehniku. Ve-
lika olaksSica za racunanje je Cinjenica da se znatno smanjuje broj parametara zato sto se
ne posmatraju parametri po redovima tabele, ve¢ samo po kolonama. Takodje, smanjen
broj parametara ¢e usloviti manju ukupnu gresku koja nastaje ocenjivanjem parametara.
Vazno je ponovo napomenuti da broj parametara nema ulogu u krajnjem rezultatu mo-
dela, stavise, ocena rezervi dobijena Negativno-binomnim modelom ¢e biti jednaka oceni
dobijenoj Poasonovim modelom.

Kao i kod Poasonovog modela, za ocenu placanja Cj; se uzima njena ocekivana vred-
nost C;; = E[C;]. Stoga je ukupna vrednost rezervi jednaka sumi svih buduéih placanja
zahteva za odstetu Cj;,i =2,3,...,n,j=n—1+1,...,n— 1.

Iz osnovnih pretpostavki modela se vidi da je model nelinearan po parametrima. Radi
lakse primene metode maksimalne verodostojnosti, model se prebacuje u oblik uopstenog
linearnog modela (GLM oblik) koji je pogodan za racunanje zato $to je linearan po para-
metrima. Takodje, da bi se na lak nacin ocenili parametri, koriste se statisticki softveri
koji u sebi imaju moguénost racunanja MMV.

20



E[Cij] = Mm;; = (>\j - 1)Di,j—17
Ukoliko se logaritmuje leva i desna strana jednakosti, dobija se:
log(m,-j) = lOg(()\] — 1)Di,j—1> = lOg()\] - 1) + lOg(DiJ‘_l).

Kako je pretpostavljena Negativna binomna raspodela, odgovarajuca link funkcija je lo-
garitamska. Stoga sledi:

log(\j — 1) = c+ aj_1,
pri cemu je j > 2, a; = 0, a oj_; su nepoznati parametri koje treba oceniti. Na osnovu
prethodnog racuna, konacno sledi da je:

log(mij) =c+ Q51 + lOg(Di’j_l).

Ovo je novi oblik modela gde se na laksi na¢in moze primeniti MMV i dobiti ocena
parametara cio;_; . Koristeci statisticki softver dobijaju se ocene ¢ i &;_;. Ovi parametri
nemaju fizicki smisao, ve¢ su definisani samo radi lakseg izracunavanja ocena parametara
i radi lakSe primene metode maksimalne verodostojnosti. Da bi se dobili parametri A;,
koji imaju fizicki smisao, potrebno je da se uradi antilogaritmovanje link funkcije:

log(A\j — 1) =c+ a1,

Aj—1=explc+ aj_1),
Aj=1+exp(c+aj-1),j > 2.

Na osnovu ovog, na lak nacin se mogu izracunati ocene za parametre \;:

~ A~

A=14exp(é+a+j—1),5>2a =0.
Nakon ocenjivanja parametara c i \; - ¢, j\j, mogu se dobiti ocene pla¢anja:
éz“ - E[CZ] - mij - (;\] - ]-)Di,j—1~

Kao i kod Poasonovog modela, ocena ukupnih rezevi za i-tu godinu Stete se oznacava sa
Cjs 1racuna na sledeéi nacin:

A n_l A
Cz+ = Z Cij>
j=n—i+1
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4.7 Normalna aproksimacija Negativno-binomnog
modela

Normalna aproksimacija Negativno-binomnog modela je nastavak price o Negativno-
binomnom modelu i sluzi kao nadogradnja za resavanje problema negativnih parametara
koji se mogu pojaviti u modelu. Da podsetimo, parametri u Negativno-binomnom mo-
delu su JA; , koji imaju fizicki smisao i koji su parnjaci razvojnim faktorima u Chain-
Ladder metodu. Sa pojavom negativnih vrednosti u tabeli pla¢anja, prilikom primene
Negativno-binomnog modela moze se pojaviti vrednost parametara manja od jedinice,
tj. A; < 1. Ovaj slucaj ¢e se desiti onda kada je suma svih vrednosti pla¢anja C;; ne-
gativna za fiksiranu kolonu j, pa ¢e samim tim kumulativne vrednosti plac¢anja za j-tu
razvojnu godinu - D;;, biti manje od kumulativnih vrednosti za razvojnu godinu j — 1
- D; j—1. Za Negativno-binomni model, pojava negativnih vrednosti parametara ce uslo-
viti da disperzija bude negativna, sto nije dozvoljeno, pa stoga ovde model puca i ne
dozvoljava slobodno racunanje rezervi. U Negativno-binomnom modelu je pretpostavljen
slede¢i oblik disperzije zahteva za odstetu:

V(M”[Oij} = §b/\]()\J — 1)Di,j—1-

Pretpostavlja se da ¢ i D; ;1 imaju pozitivne vrednosti, pa pojavom \; < 1, sledi
da je Var[C;;] < 0. Ovo se resava konstruisanjem posebne promenljive f;; koja ¢e izbedi
problem negativne disperzije i koja ¢e imati Normalnu raspodelu. U ovom modelu se
pretpostavlja da su oc¢ekivanje i disperzija sledec¢eg oblika:

E[Ci;] = (\j — 1)Dij-1,

VCLT‘[CM] = QbDi,j—l'

D, j_1 oznacava kumulativnu vrednost placanja zahteva za odstetu, dok je ¢ faktor pro-
porcionalnosti. Cj; su medjusobno nezavisne slucajne promenljive za svako i = 1,2,...,n
ij=0,1,2,...,n — 1, odn. vrednosti placanja u jednoj razvojnoj godini nezavisno pri-
maju vrednosti od placanja u ostalim razvojnim godinama, kao i sto vrednosti pla¢anja
jedne godine Stete nezavisno primaju vrednosti od pla¢anja u ostalim godinama Stete.

Iz definicije kumulativnih vrednosti plac¢anja vazi sledeca jednakost koja povezuje in-
krementalne i kumulativne vrednosti isplata osiguravajuceg drustva:

Dij — Di,j—l + C”

Ako se pretpostavi da je D;;_; poznata vrednost data u tabeli placanja, mogu se
doneti zakljucci o ocekivanju i disperziji kumulativnih zahteva za odstetu Dj; :

E[Dy] = E[D;j1 + Cyy] = E[Dij1] + E[Cy] = Dij1 + (Aj — 1) % Dyj1 = Aj* Dy,

VCLT’[DZ‘j] = VCZT’[DL]',l + Cl]] = VCM"[CZ‘]'] = ¢Di,jfl-

Na slican nacin se moze izracunati ocekivanje i disperzija za slucajnu promenljivu
Dij .
D;j 1"

D
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Dij . V(IT[DZ‘]'] . ¢

Var = )
[Di,jq] Di,j—12 D; ;i

Ova raspodela se oznacava sa f;; = D?;il i znacajna je za ovaj model zato sto ima Nor-
malnu raspodelu. f;; pokazuje koliki je odnos izmedju kumulativnih vrednosti pla¢anja
u j-0j razvojnoj godini i j — 1. razvojnoj godini, odn. koliko ¢e biti novih pla¢anja u
j-0j razvojnoj godini u odnosu na prethodnu. U Chain-Ladder metodu, ovaj odnos je
pokazivao razvojni faktor, samo sto je to bila deterministicka veli¢ina dobijena iz pozna-
tih podataka, a ovde se ta vrednost dobija kao koliénik dve slucajne promenljive, pa je
samim tim i sama slu¢ajna promenljiva. Primecuje se odredjena povezanost dva modela
zato §to je ocekivanje slucajne promenljive f;; upravo razvojni faktor A;, tj. odnosom dve
kumulativne vrednosti pla¢anja dobija se centrirana ocena razvojnog faktora. Racunajuci
ocene slucajnih promenljivih f;; : fij, dobijaju se ocene razvojnih faktora pomocu kojih
se predvidjaju buduce vrednosti placanja zahteva za odstetu.

Kao i u prethodnim modelima, iz ocekivanja slucajne promenljive f;; primecuje se
da je model nelinearan po parametrima. Model se prvo mora prebaciti u GLM oblik da
bi se dobila linearnost po parametrima, kao i da bi se na laksi nacin ocenili parametri
modela metodom maksimalne verodostojnosti. Slucajna promenljiva f;; ima normalnu
raspodelu tako da ¢e se dalje primeniti identicka link funkcija da bi se doslo do zZeljenog
oblika modela:

D

E[fl]]:E[ ]:)\j:C—FOéj,l,jZZ,O(l:O.

Da bi se dobile ocene parametara c i a;_; koristi se statisticki softver. Ovim putem,
na jednostavan i brz nacin se dobijaju ocenjeni parametri ¢ i &;—;. I u ovom modelu
racunavaju se parametri samo po kolonama, ne po vrstama tabele plac¢anja, ¢ime se
znacajno smanjuje broj parametara za ocenjivanje.

~

Nakon Sto se uvrste poznate vrednosti parametara ¢ i &;_; u prethodnu jednakost,
dobijaju se vrednosti parametara j\j, Sto su, kao Sto je ranije napomenuto, ocene razvoj-
nih faktora. Kako su izracunate ocene razvojnih faktora, potrebno je samo jos razviti
ostatak tabele sa kumulativnim placanja, tj. treba poznate podatke, koji su u obliku
trougla, prosiriti do tabele oblika kvadrata, bas kao kod Chain-Ladder metoda. Ako se
na taj nacin prosiri tabela, poslednja kolona ¢e sadrzati vrednosti lA)m za svaku godinu
Stete 7. Ove vrednosti oznacavaju ocene svih oc¢ekivanih ukupnih vrednosti placanja za n
razvojnih godina za svaku godinu stete ¢. Oduzimajuéi vrednost ve¢ placenih zahteva za
odstetu u i-toj godini Stete D, ,,_;, dobice se ocekivana vrednost buducih plac¢anja, odn.
rezerve koje treba cuvati za placanje Steta prijavljenih u i-toj godini Stete. Sabiranjem
vrednosti rezervi za svaku godinu Stete dobija se ukupna vrednost rezervi koje osigura-
vajuce drustvo treba da ¢uva da bi sa sigurnoséu moglo da isplac¢uje buduce obaveze.

Vazno je napomenuti da je ovaj model nastavak Negativno-binomnog modela, pa ¢e

samim tim rac¢unati iste vrednosti rezervi. Razlika izmedju modela ¢e se primetiti u gresci
ocene modela, zato §to se pretpostavljaju razli¢ite raspodele slucajnih promenljivih Cj;.
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NAPOMENA: U ovom radu, Negativno-binomni model sa poveéanom disperzijom
i Normalna aproksimacija Negativno-binomnog modela nec¢e biti implementirani u pro-
gramskom paketu R niti ¢e za njih biti uradjen primer. Ova dva modela su znacajno
komplikovanija od ostalih po svojoj teoretskoj strukturi i nacinu rac¢unanja greske ocene.
Oba modela spadaju u grupu tzv. ,rekurzivnih modela“ zato sto se varijansa stohastickog
procesa predvidja preko varijanse za ocene k razvojnih perioda unapred, koristeci uslovnu
verovatnocu:

VCM”[DjJrk,l‘Cl, Cg, ey ijl] = ¢)\j)\j+1 R )\j + k — 1()\] Ce )\j+k71 — 1)Dj,1.

Na slican nacin, u oba modela racuna se i disperzija svakog buduceg placanja preko di-
sperzija za odredjen broj koraka unazad Var[D,|D,_;.1].

Implementacija u softveru, takodje, nije jednostavna i linearna kao kod ostalih sto-
hastickih modela. Veéina softvera koji racunaju GLM modele ¢ak ni nemaju moguénost
primene Negativno-binomne raspodele. Mnogi svetski matematic¢ari su morali sami da
prave svoje programe i tabele za dobijanje parametara ovih modela. Na kraju, ipak
glavni razlog zasto se u ovom radu nece dublje proucavati ovi modeli je zato Sto ni jedan
ni drugi model nisu toliko zastupljeni u literaturi niti su znacajni za svakodnevnu stoha-
sticku praksu. Teoretski deo oba modela je predstavljen u radu da bi ¢italac bio upucen
u mogucnosti i potencijale statistickih modela i njihovu raznovrsnost.
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Glava 5

Bootstrap metod

Tvorac ove metode je americki statisticar Bradley Efron, koji je 1979. godine pre-
dlozio Bootstrap kao novu kompjutersku statisticku tehniku. Naziv Bootstrap potice od
engleskog izraza "to pull oneself by one’s bootstraps”, sto u prenesenom smislu znaci
posti¢i uspeh bez oslanjanja na pomo¢ spolja. Bootstrap se moze definisati kao metoda
kojom se na osnovu raspolozivih podataka iz nekog uzorka kreira veliki broj novih uzo-
raka, sluéajnim biranjem sa vracanjem iz skupa raspolozivih podataka. Ovo znaci
da svaki element ima jednaku verovatnoc¢u da udje u uzorak i da se pri tome neki elementi
mogu pojaviti vise puta, a neki nijednom.

Bootstrap spada u grupu statistickih tehnika sa idejom o recikliranju informacija
sadrzanih u jednom jedinom raspolozivom uzorku. Osnovni princip ovih "resampling”
metoda je da se realizovani uzorak x = (x1,x9,...,x,) tretira kao virtuelna popula-
cija iz koje ¢e biti generisani novi uzorci — resamples. Na ovaj nacin se dobija uzorak
x* = (zf,25,...,2F) pri cemu dva uzorka ne moraju biti istih obima, tj. nije nuzno
m = n. Nagla ekpanzija ovakvih metoda je nastala zahvaljujuci razvitku brzih kompju-
tera u poslednjih nekoliko decenija. Sve viSe su primenjivi metodi koji se zasnivaju na
simulaciji podataka, a racunarskim softverima je omoguceno da se na lak i brz nac¢in dodje

do relativno pouzdanih rezultata i ocena.

Na primer, neka je x = (2,4, 5, 6,6) realizovani uzorak. Pomoéu kompjutera ili gene-
ratora slucajnih brojeva se dobijaju "pseudo — uzorci” slu¢ajnim biranjem vrednosti sa
vra¢anjem iz uzorka x. Na ovaj nacin se mogu dobiti z*:

Bootstrap metod je praktican zato Sto se generisanje novih uzoraka moze racunati u
Excel-u i nije potrebno imati poseban statisticki softver koji vrsi simulacije niti koji racuna
slozene formule. Za primenu ovog metoda potrebno je imati podatke koji su nezavisni i
sa istom raspodelom. Kod problema racunanja tehnickih rezervi, podaci o pla¢anjima za-
hteva za odstetu jesu nezavisni, ali nisu isto raspodeljeni, zato sto se ocekivanja razlikuju
kroz razvojne godine (generalno opada o¢ekivana vrednost slu¢ajnih promenljivih kako
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Razvojna godina:

Godina stete: | 0 1 2 3 4 5 6 7
2006 1780 | 893 201 220 63 9 20 16
2007 3226 | 993 313 349 263 55 24
2008 3652 | 1337 | 773 674 284 135
2009 2723 | 1578 | 1225 | 705 386
2010 2923 | 1743 | 683 1140
2011 2990 | 2427 | 1593
2012 3917 | 1972
2013 3545

Tabela 5.1: Placanja zahteva za odstetu tokom razvojnih godina - Cj;

prolaze razvojne godine). Stoga, umesto da se kao poznati uzorak za primenu bootstrap-
a uzmu vrednosti placanja zahteva za odstetu Cj;, uzimaju se vrednosti reziduala, tj.
razlike prave vrednosti placanja od njihove ocenjene vrednosti. Reziduali su takodje ne-
zavisni i imaju priblizno istu raspodelu ili se na jednostavan nac¢in mogu svesti na istu
raspodelu, pa se moze zakljuciti da zadovoljavaju pretpostavku o obliku podataka na ko-
jima se moze primeniti Bootstrap.

Postoji mnostvo oblika u kojima se reziduali mogu prikazati. Za racunanje rezervi
osiguravajuceg drustva uglavnom se koriste Pirsonovi reziduali, u oznaci r?, a definisani
su na slede¢i nacin:

o — G 1y
mij
U prethodnoj jednacini, C;; je vrednost realizovanog placanja zahteva za odstetu u j-
toj razvojnoj godini, i-te godine Stete, dok je m;; = E[Cj;] = é’ij ocena tog placanja.
Ovakav oblik reziduala moze da se primeni samo na Poasonovom modelu, dok se za druge
stohasticke modele moraju napraviti odredjene promene, ali je i dalje moguce dobiti ocenu
rezervi koriste¢i Bootstrap tehniku.

5.1 Objasnjenje modela

Kao sto je ranije u radu napomenuto, kada se racunaju tehnicke rezerve, Bootstrap me-
toda se ne primenjuje na same vrednosti pla¢anja, ve¢ na njihove reziduale. Ovlas¢enom
aktuaru koji racuna ove rezerve, poznati su podaci o pla¢anjima u inkrementalnom obliku:
Cij,t=1,2,...,nij=0,1,...,n—1 kao §to se vidi u tabeli 5.1. Koriste¢i Chain-Ladder
metodu na ovim vrednostima placanja lako se moze do¢i do kumulativnih vrednosti D;;,
a potom i do razvojnih faktora A;,j = 1,2,...,n — 1. U tabeli 5.2 se vide vrednosti
razvojnih faktora dobijene pomoc¢u metode tezinskog proseka. Na osnovu razvojnih fak-
tora Chain-Ladder metod moze da izracuna ocenu buduéih pla¢anja zahteva za odstetu:
ﬁij,i =23,....n,7=n—1+1,...,n — 1 na slede¢i nacin:
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Razvojni faktori:
1 2 3 4 5 6 7
Tezinski prosek | 1.5159 | 1.1823 | 1.1284 | 1.0483 | 1.0132 | 1.0053 | 1.0050

Tabela 5.2: Razvojni faktori A; dobijeni metodom tezinskog proseka

Razvojna godina:

Godina Stete: 0 1 2 3 4 ) 6 7
2006 1475 | 2237 | 2644 | 2984 | 3128 | 3169 | 3186 | 3202
2007 2419 | 3667 | 4335 | 4892 | 5128 | 5196 | 5223
2008 3191 | 4838 | 5719 | 6454 | 6765 | 6855
2009 3121 | 4731 | 5594 | 6312 | 6617
2010 3208 | 4864 | 5750 | 6489
2011 3911 | 5929 | 7010
2012 3885 | 5889
2013 3545

Tabela 5.3: Ocenjena prosla placanja pomocu razvojnih faktora - kumulativni oblik

Di,n—i-‘,—l - Di,n—i)\n—i—H
i

Dz’,k:Di,kq)\k,
k=n—1+2n—1i+3,....,n—1.

Kod Bootstrap metoda razvojni faktori ¢e sluziti da se izracunaju vrednosti m;;. Po-
smatraju se poslednji podaci koji su poznati o placanjima za sve godine Stete D;,_;, to
su podebljane vrednosti u tabeli 5.3. Pocevsi od njih, vrsi¢e se obrnut proces od Chain-
Ladder-a, gde ¢e se pomocu razvojnih faktora do¢i do ocene veé¢ poznatih pla¢anja u
gornjem trouglu tablice:

Na ovaj nacin se dolazi do kumulativnih vrednosti ocena ranijih pla¢anja, koje su
izracunate u tabeli 5.3. Da bi se napravili Pirsonovi reziduali, potrebne su ocene
vrednosti pla¢anja u inkrementalnom obliku, tako da se koristi sledeca jednacina:

~

Oz‘,n—i = Di,n—i - Di,n—i—h t=1,...,n.

Ove vrednosti su zapravo m;; = C;; pomocu kojih se mogu izracunati Pirsonovi rezi-
duali na kojima ¢e se primeniti Bootstrap tehnika. Reziduali su prikazani u tabeli 5.5 i
dobijeni su preko ranije pomenute formule:

Ci — 1
p o 7,] 7,‘] . s .
rii=—F—"1t=1,...,m,7=0,1,...,n—1.
mij
Pre nego sto se Pirsonovi reziduali upotrebe u Bootstrap simulacijama, ¢esto se prvo uradi
korekcija reziduala da bi se dobila bolja ocena sa osobinom nepristrasnosti (centriranosti),
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Razvojna godina:

Godina Stete: 0 1 2 3 4 | 516 |7
2006 1475 | 761 | 408 | 340 | 144 | 41 | 17 | 16
2007 2419 | 1248 | 668 | 557 | 236 | 68 | 27
2008 3191 | 1646 | 882 | 735 | 311 | 90
2009 3121 | 1610 | 863 | 718 | 305
2010 3208 | 1655 | 887 | 739
2011 3911 | 2018 | 1081
2012 3885 | 2004
2013 3545

Tabela 5.4: Ocenjena prosla pla¢anja pomoc¢u razvojnih faktora - inkrementalni oblik

Razvojna godina:

Godina stete: 0 1 2 3 4 5 6 7
2006 793 | 4,78 | -10,24 | -6,49 | -6,75 | -5,04 | 0,82 | 0,00
2007 16,41 | -7,21 | -13,75 | -8,81 | 1,76 | -1,57 | -0.64
2008 8,16 | -7,62 | -3,67 | -2,24 | -1,55 | 4,79
2009 -7,13 | -0,80 | 12,34 | -0,50 | 4,67
2010 -5,04 | 2,16 | -6,84 | 14,77
2011 -14,73 | 9,11 | 15,58
2012 0,52 | -0,72
2013 0,00

Tabela 5.5: Pirsonovi reziduali

Razvojna godina:

Godina stete: 0 1 2 3 4 5 6 7
2006 4,89 | 2,95 | -6,32 | -4,01 | -4,17 | -3,11 | 0,50 | 0,00
2007 10,13 | -4,45 | -8,48 | -5,43 | 1,08 | -0,97 | -0,39
2008 5,04 | -4,71 | -2,26 | -1,38 | -0,96 | 2,96
2009 -4,40 | -0,50 | 7,62 | -0,31 | 2,88
2010 -3,11 | 1,33 | -4,22 | 9,12
2011 -9,09 | 5,62 | 9,61
2012 0,32 | -0,44
2013 0,00

Tabela 5.6: Korigovani Pirsonovi reziduali
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a potom ti novi korigovani reziduali upotrebe u Bootstrap metodu. Korekcija se vrsi
na sledec¢i nacin:

kor n p ; ,
pror — rot=1....n,75=01,...,n—1.
Y \/én(n—l) —2n+1" J

U primeru je pretpostavljeno da je n = 8, te se korekcija vrsi tako §to se Pirsonovi rezi-
duali pomnoze sa brojem 0,617213. Dobijeni korigovani reziduali se mogu videti u tabeli
5.6. Podaci iz te tabele predstavljaju jedini realizovan uzorak iz kojeg ¢e se simulirati
pseudo-uzorci. Vrednosti u novim uzorcima ¢e se birati na slucajan nacin sa vracanjem
iz vrednosti korigovanih Pirsonovih reziduala. Koriséenjem simulatora sluc¢ajnih brojeva
ili nekog softvera, dobijaju se tabele slicne tabeli 5.6, pri ¢emu se neke vrednosti mogu
pojaviti vise puta usled biranja brojeva sa vracanjem, dok se druge ne moraju pojaviti
nijednom. Ovde pocinje iterativna petlja i korake koji slede treba ponoviti sto vise puta.
Bootstrap daje sve ta¢nije rezultate kako se broj simulacija poveéava. Pseudo-uzorci koji
se dobiju Bootstrap metodom se oznacavaju sa r7;. 1z jednacine koja povezuje reziduale i
vrednosti pla¢anja mogu se izracunati vrednosti Bootstrap inkrementalnih plaé¢anja
zahteva za odstetu C7;:

Cy = ri /Mg + mij,

zasvei=1,...,ni5=0,1,...,n—1. Koriste¢i Chain-Ladder metod dobijeni inkremen-
talni podaci se prebacuju u kumulativni oblik:

Z lk’

zasvei=1,....ni7=0,1,...,n—1i Ove vrednosti se zovu Bootstrap kumulativna
placanja i na osnovu njih se izracunavaju razvojni faktori jednom od tri ranije navedene
metode. Najcesce se koristi metoda tezinskog proseka:

v XDy
J Z?_ J+ D i 1
pri cemu se razvojni faktor racuna za svaku razvojnu godinu j = 1,2,...,n — 1. Mnozeci
odgovarajuce bootstrap kumulativne vrednosti pla¢anja sa razvojnim faktorima dobijaju
se ocene buduéih placanja koji se nalaze u donjem trouglu tabele pla¢anja.
D*

iwn—i+1

D:n i‘n—i+1
1

D*k_Dzk 1
k:n—z+2n—z—|—3 coon—1.

Na ovaj nacin se dobijaju ocene budué¢ih pla¢anja zahteva za odstetu u kumulativnom
obliku. Koriste¢i poznatu jednacinu sa odnosom kumulativnih i inkrementalnih vrednosti
dobijaju se ocene buduéih pla¢anja zahteva za odstetu u inkrementalnom obliku:

Oi*,j - D: D:] 1
za sve godine Stete 1 = 2, ..., n irazvojne godine j =n—i+1,...,n— 1. Ove vrednosti
se nisu mogle dobiti razvojem direktno iz Bootstrap inkrementalnih placanja Cf;,i =
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1,...,n,5 =0,1,...,n — 1, zato Sto se razvojni faktori racunaju i primenjuju samo na
kumulativne vrednosti Dj;. Kao $to je ranije spomenuto, u ovom postupku su koriséeni
Pirsonovi reziduali zato sto se pretpodstavljala Poasonova raspodela pla¢anja budué¢ih
zahteva za odstetu. Kod Poasonovog stohastickog modela sa pove¢anom disperzijom je
vazila pretpostavka o posebnom obliku oc¢ekivanja i disperzije:

E[Ci;] = myj,
Var|Ci] = ¢myj .

m;; predstavlja ocekivanu vrednost Poasonove raspodele, dok je ¢ parametar povecane
disperzije (kod ovog modela vazila je pretpostavka o proporcionalnom odnosu oc¢ekivanja
i disperzije). Bootstrap metodom i Chain-Ladder razvojem dobijene su vrednosti ocena
ocekivanih vrednosti C’Zj,i =2,....,n,5=n—1+1,...,n— 1. Ove vrednosti su ustvari
m;; za Poasonov model sa povecanom disperzijom i predstavljaju parametar ocekivanja.
Parametar disperzije se dobija tako sto se m;; pomnozi sa parametrom povecane disperzije:

1 ?:_5(7“%)2

sn(n+1)—2n+1

¢ =

Ovaj parametar je suma kvadrata Pirsonovih reziduala podeljena sa brojem stepena slo-
bode tj. sa ukupnim brojem reziduala u sumi minus broj parametara koji se ocenjuju.
U primeru kada je n = 8 , broj stepeni slobode je 21, a kada su Pirsonovi reziduali r};
izracunati u tabeli 4.5 | dobija se da je njihova suma jednaka 2130,91. Na kraju se moze
izracunati da je parametar ¢ jednak broju 101,4721. Sada je potrebno generisati buduce
vrednosti placanja iz Poasonove raspodele sa pove¢anom disperzijom ¢ije je ocekivanje

my;, a disperzija ¢m;;:

*
19

Ci = P(mi, ¢omy;),

pricemujet=23,...,n—1ij=n—i+1,...,n—1. Ove vrednosti se simuliraju pomoc¢u
softvera tako da se dobiju realizovane vrednosti Poasonove raspodele C[je“l. Konacno, ove
vrednosti predstavljaju ocenu buduc¢ih placanja, tj. rezervi koje osiguravajuce drustvo
treba da cuva za obaveze u buduénosti. Sabiranjem vrednosti C’[fal po svim ¢-ovima i
j-ovima dobija se ocena ukupnih aktuarskih rezervi R*. Na ovaj nacin se Bootstrap teh-
nikom doslo do ocene rezervi. Da bi bila sto bolja ocena, potrebno je ponoviti Bootstrap
iteraciju sto vise puta. U ovom radu uradi¢e se 1000 iteracija uz pomo¢ statistickog pa-
keta R. Program za svaku iteraciju daje jednu ocenu rezervi R*. Kona¢na ocena ukupnih
rezervi osiguravajuceg drustva pomocu Bootstrap metoda se dobija tako Sto se izracuna
prosecna vrednost rezervi R* dobijenih u svakoj iteraciji. Bootstrap metod takodje moze
da pruzi informaciju ovlaséenom aktuaru i o gresci ocene rezervi. Greska se racuna preko
standardne devijacije vrednosti rezervi R* dobijenih u svakoj iteraciji.

Velika prednost Bootstrap-a u odnosu na ostale metode je to sto pravi prediktivnu
raspodelu ukupnih pla¢anja osiguravaju¢eg drustva. Na osnovu nje je moguce doci
do mnogo Sireg opsega informacija o placanjima u buduc¢nosti. U nastavku rada bice
prikazan postupak vrSenja Bootstrap simulacija u softveru R kao i detaljan opis komandi
kojim se moze doc¢i do zeljene ocene rezervi. Takodje, bi¢e prikazana dobijena prediktivna
raspodela na osnovu simuliranih kvazi-uzoraka.
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5.2 Simulacije u programskom paketu R

U ovom radu se koristi softver za racunanje rezervi pomoc¢u Bootstrap metoda zato
Sto ceo postupak zahteva veliki broj simulacija Pirsonovih reziduala, ali i realizovanih
vrednosti Poasonove raspodele sa povec¢anom disperzijom. Koriste¢i softver, na lak i
jednostavan nacin se radi veliki tehnicki posao, ¢ime se olakSava racunanje ovlaséenog
aktuara. Takodje, ovim putem se vrsi slucajno biranje vrednosti slu¢ajnih promenljivih
koje se moraju odraditi preko nekog simulatora brojeva. Za pocetak, u R-u je potrebno
instalirati poseban paket - Chain Ladder paket, pomoc¢u kojeg se moze raditi sa podacima
za racunanje rezervi osiguravajuceg drustva. U konzolni prozor se ukuca:

install.packages('ChainLadder”)

Da bi se izracunale rezerve podaci se u kumulativnom obliku prvo unose u matricu. U
ovom primeru matrica sa podacima je nazvana trougao i u program se unosi na sledeci
nacin:

trougao < — matriz(c(
+1780, 2673, 2874, 3094, 3157, 3166, 3186, 3202,
+3226,4219,4532, 4881, 5144, 5199, 5223, N A,
+3652, 4989, 5762, 6436, 6720, 6855, NA, N A,
+2723,4301, 5526, 6231,6617, NA, NA, NA,
12923, 4666, 5349, 6489, NA, NA, NA, NA,
£2990,5417,7010, NA, NA, NA, NA, N A,
+3917,5889, NA,NA,NA, NA,NA,NA,
13545, NA, NA, NA, NA, NA, NA, NA),
+nrow = 8, byrow = TRUFE)

U ovakvom obliku, matrica trougao moze da se Koristi za rac¢unanje Bootstrap metode.
U Chain-Ladder paketu je ugradjena posebna funkcija koja simulira Bootstrap metodu:

B = BootChainLadder(Triangle = trougao, R = 1000, process.distr =" od.pois”)

Funkcijom BootChainLadder softver primenjuje Bootstrap metodu na podatke u ma-
trici trougao. R = 1000 znaci da se vrsi 1000 iteracija racunanja rezervi, dok process.distr
= "od.pois” oznacava pretpostavku da placanja zahteva za odstetu imaju Poasonovu ras-
podelu sa povec¢anom disperzijom. U ovom delu komande se moze uneti i process.distr =
"gamma”, ¢ime se pretpostavlja Gama raspodela zahteva za odstetu i dobija drugaciji
Bootstrap model, ali ujedno i druga ocena aktuarskih rezervi. Pozivanjem vrednosti B
u konzolnom prozoru, dobija se tabela 5.7 sa vrednostima ocena rezervi, a pozivanjem
plot(B) dobijaju se cetiri grafika prikazana na sledecoj strani. Na osnovu prikazane ta-
bele i grafika mogu se videti rezultati dobijeni vrsenjem simulacija i konacna vrednost
Bootstrap ocene rezervi osiguravajuceg drustva. Proucavajuéi podatke dobijene u tabeli
5.7 zakljucuje se da je ocena rezervi dobijena Bootstrap metodom jako bliska oceni do-
bijenoj pomoc¢u Chain-Ladder metode. Ovo je pravi pokazatelj da se Bootstrap metod
moze primeniti za resavanje aktuarskih problema, kao Sto je racunanje tehnickih rezervi
osiguravajuceg drustva.
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Godina stete: | Ocekivana Isplate Ocekivana Standardna | Procenat
ukupna do 2014. | buduca greska greske:
plac¢anja: godine: plac¢anja rezervi:

(rezerve):
2006 3202 3202 0 0 0%
2007 5247 5223 24 106 441%
2008 6921 6855 66 157 238%
2009 6778 6617 161 198 123%
2010 6954 6489 465 295 63%
2011 8457 7010 1447 489 34%
2012 8386 5889 2497 693 28%
2013 7667 3545 4122 1073 26%
UKUPNO: | 53612 44830 8782 1749 20%

Tabela 5.7: Rezerve dobijene Bootstrap metodom sa 1000 iteracija

Histogram of Total.IBHR
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Za razliku od Bootstrap-a, Chain-Ladder ne poseduje moguc¢nost rac¢unanja stan-
dardne greske ocene rezervi. Ova cinjenica daje jednu znacajnu prednost Bootstrap
metodu zato sto standardna greska procenjuje koliko je ocena verodostojna i koliko je
eventualno odstupanje stvarnog buduceg stanja isplata od buduéeg stanja predvidjenom
Bootstrap ocenom. Na osnovu moguénosti greske ovlaséeni aktuar donosi odluku da li da
prihvati ili odbaci dobijenu ocenu rezervi. U primeru iz ovog rada se dobija standardna
greska od 20% vrsenjem 1000 iteracija u programu i sa pretpostavkom da placanja zahteva
za odstetu imaju Poasonovu raspodelu sa pove¢anom disperzijom.

Grafici sa prethodne strane su dobijeni pomocu softvera i dosta su korisni za aktu-
ara zato Sto daju uvid o rezultatima simulacija koje su izvrSene. Gornji levi grafikon
naziva se histogram i na njemu se mogu iS¢itati vrednosti oc¢ekivanih ukupnih plac¢anja
dobijenih pomoc¢u R iteracija. Ovo su vrednosti ukupnih pla¢anja za sve godine Stete i
oznacavaju vrednost koju ¢e osiguravajuce drustvo morati da plati za sve Stete koje su
nastale u vremenskom periodu od n godina Steta, takore¢i ukupan trosak drustva za n
godina sStete. Na grafiku se jasno vidi koje su vrednosti bile ¢esée zastupljene prilikom
simulacija, a koje redje. Sve ove vrednosti predstavljaju izvesni uzorak pomocu kojeg se
moze formirati prediktivna raspodela ukupnih buducih plac¢anja zahteva za odstetu.

Chain-Ladder metod je imao samo jedan uzorak na raspolaganju na osnovu kojeg
se izracunavala ocena ukupnih pla¢anja, dok se u Bootstrap metodu simuliralo hiljadu
pseudo-uzoraka pomocu kojih se izracunalo hiljadu ocena ukupnih pla¢anja. Na osnovu
hiljadu simuliranih uzoraka, dobijen je histogram koji jasno pokazuje realizovane vredno-
sti, ali i njihove frekvencije (ucestalost realizacije u odnosu na sve realizacije). Ovaj grafik
se moze posmatrati i kao prediktivna funkcija gustine verovatnoce za ukupna plac¢anja
zahteva za odStetu. Na osnovu nje se moze dobiti prediktivna raspodela ukupnih
placanja, koja je prikazana na gornjem desnom grafiku na prethodnoj strani. Predik-
tivna raspodela je jedna od vaznih prednosti Bootstrap metoda u odnosu na druge metode
koji predvidjaju buduca pla¢anja osiguravajuceg drustva i racunaju rezerve za buduce oba-
veze. Svi modeli prezentovani ranije u radu su pretpostavljali oblik o¢ekivanja i disperzije
pla¢anja zahteva, Sto su u sustini samo prvi momenat i drugi centralni momenat cele
raspodele. Bootstrap daje moguénost da se napravi cela prediktivna raspodela pomocu
simuliranih novih podataka.

Za svaku raspodelu verovatno¢e mogu se izracunati kvantili, tj. tacke koje dele po-
pulaciju na jednake delove. Za slucajnu promenljivu X kvantil reda p, ili drugim rec¢ima
p-kvantil, je vrednost x, slucajne promenljive sa osobinom:

P(X <z,) <p,P(X >z, <1-—p,
odnosno bilo koje resenje jednacine:

F(xp) =D,

pri cemu je F' funkcija raspodele slucajne promenljive, z, realan broj, a p vrednost iz skupa
(0,1). Kvantil reda p ima osobinu da je 100p% vrednosti slu¢ajne promenljive manje od
zp, a 100(1-p)% vrednosti je vece od x,. Kvantil z,, deli varijacioni niz yy, ya, . .., yn vred-
nosti slu¢ajne promenljive u odnosu 100p% prema 100(1-p)%, odnosno 100p% elemenata
varijacionog niza je manje od x,, a 100(1-p)% elemenata je vece od x,,.
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Godina stete | 0.9-kvantil | 0.95-kvantil | 0.975-kvantil | 0.99-kvantil
2006 0 0 0 0
2007 134 231 304 377
2008 275 355 403 530
2009 395 471 597 707
2010 812 947 1017 1164
2011 2178 2413 2608 2880
2012 3520 3836 4198 4461
2013 5676 6122 6414 7010

UKUPNO: 11177 11836 12660 13683

Tabela 5.8: Kvantili po godinama Stete

p-kvantil

Zbog ove lepe osobine kvantila, statisticarima je znacajno da izracunaju kvantile sa
vrednostima bliskim jedinici, jer na taj nac¢in dobijaju nove informacije o moguc¢im realizo-
vanim vrednostima. Uglavnom se u praksi racunaju kvantili reda 0.90 , 0.95, 0.975 1 0.99.
Dobra stvar je da program R ima moguénost racunanja kvantila brzo i na jednostavan
nacin. Zeljeni kvantili se dobijaju pozivanjem komande:

quantile(B, ¢(0.90,0.95,0.975,0.99))

R racuna kvantile na ranije dobijenu prediktivnu raspodelu ukupnih plac¢anja osigura-
vajuceg drustva. Ovde jos jednom dolazi do izrazaja prednost dobijene prediktivne ras-
podele koja daje moguénost dobijanja novih informacija o moguc¢im vrednostima plac¢anja
zahteva za odstetu. Jednostavnom komandom quantile se dolazi do kvantila Zeljenih re-
dova. U tabeli 5.8 su prikazani dobijeni rezultati kvantila prediktivne raspodele. U njoj
se moze iscitati da ée 90% realizovanih vrednosti ukupnih pla¢anja biti najvise 11177,
dok ¢e 99% realizovanih vrednosti ukupnih pla¢anja biti 13683 ili manja. Na ovaj nacin,
kvantili su dali informacije koje se realizovane vrednosti ukupnih pla¢anja ocekuju i koje
vrednosti ¢e biti gornja granica realizacije slu¢ajne promenljive.
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5.3 Diskusija o metodu

Bootstrap metod je dosta jednostavan i jasan na intuitivhom nivou. Njegova velika
prednost je da je za njegovu upotrebu potrebno napraviti samo jednu pretpostavku — da
podaci koji se simuliraju i na osnovu koji se stvaraju novi uzorci u odgovarajuc¢oj meri
predstavljaju reprezentativan uzorak populacije iz koje su izvuceni. Sa druge strane, neki
kriticari smatraju da se resampling metode ne mogu smatrati formom statistickog za-
kljucivanja bas zato sto vrse generalizaciju na osnovu samo jednog datog uzorka.

Jos jedna od zamerki Bootstrap metoda je slucaj kada uzorak lose predstavlja popula-
ciju iz koje je realizovan. Ovo je slucaj kada uzorak predstavlja neku neprose¢nu vrednost,
tj. ekstrem. Koriste¢i Bootstrap simulacije da se dobiju novi uzorci, moze se samo po-
noviti ista ili cak i povecati greska ocenjivanja rezervi, jer ¢e novi, pseudo-uzorci takodje
predstavljati ekstremne vrednosti populacije. Uzorak nad kojim se vrsi Bootstrap metod
mora da na pravi nacin prikazuje sve glavne osobine posmatrane populacije i da uveri da
se donosenjem zakljucaka nad uzorkom dobijaju dobre ocene cele populacije. Ukoliko je
pocetni uzorak adekvatan i ostali pseudo-uzorci dobijeni Bootstrap metodom imaju veéu
verovatnoéu da budu reprezentativni.

Medjutim, sve ove zamerke se mogu odnositi i na situacije kada bi se primenom
,klasiénih ¢ statistickih metoda pravile greske, npr. u zakljuc¢ivanju o parametrima popu-
lacije, odlukama prihvatanja ili odbijanja tac¢nosti statistickog testa ili, kao sa slucajevima
u ovom radu, greske o visini rezervi koju treba da cuva osiguravajuce drustvo. Jedno-
stavno, svaka procedura koja se bavi procenjivanjem i donosenjem zakljucaka o populaciji
na osnovu ograni¢enog broja podataka, mora da se susretne sa moguénoséu greske na koju
se ne moze uticati. Jedini nacin da se proveri koliko je ocena rezervi dobra je da uporedi
sa pravim realizovanim buduc¢im plac¢anjima zahteva za odstetu. Ali kako se to nece znati
tek do u buduénosti, verodostojnost ocene se moze pretpostaviti samo na osnovu repre-
zentativnog uzorka koji je koris¢en prilikom racunanja te ocene.

Bootstrap je metod zasnovan na ideji da se nova saznanja o populaciji mogu dobiti na
osnovu velikog broja simulacija jednog uzorka. Ovde nastaje problem oko samog broja
simulacija koje je potrebno sprovesti. Kao sto je broj uzoraka jedan od pokazatelja re-
prezentativnosti populacije, tako je i broj simulacija pokazatelj pribliznije ocene rezervi
osiguravajuceg drustva. Jasno je da ¢e se vec¢im brojem simulacija dobiti sigurnija ocena
rezervi, bas kao Sto bi se ve¢im brojem realizovanih uzoraka dobijao sigurniji uvid u po-
pulaciju. Ovo naravno ne vazi sa stopostotnom sigurnoséu. VrSenjem odredjenog broja
simulacija dobice se jedna ocena, dok se ponovnim vrsenjem istog broja simulacija do-
bija druga ocena koja je bliza ili dalja onoj prvoj. Ova pojava se moze pripisati uvek
postojec¢oj uzorackoj gresci i slucajnoséu pomocu koje se stvaraju novi pseudo-uzorci.

U tabelama koje slede, 5.9 , 5.10 i 5.11 mogu se videti rezultati vrsenjem 100, 10000
i 50000 iteracija koriste¢i softver R. Ocene rezervi koje su dobijene na ovaj na¢in iznose:
8979, 8833 i 8820, pri cemu su procenti greske: 18%, 20% i 20%. Ovde moze da se
zakljucéi da se ocena rezervi polako stabilizovala oko vrednosti 8820 kako se povecavao
broj iteracija.
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Godina stete: | Ocekivana Isplate Ocekivana Standardna | Procenat
ukupna do 2014. | buduca greska greske:
plac¢anja: godine: plac¢anja rezervi:

(rezerve):
2006 3202 3202 0 0 0%
2007 5236 5223 13 81 623%
2008 6918 6855 63 155 246%
2009 6741 6617 124 187 151%
2010 6933 6489 444 286 64%
2011 8482 7010 1472 497 34%
2012 8486 5889 2597 667 26%
2013 7811 3545 4266 1038 24%
UKUPNO: | 53809 44830 8979 1638 18%

Tabela 5.9: Rezerve dobijene Bootstrap metodom sa 100 iteracija

Histogram of Total.IBNR
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Godina stete: | Ocekivana Isplate Ocekivana Standardna | Procenat
ukupna do 2014. | buduca greska greske:
plac¢anja: godine: plac¢anja rezervi:

(rezerve):
2006 3202 3202 0 0 0%
2007 5248 5223 25 103 412%
2008 6921 6855 66 155 235%
2009 6769 6617 152 192 126%
2010 6958 6489 469 294 63%
2011 8473 7010 1463 514 35%
2012 8424 5889 2535 710 28%
2013 7668 3545 4123 1073 26%
UKUPNO: | 53663 44830 8833 1772 20%

Tabela 5.10: Rezerve dobijene Bootstrap metodom sa 10000 iteracija

Histogram of Total.IBNR
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Godina stete: | Ocekivana Isplate Ocekivana Standardna | Procenat
ukupna do 2014. | buduca greska greske:
plac¢anja: godine: plac¢anja rezervi:

(rezerve):
2006 3202 3202 0 0 0%
2007 5248 5223 25 102 408%
2008 6921 6855 66 155 235%
2009 6768 6617 151 193 128%
2010 6956 6489 467 292 63%
2011 8473 7010 1463 512 35%
2012 8411 5889 2522 702 28%
2013 7670 3545 4125 1061 26%
UKUPNO: | 53650 44830 8820 1763 20%

Tabela 5.11: Rezerve dobijene Bootstrap metodom sa 50000 iteracija

Histogram of Total.IBNR
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Podaci dobijeni metodama zasnovanim na simulacijama, kao sto je Bootstrap, se uvek
moraju uzeti sa rezervom. Simulacije nisu najbolji niti najtacniji nacin da se donesu za-
kljucci o rezultatima zato Sto se ne zasnivaju na matematickim modelima i rac¢unu, pa se
cesto moze desiti da simulacije daju pogresne vrednosti. Uglavnom se u matematickom
svetu simulacione metode izbegavaju ili se rade, eventualno, ako ne postoji nijedan bolji
raspolozivi na¢in kojim bi se doslo do Zeljenih rezultata.

U problemima ovakvog tipa, kao sto je predvidjanje buducih pla¢anja osiguravajuceg
drustva, Bootstrap ima prednost u odnosu na ostale modele zato sto daje celu raspodelu
ukupnih pla¢anja i zato Sto je u mogucénosti da pruzi vise informacija o rezervama od
ostalih modela (kod ostalih modela se dobijaju samo prva dva momenta - oc¢ekivanje i
disperzija). Na ovlaséenom aktuaru je izbor da li ¢ée se koristiti nekim modelima koji daju
manje informacija, ali koje su tac¢nije, ili nekim simulacionim metodima koji daju vise
informacija, ali koje mozda i nisu tako pouzdane, jer se ne zasnivaju na matematickom
zakljucivanju.
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Glava 6

Implementacija modela na podacima

U ovom poglavlju ¢e biti implementirani svi prethodno objasnjeni modeli na poda-
cima iz aktuarske prakse. Podaci koji ¢e biti prezentovani u nastavku rada su dobijeni
od strane jednog poznatog osiguravajuceg drustva u Srbiji koji se pretezno bavi zivotnim
osiguranjem. ' Ranije je u radu napomenuto da modeli rezervisanja zasnovani na Chain-
Ladder tehnici nisu preporucljivi za koriséenje kod zivotnih osiguranja, ali u razgovoru sa
ovlaséenim aktuarom zaposlenom u tom drustvu ustanovio sam da se ovaj metod moze
koristiti u nekim vrstama zivotnog osiguranja kao sto je dopunsko osiguranje od ne-
zgode. Ova vrsta osiguranja §titi od iznenadnih i nepredvidivih dogadaja. Nezgoda se
ne moze spreciti, ali ovom vrstom osiguranja mogu da se ublaze posledice kroz finansijsku
nadoknadu. Kupovinom polise, osigurano lice je pokriveno 24 sata dnevno, 365 dana u
godini, na bilo kom mestu na svetu. Ugovara¢ osiguranja plac¢a odredjenu godisnju pre-
miju, a osiguravajuée drustvo se obavezuje na isplatu ugovorne osigurane sume ukoliko se
dogodi neki iznenadni ili nepredvidjeni dogadjaj. Pod ovim dogadjajima se podrazume-
vaju trajna invalidnost, lom kosti i bolni¢ki dani (naknada za svaki dan proveden
u bolnici usled nastanka nezgode).

6.1 Analiza sa troskovima

U tabelama koje sam dobio od osiguravajuceg drustva bili su prikazani iznosi pla¢anja
prijavljenih Steta od strane osiguranika hronoloski po godinama u periodu od 2008. do
2013. godine. Iz tih tabela je bilo potrebno srediti podatke u oblik trougla, tj. oblik
koji odgovara modelima iz ovog rada. Vazno je napomenuti da su u tabelama bili dati
podaci o vremenu nastanka stete (datum osiguranog slucaja), zatim datum prijave Stete
osiguravaju¢em drustvu, kao i datum isplate Stete osiguraniku. Za modele iz ovog rada
krucijalni su prvi i treé¢i datum, jer se odredjen iznos pla¢anja unosi u ono mesto u tabeli
plac¢anja u zavisnosti u kojoj godini je ta Steta nastala (odredjuje vrstu u kojoj se iznos
nalazi) i u zavisnosti u kojoj razvojnoj godini je steta likvidirana (odredjuje kolonu u kojoj
se iznos nalazi). Na primer, ukoliko je jedan osiguranik doziveo nesreéu 2009. godine i
iste godine mu je ispla¢ena osigurana suma, tada ¢e se isplaceni iznos uneti u polje tabele
koje se nalazi u preseku vrste koja oznacava 2009. godinu Stete i kolone koja oznacava
nultu razvojnu godinu (nulta razvojna godina neke godine stete predstavlja upravo tu

1Celnici ovog poznatog osiguravajuéeg drustva su mi dali odobrenje da u svom radu iskoristim po-
datke o placanjima zahteva za odstetu u prethodnih 6 godina, ali sa molbom da podaci ostanu stroga
poslovna tajna i da se iz pravnih i sigurnosnih razloga ne otkrivaju nikakvi detalji o klijentima i samom
osiguravajucem drustvu.
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Razvojna godina:

Godina stete: | 0 1 2 3 4 5
2008 17109.26 | 7734.17 | 3946.50 | 2231.23 | 0.00 0.00
2009 65982.27 | 21781.96 | 12545.29 | 64.36 836.88
2010 74083.59 | 38571.92 | 7770.76 | 7606.41
2011 78943.41 | 27658.73 | 5725.47
2012 123427.29| 54704.32
2013 135189.74

Tabela 6.1: Inkrementalna placanja zahteva za odstetu tokom razvojnih godina

Razvojna godina:
Godina Stete: | 0 1 2 3 4 )
2008 17109.26 | 24843.43 | 28788.93 | 31020.16 | 31020.16 | 31020.16
2009 65982.27 | 87764.23 | 100309.52| 100373.88| 101210.76
2010 74083.59 | 112655.51| 120426.27| 128032.68
2011 78943.41 | 106602.14| 112327.61
2012 123427.29| 178131.61
2013 135189.74

Tabela 6.2: Kumulativna placanja zahteva za odstetu tokom razvojnih godina

godinu §tete). Ali ukoliko je Steta nastala u 2009. godini, a plac¢ena iz nekog razloga tek
2011. godine, tada bi taj iznos bio unet polje tabele koje se nalazi u preseku vrste koja
oznacava 2009. godinu Stete i kolone koja oznacava drugu razvojnu godinu. Kao Sto je
ranije napomenuto, datum prijavljivanja Stete u ovim modelima nije bitan, sto znaci da
se u ovom radu sabiraju sve vrednosti IBNR i RBN S Steta, tj. Steta koje su se desile ali
jo$ nisu prijavljene i Steta koje su prijavljene ali jos nisu ispla¢ene. Moguce je sprovesti
pojedinac¢nu analizu tehnickih rezervi u zavisnosti od razlic¢itih vrsta steta.

Podaci koji su prikazani u tabeli 6.1 prikazuju iznose pla¢anja zahteva za odstetu od
2008. do 2013. godine u ovom osiguravaju¢em drustvu za dopunsko osiguranje od ne-
zgode. Iznosi placanja su dati u inkrementalnom obliku i u evrima. Podaci prikazani na
ovakav na¢in mogu da se primene na modelima rezervisanja iz ovog rada. Kao sto se moze
videti iz tabele 6.1, za likvidiranje steta bilo je potrebno i po nekoliko godina. Potrebno
je odredjeno vreme da bi osiguravac¢ procenio nastalu Stetu i odredio visinu obestec¢enja
svojim klijentima, kao i da bi se uverio da li je doslo do potencijalnog pokusaja prevare
i ostvarivanja protivzakonite dobiti na rac¢un drustva. Zato postoje Stete koje su nastale
odredjene godine, ali bivaju ispla¢ene tek posle tri ili cetiri godine.
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Razvojni faktori:
Metod: 1 2 3 4 5
Prosek 1.4192781 | 1.1061111 | 1.0471023 | 1.0041688 | 1.0000000
Tezinski prosek | 1.4184476 | 1.0903590 | 1.0396834 | 1.0063692 | 1.0000000

Tabela 6.3: Razvojni faktori

Vazno je napomenuti da su u tabeli 6.1 sa inkrementalnim isplatama uracunati i svi
dodatni troskovi vezani za ispla¢ivanje naknade osiguranja. Pod ovim se podrazumevaju
troskovi procene osiguranog sluc¢aja, sudski troskovi, pla¢ene kamate... U ovom
delu rada bice primenjeni razli¢iti modeli da bi se izracunale rezerve koje osiguravajuce
drustvo treba da ¢uva da bi obezbedilo dovoljno sredstava za isplatu budué¢ih zahteva
za odstetu, kao i dodatnih troskova koji prate isplatu naknada. U narednom delu rada
bi¢e ponovljen isti postupak rac¢unanja potrebnih rezervi, ali samo na osnovu podataka
o prethodnim pla¢anjima zahteva za odstetu, bez pratec¢ih troskova. Na ovaj nacin ¢e se
utvrditi razlika u visini rezervi koje osiguravajuce drustvo ¢uva za sva dodatna placanja
koja prate isplate steta.

U tabeli 6.2 su prikazani isti podaci o placanjima zahteva za odsStetu u periodu od
2008. do 2013. godine kao u tabeli 6.1, samo u kumulativnom obliku. Ovi iznosi su tako-
dje u evrima. Na osnovu njih se mogu izra¢unati razvojni faktori za Chain-Ladder metod.
Da bi se dobili razvojni faktori u ovom primeru, mogu se primeniti metod proseka i metod
tezinskog proseka. Metod petogodisnjeg proseka se ne moze primeniti, jer ne postoji dovo-
ljan broj godina Stete za koje su nam poznati podaci o placanjima. Zapravo, ovaj metod
se moze primeniti, ali ¢e daviti iste vrednosti razvojnih faktora kao i metod proseka zato
Sto ¢e metod proseka takodje koristiti poslednjih pet godina da utrvdi razvojne faktore.
U tabeli 6.3 prikazani su dobijeni razvojni faktori za sve razvojne godine koristeéi metod
proseka i metod tezinskog proseka. Kada se ovi rezultati primene na poznatim podacima
pla¢anja iz tabele 6.2 dobijaju se ocene budué¢ih placanja zahteva za odstetu. Na ovaj
nacin se vrsi popunjavanje preostalih polja u tabeli pla¢anja tj. na ovaj nacin se tabela
iz oblika trougla dopunjuje do kvadrata.

U tabelama 6.4 i 6.5 podebljanim fontom su prikazane izracunate ocene buduéih
pla¢anja zahteva za odstetu dobijene metodom proseka i tezinskog proseka, respektivno.
Poslednje tri kolone u tabelama su jako vazne za analizu rezervi osiguravajuceg drustva.
Prva kolona predstavlja vrednosti ocekivanih ukupnih buduéih plac¢anja za svaku godinu
Stete posebno. To je ukupna vrednost koja je isplacena tokom svih razvojnih godina da
bi se namirile obaveze iz zahteva za odstetu prijavljenih jedne godine Stete. Druga kolona
pokazuje poznate vrednosti isplata do 2014. godine, dok treca daje razliku prve dve ko-
lone i predstavlja vrednost oc¢ekivanih buducih pla¢anja, tj. ocenu rezervi za svaku godinu
Stete posebno. U poslednjem redu tabele se moze videti zbir ocena rezervi po godinama
Sto predstavlja ocenu ukupnih rezervi osiguravaju¢eg drustva. Na osnovu podataka iz
tabela 6.4 1 6.5 se moze zakljuciti da metod proseka daje ocenu rezervi 123322.41 evro,
dok metod tezinskog proseka daje ocenu 114685.32 evra za sve Stete koje su nastale u
periodu od 2009. do 2013. godine, a jo$ nisu likvidirane. Analizirajué¢i ove dve vrednosti
primecuje se da dobijene ocene nisu bas slicne, jer je metod proseka dao vrednost rezervi
za 7.5% veéu od metoda tezinskog proseka, tj. 8637.10 evra vise.
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Razvojna godina:

Godina 1 2 3 4 5 | Ocekiva- | Isplate Ocekivana

Stete: na do 2014. | buduca
ukupna | godine: pla¢anja
plac¢anja: (rezerve):

2008 31020.16 | 31020.16 | 0.00

2009 0 | 101210.76| 101210.76{ 0.00

2010 533.74 | 0 | 128566.42| 128032.68| 533.74

2011 5290.89 | 490.33 | 0 | 118108.83| 112327.61| 5781.22

2012 18901.75 | 7280.73 | 860.09 | 0 | 207174.18] 178131.61| 29042.57

2013 56682.10 | 20359.74 | 9996.61 | 926.43 | 0 | 223154.61| 135189.74| 87964.87

UKUPNO: 809234.97| 685912.56| 123322.41

Tabela 6.4: Rezerve dobijene metodom proseka
Razvojna godina:

Godina 1 2 3 4 5 | Ocekiva- | Isplate Ocekivana

Stete: na do 2014. | buduca
ukupna | godine: pla¢anja
placanja: (rezerve):

2008 31020.16 | 31020.16 | 0.00

2009 0 | 101210.76| 101210.76{ 0.00

2010 815.47 | 0 | 128848.15| 128032.68| 815.47

2011 4457.55 | 743.83 | 0 | 117528.99| 112327.61| 5201.38

2012 16095.80 | 7707.61 | 1286.17 | 0 | 203221.19| 178131.61| 25089.58

2013 56569.83 | 17327.20 | 8297.28 | 1384.57 | 0 | 218768.63| 135189.74| 83578.89

UKUPNO: 800597.88| 685912.56| 114685.32

Tabela 6.5: Rezerve dobijene metodom tezinskog proseka

Jedan od mogucih razloga zasto se pojavila tako velika razlika u ocenama rezervi
izmedju metoda je zbog vrednosti podataka iz tabele pla¢anja 6.1 na osnovu kojih su
dobijeni razvojni faktori. Analizirajuéi podatke moze se zakljuciti da je isplata zahteva
za odstetu varirala od jedne do druge godine Stete. Na primer, zahtevi koji su se dogodili
2009. godine su bili otpla¢ivani procentualno mnogo vise u drugoj razvojnoj godini od
Steta koje su se dogovile 2008. ili 2010. razvojne godine. Takodje, visina isplata u trecoj
i drugoj razvojnoj godini se skoro nije promenila za Stete koje su nastale 2008. i 2010.
godine, dok je 2009. godine naglo opao na rekordno nisku vrednost isplate 64.36 evra.
Sa druge strane, za 2009. godinu Stete specificna je ¢injenica da se izvrsilo placanje i u
cetvrtoj razvojnoj godini, dok su sve Stete nastale 2008. godine ispla¢ene ve¢ u trecoj
razvojnoj godini. Ovo pokazuje veliku nestabilnost i nepredvidivost u pla¢anjima tokom
posmatranih godina.

Kao sto je napomenuto u poglavlju 2 medju kritikama Chain-Ladder-a, ovaj metod

je strogo objektivan i daje buduce ocene rezervi samo na osnovu istorijskih podataka o
placanjima iz prethodnih godina. On ne uzima u obzir subjektivno misljenje aktuara
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Godina stete: | Ocekivana Isplate Ocekivana Standardna | Procenat
ukupna do 2014. | buduca greska greske:
plac¢anja: godine: plac¢anja rezervi:

(rezerve):

2008 31020 31020 0 0 0%

2009 101211 101211 0 0 0%

2010 128790 128033 757 1685 223%

2011 117699 112328 5372 3736 69%

2012 203602 178132 25470 30909 121%

2013 219126 135190 83936 17554 21%
UKUPNO: | 801447 685913 115535 22748 20%

Tabela 6.6: Bootstrap metoda, Poasonova raspodela, 1000 iteracija

Godina stete: | Ocekivana Isplate Ocekivana Standardna | Procenat
ukupna do 2014. | buduca greska greske:
plac¢anja: godine: plac¢anja rezervi:

(rezerve):

2008 31020 31020 0 0 0%

2009 101211 101211 0 0 0%

2010 128953 128033 921 1632 177%

2011 117679 112328 5351 3716 69%

2012 203782 178132 25651 8998 35%

2013 220344 135190 85155 17477 21%
UKUPNO: | 802990 685913 117077 23133 20%

Tabela 6.7: Bootstrap metoda, Gama raspodela, 1000 iteracija

ili promene nacina otplate zahteva za odstetu tokom godina. Metod ume da raspozna
pojavu varijabilnosti, ali ne ume da je objasni, tj. ne moze da ustanovi kako je do te
varijabilnosti doslo. Jo$ jedna vazna stvar koja se moze primetiti je ¢injenica da dobijanje
vrednosti razvojnih faktora i ocene rezervi ne zavise od visine placanja u tabeli. Svejedno
je da li su vrednosti u desetinama, hiljadama ili milionima, da li su u dinarima ili evrima.
Za Chain-Ladder vazan je samo odnos izmedju tih vrednosti, na primer nije znac¢ajno da
li je u tabeli odnos izmedju dve razvojne godine 2:1 ili 200:100 evra, Chain-Ladder ce
izracunati ocenu rezervi proporcionalno 100 puta veéu / manju. Ocena rezervi ée se ra-
zlikovati izmedju tabela ukoliko su odnosi izmedju uzastopnih razvojnih godina razliciti,
na primer 200:100 evra i 500:100 evra.

Slede¢a metoda koja ¢e biti upotrebljena da bi se dobila ocena tehnickih rezervi je Bo-
otstrap. Kao §to je pojasnjeno u poglavlju 5, Bootstrap simulira kvazi-uzorke na osnovu
jednog poznatog uzorka. Simulacijom se dobijaju “nove poznate“ vrednosti placanja u
Bootstrap inkrementalnoj tabeli pomoc¢u kojih se procenjuju buduca pla¢anja i dobija
ocena rezervi. Za Bootstrap metodu u ovom radu je pretpostavljeno da buduc¢a pla¢anja
zahteva za odstetu prate Poasonovu raspodelu sa pove¢anom disperzijom i Gama
raspodelu. Proces simulacije novih uzoraka se ponavlja Sto vise puta i u svakoj iteraciji
se racuna ocena rezervi. Konac¢na ocena ukupnih rezervi osiguravajuceg drustva pomocu
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Bootstrap metoda se dobija tako $to se izracuna prose¢na vrednost rezervi dobijenih u
svakoj iteraciji. Moguce je izracunati i gresku ocene rezervi kao standardna devijacija
vrednosti rezervi dobijenih u svakoj izvrsenoj iteraciji. Kao i kod svih modela zasnova-
nih na simulacijama, bolja ocena se dobija izvrSavanjem vise iteracija. U tabelama 6.6
i 6.7 su prikazani dobijeni rezultati vrsenjem 1000 iteracija Bootstrap metode, pri ¢emu
je pretpostavljeno da buduca plac¢anja zahteva za odstetu imaju Poasonovu raspodelu sa
povecanom disperzijom i Gama raspodelu, respektivno.

Kao sto se vidi u tabelama 6.6 i 6.7, dobijene ocene rezervi su 115535 1 117077 evra,
sto ¢ini priblizno slicne rezultate (razlika je oko 1500 evra). Dobijene ocene su mnogo
slicnije Chain-Ladder oceni tezinskog proseka nego metodi proseka. Problem koji moze
da nastane je izracunata jako visoka potencijalna greska Bootstrap ocene: 20% za oba Bo-
otstrap modela. Na ovaj nacin je dobijena ocena odstupanja buduce realizovane vrednosti
rezervi u odnosu na dobijenu ocenu. Oba Bootstrap modela su predvidela da postoji veliko
potencijalno odstupanje od ocekivane vrednosti, pri ¢emu Poasonov model sa pove¢anom
disperzijom pretpostavlja da ¢e realizovana vrednost rezervi biti u intervalu od 22748 evra
viSe i manje od ocekivane vrednosti 115535 evra, dok Gama model pretpostavlja da ce
realizovana vrednost biti u intervalu od 23133 evra viSe i manje od ocekivane vrednosti
117077 evra. Dobra stvar je sto Bootstrap ima mo¢ da izracuna gresku ocene i da da
informaciju aktuaru unutar kojih intervala ¢e se realizovati vrednost rezervi, ali problem
je Sto su oni jako Siroki, pa ni ocena rezervi nije precizna. U ovom primeru, usled varija-
bilnosti u pla¢anjima tokom godina dobijene su visoke vrednosti odstupanja od ocekivane
vrednosti rezervi, ¢cak 22748 i 23133 evra, Sto uopste nije mali niti zanemarljiv iznos.

Rezerve dobijene Bootstrap metodom,
Poasonova raspodela

m Rezerve

100 1.000 10.000 50.000 100.000
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Procenat greske ocena Bootstrap metodom,
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Na graficima na prethodne dve strane prikazani su rezultati Bootstrap metoda simuli-
ranjem podataka 100, 1000, 10000, 50000 i 100000 puta. Dva grafika kod kojeg su podaci
oznaceni plavom bojom predstavljaju rezultate Poasonovog modela sa pove¢anom disper-
zijom, tj. u tom modelu je napravljena pretpostavka da buduc¢a pla¢anja imaju Poasonovu
raspodelu sa pove¢anom disperzijom, dok su na graficima sa podacima sa crvenom bo-
jom prikazani rezultati dobijeni pretpostavljanjem Gama raspodele za buduca placanja
zahteva za odstetu. I za Poasonov i za Gama model data su po dva grafika, pri cemu prvi
prikazuje ocene rezervi dobijene tim modelom i sprovodjenjem razli¢itog broja iteracija,
dok drugi grafik prikazuje procenat greske ocene dobijene sprovodjenjem razli¢itog broja
iteracija. Procenat greske se racuna kao kolicnik dobijene standardne greske i dobijene
ocene rezervi.

Na sva cetiri grafika x-osa oznacava broj izvrsenih iteracija u tom Bootstrap metodu.
Ovakav graficki nacin je pogodan za prikazivanje rezultata u odnosu na broj izvrsenih
iteracija da bi citalac lakse primetio razlike izmedju Poasonovog i Gama modela, kao i
uticaj broja iteracija na ukupnu ocenu rezervi. Vazno je ponoviti da metodi simulacija,
kao Sto je Bootstrap, za iste podatke i isti broj izvrsenih iteracija ponovnim ra¢unanjem
simulacija umeju da daju drugacije ocene. To je usled same prirode simuliranja poda-
taka. Upravo iz tog razloga Sto Ce se svaki put pojaviti neSto drugacije, ovakvi metodi i
nisu najpogodniji za dobijanje procena, pa se preporucuju samo u slucajevima kada nije
moguce primeniti nijedan drugi model.

Sa grafika se moze zakljuciti da se ocene rezervi i za Poasonov i za Gama model kre¢u
izmedju 16000 i 17000 evra. Interesantno je primetiti kako se prilikom sprovodjenja ma-
njeg broja iteracija rezultati dobijeni pomocu dva razlicita modela dosta razlikuju, dok
se sa povetavanjem broja izvrsenih simulacija ocene u oba modela stabilizuju oko 16200
evra. Sa dva grafika koja pokazuju procenat greske moze se zakljuciti da je potencijalna
greska Bootstrap ocene uvek oko 19.5% bez obzira na izvrSen broj iteracija i pretpo-
stavljenu raspodelu buduc¢ih plac¢anja. Ove informacije su veoma vazne za aktuara koji
donosi odluke o rezervama osiguravajuceg drustva. Kako dva razli¢ita Bootstrap modela
teze jako bliskim vrednostima rezervi, to je dobar pokazatelj kolika bi ocekivana vrednost
rezervi trebala da bude. Sa druge strane, los predznak je visoka standardna greska ocene
koja upozorava aktuara da moze do¢i do znacajnih odstupanja i da medju posmatranim
podacima o placanjima ima dosta nekonzistentnosti.

U nastavku rada na podacima iz ovog primera ¢e biti primenjeni stohasticki modeli
rezervisanja. Tabele 6.8 i 6.9 prikazuju rezultate dobijene Mack-ovim stohastickim mo-
delom, dok su u tabelama 6.10 i 6.11 ocene rezervi dobijene primenjivanjem Poasonovog
stohastickog modela sa pove¢anom disperzijom. I Poasonov i Mack-ov model pretposta-
vljaju istu ocenu tehnickih rezervi: 114685.32 evra. Ova vrednost je jednaka tezinskoj
Chain-Ladder oceni. U tabelama 6.8 i 6.10 se mogu videti ocenjene buduce vredno-
sti pla¢anja zahteva za odstetu za sve godine Stete i sve razvojne godine, kao i ukupne
rezerve osiguravajucéeg drustva. Sa druge strane, tabele 6.9 1 6.11 daju informacije o stan-
dardnim greskama tih ocena za oba stohasticka modela. Ono §to je interesantno primetiti
posmatrajuci dobijene rezultate je da i Poasonov i Mack-ov model pretpostavljaju velike
procente greske, cak 19%! Ovo je jos jedan dokaz da su podaci o pla¢anjima iz prethod-
nih godina krajnje nestabilni i da se prilikom ocenjivanja budué¢ih placanja i odredjivanja
rezervi treba obratiti velika paznja da se ne bi napravila greska.
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Razvojna godina:

Godina 1 2 3 4 5 | Ocekiva- | Isplate Ocekivana

Stete: na do 2014. | buduca
ukupna | godine: pla¢anja
placanja: (rezerve):

2008 31020.16 | 31020.16 | 0.00

2009 0 | 101210.76| 101210.76| 0.00

2010 815.47 | 0 | 128848.15| 128032.68| 815.47

2011 4457.55 | 743.83 | 0 | 117528.99| 112327.61| 5201.38

2012 16095.80 | 7707.61 | 1286.17 | 0 | 203221.19| 178131.61| 25089.58

2013 56569.83 | 17327.20 | 8297.28 | 1384.57 | 0 | 218768.63| 135189.74| 83578.89

UKUPNO: 800597.88| 685912.56| 114685.32

Tabela 6.8: Rezerve dobijene Mack-ovim modelom

Godina Stete: | Ocekivana Isplate Ocekivana Standardna | Procenat
ukupna do 2014. | buduca greska greske:
pla¢anja: godine: plac¢anja rezervi:

(rezerve):

2008 31020 31020 0 0 0%

2009 101211 101211 0 0 0%

2010 128848 128033 815 656 80%

2011 117529 112328 5201 4676 90%

2012 203221 178132 25090 10087 40%

2013 218769 135190 83579 14789 18%
UKUPNO: | 800598 685913 114685 21899 19%

Tabela 6.9: Ocena greske rezervi dobijena Mack-ovim modelom

Ocene rezervi dobijene vec¢inom metoda iz ovog rada, ukljucujuéi tezinski prosek
Chain-Ladder-a, Bootstrap, Poasonov stohasticki model sa pove¢anom disperzijom i Mack-
ov model, su dosta sliéne, ali sa visokim procentima standardnih gresaka sto ukazuje da
dobijene ocene rezervi ovim metodama mozda i nisu toliko pouzdane zbog velike varija-
bilnosti u koris¢enim podacima placanja. Sa druge strane, metod proseka Chain-Ladder-a
je dao mnogo vise ocene rezervi koje osiguravajuce drustvo treba da ¢uva. Problem ovog
metoda je Sto ne daje standardnu gresku ocene, pa se ne moze napraviti matematicka pre-
dikcija odstupanja realizovane vrednosti od dobijene ocene. Ukoliko se ovlaséeni aktuar
odluci za jednu od metoda koje zahtevaju obezbedjivanje manjeg iznosa rezervi, postoji
relativno velika Sansa da se napravi greska, kao i da ¢e biti potrebno vise sredstava da bi
drustvo namirilo sve ugovorne obaveze. Ovo znaci da sacuvan iznos rezervi nije dovoljan
za sve buduce isplate. Ukoliko aktuar odlu¢i da ¢uva onaj iznos rezervi koliko je pokazao
metod proseka Chain-Ladder-a, mnogo je veca verovatnoca da ¢e biti dovoljno sredstava
za isplatu svih buduéih obaveza, ali se ovde javlja problem prerezervisanja i nepotrebnog
¢uvanja novca u ime rezervi koje bi se ina¢e mogle uloziti na neki drugi nacin ¢ime bi se
ostvarila ve¢a dobit drustva.
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Razvojna godina:

Godina 1 2 3 4 5 | Ocekiva- | Isplate Ocekivana

Stete: na do 2014. | buduca
ukupna | godine: pla¢anja
placanja: (rezerve):

2008 31020.16 | 31020.16 | 0.00

2009 0 | 101210.76| 101210.76| 0.00

2010 815.47 | 0 | 128848.15| 128032.68| 815.47

2011 4457.55 | 743.83 | 0 | 117528.99| 112327.61| 5201.38

2012 16095.80 | 7707.61 | 1286.17 | 0 | 203221.19| 178131.61| 25089.58

2013 56569.83 | 17327.20 | 8297.28 | 1384.57 | 0 | 218768.63| 135189.74| 83578.89

UKUPNO: 800597.88| 685912.56| 114685.32

Tabela 6.10: Rezerve dobijene Poasonovim modelom

Godina Stete: | Ocekivana Isplate Ocekivana Standardna | Procenat
ukupna do 2014. | buduca greska greske:
pla¢anja: godine: plac¢anja rezervi:

(rezerve):

2008 31020 31020 0 0 0%

2009 101211 101211 0 0 0%

2010 128848 128033 815 1566 192%

2011 117529 112328 5201 3528 68%

2012 203221 178132 25090 8457 34%

2013 218769 135190 83579 17229 21%
UKUPNO: | 800598 685913 114685 22007 19%

Tabela 6.11: Ocena greske rezervi dobijena Poasonovim modelom

VAZNA NAPOMENA: Na ovom primeru nisu mogli biti primenjeni Bornhuetter-
Fergusonov metod i Log-Normalni stohasticki model. Podaci koje sam dobio od osigura-
vajuc¢eg drustva su davali informacije samo o iznosima otplata zahteva za odstetu i njiho-
vim datumima plac¢anja, a da bi se dobile ocene rezervi pomoc¢u Bornhuetter-Fergusonovog
metoda potrebno je imati podatke i o iznosu ukupno sakupljenih premija za tu vrstu osi-
guranja. Specifican problem koji se javio u ovom primeru je i pojava odredjenog broja
nula u tabeli placanja. Osiguravajuce drustvo je na veoma efikasan i brz nacin vrsilo
isplatu naknada Steta, pa se iz tog razloga pojavljuju nule u kasnijim razvojnim godi-
nama. Kao Sto je objasnjeno u podeljku 4.4 ovog rada, Log-Normalni model prebacuje
vrednosti iz tabele pla¢anja u njihov logaritamski oblik i tako dalje ra¢una ocenu rezervi.
Svaka tabela koja u sebi sadrzi nule ili negativne iznose placanja ¢e imati problem sa ne-
mogucénoScu racunanja logaritamskih vrednosti, stoga je, nazalost, i ceo model nemogué
za dalju primenu.
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6.2 Analiza bez troskova

Analogno prethodnom delu rada, i ovde ¢e se analizirati ocene tehnickih rezervi i
standardna odstupanja tih ocena koja su dobijena primenom razli¢itih metoda, ali razlika
je sto ¢e se u ovom delu rada zakljucci donositi samo na osnovu podataka o pla¢anjima
iz prethodnih godina, ne i iz dodatnih troskova osiguravajuc¢eg drustva. Podaci koji su
dati u tabeli 6.12 predstavljaju samo ona pla¢anja osiguravaca koja se odnose na isplatu
naknade Stete dopunskog osiguranja od nezgode u periodu od 2008. do 2013. godine, pri
¢emu se ne uzimaju u obzir troskovi procene osiguranog slucaja, sudski troskovi, pla¢ene
kamate itd. Vrednosti u tabeli su u evrima i u inkrementalnom obliku. Ukoliko se upo-
redi tabela 6.12 sa tabelom 6.1, gde su prikazani inkrementalni podaci o svim pla¢anjima
osiguravajuceg drustva vezanim za izvrsenje ugovornih obaveza prema klijentima, moze
se primetiti da su sve vrednosti u tabeli 6.12 manje ili eventualno jednake kao u tabeli 6.1
iz razloga zato sto ovde nisu uracunati dodatni troskovi koje osiguravajuce drustvo snosi.

Koristec¢i standardni postupak racunanja rezervi preko Chain-Ladder metoda dobi-
jaju se rezultati u tabelama 6.13 i 6.14. U prvoj tabeli je data ocena rezervi u iznosu od
115590.88 evra pri ¢emu je koris¢en metod proseka, dok se u drugoj tabeli moze videti
izracunata ocena rezervi od 105092.54 evra dobijena metodom tezinskog proseka. Kao i
u analizi ocena rezervi u kojoj su uracunati troskovi, tako i u analizi ocena rezervi bez
troskova, u tabelama se pojavljuje velika razlika izmedju dobijenih ocena pomocu dva
modela. Razlog za tako nesto je pojava varijabilnosti u iznosima pla¢anja izmedju po-
smatranih godina Stete. Inkrementalne vrednosti placanja se dosta razlikuju po dinamici
isplate tokom godina i Chain-Ladder metod ne ume da raspozna nastali problem i da da
objasnjenje zbog ¢ega se ovo desilo, ve¢ objektivno posmatra date podatke i daje ocene
rezervi.

Uporedjivajuéi dve tabele, jednu u kojoj su uracunati troskovi i drugu gde nisu,
primecuje se da je vrednost isplata do 2014. godine smanjena sa 685912.56 na 642896.19
evra. Ovo znaci da su prateci troskovi osiguranja u prethodnim godinama iznosili 43016.37
evra, tj. razliku ove dve vrednosti. Chain-Ladder je kod podataka bez uracunatih troskova
pretpostavio da je potrebno cuvati 115590.88 i 105092.54 evra koriste¢i metodu proseka i
tezinskog proseka, dok je kod podataka sa uracunatim troskovima dobijena ocena rezervi
123322.41 1 114685.32 evra. Ocene rezervi koje su dobijene u tabelama 6.13 1 6.14 predsta-
vljaju zbir o¢ekivanih buduéih placanja, dok ocene rezervi iz tabela 6.4 i 6.5 predstvljaju
novac koji je potrebno ¢uvati ne samo za pla¢anje zahteva za odstetu, veé¢ i moguéih do-
datnih troskova koji prate likvidaciju obaveza.

Dalje u radu bi¢e uradjen isti primer bez uracunatih troskova preko Bootstrap me-
tode. Na graficima na stranama 82 i 83 se mogu videti rezultati dobijeni vrSenjem 100,
1000, 10000, 50000 i 100000 iteracija. Na svakom od grafika x-osa oznacava broj izvrsenih
iteracija u tom modelu. Grafici obojeni plavom bojom prikazuju rezultate Bootstrap
metoda kod kojeg je pretpostavljeno da buduca pla¢anja imaju Poasonovu raspodelu sa
povecanom disperzijom, dok je kod dva grafika ¢iji su podaci obojeni crvenom bojom
napravljena pretpostavka o Gama raspodeli. Kao $§to se moze primetiti, za oba modela
prikazana su po dva grafika, pri ¢emu prvi po redu daje ocene rezervi sprovodjenjem
razlicitog broja iteracija, dok drugi prikazuje procenat greske ocene za razlicite modele.
Na osnovu grafika koji prikazuju rezerve moguce je videti visinu predikcija koje daje Boot-
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Razvojna godina:

Godina stete: | 0 1 2 3 4 5
2008 14924.00 | 7500.00 | 3900.00 | 1842.00 | 0.00 0.00
2009 63966.49 | 20600.00 | 12300.00 | 0.00 792.00
2010 68606.00 | 35582.23 | 7150.00 | 5514.07
2011 73462.50 | 26149.00 | 5530.00
2012 115907.50| 52204.90
2013 126965.50

Tabela 6.12: Inkrementalna placanja zahteva za odstetu tokom razvojnih godina

Razvojna godina:

Godina 1 2 3 4 5 | Ocekiva- | Isplate Ocekivana

Stete: na do 2014. | buduca
ukupna | godine: pla¢anja
placanja: (rezerve):

2008 28166.00 | 28166.00 | 0.00

2009 0 | 97658.49 | 97658.49 | 0.00

2010 477.70 | 0 | 117330.00| 116852.30| 477.70

2011 4188.12 | 446.95 | 0 | 109776.57| 105141.50| 4635.07

2012 18639.88 | 7438.94 | 793.87 | 0 | 194985.09| 168112.40| 26872.69

2013 54584.69 | 20129.83 | 8033.56 | 857.33 | 0 | 210570.91| 126965.50| 83605.41

UKUPNO: 758487.07| 642896.19| 115590.88

Tabela 6.13: Rezerve dobijene metodom proseka
Razvojna godina:

Godina 1 2 3 4 5 | Ocekiva- | Isplate Ocekivana

Stete: na do 2014. | buduca
ukupna | godine: plac¢anja
placanja: (rezerve):

2008 28166.00 | 28166.00 | 0.00

2009 0 | 97658.49 | 97658.49 | 0.00

2010 740.18 | 0 | 117592.48| 116852.30| 740.18

2011 3297.80 | 686.89 | 0 | 109126.19| 105141.50| 3984.69

2012 15621.75 | 5762.88 | 1200.34 | 0 | 190697.37| 168112.40| 22584.97

2013 53533.64 | 16772.78 | 6187.50 | 1288.78 | 0 | 204748.20| 126965.50| 77782.70

UKUPNO: 747988.73| 642896.19) 105092.54

Tabela 6.14: Rezerve dobijene metodom tezinskog proseka
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strap metod za razlicit broj iteracija, dok sa grafika koji prikazuju procenat greske citalac
moze da donese zakljucak o preciznosti dobijene ocene.

Rezerve dobijene Bootstrap metodom,
Poasonova raspodela

E Rererve

100 1.000 10.000 50.000 100.000

Procenat greske ocena Bootstrap metodom,
Poasonova raspodela

® Procenat greike

100 1.000 10.000 50.000 100000

Rezerve dobijene Bootstrap metodom,
Gama raspodela

m Rezerve

100 1.000 10000 50000 100,000
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Procenat greske ocena Bootstrap metodom,
Gama raspodela

1%,51% G S » Procenat gredke

100 1.000 10,000 500000 100.000

Ne moze se sa sigurnoscu reci koji model daje vise, a koji nize ocene rezervi zato sto se
odnos rezultata razlikuje kako se menja broj iteracija u modelu, tj. u nekim slucajevima
vise rezervi pretpostavlja jedan model, a u nekim slucajevima drugi model. Ono sto se
moze primetiti iz grafika je da su Bootstrap modelima dobijeni dosta sli¢ni rezultati, pa
se moze zakljuciti da je ocena pouzdana. Razlike izmedju ocena nisu velike: Poasonov
metod pretpostavlja rezerve u visini od 106700 evra kako se broj iteracija povecava, dok
Gama model daje ocenu rezervi od 106800 evra sa porastom broja iteracija. Modeli za-
snovani na simulacijama daju pouzdanije ocene kako se broj iteracija povecava.

Dobijena ocena rezervi preko Bootstrap metoda je bliza tezinskom metodu Chain-
Ladder-a nego metodu proseka. Velika prednost Boostrap metoda u odnosu na Chain-
Ladder je ta sto postoji moguc¢nost racunanja standardne greske na osnovu koje se pro-
cenjuje tacnost i pouzdanost dobijene ocene rezervi. Sa grafika koji oznacavaju procente
greske ocene za Poasonov i Gama model moze se primetiti da iznos standardne greske
varira od 19 do 20 procenata u zavisnosti od pretpostavljene raspodele i broja izvrsenih
iteracija. Posmatrano kroz vrednosti u evrima, standardna greska iznosi oko 20000 evra.
Ovo znaci da ¢e se realizovana vrednost nalaziti u intervalu od 20000 evra vise ili manje
od ocenjene vrednosti rezervi. Uporedjujuéi vrednosti standardnih gresaka dobijenih u
modelu sa dodatnim troskovima osiguranja zapaza se da je procenat greske slican, tj.
podjednako su nepredvidive ocene rezervi i Siroki intervali unutar kojih ¢e se vrednosti
rezervi realizovati.

Sledeé¢i modeli pomocu kojih ¢e se dobiti ocene tehnickih rezervi su Mack-ov model
i Poasonov model sa povecanom disperzijom. Oni pripadaju stohastickim modelima i
takodje imaju moguc¢nost dobijanja greske ocene rezervi. U tabelama 6.15 1 6.16 su pri-
kazani rezultati dobijeni primenjuju¢i Mack-ov model na podatke o plac¢anjima zahteva
za odstetu bez troskova osiguranja, dok su u tabelama 6.17 i 6.18 prikazane dobijene
ocene rezervi Poasonovim stohastickim modelom sa pove¢anom disperzijom. Ono $to se
moze primetiti uporedjivanjem dobijenih predvidjanja rezervi kroz razli¢ite metode je da
su i Mack-ov i Poasonov model dali iste ocene rezervi kao i Chain-Ladder metod kori-
ste¢i tezinski prosek, tj. vrednot od 105092.54 evra. Na osnovu ovih modela moguce je
izracunati koliko ¢e biti odstupanje realizovane vrednosti rezervi od njene dobijene ocene
pomocu standardne greske. Veliki je problem §to su modeli dali visoki procenat stan-
dardne greske: i Mack-ov i Poasonov model 19%. Kao $to je ranije diskutovano, podaci iz
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Razvojna godina:
Godina 1 2 3 4 5 | Ocekiva- | Isplate Ocekivana
Stete: na do 2014. | buduca
ukupna | godine: | plac¢anja
placanja: (rezerve):
2008 28166.00 | 28166.00 | 0.00
2009 0 | 97658.49 | 97658.49 | 0.00
2010 740.18 | 0 | 117592.48| 116852.30| 740.18
2011 3297.80 | 686.89 | 0 | 109126.19) 105141.50| 3984.69
2012 15621.75 | 5762.88 | 1200.34 | 0 | 190697.37| 168112.40| 22584.97
2013 53533.64 | 16772.78 | 6187.50 | 1288.78 | 0 | 204748.20| 126965.50| 77782.70
UKUPNO: 747988.73| 642896.19) 105092.54
Tabela 6.15: Rezerve dobijene Mack-ovim modelom
Godina stete: | Ocekivana Isplate Ocekivana Standardna | Procenat
ukupna do 2014. | buduca greska greske:
plac¢anja: godine: plac¢anja rezervi:
(rezerve):

2008 28166 28166 0 0 0%

2009 97658 97658 0 0 0%

2010 117592 116852 740 587 79%

2011 109126 105142 3985 3676 92%

2012 190697 168112 22585 9122 40%

2013 204748 126966 77783 13877 18%
UKUPNO: | 747989 642896 105093 19760 19%

Tabela 6.16: Ocena greske rezervi dobijena Mack-ovim modelom
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Razvojna godina:

Godina 1 2 3 4 5 | Ocekiva- | Isplate Ocekivana

Stete: na do 2014. | buduca
ukupna | godine: pla¢anja
placanja: (rezerve):

2008 28166.00 | 28166.00 | 0.00

2009 0 | 97658.49 | 97658.49 | 0.00

2010 740.18 | 0 | 117592.48| 116852.30| 740.18

2011 3297.80 | 686.89 | 0 | 109126.19| 105141.50| 3984.69

2012 15621.75 | 5762.88 | 1200.34 | 0 | 190697.37| 168112.40| 22584.97

2013 53533.64 | 16772.78 | 6187.50 | 1288.78 | 0 | 204748.20| 126965.50| 77782.70

UKUPNO: 747988.73| 642896.19| 105092.54

Tabela 6.17: Rezerve dobijene Poasonovim modelom

Godina Stete: | Ocekivana Isplate Ocekivana Standardna | Procenat
ukupna do 2014. | buduca greska greske:
pla¢anja: godine: plac¢anja rezervi:

(rezerve):

2008 28166 28166 0 0 0%

2009 97658 97658 0 0 0%

2010 117592 116852 740 1437 193%

2011 109126 105142 3985 2981 75%

2012 190697 168112 22585 7719 34%

2013 204748 126966 77783 16020 21%
UKUPNO: | 747989 642896 105093 20192 19%

Tabela 6.18: Ocena greske rezervi dobijena Poasonovim modelom

tabele placanja su jako razlic¢iti i nekonzistentni. Razli¢ite metode kroz standardno odstu-
panje skreéu paznju ovlaséenom aktuaru da postoji velika varijabilnost medju koris¢enim
podacima, kao i nestabilnost prilikom ocenjivanja rezervi. Dobijena ocena nije sigurna
i postoji velika moguc¢nost odstupanja realizacije od ocena koje pretpostavljaju ovi modeli.

Isto kao sto je diskutovano u prethodnom delu rada kod modela sa uracunatim dodat-
nim troskovima osiguranja, tako i u modelu bez troskova, ocene rezervi dobijene ve¢inom
metoda iz ovog rada su dosta slicne, ali sa visokim procentima standardnih gresaka, dok je
metod proseka Chain-Ladder-a dao mnogo visu ocenu rezervi koje osiguravajuce drustvo
treba da cuva, ali bez ikakvog znanja o gresci ocene. Ukoliko se ovlas¢eni aktuar odluci za
jednu od metoda koje zahtevaju obezbedjivanje manjeg iznosa rezervi, postoji Sansa da
sacuvan iznos rezervi neée biti dovoljan za pla¢anje ugovornih obaveza. Ukoliko aktuar
odluci da ¢uva onaj iznos rezervi koliko je pokazao metod proseka Chain-Ladder-a, veca
je verovatnoca da ¢e biti dovoljno sredstava za isplatu svih buducih plac¢anja, ali se ovde
javlja moguénost prerezervisanja. Na ovlaséenom aktuaru je da izabere da li ¢e rizikovati
i ostaviti manje novca na ime tehnickih rezervi, a da pritom zna da ne postoji moguénost
oportunitetnog troska ili ¢e i¢i na sigurniju ocenu rezervi, a da pritom zna da je sacuvano
dovoljno sredstava za nadoknadjivanje svih Steta svojim osiguranicima.
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6.3 Ocena troskova osiguranja

U ovom delu rada bice rec¢i o predvidjanju troskova osiguravajuceg drustva koji prate
isplatu odsteta osiguranicima koji su prijavili nastalu stetu. Kao $to je ranije napome-
nuto, pod ovim troskovima se podrazumevaju troskovi procene osiguranog slucaja, sudski
troskovi, pla¢ene kamate. U tabeli 6.19 prikazene su vrednosti pla¢enih troskova osigu-
ranja za Stete nastale u periodu od 2008. do 2013. godine. Iznosi su u inkrementalnom
obliku i u evrima. U tabelama 6.20 i 6.21 prikazane su ocene buduéih troskova koje ce
snositi osiguravajuce drustvo izracunate metodom proseka i metodom tezinskog proseka
Chain-Ladder-a. Kao sto se moze videti u tabelama, ocena rezervi koje je potrebno cuvati
za buduce troskove na osnovu metoda proseka je 8373.75 evra, dok metod tezinskog pro-
seka pretpostavlja rezerve u visini od 9518.51 evro.

U tabeli 6.22 prikazani su rezultati Bootstrap metode koja je sprovedena na podacima
iz inkrementalnih vrednosti iz tabele 6.19. Vrseéi razlic¢it broj iteracija Bootstrap me-
toda i pretpostavljanjem razlic¢itih raspodela o buduéim troskovima osiguranja, dobijaju
se razli¢ite ocene potrebnih rezervi, standardna greska tih ocena, kao i procenat greske
kao koli¢nik standardne greske i ocene rezervi. Iz tabele se moze primetiti da svi modeli
pretpostavljaju rezerve u visini od oko 9450 evra, dok upozoravaju da je procenat greske
cak oko 27%! Ovo je izrazuto visok stepen nesigurnosti ocene i pritom Bootstrap daje
vrlo Sirok interval unutar kojeg Ce se realizovati prava vrednost troskova osiguranja.

Na ovom primeru sprovedeni su i stohasticki modeli. Mack-ov stohasticki model je
dao ocenu ocekivanih ukupnih plac¢anja u visini od 52534.88 evra, pa ako se oduzme vred-
nost isplata do 2014. godine Sto iznosi 43016.37 evra, dobija se ocena rezervi u visini od
9518.51 evro. Takodje, Mack-ovim modelom je moguce dobiti visinu greske ove ocene,
tako da je izracunata standardna greska od 2719.18 evra, Sto iznosi ¢ak 28.57 procenata
greske! Poasonov stohasticki model sa povecanom disperzijom je dao istu ocenu rezervi
kao i Mack-ov model: 9518.51 evro. Standardna greska kod ovog modela je 2448.99 evra
Sto bi znacilo 25.73 procenata greske. Kao Sto se moze primetiti iz prethodnog izlaganja
i dobijenih rezultata, i u ovom primeru rac¢unanja troskova drustva stohasticki modeli su
dali istu ocenu rezervi kao i tezinski metod Chain-Ladder-a.

Iz svih dobijenih rezultata pomoc¢u modela rezervisanja moze se zakljuciti da su svi
modeli dali priblizne ocene rezervi koje osiguravajuce drustvo treba da ¢uva zbog troskova
osiguranja u buduénosti. Sa druge strane, Bootstrap i stohasticki modeli (modeli koji
imaju moguénost racunanja standardne greske ocene) su upozorili ovlaséenog aktuara
da je moguce odstupanje realizovanih vrednosti od ocene jako veliko. U ovom slucaju
odstupanje iznosi skoro tre¢inu vrednosti ocene, pa se moze zakljuciti da je odstupanje
jako veliko i ocena rezervi jako neprecizna. Kod procene troskova nije preporucljivo
koris¢enje ovih metoda da se predvide buduce obaveze drustva. Aktuar moze da odredi
visinu rezervi kako mu predlazu modeli iz ovog rada, ali se susrece sa rizikom da se realizuje
vedi iznos troskova osiguranja nego Sto je to ocenjeno i da se osiguravajuc¢e drustvo nadje
u dodatnim nepredvidjenim troskovima.
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Razvojna godina:

Godina Stete: | 0 1 2 3 4 5
2008 2185.26 | 234.17 45.50 389.23 0.00 0.00
2009 2015.78 | 1181.96 | 245.29 64.36 44.88
2010 5477.59 | 2989.69 | 620.76 2092.34
2011 5480.91 | 1509.73 | 195.47
2012 7519.79 | 2499.42
2013 8224.24

Tabela 6.19: Inkrementalna pla¢anja zahteva za odstetu tokom razvojnih godina

Razvojna godina:
Godina 1 2 3 4 5 | Ocekiva- | Isplate Ocekivana
Stete: na do 2014. | buduca
ukupna | godine: pla¢anja
placanja: (rezerve):
2008 2854.16 | 2854.16 | 0.00
2009 0 | 3552.27 | 3552.27 | 0.00
2010 71.53 | 0 | 11251.91 | 11180.38 | 71.53
2011 974.51 | 52.21 | 0 | 8212.83 | 7186.11 | 1026.72
2012 492.91 | 1425.55 | 76.38 | 0 | 12014.05 | 10019.21 | 1994.84
2013 3038.28 | 554.08 | 1602.45 | 85.85 | 0 | 13504.90 | 8224.24 | 5280.66
UKUPNO: 51390.12 | 43016.37 | 8373.75
Tabela 6.20: Rezerve dobijene metodom proseka
Razvojna godina:
Godina 1 2 3 4 5 | Ocekiva- | Isplate Ocekivana
Stete: na do 2014. | buduca
ukupna | godine: pla¢anja
placanja: (rezerve):
2008 2854.16 | 2854.16 | 0.00
2009 0 | 3552.27 | 3552.27 | 0.00
2010 78.88 | 0 | 11259.26 | 11180.38 | 78.88
2011 1220.01 | 59.30 | 0 | 8465.43 | 7186.11 | 1279.32
2012 526.28 | 1790.35 | 87.03 | 0 | 12422.87 | 10019.21 | 2403.66
2013 3051.53 | 592.29 | 2014.89 | 97.94 | 0 | 13980.89 | 8224.24 | 5756.65
UKUPNO: 52534.88 | 43016.37 | 9518.51

Tabela 6.21: Rezerve dobijene metodom tezinskog proseka
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Bootstrap | Broj ite- | Ocekiva- | Isplate do | Oc¢ekiva- | Stan- Procenat
model: racija na 2014. go- | na dardna greske

ukupna dine: buduca greska

plac¢anja: pla¢anja

(rezerve):

Poason 100 52504 43016 9488 2480 26.14%
Poason 1000 52453 43016 9437 2564 27.17%
Poason 10000 52504 43016 9488 2593 27.33%
Poason 50000 52495 43016 9479 2561 27.02%
Poason 100000 52494 43016 9478 2563 27.04%
Gama 100 52439 43016 9423 2551 27.07%
Gama 1000 52586 43016 9570 2556 26.71%
Gama 10000 52509 43016 9493 2577 27.15%
Gama 50000 52473 43016 9457 2573 27.21%
Gama 100000 52500 43016 9484 2566 27.06%

Tabela 6.22: Rezerve dobijene Bootstrap metodom

6.4 Provera ocene

U nastavku rada bi¢e napravljen test na primeru iz ovog poglavlja koji ¢e proveriti da
li modeli iz ovog rada daju dobre predikcije buduc¢ih placanja. Prvo ¢e se pretpostaviti
da su poznati podaci o placanjima samo od 2008. do 2012. godine, ne i iz 2013. godine.
Primenjujuc¢i metode rezervisanja na tabelu pla¢anja sa godinama stete od 2008. do 2012.
predvideée se vrednosti buduéih isplata zahteva za odstetu. Na ovaj nacin ¢e se dobiti
predikcija potrebnih rezervi za naredne godine, a ujedno i za 2013. godinu. Uporedjujuéi
ove ocene rezervi i vrednosti koje znamo da su se realizovale u 2013. godini, dobice se
pregled koliko su ocene bliske realizovanim vrednostima pla¢anja, kao i uvid da li modeli
daju dovoljno dobre ocene rezervi. U potpoglavlju 6.3.1 ¢e biti uradjena provera modela
koristec¢i podatke o placanjima zajedno sa troskovima osiguranja, dok ¢e u potpoglavlju
6.3.2 biti sprovedena ista analiza, ali samo na podacima koji oznacavaju placanja nastalih
Steta bez uracunavanja dodatnih troskova.

6.4.1 Sa troskovima

Tabela 6.23 predstavlja iznose pla¢anja podnetih zahteva za odstetu za Stete koje su
nastale u periodu od 2008. do 2012. godine. Podaci u tabeli su u evrima i sadrze uracunate
dodatne troskove koje osigurava¢ snosni prilikom procene visine osigurane sume i isplate
utvrdjene naknade. Vrednosti koje su podvucene predstavljaju realizovana pla¢anja u
2013. godini koja su poznata, ali radi testiranja metoda rezervisanja pretpostavlja se da
nisu i da ih treba oceniti.

Standardnim postupkom Chain-Ladder metoda i primenom istog na tabelu 6.23, lako
se moze do¢i do ocene rezervi. U tabeli 6.24 i 6.25 prikazani su dobijeni rezultati pri-
menom metoda proseka i tezinskog proseka. Ovim putem ocenjene su sve nepoznate
vrednosti iz tabele pla¢anja, ali u ovom delu rada zanimljive su samo podebljane vredno-
sti u tabelama, tj. ocene vrednosti koje Ce biti isplac¢ene u 2013. godini za razli¢ite godine
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Razvojna godina:

Godina stete: | 0 1 2 3 4
2008 17109.26 | 7734.17 | 3945.50 | 2231.23 | 0.00
2009 65982.27 | 21781.96 | 12545.29 | 64.36 836.88
2010 74083.59 | 38571.92| 7770.76 | 7606.41
2011 78943.41 | 27658.73 | 5725.47
2012 123427.29 | 54704.32

Tabela 6.23: Inkrementalna placanja zahteva za odstetu tokom razvojnih godina

Razvojna godina:

Godina stete: 0 1 2 3 4
2008 17109.26 | 7734.17 3945.50 | 2231.23 | 0.00
2009 65982.27 | 21781.96 | 12545.29 64.36 | 0.00
2010 74083.59 | 38571.92 7770.76 | 4705.34 | 0.00
2011 78943.41 | 27658.73 | 13173.74 | 4679.92 | 0.00
2012 123427.29 | 51011.87 | 21556.95 | 7658.03 | 0.00

Tabela 6.24: Rezerve dobijene metodom proseka
Razvojna godina:

Godina Stete: 0 1 2 3 4
2008 17109.26 | 7734.17 3945.50 | 2231.23 | 0.00
2009 65982.27 | 21781.96 | 12545.29 64.36 | 0.00
2010 74083.59 | 38571.92 7770.76 | 2141.38 | 0.00
2011 78943.41 | 27658.73 | 11481.38 | 2099.73 | 0.00
2012 123427.29 | 50050.14 | 18684.06 | 3416.96 | 0.00

Tabela 6.25: Rezerve dobijene metodom tezinskog proseka
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Stete. Vecina ostalih modela prezentovanih u radu, npr. Bootstrap, Poasonov model sa
povecanom disperzijom, Mack-ov model, daju priblizne ocene rezervi kao i tezinski metod
Chain-Ladder-a, stoga oni nece biti prezentovani.

Kao sto se vidi u tabeli 6.24 metod proseka je pretpostavio da nece biti vise isplata
zahteva za odStetu podnetih 2009. godine, dok ¢e se otplatiti 4705.34 , 13173.741 51011.87
evra zahteva za odstetu podnetih 2010. 2011. i 2012. godine Stete, respektivno. Sa druge
strane, metod tezinskog proseka je takodje dao predikciju da nece biti isplata za Stete
nastale u 2009. godini, ali da ¢e biti manje isplata zahteva za 2010. 2011. i 2012. godinu
Stete (2141.38 , 11481.38 1 50050.14 evra). Ukoliko se uporede ove dobijene ocene sa zaista
realizovanim vrednostima pla¢anja u 2013. godini, moze se zakljuciti da je metod proseka
dao priblizniju ocenu rezervi. Metod proseka je pretpostavio ukupna pla¢anja od 68890.95
evra, metod tezinskog proseka je dao predikciju od 63672.91 evro, dok je realizovana vred-
nost iznosila 68873.08 evra. Na ovakvom testu se metod tezinskog proseka pokazao kao
losiji ocenjivac i ukoliko se aktuar odlucio da ¢uva ovu vrednost rezervi, u 2013. godini
bi se susreo sa problemom manjka sredstava za isplate obaveza prema osiguranicima. Sa
druge strane, metod proseka je dao jako dobru ocenu i ukoliko se aktuar odlucio da cuva
ovu vrednost rezervi, u 2013. godini bi imao dovoljno sredstava da isplati sve ugovorne
obaveze, a da u ime rezervi ostane samo oko 20 evra ¢ime je izbegnut problem prerezer-
visanja.

Vazno je prokomentarisati pojavu vrednosti od 836.88 evra u ¢etvrtoj razvojnoj godini
2009. godine stete. Kao sto je receno, Chain-Ladder daje pretpostavke budué¢ih pla¢anja
na osnovu istorijskih podataka pla¢anja u prethodnim godinama, tako da su oba metoda,
i proseka i tezinskog proseka, pretpostavila da u ¢etvrtoj razvojnoj godini 2009. godine
Stete nece biti isplata zahteva za odstetu zato sto ih nije bilo ni u ¢etvrtoj razvojnoj godini
za 2008. godinu Stete. Ovo je varijabilitet koji Chain-Ladder ne moze da pretpostavi.
Zahvaljujué¢i ve¢em iznosu cuvanih rezervi za 2010. 2011. i 2012. godinu nego Sto je za
to bilo potrebe, neocekivani troskovi od 836.88 evra mogu da se nadoknade, ali u suprot-
nom ovo bi predstavljao veliki problem za osiguravajuce drustvo zbog svoje slucajnosti i
nepredvidivosti.

6.4.2 Bez troskova

Kao i u prethodnom potpoglavlju, napravi¢e se provera metoda rezervisanja iz ovog
rada da bi se utvrdilo koliko su pouzdane ocene koje se dobijaju ovim putem. Tabela
6.26 predstavlja iznose placanja nastalih Steta tokom perioda od 2008. do 2012. godine u
evrima. Podaci u tabeli su samo vrednosti isplata naknada osiguranicima za prijavljene
Stete, Sto znaci da ovde nisu uracunati dodatni troskovi osiguravajuceg drustva. Vred-
nosti koje su podvucene u tabeli 6.26 predstavljaju realizovana pla¢anja u 2013. godini
koja su poznata, ali koja ¢e se radi testa ocenjivati metodama proseka i tezinskog proseka
Chain-Ladder-a. U tabeli 6.27 i 6.28 prikazani su dobijeni rezultati primenom metoda
proseka i tezinskog proseka, respektivno.

Ukupna realizovana vrednost pla¢anja u 2013. godini iznosi 64040.97 evra. Kao i u
prethodnom delu, metod proseka je dao bolju ukupnu ocenu pla¢anja u 2013. godini od
66015.40 evra, dok je metod tezinskog proseka pretpostavio pla¢anja u visini od 59801.19
evra. Metod tezinskog proseka je obezbedio manji iznos rezervi nego sto je za to bilo
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potrebe, ¢ime je napravljen problem osiguravaju¢em drustvu koje mora da isplac¢uje veéi
iznos sredstava nego §to je za to predvidjeno. Sa druge strane, metod proseka je dao
dovoljno visoku ocenu rezervi da se pokriju sva potrebna placanja ugovornih obaveza u
2013. godini, sa oko 2000 evra viska. Ovaj iznos predstavlja prerezervisanje osigura-
vajuceg drustva.

Na osnovu dva testa iz potpoglavlja 6.3.1 1 6.3.2 moze se zakljuciti da je u ovom primeru
metod proseka mnogo primereniji za predvidjanje buducih pla¢anja i formiranja tehnickih
rezervi od metoda tezinskog proseka kojim se ne ¢uva dovoljan iznos rezervi. U ovom pri-
meru moze se re¢i da je aktuar koji je prihvatio ocenu rezervi metoda proseka napravio
dobru pretpostavku i spasao osiguravajuce drustvo od nepredvidivih gubitaka. Metod
tezinskog proseka se u ovom primeru pokazao kao veoma los pokazatelj budué¢ih placanja.
Kao sto je u ranijim delovima rada napomenuto metod tezinskog proseka daje pribliznu
predikciju Bootstrap metode i stohastickim modelima, ali je kod njih poznata standardna
greska te ocene. Kako je standardna greska veca, tako postoji ve¢a verovatnoca da ce
realizovane vrednosti imati veée potencijalno odstupanje od ocenjenih vrednosti. Za ak-
tuara je vazno da odluci da li je zadovoljan ta¢noséu ocene dobijene pomocu standardnog
odstupanja ovih metoda ili ¢e da se odluci za visu ocenu rezervi koju je u ovom primeru
dao metod proseka, ali sa kojom se ne moze izracunati greska ocene.
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Razvojna godina:

Godina stete: | 0 1 2 3 4
2008 14924.00 | 7500.00 | 3900.00 | 1842.00 | 0.00
2009 63966.49 | 20600.00 | 12300.00 | 0.00 792.00
2010 68606.00 | 35582.23 | 7150.00 | 5514.07
2011 73462.50 | 26149 5530
2012 115907.50 | 52204.90

Tabela 6.26: Inkrementalna placanja zahteva za odstetu tokom razvojnih godina

Razvojna godina:

Godina stete: 0 1 2 3 4
2008 14924.00 | 7500.00 3900.00 1842.00 | 0.00
2009 63966.49 | 20600.00 | 12300.00 0.00 0.00
2010 68606.00 | 35582.23 7150.00 | 3895.40 | 0.00
2011 73462.50 26149 12882.90 | 3935.85 | 0.00
2012 115907.50 | 49237.11 | 21358.39 | 6525.20 | 0.00

Tabela 6.27: Rezerve dobijene metodom proseka
Razvojna godina:

Godina Stete: 0 1 2 3 4
2008 14924.00 | 7500.00 3900.00 1842.00 | 0.00
2009 63966.49 | 20600.00 | 12300.00 0.00 0.00
2010 68606.00 | 35582.23 7150.00 | 1664.78 | 0.00
2011 73462.50 26149 11014.03 | 1654.12 | 0.00
2012 115907.50 | 47122.38 | 18026.19 | 2707.23 | 0.00

Tabela 6.28: Rezerve dobijene metodom tezinskog proseka
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Zakljucak

U ovom radu prezentovani su razli¢iti modeli racunanja ocena buducih plac¢anja i re-
zervi koje osiguravajuce drustvo mora da cuva u svakom trenutku da bi odrzalo svoju
solventnost i da bi bilo u moguénosti da isplac¢uje na vreme sve ugovorne obaveze prema
svojim osiguranicima. Osiguravaju¢im drustvima je ovo nezgodan problem, koji se u
sustini svodi na predvidjanje buduénosti. Zato svi ovi modeli nose sa sobom odredjeni
rizik, pa pored ocene buducih pla¢anja racunaju i kolika je moguénost greske.

Prezentovani modeli su najzastupljeniji u aktuarskoj literaturi. U svetu su oni razvijani
od 90-tih godina proslog veka, pa do danas. Pojavljivanjem brzih racunara i naprednih
statistickih softvera, mnogo je olakSan postupak ra¢unanja rezervi, ali je i otvoren put za
razvitak novih, slozenijih modela. Na primer, postoje modeli koji ne koriste parametar-
sku strukturu za rac¢unanje budué¢ih pla¢anja i izbegavaju ,preparametrizaciju®. Jedan
od takvih modela je Hoerlova kriva koja ima oblik slican krivi sa iscrtanim inkremen-
talnim vrednostima placanja. Ova kriva brzo raste, a kako razvojne godine prolaze, ona
eksponencijalno opada do nule. Ovaj model je znacajan zato sto daje vrednosti buduéih
pla¢anja ne samo u diskretnim vremenskim trenucima, ve¢ neprekidno u vremenu. Dok
sa jedne strane postoje metode koje se zasnivaju na Chain-Ladder-u, a sa druge na para-
metarskim krivama, pocetkom 21. veka su se pojavili ,izglacavajuéi modeli“ (smoothing
models) koji na veoma elegantan nacin prave spoj izmedju ove dve vrste metoda. Na ovaj
nacin je aktuaru omoguéeno da racuna rezerve prave¢i kombinaciju ove dve vrste modela
koja mu odgovara.

U literaturi se ¢esto pojavljuju i varijacije prezentovanih modela. Na primer, postoje
razne vrste Chain-Ladder metoda koje koriste razlic¢ite nac¢ine da izracunaju razvojne fak-
tore ili bar koriste razlicite oblike podataka pla¢anja prilikom racunanja. Razvijeni su
i neki stohasticki modeli koji ne dobijaju parametre preko metode maksimalne verodo-
stojnosti i GLM oblika parametara, nego ih dobijaju praveéi simulacije, pa na osnovu
njih donose zakljucke o ocenama parametara. U nekim radovima se spominju stohasticki
modeli koji koriste GLM oblik, ali koji uzimaju netipi¢ne link funkcije za racunanje pa-
rametara, npr. kod Negativno-binomnog modela se ne uzima logaritamska link funkcija,
nego logaritam od logaritmal

Cilj ovog rada je da citaoca upozna sa osnovnim modelima ra¢unanja tehnickih re-
zervi u osiguravajuc¢im drustvima, da napravi paralelu izmedju njih i da uputi na naj-
bolji mogu¢i model. Tako je u poslednjih 20 godina znacajno poraslo interesovanje ma-
tematicara za ovakvu vrstu problema i znacajno se povecao broj matematickih modela
racunanja rezervi, i dalje je slabo zastupljena njihova primena u praksi. Postoje razliciti
razlozi za ovakvo stanje, kao $to su: opsSte nepoznavanje postoje¢ih modela, nefleksibilnost
postojec¢ih modela, nedostatak odgovaraju¢ih softvera za njihovu primenu itd.
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