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Uvod

Tema ovog master rada su FLC (Fuzzy logic control) procesi. Re¢ je o savremenoj tehnici
primene fazi skupova i fazi logike u cilju reSavanja razlicitih problema industrijskog inZenjeringa,
finansijskih 1 menadzerskih sistema. U ovom radu FLC procesi su kori$éeni kako bi se opisalo
ponasanje ljudi i izvrSilo modeliranje klijentove spremnosti za prihvatanje rizika prilikom
investiranja sredstava u odredene projekte.

Rad se sastoji iz Cetiri poglavlja. Prva dva poglavlja za cilj imaju da ¢itaoca uvedu u osnove
fazi razmisljanja kroz osnovne pojmove iz teorije fazi skupova i fazi logike. Poslednja dva dela,
kroz nekoliko razli¢itih modela, ilustruju primenu FLC procesa u reSavanju realnih problema.

U prvom poglavlju je dat detaljan pregled osnovnih pojmova i definicija vezanih za fazi
skupove. Kroz primere je predstavljena razlika izmedu klasi¢nih i fazi skupova. Posebna paznja
je posvecena trougaonim fazi brojevima i1 operacijama definisanim nad njima. Takode, ovaj deo
sadrzi 1 opis trougaonih normi i konormi, kao i njihovih osobina, zbog izuzetne vaznosti ovih

operatora na dalji rad. Literatura koriS¢ena pri izradi ovog poglavlja je
[1,2,3,45,6,7,8,9,11,12,13].

U drugom poglavlju su prikazani osnovni pojmovi iz oblasti fazi logike sa akcentom na if-
then pravilima i operacijama sa njima, baziranim na operatorima minimuma i maksimuma.
Rezultati prezentovani u ovom delu su iz [1,3,6,10,11].

U tre¢em delu je tema rada u potpunosti razradena. Pored teorijskog pristupa FLC procesima
sa dve ulazne i jednom izlaznom promenljivom, sa dva modela je na detaljan nadin opisana
njihova primena na klijentovu toleranciju rizika. Rezultati prikazani u ovom poglavlju se baziraju
na[1,2,10].

Poslednji deo rada je originalan, a zasniva se na modifikovanim FLC procesima do kojih se
dolazi uvrstavanjem LukaSieviceve T; norme. Novodobijeni FLC procesi su primenjeni na
modeliranje klijentove tolerancije rizika i kao krajnji rezultat svakog modela dobijene su
dekodirane izlazne vrednosti pomoc¢u kojih su doneti zakljucci o najprihvatljivijem nivou rizika
za donosioca odluke.

***k

Tzuzetnu zahvalnost dugujem svom mentoru, dr Ivani Stajner-Papuga, na ukazanom
poverenju, kao i na korisnim sugestijama i primedbama bez kojih rad ne bi primio sadasnji oblik.
Takode, zahvaljujem se prof.dr Zagorki Lozanov-Crvenkovi¢ na podrsci i znanju koje mi je
pruzila tokom studija, kao i svim ¢lanovima komisije.
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1 Fazi skup

U klasi¢noj teoriji skupova, pripadanje objekta nekom skupu je jasno i precizno definisano:
objekat je ili ¢lan nekog skupa ili nije, Sto se moze I uoditi iz toga da karakteristiCna funkcija
klasi¢nog skupa prima isklju¢ivo vrednosti 0 ili 1. Medutim, veoma su Ceste situacije kada nije
moguce napraviti jasnu razliku izmedu pripadanja i nepripadanja nekog elelmenta datom skupu.
Na primer, sistemi savremenog poslovanja, finansija i menadZerstva su izuzetno kompleksni i
zbog znacajne uloge ljudskog faktora Cesto ne raspolazu jasnim 1 preciznim informacijama, te
tradicionalne tehnike ne uspevaju na najbolji nacin da ih oslikaju. Upravo iz tih razloga,
vremenom se razvila teorija fazi skupova kao efikasno orude za modeliranje takvih sistema.

1.1 Osnovne definicije i pojmovi

U ovom poglavlju prikazani su osnovni pojmovi vezani za fazi skupove pocevsi od definicije.
Pored toga, kroz primere ¢e biti prikazana razlika izmedu klasi¢nih i fazi skupova i date su
definicije osobina koje su karakteristiéne samo za fazi skupove (videti [1,2,3,4,5,6,7,8,9,11,13]).

Osnovna osobina fazi skupova je to sto dozvoljavaju da neki element samo u odredenoj meri
pripada skupu. Funkcija kojom se opisuje stepen pripadnosti nekog elementa fazi skupu naziva se
funkcija pripadnosti i data je slede¢om definicijom ([1,2,7,11]).

Definicija 1.1 Funkcija pripadnosti x je preslikavanje x : U — [0,1] gde je U univerzalni skup.
Fazi skupovi se definisu preko svoje funkcije pripadnosti ([1,7,11]).

Definicija 1.2 Neka je A klasi¢an podskup univerzalnog skupa U. Fazi skup As je skup uredenih
parova (X, pa ; (x)) definisan na slede¢i nacin:

Ap={(x, a, (1)) | XA, s, () [0,1] 3.

Prvi element x iz para (X, p4 ; (x)) predstavlja objekat iz klasi¢nog skupa A koji zadovoljava
neku osobinu P, dok drugi element Ha, (x) predstavlja broj iz intervala [0,1] i ukazuje na to s
kolikim stepenom x zadovoljava osobinu P. Vece vrednosti funkcije puy4, (x) ukazuju na veéi
stepen pripadnosti.

Iz definicije se lako moze uociti da klasicni skupovi predstavljaju specijalan oblik fazi
skupova gde su svi stepeni pripadanja jednaki jedinici.



Ukoliko fazi skup ima kona¢no mnogo elemenata, oni se mogu nabrojati pri ¢emu Se
elementi koji imaju nulti stepen pripadnosti uglavnom ne navode. Takode, u sluc¢aju kona¢nog
broja elemenata fazi skupa, moze se koristiti i tabelarni prikaz na dole dat nacin navodeéi u
jednom redu elemente, a u drugom odgovarajuce vrednosti funkcije pripadnosti.

X1 X2 X3

A2 pri ¢emu simbol £ oznacava ,,definisan pomocu”.

Halx1)  Halx2) Ha(xs)

U radu je koris¢ena sledeca notacija: klasi¢ni skupovi su obelezavani velikim Stampanim
latini¢nim slovima A, B, C ..., dok su fazi skupovi oznaceni velikim pisanim latini¢nim slovima
sa indeksom f koji ukazuju na to da je re¢ o fazi skupovima: Ag, By, Cy ...

Uz sledece primere bice prikazana razlika izmedu klasi¢nih i fazi skupova.

Primer 1.1. [1] Neka je dat klasi¢an skup pomo¢u koga Zelimo da opisemo visoke ljude, odnosno
neka je skup A={visoki ljudi}. Pretpostavimo da je covek visok ako njegova visina iznosi 180 cm
ili viSe, dok u suprotnom covek nije visok. Karakteristi¢cna funkcija (Funkcjia pripadnosti) skupa
A={visoki ljudi}, data je na slede¢i nacin:

(x)={ 12za 180 < x,
Ha 022160 < x < 180

Mozemo zakljuciti da opis skupa A={visoki ljudi} nije zadovoljavaju¢i zbog toga S§to ne
dozvoljava gradaciju. Re¢ Vvisok je neodredena. Na primer, osoba koja je visoka 179 cm nije iste
visine kao osoba od 160 cm. Takode, po ovome zakljucujemo da je osoba od 180 cm visoka kao
§to je i osoba od 200 cm, dok se pravi drasti¢na razlika izmedu osoba koje su visoke 179 cm i
onih ¢ija je visina 180 cm.

Kod opisivanja jezi¢kih promenljivih pomocu klasi¢nih skupova dolazi do izrazaja njihov
nedostatak, kojeg u teoriji fazi skupova nema zahvaljuju¢i nacinu na koji su definisani.

Primer 1.2. [1] Opisa¢emo skup A={visoki ljudi} pomocu fazi skupa. Neka je dat fazi skup
Te={(X, ur ; (%))}, gde x predstavlja vrednost iz intervala [160,200] izrazenu u cm, a Uy ; (x) je

definisana na slede¢i nacin:

m(x —140)2, za 160 < x <170,
lle(x) =

~ 203072 (x —200)* +1,2za 170 < x < 200.

Brojevi na horizontalnoj x osi prikazuju visinu izrazenu u cm, a vertikalna osa u prikazuje
stepene kojima ljudi mogu biti oznaceni kao viosoki. Svi ljudi visine izmedu 160 i 200 cm



pripadaju skupu visoki ljudi, s tim da su im stepeni pripadnosti tom skupu razli¢iti. Prema tome,
sa Slike 1.1 se vidi da funkcija pripadnosti za osobu visine 160 cm iznosi 0,22, za osobu visine
180 cm je 0,78, dok je vrednost funkcije pripadnosti 1 za osobu visine 200 cm. Interval [0,22,1]
vertikalne ose u predstavlja kvantifikaciju stepena neodredenosti re¢i visok.

U A
1
0,78 To7s
0,5 Tos
0,22.......... To
0 160 170 180 190 200 X

Slika 1.1 Opis pojma ,,visoka osoba" pomocu fazi skupa

Definicija 1.3 [1] Fazi skup A¢ je normalizovan ako postoji bar jedan element, iz univerzalnog
skupa, takav da je vrednost funkcije pripadnosti jednaka jedinici. U suprotnom fazi skup nije
normalizovan.

Pretpostavimo da fazi skup Ay nije normalizovan; odnosno da je u,,(x)< 1. MoZemo

normalizovati skup As ukoliko izvr§imo normalizaciju njegove funkcije pripadnosti na sledeci

.. Ka f(x)

naéin: ———.
max i (1)

Definicija 1.4 [1] a-presek (eng. a-cut) fazi skupa As, u oznaci A,, predstavlja klasian skup

elemenata koji pripadaju fazi skupu Af sa stepenom pripadnosti bar a, tj.
Aa = {(xeU| ,uAf(x) > a}, ae[0,1].

a-presek nam pruza granicu nivoa poverenja o koji ¢emo koristiti prilikom modeliranja
donosenja odluka pomocu fazi skupova. Pomocu te granice mogucée je odbaciti iz razmatranja

one elemente x ¢iji je stepen pripadanja Ha, ()<a.



»

Hag (x) 4

xV

Slika 1.2 a-presek fazi skupa A¢
Na Slici 1.2 ([1]) je ilustrovan jedan a-presek fazi skupa Ay.

Definicija 1.5 [1] Fazi skup Ar je konveksan ako za svaka dva elementa u, v € A, i svako ae
[0,1] vazi: Au + (1—A)veda , Ae [0,1] ; odnosno, ako i samo ako je svaki a-presek
konveksan skup.

Konveksnost fazi skupa se moze definisati i preko funkcije pripadnosti na slede¢i nacin:
Definicija 1.6 Fazi skup As je konveksan ako i samo ako vazi :
Ha, (Ax1 + (1-2) X2) = min{ Ha, (X1), Ha, (X2),}, zax1 1 X2€U 1 1€ [0,1] .

Prethodna definicija se moze tumaciti na slede¢i nafin: Ako se uzmu dva elementa x; i Xy iz
konveksnog fazi skupa A i povuce duz koja ih spaja, vrednost funkcije pripadnosti za svaku
tacku sa te duzi mora biti veca ili jednaka od minimum vrednosti funkcije pripadnosti za
elemente x; i X5 .

Fazi skup sa Slike 1.2 jeste konveksan. Moze se pokazati da je fazi skup konveksan ako i
samo ako se a-preseci sastoje iz jednog segmenata.



1.2 Operacije sa fazi skupovima

U ovom poglavlju fokus je na fazi skupovima koji su definisani nad istim unverzalnim
skupom U. Neka su dati slede¢i fazi skupovi:

A=, 1, () |1, () €011 }
i
Br={(x, ks, (0) |, () e[0,1] 3

Operacije sa fazi skupovima definisane su preko operacija nad funkcijama pripadnosti.

/ K,f(x) s, ()

Slika 1.3 Funkcije pripadnosti fazi skupova As i B .

Definicija 1.7 [1] Fazi skupovi Af i By su jednaki, u oznaci As= By, ako i samo ako za svako
xeU, vazi: 7y (%)= Mg, (x).

Definicija 1.8 [1] Fazi skup As je podskup fazi skupa Bf u oznaci As < By, ako za svako XeU,
vazi: g, x) < M, (x).

Definicija 1.9 [1] Fazi skup A je strogi podskup fazi skupa Bf u oznaci A c By, kada je Af
podskup od By i Ar # By, odnosno:

uAf(x) < uBf(x), za svakox e U
uAf(x) < uBf(x), za najmanje jednoxe U’

Definicija 1.10 [1] Fazi skupovi Ay i Afsu komplementni ako #A;(x) = 1—uAf(x) ili
uA;(x) +uAf(x) = 1. Funkcija pripadanja /,tA]g(X) je simetri¢na sa ,uAf(x) u odnosu na liniju
1=0,5.



Ha, (X) Hag (x)

v
v

a) b)
Slika 1.4 Funkcija pripadnosti fazi skupa A, (a) i njegovog komplementa (b)

Na Slici 1.4 (b) je prikazano kako izgleda komplement fazi skupa koji je dat na Slici 1.4 (a)
(videti [1]).

Definicija 1.11 [1] Presek fazi skupova A; 1 By, u oznaci Ar N By definiSemo:
:uAf ﬂBf(x) = mln (MAf(x)1 :uBf(x)) ’ XEU-

Definicija 1.12 [1] Unija fazi skupova A; 1 By, u oznaci Af U By definiSemo:
H'Af UBf(x) = max (H’Af (x)! nuBf (x)) ' XCU

10



#Afnsf(x)

Slika 1.5 Funkcija pripadnosti preseka fazi skupova As i By

HAIUBf(x)

Slika 1.6 Funkcija pripadnosti unije fazi skupova A i By

Na Slikama 1.5 1.6 ([1]) prikazan je presek i unija fazi skupova A¢ i By, respektivno.

Kao $to je ve¢ naglaseno, za razliku od klasi¢nih skupova, ¢iji ¢lanovi ili poseduju ili ne
poseduju odredenu osobinu, kod fazi skupova elementi mogu delimi¢no posedovati neku
osobinu. Zbog toga treba naglasiti da kod fazi skupova ne vazi zakon iskljucenja treceg tij.

Ar N A # Qi Ar U AL #U. Sematski prikaz odsustva vaZenja zakona iskljudenja treéeg dat je na
Slici 1.7 (videti [1]).

11
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Slika 1.7 Zakon iskljucenja treceg ne vazi kod fazi skupova.

Odsustvo zakona iskljuCenja treéeg je znaCajna osobina fazi skupova jer ih ¢ini mnogo
fleksibilnijim od klasi¢nih skupova i veoma pogodnim za opisivanje procesa sa nepotpunim,

nejasnim i nepreciznim informacijama.
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1.3 Trougaone norme

Trougaone norme, kao klasa realnih binarnih relacija, se prvi put javljaju u matematickoj
literaturi 1942. godine, zahvaljuju¢i Karlu Mengeru (Karl Menger). Vremenom mnogi naucnici
pocinju da ih izu€avaju, razvijaju i usavrsavaju. Danas se najcesce koristi definicija koju su uveli
Svajcer i Skalar 1960. godine (Berthold Schweizer, Abe Skalar) (videti [12]) i ove operacije su
svoju upotrebu pronasle, izmedu ostalog, u teoriji fazi skupova i fazi logike, te ovom prilikom
dajemo kratak pregled osnovnih pojmova.

Rezultati prezentovani u ovom poglavlju su iz [8,9,11].

Definicija 1.13 [11] Trougaona norma T (t-norma) je funkcija T : [0,1]?> — [0,1] takva da za
svako X,y i z € [0,1] vaze slede¢i uslovi:

(T1): komutativnost: T (x,y) = T(y, x)

(T2): asocijativnost: T'(x, T(y,z)) = T(T(x,y),z)

(T3): monotonost: y <z=T(x,y) <T(x,2)

(T4): rubni tj. grani¢ni uslovi: T(x,1) =xiT(x,0) = 0.

Navodimo cetiri osnovne t-norme: minimum T,,, algebarski proizvod Tp, LukaSijeviceva
(Lukasiewich) T, i norma drasti¢nog preseka (eng. drastic intersection) Tp. Njihove definicije su:

Ty (x,y) = min(x,y),

Tp (x,y) = xy,

T, (x,y) =max(0,x +y — 1),

T, = {min(x, y) akomax(x,y) =1
0 inace.

B e

Treba naglasiti da pored gore navedenih normi postoje i mnoge druge koje ovom prilikom
necemo navoditi (videti [9,11]).

Definicija 1.14 [11] Kazemo da je trougaona norma T; slabija od trougaone norme T, u oznaci
T, <T, akojeT; (x,y) < T, (x,y) zasvako (X, y)e[0,1]% .

Moze se re¢i i obrnutno, tj. t-norma T, je jaca od t- norme Tj;.

Trougaone norme Ty i Tp su, redom, najjaa i najslabija t-norma, $to je dato slede¢im
tvrdenjem.

Tvrdenje 1.1 [11] Za svaku t-normu T vazi:

Vx,y € [0,1] Tp(x,y) <T(x,y) < Ty(x,y).

13



Dokaz: Neka su dati x,y € [0,1] i neka je T'(x,y) proizvoljna t-norma. Koristeéi ¢injenicu da je
y < 1 i osobine (T3) i (T4) dobijamo T(x,y) < T(x,1) = x < x. Ako sada iskoristimo da je i
x <1, kao i osobine (T1), (T3) i (T4), redom, dobija se T(x,y) =T(y,x) <T(y,1) =y <y.
Dakle, T(x,y) < xiT(x,y) <y, aodatle sledi T(x,y) < min(x, y)=Ty.

Dalje, za x=1 se dobija T(x,y)=T(1,y)=y=Tp(x,y), a za y=1 imamo
T(x,y) =T(x,1) = x = Tp(x,y). Odatle sledi da je T(x,y) ba$ jednako sa Tp(x,y), te tako
vazi T(x,y) = Tp(x,y). Sa druge strane, ako x,y € (0,1) dobijase Tp(x,y) =0<T(x,y). m

Takode, za elementarne trougaone norme vazi: Tp < T, < Tp < Ty.

Asocijativnost proizvoljne t-norme T omogucava njeno proSirenje na Nn-arnu operaciju
7 ,:[0,1]" = [0,1] na sledeéi nadin: T/L;x; = T(T/ 1 x;, %) = T(xq, ..v, %),

Prosirivanjem trougaonih normi Ty, Tp, T, | T dobijaju se sledece n-arne operacije:

X, akoxj =1lzaj#i
0, inate

1. Ty (xq, ., x,) = min(xy, ..., x,)

2. Tp(X1, ., Xp) = X1 " " Xy

3. Tp(xq, ., x,) = maxif0, Y7 x; — (n — 1))
4.

Tp(x1, ey X)) = {

Sledi definicija trougaone konorme.

Definicija 1.15 [11] Trougaona konorma S (t-konorma) je funkcija S : [0,1]? - [0,1] takva da
za svako x,y i z € [0,1] vaze sledeci uslovi:

(S1): komutativnost: S(x,y) = S(y, x),

(S2): asocijativnost: S(x,S(y,z)) = S(S(x,y), 2),

(S3): monotonost: y <z = S(x,y) < S(x,2),

(S4): rubni tj. graniéni uslovi: S(x,1) =1i S(x,0) = x.
Navodimo cetiri elementarne t-konorme:

Su (x,y) = max(x,y),

Sp(y)=x+y—xy,

S, (x,y) =min(1,x +y),

S, = {max(x, y) akomin(x,y) =0
1 inace.

> wh e

Izmedu trougaonih normi i konormi postoji jaka veza koja je opisana slede¢im tvrdenjem.
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Tvrdenje 1.2 [9] Funkcija S : [0,1]*> = [0,1] je t-konorma ako i samo ako postoji t-norma T
takva da za svako x,y i z € [0,1] vazi: S(x,y) =1 —-T(1 —x,1 —y).

Dokaz: (=) Neka je S t-konorma i neka je preslikavanje T : [0,1]2 - [0,1] definisano sa:
T(x,y)=1—-S(1—x,1—y). Treba pokazati da je ovako definisano preslikavanje t-norma,
odnosno da zadovoljava uslove (T1)-(T4). Pokaza¢emo redom:

(M) Tx,y)=1-SA—-—x1-y)=1-SA-y,1—x) =T(y,x)
(M) T(x,T(y,2) =1-S(1-x1-T»,2)=1-S1-x1-14+5S1-y,1-2)) =
=1-5S1-x,5S1-y,1-2)
=1-SS1-x,1-y),1-2)
=1-SA-1+S(1—-x,1—-y),1—-2)
=1-S1-T(x,y),1-2)
=T(T(x,y),2)
(T3) Nekajey <z. Dalje, 1—-y=>21—-2z=>S1-x1-y)=>S1—x,1—-2)
2>1-SA—-x1-y) <1-5S1-x,1—2)
T,y)=1-SA—-x1-y)<1-SA—-x,1-2)=T(x,2)
(TH)T(x,1)=1-S1-x%1-1)=1-S1-x0=1—-1+x=x
T(x,00=1-S(1-x1-0=1-S1-x1)=1-1=0.
(<) Polazedi od toga da postoji t-norma T takva da za svako x,y € [0,1] vazi:

S(x,y) =1—-T( —x,1 —y), nasli¢an nacin se pokazuje da je ovako definisano preslikavanje
S t-konorma. n

Trougaona konorma S definisana u prethodnom tvrdenju se naziva dualna t -konorma za
t -normu T i obrnuto. Oc¢igledno, elementarne t - konorme su dualne odgovaraju¢im elementarnim
t - normama. S obzirom da dualnost menja poredak, za elementarne trougaone konorme vazi:
Sy <Sp<S, <Sp.
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Analogno tome, dualnost utice i na ja¢inu t — konormi, pa zato vazi sledece:

v X,y € [0'1] SM(x'y) = S(X,y) < SD(x'y)
Naredna tvrdenja su data za trougaone norme, a anologna tvrdenja za trougaone konorme se lako pokazuju
pomocu teoreme o dualnosti.

Tvrdenje 1.3 [9] Trougaona norma Ty, je jedina t-norma koja zadovoljava T'(x, x) = x za svako
x€(0,1).

Dokaz: Neka za proizvoljnu t-normu T vazi T (x,x) = x, za svako xe(0,1). Tadazay <x <1
na osnovu monotonosti T imamo:

y=TWy) <T(ky) <min(x,y) =y
Odatle, na osnovu komutativnosti i rubnog uslova sledida je T = Ty,. [

Tvrdenje 1.4 [9] Trougaona norma Tp, je jedina t-norma koja zadovoljava T (x, x) = 0, za svako
x€(0,1).

Dokaz: Neka za proizvoljnu t-normu T vazi T(x,x) = 0, za svako xe(0,1). Tada za svako
ye[0, x) vazi:

0<T(x,y) <T(x,x)=0,

Stodaje T = Tp. [ |

1.3.1 Operacije sa fazi skupovima bazirane na t-normama i t-konormama

U ovom delu ¢emo formalno definisati operacije preseka i unije fazi skupova bazirane na t-
normama i t-konormama.

Definicija 1.16 [9] Neka je T proizvoljna t - norma. T — presek A N B fazi skupova Ay i By se

definiSe kao pynp(x) =T (,uAf (x), ug, (x)) Vx € U.

Primer 1.3. Neka su dati fazi skupovi A; i Bf Cije su funkcije pripadnosti Ha, (x)=1-—x%,
definisana nad intervalom x € [-1,1] i MBf(x) =1-(1-x)?%, definisana nad intervalom

x €[0,2] i neka je data trougaona norma Tp (x,y) = xy. Tada dobijamo da je funkcija
pripadnosti fazi preseka A N B: uynp(x) = (1 —x2) - (1 — (1 — x)?).
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Prikaz fazi preseka skupova Ay i By dat je na Slici 1.8 i oznacen je crvenom bojom.

L J

T
15

—

0.5 0.3

Slika1.8 T —presek fazi skupova A¢ i By

Definicija 1.17 [9] Neka je S proizvoljna t - konorma. S — unija A U B fazi skupova As i By se
definiSe kao pyyp(x) =S (,uAf (x), kg, (x)) Vx € U.

Primer 1.4. Neka su dati fazi skupovi Ar i By kao u prethodnom primeru i neka je data
trougaona konorma Sp (x,y) = x + y — xy . Tada dobijamo da je funkcija pripadnosti fazi unije
A U B data na sledec¢i nacin:

taup (x) = pa (x) + up (x) — pua(x) - up (x)
=1-x2+1-(1-x)2-(1-x3):(1-(1-x)?
=—x*+2x3 —x?2+1
Prikaz fazi unije skupova As i By dat je na Slici 1.9 i oznacen je crvenom bojom.

F 3

L J

,_._
'

=

L

Slika 1.9 S — unija fazi skupova Ay i By
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S obzirom da su fazi skupovi uopstenje klasi¢nih skupova na isti nacin se i klasi¢ni
brojevi mogu predstaviti kao fazi brojevi. Neka je x ,,obi¢an” broj, tada se on moze zapisati kao
fazi broj peP(R), preko funkcije pripadnosti koju definiSemo na slede¢i nacin:

0, x <X
ulx) =41, x=x
0, x> X

za svako realno x; pri ¢emu je R skup realnih brojeva, a P(R) ozna¢ava partitivni skup skupa R.
Kada posmatramo broj u klasi¢nom smislu kao fazi broj, tada fazi broj predstavlja jednoclani fazi
skup koji drugacije nazivamo singlton.

2

L

L 4

X

Slika 1.10 Fazi singlton

Takode i klasi¢an interval se moze smatrati specijalnim slucajem fazi intervala sa funkcijom
pripadnosti oblika:

0, x <l
ulx) =41, xe[l, 7]
0, XxX>r

pri ¢emu x prolazi kroz ceo skup reanih brojeva.

1.4 Fazi brojevi

Od posebnog znacaja za primenu su fazi skupovi specificnog oblika poznati kao fazi brojevi.
U ovom radu su razmatrani fazi brojevi u skladu sa definicijom iz [7]. ViSe o ovoj temi se moze
nac¢iu[1,3,5,6,7,8,10,11,13].

Definicija 1.18 [7] Fazi skup Pre P(R) se naziva fazi broj p ako zadovoljava sledece uslove:

1. P je normalizovan fazi skup
2. Py je konveksan
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3. Postoji ta¢no jedno X € R takvo da je up(x) = 1
4. Funkcija pripadnosti up(x) za x € R je, bar po delovima, neprekidna.

Vrednost x kojoj odgovara maksimalni stepen pripadnosti, naziva se modalna vrednost fazi
broja p.

Definicija 1.19 [7] Partitivni skup fazi brojeva, u oznaci P’(R), je skup svih mogucih fazi brojeva
p, ako P’(R)c P(R).

Definicija 1.20 [2] Fazi broj p € P’(R) je simetri¢an ako njegova funkcija pripadnosti pp(x)
zadovoljava: pp(x + x)=pup(x — x), Vx € R.

F 1

L 2

1

x=b  x-a x+a  x+b
Slika 1.11 Funkcija pripadnosti simetri¢nog fazi broja

Definicija 1.20 [7] Kazemo da je fazi broj p € P’(R) strogo pozitivan, u oznaci p >0, ako i samo
ako nosac tog fazi broja supp(p) S (0,0); ili je strogo negativan, u oznaci p<0, ako i samo ako
supp(p) & (-0,0).

Fazi broj prikazan na Slici 1.11 je primer strogo pozitivnog fazi broja.

Definicija 1.21 [7] Fazi broj p € P’(R) nazivamo fazi-nula broj, u oznaci sgn(p)=0, ako nije ni
pozitivan ni negativan, tj. ako 0 € supp(p).
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0

L

A

supp (5)

Slika 1.12 Funkcija pripadnosti fazi-nula broja

Sledi pregled najcesce koris¢enih oblika fazi brojeva. Rezultati prikazani u narednom delu su iz
[1,7,11], a viSe o ovoj temi se moze naciiu [3,4,5,8,13].

1.4.1 L-R fazi brojevi

Osnovna ideja L-R fazi brojeva je razdvajanje funkcije pripadnosti up (x) fazi broja p, na dva
dela: jednog koji se nalazi levo od modalne vrednosti x i drugog koji se nalazi desno od x.
Podelom funkcije pripadnosti up (x) dobijamo funkcije u; (x) i u, (x), redom.

Sada funkcija pripadnosti mozZe biti prikazana na slede¢i nacin:

w(x) = (%) zax < X

wrlr) = Uy (x) = R(%f) zax>x

Vrednosti a i § predstavljaju odstupanja u levu, odnosno, desnu stranu od modalne vrednosti
X, dok su L i R referentne funkcije, odnosno, funkcije oblika. Ove funkcije odreduju oblik fazi
broja 1 u zavisnosti od izbora tih funkcija razlikujemo nekoliko vrsta fazi brojeva kao Sto su
trougaoni, eksponencijalni, kvadratni....

Na Slici 1.13 prikazan je fazi broj p ¢ija je funkcija pripadnosti up (x) (videti [7]).
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Slika 1.13 Funkcija pripadnosti L-R fazi broja

Dabi L i R bile referentne funkcije L-R fazi broja, one moraju zadovoljavati sledece uslove:
1. L(u) €[0.1] Yu; R(u) €[0.1] Vu.

Vrednosti funkcija L i R moraju pripadati intervalu [0,1], s obzirom da su pomocu njih definisane
funkcije pripadnosti, ¢ije vrednosti pripadaju upravo tom intervalu.

2. L(0)=R(0)=L.

Znamo da je x modalna vrednost fazi broja p, te ona mora biti modalna vrednost levog i desnog
fazi broja, odnosno, vrednosti funkcija pripadnosti p;(x) i u,(x)u tacki X moraju biti jednake
jedinici.

(Xx—X)
a

1=,ul(9_c)=L( >=L(O)

1=p (%) =R (%) = R(0).

3. L(u) i R(u) su opadajuce funkcije na intervalu [0,00 ).

Funkcija y; (x) je rastu¢a u intervalu [0,00 ), $to znaci da je funkcija L opadajuca na tom intervalu.
Pokaza¢emo:

X1 > x 2 u(xq) > w(xy) ©L (@) > L ((x__a—xZ)), pri ¢emu vazi: x; < X 1x; < X.

Oznadimo sa u; = X—aﬁ iu, = x_ai , tada vidimo da iz gore navedenog izraza sledi L(u;) >L(u,)
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Dalje, x; = X — auy i x, = X — au,. Posto je x; > x,, dobijase x —au; > x —au, > u; <u, .

Dakle, za u; < u, vazi L(uy) >L(u;), $to znac¢i da je L opadajuca funkcija. Slicno se moze
pokazati da je i R opadajuca funkcija na intervalu [0,00 ) , polazeci od toga da je u, (x) opadajuca
na tom intervalu.

4. L(1)=0, ako je min, L(u) = 0
R(1)=0, ako je min, R(u) = 0

min, L(u) = 0 © min, y; (u) = 0, a funkcija y; ima minimum u tacki u'=% — «, pa je zato:

0= =mE- o= L) = L(D).
5.Ako je L(u) > 0 Vu , onda je lim,,_,,, L(u) = 0, jer je L opadajuca funkcija na[0, ).
Analogno se pokazuje i za funkciju R.

Za zapis L-R fazi broja p se koristi oznaka p=(x, a, 8).,z , gde je X modalna vrednost, a
a 1 fodstupanja od te modalne vrednosti.

Definicija 1.22 [7] L-R fazi broj je semi-simetrican, ako su funkcije L i R identi¢ne t;.
L(w) = R(w),Vu e R}

Ako su vrednosti a i1 jednake, onda se L-R fazi broj naziva simetrican.

1.4.2 Trougaoni fazi brojevi

Mada trougaoni fazi brojevi predstavljau specijalan slucaj L-R fazi brojeva, zbog njihove velike
uloge u razli¢itiom oblastima sledi detaljan prikaz (videti [1,4,7,10]).

Trougaoni fazi brojevi imaju linearnu funkciju pripadnosti, odnosno, funkcije oblika su
linearne, te se zato joS nazivaju i linearni fazi brojevi. Njihova funkcija pripadnosti je definisana
na sledeci nacin:

X—X

1+ X—a<x< X

a
= X—X
p(x) 1

X< x< x+a,
-
0, inace
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Trougaoni fazi broj se oznacava sa p = tfn(x,q,a,) ili p=(Xx—a;,x,x+ a,), gde je

x modalna vrednost fazi broja, a a; i a, predstavljaju odstupanje sa leve, odnosno desne strane
od modalne vrednosti.

0 xXx—o X X+ a,

xV

Slika 1.14 Trougaoni fazi broj

Interval [¥ — a;, % + a,] Se naziva nosac fazi broja. Cesto se u praksi tacka ¥ nalazi u

sredini noseceg intervala, x = Era)tEtar) , te zamenjujuéi tu vrednost u funkciji pripadnosti

dobijamo simetri¢an (centralni) trougaoni fazi broj.

‘LlA

1

Dy pr

0 f—al

&I

X+ a,

Slika 1.15 Centralni trougaoni fazi broj

Funkcija pripadnosti trougaonih fazi brojeva se sastoji iz dva linearna dela, koja se spajaju u
tacki (x, 1). Deo p, se naziva levi, a p,. desni trougaoni fazi broj i oni se mogu zapisati na sledeci
na¢in: p; = (x—a,%x,x) i p, = (X, x,x+a,). Levi trougaoni fazi broj je pogodan za
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reprezentovanje pojma sa znaCenjem: ,,veoma pozitivno-veoma veliko”, odnosno, u praksi da
oznaci pojmove poput ,,veoma star”, ,,veliki profit”, ,,veliki rizik” i sl., gde god je x veliko. S
druge strane, desni trougaoni fazi broj se koristi da opiSe pojmove sa zna¢enjem: ,,veoma malo”,
odnosno u praksi da oznaci pojmove poput ,,mlad”, ,,mali profit”, ,,mali rizik”,...

Bitna osobina trougaonih fazi brojeva je to §to mogu lako da se konstruiSu na osnovu malog
broja podataka kojim raspolazemo. Pretpostavimo da mozemo da odredimo najmanju i najvecu
mogucu vrednost neke neprecizne vrednosti kojom se bavimo. Na taj na¢in se dobija noseci
interval [x — a;,x + a,]. Dalje, ako se odredi x kao najpogodniji da predstavi tu posmatranu
vrednost, onda ¢e vrh trougaonog fazi broja biti u (X, 1). Na taj nacin se dobijaju tri vrednosti
pomocu kojih se jednostavno moze konstruisati trougaoni fazi broj i zapisati njegova funkcija
pripadnosti u skladu sa gore navedenim zapisom.

1.4.3 Fazi interval

Ako fazi skup Pr € P(R) ne zadovoljava neki od Cetiri uslova iz definicije fazi broja, on se
samim tim ne moze smatrati fazi brojem. Medutim, ako je naruSen trec¢i uslov, odnosno ako

postoji vise od jedne modalne vrednosti, onda se takvi fazi skupovi nazivaju fazi intervali
([1,5,7,11)).

Definicija 1.24 [11] Neka su L i R referentne funkcije. Fazi L-R interval, u oznaci A =
(l,r,a, B),,r definiS8emo preko funkcije pripadnosti date sa:

(0, r+f<x<l—-a

l—x

L(T), l—a<x<l

#A(x)=< 1, I<x<r

Trapezoidni fazi intervali predstavljaju jedan tip L-R fazi intervala, koji se u literaturi
¢esto mogu nadi i u sledecoj notaciji: A = (I — a,,r,v + B). lako po definiciji trapezoidni fazi
intervali nisu fazi brojevi, u literaturi ih je moguce naci i pod nazivom trapezoidni fazi brojevi.
Takode, oni predstavljaju uopstenje trougaonih fazi brojeva, za l = r = x.

24



Definicija 1.25 [1] Ako je [l — a,l] = [r,r + B], onda kazemo da je trapezoidni fazi interval

. L s l+r
simetri¢an U 0dnosu na liniju x = — -

=
+
=
v

0 l—«

Slika 1.16 Trapeziodni fazi interval

Analogno levom i desnom trougaonom fazi broju, definisani su levi i desni trapezoidni
fazi interval, u oznaci A' = (I — @, 1, 7,7) sa noseéim intervalom [l—ar]iA" =(0,0,r,7r+p)
sa nose¢im intervalom [0,7 + B8], redom. Pogodni su za opisivanje slede¢ih pojmova:
malo2 A™ = (0,0,7,7 + B) i veliko2 A' = (I — a,1,1,7) , gde je I veliki broj.

U

1 Al
1 AT

v

xRV

0 r r+p
0 l—«a l r X

Slika 1.17 Desni i levi trapezoidni fazi interval
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1.5 Operacije sa fazi brojevima

Elementarne operacije na skupu fazi brojeva zasnivaju se na primeni uopstene verzije
Zadehovog principa proSirenja. Njegova formulacija data je na sledec¢i nacin:

Definicija 1.26 [7] Neka su Ay, .., 4, fazi podskupovi klasi¢nih skupova Xj, ..., X,,, redom, i neka
je dato preslikavanje f: X; X ...x X,, = Y takvo da za svaku n-torku (xq,...,x,) € X; X ... X X,
vazi: f(xq,..,x,) =yeY. Kao rezultat Zadehovog principa prosirenja dobija se B =
f(A4,..,4,), fazi podskup od Y, ¢ija je funkcija pripadnosti:

_ (supy, min{uyq (x1), ..., tan (x5)3}, ako 3y = f(xq, .0, Xp)
pp(y) = 0 oy :
, inace

Drugim re¢ima, princip proSirenja tvrdi da je slika nekog fazi skupa opet fazi skup ¢ija je funkcija
pripadnosti data na gore navedeni nacin.

Sledi primer koji pokazuje kako pomoéu Zadehovog principa proSirenja mozemo
definisati sabiranje fazi brojeva.

Primerl5 Neka su data dva fazi skupa A; ={(-1,0.1),(0,0.2),(1,0.7)}

i A, ={(1,0.3),(0,0.5)} i preslikavanje f(x{,x;) =x; + x,. Koriste¢i princip prosirenja

potrebno je naéi skup B = f (A4, A;). Kako bi zapis bio §to pregledniji koristi se tabelarni prikaz.
<par(x)>

U prvoj koloni tabele se navode elemnti prvog fazi skupa x; , @ u prvom redu elementi
drugog fazi skupa x;j“AZ(xj)>. U preseku i-te vrste i j-te kolone nalazi se element y;,; koji se
dobija primenom funkcije f na elemente xfl.“’“(xi)> i x;j“AZ(xj)>. Stepen pripadnosti za element

Yi,; Se dobija kao min{p,q (1), paz (x2)}-

(1,0.3) (0,0.5)
(-1,0.1) (0,0.1) (-1,0.1)
(0,0.2) (1,0.2) (0,0.2)
(1,0.7) (2,0.3) (1,0.5)

Nakon $to smo formirali tabelu, vidimo da za neke vrednosti y;,; postoji vise razli¢itih stepena
pripadnosti, te se za konacan stepen uzima supremum svih stepena pripadnosti. Na taj nacin
dobija se trazeni skup B=f(4,4,) 1 on u ovom primeru  iznosi:
B = {(-1,0.1),(0,0.2), (1,0.5), (2,0.3)}.

Na sli¢an nacin se mogu definisati i ostale osnovne aritmeticke operacije. Medutim, prilikom
ovakve direktne primene principa proSirenja nastaje problem, jer za beskona¢no mnogo razlicitih
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vrednosti x; i x, dobijamo istu vrednost y = f(x;, x;). Svaka od tih kombinacija x-eva daje istu
vrednost za vy, ali sa razli¢itim stepenima pripadnosti, te je potrebno pronaéi supremum svih
prethodno dobijenih stepeni pripadnosti za y. Problem je upravo u tome $to takvih vrednosti ima
beskona¢no mnogo. Iz tih razloga razvijeno je nekoliko razli¢itih pristupa ovom problemu, od
kojih je za nas najznacajniji princip proSirenja uops$ten koris¢enjem t-normi.

Definicija 1.27 [7] Neka su Ay, .., 4, fazi podskupovi klasi¢nih skupova Xj, ..., X,,, redom, i neka
je preslikavanje f: X; X ...x X, —» Y takvo da za svaku n-torku (xy, ...,x,) € X; X ... X X,, vazi
f(xq, ..., x,) = yeY. Za proizvoljnu t-normu T , kao rezultat uopstenog principa prosirenja Se
dobija B = f(44,..,4,) , fazi podskup od Y, ¢ija je funkcija pripadnosti:

_ Supy T{#Al(xl), vy Uan (xn)}: ako Ely = f(xli -"'xn)
up(y) = 0 T :
) mace

Ovaj princip se drugacije zove Zadehov sup — T princip prosirenja.

Bitno je primetiti da ako je za t-normu uzmeta t-normu Ty, dobija se orginalni Zadehov
princip proSirenja.

Primenom uopS$tenog principa prosirenja moguce je dobiti formule za izrac¢unavanje zbira
fazi brojeva pomocu odredenih t-normi. Zbir fazi brojeva A4,.., A4, se oznaCava sa @ ¢ [_; 4;,
gde je o €{Ty,Tp,T;, Tp,..}. Ukoliko se posmatra najjaca trougaona norma T, onda se fazi
brojevi mogu sabirati prema pravilu koje daje sledece tvrdenje.

Tvrdenje 1.5 [5] Neka su dati L-R fazi brojevi 4; = (X;, a;, Bi)1,r , i = 1, ...,n. Zbir tih brojeva,
uoznaci @®r,, ;=1 4; je novi fazi broj dat sa: ®r,, {=1 A; =< i1 X, Xieq @, X1 Bi >1p -

Ako se uzme norma T, onda sabiranje vr§imo u skladu sa narednim tvrdenjem.

Tvrdenje 1.6 [5] Neka su dati L-R fazi brojevi A; =(x;,a;,fi)r » i=1,..,n. Tp—
zbir brojeva, u oznaci Or) i=1 4 je novi fazi broj dat sa:
D7) =1 Ai =< Xi_; X;, max a;, max f; >,p.

Primer 1.6 Neka su dati fazi brojevi A; =< 0,1,1 >,z 1 A, =< —1,1,2 >,z . Koriste¢i formulu
iz Tvrdenja 1.6 dobija se fazi broj B =< —1,1,2 >, i u ovom slucaju on se poklapa sa 4, .

Mnozenje L-R fazi broja skalarom dato je na slede¢i nacin.

Definicija 1.26 [1] Neka je dat L-R fazi broj A =< x,a,B >,z | broj reR. Fazi broj A
pomnoZzen skalarom 7 daje novi fazi broj sledeceg oblika:

A-r=<r-x,r-ar-f >.r

Napominjemo da fazi brojevi dobijeni primenom prethodna dva tvrdenja i definicije,
zadrZavaju oblik polaznih fazi brojeva, odnosno referentne funkcije L i R ostaju nepromenjene.
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2 Fazi logika

Klasi¢na logika ili drugacije, dvo-vrednosna logika se bavi tvrdnjama koje su ili ta¢ne ili
netacne. ViSevrednosna logika je uopstenje klasi¢ne logike, u kojoj tvrdnje mogu imati vise od
dve istinitosne vrednosti.

Uvodenjem fazi skupova i fazi relacija u sistem viSevrednosne logike, Lofti Zadeh (1973.) je
izumeo novu naucnu oblast poznatu kao fazi logika. S obzirom da je re¢ o relativno mladoj nauci,
neka njena podruéja su nedovoljno istrazena, medutim nesporna je primena koju ima u stvaranju
tehnika 1 metoda za suocavanje sa jezickim promenljivama i olakSava opisivanje modifikatora
kao §to su: ,,veoma”, ,malo”, ,sskoro”, itd. Literatura koriS¢ena u izradi ovog dela rada je:
[1,2,3,4,6,7,10,11].

2.1 Visevrednosna logika

Oduvek se princip klasi¢ne logike da je svaka tvrdnja ili tacna ili netacna, dovodio u pitanje.
Razlog za to je utvrdivanje istinitosnih vrednosti za iskaze koji opisuju buduce dogadaje, kao Sto
je recimo iskaz: ,,Sutra ¢e porasti vrednost dinara”. Budu¢i dogadaji ne mogu biti procenjeni ni
kao ta¢ni, ni kao netacni. Njihova istinitosna vrednost je nepoznata sve dok se taj dogadaj ne desi.
Jasno je da za opisivanje takvih tipova dogadaja klasi¢na logika vise nije dovoljna, pa se prirodno
javila potreba za uvodenjem treée istinitosne vrednosti koja nije ni potpuno ta¢na, ni potpuno
netacna.

Navodimo LukaSievi¢evu tro-vrednosnu logiku koja je nastala dvadesetih godina proSlog
veka (videti [1,7]).

Pretpostavimo da neki iskaz moZe da ima tri istinitosne vrednosti: ,,tatan” sa oznakom 1,

. . v 1 . . C . . .
,,netacan” sa oznakom 0 1 ,,neutralan” sa oznakom 7 Oni formiraju skup istinitosnih vrednosti

T; = {0,%, 1}. Ako su pi q iskazi Cije istinitosne vrednosti pripadaju skupu T3, onda se logicki

veznici definiSu na slede¢i nacin.

Negacija:p=1—p

Iskaz p (Cita se ne p) je tacan kad je p netacan i obrnuto.
Konjukcija: p A q = min(p, q)

Iskaz p A g (Cita se p i Q) je tatan samo kada sui piQ tacni.
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Disjunkcija: p v ¢ = max(p, q)

Iskaz p Vv q (Cita se p ili q) je tatan kada su oba iskaza i p i ¢ ta¢ni ili kada je bar jedan od njih
tacan.

Implikacija: p = q = min(1,1 —p + q)
Iskaz p = q je tacan u svim slucajevima, osim kada je p tacno, a ¢ netacno.

Istinitosne vrednosti navedenih iskaza date su u narednoj tabeli.

p q p q pAq pvVq p=4q
1 1 0 0 1 1 1
1 1 0 1 1 1 1
2 2 2 2
1 0 0 1 0 1 0
1 1 1 0 1 1 1
2 2 2
1 1 1 1 1 1 1
2 2 2 2 2 2
1 0 1 1 0 1 1
2 2 2 2
0 1 1 0 0 1 1
0 1 1 1 0 1 1
2 2 2
0 0 1 1 0 0 1

Tabela 2.1 Tabela istinitosnih vrednosti iskaza p i q

Dalje uopstavanje dozvoljava iskazima da imaju vise od tri istinitosne vrednosti. Ako su za
bilo koji prirodan broj n > 3, istinitosne vrednosti nekog iskaza prikazane u vidu racionalnih

brojeva iz intervala [0,1] tako da dele taj interval na jednake delove, onda one formiraju skup
2

_n—l ) e

e : 1 -2 .. N . .
istinitosnih vrednosti T,, = {0, — o ZTl' 1} i na taj nacin se dobija viSevrednosna logika.

2.2 Osnovni pojmovi fazi logike

Lingvisticke promenljive i lingvisticki modifikatori ¢ine bitan aspekt fazi logike.

Definicija 2.1 [1] Promenljive ¢ije su vrednosti reCi, nazivaju se lingvistiCke (jezicke)
promenljive.

I i e imaiy varnu uloeu u . .

Lingvisticke odnosno, jezicke promenljive ima aznu ulo odredenim oblastima
finansija 1 menadZerskih sistema. One pomazu da se opiSu pojmovi poput: ,,inflacija”, ,,profit”,
,.rzik”, ,investicija” i sl.
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Jedna od najvaznijih lingvisti¢kih promenljivih je istina (eng. truth). Opisana je pomocu fazi
skupa sa funkcijom pripadanja p;qe (X), 1€[0,1], pri ¢emu koristimo pojam tacno — istinito
(eng. true) umesto istina (truth). Netacno (eng. false) je jezicka promenljiva koju tretiramo kao

negaciju promenljive tacno.

Promenljiva truth (istina) je opisana u fazi logici na mnostvo razli¢itih nacina. Dalje je

prikazana Baldvinova (Baldwin) definicija koja je uvedena 1979.godine:

tatno £ {(x' Utaeno (x))lxe[O,l], Utatno (x) =X, /16[011]}'

Neka xeU i neka je A fazi skup sa funkcijom pripadanja u,(x) i neka je m lingvisticki
modifikator koji opisuje pojmove kao §to su: negacija (eng. not), veoma (eng. very), skoro (eng.
fairly) i sl. Sa mA oznacavamo modifikovani fazi skup sa funkcijom pripadanja p,,4(x) i

pomocu njega definiSemo sledece:
negacija: ppes (x) =1 —py(x),
VeOMA: tyeoman (x) = 14 (x)]Z )
1
skoro: Ugioroa () = [a(X)]2.
Gore navedeni modifikatori primenjeni na funkciju p;,emo (x) = x, ue[0,1] daju sledece:
Hneistinito (x) = HUneta éno (x) =1-x

Hyeoma tatno (X) = [.utaéno (x)]z = x?2 ’

N =

1
Uskoro tatno (x) = [.utaéno (x)] =Xx2.

Analogno tome mozemo definisati:
— 2
Hveoma neta tno (x) = (1 - X) J

1
Uskoro neta tno (x) = (1 - x)z,

U specijalnom slucaju za x = 1 U lemo (X) = x dobijamo singlton sa funkcijom pripadanja

Hapsolutno tatno (1) =1a prema tome je Hapsolutno neta tno (0) =1

Na Slici 2.1 su prikazane lingvisticke promenljive tacno 1 netacno, kao i njihovi

modifikatori.
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# A
1
skoro netaéno\ <« skoro tacrio
/taéno
/netaéno
veoma netacn ¥~——lveoma ta¢no
apsolutno netacno /
0 1 X
apsolutno ta¢no

Slika 2.1 ([1]) Lingvisti¢cke promenljive tacno i netacno, kao i njihovi modifikatori

Pored Baldvinove (Baldwin) definicije jezicke promenljive tacno, navodimo i Zadehovu
definiciju iz 1975.godine:

0,za0<x<a
2

2.(x—a) ,zaanSa+1

Htatno (X) = 1-a 2
1 (x—l)z a+1< <1
T—g) 24— sx<1l
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2.3 Osnovne operacije u fazi logici bazirane na t-normama i t-konormama

U ovom delu je pokazano kako se mogu izraziti osnovne operacije fazi logike proSirivanjem
operatora pomocu t-normi i t-konormi.

Definicija 2.2 [11] Neka je T proizvoljna t-norma i S njena dualna t-konorma, onda vazi:
Konjukcija: x Ary =T(x,y),
Disjunkcija: x Vry = S(x,).

Kao i u klasi¢noj logici, moguce je uvesti implikaciju pomocu negacije, konjukcije i disjunkcije. Ako
uzmemo u obzir da u dvo-vrednosnoj logici vazi: (IpV q) & (p = q), jedna od mogucnosti za
definiciju impikacije u fazi logici je pomo¢u funkcije Iy: [0,1]% — [0,1] date kao:

Ir(x,y)=S1—x,y)=1-T(x,1—y).
Za dve osnovne t-norme Ty, 1 T; imamo:

v,zax+y =1

Iry (x,y) = {1 — x,za ostale’

l,zax <y

I, (x,y) = {1 —x +y,za ostale”’

Druga moguénost za uopstenje klasi¢ne implikacije bazira se na operatoru

Rr(x,y) = sup{ze[0,1]| T (x, z) < y}.

Tako za dve prethodne osnovne t-norme Ty, i T;, dobijamo:

_(Lzax<y
Ry, (x,y) = {y, za ostale’
B l,zax <y
Ry, (x,y) = {1 — x + y,za ostale "

U opStem slucaju I i Ry se razlikuju, ali vazi: Iy, = Ry, .
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3 FLC (Fuzzy logic control) procesi i njihova primena

FLC procesi predstavljaju tehniku primene fazi skupova i fazi logike na kontrolne probleme.
Ova tehnika je nastala sedamdesetih godina proSlog veka u cilju reSavanja razli¢itih problema
industrijskog inzenjeringa, ali vremenom izlazi iz pocetnih okvira. Danas je njena primena
prisutna i u mnogim drugim oblastima, poput teorije odlucivanja sa posebnim akcentom na
finansije i menadZment.

FLC procesi se zasnivaju na fazi logici, prvenstveno na if-then pravilu, koja uz pomo¢ fazi
skupova opisuje slozene i nedovoljno precizne probleme sistema i upotrebom logic¢kih operatora
dovodi do zakljucka.

Cilj ove tehnike je da nas dovede do optimalne akcije. Ukoliko se modelira neki problem iz
oblasti finansija, poslovanja ili menadzerstva, pod pojmom ,,akcija” moze se smatrati odredeni
savet, sugestija, procena, instrukcija i sl.

U narednom delu rada bic¢e prikazan opis FLC procesa sa dve ulazne i jednom izlaznom
promenljivom, kao i njegova primena na model tolerancije rizika donosioca odluke. Opis je dat
postupno, korak po korak, a kori$éena je literatura ([1,2,10]).

3.1 Modeliranje tolerancije rizika donosioca odluke pomoéu FL.C procesa

Procena tolerancije rizika predstavlja teZak, ali znacajan zadatak kojim se bave finansijske
sluzbe, jer rizik ima vaznu ulogu prilikom dizajniranja klijentovog investicionog portfolia.
Opisani model u ovom poglavlju se bazira na [1].

Korak 1: Modeliranje promenljivih

Svaki FLC proces ima svoje ulazne (eng. input) i izlazne (eng.output) vrednosti koje su date
u vidu lingvistickih promenljivih. Svaka od tih promenljivih je modelirana pomoc¢u skupova A,
B i C ¢iji su elementi fazi brojevi 4;, B;, C;, definisani na slede¢i nacin:

i P
A = {(xirﬂAi(x))leAi clU},i=1,.,n
B; = {(y, up; ))|yeB; c Uz}, j = 1,...,m
Cp = {(Zk;ﬂck(Z)NZECk cUbk=1,..,1.

Najces¢i je slucaj da lingvistiCke promenljive prime od dve do sedam vrednosti.
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Primena prvog koraka: U primeru modeliranja tolerancije rizika donosioca odluke posmatrane
su dve ulazne vrednosti: godisnji prihod (eng. annual income), u oznaci Al i ukupna neto
vrednost (eng. total networth), u oznaci TNW.

Cilj modela je da za bilo koji par ulaznih vrednosti pronade odgovaraju¢u izlaznu vrednost, koja
je u ovom slucaju nivo tolerancije rizika (eng. risk tolerance), u oznaci RT.

Pretpostavimo da su jezicke promenljive date na slede¢i nacin:
Al = {A1, A3, A3} = {L,M, H},

TNW = {By,B,,B3} = {L,M, H},

RT = {C;,C,,C3} = {L,MO, H},

pri cemu vidimodajen=m=1[ = 3.

Iskazne vrednosti posmatranih lingvisti¢kih promenljivih date su u obliku trougaonih fazi brojeva
i fazi intervala i imaju znacenje: L £ mali (eng. low), M £ srednji (eng. medium), H £ visok
(eng. high) i MO £ umeren (eng. moderate). Njihovi nose¢i intervali pripadaju slede¢im
univerzalnim skupovima:

U; = {x x 1030 < x < 100},
U, = {y x 10*|0 < y < 100},
Us = {z|0 < z < 100}.

Realni brojevi x i y predstavljaju vrednosti u hiljadama i desetinama hiljada dolara, dok z uzima
vrednosti izmedu 0 1 100 1 predstavlja skalu merenja tolerancije rizika.

Vrednosti Al, TNW i RT kao fazi brojevi imaju svoje funkcije pripadanja opisane na dole
navedeni nacin:

1, za0<v <20

w ) = {Sg—gv,za 20<v<50°

ﬂ,za 20<v <50
MM(V) = _ )
800”,za 50 < v < 80
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v=30 450 < v < 80
py(v) =4 30 :
1, za 80 < v < 100

0 20 50 80 100"

Slika 3.1 Graficki prikaz ulazne vrednosti Al

Korak 2: If..and...then pravila

Kada smo uveli ulazne vrednosti, u slede¢em koraku primenjujemo if-then pravila na
lingvisticke promenljive. Ukupno treba primeniti nm pravila, §to predstavlja proizvod brojeva
koji oznacavaju koliko vrednosti ulazicA i B mogu da prime. Posmatrana if-then pravila
definisana su tako da dobijemo [ razli¢itih izlaznih vrednosti, pri ¢emu je [ < nm.

U ovom delu rada korisé¢ena je Mamdanijeva definicija implikacije (1975.) koja se bazira na
operatoru minimuma ([2]). Ako uvedemo oznake: p; = x; je A; , q; £ y; je B; i 1 £ 7z je Cy,
onda primena Mamdanijevog pravila zaklju¢ivanja na if-then pravila izgleda:

PiANQ; ATy = min(.uAi(x)uqu ), ke, (2)),
pricemujer, =r;;i=1,...,n;j=1,...mk=1,..,li(x,y,2) e A XBXC S Uy XU, XUs.

Pravila sa moguéim fazi izlaznim vrednostima prikazana su u narednoj tabeli.

Al Cll Cl] Clj+1 Clm
Ai Cil CU Ci,j-l—l Cim
Ai+1 Ci+1,1 Ci+1,j Ci+1,j+1 Ci+1,m
An Cnl Cn' Cn,j+1 Cnm

Tabela 3.1 Tabela odlu¢ivanja pomoci if-then pravila
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Primena drugog koraka: U primeru je dato n =m =1 =3 iskaznih vrednosti jezic¢kih
promenljivih, te ¢emo stoga imati 9 if-then pravila i 3 razlicite izlazne vrednosti. Primenom tih
pravila na model tolerancije rizika dobijamo slede¢u Tabelu odlucivanja:

L M H
L L L MO
M L MO H
H MO H H

Tabela 3.2 Tabela odlu¢ivanja za model tolerancije rizika donosioca odluke
Pravila primenjena u Tabeli 3.2 ¢itamo na sledeéi nacin:

Pravilo 1: Ako je klijentov godisnji prihod (AI) mali (L) i Klijent ostvaruje malu (L) ukupnu neto
vrednost (TNW), onda je njegov nivo tolerancije rizika (RT) mali (L).

Pravilo 2: Ako je klijentov Al mali i klijent ostvaruje srednju TNW, onda je njegov RT mali.
Pravilo 3: Ako je klijentov Al mali i klijent ostvaruje visoku TNW, onda je njegov RT umeren.

Pravilo 4: Ako je klijentov Al srednje visine i klijent ostvaruje malu TNW, onda je njegov RT
mali.

Pravilo 5: Ako je klijentov Al srednje visine i Klijent ostvaruje srednju TNW, onda je njegov RT
umeren.

Pravilo 6: Ako je klijentov Al srednje visine i klijent ostvaruje visoku TNW, onda je njegov RT
Visok.

Pravilo 7: Ako je klijentov Al visok i klijent ostvaruje malu TNW, onda je njegov RT umeren.
Pravilo 8: Ako je klijentov Al visok i klijent ostvaruje srednju TNW, onda je njegov RT visok.
Pravilo 9: Ako je klijentov Al visok i klijent ostvaruje visoku TNW, onda je njegov RT visok.

Koriste¢i Mamdanijevu definiciju if-then pravila i tumace¢i veznik A trougaonom Ty,
normom, dobijamo:

Pravilo 1: p; A gy A1y = min(u, (), uy (v), 1, (2)),
Pravilo 2: p; A qz A1z = min(uy (x), uy (), 1. (2)),
Pravilo 3: p; A g3 A3 = min(uy, (%), 1y (¥), o (2)),
Pravilo 4: p; A gy A 11 = min(uy (x), p, (v), 1. (2)),

Pravilo 5: p, A gz ATz = min(uy (x), iy V), o (2)),
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Pravilo 6: p; A g3 A 13 = min(uy (x), iy (), 1y (2)),
Pravilo 7: p3 A gy A 131 = min(uy (x), up (), timo (2)),
Pravilo 8: p3 A g2 A 13 = min(uy (%), uy (¥), uy (2)),

Pravilo 9: p3 A g3 A 133 = min(uy (%), uy (¥), uy (2)).

Navedena pravila su proistakla iz svakodnevnog zivota. Prirodno je da osoba koja ostvaruje
mali godis$nji prihod i malu ukupnu neto vrednost preuzme i nizak nivo tolerancije na rizik, dok
osoba koja ostvaruje visok godisnji prihod i veliku ukupnu neto vrednost moze sebi da priusti i
prihvatanje visokog nivoa tolerancije na rizik. Medutim, iz razliCitih razloga moze se desiti da
klijent ne Zeli da prihvati visok nivo rizika ili nasuprot tome, mozda je spreman da prihvati visok
nivo rizika, uprkos malom godiSnjem prihodu i neto vrednosti koju ima. U tom slucaju,
finansijski stru¢njaci bi trebalo da redizajniraju pravila.

Korak 3: Procena pravila

Neka su nam date konkretne vrednosti za ulazne promenljive FLC procesa x = x5 1y = yj.
Nas zadatak je da nademo odgovarajucu vrednost za izlaznu promenljivu z. Realni brojevi xq i yq
su pocetne vrednosti koje mozemo dobiti merenjem, posmatranjem, procenama i sl. Za pocetak,
moramo te ulazne vrednosti da transformiSemo u odgovaraju¢e vrednosti lingvistickih
promenljivih. Taj postupak se naziva kodiranje ulaznih vrednosti i ilustrovan je na Slici 3.2.

Prava x = xq€ U; preseca fazi brojeve A; i A;4; i na taj naCin dobijamo singltone 4, (xo) i
ta,,, (xo) koje zovemo fazi izmerene ulazne vrednosti. Presek ostalih fazi brojeva i prave x = x,
je @ sa funkcijom pripadanja koja je jednaka nuli.

Ho 4 A;q A; Aiv1 Atz

v

0 X

Slika 3.2 Fazi izmerene ulazne vrednosti za x, € U;
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Analogno se mogu pronaci fazi izmerene ulazne vrednosti za y,€U,,0dnosno singltoni Mg, (yo) i

l’tBj+1 (y())'

Nakon $to smo dobili fazi izmerene ulazne vrednosti za x = x, i y = y,, potrebno je redukovati
tabelu odlu¢ivanja i na taj nacin dobijamo novu tabelu koju zovemo Uzrokovana tabela

odlucivanja.

0 HB; (Yo) HB; 4 (¥o)
0 0 0 0
ta, (xo) 0 tc, (2) te, ., (2)
ta,,, (X0) 0 He; (2) | ey, (2)
0 0 0 0

Tabela 3.3 Uzrokovana tabela odlu¢ivanja i aktivne Celije
Svega Cetiri ¢elije sadrze ne-nula vrednosti i njih nazivamo aktivnim.

U skladu sa pravilom p; A q; = min(,uAi(x),qu (y), (x,y)e A X B < U; X Uy, ako je bar
jedna vrednost funkcije pripadanja jednaka nuli, operator minimum kao rezultat daje nulu.

Korak 4: Agregacija

Postupak primene kontrolnih pravila, koji je primenjivan u ovom delu rada, je u literaturi
poznat pod engleskim nazivom firing i ilustrovan je pomocu sledeca Cetiri pravila:

Pravilo 1: Ako je x AEO) iy Bj(o), onda je z Cy;,
Pravilo 2: Ako je x AEO) iy B](f:i onda je z Cjj 41,
Pravilo 3: Ako je x Al@l iy Bj(o), onda je z Cj11;,
Pravilo 4: Ako je x Agg)l Iy B](f)l onda je z Cjyqj41-

Veznik " i " u ovim pravilima je tzv. preduslov i oznacava jacinu pravila. Za svako od navedenih
pravila, njegovu jacinu definiSemo na slede¢i nacin:

iy = b, (o) At ) = min (i, i) b5, 00) ),

Qi1 = Ha, (%) A KB, .1 (9) = min (.uAi(xo)uuBHl(yO)):
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Ait1j = M4, (x6) A Hp; (o) = min (MA,-Jr1 (xo)uqu (3’0)),

Ait1j+1 = MAm(xo) A HBj+1(}’o) = min (MAi+1(xo),HBj+1()’o)>-

Uvodenjem dobijenih realnih vrednosti a;;, @;j 11, @;41; 1 @;11j41 U Tabelu 3.3 dobijamo Tabelu
jacine pravila koja je prikazana ispod.

0 HB; (¥o) llBjH(YO)
0 0 0 0
ta, (xo) 0 ;) @i +1
ta, ., (xo) 0 @i Q41 +1
0 0 0 0

Tabela 3.4 Tabela jacine pravila

Tabela 3.3 i Tabela 3.4 su veoma sli¢ne, ali je njihova razlika u tome §to aktivne ¢elije u
Tabeli 3.4 sadrze realne brojeve koji prikazuju jacinu pravila, dok aktivne Celije u Tabeli 3.3
sadrze fazi skupove kao vrednosti izlaznih promenljivih. Da bismo dobili kontrolne izlazne
promenljive, potrebno je iskoristiti ¢elije iz obe tabele.

Za svako pravilo ima¢emo po jednu kontrolnu izlaznu promenljivu (eng. control output;
skraceno CO), koju dobijamo na osnovu tzv. kontrolnih pravila koja se baziraju na konjukeiji.

CO prvog pravila:e;; A Hc, (z) = min(a;;, Hc, (2)),

CO drugog pravila: a;; 1 A Hey (z) = rnin(al-jJrl,/lCijJr1 (2),

CO treceg pravila: a;,q; A He s, (z) = min(ai+1j,yci+1j (2),

CO Cetvrtog pravila: a;;q1j41 A ,ucmjﬂ(z) = min(aiﬂjﬂ,ucmjﬂ(z)).

Dobijene kontrolne izlazne promenljive mozemo prikazati u tabeli, pri ¢emu neaktivne celije
imaju vrednost O i ne prikazuju se.

aij AU, (z) @ij+1 N ey 4y (z)

@iv1j NUc,yy; (2) Xit1j+1 N1 (2)

Tabela 3.5 Tabela kontrolnih izlaznih promenljivih
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Cilj nam je da dobijemo jednu kontrolnu izlaznu promenljivu, te stoga na dobijene kontrolne
izlazne promenljive, prikazane u Tabeli 3.5, moramo primeniti postupak agregacije. Agregacija je
tehnika koja se koristi prilikom donoSenja odluke koja kontrolna akcija treba da se primeni na
rezultate dobijene upotrebom firinga. U ovom delu rada koris¢ena je agregacija bazirana na
operatoru maksimuma (V). Na taj nacin se dobija jedna kontrolna izlazna promenljiva sa
funkcijom pripadanja:

Hagg (2) = (aij Al (Z)) v (aij+1 Ay (Z)> v (ai+1j Ay (Z))
v (ai+1j+1 A MCHUH(Z))

=max {<aij A U, (Z)) ) (“z‘j +1 NHc 4y (Z)) ) (ai+1j AV ey (Z)>' <0—’i+1j+1 A
UCT+1j+17)

Vazno je uo¢iti da je operator minimuma, iskazan kroz veznik A , u tom slu¢aju primenjen na
2
broj 1 funkciju pripadanja fazi broja. Posto se s time do sada nismo susretali, uvodimo definiciju.

Definicija 3.1 [1] Neka je a realan broj i C fazi broj sa funkcijom pripadanja u.(z), onda
vazi: gy, (2) = a Apuc(z) = min(u, (2) = a, uc(2)) .

Fazi vrednost ¢ija je funkcija pripadanja piya,.(z) ZOVEMO odseceni fazi broj (eng. clipped fuzzy
number), iako odstupa od definicije fazi broja.

Za najcesce koris¢ene fazi brojeve, trougaone i trapezoidne, prikaz definicije dat je na narednoj
slici.

H A H A
1 1
a a T
Hanpc (Z)—P <+—Uapu, (Z)_>
Z

Slika 3.3 Odseceni trougaoni i trapezoidni fazi brojevi

40



U nastojanju da dobijemo jedinstvenu izlaznu promenljivu, u vidu akcije, odluke ili saveta,
potrebno je izvrsiti defazifikaciju tj. dekodirati funkciju pgg, (2). Taj postupak je opisan u
narednom koraku.

Primena trefeg i Cetvrtog koraka: Pretpostavimo da klijent raspolaze slede¢im ulaznim
vrednostima: godis$nji prihod (Al u hiljadama $) x, = 401 ukupna neto vrednost (TNW u
desetinama hiljada $) y, = 25.

Fazi oblik ulaznih vrednosti dobijamo zamenom x i y sa v u odgovaraju¢im funkcijama
pripadanja, pa imamo:

1 2
40) = =, 40) = =,
.UL( ) 3 llM( ) 3
(25) = 2, 1y (25) = =
258 —6,HM =%
U AL M u A L M
1 1
5
5
2
3
1
; <[] y
> 0 25 50 "
0 20 40 50 80

Slika 3.4 Fazi ulazne vrednosti za model tolerancije rizika kada su ulazi x, = 40, yo = 25 .

Nakon toga, formiramo Uzrokovanu tabelu odlucivanja za model tolerancije rizika donosioca
odluke. Prikaz tabele je dat ispod, pri ¢emu vidimo da raspolazemo sa cetiri aktivne Celije.
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5 1
u,(25) = Z pu(25) = ‘
11, (40) = l 1, (2) 1,(2)
3
113, (40) = % 1 (2) tumo (2)
0 0 0 0

Tabela 3.6 Uzrokovana tabela odluc¢ivanja

Kada smo to uradili, raunamo ja¢inu primenjenih pravila.

~——
I
UCU =

1
ay1 = 1 (40) Ay (25) = min (5,

aiz = p11,(40) Ay (25) = min

)

olul o=, U

N——— N———
I
ol

I
wl N

-

(1
3
o (2

tz = tuy (40) A 11,(25) = min (5.
2

3

N———
I
Al ~

=

az; = py (40) A py (25) = min

)

Dobijeni rezultati prikazani su u narednoj tabeli.

5 1 0
p(25) = 3 py (25) = Z
40) - 1 1 1 0
HAF) =3 3 6
40 — 2 2 1 0
Hu*P) =3 3 6
0 0 0 0

Tabela 3.7 Tabela jacine pravila

Zatim, pomocu aktivnih ¢elija u obe tabele (Tabela 3.6 i Tabela 3.7), dobijamo kontrolne izlazne
promenljive (eng. CO) za svako pojedina¢no pravilo:

CO prvog pravila: a1 A py(z) = min (?’”L (z)),

CO drugog pravila: a;; A u;(z) = min (%, U (Z)),

CO treceg pravila: ay; A u,(z) = min @' U (z)),

CO éetVrtOg DraViIa: (043 A Unmo (Z) = min (%, HUrmo (Z))
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Dobijene vrednosti mozemo tabelarno prikazati, pri cemu zanemarujemo neaktivne celije.

1 1
§/\liL(Z) g/\llL(Z)
2 1
§/\llL(Z) gAllMo (2)

Tabela 3.8 Tabela kontrolnih izlaznih promenljivih posmatranog modela

Aktivne Celije iz Tabele 3.8 je potrebno graficki prikazati kako bismo lakSe primenili postupak
agregacije.

u R L U4 L
1 1
5
G 1 (25)
1
3 11,(40)
0 20 40 50 X 0 20 40 50 y

= 1, (40) A 1, (25) = '(1 5)—1
a1 = Hy, My = min 3'6) =3

1
aip A py(z) = min (g,#L(Z))

v

e

v

20 40 50 z

o
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noa L Hy M
1 1
1
3 uy, (40)
; trr€25) \
6
0 20 40 50 X 0 20 50 80 y
— 1, (40) A 13y (25) = mi (1 1)—1
A2 = KUy Hm = min 3'6) " 6
u A
1
(1
aiz A pp(z) = min g,llL(Z)
T
1
‘* \
0 20 40 50 7
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U A M ua L
1 1
5
- ur (25)
2
3 uy (40)
1
3
0 20 40 50 80 X 0 20 40 50 y

= 1y (40) A g, (25) = '(2 5)—2
a1 = Um My = min 3'6) = 3

az; A p(z) = min <§,ML (Z)>

v

hy L
1
T3
2
3
0 20 40 50 z
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u M Ua M
A
1 1
2
3 tu (40)
1
- | M (25) \
0 20 40 50 80 X 0 20 40 50 80 v

= 1y (40) A 11y (25) = '(2 1)—1
a2 = UM Hm = min 3'6) " &

. (1
a2 A pyo(z) = min (g'.UMo (Z)) 1

v

[~
P

v

0 20 40 50 80

Slika 3.5 Primena firing tehnike i dobijanje CO svakog pojedina¢nog pravila
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Kao rezultat smo dobili trapezoidne fazi brojeve: 7; , 75, 75 1 75.

Primenu postupka agregacije na dobijene kontrolne izlazne promenljive vr§imo pomocu
funkcije pripadanja u,g,. U geometrijskom smislu to znaCi da treba da nademo supremume
dobijenih trapezoida u koordinatnom sistemu (z, u). Medutim, sa Slike 3.5 vidimo da je izlazna
vrednost dobijena prvim i drugim pravilom sadrzana u izlaznoj vrednosti iz tre¢eg pravila. 1z tih
razloga je postupak agregacije primenjen samo na trece i ¢etvrto pravilo i dobijena je sledeca
vrednost:

2 1
Auagg (Z) = maX'f(mm <§' My (Z)> , min <gﬂ Hmo (Z)>)}

i njen prikaz je dat na sledecoj slici.

u AL MO
1
2
3
Hagg (Z)

o R
/
|~
v

Slika 3.6 Izlazna vrednost za model tolerancije rizika donosioca odluke nakon primene postupka
agregacije
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Korak 5: Defazifikacija

Pokazano je da se kao ishod agregacije dobija fazi izlazna promenljiva koju je neophodno
dekodirati tj. prevesti u realnu vrednost. Taj postupak se naziva defazifikacija.

Do sada je poznato vise razlicitih metoda defazifikacije od kojih su dalje u radu prikazana tri
najéeSce kori$¢ena (videti [1]).

1. CAM metod (eng. Center of area method)

Pretpostavimo da se kao rezultat agregacije dobija funkcija pripadnosti p,4, (2) , €[z, z4].
Ilustracija CAM metoda data je na sledecoj slici.

A
u
1 beeoo
P,
p
q
z20$1 21z M § N2 Zq4 z

Slika 3.7 Postupak defazifikacije pomoc¢u CAM modela

Interval [z, z,] podeljen je na q jednakih podintervala pomoc¢u tacaka zy,...,Z,_q. TraZzena
vrednost je tacka Z i ona prema ovoj metodi predstavlja tezinski prosek brojeva zy i pgg4 (21):

-1
5. = Zzzlzkﬂagg (1)
cC — -1 .
ZZ:I Hagg (zx)

Ovaj metod defazifikacije je najcesce koriSéen, ali je njegov nedostatak u tome $to su zahtevana
izraCunavanja ponekad veoma sloZena.
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2. MMM metod (eng. Mean of maximum method)

Neka je data ista funkcija pripadanja u,,, (2) | z€[zo, z4], kao na prethodnoj slici. Funkcija
ima dva ravna segmenta. Projekcija na z -osu najviseg ravnog segmenta P; P, je interval [{1, {5].
TraZzena vrednost je taka Z,,, koja predstavlja sredi$nju vrednost intervala [{;, {>]:

A _ G102
Zm = T

Ovaj metod je veoma jednostavan, ali ¢esto nedovoljno precizan.
3. HDM metod (eng. Height defuzzification method)

HDM metod predstavlja uopstenje MMM metoda i koristi sve ravne segmente koje funkcija
Hagg (z) poseduje. U ovom sluajukao Sto se moze videti na Slici 3.7, pored segmenta P; P,
visine p, imamo i drugi segment Q4 Q-, sa nizom visinom q. Projekcija drugog segmenta na z-0su

.. v . « +
je interval [11,1,], Gija se srednja vrednost raduna; =12

Trazena vrednost je tacka Z, koju dobijamo pomocu sledece formule:

+ +
P (61252) +q- (1 2772) —w (51"‘(2) N n1+1m;2
=w > w; ( > )

Z =
" p+q

i ona predstavlja tezinski prosek sredina intervala [y, (] i [1,72] 1 teZinskih koeficijenata w; i
Wy .

Ukoliko funkcija pripadanja ima jo§ ravnih segmenata, formula se moZe proSiriti u skladu sa gore
navedenim pravilom.
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Primena petog pravila: U narednom delu je izvrSena defazifikacija izlazne vrednosti za model
tolerancije na rizik pomocu tri najcesce koris¢ena nacina.

Za pocetak je potrebno analiticki izraziti izlaznu vrednost Cija je funkcija pripadanja pigg4 (2)

prikazana na sledecoj slici:

u A

wiN

AN~

Slika 3.8 Izlazna vrednost dobijena postupkom agregacije

Funkcija pagq (2) se sastoji iz Cetiri segmenta P1P;,PoP,PQ2 1 Q2Q koji se nalaze na pravama

50—z 1

2 ; z N e - S, “: .
p=z,u=——,p=g 1 p=——, redom. Refavajuéi odgovarajuce jednacine dobijaju se

projekcije od Qi, P i Q2 na z-osi i to su 25,45 i 75. Prema tome, funkcija u,,, (z) ima slede¢i

oblik:

bagy () =<

/’

%,zaOSZSBO

50—z
30

,za 30 <z <45
é, 7a45< z < 75

80—z
—56—,za'75 < z < 80.
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1) CAM metod

Interval [0,80] je pogodno podeliti na osam jednakih delova duzine 10. Zamenom vrednosti
z, = 10,20 ...,70 u funkciju pripadanja u,4 (z) dobija se:

Z 10 20 30 40 50 60 70
Hagg(2) | 2 z z 1 1 1 1
3 3 3
TraZena vrednost je tacka Z; koju raCunamo:
2 2 2 1 1 1 1
o = 10-3+20-3+30-3+40-3+50-2+60-z+70-¢
2,2, 2,1, 1, 1 1
3t3t3t3%t616"%
=29,4~ 29.

2) MMM metod

Tacke Py i P, ¢ine najvisi ravni segment koji se projektuje u interval [{, {2]=[0,30]. Trazena

vrednost je tacka Z,, koju dobijamo:

_0+30_ .
-——=

Zm
3) HDM metod

Projekciju tacke Q, na z-osu dobijamo zamenom vrednosti y =

=

up= 82—: i dobija se broj 75,
dok projekciju tacke Q; dobijamo zamenom vrednosti u = % up= % I dobija se 25. Prema

tome, ravni segmenti P1P; i Q1Q; sa visinamaz i = ,redom, imaju projekcije na z-osi u intervale

[0,30] i [25,75], pa tako imamo vrednosti: {; = 0,{, = 30,n; = 25,n, =75,p = %i q= %

Pomocu dobijenih vrednosti racunamo trazenu tac¢ku Z;, i imamo:

2 0+30
5, =32

1 25+75
2

+

6 _
2 n 1 = 22.
3°6

Na osnovu tri metoda defazifikacije dobijeni su rezultati Z, = 29,4 = 29, Z,, = 151 2, = 22,
Zaklju¢ujemo da je MMM metod veoma jednostavan za primenu, medutim daje potcenjene
vrednosti kao rezultat iz razloga §to zanemaruje uslov Cetvrtog pravila koji pokazuje da nivo %

preseca izlaznu vrednost M. CAM metod zahteva nesto vise racunanja, ali uzima u obzir uslove i
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tre¢eg 1 Cetvrtog pravila. Stoga, vrednost Z, deluje realnije od Z,,. HDM metod je sli¢an metodu
CAM jer i on razmatra uslove treceg i Cetvrtog pravila.

Finansijski stru¢njaci na osnovu dobijenih rezultata treba da procene klijentovu toleranciju
rizika pretpostavljaju¢i da je njegov godisnji prihod 40000$, a ukupna neto vrednost kojom
raspolaze 2500008. Ukoliko koriste HDM metod, nivo tolerancije rizika na skali od 0 do 100 ¢e
iznositi 22 (29 ukoliko bi koristili CAM metod) i trebalo bi klijentu da predloze blago rizi¢nu
investicionu strategiju.

3.2  Specijalan slu¢aj modela

Naredni deo rada je originalan. Koriste¢i prethodno opisani model baziran na [1], razmotren
je slucaj kada je klijent ,,optimisti¢an”, odnosno kada je spreman da prihvati visi nivo rizika
uprkos malom godisnjem prihodu i neto vrednosti koju ima. U takvoj situaciji finansijski
stru¢njaci moraju da redizajniraju if-then pravila.

Razlika novog i prethodnog modela nastaje ve¢ u drugom koraku. Finansijski eksperti nakon
razgovora sa klijentom koriguju pravila i na osnovu toga se dobija nova Tabela odlucivanja.

L M H
L L MO MO
M MO MO H
H MO H H

Tabela 3.9 Tabela odluc¢ivanja za model tolerancije rizika ,,optimisticnog” klijenta

Ako se dalje pretpostavi, kao i u prethodnom modelu, da klijent raspolaze sa ulaznim
vrednostima: godisnji prihod (AI u hiljadama $) x, = 40i ukupna neto vrednost (TNW u
desetinama hiljada $) y, = 25, onda dobijamo slede¢i oblik fazi ulaznih vrednosti:

)

1

l= Wl

5
n,(25) = E’HM(ZS) =

Nakon toga, formira se Uzrokovana tabela odlucivanja novog modela, na kojoj vidimo Cetiri
aktivne celije.
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5 1
n,(25) = Z um (25) = ‘
11, (40) = l 1, (2) Huo (2)
3
113, (40) = E Huo (2) Huo (2)
3
0 0 0 0

Tabela 3.10 Uzrokovana tabela odlu¢ivanja

Nakon $to je to uradeno, racuna se jacina primenjenih pravila.

— 11, (40) A 1, (25) = mi (1 5) _1
011 = Uy MU = min 3'6) =3
= 1, (40) A 13, (25) = mi (1 1) _1
a2 = U, Um = min 3'6) " &
— 13y (40) A 1, (25) = mi (2 5) _Z
21 = Um My = min 3'6) =3
= 1y (40) A 11y (25) = mi (2 1) _1
az2 = Um Um = min 3'6) " &
Dobijeni rezultati su prikazani u narednoj tabeli.
5 1 0
u(25) = 3 pu(25) = Z
(40) = 1 1 1 0
S 3 6
40 = 2 2 1 0
Hmi2) =3 3 6
0 0 0 0

Tabela 3.11 Tabela jaine pravila

Uz pomo¢ aktivnih Celija iz obe tabele dobijene su kontrolne izlazne promenljive za svako
pojedinacno pravilo:

CO prvog pravila: a1 A py(z) = min (?’”L (z)),

CO drugog pravila: a;; A pyo(z) = min (%,/,LMO (z)),

CO treceg pravila: az; A uyo(z) = min (%, Umo (z)),

CO éetVrtOg DraViIa: (043 A Unmo (Z) = min (%, HUrmo (Z))
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Trazene vrednosti su tabelarno prikazane uz zanemarivanje neaktivnih ¢elija.

1 1
§/\llL(Z) gAllMo (2)
2 1
§/\IlM0 (2) gAllMo (2)

Tabela 3.12 Tabela kontrolnih izlaznih promenljivih novog modela

Za laksu primenu postupka agregacije potrebno je aktivne ¢elije iz Tabele 3.12 graficki prikazati

u A L up L
1 1
> 25
5 p(25)
. (40)
1
3
0 20 40 50 X 0 20 40 50 y
(40) A 11, (25) = mi (1 5) !
011 = U 19 = min 3'6) =3
u a4 L
. (1
aip A py(z) = min (g,ML(Z)) 1
i
1
3 \
0 20 40 50 z
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bt Ua M
1 1
1
3 11, (40) tu (25)
1
, 6 \ .
0 20 40 50 x 0 20 40 50 80 y
= 1, (40) A 11y (25) = '(1 1)—1
A2 = KUy Hm = min 3'6) " 6
. (1 LY MO
aro Ay () = min (3,1, ()
1
T
1
° / \ R
0 20 40 50 80 z
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u A M u A L
1 1
5
g U, (25)
2
3 py (40)
0 20 40 50 80 X 0 20 40 50 80 v
(40) A 11, (25) = mi (2 5) 2
ay = =min(=,=) ==
21 = UM Uy 3'6 3
u MO
1
. 2
ap1 A Uyo () = min (g,ﬂMo (Z)>
2
. |3
20 40 50 80 .
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uoo4 M oA M
1 1
2
3 Hu (40)
w25
6 pm (25) \
0 20 40 50 80 x 0 20 40 50 80 M

= 114, (40) A 11y (25) = '(2 1)—1
22 = Um Hm = min 3'6) " 6

u A MO
1
(1
a2 A Uyo(Z) = min g,.UMo (2)
T
1
6
/ \ ;
0 20 40 50 80 z

Slika 3.9 Primena firing tehnike na specijalni slu¢aj modela i dobijanje CO svakog pojedinacnog
pravila
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Kao rezultat dobijeni su trapezoidni fazi intervali: 73, 7,, 73 i 7;.

Sada je potrebno primeniti postupak agregacije na dobijene kontrolne fazi izlazne
promenljive pomocu funkcije pripadanja p,g,. Sa Slike 3.9 vidi se da su izlazne vrednosti
drugog i Cetvrtog pravila sadrzane u izlaznoj vrednosti tre¢eg, pa zato u koordinatnom sistemu
(z,u) trazimo supremum samo prvog i treeg trapezoida.

Rezultat agregacije je slede¢a vrednost : p,4, (z) = maxifimin (%,M (z)),min <§;MM0 (z))} i

prikazana je na narednoj slici.

[I'REN)

W=

v

0 20 40 50 60 80 z

Slika 3.10 Izlazna vrednost specijalnog slu¢aja modela nakon primene postupka agregacije

Dobijenu fazi izlaznu promenljivu je potrebno dekodirati tj. prevesti u realnu vrednost
postupkom defazifikacije. Da bi to izveli, potrebno je naci analiti¢ki oblik izlazne vrednosti.

Funkcija pqgq (2) se sastoji iz Cetiri segmenta Q1Q, QP P1P; i PoP koji se nalaze na pravama
1 z—20 2. 80—z o . . ,. C .. . D
pH=g h=— " ph=glu=— Resavajuc¢i odgovarajuce jednacine dobijaju se projekcije od

Q, P11 P2 na z-osi i to su redom vrednosti: 30,40 i 60. Stoga zakljuCujemo da funkcija g4 (2)

ima sledeéi oblik:
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/

g,moszs30

P?JQ%SZ<40

Hagy @) =<

g, za40< z < 60

80—z
30

,za 60 < z < 80.

1) CAM metod

Interval [0,80] je moguce podeliti na osam jednakih delova duzine 10 kako bi jednostavno
primenili CAM metod defazifikacije.

z 10 20 30 40 50 60 70
Hagg (2) 1 1 1 z z z 1
3 3 3 3 3 3 3

TraZena vrednost je tacka tatka Z. koja se racuna na slede¢i nacin:

1 1 1 2 2 2 1
10-3+20-3+30-5+40-5+50-5+60-5+70-3

1 1. 1 2 2 2 1
3t3t3t3ztztzts

Zc =

=43.
2) MMM metod

Tacke P; 1 P, oznaCavaju najvisi ravni segment koji se projektuje u interval [{y, {;]=[40,60].
Trazena vrednost defazifikacije je tacka Z,, koju dobijamo:

40460

> 50.

Zm
3) HDM metod

Ravni segmenti P1P, i Q:Q sa visinama% i % redom, projektuju se na z-osu u intervale [40,60] i
2.
=i

[0,45], pa tako raspolazemo slede¢im vrednostima: {; = 40,{, = 60,7, = 0,1, =45,p = 3

1, . e et A
q=3 koje nam omogucéavaju izracunavanje tacke Zj,.
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0+45
2

1
3 - ~
: = 40,83 ~ 41.
1

Na osnovu tri metoda defazifikacije dobijeni su rezultati Z- = 43, Z,, = 501 2, = 41 koji se
znacajno razlikuju od rezultata iz prethodnog modela. Vidimo da u ovom slu¢aju MMM metod
daje precenjene vrednosti jer zanemaruje uslov tre¢eg pravila koji pokazuje da nivo% preseca
izlaznu vrednost L, dok su vrednosti CAM i HDM metoda priblizne. ZakljuCujemo da bi

finansijski stru¢njaci klijentu koji je spreman da prihvati visi nivo rizika trebali da predloze
umereno rizicnu investicionu strategiju.

Na sledecoj slici je data predloZena skala na osnovu koje finansijski stru¢njaci u zavisnosti
od dobijenih rezultata defazifikacije mogu da odrede investiconu strategiju za svakog klijenta.

INVESTICIONE STRATEGUE

veoma

'visoko riziéqel blago visoko riziéne » <—_umereno riziCne > < blogo riziéne malo rizi(:ge

& o & o VS
v v v v v

100 85 75 60 50 35 25 10 0
H MO L
Visokog rizika umerenog rizika bez rizika

Slika 3.11 Skala rizi¢nosti investicionih strategija
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4 Modifikovani FLC procesi i njihova primena

U prethodnom poglavlju opisani su FLC procesi bazirani na Ty, normi i njenoj dualnoj Sy,
konormi, kao i njihova primena na modeliranje tolerancije rizika donosioca odluke. Naredni deo
rada je u potpunosti originalan i bavi se novim FLC procesima zasnovanim na drugacijem obliku
trougaonih normi i konormi sa primenom na model. Modifikacija se ogleda u tumacenju veznika
A u Mamdanijevoj definiciji if-then pravila pomocu trougaone T; norme, na slede¢i nacin:

Zap, £ x;jed;,q; =y;jeBin £z jeC, imamo:
PiAq; ATy = TL(/"Ai(x):.“B}- ), ke, (2))
= maxi(0, u, () + pp ) + 1, (2) — 2)
pri emu je 1, = Ty L= 1,..nj=1. mk=1,..1
Rezultati dobijeni na ovaj nacin bi¢e uporedeni sa rezultatima prethodno opisanog modela.

4.1Modeliranje tolerancije rizika donosioca odluke pomoéu modifikovanih
FLC procesa

Radi lakSeg uporedivanja dva modela, ostali smo dosledni primeru iz prethodnog poglavlja.
Iako se njihova razlika uocava tek u primeni trougaonih normi i konormi kroz if-then pravila, radi
lakSeg pracenja naveS¢emo ponovo osnovne podatke.

Korak 1: Modeliranje promenljivih
Jezicke promenljive posmatranog FLC procesa date su na slede¢i nacin:
Al = {A{,A;, A3} = {L,M,H},
TNW = {By,B,,B3} = {L,M, H},
RT = {C;,C,,C3} = {L,MO, H},

pri ¢emu su Al (godisnji prihod) i TNW (ukupna neto vrednost) ulazne promenljive, a RT (nivo
tolerancije rizika) izlazna promenljiva procesa.

Iskazne vrednosti posmatranih lingvistickih promenljivih date su u obliku trougaonih fazi
brojeva sa funkcijama pripadanja:

1, za0<v <20
“L(”):{Sg—gv,za 20< v <50°
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%,Za 20 < v <50
MM(U): 80—v

T,za 50<v <80

v=30 450 < v < 80
py(v) =4 30 :
1, za 80 < v < 100

Njihovi nose¢i intervali pripadaju slede¢im univerzalnim skupovima:
U; = {x x 1030 < x < 100},

U, = {y x 10*|0 < y < 100},

Us; = {z]0 <z <100},

gde su x i y vrednosti u hiljadama i desetinama hiljada dolara, dok z uzima vrednost izmedu 0 i
100 i predstavlja skalu merenja tolerancije rizika.

Korak 2: If...and...then pravila

S obzirom da jezi¢ke promenljive posmatranog modela primaju po tri iskazne vrednosti ,
n=m=1[=3, imatemo 9 if-then pravila na osnovu kojih se dobijaju 3 razli¢ite izlazne
vrednosti.

Umesto upotrebe operatora minimuma na if-then pravila, sada se koristi LukasSijeviceva Ty,
norma za tumacenje veznika A U okviru ovih pravila i na taj nac¢in se dobija sledeca Tabela
odlu¢ivanja:

L M H
L L L MO
M L MO H
H MO H H

Tabela 4.1 Tabela odlu¢ivanja modifikovanog modela tolerancije rizika
Primenjena pravila iz tabele ¢itamo:

Pravilo 1: Ako je klijentov godi$nji prihod (AI) mali (L) i klijent ostvaruje malu (L) ukupnu neto
vrednost (TNW), onda je njegov nivo tolerancije rizika (RT) mali (L).

Pravilo 2: Ako je klijentov Al mali i klijent ostvaruje srednju TNW, onda je njegov RT mali.
Pravilo 3: Ako je klijentov Al mali i klijent ostvaruje visoku TNW, onda je njegov RT umeren.

Pravilo 4: Ako je Kklijentov Al srednje visine i klijent ostvaruje malu TNW, onda je njegov RT
mali.
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Pravilo 5: Ako je klijentov Al srednje visine i Klijent ostvaruje srednju TNW, onda je njegov RT
umeren.

Pravilo 6: Ako je klijentov Al srednje visine i klijent ostvaruje visoku TNW, onda je njegov RT
Visok.

Pravilo 7: Ako je klijentov Al visok i klijent ostvaruje malu TNW, onda je njegov RT umeren.
Pravilo 8: Ako je klijentov Al visok i klijent ostvaruje srednju TNW, onda je njegov RT visok.
Pravilo 9: Ako je klijentov Al visok i klijent ostvaruje visoku TNW, onda je njegov RT visok.
Matematicki, pomocu T; norme, navedena pravila mozemo zapisati u sledecoj notaciji:
Pravilo 1: py A gy Aryq = Ty, (), g (), 1, (2)) = max(0, py (x) + p () + py(2) — 2),
Pravilo 2: p; A qz Arip = Ty (g (%), iy (v), . (2)) = max(0, p (x) + uw () + p(2) — 2),
Pravilo 3: py A g3 Az = Ty, (u (%), uu (¥), ko (2)) = max(0, puy (x) + up () + o (2) — 2),
Pravilo 4: p; A gy A1 = Ty (um (), (), 1, (2)) = max(0, pp (x) + p, (v) + p(2) — 2),
Pravilo 5: p; A gy Aoy = Ty, (ki (), tin ), o (2)) = max(0, uy (x) + pum () + 1o (2) — 2,
Pravilo 6: p; A g3 A1y3 = Ty, (um (), i (), 1 (2)) = max(0, uy (x) + py (y) + puy(2) — 2),
Pravilo 7: ps A gy A5y = Ty (i (0), 1, (9), o (2)) = max(0, puy (x) + p, () + pwo (2) = 2),
Pravilo 8: p3 A gz A3y = Ty, (uy (%), iy (v), ki (2)) = max(0, py (x) + py (v) + py (2) — 2),

Pravilo 9: p3 A g3 A3z = Ty, (uy (%), py (v), iy (2)) = max(0, puy (x) + py (v) + py(2) — 2).

Pravila odgovaraju prirodnom razmisljanju, ali analogno modelu iz prethodnog poglavlja,
moguce ih je redizajnirati ukoliko je klijent spreman da prihvati visi nivo rizika uprkos malom
godisnjem prihodu i neto vrednosti koju ima i obrnuto.

Korak 3: Procena pravila

Neka su nam date konkretne vrednosti za ulazne promenljive modifikovanog FLC procesa:
godisnji prohod (AI u hiljadama dolara), x, = 40 i ukupna neto vrednost (TNW u desetinama
hiljada dolara), y, = 25. Cilj nam je da pronademo odgovaraju¢u vrednost za izlaznu
promenljivu z (RT).

Za pocetak, potrebno je izvrsiti kodiranje ulaznih vrednosti zamenom x, i y, Sa v u
odgovaraju¢im funkcijama pripadnosti, pa se dobija:
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~

1
p (40) = §’HM (40) =

Nl =k WwlN

5
u,(25) = EI.UM(ZS) =

Nakon §to smo dobili fazi izmerene ulazne promenljive za xo = 40 i y, = 25, kreiramo

Uzrokovanu tabelu odlucivanja za modifikovani model.

5 1
n (25) = 3 pm (25) = 6
m (40) — l M (Z) M (Z)
3
.uM(40) — % 1) (Z) Umo (Z)
0 0 0

Tabela 4.2 Uzrokovana tabela odlu¢ivanja

Uocavamo da raspolaZemo sa Cetiri aktivne celije.

Korak 4: Agregacija

U ovom koraku se jasno uo€ava novina u radu, jer se prvi put prilikom postupka primene

kontrolnih pravila umesto operatora minimum Kkoristi Lukasijeviceva T; norma. Na taj nacin, za

sledeca Cetiri pravila:
Pravilo 1: Ako je x AEO) iy Bj(o), onda je z C;;,

B©

Pravilo 2: Ako je x AEO) iy 3 1 onda je z Cj; 11,

Pravilo 3: Ako je x Afi)l iy B].(O), onda je z C;44;,

o) . 0
A1y B,

Pravilo 4: Ako je x onda je z Cit1j41-

jacinu ra¢unamo na slede¢i nacin:

@y = ta, (%) A i, (o) = max (0, ua, (%) + g, (v0) — 1),

Qo1 = ta, (%) A i, ., (Vo) = max (0, 14, (x5) + 15, (v0) — 1),

Aiv1j = Ha,,, (%) A g, (¥o) = max (0; M, (%) + pp, (Vo) — 1),

Ais1j+1 = Ha (%) A g, (Vo) = max (0, Ha (X0) + g, (Vo) — 1)-
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Za konkretan slucaj, kada je uzeto da su x, = 40 i y, = 25, imamo:

1 5 1
a1 = u(40) A py(25) = max (0,§ te- 1) =2
1 1
ayp; = up(40) Ay (25) = max (0,§ + i 1) =0,
2 5
azi = Uy (40) A p(25) = max (0,5 te- 1) ==
2 1
ayy = py (40) Ay (25) = max <0'§ + i 1) = 0.
Dobijeni rezultati su prikazani u narednoj tabeli:
5 0
p(25) = 3 pu(25) = —
1 1 0 0
40) == -
p (40) 32 ?
0 0
py (40) = 3 >
0 0 0 0

Tabela 4.3 Tabela jacine pravila

Pomocu aktivnih ¢elija u obe tabele (Tabela 4.2 1 Tabela 4.3) potrebno je dobiti kontrolne
izlazne promenljive (eng. Control Output) u oznaci CO, za svako pojedina¢no pravilo.

CO prvog pravila: a1 A u;(z) = max (O% + pu; (z) — 1),

CO drugog pravila: a;; A u;(z) = max(0,0 + ;. (z) — 1),

CO treceg pravila: a,; A p;(z) = max (0,% +u;(z) — 1),

CO ¢getvrtog pravila: az; A puyo (z) = max(0,0 + pyp(z) — 1).
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Tabelarni prikaz dobijenih vrednosti:

max (0% + u,(2) - 1) max(0,0 + y;(2) — 1)

1 —
max (O'E + oy (2) — 1) max (0,0 + pyo(2) — 1)

Tabela 4.4 Tabela kontrolnih izlaznih promenljivih modela

Pristupamo grafickom prikazu kontrolnih izlaznih promenljivih kako bismo lakSe primenili
dalje postupke.

U A L us L

1 1
5
g u,(25)

1, (40)
1
3
0 20 25 40 50 x 0 20 40 50 v

1 5 1
ayq = p(40) Ay (25) = max (O’§+8_ 1) =z

,Ll A L
1 1
aip A py(z) = max (0,3 +u(2) - 1)
7
1
6 \
0 20 25 40 50 7




U oA L A
1 1
p, (40)
1
3 pm (25)
1
> © / N,
0 20 40 50 X 0 20 40 50 80 y

py (40) A puy (25) = max

aiy Ap(z) = max(0,0 + p;(z) — 1)

v

(01+1 1)—0
'3 6 -

M

40 50

v
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U A M ua L
1 1
5
A u(25)
2
3 py (40)
0 20 40 50 80 X 0 20 40 50

2 5 1
a1 = Uy (40) A pp (25) = max <0‘§+5_ 1) =3

ua L
1
1
az1 A pp(z) = max (O'E +u(2) - 1) T
1
> 2

v




i (40)

wN

pm (25)

|-
/

v

0 20 40 50 80 X 0 20 40 50 80 vy
2 1
Ay = Uy (40) A uy(25) = max (O,§ +5_ 1) =0

u MO
A

1

az Apy(z) = max(0,0 + p (2) — 1)
Ty

0 20 40 50 80 z

Slika 4.1 Graficki prikaz CO svakog pojedinacnog pravila

69




Kada su dobijene kontrolne fazi izlazne promenljive, potrebno je primeniti postupak
agregacije pomocu funkcije pripadanja p,4, . Ta funkcija je sada promenjena u odnosu na pi, 4, iz
tre¢eg poglavlja, jer se bazira na S; konormi. U geometrijskom smislu to znaci da je potrebno
naéi infimum izmedu jedinice i zbira dobijenih vrednosti, u koordinatnom sistemu (z, u).

Sa Slike 4.1 vidi se da su izlazne promenljive drugog i Cetvrtog pravila nula funkcije, pa se
zanemaruju. Postupak agregacije bi¢e primenjen samo na prvo i trece pravilo:

Hagg (z) = min {1, max (O,% +u(2) — 1) + max (0,% + . (2) — 1)}

Prikaz nove, modifikovane funkcije pripadanja p,44 (2), dat je na narednoj slici.

[I'REN)

N =

| =

v

0 20 25 40 50 80 z

Slika 4.2 1zlazna vrednost za modifikovani model tolerancije rizika donosioca odluke, nakon
primene postupka agregacije

Njen analiticki oblik je:

( 2
§,za0 <z<?20
=<40 -2z
Hagg (2) —5 7020 < 2 <40

0,za 40 < z < 50.
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Korak 5: Defazifikacija

Nakon $to je dobijena fazi izlazna promenljiva, potrebno ju je dekodirati, odnosno primeniti
postupak defazifikacije. To ¢e i ovog puta biti u¢injeno na tri najéesce koris¢ena nacina.

Moze se videti sa Slike 4.3 da se funkcija pripadanja p,4, (z) sastoji iz tri segmenta: PP,
40—z

. .- 2 .
P,Q1 i Q1Q: koji se nalaze na pravama: u = M= = 0, redom.
u A
1
Py P,
2
3
__ 40—z
/,u T30
Q Q
0 20 40 50 z

Slika 4.3 lzlazna vrednost dobijena postupkom agregacije

1) CAM metod

Interval [0,50] je najjednostavnije podeliti na pet jednakih delova duZine 10 1 zameniti vrednosti
z, = 10,20 ...,40 u funkciju pripadanja pq44 (2):

Zy 10 20 30 40
Hagg (2) 2 2 1 0
3 3 3
Tacka Z; je trazena vrednost i dobijamo je na sledeci nacin:
10-%+20-%+30 %+40 0
2= 2 2 1
3t3t3
=18.
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2) MMM metod

Najvisi segment ravni ¢ine tacke Py i P, sa visinom % koje se projektuju u interval [{;, {;]=[0,20]
na z-osi. Tacka Z,, je trazena vrednost koju dobijamo:

0420

10.
> 0

Zm
3) HDM metod

Za razliku od MMM metoda, HDM uzima u obzir uslove i prvog i tre¢eg pravila. Iz tog razloga
pored segmenta P;P, razmatra se i drugi ravni segment Q:Q>, koji se ,,projektuje” u interval
[71,12]=[40,50]. Medutim, s obzirom da se on nalazi na visini 0, rezultati MMM i HDM metoda
¢e se poklopiti, ali ¢emo ipak radi kompletnosti ispisati postupak.

Vrednosti koje su nam od znacaja za racunanje trazene tacke Z, su: {; = 0, ¢, = 20, n; = 40,

772=50,p=§ i g = 0, paimamo:

2 2040, 40+50
s _ 3 2 2
Zy = 0
§+0
=10.

Moze se uoditi da je CAM metod dao znacajno drugaciju vrednost od druga dva metoda.
Prema tome, ukoliko finansijski stru¢njaci treba da procene klijentovu toleranciju rizika,
uzimajuéi u obzir da je njegov godisnji prihod 400008, a ukupna neto vrednost kojom raspolaze
2500008, primenom HDM metoda nivo tolerancije rizika na skali od 0 do 100 ¢e iznositi 10. U
tom slucaju, klijentu je potrebno predloziti veoma malo rizi¢nu investicionu strategiju.

S druge strane, upotrebom CAM metoda, nivo tolerancije rizika je procenjen na 18, pa ¢e
finansijski struénjaci klijentu predloziti blago rizi¢nu investicionu strategiju.
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4.2Specijalan slu¢aj modifikovanog modela

Analogno prethodnom poglavlju, bi¢e razmotreno redizajniranje if-then pravila u slu¢aju kada
je klijent ,,optimisti¢an”, odnosno kada je spreman da prihvati visi nivo rizika.

Finansijski stru¢njaci moraju da obave razgovor sa klijentom i izanaliziraju njegove
investicione preference, nakon ¢ega Kreiraju novu, korigovanu Tabelu odlucivanja.

L M H
L L MO MO
M MO MO H
H MO H H

Tabela 4.5 Tabela odluc¢ivanja za modifikovani model tolerancije rizika ,,optimisti¢nog” klijenta

Radi kasnije lakSeg poredenja dobijenih rezultata, ostajemo dosledni primeru, te ¢e i 0vog puta
ulazne vrednosti biti: godi$nji prihod (Al u hiljadama $) x, = 40 i ukupna neto vrednost (TNW u
desetinama hiljada $) y, = 250. Uvodenjem konkretnih vrednosti dobijen je slede¢i oblik fazi
ulaznih promenljivih:

(40) = =, 1y (40) = 2
nuL - 3 ’ luM - 3 ’
(25) = 2, 1y (25) = =
253 = 6.HM =%
Uzrokovana tabela sada izgleda:
5 1 0
n,(25) = g uy (25) = g
1 u(2) tmo (2) 0
3
2 z z 0
1, (40) =§ Umo (2) Umo (2)
0 0 0

Tabela 4.6 Uzrokovana tabela odlu¢ivanja modifikovanog modela

JaCina primenjenih pravila se racuna na slede¢i nacin:

1 5 1

= 4 N 2 = — —_ 1) =-

a1 = u(40) Ay (25) max(0,3+6 ) >
1 1

a1y = p;,(40) A py (25) = max (0,§+€— 1) =0,

2 5 1

az; = py (40) A p(25) = max(0,§+g— 1) =2
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2 1

1 moze se tabelarno prikazati:

5 1 0
: llL(251) =z pm(25) = 3
0 0
u,(40) = §2 §
0 0
py (40) = 3 5
0 0 0 0

Tabela 4.7 Tabela jacine pravila modifikovanog modela

Za svako pojedinacno pravilo je potrebno naci kontrolnu izlaznu promenljivu, u oznaci CO.
To se vrs$i pomocu aktivnih ¢elija obe tabele (Tabela 4.6 1 Tabela 4.7) na slede¢i nacin:

CO prvog pravila: a1 A y;(z) = max (O% + u; (z) — 1),

CO drugog pravila: aj; A uyo (z) = max(0,0 + pyp(z) — 1),

CO treceg pravila: az; A uyo(z) = max (O,% + upo (2) — 1),

CO cgetvrtog pravila: az; A uyo (z) = max(0,0 + pyp(z) — 1).

Dobijene vrednosti se mogu i tabelarno prikazati:

- -
max (O'g + oy (2) — 1) max(0,0 + pyo(z) — 1)

1 —
max (O'E o (2) — 1) max(0,0 + pyo(z) — 1)

Tabela 4.8 Tabela kontrolnih izlaznih promenljivih za specijalan slucaj modifikovanog modela

Medutim, radi lakSe primene daljih postupaka, znacajnije je dobijene kontrolne izlazne
promenljive graficki prikazati.
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Hoa L ny L
1 1
5
g 1 (25)
1
3 U, (40)
0 20 40 50 X 0 20 25 40 50 y

1 5
a1 = up(40) A, (25) = max(O,§+g— 1) =z

aiy Ap(z) = max(0,0 + p;(z) — 1)

»

1

[ N B

Gl

[ N

v

0 20 25 40 50
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ua L A
1 1
3 1 (40) 1 (25)
1
> © AN
0 20 40 50 X 0 20 40 50 80
1 1
iy = pup(40) A py (25) = max (0,§ + i 1) =0
U A MO
1
aiy Aty (2) = max(0,0 + ppo (z) — 1)
T
0 20 40 50 80
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woy MO LA L
1 1
5
: ,(25)
2
3 tu (40)
0 20 40 50 80 x 0 20 25 40 50 y
2 5 1
ay; = Uy (40) A py (25) = max (O,— +-— 1) =—
3 6 2
1A MO

1
azi A py(z) = max (O'E + upo (2) — 1)

»
»

\ 4

0 20 3540 50 65

80
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U 4 M U A M
1 1
2
3 1 (40)
tm (25)
1
» £ AN
0 20 40 50 80 «x 0 20 40 50 80 vy

2 1
Ay = Uy (40) A uy(25) = max(O,§+g— 1) =0

U A MO

az; Ay (z) = max(0,0 + pyo(2) — 1)

v

Ny

Slika 4.4 Graficki prikaz CO svakog pojedinacnog pravila za specijalan slucaj modifikovanog
modela
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Na dobijene kontrolne fazi izlazne promenljive 73, 7, 73 i 7, je potrebno primeniti postupak
agregacije pomocu funkcije pgq, . Sa Slike 4.4 se moze videti da su izlazne promenljive drugog i
Cetvrtog pravila nula funkcije, pa se zanemaruju, a postupak agregacije se primenjuje na prvo i
tre¢e pravilo. U geometrijskom smislu to znac¢i da je potrebno naci infimum izmedu jedinice i
zbira 77 1 73 u koordinatnom sistemu (z, u).

Prema tome imamo:

Hagg (z) = min {1, max (0,% + u;(2) — 1) + max (0,% + upo (z) — 1)},

i njen grafik je:

N |-

=

Hagg(z)

N

v

0

2025 3540 50 60 65 80 z

Slika 4.5 Kontrolna fazi izlazna vrednost za specijalan slu¢aj modifikovanog modela

Analiticki oblik funkcije piq44 (2) j€:

agg @ = <

-

.

%,zaOSZSZO

25—z

20 ,za20<z <25

0,za25<z<35i65<z<80

z—35
30

,za 35 <z <50

65—z

20 ,za 50 <z <65
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Dobijena kontrolna fazi izlazna promenljiva ¢e biti dekodirana pomo¢u CAM metoda
defazifikacije.

1) CAM metod

Funkcija p,44 (z) obuhvata interval [0,80] koji ¢emo podeliti na osam jednakih delova duZzine 10.

Zy 10 20 30 40 50 60 70
,uagg(z) 1 l 0 1 1 1 0
6 6 6 2 6
TraZena vrednost je tacka Z.:
) 10-%+20%+30-0+40%+50-%+60-%+70-0
Zc =
1,1 1,11
6+6+0+8+7+6+0
=40.

godisnji prihod 40 000$ i ukupna neto vrednost 2500008, potrebno predloziti umereno rizicnu

Vrednost dobijena CAM metodom defazifikacije iznosi 40, Sto znaci da je klijentu, €iji je
investicionu strategiju.
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Zakljucak

U ovom radu su objasnjeni FLC procesi sa dve ulazne i jednom izlaznom promenljivom, kao
I osnovni pojmovi iz teorije fazi skupova i fazi logike neophodni za njihovo razumevanje.
Posebna paznja je posvecena primeni ovih FLC procesa na modeliranje tolerancije rizika
donosioca odluke.

Kroz rad je dat detaljan i postupan opis modela, koji se u mnogome baziraju na klijentovom
shvatanju i spremnosti da prihvati rizik.

Finansijski stru¢njaci se trude prilikom kreiranja modela da opiSu klijentov odnos prema
riziku i to Cine formirajuc¢i Tabelu odlu¢ivanja. S druge strane, upotrebom razli¢itih operatora
tokom FLC procesa, moguce je te klijentove preferencije ublaziti ili pojacati.

Modeli predstavljeni u radu se radi lakSeg poredenja zasnivaju na istim ulaznim
promenljivama. Jedino $to se menjalo su operatori i klijentovo ponasanje. Pomo¢u CAM metoda
defazifikacije mozemo zakljuciti da do znacajnih promena tolerancije rizika donosioca odluke
dovodi njegovo ponasanje i rezonovanje bez obzira na primenjeni operator u FLC procesu. Prema
tome ako primenimo T, ili T, trougaonu normu, u modelu kada klijent prirodno rezonuje,
potrebno mu je ponuditi blago rizicnu investicionu strategiju, a ako je klijent ,,optimisti¢an* —
umereno rizicnu. Medutim, odnos izmedu prikazanih modela se moZe tumaciti na joS neke
nacine. Ako modele razmatramo sa aspekta MMM ili HDM metoda defazifikacije, uo¢avamo da
je operator baziran na T;normi ,,pesimisti¢an“. To znaci da on ublaZava klijentovu spremnost da
prihvati rizik, te kod prirodnog rezonovanja blago rizicne investicione strategije ,,spusta“ na nivo
malo rizicnih.

Sama tema rada je savremena i primenljiva u praksi, te mi je stoga bila inspirativna i
zanimljiva. Nadam se da ¢e prezentovani materijal pruziti dobru osnovu ¢itaocu za upoznavanje
sa osnovnim pojmovima o FLC procesima i njihovoj primeni i da ¢e uspeti da pruzi smernice za
dalje istraZivanje.
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