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Predgovor

Ideja o uredenju stara je koliko i sama ideja o brojevima i njom su se matematicari
oduvijek bavili. Na toj ideji nastali su veliki rezultati. U ovom radu posebnu paznju
posveti¢emo specijalnoj klasi uredenih prostora - linearno uredenim topoloskim pros-
torima, skra¢eno LOTS, od engleskih izraza linear ordered topological spaces, kao i
uopsteno uredenim prostorima. Za njih ¢emo koristiti skrac¢eni naziv GO prostori,
nastao od engleskog izraza - generalized ordered spaces.

Posljednjih dvadesetak godina desio se bitan napredak u razumijevanju topologije
linearno uredenih prostora, kao i njihovih potprostora, uopsteno uredenih prostora. U
ovom radu, pored samih definicija tih prostora, bi¢e prezentovani i neki od tih rezultata.

Rad je sastavljen iz pet poglavlja. Preduslov za njegovo ¢itanje su elementarna
znanja iz teorije skupova, realne analize, osnovni pojmovi iz algebre, kao i iz opste
topologije, mada je dosta pojmova u njemu i navedeno.

U prvom dijelu su izlozeni neki osnovni pojmovi iz teorije kardinala i ordinala, kao
i aksioma izbora koja se u ovom radu podrazumijeva.

Drugi dio rada sadrzi osnovne definicije vezane za topoloske prostore, neke osnovne
teoreme (bez dokaza), pricu o neprekidnim preslikavanjima, kao i spisak nekih na-
jvaznijih osobina topoloskih prostora. Sve ono $to ovdje nije navedeno, a eventualno
bude koristeno u daljem tekstu, ¢italac moze pronaéi u [16] ili [11].

Treci dio uvodi pojam uredenja u topoloske prostore i zapravo predstavlja uvertiru
u samu srz rada, a to je cetvrto poglavlje, u kojem se uvode LOTS i GO prostori.
Ono ima nekoliko dijelova. Najprije se te klase prostora uvode, a zatima se daje
njihova osnovna (prvobitna) karakterizacija. U drugom dijelu ove glave date su jos tri
karakterizacije uopsteno uredenih prostora. Naravno, u zavisnosti od toga koje osobine
prostora posmatramo, moguce su i neke druge karakterizacije koje nisu navedene u
ovom radu. Na kraju ove glave posmatraju se neke klase GO prostora, tj. prostori sa
odredenim dodatnim osobinama. Daje se i spisak nekih otvorenih pitanja vezanih za
njih.

U zavrsnom dijelu rada, kao svojevrstan zakljucak, dat je kratak istorijski pregled
price o uredenim i uopsteno uredenim prostorima.

Tema je svakako Siroka i trebalo je na neki nacin opredijeliti se za ona poglavlja
koja sama po sebi predstavljaju dovoljan izvor informacija o GO i linearno uredenim
prostorima. Svakako se nadam da sam u tome barem djelimi¢no uspjela. Naravno,
ostalo je jako puno toga sto nije ni pomenuto u ovom radu, a $sto moze biti dobra tema
za neke buducée radove ovog tipa.

Pored sopstvenog truda da ovaj rad bude sto kvalitetniji, svakako najveéu zahval-
nost dugujem mentoru, dr Aleksandru Pavloviéu, koji je, uz puno strpljenja, svojim
savjetima to omogucio. Takode, hvala i clanovima komisije, dr Ljiljani Gaji¢ i dr Milosu
Kurili¢u sto su se prihvatili tog posla i svakako svojim imenima cijelu ovu pric¢u podigli
na visi nivo.



1 Uvod

1.1 Kardinalni brojevi. Operacije

Za skupove X 1Y kazemo da su ekvipotentni ako postoji 1 - 1 preslikavanje skupa X
u skup Y. Svakom skupu X pridruzujemo kardinalni broj i nazivamo ga kardinalnost
skupa X, u oznaci |X|. Vazi |X| = |Y]| ako i samo ako su X i Y ekvipotentni. Ako je
skup konacan, njegova kardinalnost jednaka je zapravo broju njegovih elemenata. Kar-
dinalni broj skupa prirodnih brojeva oznacava se sa N, a kardinalni broj skupa realnih
brojeva sa c. Za skup kazemo da je prebrojiv ako je konacan ili mu je kardinalnost X,
(tad je skup beskonacno prebrojiv).

Za kardinalne brojeve definiSu se operacije sabiranja i mnozenja. Naime, suma
kardinalnih brojeva m i n, u oznaci m + n, je kardinalnost skupa X UY, pri ¢emu je
| X|=m, |[Y|=niXNY = 0. Proizvod kardinalnih brojeva m i n, u oznaci m - n
ili mn, je kardinalnost skupa X x Y, gdje je | X| = m i |Y| = n. Za svaki kardinalni
broj m, 2™ je kardinalnost familije svih podskupova od X, pri ¢emu je |X| = m.
Pokazuje se da je 2% = c. Uopste, n™ je kardinalnost skupa svih funkcija X u 'Y, gdje
je | X|=mi|Y|=n. Vazii

mi+my _ my

n ml)mZ — nm1m2.

n™, (mny)™ = n"ny’, (n

Naka su opet m i n kardinalni brojevi i neka je |[X| = m i |Y| = n. Kazemo da
m nije vece od n, ili da n nije manje od m i piSemo m < n ili n > m, ako postoji
1-1 preslikavanje skupa X u skup Y. Fundamentalna nejednakost vezana za kardinalne
brojeve je takozvana Cantor-Bernsein teorema: Ako je m < n ¢ n < m, tada je
m = n.

Jasno je da za svako preslikavanje f definisano na skupu X vazi | f(X)| < |X]. Ovo
povlaci da, specijalno, familija svih podskupova kardinalnosti < m u skupu kardinal-
nosti n > m, ima kardinalnost < n™.

Suma dva kardinalna broja, od kojih je barem jedan beskonacan, jednaka je ne-
manjem od njih. Ovo vazi i za proizvod dva kardinalna broja, pod uslovom da su
razli¢iti od nule. Specijalno, za m > N, vazi:

m-+m=m-m=m.

Ako je m < n i m # n, kazemo da je m manje od n, ili da je n veée od m, sto
zapisujemo m < n ili n > m. Za svaki kardinalan broj m, vazi:

m < 2™.

Specijalno, Ny < c.

Neka je S = {1,2,...k}. Nagmanje gornje ogranicenje skupa {my}scs kardinalnih
brojeva definise se kao najmanji kardinalni broj m, takav da je m > my, za sve s € S
i oznacava sa sup,cg ms. MozZe se pokazati da takav broj uvijek postoji.

1.2 Relacije poretka. Ordinalni brojevi

Definicija 1.1 Neka je X skup i < relacija na njemu. KaZemo da < linearno ureduje
X, ili da je < linearno uredenje na X, ako ima sljedece osobine:



(1) Ako jex <y iy < z, onda je x < z.
(2) Ako je x <y, onda nije y < x.
(3) Ako je x # vy, onda je x < y ili y < x.

Skup X zajedno sa relacijom < nazivamo linearno ureden skup.
Primjer 1.1 Poznati skupovi brojeva N, Z, Q, R su linearno uredeni.

Definicija 1.2 Neka je (A, <) linearno ureden skup.

o A je gust ako za svaki par uporedivih razli¢itih elemenata a < b postoji element
x, takav da je a < x < b.

o Skup A je bez kragnjih tacaka ako za sve njegove elemente a postoje elementi tog
skupa x,y takvi da je x < a <y

e A je linija ako je gust linearno ureden skup bez krajngjih tacaka.
Primjer 1.2 N i Z nisu linije, jer nisu gusti, dok su Q i R linije.

Neka je skup X linearno ureden relacijom <, a skup Y relacijom <. Za preslikavanje
f skupa X u skup Y kazemo da c¢uva poredak ako za svaki par x,y elemenata iz X za
koji je x < y, vazi f(z) < f(y). Jasno, f je 1 - 1. Ako postoji takvo preslikavanje,
koje je i na, kazemo da su X i Y slicna.

Za element xg linearno uredenog skupa X kazemo da je najymangi element u X,
ako je g < x za sve © € X \ {zo}. Najveci element linearno uredenog skupa definise
se analogno. Kako je svaki podskup linearno uredenog skupa linearno ureden, naj-
manji i najveéi elementi podskupa linearno uredenog skupa su dobro definisani. Jasno,
najmanji i najveci elementi ne moraju postojati.

Par (D, E') podskupova linearno uredenog skupa X relacijom <, za koji je DUFE =
X,D#0D#FEiakoxz € Diy € E, onda je z < y, nazivamo rez'. Skup D je donji
dio, a skup E gornji dio tog reza. Jasno je da su ti dijelovi disjunktni. Za svaki rez
linearno uredenog skupa vazi tacno jedan od sljedecih uslova:

(1) Donji dio ima najveci element i gornji dio ima najmanji element.

(2) Donji dio ima najvedi element, ali gornji dio nema najmanji element.
(3) Donji dio nema najvedi element, ali gornji dio ima najmanji element.
(4) Donji dio nema najvedi element i gornji dio nema najmanji element.

Ukoliko je ispunjen uslov (1), takav rez nazivamo skok?, a ako rez ispunjava uslov
(4), nazivamo ga jaz®.

Linearno ureden skup X je gusto ureden ako ne postoji rez skupa X koji je skok,
a ukoliko pored toga ne postoji ni rez koji je jaz, X je neprekidno ureden. X je gusto
ureden ako i samo ako za svaki par x,y € X za koje je x < y, postoji z € X tako da je
r < z < y. Drugim rije¢ima, za X kazemo da je gusto ureden ako ne sadrzi nijedan par

lengleski: cut
2engleski: jump
3engleski: gap



uzastopnih elemenata. X je neprekidno ureden ako i samo ako je, pored navedenog, za
svaki neprazan podskup X, skupa X, skup

{reX:a<zzasveac Xy \ {z}}

prazan ili ima najmani element.
Svaki linearno ureden skup X je slican podskupu skupa svih rezova u X koji ispu-
njavaju (1), (2) ili (4), koji je linearno ureden na sljedeéi nacin:

(D17E1) < (DQ, EQ) ako i samo ako D1 C D2 i Dl 7é D2.

Drugi skup nema jazova i neprekidno je ureden ako je X gusto ureden.

Za linearno uredenje < na skupu X kazemo da je dobro (a za skup X da je dobro
ureden), ako vazi sljedeéa osobina: Svaki neprazan podskup skupa X ima najmangi
element.

Jasno je da je svaki skup kardinalnih brojeva dobro ureden relacijom < definisanom
u prethodnom poglavlju. Prema tome, za svaki kardinalni broj m postoji najmanji
kardinalni broj veéi od m, koji oznacavamo sa m™. Kardinalne brojeve Ny, Ry, ...
definisemo rekurzivno na sljede¢i nacin: N;y; = N za i = 0,1,... Jednakost ¢ = N,
naziva se hipoteza kontinuuma i nezavisna je od aksioma teorije skupova.

Svakom dobro uredenom skupu X dodjeljujemo ordinalni broj « koji nazivamo tip
poretka tog skupa. Tipovi poretka dva dobro uredena skupa su jednaka ako i samo ako
su ta dva skupa slicna.

Neka su a i 8 tipovi poretka dobro uredenih skupova X i Y, redom. Kazemo da je
a mange od B, ili da je B veée od « (§to zapisujemo a < fili § > «) ako postoji yo € YV
tako da su skupovi X i {y € Y : y < yo} slicni. Moze se pokazati da je svaki skup
ordinalnih brojeva dobro ureden ovom relacijom. Takode, svaki dobro ureden skup ¢iji
je tip poretka «, slican je skupu svih ordinalnih brojeva manjih od « linearno uredenog
relacijom <.

Ordinalni broj A je granicni broj ako ne postoji ordinalni broj koji mu neposredno
prethodi, tj. za svako & < A postoji ordinalni broj a takav da je £ < a < A. Ako
ordinalni broj £ neposredno prethodi broju «, kazemo da je & prethodnik ordinala «, a
da je « sljedbenik ordinala & i piSemo o = £ + 1.

Svaki ordinalni broj ima sljedbenika: za ordinalni broj a i cio broj n > 0 definiSemo
induktivno e+ n takodajea+0=aia+n=[a+ (n—1)]+1zan > 1. To znaci
da se proizvoljan ordinalan broj moze na jedinstven nacin predstaviti kao A + n, gdje
je A grani¢ni broj, a n nenegativan cio broj. Broj A + n je paran (neparan) ako je n
paran (neparan).

Ako skup svih ordinalnih brojeva manjih od grani¢nog broja A sadrzi podskup A
tipa «a, tako da za svako & < « postoji & € A za koje je € < £ < ), tada kazemo da je
ordinalan broj a kofinal sa .

Ako su X i Y sliéni skupovi, tada je |X| = |V, jer je funkcija uredenja 1-1.
Stoga svakom ordinalnom broju a odgovara kardinalni broj koji zapravo predstavlja
kardinalnost proizvoljnog dobro uredenog skupa tipa «. Taj kardinalni broj se naziva
kardinalnost od « 1 oznacava se sa |a|. Ako je |a| < Np, kazemo da je ordinalan broj «
prebrojiv.

Beskonacan ordinalan broj A (tj. tip uredenja beskonaénog dobro uredenog skupa)
je inicijalni broj ako je A najmanji od svih ordinalnih brojeva a za koje je |a| = |2,



tj. ako je |€] < |\| za sve & < A. Inicijalni ordinalni broj A je regularan ako ne postoji
a < X koje je kofinal sa .

Za svaki kardinalni broj m postoji jedinstven inicijalni ordinalni broj A takav da
je |A] = m. Kardinalni broj m je regularan ako je inicijalni ordinalni broj A, za
koji je |A\] = m, regularan. Takode, za svaki kardinalan broj m, kardinalan broj m*
je regularan. Inicijalan broj kardinalnosti Ry oznacavamo sa wy. Ovo je tip uredenja
skupa svih pozitivnih cijelih brojeva sa uobi¢ajenim poretkom. Analogno, inicijalni broj
kardinalnosti N;, za ¢ = 1,2, ..., oznacavamo sa w;. Dakle, w; je najmanji neprebrojiv
ordinalni broj. Za svaki niz ay, as, ... ordinalnih brojeva manjih od wy, postoji ordinalan
broj a < wy, takav da je o; < a, za 1 = 1,2, ... Opstije, svakom ordinalnom broju «
odgovara kardinalan broj X, i ordinalan broj w, koji je inicijalni broj kardinalnosti N,,.
Moze se pokazati da je svaki kardinalni broj jednak XN, za neko «.

Ako je X dobro ureden skup relacijom <, tada je svaki podskup A skupa X koji
za svako zg € X ispunjava uslov: ako je {z € X : x < 20} C A, onda zg € A, jednak
skupu X. Ova ¢injenica koristi se kao osnova u induktivnim dokazima (npr. ako je X
skup svih ordinalnih brojeva manjih od datog ordinalnog broja «).

Neka je dat skup X i na njemu relacija <. Kazemo da < ureduje X, ili da je <
uredenje na X, ako < ima sljedece osobine:
(1) Akojex <yiy <z ondajex <z
(2) Zasvex € X, x < x.
(3) Akojez <y iy <z ondajex=y.

Skup X zajedno sa relacijom < nazivamo ureden skup*. Dva elementa x i y uredenog
skupa X mogu biti neuporediva, tj. moze se desiti da nije ni z < y ni y < x.

Svaka familija skupova uredena je relacijom C.

Ako je X linearno ureden skup relacijom <, tada definisuci za x,y € X:

x <y akoisamo akoje x <y ili x =y

dobijamo uredenje na X. Dakle, svaki linearno ureden skup je ureden skup. Ako za
svaki par x,y elemenata skupa A, koji je podskup uredenog skupa X, imamo z < y ili
y < z, tada definisuci

r <y akoisamoakoje x <y i x#y

dobijamo linearno uredenje na A. Tada kazemo da je A linearno ureden podskup skupa
X.

Element u uredenog skupa X je najmange gornje ogranicenje podskupa A skupa X
(kazemo i supremum skupa A i koristimo oznaku sup A), ako je z < wuzasve z € A
i ako za proizvoljno v € X takvo da je z < v za sve x € A, vazi u < v. Najvece
donje ogranicenje podskupa A skupa X (ili infimum skupa A, u oznaci inf A) definise
se analogno. Primijetimo da je najmanje gornje ogranicenje skupa X, ako postoji,
zapravo najveci element skupa X, a da je najmanje gornje ograni¢enje praznog skupa
(naravno ako postoji) najmanji element u X.

Neka je X skup i < relacija na njemu. Kazemo da < usmjerava (vodi)® X, ili da
je X usmgeren relacijom <, ako < ima sljedec¢e osobine:

4Koristi se jos i izraz parcijalno ureden skup - poset.
Sengleski: directs



(1) Akojex <yiy <z ondajex < z.
(2) Zasve x € X, x < x.
(3) Za proizvoljne z,y € X postoji z € X takodajer < ziy < z.

Podskup A skupa X, usmjerenog relacijom <, je kofinal® u X ako za sve v € X
postoji a € A tako da je z < a. Kofinal podskupovi linearno uredenih skupova i
uredenih skupova, definisu se na slican nacin.

Neka su X i Y uredeni (usmjereni) relacijom < i <', redom. Za funkciju f skupa
X u skup Y kazemo da je neopadajuca ako je f(x) < f(y), za sve 2,y € X koji
zadovoljavaju uslov x < y. Nerastuce funkcije definisu se analogno.

1.3 Aksioma izbora

U daljem tekstu bi¢e koristena aksioma izbora, kao i neke vazne teoreme teorije skupova
koje su zapravo alternativni oblici te aksiome. NaveS¢emo one najvaznije. Prije toga,
uvedimo jos neke pojmove.

Za element xy uredenog skupa X kazemo da je maksimalan element skupa X ako
iz xg < x € X slijedi da je xg = x. Neka je dat skup X i svojstvo P koje se odnosi na
podskupove skupa X. Kazemo da je P osobina konacnog karaktera ako prazan skup
ima svojstvo P i skup A C X ima osobinu P ako i samo ako svi kona¢ni podskupovi
skupa A imaju tu osobinu.

AKSIOMA 1ZBORA (AC): Za svaku familiju {Xs}ses nepraznih skupova postoji
funkcija f koja preslikava skup S u skup .4 X, tako da f(s) € X, za sve s € S.

Vazna teorema koja slijedi iz aksiome izbora je Zermelova teorema o dobrom uredenju:
Na svakom skupu X postoji relacija < koja taj skup dobro ureduje.

Vazan je i sljedeéi princip, poznat kao Teichmiiller- Tukey lema:

Ako je P osobina konacnog karaktera koja se odnosi na podskupove skupa X, tada je
svaki skup A C X koji ima tu osobinu sadrzan u skupu B C X, koji takode ima to
svojstvo 1 maksimalan je u familiji svih podskupova skupa X koji imaju osobinu P a
uredeni su relacijom C.

Navedimo i poznatu Kuratowski-Zorn lemu:

Ako za svaki linearno ureden podskup A skupa X uredenog relacijom < postoji g € X
tako da je x < x¢ za sve x € A, tada X ima maksimalan element.

Sve Cetiri navedene tvrdnje su ekvivalentne. Dokaz je moguce naéi u [11].

2 Topoloski prostori

2.1 Osnovni pojmovi

U ovom poglavlju izlozicemo neke pojmove iz topologije koji ¢e nam biti potrebni
za definisanje pojmova i navodenje teorema vezanih za GO prostore. Takode, bice
navedene i mnoge teoreme, bez dokaza, a isti se mogu pronaci npr. u [16].

Definicija 2.1 Topoloski prostor je par (X,0), gdje je X skup, a O familija pod-
skupova skupa X koja zadovoljava sljedece uslove:

(01)0,X €O

6Za kofinal ¢emo koristiti oznaku cf.



(02) Ako Uy,Uy € O, onda Uy NU; € O
(03) Ako {A;:i1 €1} CO, onda UiesA; € 0.

Familija O naziva se jos i topologija na X. Jasno je da svojstvo (O2) mozemo
induktivno prosiriti na kona¢no mnogo skupova. Drugim rijecima, topologija je familija
skupova zatvorena u odnosu na konacne presjeke i proizvoljne unije. X zovemo prostor,
a njegove elemente nazivamo tacke prostora.

Definicija 2.2 Za podskupove skupa X koji pripadaju familiji O kaZemo da su otvoren:
skupovi datog prostora.

Definicija 2.3 Podskup C skupa X je zatvoren skup prostora (X,0) ako je njegov
komplement X \ C = {x € X : © ¢ C} otvoren.

Trebalo bi da je ¢itaocu jasno da je topologiju moguce definisati i preko familije
zatvorenih skupova, imajuéi u vidu (O1) - (O3) i de Morganove zakone. Na taj nacin
mozemo reci: cio prostor i prazan skup su zatvoreni, konac¢na unija zatvorenih skupova
je zatvoren skup i presjek proizvoljne familije zatvorenih skupova je zatvoren skup.

Najjednostavniji primjeri topologija:

e Ako je X skup i definisemo O := P(X), tada O nazivamo diskretna topologija na
X.

e Zaproizvoljno X, familiju O = {(), X } nazivamo antidiskretna (trivijalna) topologi-
jana X.

Definicija 2.4 Podskup topoloskog prostora je “clopen” ako je i otvoren i zatvoren
skup tog prostora.

Napomena 2.1 Ako je (X, O) proizvoljan topoloski prostor, onda su ) i X ”clopen”
skupovi u tom prostoru.

Napomena 2.2 U diskretnoj topologiji svi podskupovi skupa X su ”clopen” skupovi.

Definicija 2.5 Za prostor X kaZemo da je povezan ukoliko su jedini "clopen” skupovi
tog prostora prazan skup i sam skup X.

Pored otvorenih i zatvorenih skupova, u radu ¢emo pominjati i neke specijalne
skupove:

e Gj; - skup (moze da se predstavi kao prebrojiv presjek otvorenih skupova)
e [, - skup (moze da se predstavi kao prebrojiva unija zatvorenih skupova).

Jasno je da je komplement F, - skupa Gs - skup, i obrnuto.

Definicija 2.6 Neka je (X, 0) topoloski prostor i x € X, proizvoljno. Tada je A C X
okolina tacke x ako postoji skup U € O tako da x € U C A.

Na osnovu izlozenog, lako se dokazuje da vazi sljedec¢a tvrdnja.



Teorema 2.1 Neka je (X, ) topoloski prostor. Podskup U C X je otvoren ako i samo
ako za sve p € U postoji otvoren skup V' takav dap eV C U.

Definicija 2.7 Neka je (X, 0) topoloski prostor. Familija B C O je baza topologije O
ako za sve x € X i sve V € O gdje x € V, postoji U € B tako da je x € U C V.

Ovaj uslov je zapravo ekvivalentan ¢injenici da se svaki neprazan otvoren podskup
skupa X moze predstaviti kao unija elemenata iz B. Jasno, topoloski prostor moze
imati vise baza.

Proizvoljna baza B topoloskog prostora (X, Q) ima sljedece osobine:

(B1) Za proizvoljne Uy, Uy € B i svaku tacku = € U; N Uy postoji U € B tako da
relUcCU nNnU,.
(B2) Za svako = € X postoji U € B tako da z € U.

Ukoliko proizvoljna familija B ima navedene osobine, kazemo da B generise topologi-
Ju na X.

Navedimo neke primjere:

e Neka je R skup realnih brojeva i O familija koju ¢ine svi skupovi U C R sa
osobinom da za svako x € U postoji € > 0 tako da je (x — ¢,z +¢) C U. Tako
definisana familija O ispunjava uslove (O1) - (O3). Familija svih otvorenih inter-
vala sa racionalnim krajnjim tackama je jedna baza prostora (R, Q). Topologija
O naziva se uobicajena topologija realne prave.

e Neka je R skup realnih brojeva i B familija svih intervala [x,r), gdje je z,r € R,
x < 1 ir racionalan broj. Ovako izabrana familija B ima osobine (B1) i (B2).
Dobijeni prostor naziva se prava Sorgenfrey - a.

Kolekcija B je baza neke topologije na nepraznom skupu X ako i samo ako ima
sljedece osobine:

(B1") X = Upes B,
(B2’) Za sve By, By € B skup By N By moze da se predstavi kao unija elemenata iz B.

Definicija 2.8 Familija P C O je podbaza topoloskog prostora (X,0) ako familija svih
konacnih presjeka elemenata iz P predstavlja bazu za (X, 0).

Definicija 2.9 Neka je (X, 0) topoloski prostor i x € X, proizvoljno. Familija B(z)
podskupova skupa X je baza okolina tacke x, ako vaze sljedecéi uslovi:

(1) Elementi kolekcije B(x) su okoline tacke x.

(2) Za svaku okolinu U tacke x, postoji V € B(z), tako da jex € V C U.

Lako se pokazuje da, ukoliko je za svako x € X data familija B(x), tada je B =
UzexB(z) baza topoloskog prostora.
Za topoloski prostor (X, 0), definisa¢emo sljedeée kardinalne funkcije:

x(z, (X,0)) = min{|B(x)| : B(x) je baza okolina tacke x}

X((X;0)) = sup{x(z,(X,0)) : v € X}
w((X,0)) = min{|B| : B je baza topologije O}
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One se nazivaju, redom, karakter tacke x, karakter topoloskog prostora (X,0) i tezina
navedenog topoloskog prostora. Ukoliko to ne dovodi do zabune, u radu ¢emo umjesto
X((X,0)) 1 w((X,0)) koristiti krace oznake y(X) i w(X).

Ako je x(X) < Wy, kazemo da topoloski prostor X zadovoljava pruvu aksiomu pre-
brojivosti, a ukoliko je w(X) < W, reéi éemo da prostor zadovoljava drugu aksiomu
prebrojivosti. Drugim rijecima, prostor zadovoljava prvu aksiomu prebrojivosti ako
svaka tacka tog prostora ima prebrojivu bazu, a drugu aksiomu prebrojivosti ako pros-
tor ima prebrojivu bazu.

Familija {A}scs podskupova topoloskog prostora X je lokalno konacna ako za
svaku tacku = € X postoji okolina U takva da je skup {s € S : U N A, # 0} konacan.
Ako svaka tacka prostora X ima okolinu koja sijeCe najmanje jedan skup date familije,
tada kazemo da je familija diskretna.

Definicija 2.10 Neka je (X,0) topoloski prostor i skup A njegov podskup. Tacka
x € X je tacka nagomilavanja skupa A ako svaki otvoren skup koji sadrzi x, sadrzi
barem jednu tacku skupa A razlicitu od x.

Na osnovu ovog pojma moguce je determinisati kad je neki skup zatvoren, kad ne.
Naime, vazi tvrdnja:

Teorema 2.2 Podskup topoloskog prostora je zatvoren ako 1 samo ako sadrzi sve svoje
tacke nagomilavanja.

Skup svih tacaka nagomilavanja skupa A najéesée oznacavamo sa A’
Definicija 2.11 Tacka = topoloskog prostora (X, 0) je izolovana ako x € X \ X'.
Definicija 2.12 Za topoloski prostor kazZemo da je savrsen ako nema izolovanih tacaka.

Definicija 2.13 Neka je (X, O) topoloski prostor i A C X . Unutrasnjost skupa A u X,
u oznaci intA, je unija svih otvorenih podskupova skupa X sadrianih uw A. Zatvorenje

skupa A v X, u oznaci A7, je presjek svih zatvorenih podskupova skupa X koji sadrie
skup A.

Jasno je da je unutrasnjost nekog skupa A najveéi otvoren skup sadrzan u A, a
zatvorenje najmanji zatvoren skup koji sadrzi skup A.
Na osnovu prethodno izlozenog, moze se pokazati da je

AUA =4,

Definicija 2.14 Podskup A topoloskog prostora (X, 0) je gust u X ako i samo ako je
A=X.

Sad mozemo definisati jos neke familije skupova u topoloskom prostoru.
Skup A C X je ko-gust u X ako je X \ A gust.

Skup A C X je nigdje gust u X ako je A ko-gust.

Skup A C X je gust u sebi akoje A C A'.

Definicija 2.15 Za topoloski prostor (X,0) kaZemo da je separabilan ako skup X
sadrzi prebrojiv gust podskup.

"Koristi se i oznaka clx(A).
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2.2 Neprekidna preslikavanja. Homeomorfizmi

Definicija 2.16 Neka su (X,01) i (Y,02) topoloski prostori. Za preslikavanje f :
X =Y kazemo da je neprekidno ako je inverzna slika proizvoljnog otvorenog skupa u
Y, otvoren skup u X, tj. za sve V€ Oy, f1(V)={x e X : f(zx) eV} € O.

Moze se pokazati da je kompozicija neprekidnih preslikavanja ponovo neprekidno
preslikavanje. Pomenucemo dvije vazne klase neprekidnih preslikavanja: zatvorena
preslikavanja i otvorena preslikavanja.

Definicija 2.17 Neprekidno preslikavanje f : X — Y je zatvoreno (otvoreno) ako
je slika svakog zatvorenog (otvorenog) podskupa skupa X, zatvoren (otvoren) podskup
skupa Y.

Naravno da postoji nekoliko potrebnih i dovoljnih uslova da se pokaze da je nepreki-
dno preslikavanje zatvoreno (otvoreno). Prema jednom od njih, da bi neprekidno presli-
kavanje bilo otvoreno potrebno je i dovoljno da postoji baza domena tako da je slika
svakog skupa te baze otvoren skup u kodomenu.

Definicija 2.18 Neprekidno preslikavanje f : X — Y je homeomorfizam ako je f
bijekcija i ako je preslikavanje f~1:Y — X neprekidno. U tom slucaju kaZemo da su
topoloski prostori (X, 01) i (Y, O2) homeomorfni i pisemo (X,07) = (Y, 0,).

Homeomorfizam topoloskih prostora je relacija ekvivalencije. Lako se dokazuje i da
ako je f : X — Y homeomorfizam, tada jei f~' : ¥ — X takode homeomorfizam.
Takode, kompozicija dva homeomorfizma je homeomorfizam. Jasno je i da prostori
(X,01) 1 (Y, 02) ne mogu biti homeomorfni ako su X i Y razlicite kardinalnosti ili ako
01 1 Oy imaju razlicitu kardinalnost.

Ukoliko za neku osobinu P utvrdimo sljedece: ako su topoloski prostori (X, 0;) i
(Y, O3) homeomorfni i prostor (X, O;) ima tu osobinu, onda i prostor (Y, Qs) takode
ima osobinu P, tada kazemo da je P invarijanta tog homeomorfizma.

Invarijante homeomorfizama su veoma vazne i joS se nazivaju i topoloske osobine.

Definicija 2.19 Preslikavanje f : X — Y je topolosko potapanje ako je f 1-1 i f|x :
X — f(X) homeomorfizam, gdje je f(X) potprostor prostora Y, tj. sadrzi topologiju
naslijedenu od 'Y .

2.3 Neke klase topoloskih prostora

Kako je definicija topoloskih prostora dosta uopstena, nije moguée dokazati veliki broj
teorema koje bi se odnosile na sve topoloske prostore. Stoga se posmatraju razlicite
klase prostora, tj. prostori sa nekim osobinama.

Definicija 2.20 Za topoloski prostor X kaZemo da je Ty prostor, ako za svaki par
razlicitih tacaka 1z X postoji otvoren skup koji sadrzZi tacno jednu od te dvije tacke.

Definicija 2.21 Topoloski prostor X je Ty prostor ako za svaki par razlicitih tacaka
x1, 29 € X postoji otvoren skup U C X takav da x1 € U i x9 ¢ U.
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Jasno, svaki T prostor mora biti i Ty prostor.

Definicija 2.22 Topoloski prostor X je Ty prostor ili Hausdorff-ov prostor ako za svaki
par razlicitih tacaka x1,x9 € X postoje disjunktni otvoreni skupovi Uy,Us C X takuvi
daxl €U1 ’ixQEUQ.

Svaki T prostor mora biti i 77 prostor.

Definicija 2.23 Za topoloski prostor X kaZemo da je Ty prostor ili regularan prostor
ako je X Ty prostor i za svako x € X i svaki zatvoren skup F C X, koji ne sadrzi x,
postoje disjunktni otvorent skupovi Uy, Us C X takvi da x € Uy 1 F' C Us.

Ocigledno je da je svaki regularan prostor i Hausdorff-ov prostor.

Definicija 2.24 Topoloski prostor X je kompletno reqularan ako za svako x € X i
svaki ovoren skup U koji sadrzi x, postoji neprekidna funkcija f : X — [0,1], tako da
je f(x) =01 f(y) =1, za svey € X \ U. Ako je X i Hausdorff-ov, tada kaZemo da je
X prostor Tychonoff-a ili T3% prostor.

Definicija 2.25 Topoloski prostor X je T, prostor ili normalan prostor ako je X T
prostor i za svaki par disjunktnih zatvorenih skupova A, B C X postoje disjunktni
otvoreni skupovi U,V takvi da je ACU 1B CV.

Jasno, svaki normalan prostor mora biti i regularan.

Definicija 2.26 Za topoloski prostor X kaZemo da je savrseno normalan prostor ako
je normalan i ako je svaki zatvoren podskup skupa X Ggs - skup.

Da bi normalan prostor bio savrSseno normalan, potrebno je i dovoljno da svaki
otvoren podskup tog prostora bude F}, - skup.

Jedna od najvaznijih klasa topoloskih prostora su kompaktni prostori. Prije no sto
definiSemo sam pojam kompaktnosti, moramo uvesti neke odrednice.

Definicija 2.27 Pokrivac skupa X je familija {As}ses podskupova skupa X tako da je
Uses As = X. Ako je X topoloski prostor i svi skupovi Ay otvoreni, tada je {As}ses
otvoren pokrivac skupa X .

Definicija 2.28 Pokrivac {A.}, cs’ skupa X je potpokrivaé pokrivaca {As}ses skupa
X akoje S CSiA, =A,, zasvescS.

Definicija 2.29 Za topoloski prostor X kaZemo da je kompaktan prostor ako je X
Hausdorff - ov prostor i svaki otvoren pokrivac¢ skupa X sadrzi konacan potpokrivac.

Naves¢emo jos neke osobine topoloskih prostora koje su u tijesnoj vezi sa kompa-
ktnoscéu.

Topoloski prostor X je lokalno kompaktan ako za svako x € X postoji okolina U
tacke x, tako da je zatvorenje skupa U kompaktan potprostor prostora X.

Topoloski prostor X je pseudokompaktan ako je prostor Tychonoff-a i ako je svaka
neprekidna funkcija na X sa realnim vrijednostima, ogranicena.

Prostor je prebrojivo kompaktan ako je Hausdorff-ov i ako svaki njegov prebrojiv
otvoren pokriva¢ sadrzi konacan potpokrivac.

Jos jedan pojam koji je u vezi sa kompaktnoséu, a koristicemo ga u nastavku teksta,
jeste kompaktifikacija.
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Definicija 2.30 Ako je Y kompaktan prostor i ¢ : X — Y homeomorfno potapanje X
uY takvo da je ¢(X) =Y, tada par (Y, c) nazivamo kompaktifikacija prostora X .

Sa C(X) oznacavamo familiju svih kompaktifikacija na X. U jednom od poglavlja
koji slijedi bice rije¢i o jednoj specijalnoj kompaktifikaciji, ali kako nam je za njenu
definiciju potrebno i uredenje, njom ¢emo se kasnije baviti.

3 Uredeni topoloski prostori

Definicija 3.1 Za topoloski prostor X kaZemo da je ureden ako data relacija < ima
sljedece osobine:

(1) za sve x,y € X wvaZi tacno jedna od relacija: v <y, v =1y, y <z,

(2) ako za x,y,z € X vazix <y iy <z, onda je x < z,

(8) ako x,y € X i x <y tada postoje okoline U(x) od x i U(y) od y takve da je x <3
ir <y, zazx €U(x)iy €U(y).

Ukoliko za x € X uvedemo oznake
A, ={yeX:y<az} i B,={yeX:z<y},

uslove (1) i (3) iz prethodne definicije mozemo zamijeniti sljedeéim:
(1) X\ {2} = A, UB,, A,NB, =0
(3") A, i B, su otvoreni skupovi.

Takode vazi i sljedeca tvrdnja.

Teorema 3.1 [10, 1.4] Svaki ureden prostor X je Hausdorff - ov prostor.

Dokaz. Neka je za x,y € X, x < y. Ukoliko postoji element z € X takav da je
r<z<y,tadaz € A, iy € B,, pasuskupovi A, i B, otvoreni i disjunktni (prema
(1)1 (3"). Ako pak takvo z ne postoji, tada je ANB, =0, x € A, ye B, 1 4,1
B, su otvoreni (zbog (3)).

Dakle, u oba slucaja, prostor X je Hausdorff - ov. ([l

Ukoliko je X povezan prostor, stvari postaju jednostavnije. O tome govore naredne
dvije teoreme.

Teorema 3.2 [10, 2.1] Ako je X povezan, tada je (2) posljedica (1) i (3) iz definicije
3.1.

Dokaz. Neka je za z,y,2 € X, v <yiy <z Dakle, z € By, paje X\ B, C X\ {z}.
Sada je, prema (1), A,U{y} C A.UB.. X je povezan, pa prema (1) i (3'),i A, U{y}

je povezan. Opet prema (1) i (3"), A, i B, su otvoreni i disjunktni i kako je y € A,
imamo A, U {y} C A,. Kakox € A,, onda x € A,, paje x < 2. d

Teorema 3.3 [10, 2.2] Ako je prostor X wureden i povezan, tada je tip uredenja tog
prostora neprekidan.
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Dokaz. Neka je X = PUQ, P # () # Q dekompozicija takva da je z <y zax € P i
y € Q.

Pretpostavimo da P nema posljednji i da () nema prvi element. Kako = € P,
postoji 1 € P tako da je x < x1. Prema (3) iz definicije 3.1, postoji okolina U(z) od «
tako da je ©' < x1, za 2’ € U(x). Kako je U(z) C P, P je otvoren. Slicno pokazujemo
i da je Q otvoren. Ovo je u suprotnosti sa povezanoséu skupa X, posto je PN Q = 0.

Pretpostavimo sada da je x posljednji element skupa P, a y prvi element skupa
Q. Tadaje P = A, i Q = B,. Prema (3'), P i @ su otvoreni, §to ponovo vodi u
kontradikciju. ([l

Neka je X x X prostor sac¢injen od svih parova (z,y), gdje x,y € X. Neka je
dalje A(X) podskup skupa X x X determinisan uslovom z # y (A(X) je u stvari
komplement dijagonale skupa X x X).

Teorema 3.4 [10, Teorema I] Povezan topoloski prostor X moZe da se uredi ako i

samo ako A(X) nije povezan.

Dokaz. Neka je X ureden. Neka je A(X) podskup skupa A(X) koji sadrzi sve parove
(z,y) takve da je x < y. Sli¢no, definisemo B(X) uz uslov y < z. Iz (1) definicije 3.1
slijedi

AX)=AX)UB(X), AX)NB(X)=10.

Prema (3') iste definicije, A(X) i B(X) su otvoreni. Zbog toga A(X) nije povezan.
Pokazimo sad drugi smjer ekvivalencije. Za (z,y) € A(X) definis§imo

Az, y) = (y, ).

Jasno, A je homeomorfizam prostora A(X) na samog sebe. Pretpostavimo prvo da
je dekompozicija na dva otvorena disjunktna skupa A(X) = AU B data tako da je
A(A) = B. Definisimo relaciju < na sljeded¢i nacin:

x <y akoisamo ako (z,y) € A.

Jasno, uslovi (1) i (3) definicije 3.1 su ispunjeni. Kako je X povezan, po teoremi 3.2,
imamo da je ispunjen i uslov (2) iste definicije, pa je X ureden relacijom <. O

Prilikom dokaza prethodne teoreme, dosli smo do ¢injenice koju je moguce iskazati
narednom teoremom.

Teorema 3.5 [10, 3.1] Ako je X povezan, a A(X) nije povezan, tada se A(X) sastoji
od dvije komponente A i B takve da je A(A) = B.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. da je
AX)=CiUCy, C1#0D#Cy, O1NCya=0=0C,NC,, CiNAC) # 0.
Neka je D; = C1 N A(Cy) i Dy = Cy U A(Cy). Tada imamo

A( ):D1UD2, Dl#w%Dg, DlﬂE:@:DgﬂE, (1)



15

A(Dy) =Dy, A(D3) = Ds. (2)

Neka je za z € X, M, skup tacaka y takvih da (z,y) € D; i N, skup tacaka y
takvih da (z,y) € Ds,. Iz (1) imamo

X\{z}=M,UN,, M,NN,=0=M,NN,.

Kako je X povezan, slijedi da su to i skupovi M, = M, U {z}i N, = N, U {z}.

Neka y € M, i z € N,. Slijedi da (x,%) € Dy iy ¢ N,. Zbog toga je N, x {y} C
A(X) = DUD,. Kako je N, x {y} povezani (z,y) € N, x {y}, ondaje N, x {y} C Dy i
specijalno (z,y) € Dy. Sliéno dobijamo M, x {2z} C D, pa (y, z) € D,. Ovo je medutim
u suprotnosti sa (2), pa jedan od skupova M, ili N, mora biti prazan.

Neka (z,y) € D;. Onda je M, # 0 paje M, = X \ {z} i (v,y) € D; za sve
y € X\ {z}. Zbog (2) imamo takode (y ,z) € D;. Slijedi da je M, # 0 pa je zbog
toga M, = X\ y zasvey € X \ {z}. Tako smo dokazali da je M, = X \ {z} za sve
r € X, paje Dy = A(X) i Dy =0, $to je u suprotnosti sa (1). O

Imajuéi u vidu teoremu 3.5 i prvi dio dokaza teoreme 3.4, mozemo izvesti sljedeci
stav:

Teorema 3.6 [10, 3.2] Ako je X ureden i povezan, tada su A(X) i B(X) komponente

skupa A(X).
Posmatrajmo sad sta se deSava sa jedinstvenoséu uredenja u povezanom prostoru.

Teorema 3.7 [10, 4.1] Neka su X i Y dva uredena povezana prostora. Svako 1-1
neprekidno preslikavanje X na Y ili ¢uva uredenge ili mu mijenja smjer.

Dokaz. Neka je ¢ preslikavanje X na Y. Za (z,y) € A(X) definisimo

(z,y) = (9(x), o(y)).

Jasno, 1 je 1-1 neprekidno preslikavanje A(X) na A(Y'). Po teoremi 3.6 ili je »(A(X)) =
A(Y) ili Y(A(X)) = B(Y). U prvom slucaju ¢ ¢uva uredenje, u drugom mu mijenja
smjer. 0

Teorema 3.8 [10, Teorema II| Dva uredenja na povezanom topoloskom prostoru su ili
identicna ili inverzna jedno drugom.

Dokaz. Ovo slijedi direktno iz teoreme 3.7 uzimajuéi da je X = Y i posmatrajuci
identicku transformaciju skupa X. OJ

Namece se pitanje da li i pod kojim uslovima vazi obrat teoreme 3.7. Odgovor na
to pitanje daje sljedec¢a teorema.

Teorema 3.9 [10, 5.1] Neka je X wureden prostor, Y wureden povezan prostor i A
otvoren povezan podskup skupa Y. Za svako 1-1 preslikavanje ¢ X u Y, koje cuva
(ili obrée) poredak, skup ¢~*(A) je otvoren.



16

Dokaz. Po teoremi 3.3 tip uredenja prostora Y je neprekidan. Kako je A povezan,
ondajeY =PUAUQ, gdjezay € P, yc Aiy €Qvaziy <y <y .Postoje Ai
otvoren, jasno je da ako je P # () onda postoji posljednji element 3, skupa P. Sli¢no,
ako je @) # () postoji prvi element y, skupa Q. To znaci dajeili A=Y ili A= A,, ili
A=B, ili A=A,NB,.

Neka je 21 = ¢ (1) i 22 = ¢~ (y2). Kako ¢ ¢uva poredak, imamo da je ¢~ '(A,,) =
Ay, 1971 (By,) = By, Toznacida je ili ¢71(A) = X ili ¢ 1(A) = A,, ili 9 1(A) = By,
ili =1 (A) = A,,NB,,. U svakom slucaju je ¢~ *(A) otvoren, po (3') definicije s pocetka
poglavlja. 0

Teorema 3.10 [10, 5.2] Neka je X wureden prostor i Y wureden povezan i lokalno
povezan prostor. Svako 1-1 neprekidno preslikavanje X w Y koje c¢uva (ili obrée)
poredak je neprekidno.

Dokaz. Neka je ¢ preslikavanje koje ispunjava uslove teoreme. Po teoremi 3.9, ¢~ 1(A)
je otvoren za sve otvorene povezane skupove A C Y. Kako je Y lokalno povezan, onda
je ¢71(U) otvoren za sve otvorene skupove U C Y. Zbog toga je ¢ neprekidno. U

Teorema 3.11 [10, 6.1] Povezan separabilan topoloski prostor X moze da se preslika
1-1 i neprekidno na podskup linearnog kontinuuma® ako i samo ako A(X) nije povezan.

Dokaz. Neka je ¢ 1-1 neprekidno preslikavanje skupa X na linearan skup Y. Jasno,
A(Y) je 1-1 neprekidna slika od A(X) i, kako A(Y') nije povezan, onda ni A(X) nije
povezan.

Obrnuto, pretpostavimo da A(X) nije povezan. Po teoremi 3.4, X moze da se uredi,
a po teoremi 3.3 tip tog uredenja je neprekidan. Neka je A C X, takav da je A = X.
Ako je x < y, i kako je uredenje na X neprekidno, postoji z tako da je z < z < y. Zbog
toga je A, N B, # 0 i kako je A, N B, otvoren (po (3') definicije s pocetka poglavlja),
to je AN A, N B, # 0. To opet znaci da postoji 2 € Atako da je z < 2 <y, pa je
skup A gust u X u smislu uredenja.

Kako je tip uredenja na X neprekidan i postoji podskup skupa X gust u X u smislu
uredenja, onda postoji 1-1 preslikavanje ¢ (koje ¢uva poredak) skupa X na otvoren,
poluotvoren ili zatvoren interval Y prave linije. Posto je Y lokalno povezan, po teoremi
3.10, ¢ je neprekidno. O

¢!, gdje je ¢ preslikavanje iz dokaza prethodne teorema, je takode 1-1 preslikavanje
koje ¢uva poredak. Stoga, ako je X lokalno povezan, ¢! je neprekidno (po teoremi
3.10) i ¢ je homeomorfizam. Sada mozemo formulisati sljededi rezultat:

Teorema 3.12 [10, Teorema III] Povezan lokalno povezan separabilan topoloski pro-
stor X homeomorfan je podskupu linearnog kontinuuma ako i samo ako A(X) nije
povezan.

Ako je X skup, uveséemo klasu [X] koja predstavlja sve topologizacije na X koje
vode ka nekom uredenom prostoru (u skladu sa datim poretkom). Jasno je da su sve
topologije u toj klasi Hausrorff-ove (teorema 3.1). Sa X; ozna¢i¢emo najjacu topologiju
na X u klasi [X], koju dobijamo na sljedeéi naéin:

8 Kontinuum je kompaktan povezan Hausdorff-ov prostor.
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Neka z,y € X ineka je v < y. Posmatrajmo svaki od skupova A,, A,NB,, B, kao
okolinu svake od svojih tacaka. Neka je X; topoloski prostor dobijen na ovaj nacin.
Jasno je da je ispunjen uslov (3'), pa X pripada klasi [X].

Opisac¢emo sad strukturu prostora X; u slucaju kad je skup X ureden neprekidno.

Teorema 3.13 [10, 8.1] Za svaki ureden skup X sljedeéi uslovi su ekvivalentni:
a) Tip uredenja na X je neprekidan.

b) X1 je povezan i lokalno povezan.

c) X moze da se topologizuje tako da postane ureden povezan topoloski prostor.

Dokaz. a) = b). Neka je # < y i Y jedan od skupova X, A,, A, N B, ili B,. Zelimo
da pokazemo da je Y povezan podskup skupa X;. Pretpostavimo suprotno, tj. da je:

Y:D1UD2, DlﬂDQ @ DlﬂDQ, Dl #@#DQ (3)
Neka z; € Dl, To € D27 T < Tol
P=(DiNA,)UA, gdje ze D1NA,, Q=X\P

Jasno x; € P izy € Q. Takode, ako ' € Piz" < ', onda 2" € P. Na osnovu toga
slijedi:
X=PUQ, P#0+#Q, PnQ=0,

idajex <y, zax € P, ye Q. Kako je uredenje na X neprekidno, to znaci da ili P
ima posljednji element ili () ima prvi element.

Pretpostavimo prvo da P ima posljednji element xy. Slijedi da g € D; N A,, i da
z € Dy za sve z € Y takve da je zp < 2z < x9. Drugim rije¢ima, Y N A,, N B,, C Ds.
Na osnovu definicije skupa Y imamo da je A,, N B,, C Y posto xy, o € Y. To znaci
da je A,, N B,, C D,. Kako je uredenje na X neprekidno, jasno je da skup A,, N By,
ima zajednicke tacke sa svakom okolinom od xg, pa o € D,. Slijedi da o € Dy N Ds,
sto je u suprotnosti sa (3).

Neka sada () ima prvi element yy. Kako zo € Dy N Q) onda je ili yo = 25 ili yg < x2.
U oba slucaja iz definicije skupa P slijedi da yo € Ds.

Za y < yo imamo A, N B, C P, paje D; N A, N B, # (. Kako je uredenje na
X neprekidno, svaka okolina U od yp mora sadrzati skup AyO N By, za neke y < 4. 1z
toga slijedi da je Dy NU # 0, pa yo € D1. Konaéno, yo € Dy N D §to je u suprotnosti
sa (3).
b) = c¢). Trivijalno.
c) = a). Slijedi direktno iz teoreme 3.3. O

4 Linearno uredeni i
uopsteno uredeni topoloski prostori

4.1 Osnovni pojmovi i karakterizacija

Sam naslov ovog poglavlja ukazuje na ¢injenicu da je u njemu sadrzana osnovna tema
ovog rada. Prije no S§to na nju predemo, naves¢emo nekoliko stavki vezanih za ter-
minologiju. Naime, za podskup C' skupa X re¢i ¢emo da je konveksan u X ako kad
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a,b e Cia<b,gdjeje < linearno uredenje skupa X, onda je skup {x € X : a < x < b}
podskup skupa C'. Dalje, interval je konveksan podskup skupa X koji ima dvije krajnje
tacke u X. Intervale oznacavamo sa (a, b), (a,b], itd. Akoa € X, skup {z € X : x < a}
nazivamo otvorena poluprava i oznacavamo sa (<, a). Skupovi (+,al, [a,—) 1 (a,—)
definisu se analogno.

U radu ¢emo pod uredenjem podrazumijevati linearno uredenje?. Ranije u tekstu
definisali smo (linearno) ureden skup. Sam koncept linearno uredenog skupa koristi se
za definisanje klase topoloskih prostora, tzv. wuredenih prostora. Ova klasa prostora
ima dosta interesantnih topoloskih osobina.

Neka je dat skup X i na njemu relacija < koja ga linearno ureduje. Tada kazemo
da je (X, <) linearno ureden skup. Neka je, dalje, 7(<) uobicajena topologija na X,
tj. topologija generisana familijom svih otvorenih intervala (u skladu sa uredenjem).
Za trojku (X, 7(<), <) kazemo da je linearno ureden topoloski prostor. Ponekad ¢emo
koristiti kraéi zapis LOTS (eng. Linear ordered topological space).

Drugim rijec¢ima, 7(<) je topologija genarisana podbazom: {(a,—):a € X}U{(+
,a) ra € X} gdjeje (a,—) ={r € X :a<a}i(+,a)={re X :a>uz} kako
smo i naveli na poc¢etku poglavlja. Dakle, topoloski prostor je (linearno) ureden ako se
topologija na X podudara sa topologijom otvorenih intervala datog linearnog uredenja.
Svaki linearno ureden topoloski prostor je najmanje 7 prostor.

Da bismo uveli pojam uopsteno uredeni prostor, navedimo sljede¢u definiciju.

Definicija 4.1 Neka su 7 i 75 dvije topologije na X. Ako je 7 D 1o, kaZemo da je 1
finija topologija od T (1o je grublja od T ).

Jasno je da je diskretna topologija najfinija, a antidiskretna najgrublja na datom
skupu.

Definicija 4.2 Uopsteno ureden topoloski prostor (skraéeno GO prostor od eng. Ge-
neralized ordered space) je trojka (X, T,<), gdje je < linearno uredenje na X, a T
topologija finija od uredajne topologije (tj. T(<) C T) i njenu bazu ¢ine otvoreni,
konveksni skupovi.

Ukoliko je (X, <) linearno ureden skup i 7 topologija na X takva da je (X, 7, <)
uopsteno ureden prostor, tada 7 nazivamo GO topologija na X. Jasno je da se najcesce
umjesto navodenja ove klase prostora kao trojke (X, 7, <), pomene samo da je X GO
prostor, i to naravno ne dovodi do zabune ¢itaoca.

Primjer 4.1 U ovom primjeru pokazac¢emo uopstenu konstrukciju koja uvijek daje
GO prostor, tj. da se svaki GO prostor moze dobiti na ovakav nacin. Neka je (X, <)
linearno ureden skup i L, R i I disjunktni podskupovi skupa X. Neka je, dalje, 7
topologija na X sa sljede¢om podbazom:

e}z el U{(+ 2]z € L} U{[z,—):x € R} UT().

Na osnovu navedene jednostavne konstrukcije, jasno je da su sljedeé¢i prostori GO
prostori:

9Jasno je da, pored linearnog, postoje i druge vrste uredenja.
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1. proizvoljan linearno ureden topoloski prostor (LOTS);
2. prava Sorgenfrey - a (uzetidaje X = R=RiL=1=1);

3. prostor (R, u1, <), tj. skup realnih brojeva sa uobicajenom topologijom i uredenjem
tako da su iracionalni brojevi diskretni (uzeti da je X = R, I - skup iracionalnih
brojevai L = R = 0);

4. prostor (X, 0, <), gdje je (X, <) proizvoljan linearno ureden skup, a ¢ diskretna
topologija na X.

Klasu uopsteno uredenih topologkih prostora uveo je Cech'®. Naime, potprostor
linearno uredenog topoloskog prostora ne mora biti linearno ureden u svojoj nasli-
jedenoj topologiji. Medutim, Cech je dokazao da se klasa GO prostora poklapa sa
klasom potprostora linearno uredenih topoloskih prostora.

Teorema 4.1 (Cech) Proizvolyan potprostor linearno uredenog topoloskog prostora je
GO prostor.

Vazi i obrat teoreme, ali taj postupak zahtijeva nesto vise posla. Primijetimo prvo
da svaka tacka GO prostora ima lokalnu bazu sacinjenu od intervala istog oblika, u
smislu sljedece leme, koju je dokazao Cech.

Lema 4.1 (Cech) Neka je X GO prostor i p € X. Pretpostavimo da p nije izolovana
tacka skupa X i da je [p,—) otvoren u X. Tada vazi sljedece:

1. p nema neposrednog sljedbenika u X,
2. p nije desna krajnja tacka skupa X 1

3. kolekcija {[p,b) : b€ X i b > p} je lokalna baza u tacki p.

Uvedimo sada jedan novi prostor. Naime, neka je (X, 7, <) GO prostor i A = A\(<)
uobicajena uredajna topologija na X. Za takav prostor konsrtuisemo linearno ureden
topoloski prostor X* koji sadrzi X kao zatvoren potprostor. Definisimo prvo skupove:

R={ze X :|z,—)eT\ A}

L={ze X :(+,z]eT\ A}
i neka je tada X™* leksikografski ureden skup
{{z,0} ;2 e X} U{(z,n) :2 € Rn<0}U{(z,m):x € L,m>0}.

X* = (X, 1,<)* je dakle podskup skupa X X Z i ¢uvace uobicajenu topologiju otvorenih
intervala datog leksikografskog uredenja.
Naves¢emo jos jedan vazan stav koji je takode dao Cech.

10Eduard Cech, 1893 - 1960, ceski matematicar
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Teorema 4.2 (Cech) Neka je X GO prostor. Funkcija e : X — X* data sa e(z) =
(x,0) je homeomorfizam X na potprostor X x {0} prostora X* koji ¢uva poredak.

Naredna teorema daje mozda i najjasniju vezi izmedu GO prostora i linearno
uredenih topoloskih prostora.

Teorema 4.3 [17, Teorema 2.9] Sljedece osobine topoloskog prostora (X, T) su ekviva-
lentne:

a) postogi linearno uredenje < na X tako da je (X, 7,<) GO prostor;

b) (X, 7) je zatvoren potprostor linearno uredenog topoloskog prostora;

c) (X, 1) je potprostor linearno uredenog topoloskog prostora;

d) (X, 1) je gust potprostor kompaktnog linearno uredenog topoloskog prostora.

Dokaz. a) = b). Primijetimo da svaka tacka skupa X*\ X ima i neposrednog
prethodnika i neposrednog sljedbenika u X*. Stoga svaka tacka u X*\ X je izolovana
tacka prostora X*, pa je X zatvoren u X*.

b) = c¢). Trivijalno.

¢) = d). Pretpostavimo da je (X, 7) potprostor linearno uredenog topoloskog prostora
(Y, \,<). Neka je (YT, 77, <T) uredajna kompatifikacija prostora Y i Z zatvorenje
skupa X u Y. Uzimajudi na Z topologiju takvu da dobijamo potprostor prostora
Y ", nastaje kompaktan GO prostor koji sadrzi X kao gust potprostor. Kako je Z
kompaktan, onda je Z zapravo i linearno ureden topoloski prostor.

d) = a). Ova implikacija slijedi iz teoreme 4.1. O

[ako ¢emo mi uglavnom posmatrati X kao potprostor prostora X*, ekvivalencija
prve i posljednje osobine u prethodnoj teoremi takode je veoma korisna u izucavanju
GO prostora. Sljedeca tvrdnja to ilustruje.

Teorema 4.4 [17, Teorema 2.10] Neka je X GO prostor. Tada vazi:

a) X je separabilan ako i samo ako je X nasljedno separabilan,

b) svaka disjunktna kolekcija otvorenih skupova u X je prebrojiva ako i samo ako je X
nasljedno prostor Lindeldf - a *.

Ukoliko je GO prostor X separabilan (analogno, svaka disjunktna kolekcija otvorenih
skupova u X prebrojiva), tada je to i svaka kompatifikacija od X.

Vratimo se ponovo na prostor X*. Primijetimo prvo da ako se topologija na X
poklapa sa uobic¢ajenom topologijom otvorenih intervala datog uredenja na X, tada je
X = X*. Ovo je jasno zbog same definicije prostora X*. Zatim, X* je, u nekom smislu,
najmanji linearno ureden topoloski prostor koji sadrzi X kao zatvoren potprostor. Ova
¢injenica je preciznije navedena u sljedecoj teoremi.

Teorema 4.5 [17, Teorema 2.11] Neka je X GO prostor i h homeomorfizam skupa
X na zatvoren potprostor linearno uredenog topoloskog prostora Y, koji cuva poredak.
Neka je e : X — X* potapanje definisano u teoremi 4.2. Tada postoji homeomorfizam
H skupa X* u skup Y, koji ¢uva poredak, tako da sljedeéi dijagram komutira:

HTopoloski prostor X je prostor Lindeldf - a ako je X regularan i svaki njegov otvoren pokrivaé
ima prebrojiv potpokrivac.
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Za GO prostor kazemo i da je podureden, a to znaci da je homeomorfan potprostoru
nekog linearno uredenog topoloskog prostora, tj. moze u njega da se ugradi. Imajuci
u vidu navedenu terminologiju, mozemo reci i da se klase poduredenih i GO prostora
poklapaju.

4.2 Jos neke karakterizacije GO prostora
4.2.1 Gnijezda i uredeni prostori

Da bismo formulisali najranije teoreme o uredenju topoloskih prostora, uvedimo prvo
sljede¢i pojam.

Definicija 4.3 Kolekciju skupova £ sa osobinom da za svaka dva elementa Ly i Lo te
kolekcije vazi ili Ly C Lo ili Ly C Ly, naziva se gnijezdo'?.

Drugim rijecima, kolekcija skupova je gnijezdo ako i samo ako je ta kolekcija linearno
uredena inkluzijom.

Pojam gnijezda uveli su J. de Groot i P. S. Schnare 1972. godine. Oni su dali
karakterizaciju kompaktnih uredenih prostora. Teoremu navodimo bez dokaza koji je
tehnicki dosta obiman i sadrzajan, a moze se naéi u [15].

Teorema 4.6 [15, Teorema 2.10] Kompaktan Ty prostor moze da se uredi ako i samo
ako postoji otvorena podbaza & tog prostora koja je unija dva gnijezda tako da svaki
pokrivac prostora elementima iz S, ima dvoelementan potpokrivac.

U istom radu dali su i karakterizaciju proizvoda kompaktnih uredenih prostora,
koju ovdje ne¢emo navoditi.

Na bazi njihovog rezultata, J. van Dalen i E. Watel daju kompletnu topolosku
karakterizaciju uredenih i poduredenih prostora, i zapravo pokazuju da gnijezda igraju
glavnu ulogu i u rjesenju uopstenog problema o uredenju (pogledati [9]). Oni su prvo
dokazali da je T7 prostor podureden ako i samo ako ima podbazu koja se sastoji od
dva gnijezda. Kasnije su dokazali i viSe, Sto ¢emo i navesti u nastavku. Formulisali su
nekoliko teorema.

Definicija 4.4 Za kolekciju skupova 8 kaZemo da je blokirajuca ako ispunjava sljedeci
uslov: svaki skup Sy iz 8 koji je presjek strogo vecih ¢lanova iz 8 mozZe da se predstavi
kao unija strogo mangih clanova iz 8, tj.

So=[S: S CS Se8\ S}t =S =|J{S:5C S S8\ 5}

Mozemo primijetiti da je ovu definiciju mogucée i drugacije interpretirati. Naime,
kolekcija § je blokirajuéa ako i samo ako za sve Sy € 8, ili je Sy = J{S: S5 C Sy, S €
S\So} ili SO#H{SSO C S, SGS\S@}

2engleski: nest



22

Teorema 4.7 [9, Teorema 2.6] T; prostor moZe da se uredi ako i samo ako sadrZi
otvorenu podbazu koja je unija dva blokirajuca gnijezda.

Prije no sto ovu teoremu dokazemo, potrebno nam je jos nekoliko definicija i rezul-
tata.

Definicija 4.5 Topoloski prostor je siroko wurediv ako postoji linearno uredenje nje-
gouth elemenata tako da je originalna topologija na njemu finija od topologije otvorenih
intervala.

Teorema 4.8 [9, Teorema 2.8] Topoloski prostor je Siroko urediv ako i samo ako pos-
toje dva gnijezda otvorenih skupova koja zajedno generisu Ty topologiju.

Dokaz ove teoreme da¢emo u okviru dokaza leme 4.2.

Posljedica 4.1 [9, Posljedica 2.9] Kompaktan prostor moze da se uredi ako i samo ako
postoje dva gnijezda otvorenih skupova koja zajedno generisu Ty topologiju.

Definicija 4.6 Kolekcija skupova T razdvaja tacke ako i samo ako je svaka tacka
zatvorena u topologigi za koju je ta kolekcija otvorena podbaza.

Lema 4.2 [9, Lema 3.1] Ako je X topoloski prostor i L i R dva gnijezda otvorenih
podskupova skupa X takva da njihova unija Ty razdvaja tacke, tada postoji linearno
uredenje < na X tako da:

1) svaki “order - open” skup je otvoren u X, tj. X moze Siroko da se uredi;

2) svaki élan od LU R je poluprostor, tj.

(reLCcliy<zx)=(yel), (teRCR, y>z)= (y€R).

Dokaz. Kako je topologija generisana sa £ U R Tj, postoji element S, _, € £LUR koji
sadrzi = i ne sadrzi y. Analogno, nalazimo element S, _, € L UR takav da « ¢ S, _,
iy e Sy _,. Jasno, niti je Sy, C Sy 4, niti S, _, C S, _,, pa ako S; _, € £ onda
Sy.—z € R, 1 obrnuto. Sta vise, kad god Sy —y € L, tada svaki element iz £ U R koji
sadrzi y a ne sadrzi z, pripada kolekciji R. Definisemo:

x <y akoisamo ako S, _, € L.

Prije svega treba pokazati da je tako definisana relacija < linearni poredak na X.

Primijetimo da definicija relacije ne zavisi od izbora S, _,. Sta vise, za proizvoljne
dvije razlicite tacke x i y, skupovi S, _, i S, _, pripadaju razlic¢itim gnijezdima, pa ili
jex <yiliy < x. Pokazimo jos da je data relacija tranzitivna. Neka z,y,z € X, x <y
iy < z. Po definiciju relacije je S, _, € £ 15, _, € £. Kako S, _, sadrzi y, a y nije
element S, _,, i kako su oba ova skupa elementi istog gnijezda, onda je S, _, C S, _.,
pajeiz € S, _, € L. Otuda je v < z. Dakle, < je linearno uredenje skupa X.

Prelazimo sad na dokaz tvrdnje 1). Neka x € X. Tada je {y:y <z} = |J{S5, = :
y < x}. Ovaj skup je oc¢igledno otvoren. Analogno, {y: z <y} = U{S, = : z < y}.
I ovaj skup je otvoren jer je unija elemenata iz R. dakle, X je siroko urediv. Ovo
dokazuje i teoremu 4.8.

Konaé¢no, pokazimo i tvrdnju 2). Neka x € L € Liy < x. Ondaje S,_, € £ i
Sy,—2 C L, pay € L. Na slican na¢in pokazujemo da je svaki clan od R poluprostor,
Sto zapravo predstavlja posljednji dio leme. 0
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Teorema 4.9 [9, Teorema 2.2] T} prostor je homeomorfan potprostoru uredenog pro-
stora ako 1 samo ako taj prostor ima otvorenu podbazu sacinjenu od dva gnijezda.

Dokaz. Dokaz ove teoreme slijedi direktno iz prethodne leme. 0

Posljedica 4.2 [9, Posljedica 2.3] Povezan T prostor moZe da se uredi ako i samo ako
taj prostor ima otvorenu podbazu sacinjenu od dva gnijezda.

Posljedica 4.3 [9, Posljedica 2.4] Kompaktan Ty prostor moze da se uredi ako i samo
ako taj prostor ima otvorenu podbazu sacinjenu od dva gnijezda.

Dokaz teoreme 4.7. Neka je X prostor i £ i R dva blokirajuca gnijezda koja grade
podbazu tog prostora. Neka je < linearno uredenje na X definisano u lemi 4.2. Tada
je topologija indukovana tim uredenjem grublja od date topologije tog prostora i treba
da dokazemo da je svaki element iz £ UR "order - open” skup. Neka je 8§ = LUR. Za
svako x € X definisemo G, = {y : y < x}. Neka L € £. Sadajeili L = J{G, :x € L}
ili nije. U prvom slucaju L je o¢igledno ”order - open”. Ako je pak L # | J{G, : © € L},
tada L ima najveci element, neko xg, i L ne moze biti unija svih ¢lanova iz 8§ koji su
sadrzani u L, posto, po drugom dijelu leme 4.2, svi ¢lanovi 8 su poluprostori. Familija
L je blokiraji¢a, pa L nije presjek svih ¢lanova kolekcije 8 koji sadrze L.

Ako X \ L ima najmanji element yo, tada je L = G,,, pa je L "order - open”.
Ako X \ L nema najmanji element, tada za svako y > xy postoji tacka z takva da je
x9 <z <y, pajeL CS,_, Sadaimamo da je

L:ﬂ{SZ7,y:x0<z<y}=ﬂ{S:LC5€5\{L}},

Sto je u suprotnosti sa malopredasnjim rezultatom. U svakom slucaju, nalazimo da
je L 7order - open” i na slican nacin mozemo pokazati i da je svaki clan familije R
takode "order - open”. Dakle, svaki T} prostor koji ima otvorenu podbazu koju ¢ine dva
blokiraju¢a gnijeza moze da se uredi. Obrnuto, kolekcija "order - open” poluprostora
u uredenom prostoru je podbaza prostora i jednaka je uniji dva blokirajuca gnijezda.

O

Teorema 4.10 [9, Teorema 2.7] Prostor koji je Ty homeomorfan je uredenom poveza-
nom prostoru ako i samo ako sadrzi podbazu sacinjenu od dva gnijezda £ i R takva da
u svakom pokrivacu prostora nepraznim clanovima iz L i R, postoje L € L i R € R
koji se sijeku.

Dokaz. Neka je X prostor i £ i R dva gnijezda sacinjena od otvorenih skupova. Pret-
postavimo da je £ U R podbaza prostora X i da svaki pokriva¢ skupa X sa clanovima
iz £ i R sadrzi dva skupa L € £L i R € R koja se sijeku. Neka je < uredenje na X
definisano u lemi 4.2. Pokaza¢emo da su familije £ i R blokirajuce i da X ne sadrzi ni
uzastopne tacke ni unutrasnje jazove u skladu sa uredenjem <.

1) Da bi dokazali da je £ blokirajuéa, pretpostavimo da Lo € £ i da je Ly # |J{L :
L C Ly;L € £\ {Lo}}. Tada Ly ima maksimum z,. Ako je y > zg, onda S, _,, € R
(koristimo notaciju iz leme 4.2) 1 S, _,, N Ly = 0. Ako je y < zp onda y € Ly (po
drugom dijelu tvrdnje u lemi 4.2), pa je [J{Sy.—z, : ¥ > @0} U Ly = X. Dakle, imamo
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pokriva¢ prostora X sa ¢lanom Ly iz £ i ¢lanovima iz R, tako da Lg ne sijeCe ni jedan
drugi element tog pokrivaca. Ovo je naravno u suprotnosti sa nasom pretpostavkom.

Kako je sad svaki L € £ unija drugih elemenata iz £, familija £ je blokirajuca.
Slicno se pokazuje i da je R blokirajuca.

2) Neka je xg,yo par uzastopnih tacaka u X, tj. xo < yo i {z : 2o <z < 3o} = 0.
Tada je Syp—y, = {2 : © < yo} € £ 1 ima maksimum. Sad mozemo primijeniti
argumentaciju iz 1).

3) Neka X ima unutrasnji jaz, tj. postoje dva neprazna podskupa A i B od X
takvadaje AUB=Xizasvea € Aibe Bjea<biAnema maksimum a B nema
minimum. Sada je {S, _, :z € A,y € A,z < y} pokrivac¢ skupa A sa ¢lanovima iz £ i
{Ss,—y 1 x € B,y € B,z >y} pokriva¢ skupa B sa ¢lanovima iz R, ali njihova unija je
pokriva¢ skupa X takav da nijedan ¢lan prve kolekcije ne sijece nijednog clana druge
kolekcije. Ovo je kontradikcija, pa ne postoje unutrasnji jazovi.

Dijelovi 1), 2) i 3) kompletiraju dokaz ove teoreme. O

Definicija 4.7 Neka je § kolekcija podskupova skupa X. Za dva skupa Sy i Sy te
kolekcije kazemo da su uporediva, pisemo S ~ Ss, ako je ili S1 C Sy ili Sy C Sy.

Teorema 4.11 [9, Teorema 3.4] Neka je 8 podbaza prostora X koja ispunjava sljedece
uslove:

1) ako je Sy US; = X = Sy U Sy, gdje S; € 8, zai € {0,1,2}, tada je S; ~ Sa;

2) za sve S € 8 postoji S’ € 8, tako da je SUS = X;

3) za sve Sy 1 Sy iz 8 ili je Sy ~ Sy ili (X \ S1) ~ Ss.

Tada je X homeomorfan potprostoru uredenog prostora. Ako je 8 blokirajuca, prostor
X moZe da se uredi.

Dokaz. Kako podbaza ne sadrzi X, postoje najmanje dvije klase ekvivalencije relacije
~, pa je prema tome, po teoremama 4.9 i 4.7, dovoljno pokazati da postoje najvise
dvije klase ekvivalencije te relacije. Neke Sy i S7 pripadaju razli¢itim gnijezdima. Ako
je SpN Sy # 0, tada je zbog uslova 3), Sy US; = X, pa su Sp i 51 u komplementarnim
klasama. Ako je Sp N S; = ), mozemo naci S('] tako da je Sy U S(/) = X. Slijedi da
je S1 C S(/) i sada je S; takode u komplementarnoj klasi klase koja sadrzi Sy. Dakle,
postoje samo dva (komplementarna) gnijezda. O

Sljedec¢a teorema pokazuje vezu izmedu teoreme 4.7 i drugih teorema o uredenju
povezanih prostora.

Teorema 4.12 [9, Teorema 4.2] Neka je X povezan Ty prostor u kom postoje dva
gnijezda otvorenih skupova £ 1 R, takva da LU R generise Ty topologiju na X. Tada
je X lokalno povezan ako i samo ako je £ U R podbaza topologije na X.

Dokaz. (<) Po teoremi 4.9, X je potprostor uredenog prostora. Kako je i povezan,
X moze da se uredi, pa je i lokalno povezan.

(=) Neka je < linearno uredenje na X definisano u dokazu leme 4.2. Tada je topologija
indukovana tim uredenjem grublja od topologija na X i ¢lanovi familija £ i R su lijevi
i desni poluprostori, redom. Neka je zo € X i V proizvoljna otvorena povezana okolina
od xg. Za sve r € X definiSemo

A, ={y:y<z} i B, ={y:y>ua}
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Pretpostavimo da je A, # 0 # By,. Ay, 1 By, su ”order-open”, pa su dakle otvoreni.
Ako je VN A,, =0, onda je VUB,, = B,, U{xo} otvoren i zatvoren, §to je nemoguce,
jer je X povezan. Zato je

VNA, #0#VNBy,.

Biramop € VN A,, iqe VNDB,. Tada 2o € A, N B,. Ukoliko A, N B, ne bi bilo
sadrzano u V, postojala bi tacka r € (4, N B,) \ V. Tada bi bilo p € A, i ¢ € B,, §to
bi znacilo da V' nije povezan. Dakle, A, N B, C V. Sada postoji L € £Li R € R tako
da

xo€L,q¢ L i xg€R, pé¢ R.

Sada je, kako su L i R poluprostori, L C A, i R C B,, pa
rneELNRCA,NB,CV.
Ovo dokazuje da je £L U R podbaza prostora X. 0

Napomena 4.1 Moze se dokazati i sljedeca cinjenica: ”Povezan slabo ureden Ty pro-
stor X moZe da se uredi ako i samo ako je X lokalno povezan.” U dokazu treba koristiti
posljedicu 4.2.

Na bazi tvrdnji van Dalen-a i Wattel-a prezentovanih u ovom poglavlju, nastalo je
jos nekoliko interesantnih rezultata. Naves¢emo neke do kojih su dosli Chris Good i
Kyriakos Papadopoulos (vidjeti [14]).

Teorema 4.13 [14, Teorema 11| Neka je X prostor i £ i R dva gnijezda otvorenih
skupova ¢ija unija gradi Ty podbazu za X . Pretpostavimo da £ ima osobinu da za sve
L € L postoji kompaktan skup C' takav da je L C C. Tada vazi:

1) L je blokirajuéa familija,

2) ako R nije blokirajuca, to je samo zbog toga $to postoji singlton Ry € R takav da je
Ry=(W{R:RyCR, ReR\ Ro}.

Dokaz. Pretpostavimo da £ nije blokirajuca. To znaci da postoji L € £ koje ima
maksimalan element x, ali je L = ({M € £L: L C M}, L # M. Biramo N € £ i
kompaktan skup C' tako da je L C N C C, L # N. Postoji beskonac¢an opadajuci
podskup M skupa {M € £ : L ¢ M C N C C} tako da je (M = L. Kako je
familija £ U R T3, za sve M i M iz M takve da je M C M', M # M, postoje
Ty €M, ypy € M iR € Rtako da zyy ¢ RN M i yy € RN M. Sada postoji
beskonacan rastuéi podskup 8 skupa R koji pokriva X \ L. To znaci da je {L} U S
otvoren pokriva¢ od C' koji ne sadrzi konacan potpokriva¢, sto je kontradikcija. Dakle,
vazi 1).

Pretpostavimo da R nije blokirajuca, tj. da neko R € R ima minimalan element
zp,alije R=({S €R:RCS}, R#S.Ako R nije singlton (pa onda ni najmanji
element u R), tada postoji y € R za koje je xg < y, gdje je relacija < definisana kao
u lemi 4.2. Neka je M € £ takav da xg € M, y ¢ M i C kompaktan skup takav da je
M c C. Prema 1) je {R}U{L € £L: LN R = (0} pokriva¢ od C' (otvorenih skupova u
X) koji ne sadrzi konac¢an potpokrivac. O

Posljedica 4.4 [14, Posljedica 12] Ako je X kompaktan GO prostor, tada je X LOTS.
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Ova tvrdnja je posljedica teorema o karakterizaciji GO prostora i linearno uredenih
prostora van Dalen-a i Wattel-a i posljednje teoreme.

Primjer 4.2 Neka je < uobicajen poredak skupa R. Pominjali smo pravu Sorgenfrey-
a, tj. skup R zajedno sa topologijom generisanom bazom poluotvorenih intervala
{(a,b] : @ < b}. Gnijezda L = {(—00,a] : a € R} 1 R = {(a,00) : a € R} ¢ine T}
podbazu prave Sorgenfrey-a. R je blokirajuc¢a familija, a £ to nije.

Primjer 4.3 Prava Michael-a je uobicajen prostor realne prave u kojem je svaki ira-
cionalan broj izolovan. Gnijezda koja ¢ine 77 podbazu prave Michael-a su

L={(—00,q) : g€ QU {(—00,r]: 7 ¢ Q}

R ={(g,00) : g € Qt U{[r,00) : 7 ¢ Q}.

4.2.2 Neprekidni izbori i GO prostori

Definisimo sada kolekciju 2% koju ¢ine svi neprazni zatvoreni podskupovi skupa X, i
na njoj Vietoris-ovu topologiju, ¢iju bazu ¢ine skupovi oblika:

(Vo,Vl,...,Vn>:{S€2X:SCUVi 1 SNV, #0 zasve i <n},

i<n

gdje je n proizvoljan prirodan broj , a Vg, Vi, ..., V,, proizvoljni otvoreni podskupovi
skupa X.

Izbor za X je preslikavanje f: 2% — X tako da f(S) € S za sve S € 2%,

Neka je, dalje, X (2) = {T € 2% : |T'| = 2}, tj. X(2) je sacinjen od podskupova sa
tacno dva elementa.

Slab izbor na X je funkcija g : X (2) — X, tako da g(T) € T za sve T' € X(2), tj.
g({z,y}) € {z,y}, za sve parove z,y.

Ukoliko su navedene funkcije neprekidne, zovemo ih neprekidni izbor i neprekidni
slabi izbor.

Teorema 4.14 Za kompaktan povezan Hausdorff-ov prostor X, sljedeci uslovi su ekuvi-
valentni:

a) X ima izbor;

b) X ima slab izbor;

c) X moze da se uredi.

Ovu teoremu dokazao je Michael ([18]). Medutim, sljedec¢a teorema pokazuje da
su navedeni uslovi ekvivalentni i za kompaktne Hausdorff-ove prostore. Dokazali su je
Jan van Mill i Evert Wattel.

Teorema 4.15 [20, Teorema 1.1| Za kompaktan Hausdor(f-ov prostor X, sljedeci uslovi
su ekvivalentni:

a) X moze da se uredi;

b) X ima slab izbor,

c) X ima izbor.
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Dokaz. a) = c). Jednostavno definisemo f : 2¥ — X na sljedeéi nacin:
f(A) =min(A).

Jasno, ovako definisano f je izbor, jer min(A) € A.

¢) = b). Trivijalno.

b) = a). Neka je X kompaktan Hausdorff-ov prostor i g : X(2) — X slab izbor na X.
Za sve x € X definiSimo:

B,={yeX:glyz)=y} i As={y€ X :g(y,x) =2}

Primijetimo da su tako konstruisani skupovi A, i B, zatvoreni i da vazi A, U B, = X
i A, N B, = {z}. Neka je dalje < dobro uredenje na X. Za sve z € X konstruisac¢emo
zatvorene skupove L,, U, C X takve da je:

(1) L UU, = X i L, N U, = {x},

(2) ako je y <z iako x € L,, onda je L, C L, \ {y},

(3) ako je y < x i ako z € U,, onda je U, C U, \ {y},

(4) ako z€ L, iako z ¢ | J{L,:y <ziz e U}, tada z € B,,

(5) ako z € U, iako z ¢ | J{U,:y <zizeL,}, tada z € A,.

U totalnom uredenju skupa X koje ¢emo konstruisati u ovom dokazu, L, ¢e biti
skup svih tacaka manjih ili jednakih od z, a U, skup svih tacaka vec¢ih ili jednakih od
x.

Neka je g prvi element skupa X i definisimo L,, = B,, i U,, = A,,. Pretpostavimo
da smo definisali L, i U, za sve y < x tako da vaze uslovi (1)-(5). Uzmimo da je
E={y<z:o¢L}iF={y<z:0¢U,}i

z=x\(JrL,ulJu,.

yekl yeF

Neka je k = |E| i za sve £ < k defini§imo tacke ye € E na sljededi nacin:
(6) yo € min(E),
(7) ye = min[{z} U{y € E: (y, <yzasve n < Q) i(y ¢ U, Ly,)}] Nekaje & <k
prvi ordinal za koji je ye = .

Nastavak dokaza sadrzi nekoliko pomoénih tvrdnji.

Lema 1: Ako je & < & tadaje U{Ly,:y € Eiy < yg} = UM<§O

Dokaz. Nekay € {z € E: 2 < yg,} \ {yu : t < &} 1 uzmimo da je u < & prvi
ordinal za koji je y < y,. Kako je y, < y za sve p < p i kako je y # y,, prema (7)
imamo y € U,0<M . Biramo p < p tako da y € L,,. Posto je y, < y, prema (2) je

L,C Ly, c | Ly,
6<&o

Lema 2: Ako je po < pn < § tadaje Ly, C Ly, \{Yu, }-

Dokaz. Prema (7), y,, & Ly, , Pay,, € U, ,asadjeprema (3), U,
Konacno, prema (1) je Ly, C Ly, \{yu,}-

Lema 3: Ako je po < py < § tada je Ly, \ Ly, CA,,.

Dokaz. Neka t € Ly, \ Ly, . Kakot € U,, i, prema (5),

Yuq y#o \ {yﬂo }

yuo - U{U Y = Yo 1 Yo € Ly} U A?/uo
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mozemo pretpostaviti, bez umanjenja opstosti, da t € U, za z < y,, za koje y,, € L..
Na ovaj nacin dolazimo do kontradikcije. Pretpostavimo da y,, € L.. Kako je y,, < y,,
i 2 < Yy, prema (2) je L,, C L.\ {z}. Prema tome, t € L.\ {2z} it € U, $to je u
suprotnosti sa (1). To znaci da y,, ¢ L., pa y,, € U.. Kako je z < y,,, prema (3) je
Uy,, CU., pax €U, Ako bibiloiz € L, imali bismo x = z, sto nije tatno zbog
z < x. Zakljucujemo da = ¢ L., sto znac¢i da « € E. Neka je ¢ < g najmanji ordinal
takav da je z < y.. Kako je ys < z za sve 0 < ¢, prema (7), ili je z = y. ili z € L,, za
d < e. Ako je z = y., tada y,, € L, §to je u suprotnosti sa z < y,, (lema 2). Zbog
toga 2z € Ly, za § <e. Onda z € Ly, C Ly, \ {y,,} Kako je z <y, i kako y,, € L.,

prema (2) dobijamo da
Ly,u() C LZ \ {Z}7

Sto implicira da z € Ly, C L.\ {z}, a to je nemoguce.
Lema 4: Akot € Clx(U,ep Ly) \U,ep Ly tada je ¢ klaster tatka mreze {y, : p < &}
Dokaz. Pretpostavimo suprotno i posmatrajmo zatvorenu okolinu C' tacke t koja
ne sadrzi Clx{y, : p < £}. Prema lemi (1) jasno je da postoji kofinal podskup G C &
sa osobinom da za sve p € G postoji tacka ¢, € C'N L,, takva da je

p=min{d < &:c, € Ly }.

Neka 1 € G. Tvrdimo da ¢, € By,. Ako to nije tako, prema (4), postoji y < y, tako
dac, € Ly iy, € U,. Sada, kako je y <y, iy, € Uy, prema (3), U,, C U, \ {y}, sto
znaci da je L, C L,,. Zbog toga = ¢ L,, pa = ¢ L,,. Dakle, y € E. Prema lemi 1,
mozemo pronaci § < p tako da ¢, € Ly, Sto je kontradikcija, s obzirom na izbor p. To
znaci da za sve p € G vazi g(c,, y,) = cu-

Neka je (c,y) klaster tacka skupa {(cu,y)}uee. Tada ¢ € C'iy ¢ C, pa kako
g(cu,y) = ¢, € C zasve p € G, jasno je da je g(c,y) = ¢. Uzmimo p € G proizvoljno.
Za sve 0 > p, prema lemi 3 je g(y,, cs) = yu, pa je 9(¢,y,) = g(yu,¢) = y,. Na ovaj
nacin je g(c,y) = vy, a kako je y # ¢, to je kontradikcija.

Lema 5: Ako su t i u klaster tacke skupa {y, : p < £}, tada je t = w.

Dokaz. Neka su C' i D zatvorene disjunktne okoline tacaka t i u, redom. Tada
postoji kofinal podskup G C £ i za svako u € G tacke

c, €CN{y:A<E} 1 dyeDn{yn: A <&}
takve da ako pu,6 € G i < 9, tada je
ey < d, < cs.

Neka je (', u) klaster tacka skupa {(cusdp)}ueg. Tada t' € C'i v € D. Po lemi 3 je
glcu,d,) = cu, paje g(u',t) =t Fiksirajmo pu € G. Za sve § > p je g(d,, c;) = d,
(lema 3). Kako t' € Clx{cs : § > u}, to znaci da je

g(dua t/) = dH'

Kako (u',t) € Clx2{(d,,t) : p € G}, onda je g(u',t) = . Kako je v’ # t', ovo je
kontradikcija.

Lema 6: Uye g Ly ima najvise jednu granicnu tacku.

Dokaz. Ovo slijedi direktno iz lema 4 i 5.
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Lema 7: Akot € Zipu<¢, tadat e Ay,.

Dokaz. Kakot ¢ L,,, onda t € U,,. Prema (5), ako t ¢ A,, tada t € U, za neko
y <y, takvo da y, € L,. Ako x € L,, tada = ¢ U, posto je z # y, pa u tom slucaju
je ZNU, =0 u suprotnosti sa t € Z N U,. Stoga y € E. Prema lemi 1 je

U{Ly:yEE i y<yu}:ULy5.

o<p

Zbog toga y, € Ly, za neko 0 < p, §to je kontradikcija sa (7).

Formalno, treba da razmotrimo dva slucaja: kad je £ sljedbenik i kad je & grani¢ni
ordinal. U sustini, oba slucaja moguce je analogno posmatrati, a kako je drugi nesto
komplikovaniji, mi ¢emo i uzeti da je ¢ grani¢ni ordinal.

Kako je L,, \{y,} otvoren za sve 1 < {, po lemama 11i 2, UyeE L, mora imati tacku
nagomilavanja, neka to bude a, a po lemi 6, a je jedinstveno. Primjenjuju¢i ponovo
isti postupak i posmatrajuci grani¢ni sluc¢aj, mozemo naci grani¢ni ordinal 7 i za svako
p < n tacku z, € F' tako da vazi:

(8) ako je u < 6 onda je U,, C U,
(9) Uu<77 Uzu = UyEF Uy’
(10) akot € Zip<n,ondatec B,,.

Ponovo nalazimo da UyE » Uy ima jedinstvenu granicnu tacku, neko b, i da je ta
tacka klaster tacka skupa {z, : p < n}.

Sluc¢aj 1. a = b. Mozemo uzeti da je Z = {z} = {a} = {b}. Pretpostavimo da
t € Z Po lemi 7 je g(yu,t) = y, za sve u < £ pa je g(a,t) = a, posto je a tacka
nagomilavanja skupa {y, },.<¢. S druge strane, zbog (10) je g(t, z,) =t za sve p < 1. Iz
istog razloga je g(t,a) = g(t,b) = t, pa je t = a.

Zakljuéujemo da je a = b =z i da je Z = {z}. Definisimo

L,=|JL,u{z} 1 U, =]U,u{a}.
yer yeF

Tako definisani skupovi L, i U, ispunjavaju uslove koje smo istakli na pocetku dokaza
ove teoreme.

Slucaj 2. a #bix ¢ {a,b}. Definisimo
L,=|JL,u(ZnB,) i U.=JU,u(ZnA,).
yeE yeF

Primijetimo da su skupovi L, i U, zatvoreni, postoa € ZNB,ibe ZN A,. Ponovo,
oni ispunjavaju uslove s pocetka.
Sluc¢aj 3. © = a i a # b. Definisemo

Ly=|JLyu{z} i U=(U,.
yek <€

Slucaj 4. x =b1ia # b. Analogno kao u slucaju 3.
Sada definiSemo
x <y akoisamo ako z € L,.

Tada je < linearno uredenje koje generise topologiju na X, posto je X kompaktan i
posto su za sve x € X skupovi {y € X 1y <z} i{y € X : 2 <y} zatvoreni. O

Nakon toga, uslijedili su jos neki rezultati.
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Teorema 4.16 [13, Teorema 1| Kompaktan Hausdorff-ov prostor je homeomorfan kom-
paktnom prostoru ordinala ako i samo ako postoji neprekidan izbor f : 2% — X tako
da je f(C) izolovana tacka u C, za svako C € 2.

Dokaz. (=) Neka je X = §+ 1 prostor ordinala. Definigimo preslikavanje f : 2% — X
tako da je f(C) minimalan element skupa C' (u odnosu na uobic¢ajen poredak < na
X)), za sve C € 2. Ocigledno, ovako definisano preslikavanje je neprekidan izbor koji
ispunjava uslov teoreme.

(<) Neka je kK = | X| i k™ najmanji kardinal veéi od k. Induktivno, definisaé¢emo
niz {z, : @ < K7} tacaka u X takav da za svako oo < kT vazi:
(i) Xo = {25 : 5 < a} je otvoren u X,
(ii) ako je Y, = X \ X, # 0, onda je z, = f(Ya).
Ovo mozemo uraditi jer je f(C) izolovana tacka u C za sve C' € 2. Neka je §y =
min{a < kT : Y, = (}. Kako je X kompaktan i zbog (i), dp mora biti ordinal sljedbenik.
Neka je 0g =0 + 1. Tada je X = {z, :a <d+ 1} = X;5.1.

Indukcijom na o < § 4 1, pokazacemo da je:
(iii) Xy C Xoy1 zasve a < 6 + 1.

Pretpostavimo da (iii) vazi za sve 8 < a, tj. da je X3 C X1, za sve 8 < a.

Ako je a = 8+ 1 sljedbenik ordinal, po indukcijskoj hipotezi je X5 C X511 = X,
pa je L

Xo=XsU{zs} = XU {zs} C XoU{2s} = X4 C Xus1.

Pretpostavimo da je « grani¢ni ordinal i da nije X, C Xor1- Tada je C' = X, \ Xot1
neprazan zatvoren kompaktan podskup skupa X.

Sad ¢emo dokazati dva pomocéna tvrdenja.

Lema 1: Za svaki otvoren skup V' u X takav da je C C V, skup {f < a:z3 €V}
je kofinal u «.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. da skup {5 : 8 < a, x3 € V'} nije kofinal u a.
Tada postoji ag < « tako da je {z5: ap < f < a} NV = (. Sada imamo

DA£C=CnNV=({zp:B<a}U{rg:ap<pf<a})\ Xer1)NV =0,

Sto je jasno kontradikcija.

Lema 2: Ako je W otvoren skup u X takav da je {z,} UC C W, tada je skup
{f<a:xgeW}ua, papostoji Sy < a tako da x5 € W, kad god je fy < 8 < a.

Dokaz. Ponovo pretpostavimo suprotno. Tada postoji otvoren skup W u X takav
daje{z,JUC CWiA={f <a:z3¢ W}jekofinalua. Nekaje X4 = {zs5: 0 € A}.
Ondaje Xa C Xa\W,paje Xa C Xo\W C X, \(CU{z,}) = Xos1\{Za} = X,. Zbog
toga X4 ima otvoren pokriva¢ {X4 N Xj : 8 < a} koji ne sadrzi konacan potpokrivac.
Ovo je u suprotnosti sa ¢injenicom da je X4 kompaktan.

Primijetimo da x, ¢ C. Neka su Uy i Uy dva disjunktna otvorena skupa u X, takva
da z, € Uyi C C U;. Kako je f(Y,) = z, 1 kako je f neprekidno, postoji okolina
(Vo, Vi, ..., V;) od Y, u 2% tako da je:

(i) F((Vo, Vi, .. Va)) € T,
(v) ako je V;NC # 0, onda je V; C Uy, zai=0,1,...,n.

Definisimo:

U=JVitzaeVi}, V= J{Vi:VinC#0} i W=UUV.
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W je otvoren i sadrzi {z,} U C, a prema (v) je V. C U;. Po lemama 1 i 2 skup
{6 <a:xz €V} jekofinal u «, pa je i skup {f < a : x5 € W} kofinal u a. To znaci
da mozemo nadéi f < atakodajexg e ViYs={z,: <y <a}UY, C W. Posto je
0 #Y, NV, CYsNV,za0<i<n,ondaYs € (V,Vi,....,V,,). Sada prema (ii) i (iv)
imamo da je g3 € V C Uy i 23 = f(Y3) € Up. Onda Uy i Uy nisu disjunktni, sto je
kontradikcija. Ovim je kompletiran dokaz stava (iii).

Definisimo preslikavanje ¢ : X — o = 0 + 1 na sljedeéi nacin: ¢(z,) = « za sve
a < 0+1. Ocigledno, ¢ je bijekcija X na dyg. Treba jos pokazati da je ¢ homeomorfizam.
Kako je X kompaktan, dovoljno je pokazati da je ¢ neprekidno.

Neka je o < § + 1. Imamo dva moguca slucaja.

Slucaj 1. a = B+ 1 je sljedbenik ordinal. Prema (iii) je X5 C X511 = Xa, pa je

Xo=XgU{apt = XgU{as} = XgU{as} C Xpp1 U{zp} = Xp1 = X

Dakle, X, je zatvoren u X, pa je skup {z,} = Xao41 \ X, otvoren u X. Stoga je z,
izolovana tacka u X, pa je ¢ neprekidno u z,.

Slucaj 2. « je graniéni ordinal. Za sve B < a, Xa41 \ Xs je otvorena okolina od
T, koja je prema (iii) sadrzana u skupu {z, : § <y < a}. Slijedi da je ¢ neprekidno
U Zq- U

Teorema 4.17 [1] Neka je X prostor sa neprekidnim slabim izborom. Ako je X?
pseudokompaktan, tada je X prebrojivo kompaktan i GO prostor. Specijalno, ako je
X pseudokompaktan k-prostor'® sa neprekidnim slabim izborom, tada je X prebro-
jgivo kompaktan GO prostor, 1 ako je X prebrojivo kompaktan prostor Tychonoff-a sa
neprekidnim izborom, tada je X GO prostor.

Dokaz ove tvrdnje izvodi se na osnovu nekoliko prethodnih rezultata.

Definicija 4.8 Za neprekidan slab izbor g na X kaZemo da je lokalno uniforman ako
za svako x € X 1 svaku okolinu U od x, postoji okolina V' od x koja je sadrZana u U,
takva da za svep € X\ U 1y eV,

g(p,y) =p akko g(p,z)=np.

Teorema 4.18 [1, Teorema 1.2] Za svaki kompletno reqularan prostor X sljedeéi uslovi
su ekvivalentni:

a) X ima lokalno uniforman slab izbor;
b) X je GO prostor.

Navedena teorema pokazuje koliki je znacaj neprekidnih slabih izbora kada govo-
rimo o GO prostorima.

Teorema 4.19 [1, Lema 1.3] Neka je X prostor takav da je X? pseudokompaktan i g
neprekidan slab 1zbor na X. Tada je g lokalno uniformna.

130 k-prostorima vidjeti [11, Poglavlje 3.3].
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Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. da neprekidan slab izbor g na X nije lokalno
uniforman. U tom slu¢aju mozemo na¢i z € X i okolinu U od z, tako da za svaku
okolinu V' od z, sadrzanu u U, postoje py € X \ U i yy € V, takvi da

glpv,yv) =pv A glpv,z) =2
il (4)
glpv,yv) =yv A g(pv,z) =py.

Duzinu w ¢emo konstruisati na sljede¢i nacin. Za sve n € w, nalazimo okolinu V/,
od x, tacke py, ,yy, i otvoren skup G, u X koji zadovoljavaju sljedece uslove:
1) Yy, € Vn,pvn e X \ U,pvn € én;
2) (4) vazi za tacke x,yy, , pv,;
3) Vo CU iV C Vi
4) Viy1 1 G, sviedoce o neprekidnosti g u (z,py,), tj. g(w,z) = w ako i samo ako je
9(pv,, ) = py,, za sve w € G, isve z € Vitt-

Bez umanjenja opstosti, pretpostavi¢emo da je skup {py, : n € w} diskretan u sebi
i da vazi

9(pv,,x) =z, odakle je g(pv,,yv,) = pv, (5)

za sve n € w. Za svako n € w biramo otvorene skupove G, 3 py, i H, 2 yy, koji
zadovoljavaju sljedece:
i) {G, :n€ew}tU{H, :n € w} je po parovima disjunktna familija;
i) H, C V,,,G, CGniG, C X\ Vy;
iii) G,, i H, svjedoce o neprekidnosti g u (pv,,yv, ), tj. za svaki ureden par (a,b) €
Gn X Hy,g(a,b) = a (slijedi iz (5)).

Posmatrajmo familiju U = {G,, x H, : n € w} otvorenih skupova u X x X. Kako je
X x X pseudokompaktan, postoji tacka (u,v) € X x X tako da proizvoljna okolina od
(u,v) sijace beskona¢no mnogo elemenata od U. Tada je u # v, zbog izbora skupova
G, i H,. Kako je g neprekidno, iii) implicira da je g(u,v) = u. Takode, zbog neprekid-
nosti g, postoji okolina W od u, tako da v ¢ W i g(w,v) = w, za sve w € W. S druge
strane, v € (\{V, : n € w}. S obzirom na izbor V4 i G,, imamo da je g(v,w) = v,
za sve w € G, isve n € w. Biramo w € G, N W, za neko m € w. Kakov ¢ G,, "W,
priroda funkcije g dovodi do kontradikcije. U

Dokaz teoreme 4.17. Pokazimo najprije njen prvi dio. Teoreme 4.18 i 4.19, za-
jedno, impliciraju da je X GO prostor. Kako je svaki podureden prostor normalan,
zakljucujemo da je pseudokompaktan prostor X prebrojivo kompaktan. Time je prvi
dio teoreme 4.17 dokazan. Drugi dio te teoreme slijedi na osnovu prvog dijela i ¢injenice
da je kvadrat pseudokompaktnog k-prostora pseudokompaktan (dokaz se moze naéi u
[11, Teorema 3.10.26]). Sto se tice treéeg dijela, kako je X prebrojivo kompaktan, onda
je X x X pseudokompaktan, pa je X GO prostor. 0

4.2.3 Cech-Stone kompaktifikacija i uredeni prostori

U jednom od prethodnih poglavlja uveden je pojam kompaktifikacije. Naime, ako
prostor X moze da se potopi u kompaktan prostor Y, tj. ako postoji homeomorfizam
f: X — M na potprostor M = f(X) prostora Y, tada je par (f(X),if), gdje je i
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potapanje M u M, kompaktifikacija prostora X. Kompaktifikaciju prostora X najcesée
oznacavamo sa cX, gdje je ¢ oznaka homeomorfizma prostora X u odgovarajué¢u kom-
paktifikaciju. Kako svaki prostor koji moze da se potopi u kompaktan prostor ima
kompaktifikaciju, mogu se pokazati neka tvrdenja koja navodimo.

Teorema 4.20 [11, Teorema 3.5.1] Topoloski prostor X ima kompaktifikaciju ako i
samo ako je Tychonoff.

Teorema 4.21 [11, Teorema 3.5.2] Svaki Tychonoff prostor X ima kompaktifikaciju
(Y, ¢) tako da je w(Y) = w(X).

Ranije smo naveli da se skup svih kompaktifikacija prostora X onacava sa C(X).
Definisa¢emo uredenje na toj familiji. Kazemo da je co X < ¢; X ako postoji neprekidno
preslikavanje f : c; X — ¢ X tako da je f o ¢y = ¢o. Drugim rijecima, co X < ¢ X ako
c1 X moze da se preslika na c; X tako da se svaka tacka u X, koja je potprostor i od
c1X iod X, slika na samu sebe.

Sljedeca teorema pokazuje vaznu osobinu familije C(X).

Teorema 4.22 [11, Teorema 3.5.9] Svaka neprazna potfamilija Cy C C(X) ima naj-
manje gornje ogranicenje (u skladu sa uredenjem definisanim na familiji C(X)).

Posljedica 4.5 [11, Posljedica 3.5.10] Za svaki Tychonoff prostor X postoji u C(X)
najveci element.

Definicija 4.9 Najveci element u C(X) naziva se Cech-Stone kompaktifikacija od X i
oznacava sa BX.

Drugim rije¢ima, Ceh-Stone kompaktifikacija je tehnika za konstruisanje preslika-
vanja topoloskog prostora X u kompaktan Hausdorff-ov prostor SX. Kao takav, X
je najveéi kompaktan Hausdorff-ov prostor generisan sa X.

Teorema 4.23 [11, Teorema 3.6.11] Za sve m > N, Cech-Stone kompaktifikacija pro-
stora D(m)'* ima kardinalnost 2*".

Posljedica 4.6 [11, Posljedica 3.6.12] Kardinalnost prostora SN je 2°.

Lema 4.3 [28, Posljedica 1.9] Separabilan i ureden topoloski prostor zadovoljava prvu
aksiomu prebrojivosti 1 | X| < c .

Teorema 4.24 [28, Teorema 3.1] SN ne moze da se uredi.

Dokaz. SN je separabilan i |fN| = 2¢, pa na osnovu prethodne leme, SN ne moze da
se uredi. 0

Teorema 4.25 [28, Teorema 3.2] Neka je X kompletno reqularan Hausdorff-ov pros-
tor. Ako X moze da se uredi, onda X mora biti normalan i pseudokompaktan, dakle
1 prebrojivo kompaktan.

140znaku D(m) koristimo za proizvoljan diskretan prostor kardinalnosti m.
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Dokaz. Neka SX moze da se uredi. Svaki prostor koji moze da se uredi je kompletno
normalan, pa je X normalan. Pretpostavimo da X nije pseudokompaktan. Tada pos-
toji neprekidna funkcija f na X, sa realnim vrijednostima, koja je neogranicena. Kako
uvijek mozemo posmatrati | f|, uze¢emo da je f nenegativna. f je neograni¢ena, pa pos-
toji niz z1, s, ... u X, takav da je f(x,)— f(x,—1) > 1. Podskup A = {xy, 29, ..., Ty, ...}
skupa X je zatvoren i diskretan kao potprostor, pa je homeomorfan skupu N. Posma-
trajmo clA u BX. Svaka ograni¢ena neprekidna funkcija f na A, sa realnim vrijed-
nostima, moze da se produzi na neprekidnu ograni¢enu funkciju f; na X (sa realnim
vrijednostima), a ona opet na neprekidnu ograni¢enu funkciju fo na X, takode sa re-
alnim vrijednostima. Onda je f, ograni¢eno neprekidno produzenje funkcije f sa A na
clA. Stoga je clAu X, SA. Kako je A homeomorfan sa N, onda je cIlA homeomorfno
sa ON. [X se moze urediti, pa i proizvoljan njegov kompaktan podskup moze da se
uredi. Ovo je kontradikcija sa teoremom 4.24. X je dakle pseudokompaktan. Kako je
i normalan, onda je i prebrojivo kompaktan. 0

Teorema 4.26 [1, Teorema 1.16] Za kompletno regularan prostor X, sljedeée turdnje
su ekvivalentne:

a) X moze da se uredi;

b) X je pseudokompaktan GO prostor;

c) X je prebrojivo kompaktan i ima neprekidan slab izbor;

d) X? je pseudokompaktan i X ima neprekidan slab izbor.

Dokaz. a)= b). Pseudokompaktnost prostora X slijedi po teoremi 4.25.

b)= ¢). Svaki podureden prostor je normalan i ima neprekidan slab izbor.

¢)= d). Slijedi na osnovu treceg dijela teoreme 4.17.

d)= a). Neprekidan slab izbor ¢ : X? — X mozemo prosiriti preko S(X x X) =
B(X) x B(X). Kako je X x X gust u B(X) x (X), prosirenje je i dalje neprekidan
slab izbor, pa se zbog toga X moze urediti (o detaljima pogledati [20] i [21]). O

4.3 Neke klase GO prostora
4.3.1 Savrseni prostori

Definicija 4.10 Za topoloski prostor X kaZemo da je savrsen ako je svaki njegov
zatvoren podskup, Gs skup u X.

Mnogi problemi u teoriji uredenih prostora svode se na prepoznavanje kada je dati
uredeni prostor savrSen, pa je ova osobina izvor velikog broja rezultata. U literaturi
postoji mnogo generalizacija ove osobine. Prije no sto navedemo neke, definisa¢emo
dva pojma koja se odnose na savrSene prostore.

Definicija 4.11 Prostor X je jako gusto normalan ako za svaki otvoren skup U C X
postoje otvoreni skupovi V,,, takvi da je cl(V,,) C U i |J{V, : n > 1} je gust skup u U.

Definicija 4.12 Za prostor X kaZemo da je skoro savrsen ako svaki otvoren podskup
U tog prostora sadrzi gust podskup S koji je F,-podskup skupa X .

Lema 4.4 [6, Lema 2.1] Ako je X normalan, onda je X jako gusto normalan ako i
samo ako je skoro savrsen.
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Teorema 4.27 [6, Teorema 2.3] Sljedece osobine GO prostora X su ekvivalentne:

a) X je savrsen;

b) X je jako gusto normalan,

c) X je skoro savrsen;

d) ako je E relativno diskretan potprostor'® prostora X, onda je E F,-podskup skupa
X;

e) svaki zatvoren nigdje gust podskup S skupa X je Gs-podskup skupa X ;

f) svaki reqularan zatvoren podskup T skupa X (tj. T = cl(Int(T))) je Gs-podskup
skupa X.

Dokaz. Ekvivalencija tvrdnji a) i e) vazi za proizvoljan prostor. Dokaz ekvivalencije
a) 1 f) za GO prostore moze se pronadi u [2]. Jasno je da a) implicira b), a po lemi 4.4,
b) je ekvivalentno c). Ostaje da pokazemo niz implikacija ¢) = d) = a).

Dokazimo prvo da c¢) implicira d). Neka je X skoro savrsen i neka je E relativno
diskretan potprostor prostora X. Kako je X normalan, postoji kolekcija {Ul(e) : e € E}
otvorenih konveksnih podskupova skupa X tako da je U(e)NE = {e} i U(e)NU(e') = 0,
za sve e,e € E, e # ¢. Neka je U = |J{U(e) : e € E} i biramo zatvoren podskup
D(n) C X takav da je |J{D(n) : n > 1} gust podskup skupa U. Dakle, za sve e € E
postoji n > 1 tako da je D(n)NU(e) # 0. Neka je E(n) ={e € E: D(n)NU(e) # 0}.
Kako je E = J{E(n) : n > 1}, dovoljno je pokazati da je svaki E(n) zatvoren u X.

Pretpostavimo suprotno, tj. dap € cl/(E(n))\ E(n) i neka je W konveksna otvorena
okolina od p. Tada je skup E(n)NW beskonacan. Posto je {U(e) : e € E'} po parovima
disjunktna kolekcija konveksnih skupova, slijedi da je U(e) C W za neko e € E(n).
Kako e € E(n), ) # D(n)NU(e) C W, paje WND(n) # (. To znaci da svaka okolina
od p sijece D(n), pap € cl(D(n)) = D(n) C U. Neka je e € E tako da je p = U(e).
Ali, U(e) je okolina od p koja sadrzi najvise jednu tacku iz E(n), sto je kontradikcija
sap € cl(E(n))\ E(n). Dakle, E(n) je zatvoren u X.

Pokazimo da d) = a). Neka je X GO prostor da osobinom d) i p € X. Pokazimo
prvo da je H = (<, p) F,-podskup skupa X. Ako p nije tacka nagomilavanja skupa
H, dokaz je zavrSen. Stoga, pretpostavimo da svaka okolina od p sijece H. Neka je
k = cf((+=,p)) i biramo strogo rastu¢u mrezu {z(a) : @ < K} ¢iji je supremum p. Neka
je E = {z(a) : a < k nije grani¢ni ordinal}. E je relativno diskretan podskup skupa
X, pa je prema d) unija niza zatvorenih skupova E(n). Neka je C'(n) = {z € X :
r < e, zaneko e € E(n)}. C(n) je zatvoren u X i H = |J{C(n) : n > 1}. Analogno
pokazujemo da je (p,—) takode F, u X. Slijedi da je svaki konveksan podskup u X
F,-podskup skupa X.

Pretpostavimo sada da je U otvoren podskup skupa X. Neka je {U(a) : a € A}
familija svih konveksnih komponenti skupa U i za sve « biramo tacku p(a) € U(a).
Neka je dalje E(a) = {p(a) : « € A}. E je relativno diskretan podskup skupa X, pa
je E = |J{F(n) : n > 1}, gdje je svaki E(n) zatvoren u X. Neka je A(n) = {a €
A pla) € E(n)}. Za sve a € A(n) definisimo familiju C(a,n,1) C C(a,n,2) C ...
konveksnih podskupova skupa X tako da p(«a) € C(a,n,1) i | J{C(a,n,m):m > 1} =
U(a). Uzmimo da je F(n,m) = [J{C(a,n,m) : « € A(n)}. Tada je svaki F(n,m)
zatvoren u X i U = |J{F'(n,m) : n,m > 1}, $to je i trebalo pokazati. O

Pomenimo jos jednu generalizaciju savrSenih prostora.

15Podskup nekog prostora je relativno diskretan ako je diskretan u svojoj potprostor topologiji.
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Definicija 4.13 Topoloski prostor je slabo savrsen ako svaki zatvoren podskup F' skupa
X sadrzi skup S koji je gust u F' i Gs podskup skupa X .

Teorema 4.28 [7, Lema 2.1] Ako je X slabo savrsen GO prostor, tada X zadovoljava
prou aksiomu prebrojivosti.

Dokaz. Neka je X slabo savrsen GO prostor i x € X. Tada zatvoren skup C' = {z}
mora sadrzati gust podskup D koji je G podskup skupa X. To znaci da je C' = D,
pa je svaka tacka G5 podskup skupa X. Dakle, prostor X zadovoljava prvu aksiomu
prebrojivosti. 0

Jasno, nisu svi GO prostori slabo savrseni (posmatrajmo leksikografski ureden skup
X = R x [0,1] sa uobicajenom topologijom otvorenih intervala). Takode, postoje
GO prostori koji su slabo savrSeni, a nisu savrSeni (prostor prebrojivih ordinala).
Naveséemo jos neke primjere. Leksikografski ureden kvadrat X = [0,1] x [0, 1] je
kompaktan linearno ureden topoloski prostor koji nije slabo savrsen.

Navedeni primjeri upucuju na pitanja:

e Da li svaki savrsen GO prostor moze topoloski da se potopi u slabo savrsen
LOTS?

e Da li svaki slabo savrsen GO prostor moze topoloski da se potopi u slabo savrsen
LOTS?

Ova pitanja su i dalje otvorena.

Ranije u tekstu je navedeno da su GO prostori potprostori linearno uredenih topolo-
skih prostora, tj. mogu da se ugrade u neki takav prostor. Sta vise, postoji konstrukecija
koja za proizvoljan GO prostor X, pravi LOTS X* koji sadrzi X kao zatvoren pot-
prostor, i kao takav, najmanji je (detalji o tome u [17]). Neka je za dati GO prostor
(X, <,7), A uobicajena uredajna topologija generisana sa <. Jasno je da je A C 7.
Uzmimo daje R={pe X :[p,—) € T\ \} i1 L = {q € X : (+,¢] € 7\\}. Definisimo
X* kao sljededi leksikografsko ureden podskup od X x Z:

X"=(Xx{0hHu{(p,n):pe Rin<0}U{(q,n): g€ Lin>0}.

Jasno je da je X homeomorfan potprostoru X x {0} od X*. X* je linearno prosirenje
prostora X. Posmatrajmo jos jednu konstrukciju, zapravo jos jedno linearno proSirenje
prostora X:

L(X) = (X x{0}) U(R x {-1}) U (L x {1}).

X je homeomorfan gustom potprostoru linearno uredenog prostora L(X) i zatvorenom
potprostoru linearno uredenog prostora X*. Treba napomenuti i da je L(X) podskup,
ali ne obavezno i potprostor od X*.

Teorema 4.29 [6, Teorema 3.1] Neka je X GO prostor. X* je savrien ako i samo
ako je X savrsen a skup RU L o-zatvoren diskretan ¢ v X.

16Skup je o-zatvoren diskretan ako sadrzi potprostor koji je unija prebrojivo mnogo zatvorenih
potprostora.
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Dokaz. (=) Pretpostavimo da je X* savrsen. Zbog toga je i njegov potprostor X
savrsen. Neka je 7 data topologija na X, a skupovi R i L definisani ranije. Posmatrajmo
skup S = {(x,—1) : € R}. S je relativno diskretan otvoren podskup skupa X*, pa
zbog toga postoje zatvoreni podskupovi S(n) skupa X*, takvi da je S = (J{S(n) : n >
1}. Svaki S(n) je zatvoren diskretan potprostor prostora X*. Neka je R(n) = {x € R :
(x,—1) € S(n)}. Kako je R = [J{R(n) : n > 1}, dovoljno je pokazati da je svaki R(n)
zatvoren diskretan podskup skupa X.

Fiksirajmo n i proizvoljnu tacku p € X. Treba pronaci okolinu V' tacke p koja
sadrzi najvise jednu tacku skupa R(n). Uzmimo da (p,0) € X*. Kako je S(n) zatvoren
i diskretan, postoje tacke (u,i) < (p,0) < (v,j) skupa X* takve da je ((u,?), (v,7)) N
S(n) =10.

Ako je p izolovana tacka skupa X, V = {p} je odgovarajuca okolina tacke p. Stoga,
pretpostavimo da p nije izolovana tacka. Tada najmanje jedan od skupova [p,—) i
(+—, p| nije otvoren u prostoru (X, 7). Bez umanjenja opstosti, uzmimo da [p, —) nije
otvoren. Tada (p,—1) ne moze biti tacka skupa X*, pa ako (p,n) € X*, onda je
n > 0. Kako je (u,i) < (p,0), onda je u < p. Tvrdimo da je (u,p) N R(n) = 0.
Ako ne bi bilo tako, za x € (u,p) N R(n) imamo (x,—1) € S(n). Kako jeu < x < p
u X, onda je (u,i) < (z,—1) < (p,0) < (v,7) u X*. Ali u tom slucaju (z,—1) €
((u, 1), (v,7)) NS(n) = 0. Dakle, (u,p) N R(n) = 0.

Ako je skup V' = (u, p] otvoren u X, tada je V' odgovarajuca okolina tacke p takva
da je [V N R(n)| < 1, pa pretpostavimo da (u,p] nije otvoren u X. U tom slucaju
(p,+1) ¢ X*, pa (p,n) € X* povlaci da je n < 0. Ali onda iz (p,n) € X* slijedi
n = 0, pa ako je (p,0) < (v,7), onda je p < v u X. Kao i u slu¢aju intervala (u,p),
dobijamo da je (p,v) N R(n) = (. Ali tada je V = (u,v) okolina tacke p u X takva
da je [V N R(n)| < 1, pa je R(n) zatvoren diskretan podskup skupa X. Stoga je R
o-zatvoren diskretan u X. Analogno se pokazuje da je i L o-zatvoren diskretan u X.
(<) Pretpostavimo da je R U L o-zatvoren diskretan u X. Pokazimo prvo da je skup
X*\ X F, u X*. Uzmimo da je R = |J{R(n) : n > 1}, gdje je svaki R(n) zatvoren
diskretan podskup skupa X. Za sve k < 0 definisemo R(n,k) = {(z,k) : = € R(n)}.
Kako je R(n,0) = R(n), skup R(n,0) je zatvoren i diskretan u X*. Pretpostavimo da
je k < 01 neka (p,j) € X*. Treba pronaci okolinu W tacke (p,7) u X* koja sadrzi
najvise jednu tacku skupa R(n, k). Ako je j # 0, tada je {(p, j)} odgovarajuéa okolina.
Uzmimo da je j = 0. Kako je R(n) zatvoren i diskretan u X, postoji okolina U tacke
p u X koja je konveksna u X i za koju je |[UN R(n)| < 1. U zavisnosti od oblika skupa
U, postoje cetiri slucaja:

Slucaj 1. Pretpostavimo da je U = {p}. Tada je W = {(p,0)} otvoren u X* i vazi
W N R(n)| <1, kako je i trazeno.

Slucaj 2. Pretpostavimo da je U = [p,q), gdje je ¢ > p i da {p} nije otvoren u
X. Tada je (p,q) # 0, pa biramo r € (p,q). Kako je [p,q) otvoren u X, ili p ima
neposrednog prethodnika (u skladu sa uredenjem skupa X) ili (p,—1) € X*. U oba
slucaja skup W = [(p,0), (r,0)) je otvoren u X*. Ako (z,k) € W N R(n, k), tada
r € R(n)i(p,0) < (z,k) < (r,0),pajeu X p <z <r. Stoga, x € R(n)N|[pr] C
R(n) N [p,q). Zbog oblika skupa U, postoji najvise jedna tacka = € R(n) N [p,q), pa
kako je k fiksirano, postoji najvise jedna tacka u R(n,k) N W.

Sluc¢aj 3. Pretpostavimo da je U = (q,p|, gdje je ¢ < p i {p} nije otvoren u X.
Ovaj slucaj razmatramo kao i prethodni.
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Slucaj 4. Pretpostavimo da je U = (¢, r) i da ni [p, —) ni (+—, p] nisu otvoreni u X.
Tada mozemo izabrati ¢ € (¢,p) i r € (p,7). Ako (x,k) € R(n, k)N ((¢,0),(r,0)),
tadax € R(n)iq <a <7 ,paxe R(n)N|g,r] C R(n)N(q,r). Kako postoji najvise
jedna takva tacka x, ako uzmemo da je W = ((¢’,0), (r',0)) onda (p,0) € W i kako je
k fiksirano, postoji najvise jedna tacka u W N R(n, k).

Analogno je skup {(z,k) : x € L'ik > 0} o-zatvoren diskretan podskup skupa X*.
Kako x € RU L kad (z,k) € X*, za k # 0, imamo da je X*\ X o-zatvoren diskretan
podskup skupa X*.

Da bismo pokazali da je X™* savrSen, pretpostavimo da je U proizvoljan otvoren
podskup skupa X*. Tada je U N X relativno otvoren u X | pa kako je X savrsen i
zatvoren u X*, U N X je F,-podskup skupa X*. Posto je U \ X C X*\ X, onda je i
U\ X F,-podskup skupa X*. Takav je i U, §to je i trebalo pokazati. 0

Primjer 4.4 Neka je X prava Sorgenfrey-a. Kako je u tom slucaju L(X) separabilan,
onda je L(X) savrsen. Medutim X* nije slabo savrsen. Da bismo to pokazali, pret-
postavimo da zatvoren podskup X x {0} sadrzi gust podskup S koji je Gs skup u X*.
Neka je to S = ({{G(n) : n > 1}. Tada S mora biti podskup skupa krajnjih tacaka
konveksnih komponenti skupova G(n), pa S mora biti prebrojiv. Ali to nije moguée
jer je X x {0} topologka slika prave Sorgenfrey-a, koja je prostor Baire-a!”, a gust u
sebi Baire-ov prostor ne moze sadrzati gust, prebrojiv Gy skup.

Primjer 4.5 Neka je Z =R x [0, 1) i modifikujmo leksikografski uredajnu topologiju
tako da [(x,0),—) bude otvoren u Z, za sve x € R. Z je zapravo topoloska suma slika
uobicajenog prostora [0, 1), pa je metrizabilan. Dakle i Z* je metrizabilan. Prostor
L(Z) je leksikografski ureden skup Z U {(z,—1) : x € R} sa uobi¢ajenom topologi-
jom otvorenih intervala. Kako bi pokazali da L(Z) nije slabo savrsen, posmatrajmo
zatvoren podskup C' = {(x,—1) : € R} skupa L(Z). Ovaj potprostor je homeomor-
fan pravoj Sorgenfrey-a, pa je prostor Baire-a. Ako bi L(Z) bio slabo savrsen, postojao
bi Gs podskup S skupa L(Z) koji je gust podskup skupa C. Tada bi S bio prebrojiv,
a to je nemoguce jer prava Sorgenfrey-a nema gust, prebrojiv Gs podskup.

Primjer 4.6 Neka je W topoloska suma prostora X i Z iz prethodna dva primjera i
na tom prostoru posmatramo uredenje definisano tako da X prethodi Z. W je savrsen,
a ni W* ni L(WW) nisu slabo savrseni. Dakle, savrsen GO prostor W ne moze da se
potopi kao zatvoren ili gust podskup bilo kog slabo savrsenog LOTS-a ¢ije uredenje
prosiruje dato uredenje na W.

Definicija 4.14 Za topoloski prostor kaZemo da je savrseno normalan ako je normalan
i svaki zatvoren skup tog prostora je Gy skup.

4.3.2 GO prostori sa o-zatvorenim, diskretnim, gustim podskupom

Postoji interesantna osobina GO prostora koja je bolja od toga da je prostor savrsen,
a to je postojanje o-zatvorenog, diskretnog, gustog skupa. Svaki GO prostor sa o-
zatvorenim, diskretnim, gustim podskupom mora biti savrsen.

1TTopoloski prostor X je prostor Baire-a ako je presjek proizvoljne prebrojive kolekcije otvorenih
gustih skupova u X, takode gust skup.
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U ovom poglavlju bi¢e navedeno nekoliko teorema bez dokaza, jednim dijelom zbog
toga Sto one predstavljaju sublimaciju nekoliko radova raznih autora, a i zbog ¢injenice
da se pominje odreden broj novih pojmova kojima se ne¢emo detaljnije baviti.

Poznata su tri velika otvorena pitanja vezana za GO prostora:

1. Dali u ZFC postoji primjer savrsenog GO prostora koji nema o-zatvoren, diskre-
tan, gust podskup?

2. Da li u ZFC postoji primjer savrsenog GO prostora koji ima tackasto prebrojivu
bazu, a nije metrizabilan!'8?

3. Dali u ZFC postoji primjer savrSenog ne Arhimedovog prostora!? koji nije metri-
zabilan?

Naredna teorema povezuje ova pitanja.

Teorema 4.30 Sljedeca tvrdenja su ekvivalentna:

a) postoji savrsen LOTS koji nema o-zatvoren, diskretan, gust podskup;

b) postoji savrseno normalan, ne-Arhimedov prostor koji nije metrizabilan;

c) postoji LOTS X u kome je svaka disjunktna kolekcija konveksnih otvorenih skupova
o-diskretna, © X nema o-zatvoren, diskretan, gust podskup;,

d) postoji gust u sebi LOTS'Y koji nema o-zatvoren, diskretan, gust podskup, i svaki
nigdje qust potprostor prostora Y ima o-zatvoren, diskretan, gust podskup (u svojoj
naslijedenoj topologiji).

U dokazu ove tvrdnje, kljuénu ulogu ima sljedeca lema.

Lema 4.5 Svaki GO prostor sa prvom aksiomom prebrojivosti sadrzi gust ne- Arhimedov
potprostor.

Vazi i vise:

Teorema 4.31 Sljedeci stavovi su ekvivalentni:

a) postoji savrseno normalan, ne-metrizabilan, ne-Arhimedov prostor koji ima tackasto
prebrojivu bazu,

b) postoji savrsen LOTS sa tackasto prebrojivom bazom, koji nema o-zatvoren, diskre-
tan, gust podskup;

c) postoji LOTS X sa tackasto prebrojivom bazom i osobinom da je svaka po parovima
disjunktna kolekcija konveksnih otvorenih skupova o-disketna, a X nema o-zatvoren,
diskretan, gust podskup;

d) postoji qust u sebi LOTS'Y sa tackasto prebrojivom bazom koji nema o-zatvoren,

diskretan, gust podskup, a svaki nigdje gust potprostor od 'Y ima o-zatvoren, diskretan,
gust podskup u svojoj naslijedenoj topologiji.

Kasniji rezultati nastali u vezi sa pitanjem prepoznavanja kada GO prostor ima
o-zatvoren, diskretan, gust skup, odnose se na neke poznate klase prostora, i mogu se
naci u [8] i [5]. Njihova sublimacija bi se mogla predstaviti narednom teoremom.

180 metrici i metrizabilnosti topologkih prostora ¢itaoca upuéujemo na [11, Poglavlje 4], a o teoriji
metrizacije GO prostora vidjeti [12].

Prostor je ne - Arhimedov ako je T; i ima bazu takvu da su svaka dva njena ¢lana ili disjunktna
ili uporediva inkluzijom.
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Teorema 4.32 Sljedece osobine savrsenog GO prostora X su ekvivalentne:
a) X ima o-zatvoren, diskretan, gust podskup;

b) X ima gust metrizabilan potprostor;

c) postoji niz G, otvorenih pokrivaca skupa X takav da za svako p € X, skup ({St(p, Gn) :
n > 1} ima nagmanje dvije tacke;

d) postoji niz G, otvorenih pokrivaca skupa X takav da je za svako p € X, skup
N{St(p,Gn) : n > 1} separabilan potprostor prostora X ;

e) X je unija dva potprostora, od kojih svaki ima Gy dijagonalu u svojoj naslijedenoj
topologiji;

f) X je unija prebrojivo mnogo potprostora, od kojih svaki ima Gg dijagonalu u svojoj
naslijedenoj topologiji;

g) postoji metrizabilan GO prostor Y i neprekidno preslikavanje f : X — Y, tako da
je lfMyll €2, za svey € Y,

h) postoji topoloski prostor Z sa Gs dijagonalom i neprekidno preslikavanje g : X — Z,
tako da je g~'[z] separabilan potprostor prostora X, za sve z € Z;

i) X ima gust potprostor E = | {E, : n > 1}, gdje je E, metrizabilan potprostor
prostora X, za svako n.

U prethodnoj teoremi pojavio se skup St(p,G,). Naime, ukoliko je familija A =
{As}ses pokrivac skupa X, zvijezda®® skupa M C X u skladu sa A je skup St(M, A) =
U{As : M N As # 0}. Zvijezda jednoelementnog skupa {z} naziva se zvijezda tacke x
u skladu sa A i oznacava sa St(x,A).

Cesto se desava da GO prostor X ima neku topolosku osobinu ako i samo ako LOTS
X* ima tu osobinu. Tako je recimo Lutzer, u svojoj ve¢ pomenutoj disertaciji, iskazao
stav:

Teorema 4.33 Neka je P jedna od sljedeéih osobina: parakompaktnost', metrizabi-
Inost, osobina Lindelof-a, kvazi-razvijenost*? ili imanje tackasto prebrojive baze. Tada
GO prostor X ima osobinu P ako 1 samo ako LOTS prosirenje X* ima osobinu P.

Primje¢ujemo da u spisku osobina u prethodnoj teoremi nema svojstva biti savrsen.
Primjer prostora koji je savrSen je prava Sorgenfey-a S, ali prostor S* nije savrSen.
Naravno, postoji savrSen LOTS koji sadrzi S kao potprostor i zove se leksikografski
proizvod prostor R x {0,1}. Podsje¢amo da je prava Sorgenfrey-a prostor (S, 7), gdje
je T topologija generisana bazom {[a,b) : a,b € R, a < b}. Primjeri tog tipa nameéu
sljedece pitanje:

Da li svaki savrsen GO prostor moze topoloski da se ugradi u neki savrsen LOTS?

Rijesena su mnoga pitanja koja se odnosa na prethodno. Recimo, postoji savrsen
GO prostor (X, <, 7) koji ne moze da se ugradi kao:

a) zatvoren podskup, ili kao G5 podskup nekog savrsenog LOTS-a ([17]);

20engleski: star

210 parakompaktnim topoloskim prostorima vidjet npr. [11, Poglavlje 5].

22Prostor X je kvazi-razvijen ako postoji niz kolekcija G, otvorenih podskupova od X takav da za
sve ¢ € X, kolekcija {St(z,G,) : n > 1} sadrzi bazu okolina tacke x.
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b) gust potprostor savrsenog LOTS-a ¢ije uredenje prosiruje dato uredenje < na X
([25], [21]);

¢) gust potprostor savrsenog LOTS-a (bez restrikcije na uredenje prosirenja) ([26]).

Medutim, u opstem sluc¢aju, navedeno pitanje je i danas otvoreno. Sljedeca teorema
pak pokazuje de je to pitanje u bliskoj vezi sa ranije navedenim velikim pitanjima
vezanim za GO prostore ([24]).

Teorema 4.34 Ako je X savrsen GO prostor sa o-zatvorenim diskretnim gustim sku-
pom, tada postogi savrsen LOTS'Y koji sadrzi X i takode ima o-zatvoren diskretan
gust skup.

Ova teorema zapravo govori da, ukoliko bi postojao model teorije skupova u kojem
bi svaki savrsen GO prostor imao o-zatvoren diskretan gust skup, onda bi se u tom
modelu i svaki savrsen GO prostor mogao ugraditi u neki savrsen LOTS.

5 Istorijske napomene

Kad se govori o samoj ideji uredenih skupova, svakako se, istorijski gledano, prvo
misli na Cantor-a?® i njegovu teoriju skupova. Izmedu ostalog, on je uveo kardinale,
kao primjer klase uredenih skupova. 1883. godine je utvrdio postojanje wy, razvio
ordinale i definisao aritmetiku na njima. Ve¢ tad je iznio ideju da svaki skup moze biti
dobro ureden i njoj se vratio nesto kasnije. Takode, konstruisao je cuveni Cantor-ov
skup. U radovima koji su kasnije uslijedili, intenzivno je radio na utvrdivanju osobina
kardinalnih i ordinalnih brojeva. Uveo je opstu definiciju ordinalnih tipova i definisao
aritmetiku na njima.

Najraniji radovi na temu uredenih skupova bavili su se topoloskom karakterizacijom
odredenih podskupova realne prave. Smatra se da je prva teorema o uredenju obja-
vljena 1905. godine od strane Veblen-a ([27]). On je dokazao da je svaki metricki kon-
tinuum sa tacno dvije nerazdvojene tacke homeomorfan jedini¢cnom intervalu. Nakon
toga, uslijedili su brojni rezultati. Do kraja dvadesetih godina proslog vijeka, naj-
viSe radova vezuje se za imana kao Sto su: Baire, Hausdorff, Frechet, Mazurkiewicz,
Sierpinski, Alexandroff, Uryson, Cohen, Souslin i drugi. 1941. Eilenberg?* se bavio
siroko uredenim prostorima i njihovim osobinama. Jos jedna klasa uredenih prostora
su takozvani ne - Arhimedovi prostori kojima su se, izmedu ostalih, bavili Kurepa,
Papié¢, Groot, Herrlich, Lynn i drugi.

Kako je veé¢ ranije pomenuto, Cech je uveo klasu uopsteno uredenih prostora. Dokaz
da se ta klasa poklapa sa klasom poduredenih prostora, Cech je objavio 1959. godine.
Uopsteno uredenim prostorima kasnije su se bavili Lutzer, Kowalsky, Kok, Wattel,
Banaschewski i drugi. Doktorska disertacija Herrlich-a, nastala 1962. godine, sadrzi
nekoliko vaznih teorema o uredenju. Uredeni podskupovi realne prave okarakterisani
su 1965. godine od strane Rudin®. Lutzer je 1969. pokazao da je ureden prostor
metrizabilan ako i samo ako ima G5 dijagonalu. 1973. van Dalen i Wattel su dali

23Georg Cantor, 1845 - 1918, njemacki matematicar
24Gamuel Eilenberg, 1913 - 1998, poljsko - ameri¢ki matematic¢ar
2>Mary Ellen Rudin, 1924 - 2013, ameri¢ka matemati¢arka
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kompletnu topolosku karakterizaciju uredenih prostora i poduredenih prostora ([9]).
Uredenje i poduredenje metrickih prostora (kojima se mi ovdje nismo bavili) opisao je
Purisch u svojoj disertaciji 1973. i time se nastavio baviti i kasnije, te je 1977. godine
dao potrebne i dovoljne uslove za uredenje proizvoljnog metrickog prostora.

Oblast uredenih topoloskih prostora (a samim tim i linearno uredenih i uopsteno
uredenih prostora) je svakako jako interasantna istrazivac¢ima i u njoj se trenutno moze
naci dosta otvorenih pitanja koja predstavljaju sferu njihovog interesovanja.
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