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1.Uvod

,Matematicke strukture spadaju medu najdivnija otkrica ljudskog uma.
Njihova velicina je u njihovoj velikoj moci metafore i objasnjavanja realnosti.”

Douglas Hofstadter (Meta Mathematical Themas, 1985)

U odabiru teme za rad presudno je bilo da bude neSto zanimljivo, aktuelno i da mogu
kroz rad da prikazem primenu matematike u svakodnevnom Zivotu.

PretraZivanje interneta svi vrSimo svakodnevno. Informacije su dostupnije nego ikada
i njihova koli¢ina se Siri ekspanzivno. Odavno se ne postavlja pitanje da li ¢emo nadi
ono $to trazimo, ve¢ koja u moru stranica koje sadrZze traZene informacije je
najpribliznija onome $to trazimo. Kada nam pretraziva€ koji koristimo izbaci rezultate
pretrage, uglavnhom ocCekujemo da ¢éemo na prvin par stranica dobiti trazene
informacije. Ali kako pretrazivaé zna $ta da nam ponudi i kojim redom? Sta je to $to
neke stranice Cini boljim od ostalih? Na ova pitanja ¢emo delimi¢éno odgovoriti u ovom
radu (delimi¢no jer PageRank jeste vazan faktor u ovom odredivanju, ali ne i jedini).

Pre nego Sto pocnem pricu o samom algoritmu, u odeljku matematicke osnove ¢u
navesti relevantne definicije i teoreme iz oblasti: stohasticki procesi, lanci Markova i
teorija grafova i naveScu primere koji ih blize objasnjavanju. Za prve dve oblasti su od
literature koriS¢ene stavke [8] | [9] navedene u literaturi, dok je za teoriju grafova
koriS¢ena stavka [10].

U narednom odeljku je objasnjeno $ta je veb (eng. web, www), a zatim opisano kako
je izgledalo pretrazivanje veba nekad i Sta se promenilo od tad, a u ovom odeljku
posluzila je literatura [3] | [4].

Potom krece pri€a o samom algoritmu. Prvih 7 stavki navedenih u literaturi je kori§¢eno
u ovom delu. Krenu¢emo od osnovnih karakteristika i istorijata. U poglavlju Racunanje
bi¢e predstavljena prvobitna ideje, a zatim i naredne koje su bile poboljSane verzija
PageRanka. Racunanije je ilustrovano primerima, predstavljen je matematicki model u
vidu formiranja sistema jednacina i metoda za njihovo reSavanje i ukazano je na
probleme do kojih mozZe doci, kao i kako se oni mogu prevazic¢i. Nakon toga bice
objasnjeno $ta je personalizovani PageRank i kako se dolazi do njega, a on ce biti
kori¢en u odeljku sa primenom. U odeljku Aproksimacija i azuriranje predstavljeno je
kako su naucnici pokusali da ubrzaju algoritam i povecéaju njegovu efikasnost. Ova
tema je detaljno objadnjena u [5] gde su sumirani rezultati razli€itih istrazivanja i
pristupa. | na kraju dolazimo do problema skladiStenja podataka i mogucéeg reSenja tog
problema koji se mogu pronaci u literaturi [1].

SALSA i HITS su algoritmi sli¢ni PageRank-u i naredno poglavlje je posveceno njima
- prvo ¢u ih objasniti pojedinacno, a zatim ¢u ih uporediti sa Pagerank algoritmom.
Ovde je ponovo koris¢ena stavka [5].



Naredno poglavlje je posveceno primeni globalnog i personalizovanog PageRanka na
sisteme preporuke. Konkretnije, na primerima sistema za preporuku filmova i primeru
socijalne mreze pokazano je kako se ideja o preporuCivanju iz PageRanka moze
preneti na druge sisteme. Literatura koja je uglavnom koriséena u ovom poglavlju se
nalazi pod brojem [2].

Za kraj ¢u je dat jo$ jedan osvrt na temu i miSljenje o pravcu daljih istaZivanja na ovu
temu.



2. Matematicke osnove

2.1.Stohasticki procesi

Stanje nekih sistema moguce je opisati pomocu jedne ili viSe veli€ina, u
zavisnosti od parametra koji odgovara, a da se zavisnost izmedu odgovarajuéeg
parametra i postojecih veliCina ne moze tacno odrediti. U velikom broju slucajeva ta
zavisnost se pot€injava statistickim zakonima koji omogucavaju da se odrede
verovatnoce realizacija posmatranih veli€ina. Odnosno mozZzemo reci da vrednosti
posmatrane veli€ine ili veli€ina nisu unapred odredene, ve¢ predstavljaju slucajne (
stohasticke ) veli¢ine u zavisnosti od odgovarajucih parametara. Skup realizacija
odredene slu€ajne veliCine mozemo posmatrati kao sluCajnu veli€inu koja se menja u
vremenu tj. kao sluc€ajni proces.

Zamislimo da u svakom vremenskom trenutku t vremenskog intervala I
posmatramo neku karakteristiku X odredenog fizickog sistema koja je slucajna
veli€ina. Dakle, X(t) je neka slu¢ajna promenljiva za svako t € I. Tada na skup svih
slu¢ajnih promenljivin X(t) , t € I moZzemo gledati kao na slu¢ajnu veli€inu koja se
menja u vremenu, odnosno dobijamo jednu slu¢ajnu funkciju vremena. Ako je interval
koji posmatramo [ =7Z ilil = N tada se posmatra stohastiCki proces sa diskretnim
vremenom, a kada je I = Rili/ =R* tada se radi o stohasticCkom procesu sa
neprekidnim vremenom.

Definicija 1. Stohasti¢ki proces {X(t),t € I} je familija slu€ajnih promenljivih
definisanih na istom prostoru verovatnoca (Q, F, P) gde je I tzv. parametarski skup
stohasti¢kog procesa. Kako su slu¢ajne promenljive iz definicije 4. realne (X : Q — R?%
) onda je i stohasticki proces koji one &ine realan. R% se moze nazvati i skupom stanja
stohasti¢kog procesa.

Kao $to smo napomenuli, parametar koji nas interesuje za teoriju redova Cekanja u
opsStem slucaju zapisujemo kao{X(t),t € [t,, T]} pri Eemu je dozvoljen izbor t, = —o0,
T = co.

Svaki stohastiCki proces je funkcija dve promenljive, wit, ali se u zapisu umesto
{X(t,w),w € Q, t €[ty T]} najcesSée koristi samo {X(t),t € [t,, T]}. NajéeSce se koristi
oznaka X(t) ili X;.

Kada posmatramo stohasticki proces :
» Za fiksirano t € [t,, T], dobijamo slu€ajnu promenljivu na prostoru (Q, F,
P)
» Za fiksirano w € Q dobijamo funkciju vremena koju nazivamo
staza( realizacija ili trajektorija) stohasti¢kog procesa.



Definicija 2. StohastiCki procesi {X;}; i {Y;}; koje uzimaju vrednosti iz istog procesa
stanja su stohastiCki ekvivalentni ako P(X; #Y;) =0 za svako t € T. AKko su {X;}; i
{Y;}; stohasticki ekvivalentni tada se moze reci da je {X,}; verzija {Y;}; (i obratno).

Konacno-dimenzionalne raspodele stohastiCki ekvivalentnih procesa se poklapaju.
Medutim, ekvivalentni procesi mogu imati potpuno drugacija analiticka svojstva.

0, w#t
Uzmimo primer procesa X (w) =0 i Y;(w) = koji su ekvivalentni jer se
1, w=t

poklapaju svuda osim u jednoj tacki, a njihove trajektorije imaju drugacija svojstva
neprekidnosti tj. trajektorije procesa X, su svuda neprekidne dok trajektorije procesa Y;

imaju prekid u jednoj tacki.

U opstem slu€aju nije dovoljno da poznajemo samo zakon jednodimenzionalne
raspodele, da bi smo poznavali ceo proces neophodno je poznavati konacno-
dimenzionalne raspodele stohastickog procesa.

Definicija 3. Konaéno-dimenzionalne raspodele stohastickog procesa {X(t),t €
[to, T]} su date sa:

Fe(x) = F1(x) = P{X(¢) < x}
Fy e, (X1, %) = Fo(xq, x3) = P{X(t1) < x1,X(t2) < x2}

Fi ot (x1, %2, x3) = F3(x1, %2, %3) = P{X(t1) < %1, X(t3) < %2, X(t3) < x3}

Ftl,tz...tn (xlf X2,- ) xn) = Fn(xli X250) xn) = P{X(tl) < xl'X(tZ) < X2yens rX(tn) < xn}

Qde SUt, ty, by, ty . € [to, T11 %, %1, %5,.., Xp, ... €RL
Konac¢no-dimenzionalne raspodele zadovoljavaju dva uslova:
i.  Uslov simetrije: za svaku permutaciju {i,,..., i, } skupa brojeva od {1, ..., n} vazi:
Ftil...tin (X1, X2, 4, Xp) = Fe oty tn (X1, X2, -+, Xp)
ii. Uslov saglasnosti: za m < n i proizvoljne ty, ty, ..., tm, tme1, - tn € [to, T] vazi:

Fep o tmtmestn (X1, -+, Xy 0,0, ... 00) = Feotm (X145 Xm)

Uglavnom u praksi imamo slu¢aj da nemamo familiju slu€ajnih promenljivih na nekom
prostoru verovatno¢a ve¢ njihove konaéno-dimenzionalne raspodele koje
zadovoljavaju dva navedena uslova.



Teoremal.(Fundamentalna teorema Kolmogorova)

Za svaku familiju raspodela koja zadovoljava uslove i. i ii. postoji prostor verovatnoca
i na njemu definisan stohastiCki proces X; €ije su to kona¢no-dimenzionalne raspodele.

Svojstva stohastickih procesa:

Definicija 4. Srednja vrednost procesa X; je:
my(t) = m(t) = E(Xy).

Definicija 5. Autokovarijansna (korelaciona) funkcija stohastickog procesa X; je:
K,(t,s) = K(t,s) = E(X;,X;) —m(t)m(s), t,s€ [ty T].

Definicija 6. Disperzija stohastickog procesa X; je:

D.(t) = D(t) = K, (t,) = E(X2) — (m(1))".

Definicija 7. Koeficijent korelacije stohastiCkog procesa X; je:

K, (t,s)

p,(t,s) = p(t,s) = NENOLNO}

2.2. Lanci Markova

Lanac Markova je diskretni Markovljev sluc€ajni proces. Najkrace objasnjeno — imati
svojstvo Markova znaci da buduce stanje zavisi samo od trenutnog, a ne i od proslih.
U svakom trenuntku (na osnovu date raspodele verovatnoca) sistem moze zadrzati
trenutno stanje ili ga promeniti. Promenu stanja nazivamo prelazom, a verovatnocu
promene stanja nazivamo verovatnoc¢om prelaza.

Definicija 8. Niz slu€ajnih promenljivih na istom prostoru verovatno¢a (Q, F , P) i sa
istim skupom stanja S = {x;,X,, ...} zove se Lanac Markova, ako za proizvoljne r € N
i n> k; >k, > >k, vazi

P{Xp = Xq | Xk, = Xiepr -0 Xk, = X} = P{Xn = X | Xie, = X }-

Ovo svojstvo se zove Markovsko svojstvo i ono kaZe da je verovatnoca da se sistem
nade u stanju x, u nekom buduéem trenutku n zavisi samo od sada$njeg trenutka k;,
a ne od proslosti (ks, ..., k.).



Definicija 9. Verovatno¢a prelaza za jedan korak iz stanja i u stanje j ako je sistem u
trenutku n bio u stanju i definiSe se kao:
Pt = P{Xna = x| Xn = xi}

Ako pirfj'““ ne zavisi od vremenskog trenutka n kazemo da je lanac homogen i
verovatnoca prelaza u jednom koraku se oznaCava sa p;;i racuna se:

Pij = P{Xns1 =% | Xn = x;}.
Za verovatnocu prelaza iz i-tog stanja u j-to stanje u n-koraka (za homogeni lanac) je

pij(n) = P{Xp+m = Xj | Xm = x;} za neko m.

Sada mozemo da uvedemo i pojam matrice verovatnoce prelaza homogenog lanca
Markova za n koraka, n € N:

P11 Piz -+ Pin
_|P21 P22 - DPon

Pn_ M N . .
Pn1 Pn2 <« Pnn

Dimenzije matrice verovatnoce prelaska zavisi od broja svih moguéih stanja u kojem
sistem moze da se nade. Kada je n = 1, matricu prelaza obelezavamo sa P i zove se
matrica prelaza za jedan korak. Matrica P ima svojstva:

* Py =>0,Vi,jeEN

.Z]plj = 1, Vl,] €S

U prethodnom delu smo definisali verovatnoce prelaza iz jednog stanja u drugo posle
jednog i viSe koraka kao i matrice verovatnoca prelaska posle jednog i viSe koraka.
Sada ¢emo pokazati njihovu vezu i na koji nacin se moze da definiSe lanac Markova.

Definicija 10. Markovljevi lanci kod kojih matrica prelaznih verovatno¢a P(n) ne zavisi
o koraku n se zovu homogeni Markovljevi lanci. Tu konstantnu matricu prelaznih
verovatno¢a oznacavamo sa P.

Od velikog zna€aja za izraunavanje verovatnoca prelaza u n koraka su jednacine
Cepmen-Kolmogorova:

pij(n+m) = Xy pi(Mpy ;(m).



Ovaj zapis je u nematricnom obliku.

Cepmen-Kolmogorova proces u matriénom obliku glasi:

Prn = Py * Py
i
Ppn=P,*Py_,, m>n
m=1 P, =P
m =2 P, = Py * P=PxP =P?
m=3 Py =P, Py =P*> xP=P>
m=n P, =P

Pretpostavljamo da lanac Markova ima konaéno mnogo stanja tj. S = {x;, x5, ..., X, }.

Sa p;(n) ozna¢avamo verovatno¢u da u trenutku n sistem bude u i-tom stanju:
pi(n) = P{X, = x;}.

Za fiksirano n dobijamo p;(0) tzv. po€etnu verovatnocu, i pomocu nje odredujemo gde
je sistem bio u po¢etnom trenutku.

PocCetni vektor je:

p(0) = [p1(0) p2(0) ... pn(0)].
Analogno, k-ti vektor je:

p(k) = [p1(k) pa(k) ... pm(K)].
Pa je Cepmen-Kolmogorova jednacina za p(k):

p(k) = p(0) = PX.

Definicija 11. Ako p(k) ne zavisi od k, kazemo da je lanac stacionaran.

Definicija 12. Za Markovljev lanac kazemo da je ergodi¢an ako postoji n € N tako da
matrica B, = P™ ima sve pozitivhe elemente.

Definicija 13. Za slu€ajni proces Markova kazemo da je ergodi¢an, ako je definisan
na diskretnom skupu i ako po isteku dovoljno velikog intervala vremena, verovatnoce
stanja sistema ne zavise od pocetnih uslova, po€etnog trenutka, ni vremena koje je
proslo.

Definicija 14. Za proces Markova kazemo da je nesvodljiv ukoliko se u svako stanje
procesa moze doci iz drugog stanja procesa.



Definicija 15. Ako je lanac nesvodljiv tada se sva stanja ponavljaju ili se iz svakog
stanja moze preci u drugo stanje.

Definicija 16. Za svaki ergodi¢an lanac i za svakoi postoje verovatnoce p; =
logn-w p;,j(n) koje se nazivaju grani¢ne verovatnoce. Drugim reCima, posle dovoljno
dugo vremena iz bilo kog stanja sistem zavrSava u stanju j sa verovatnoc¢om p;.

Definicija 17. Stanje x; je povratno ako postoji n € N tako da p;;(n) > 0.
Definicija 18. Finalne (grani¢ne) verovatnocCe su definisane sa

B = lim py®), i € N = 1,

Predstavljaju udeo vremenskog perioda koji sistem provede u stanju j.
Za ergodi¢ne lance, finalne verovatnoce raCunamo reSavanjem sistema:

p*=p"P; XjLip; = 1.

Definicija 19. Neka je {X(n),n € Ny} Markovljev lanac. Stanje x; je povratno ako P{ X,
=x;,zanekon =1|X,=x;}=11. ako je verovatnoca da se sistem vrati u stanje x; pri
uslovu da je u pocetnom trenutku u tom stanju, jednaka 1. U suprotnom, ako je P{ X,
=x;, zanekon = 1| X, =x; } <1, stanje x; je prolazno.

Definicija 20. Unutar lanca Markova, kazemo da je stanje x; moguce dostici iz stanja
x; ako 3n € N takvo da je pj;(n) > 0.

Definicija 21. Stanje x; je apsorbujuce ako je p;; = 1. Jednom kad proces ude u to
stanje, ostaje u njemu.

Primer 1. Lanac Markova

Pretpostavimo da to da li ¢e sutra padati kiSa ili ne, zavisi od prethodnih uslova tako
Sto zavisi samo od toga da li danas pada kisa ili ne, a ne od prethodnih dana. Takode,
pretpostavimo da ako danas padne kiSa, padace i sutra sa verovatno¢om «a, a ako
danas ne padne onda ¢e sutra padati sa verovatno¢om 3.

Imamo Markovski lanac sa dva stanja: 0-pada kiSa i 1-ne pada kisa.

Matrica prelaza izgleda ovako: P = Poo p‘“] [0‘ l-a

P10 P11 B 1-B



Sada uzmimo npr. a = 0.7 i B = 0.4 .Verovatnoc¢a da npr. padne ki$a 4.dana je py,(4)
i da bismo je dobili izraCunacemo matricu P, u Cijem Ce se gornjem levom uglu nalaziti
upravo trazena verovatnoca.

p2=p.p=[07 03)[07 03)_061 039

04 0.6llo4 0.6l 1052 0.48

0.61 0.39] [0.61 0.39 =[0.5749 0.4254

—_ 4’— 2. 2:
Fa= P =P P =los2 o4sllosz o048l =losees 04332

Poo(4) = 0.5749 je verovatnoc¢a da padne kiSa 4.dana.

2.3. Teorija grafova

Grafovi su matematicki objekti koje cesto sreCemo u svakodnevnom Zivotu :
geografska mapa sa gradovima povezanim putevima, skup ljudi sa relacijom
poznanstva, strukturna formula nekog molekula ili jedinjenja, Sema elektri¢nog kola...

Zbog osobine grafova da prikazuju entitete u paru i veze izmedu nijih, teorija grafova
je vrlo zastupljena za opis modela i strukture podataka.

Zbog velikog spektra primena, kao i izuzetno jednostavne veze definicije i osnovnih
svojstava, grafovi su nasli veliku primenu ne samo u drugim matemati¢kim oblastima
poput kombinatorike, kombinatorne optimizacije, operacionih istraZivanja, linearne
algebre, kompleksne analize, nego i u drugim (nematemati¢kim) naukama kao $to su
elektrotehnika, racunarstvo, hemija, fizika, biologija, sociologija, vojne nauke...

Jedna od znacajnih primena grafova u oblasti informatike (ali i nekim drugim oblastima)
je upravo ona kojom ¢emo se sluZiti u ovom radu — analiza mreze.

Definicija 22. Graf & je ureden par (M6), £6)), gde je &) konaCan neprazan skup
elemenata koji se zovu ¢vorovi, a £(6) je konaCan skup razliGitih neuredenih parova
razlicitih elemenata skupa /(&) koji se zovu grane.

Graf G se moze geometrijski predstaviti crtezom u ravni. Cvorovi grafa se predstavljaju
taCkama ravni, a grane grafa linijjama koje povezuju odgovarajuce ¢vorove.

Definicija 23. Graf & je povezan ako se svaka dva njegova ¢vora mogu povezati
putem. Ako postoje ¢vorovi koji se ne mogu povezati putem, graf je nepovezan.

Definicija 24. Bipartitan graf je graf Ciji se skup ¢vorova moze razbiti na dva disjunktna
Skupa (partitivni skupovi) na takav nacin da svaka grana spaja ¢vor prvog skupa sa
c¢vorom drugog skupa.



Definicija 25. Za granu e = (u, V) orijentisanog grafa (V, p) kazemo da vodi iz ¢vora u
u ¢vor v (e izlazi iz ¢vora u, a ulazi u ¢vor v).

Ulazni stepen indeg(v) ¢vora v je broj grana koje ulaze u v.
Izlazni stepen outdeg(v) ¢vora v je broj grana koje izlaze iz v.

Ulazni skup I(v) ¢vora v je skup ¢vorova iz kojih vodi grana u v, I(v) ={x | (x, v) €p }.
Izlazni skup O(v) ¢vora v je skup ¢vorova u koje vodi grana iz v, O(v) ={x | (v, X) €p}.
Petlja je grana koja i ulazi i izlazi iz ¢vora.

Definicija 26. Broj grana koje se sti¢u u ¢voru v zove se stepen ¢vora v (eng. degree)
i 0znacava se sa d(v).

Definicija 27. Cvor v koji nema susednih évorova, tj. za koji je d(v) = 0, nazivamo
izolovan (viseci) ¢vor.

Definicija 28. Graf G je regularan ako su stepeni svih njegovih ¢vorova jednaki.

Primer 2. Graf i njegove osnovne komponente

Za dati graf ispisati skup ¢vorova, skup grana, a zatim za svaki ¢vor izlazni i ulazni
skup i izlazni i ulazni stepen.

B——C

Slikal - primer grafa



V = {A,B,C,D,E}
E = {(4,4),(4 B),(B,A),(B,0),(CD),(CE),D,D),D,E),E,C)}

I(A) = {4,B} = indeg(A) =2
0(A) = {A,B} = outdeg(A) = 2
I(B) = {B} =indeg(B)=1
0(B) = {A,C} > outdeg(B) = 2
I1(C) = {B,E} = indeg(C) = 2
0(C) = {D,E} = outdeg(C) = 2
I(D) = {C,D} = indeg(D) = 2
0(D) = {D,E} = outdeg(D) = 2
I(E) = {C,D} = indeg(E) = 2
O(E) = {€} = outdeg(E)=1



3. Pretrazivanje Veba

Veb ili svetska mreza (engl. World Wide Web, WWW) je sistem
medusobno povezanih, hipertekstualnin dokumenata koji se nalaze
na internetu, a koje nazivamo web stranicama. Stvorili su ga Englez Tim
Berners-Li i Belgijanac Robert Kajo, 1990. godine, rade¢i u CERN-u u Zenevi.
Ovaj pojam se Cesto pogresSno koristi kao sinonim za internet, a u stvari
oznacCava samo jednu od usluga koje omogucava internet. Uz pomoc¢ internet
pregledaca, korisnici mogu da gledaju veb stranice koje obi¢no sadrze tekst,
slike, zvucni i video-zapis. Primarni je alat za interakciju na internetu.

Veb stranica (eng. web page) se sastoji od niza tih dokumenata, a veb sajt
(web site) je skup povezanih web-stranica (uglavhom sa istog web servera). Veze
izmedu dokumenata se nazivaju hipervezama (eng. hiperlink), a odomacena je i re¢
link.

Web pretrazivac je internet servis Cija je svrha pretrazivanje weba zadavanjem
kljucnih reci ili rede biranjem izmedu ponudenih izbora.

Biranje putem ponudenih izbora je starija metoda i danas se retko Kkoristi.
Odnosi se na manje nepovezane kolekcije dokumenata kakve su postojale i pre weba.
Te kolekcije su organovane i kategorizovane od strane struCnjaka i predstavljaju
kataloge web stranica, klasifikovane po tematici . Ovakav pristup se brzo pokazao kao
neefikasan, prvenstveno usled ogromne brzine ekspanzije Web-a, koja uzrokuje novim
sadrzajima, Cije je pronalazenje i klasifikacija izuzetno zahtevan posao. Dodatno,
obzirom na ekspanzivan rast koli¢ine informacija, klasifikacija se pokazuje kao
nedovoljno efikasan pristup za reSavanje problema preopterecenosti informacijama
(information overload). Modeli za ovako pretrazivanje su se razvili ‘60ih i predstaljaju
preteCu danasnjih pretraZivaca,ca najpoznatiji su:

e Booleov model koji je dobio ime po Bulovoj algebri jer koristi logiCke veznike |,
ILI'i NE koji logi€ki spajaju rijeci i oblikuju upit (eng. Query). Ako tekst sadrzi re¢
ili viSe reCi koje odgovaraju logickom izrazu iz upita, onda je relevantan,a u
suprotnom se smatra nerelevantnim. Pored toga $to je potrebno poznavanje
Booleovih operatora da bi je upit dobro uneo, dve najvece mane ovog modela
su ujedno dva standardna problema pretrazivanja:
o Polisemija — dovodi do toga da rezultati upita budu nerelevantni
dokumenti koji sadrze neko drugo znacenje rec€i iz zadatog upita
o Sinonimija - ovakav pretraziva¢ ne moze semantiCki povezati re€ iz upita
s dokumentima koji sadrze njen sinonim
Koristi se kao baza za danasnje pretrazivace u vidu polja u naprednim opcijama
(I - sve redi, ILI — bar jedna od ovih reci, NE — nijedna od ovih reci).
e Model vektorskog prostora je matematicki model za prikaz tekstualnih
dokumenata kao vektora njihovih identifikatora
e Probabilisticki model procenjuje da li ée dokument biti zna¢ajan za korisnika i
pri tome Koristi rekurziju — postavi poCetne verovatno¢e da je dokument


https://sr.wikipedia.org/wiki/%D0%95%D0%BD%D0%B3%D0%BB%D0%B5%D1%81%D0%BA%D0%B8_%D1%98%D0%B5%D0%B7%D0%B8%D0%BA
https://sr.wikipedia.org/wiki/%D0%A5%D0%B8%D0%BF%D0%B5%D1%80%D1%82%D0%B5%D0%BA%D1%81%D1%82
https://sr.wikipedia.org/wiki/%D0%98%D0%BD%D1%82%D0%B5%D1%80%D0%BD%D0%B5%D1%82
https://sr.wikipedia.org/wiki/%D0%A2%D0%B8%D0%BC_%D0%91%D0%B5%D1%80%D0%BD%D0%B5%D1%80%D1%81-%D0%9B%D0%B8
https://sr.wikipedia.org/wiki/%D0%A2%D0%B8%D0%BC_%D0%91%D0%B5%D1%80%D0%BD%D0%B5%D1%80%D1%81-%D0%9B%D0%B8
https://sr.wikipedia.org/wiki/Rober_Kajo
https://sr.wikipedia.org/wiki/1990
https://sr.wikipedia.org/wiki/CERN
https://sr.wikipedia.org/wiki/%D0%96%D0%B5%D0%BD%D0%B5%D0%B2%D0%B0
https://sr.wikipedia.org/wiki/%D0%98%D0%BD%D1%82%D0%B5%D1%80%D0%BD%D0%B5%D1%82_%D0%BF%D1%80%D0%B5%D0%B3%D0%BB%D0%B5%D0%B4%D0%B0%D1%87
https://sr.wikipedia.org/wiki/%D0%98%D0%BD%D1%82%D0%B5%D1%80%D0%BD%D0%B5%D1%82_%D0%BF%D1%80%D0%B5%D0%B3%D0%BB%D0%B5%D0%B4%D0%B0%D1%87
https://sh.wikipedia.org/wiki/Web-stranica

relevantan,a zatim ih pokusava poboljSati kroz iteracije. Za pocetne vrednosti
koristi podakte iz prethodnih upita tog korisnika. Mana je Sto su izuzetno
kompleksni i teSki za implementaciju.

LoSa strana ovog pristupa je Sto rangiranje stranica zavisi od sadrzaja koji se
nalazi na njoj. MoZemo npr. dodati na stranicu neku re¢ (koja ni ne mora imati veze sa
sadrzajem) u istoj boji pozadine stranice (tako da nije uodljiva) i ponoviti je veliki broj
puta. Rang bi joj se povecao i korisnici koji su pretrazivali tu re€ bi dosli na stranicu
koja im nije relevantna.

Najznacajnije mere uspesnosti nekog pretrazivaca su:

e Preciznost - broj relevantnih dokumenata/ broj dokumenata
e Odziv - broj pronadenih relevantnih dokumenata/broj relevantnih dokumenata

Mere koje su takode znacCajne su optimizacija prostora i vremena - brzi i
memorijski optimizovani pretraZivac¢i imaju prednost.

Na sajtu https://www.internetlivestats.com/ moze se pratiti statistika na internetu
u svakom trenutnku. Da bismo stvorili ideju o koli€ini podataka koji svakosnevno
pristignu pogledajmo podatke sa ove stranice u nekom trenutunku pocCetkom
septembra :

w 2 &) @ internetlivestats.com LA « ¢

6,283,079,360 5,982,292 705,456,349

Google searches today Blog posts written today Tweets sent today

LY
©
6,562,995,210 76,567,188 129,003,362
Videos viewed today Photos uploaded today Tumblr posts today
on YouTube on Instagram

Slika2 — snimak ekrana, stranica internetlivestats.com

Ekspanzija sadrzaja na webu je vrlo oCigledna i predstavlja teZzak izazov za
njegovo pretrazivanje. Jasno je da tradicionalne tehnike viSe nisu dovoljne. Pri svakom
pretrazivanju kao rezultat ¢emo dobiti veliki broj strana. Ono §to nas zanima je koji su
najrelevantnije medu njima.


https://www.internetlivestats.com/

4. PageRank

1998. Studenti postdiplomskih studija na Univerzitetu Stenford Sergej Brin i Lari Pejdz
uvideli su potencijal grafova kao prezentaciju najvece svetske mreze te su kao projekat
na fakultetu razvili algoritam PageRank. Napustili su fakultet i projekat su integrisali u
Gugl (eng. Google).

Ideju za algoritam su predstavili kao vrstu preporu€ivanja medu sajtovima. Medu
najpoznatijim primerima je ,Preporuka od Donalda Trampa“ — ako vas preporuci neko
kao sto je Donald Tramp, ta preporuka sigurno ima vecu vrednost nego preporuka od
strane neke nepoznate osobe. Sa druge strane, Donald Tramp je napisao veliki broj
preporuka u svom Zivotu pa su one gubile na znacaju.

Ovaj algoritam se ne racuna prilikom upita pa nije zavisan od njih, ve¢ se racuna u
odradenim vremenskim periodima. Duzina tih perioda €esto zavisi od vaznosti sajta, a
postoji mogucénost i da vlasnik sajta zahteva da se ponovo pregleda sajt.

Primena ovog algoritama je vrlo raznovrsna. Moze biti primenjen na svim mreZzama u
kojim je potrebno rangiranje ¢vorova (mreza rutera, mreza email-ova, mreza prevoza,
drustvene mreze, baza podataka, ekonomske mreze, mreza modela Sirenja zarazne
bolesti, mreza napajanja...).

4.1. Rac¢unanje PageRank-a

Zamislimo povezan usmeren graf u kom su ¢vorovi web stranice, a grane su linkovi
medu njima. Pagerank m(x) je funkcija koja svakom ¢&voru, tj. stranici dodeljuje neki
pozitivan broj (m(x) = 0, Vx). Sto &vor ima vedéi broj to je stranica vaznija.

4.1.1 Razvoj

Idejal: Stranica je visoko rangirana ako visoko rangirane stranice imaju link ka njoj.
Problem: Ova definicija je ciklicna.

Primer 3. Ako je PageRank neke stranice jednak zbiru PageRank-ova svih stranica
koje pokazuju na nju to moZemo napisati na sledeci nacin:



J—

-

A B
C D
Slika3 - Jednostavan web graf

n(D) = n(C) + n(B)

n(B) = n(4) + n(C)

n(C) = n(A) + n(D)
n(4) = n(C)

Kada sumiramo prethodne jednacine dobijamo:
2n(A) + n(C) =0,
iz Cega sledi :

m(A) =n(B) =n(C) =n(D) = 0.

Sta je pogreSno? Ne mozemo tretirati sve stranice isto - npr B i A imaju linkove ka D,
ali za B je to jedini link koji ima, dok A ima link ka jos dve stranice.

Ideja2: Podeliti rang stranice sa njenim brojem linkova ka drugim stranicama

Ako se vratimo na graf sa Slikel i primenimo ovu ideju dobijamo :

(D) = %H(C) + (B)
—1 C ! A
7(B) = 5 m(C) + 5 7(A)

w(C) = %T[(A) + (D)



m(A) = gn(C).
Ako sada sumiramo prethodne jednacine dobijamo:
m(A) + 1(B) + n(C) + n(D) = n(A) + n(B) + n(C) + n (D).
Dakle, u pitanju je neodreden sistem (ima beskonano mnogo resenja).
Ovo mozemo popraviti tako sto éemo ,normalizovati“ rangove:

n(A) + n(B) + n(C) + (D) = 1.
Primetimo: m(x) sada mozemo posmatrati kao verovatnoce.

PageRank izraCunat na ovaj nacin se naziva ,naivni“ PageRank. Sta je ovde naivno?
1) Lako se moze manipulisati dodavanjem dodatnih stranica
Primer4: Manipulacija dodavanjem stranica

Imamo dva ¢vora A i B koji imaju linkove jedan ka drugom:

1
m(A) =n(B) = 5

A-——8B

A—B——C

Slika4 - Manipulacija dodavanjem stanica

Ukoliko ubacimo dodatnu stranicu C koja ima link ka ¢voru B i B ima link ka njoj, a viSe

nema ka A rang stranica se menja na sledeci nacin: t(4) = 0, n(B) = n(C) = %

2) Ukoliko imamo dva disjunktna grafa ponovo imamo beskona¢no mnogo
reSenja



Primer 5: Disjunktni grafovi

Slika5 — disjunktni grafovi
m(A) =n(B), n(C) =n(D) =n(E)

Ideja3: rang meren vremenom provedenim na sajtu — svodi se na ,naivan“PageRank

Zamislimo sada nasumiénog surfera (eng.random surfer) koji nasumiéno bira linkove i
,Skace“ sa stranice na stranicu ka kojoj nema link.

Ukoliko se nalazi na nekoj strainici X, neka je € verovatno¢a da klikne na link na stranici
na kojoj se nalazi i time se prebaci na sledecéu, a 1 — ¢ verovatnoéa da prede na neku
drugu nasumiénu stranicu.

Neka je (i) rang i-te stranice. Prema naivnhom PageRank-u tada je:

N ()
n() = Xj: j ima link ka i ouraegtnr

gde je outdeg(j) broj linkova koji idu od stranice j. Ako uklju€imo nasumi¢nu Setnju u
ovu pricu dobijamo :

. m(j)
7'[([) = N+ (1 - 8) Z]] ima link ka lm

gde je N broj stranica u mrezi (Evorova u grafu).



Ideja4: Kako cemo izraCunati (i) ?

KoristiCemo stepeni iterativni metod (eng.power iteration method) i pokazacemo da za
dovoljno velik broj iteracija (i) postaje verovatnoca poseta stranice i.

4.1.2. Stepeni metod i matrica prelaza

Stepeni metod (power metod) predstavlja funkcionalnu vezu izmedju dve veli€ine
gde promena jedne veli€ine izaziva proporcionalnu promenu druge veli€ine, nezavisno
od pocetne vrednosti.

Kao i kod svakog iterativnog metoda, cilj nam je da poboljSavamo procenu svakom
narednom iteracijom.

Da bismo pribliZili kako to izgleda vratimo se na primer iz Ideje2:

Slika3 - Jednostavan web graf

_

- P

Iteracija O | Iteracijal | Iteracija 2 PageRank
n(A) 1/4 2/24 3/24 1
n(B) 1/4 5/24 4/24 2
n(C) 1/4 9/24 9/24 4
(D) 1/4 8/24 4124 3

Prepostavimo da je € = 0.
-Iteracija 0: Postavimo inicijalne vrednosti na % N=4=> i

-Iteracija 1:



1 11
T[(A)—gTI(C)_g-Z_ﬁ

1 1 11 11 5

1 11 1 9
TL'(C)—ETC(A)-FT[(D)_E Z+Z:ﬁ

1 11 1 8
TL'(D)—§7T(C)+T[(B)_§ Z+Z:ﬁ

-Iteracija 2:

A) = 2n(C) = 2o 2= 3
M) =3m) =394~ 24
(B) = 2r(C) + o) = 3ot 2 2
T E g T =3 0 T2 8 T 2
©) 1 ) + (D) 12 8_09
e M) =5 a2 22
(D) = 2n(C) + (B = 2o 2= D
TR M) =31 2T

.. do koje iteracije idemo? NajCeS¢e se unapred odredi prag tolerancije kao razlika
izmedu dve iteracije koju treba zadovoljiti. Tacne vrednosti PageRanka nas ionako ne
zanimaju, ono $to je bitno je poredenje njihovih vrednosti. Time dolazimo do zakljucka
da je dovoljno iterirati do konvergencije.

Formirajmo sada matricu dimenzija n X n, gde je n broj stranica sa elementima Mj na
sledeci nacin :

0, ako ne postoji nijedan link na toj stranici
Mij = 1 .
_ inace
outdeg (i)

Matricu M odreduje usmeren graf G i moZe se pretpostaviti da je graf G jako povezan.
Mozemo zakljuciti da to znaci da ne postoji nijedan viseci ¢vor, tj. ne postoji stranica
koja nema link ka nekoj drugoj stranici. U narednom odeljku ¢e ovaj problem biti
detaljnije objasnjen.

Ukoliko pogledamo osobine matrice prelaza za lanac Markova (2.2.) mozemo zakljuciti
da ih navedena matrica ima, dakle ona je matrica prelaza. Takode je i stohastiCka
matrica jer joj je zbir po kolonama jednak 1.

Pokazimo sada kako ova matrica izgleda na konkretnom primeru grafa sa Slikel:



— 1_
0 0 =0

3

1 1
- 0 =
P=2 30
o b
- 0
_013_

Kako ¢emo sad iskoristiti ovu maticu da dobijemo PageRank?
Koristicemo jednacinu koja opisuje iterativni stepeni metod: m;,; = Pm;.

[

=

Pocetni vektor nam je m, = pa ¢emo m; dobiti na slededi nacin :

,____
N N NN
e —

] LY T2
0 0 = olla] |24
3 1 5
10101 24
m=12 " 3 "HT
1 o 1||=] =
20 4 4| |22
31501 8
] gl [p4]

Dalje mozemo nastauviti :
T[Z == Pﬂ:l = PZT[O

7T3:P7T2:P37T0

— — pr
77:7‘+1_P7T7‘_P7T0

Ako u ovu jednacinu dodamo i nasumicnog surfera (Ideja3), dolazimo do formule:

- (§)
lvan()|’

Tppq (1) = %"‘ (1-¢) Zj:j ima link ka i

Pitanje: Da li ,.(i) konvergira ka 7 (i) kada r —» ©?
DefiniSimo rastojanje izmedu iteracije i stvarne vrednosti: A,.= Y ;| (i) — 7 (i)] .

Cilj nam je da pokazemo da je lim,_, A, = 0.



Za sada znamo:

T[T(])
T (D) =5 + (1 =&)X ) ima link ka i wan()!’
()
m@) =y + (1 =&)X} ) ima link ka i wan(HI
Ako oduzmemo donju jednacinu od gornje dobijamo:
. N - (j)—m(j)
T[r+1(l) - T[(l) - (1 - 8) Z]] ima link ka i lvan(j)|
a zatim na dobijenu jednacinu primenimo nejednakost trougla:
. . I (N-1(j)
71D =D < (A = ) ). j ima link ka e

| na kraju, sumiranjem po i dobijamo:

Apyq1= Z|7Tr+1(l) (@< (1~ S)Z Z %

i i j:jimalink kai

B 7 () -7 (I
= (1= &) 2j 2. i ima link ka j " van(|

=1 =& Xjlm () = (D = (1 = &)A,.

Dakle,

A, 1< (1 — €)A, iz Eega dobijamo:

A< (1—8)>2A 1< (1—8)3A_5... < (1—&)TA,.
Kako je A, < (1 — €)"A,, sledida A,— 0 kada r — oo.

Zaklju€ak: vi, m, (i) 2 (i) .

4.1.3. Problemi

Problem 1: viseci ¢vorovi

Kao Sto je navedeno ranije, viseci ¢vor je svaka stranica koja ne poseduje link ka nekoj
drugoj stranici.

Navedimo jednostavan primer od tri &vora u kom je C viseci:



Primer 6: Viseéi ¢vor

A —C-—8B

Slika6 — Visedi évor

Kako je N jednako 3, uzmimo za pocetni vektor: v, = G%é) Tada matrica prelaza
izgleda ovako:

U prvoj iteraciji imamo :

, Sto vec deluje zabrinjavajuce.

<

[

Il

| —|
_ o o
_ o o
o O O
[ ——

Il
wino O

—_————
Wk, Wk Wk
[ .

A u drugoj nam je ve¢ sasvim jasno da nesto nije u redu jer dobijemo:

00 0
v2=0000

110

o

Dakle — PageRank svih stranica je 0.

wIlN

Jedno od mogucih reSenja ovog problema je da ih potpuno izbacimo. Medutim, medu
takvim stranicama se nalaze npr. znacajni nauc¢ni radovi u pdf formatu ka kojima vode
neki od znacajnih izvora zbog €ega zasluzuju zasluzuju velik PageRank, te ovo reSenje
nije bas najbolje.



Problem 2: disjunktni grafovi

Vratimo se na:

I

Slika5 — primer disjunktnog grafa

Problem je to Sto nema nacina da se prede iz jednog grafa u drugi ako prelazimo sa
jedne stranice na drugu samo putem linkova. Zato je nasumicni surfer dobro reSenje
za ovaj problem (Ideja3).

ReSenje za ova dva problema je uvodenje faktora prigusenja d (eng. dampling
factor). Jednacina koja opisuje PageRank sa njim izgleda ovako:

o n(j)
n(0) =1 —d) +dLj: j ima link ka i ngeg (1

Odabir ovog faktora se zasniva na balansiranju. Sto je maniji brza je konvergencija, ali
je i nerealnije opisana struktura weba. Kada faktor tezi ka 1 konvergencija je brza, ali

PageRanku.

Primer7: Kod za izraCunavanje PageRanka

Dat je kod u Pythonu! pomoc¢u kog mozemo racunati PageRank. Imamo dva sluc¢aja —
kada unosimo matricu prelaza i kada je za dati broj ¢vorova sami generisemo
poznavajuci osobine matrice prelaza. U oba slu€aja ¢emo koristiti poCetni vektor Ciji

1Kod na stranici https://www.tutorialspoint.com/page-rank-algorithm-and-implementation-using-python je
koris¢en kao osnova.



https://www.tutorialspoint.com/page-rank-algorithm-and-implementation-using-python

elementi imaju uniformnu raspodelu. Osnovu ¢&ini formula sa faktorom d. Zbog
jednostavnosti i preglednosti koristiCu mali broj &vorova.

Primer 7.1: RaCunanje PageRanka za nasumi¢no generisanu matricu prelaza i uneti
broj ¢vorova

import numpy as np
def randomInputMatrix(N):
mat = np.random.rand(N, N)
for i in range (N):
mat[i] = mat[i] / np.linalg.norm(mat[i], 1)
mat = np.transpose(mat)

print("Generisana matrica prelaza:\r\n",mat)
return mat

def pagerank N(N, eps=1.0e-8, d=0.85):

M

randomInputMatrix(N)

v = np.ones((N, 1), dtype=np.float32) / N
print("Pocetni vektor:\r\n", v)

last_v = np.ones((N, 1), dtype=np.float32) * 100

k =0

while np.linalg.norm(v - last_v, 2) > eps:
k =k +1
last v = v

v =d * np.matmul(M, v) + (1 - d) / N
print("U iteraciji ",k," PageRank vektor izgleda
ovako:\r\n",np.transpose(v))
print("Broj iteracija: ",k)
print("PageRank vektor:\r\n",np.transpose(v))
return v



Pokrenimo pogram sa sledecom linijom:

pagerank_N(5, 1.0e-3, 0.85)

Kao rezultat dobijamo sledece:

Generisana matrica prelaza:
[[0.27151177 ©.26007772 0.03581892 0.06019932 0.10870657 ]
[0.18712956 0.21005313 0.36112603 0.10946335 0.20484732]
[0.17277292 0.06126742 ©.13132594 0.27258397 0.24703583]
[0.03534824 0.1867748 ©.15907066 0.44099039 0.23405308]
[0.33323751 0.28182693 0.31265845 0.11676298 0.2053572 ]]
Pocetni vektor:
[[0.2 0.2 0.2 0.2 0.2]]
U iteraciji 1 PageRank vektor izgleda ovako:
[[0.15517343 ©.2123453 0.18044764 0.20956032 0.24247332]]
U iteraciji 2 PageRank vektor izgleda ovako:
[[0.15137572 ©.20970262 0.18345854 0.21956318 0.23589995] ]
U iteraciji 3 PageRank vektor izgleda ovako:
[[0.14991119 ©.20933709 0.18403664 0.22187838 0.23483672]]
U iteraciji 4 PageRank vektor izgleda ovako:
[[0.14953021 0.20924661 0.18418022 0.22251081 0.23453215]]
Broj iteracija: 4
PageRank vektor:
[[0.14953021 0.20924661 0.18418022 0.22251081 0.23453215]]

Za pocetak, primetimo da poredak nije isti u svim iteracijama.

U prvoj iteraciji poredak je sledeéi :
PR(¢vor5) > PR(¢vor2) > PR(¢vor4) > PR(Cvor3) > PR(Evor1),
dok je na kraju:

PR(¢vor5) > PR(¢vor4) > PR(¢vor2) > PR(Cvor3) > PR(Evor1).

Primecujemo da peti ¢vor ima najveci rank, a ¢vor 1 najmanji. Pogledajmo sada

matricu. U njenom prvom redu koji odgovara prvom c¢voru primecujemo manje

vrednosti prelaza (€ak dve vrednosti 0.0), dok u petom redu koji odgovara petom ¢voru

imamo tri verovatnoée ~ 0.3.

Napomena: Broj iteracija je mali jer je odabran prili€éno jednostavan graf i realtivno mala
preciznost. U literaturi [4] osnivaci algoritma spominju da im je bilo potrebno 50-100

iteracija stepenog metoda.



Primer 7.2. lzraGunavanje PageRanka za unetu matricu

def pagerank_M(M, eps=1.0e-8, d=0.85):

N

M.shape[1]

v = np.ones((N, 1), dtype=np.float32) / N
print("Pocetni vektor:\r\n", np.transpose(v))

last_v = np.ones((N, 1), dtype=np.float32) * 100

k =0

while np.linalg.norm(v - last v, 2) > eps:
last v = v
v =d * np.matmul(M, v) + (1 - d) / N

k=k+1
print("Broj iteracija: ",k)
print("PageRank vektor:\r\n", np.transpose(v))
return v

Ukoliko se ponovo vratimo na graf sa Slikel i pokrenemo navedeni program sa istom
matricom prelaza i istim po¢etnim vektorom sa kojima smo racunali u 4.1.2:

M = np.array([[0, 0, 1/3, @],
[1/2, e, 1/3, @],
[1/2, e, o, 1],
[0, 1, 1/3, @]])

pagerank_M(M, 1.0e-8, 0.85)

dobi¢emo sledece :

PoCetni vektor:
[[©.25 ©.25 0.25 0.25]]
Broj iteracija: 1
PageRank vektor:
[[©.10833333 0.21458333 0.35625 0.32083333]]

Razlika u izraCunatim vrednostima je nastala kao posledica dodavanja faktora d. Ono
Sto mozZemo primetiti je da je rangiranje isto - najveci rang ima ¢vor C, posle njega D,
zatim B i na kraju A.



4.2. Personalizovani PageRank

Kako mozemo personalizovati PageRank? Uticacemo na ono $to mozemo menjati —
poziciju sa koje (ponovo) krecemo, tj. biranjem ¢vora na koje Ce se “transportovati’ nas
nasumicni surfer (Ideja3).

Ako se vratimo na odeljak 4.1.3. na “iteraciju 0” primetimo da je za poCetni vektor uzeta

. , 1 1 . - . ™
uniformna raspodela verovatnoca (m, = (ﬁ, N) ,gde je N broj ¢vorova). Mi mozemo
prema li€nim preferencijama dodeliti neke druge vrednosti i krenuti od njih.

Faktor personalizacije je takode znacajan u borbi protiv “’farmi linkova” - dodavanja
stranica koji linkuju stranicu kojoj neko Zeli da povecéa rang.

Personalizovani PageRank ima Siroku primenu i smatra se da se buducnost
pretrazivanja zasniva upravo na personalizaciji, iako je raCunanje personalizovanog
PageRanka daleko komplikovanije .

4.3. Aproksimacija i azuriranje

Da bismo odrzavali PageRank azuriran pri svakoj promeni ¢vora, najjednostavnije bi
bilo da za svaku promenu raCunamo vrednosti ispoCetka. Naravno, ovo bi kostalo
dosta i zato su potrazeni nacini da se to aproksimira.

Dosadasnje metode koje su koris¢ene za aproksimaciju ili/i optimizovano azZuriranje
PageRanka dele se u dve grupe:

e Metode linearne algebre - koriste tehnike iz linearne i matricne algebre
e Monte Karlo metode - koriste mali broj nasumiénih Setnji po ¢vorovima

Medu metodama iz prve grupe se nalazi npr. stepeni metod i oni pripadaju sporim
metodama. Tu su i metode koje se zasnivaju na agregaciji i €ija je osnovna ideja da
vecina promena koje se dese izaziva zahteva samo lokalne izmene te graf mozemo
podeliti na dva podgrafa: G koji sadrzi ¢vorove na koje utiCe promena i njegov
komplement G koji sadrzi sve ostale. Azuriraju se ¢vorovi iz G,a zatim se rezulat
prenosi na pocetni graf. Ova metoda takode ume biti vrlo spora, $to nam pogotovo ne
odgovara u slu€aju kada je potrebno azuriranje u realnom vremenu (npr. u slu€aju
drustvenih mreza). Osim sa brzinom,metoda iz ove grupe mogu imati problema i sa
personalizacijom, kompleksno$éu, preciznos$éu...?

Sa druge strane, imamo Monte Karlo metode koje su vrlo efikasne i mogu dosti¢i visok
nivo personalizacije.

2 Detaljnije u literaturi [5]



Monte Karlo (eng. Monte Carlo) predstavlja grupu algoritama koje koristimo da
dobijemo numeri¢ke rezultate tako sto ponavljamo sluajne pokuSaje. NajCeSce se
koriste u sledeca tri sluc¢aja:

e Optimizacija

e NumeriCka integracija

e Generisanje uzorka kod raspodele verovatno¢e — ono sto nas zanima u ovom
radu

Dakle, interesuje nas - kako generisati uzorak iz nizova raspodele verovatnoce tako
da resimo odredjene nelinearne jednacine? Odgovor je: pomocu lanaca Markova.

Kako ¢emo doci do ovih verovatno¢a u nasem slucaju? Po zakonu velikih brojeva,
verovatnoca sluc¢ajnog dogadaja je priblizno jednaka verovatnoci tog dogadaja kada
se njegova simulacija ponavlja veliki broj puta.

Objasnimo Monte Karlo metode za aproksimaciju globalnog PageRanka i procenimo
koliko je rada potrebno da bi se njegove procene azurirale sve vreme.

Za aproksimaciju ¢emo Koristiti nasumicne Setnje koje pocinju u svakom ¢voru u mreZi
. . - v 1

traju sve do prvog reseta - dakle,svaka ima prose¢nu duZinu -

R - broj nasumicnih Setnji iz Cvora

Xv — broj prolazaka kroz ¢vor v u toku Setnje

Aproksimacija PageRank-a tada izgleda ovako:

Teorema2: Aproksimacija 7, je usko rasuta oko svog ocekivanja m,,.

Dokaz nije relevantan za ovaj rad te ga zbog kompleksnosti neCemo navoditi, a moze
se pronadi u literaturi [5].

Primedba: Aproksimacija je dovoljno dobra i za R=1, dakle definisano T, je dovoljno
dobra aproksimacija stvarne PageRank vrednosti m,,.

Analizirajmo sada koliko rada je potrebno da bi se redovno aZurirale Setnje.

Propozicijal: Neka je:

e (v:,u;) nasumiéni Evor koji stize u trenutku t (1 <t <m),
e M, broj nasumi¢nih Setnji koje treba azurirati u trenutku t (1 < t < m),
* outdeg,,(t) broj cvorova koji izlaze iz ¢vora u, nakon t pristiglih cvorova

Tada vazi:



E[M,] sﬂE[L].

€ outdegy (t)

Dokaz: Osnovna ideja dokaza je da deo Setnje treba promeniti samo kada prolazi kroz
v . . . v . v v . . . v . T
¢vor u; i ako iz njega nasumicno ide u ¢vor v,. OCekivani broj poseta ¢vora u; je %

Za svaku ovakvu posetu verovatnoca da Ce Setnja morati da se izmeni je m.lz
ut

prethodno navedenog mozemo zakljuciti da je verovatnoCa da deo Setnje treba

azurirati naJV|se Setnji ukupno ima nR. Dakle, ako primenimo linearnost

& outdegut(t)
oCekivanja dobijamo :

o Tt _
Z £ outdegut(t) Plue = u]

=D E[— ]
T e outdegy,(t)"

Ty, ]
outdegy,(t)

ovde je nasumicni permutacioni model u kom m povezanih usmerenih ¢vorova pristize
nasumicno. Za takav model imamo sledecu lemu:

Primetimo da E|[ zavisi od taénog rasta mreze. Model koji mi pretpostavljamo

Lemal: Ako je (u;, v;) €vor koji pristize u trenutku t (1 < t < m) u nasumicnoj
permutaciji ¢vorova,tada je:

El— | =-
outdegy,(t) t

Dokaz: Za nasumi¢na dodavanja vaZi

] __ outdegy(t)

Plu = u, -

|z Cega dalje mozZemo zakljuciti:

E|— = E L b=
outdeg,,(t)| T outdeg, (t) [ = ul
u

B Z 1 outdeg, (t)

T utde Gu () t




1 1 1
- Zun’u; - ;Zun’u —
Iz Propozicije2 i Leme3 dobijamo slede¢u teoremu:

Teorema3: OcCekivana koli€ina utroSenog rada potrebna za aZuriranje aproksimacija
T . ey R
m pristiglih ¢vorova je najviSe 7:—21n m.

Dokaz: Iz Propozicije2 znamo da je:

nR Tug
EM,] = £ E[outdegut(t)]’

a iz Leme3 znamo da je
pl—Tue |21
outdegy,(t) t

Dakle, zaklju€ak je:

E[M,] <22

et

Naime, za svaki deo Setnje koji treba azurirati mozemo da krenemo Setnju pocevsi iz
azuriranog Cvora ili jos bolje poc€evsi iz Cvora koji je izvor. Dakle za svaki deo Setnje
potrebno nam je 1/¢ utroSenog rada (Sto je proseCna duZina dela Setnje). Kada

R
uklju€imo to u prethodno dobijeni rezultat dobijamo: 2—2%

Sumiranjem po t (za sve trenutke) dobijamo koli€inu ukupnog utroSenog rada koji nam
je potreban u slu€aju pristizanja m ¢vorova (da bi smo aZurirali aproksimacije

konstantno) :
NMRaom 1 _ nR nR
8_22t=1; = g_sz < 8—21nm

Pri c¢emu je H,, harmonijski broj reda m.

Do sada smo razmatrali slu€aj kada Cvor pristize u graf. Razmotrimo sada obrnutu
situaciju i pokazimo da mozemo efikasno da obradimo izlazak ¢&vora iz grafa:



Propozicija2: Ako mreza ima m ¢&vorova i nasumiéno izabran ¢vor napusti graf,

oCekivana koli€ina utroSenog rada potrebnog za azuriranje delova Setnje je najviSe
nR

me?’

Dokaz: Ako je M broj delova Setnje koje treba azurirati i (u*, v*) nasumican ¢vor Kkoji
napusta graf imamo:

Iz Propozicijel :

TL’u*

E[M] <™ E[——],

outdeg,*

Iz Lemel:

3 [n

E ]
outdeg,*

| na kraju, iz Teoreme4 mozemo zakljuciti da za svaki deo Setnje koji treba azurirati
koli€ina utroSenog rada je 1/«.

Napomena: Ne moZemo aZzurirati promene u web grafu u realnom vremenu jer
nemamo mogucénost da ih uvidimo osim putem ponovnog pretrazivanja sto nije odrzivo
u realnom vremenu, a i pristup pojedinaénim stranicama moze biti skup. Sa druge
strane, sa drustvenim mrezama nemamo problem jer su promene vidljive provajderu

Napomena2: Nas u stvari zanima samo k najvaznijih stranica jer ¢e algoritam svakako
naci i preproruciti njih. Jedan od nacina da se ustedi pri raCunanju je da se fokusiramo
samo na njih.

Napomena3 : TroSak azuriranja je dodatni troSak u odnosu na troSak usled
aproksimacija. Svaki ¢vor koji se pridruzi mrezi treba dodati u njenu bazu pri ¢emu
delove nasumicne Setnje mozemo Cuvati u drugoj bazi - ,skladistu® (viSe o skladistenju
u slede¢em odeljku).

4.4. Skladistenje podataka

Zanemari¢emo ,inZenjerske“ komponente koje treba saCuvati (npr. Seme) i staviti fokus
na Cuvanje matematickih komponenti - matrica i vektora koji se koriste u PageRanku.

Sama matrica prelaza (ili njen graf) moze i ne mora stati u memoriju. Ako moze,
proracun se izvrSava na standardni nacin. Ako to nije slu€aj, istrazivaci to obi¢no
reSavaju na jedan od ova dva nacina:

e Kompresuju potrebne podatke tako da mogu da stanu u memoriju, a zatim
primenjuju modifikovani PageRank na kompresovanu verziju

¢ Ne kompresuju podatke vec razvijaju efikasne ulazne i izlazne implementacije
proracuna



Kao Sto je ve¢ navedeno ranije, jedno od mogucih reSenja bi bilo da izbacimo visece
¢vorove, ali ovo reSenje ¢emo odbaciti jer time rizikujemo da izgubimo mnoge korisne
linkove.

Umesto toga ¢emo ,pobolj$ati matricu prelaza P dodavanjem av” gde je

1 . .. .
vl = ;eT , a a je vektor koji se sastoji od elemanata

0 = {1, ako red i matrice P odgovara viseCem Cvoru
L 0, u suprotnom

P=P+av’ =>P=aP+ (1 -a)ev’
= aP + (aa + (1 — a)e)v”

Kao $to smo videli malopre, ono Sto odreduje PageRank je izraCunavanje statickog
reSenja lanca Markova. Vektor reda se moze odrediti na sledece nacine :

e NalaZenjem karakteristiénog vektora : ©’P = n”
e Resavanjem homogenog linearnog sistema : «? (I — P) = 07,
gde je | jedini¢na matrica

U oba slucaja postoji dopuna u vidu jednadine normalizacije n’e = 1, gde je e jedini¢ni
vektor kolone. Ovom normalizacijom osiguravamo da je m! vektor verovatnoéa. I-ti
elemenat tog vektora je m;, PageRank stranice i.

PocCetni izbor je bilo nalaZenje karakteristicnog korena za koje je koriScen prilicno spor
stepeni metod . Za ovakav izbor metoda postoje dobri razlozi.

Pogledajmo kako izgledaju iteracije stepenog metoda primenjene na matricu P:
Za neki po&etni vektor x (@7,
xOT = x=DTP = gxk=-DTP 1 (1 — g)xk-DTgpT
= ax* VTP 4 (1 — a)vT
= ax® VTP 4 (ax®DTqg + (1 — a))v"
Gde je x*~VT vektor verovatnoéa pa je x*VTe =1,

U ovakvom zapisu,postaje nam jasno da stepeni metod mozemo primeniti na retku
matricu P, a P i P ne moraju biti formirane ni saéuvane. Ovakav metod ,bez matrica“
je prilicno zgodan zbog veli€ine weba. Kako je P retka, svako mnozenje vektora i
matrica mozemo izvrsiti u nn(P) koraka gde je nn(P) broj ne-nula u P.



5.Poredenje sa sli¢cnim algoritmima

5.1. SALSA

SALSA (Stochastic Approach for Link-Structure Analysis) je algoritam za
rangiranje web stranica pomocu hub-ova i authority-ja zasnovan na kvalitetu
hiperlinkova izmedju njih.

Ideja potice od kreiranja web stranica dok se internet formirao : odredene stranice
(hub-ovi) su koriscene kao direktorijumi koji su bili ,katalog stranica - sadrzali su
linkove ka njima. Dobar hub - onaj koji vodi do mnogih drugih stranica, dobra authority
stranica koja je linkova od strane mnogih hub-ova.

Ovakva Sema daje dve ocene za stranice :

e Authority ocenu koja ocenjuje sadrzaj stranice
e Hub ocenu koja ocenjuje vrednost linkova ka drugim stranicama.

Matematicki predstavljeno:

a
e Hubocena:h, = 2{x|(u,x)e5}m

e Authority ocena : a, = Y.|wx)er} i

outdeg(v)
Pri ¢emu je E skup svih ¢vorova u grafu.

Na osnovu ovih ocena formiraju se dva grafa i za svaki od njih matrica prelaza — dakle
u ovom algoritmu imamo dva lanca Markova. Takode praktikujemo nasumiénu Setnju,
ali u ovom slucaju mozemo da idemo i korak napred i korak nazad. Po nacCinu na koji
smo definisali ocene mozemo primetiti da postoji jaka povezanost izmedu njih.

Aproksimacija SALSA ocena?®
Za aproksimaciju ocena u SALSA metodu sacuvacemo:

R nasumicnih Setnji koje krecu unapred iz ¢vora

+ R nasumicnih Setnji koje kre¢u unazad iz ¢vora

= 2R nasumicnih Setnji po ¢voru

3 Analogno sa aproksimacijom PageRanka, Teorema3,odeljak 4.3.



Na ovaj nacin mozZemo aproksimirati slicno kao u slu€aju PageRanka pa se
aproksimacija moze dokazati na sli¢an nacin.

Neka se ¢vor (us, v;) pridruzuje grafu u trenutku t. Za razliku od PageRanka gde samo
u; moze inicirati azuriranje, u ovom slucaju i u; i v, to mogu. Ponovo pretpostavljamo
nasumicni model permutacije i tada vazi :

outdeg, (t)
u] = —

indeg,(t)
=

Pri Eemu je indeg, (t) broj Evorova koji imaju link ka stranici v.
Navedimo sada teoremu koja je slicna Teoremi3 iz poglavlja 4.3.:

Teorema4: Oc¢ekivana koli€ina posla potrebnog za redovno azuriranje aproksimacija
16nR

- Inm

nakon pristiglih m ¢vorova je najviSe

Dokaz: Kako su teoreme vrlo sli¢ne, sli¢ni su i njihovi dokazi tako da ¢emo objasniti
odakle se pojavljuje broj 16 u ovoj teoremi koji predstavlja jedinu razliku:

2 (umesto R Setnji sada ih imamo 2R)

X 2 (sada i u; i v, mogu inicirati azuriranje pa duplo vise Setnji treba biti azurirano u
svakom trenutku)

X 4 (svaki deo Setnje sada umesto 1/¢ ima pro$e€nu duzinu 2 /¢ jer su reseti dozvoljeni
samo u slucéaju koraka unapred, pa umesto (1/¢)? imamo (2/¢)? = 4/£?)

=16

5.2. HITS

HITS (Hyperlink-Induced Topic Search) je algoritam za rangiranje web stranica
pomocu analize linkova (isto kao i PageRank i SALSA) i kao i SALSA Koristi princip
dve ocene (hub-ove i authority-je).



Kao §to je definisano u 5.1:
e Hubocena:h, = Z{xl(v,x)EE}indZ% , gde je indeg(x) broj ulaza u ¢vor

e Authority ocena: a, = Z{vl(”'x)EE}#:g(v) , gde je outdeg(x) broj ulaza u ¢vor

Inicijalno im dodelimo vrednosti 1. Neka je A matrica povezanosti - kvadratna matrica
1, ako postoji link od i ka j .

koja ima vrednosti Aij = { o i neka je AT njena transponovana
0, inace
matrica. Oznacimo sa k vektor svih hub ocena i sa d vektor svih authority ocena. Tada
vazi:
h— Ad
G« ATHh.
Iskoristimo cikli€nost ovih izraza da bismo mogli da ih zapiSemo jedan preko drugog :
h — AATH
a < ATAd.

| ako uvedemo sada nepoznate karakteristicne vrednosti A, (za AAT )i A,(za ATA)
dobijamo:

Ovaj iterativni metod je ekvivalentan stepenom metodu koji koristimo kod PageRanka.

5.3. Poredenje algoritama

= HITS vs PageRank

HITS i PageRank su nastali u priblizno vreme i imaju dosta sli¢nosti. HITS algoritam je
za razliku od PageRank algoritma imun na vise¢e ¢vorove i paukove mreze pa nije
potrebno ,rezanje“ da bi se zaobisli problemi koje ima PageRank. Algoritam se
zavrSava po svakom upitu (za razliku od PR). Najve¢a mana je $to ne mogu da se
koriste transponovane matrice ili redukovanje matrica da bi se povecéala efikasnost.
HITS ne koristi lanac Markova ve¢ matricu autoriteta i matricu hubova i kao rezultat
toga vracéa i autoritet i hub ocenu stranice dok PR vra¢a samo jednu. Ovo takode znadi
i da za svaki upit HITS vrSi dva raunanja dok PR vrsi samo jedno.



= SALSA vs PageRank

SALSA (kao i HITS) dodeljuje dve ocene svakoj web stranici (hub i authority) radi na
usmerenom podgrafu koji je odredjen temom za razliku od Pageranka koji daje
jedinstvenu ocenu. Kao PageRank, SALSA algoritam izracunava ocene simulirajuci
nasumicnu setnju kroz lanac Markova koji predstavlja graf web stranica. Medjutim,
SALSA radi sa dva lanca Markova (lanac hub-ova i lanac authority-ja), dok PageRank
radi samo sa jednim — daje tezinske koeficijente na posebno na osnovu ulaznih, a
posebno na osnovu izlaznih linkova. Manje je osetljiva na visece Cvorove i disjunktne
grafove zbog svoje strukture.



6.Primena PageRank i personalizovanog
PageRank algoritma na sisteme preporuke

6.1. Sistem za preporuku filmova

Posmatrajmo sistem koji se sastoji od grupe korisnika i grupe proizvoda gde svaki
korisnik odreduje koji proizvodi su mu se svideli. Uzmimo kao primer sistem za
preporuku filmova* koji je naveden u referenci [2]. Kako se moze iskoristiti PageRank
za preporuku novih filmova svakom korisniku zasnovanu na interesovanjima sli¢nih
korisnika?

Ukoliko sam korisnik ovakvog sistema, postoje dve vazne Ccinjenice pri odabiru
sledeceqg filma:

» Film mi je relevantan ako se svida sli¢nim korisnicima
» Korisnik mi je slican ako mu se svidaju filmovi koji su meni relevantni

Time dobijamo cikli¢no definisanje kao kod PageRanka, ali smo kod njega takode videli
da mozZzemo da napravimo nezavisne jednacine zasnovane na tome i da zatim
reSavamo sistem jednacina uz odgovarajuce uslove.

Kao i kod PageRanka, krenimo sa najjednostavnijom idejom:

rel(m) = Zosobe i koje vole filmm sim(i),

Sim(i) = Zfilmovi m koji se svidaju osobi i rel(m).

Analogno sa Idejom1 — ne mozemo tretirati isto kada se nekome svida dosta proizvoda
i kada se nekome svida njih nekoliko, ve¢ ¢emo viSe vrednovati preporuke te druge
osobe.

Upravo zato ¢emo postupiti analogno sa Idejom2 — dodacemo normalizaciju.

Normalizovacemo relevantnost filma sa brojem ljudi kojima se svida:

sim(i)

rel(m) = — — P
(m) broj filmova koji mu se svidaju
osobe i kojevole filmm

4 U navedenom sistemu imamo korisnike i filmove i relacije medu njima su tako uredene da svaki korisnik bira
filmove koji mu se svidaju i korisnike sa slicnim ukusom na osnovu filmova koji se njima svidaju.



i normalizovacemo svidanja korisnika sa brojem filmova koji im se svidaju:

rel(m)

Slm(l) = Zfilmovi m koji se svidaju osobi i broj korisnika ko jima se svida’

Sada mozemo (slicno kao u PageRank algoritmu) da sprovedemo interpretaciju
nasumicne Setnje za navedene jednacine. Posmatracemo bipartitivan graf sa dve
grupe ¢vorova: grupu korisnika i grupu proizvoda. Veze izmedu njih idu u oba pravca:
ako se korisniku u svida film m, jedna strelica ide od ¢vora u ka ¢voru m i jedna obrnuto,
od ¢vora m ka ¢voru u.

<
U1 N,
ml
U,
m2
U,
=g
m3
u,

Slika7 — Graf sa grupom korisnika ui i grupom proizvoda mi

Na osnovu prethodno navedenog, nije teSko zakljuCiti da prethodne dve jednacine
predstavljaju verovatnoce nasumicne Setnje po bipartitivnom grafu.

Ako ponovo napravimo analogiju sa ldejom2, shvatiCemo Sta nam je potrebno da
bismo mogli da reSimo ove jednacine - dodavanje uslova koji ¢e obezbediti dobru
definisanost :

sti proivodi na trzistu rel(m) = 1.

Ovim smo definisali globalni rank za filmove. Medutim, Cesto Zelimo da rankiramo
filmove u odnosu na nekog korisnika (npr. korisnika u). Da bismo to mogli, uklju€icemo
teleport u nasumicne Setnje na sledeci naCin : kada smo u ¢voru koji predstavalja



proizvod, verovatnoéa da se vratimo u ¢vor u je ¢, dok je verovatnoc¢a da nastavimo sa
nasumicnom Setnjom 1 — €. Ovakav pristup omogucava korisnicima da potraze filmove
korisnika koji su im interesantni. Verovatno¢e u ovom slucaju izgledaju ovako:

rel(m) = z sim(i)
i kojima se svidam broj filmova koji mu se svidaju’

sim(i) = (1 — s)z rel(m) o=t

m koji se svidaju i broj korisnika ko jima se svida 0,inace

Na ovaj nacin je reSen problem sa disjunktnim grafovima (kao i kod PageRank-a).



6.2. Socijalna mreZa

Na primeru socijalne mreze ° iz reference [2] ¢éemo preko korisnika i njihovih objava
detaljnije objasniti gore navedeni princip proizvodaca i potro$aca.

Za rangiranje objava moZemo koristiti PageRank, a za rangiranje Kkorisnika
personalizovani PageRank.

Ako predstavimo socijalnu mrezu kao graf, neka korisnici i objave budu predstavljeni
kao ¢vorovi. Veze izmedju njih neka postoje u slu€aju pracenja, objavljivanja i deljenja
objava.

Primer8 : Graf socijalne mreze

A — 1 Korisnik B prati korisnika A ;
korisnik A je objavio t, a
korisnik C je podelio tu objavu
na svom profilu.

B C

Slika8 - Jednostavan graf socijalne mreze

Iskoristimo 6.1.Sistem za preporuku filmova kao ideju za algoritam koji se Kkoristi za
preporucivanje prijatelja na socijalnoj mrezi. Sve korisnike socijalne mreze mozemo
posmatrati kao proizvodaCe i potroSate pa ¢emo za svakog napraviti njihove
sopstvene kopije : proizvodac-kopiju i potroSac-kopiju. Ukoliko u prati v, u je potrosac,
a v je proizvodac. Dakle na bipartitivnom grafu ¢emo imati strelicu od u do v i stralicu
od v do u. Primenom personalizovanog PageRank algoritma dobijamo preporucenog
novog prijatelja (proizvodaca) za svakog korisnika.

sKao i kod vecine socijalnih mreza, svaki korisnik ima svoj profil na kome moze da
objavljuje zeljeni sadrzaj ili da deli sadrzaj koji je neko drugi objavio. Konekciju
izmedu korisnika nazivamo ,pracenje”’ dakle ukoliko korisniku svidaju objave nekom
drugog korisnika,na njegovom profilu moze oznaciti da zeli da ga prati, tj. da dobija
obavestenja o njegovim objavama.



7. Zakljucak

Algoritam PageRank svakako predstavlja osnovu najpoznatijeg pretrazivaca, ali
od njega zavisi samo odredeni procenat rangiranja, dok ostatak zavisi od organizacije
i sadrzaja koda na sajtu.

Svakim danom se pojavljuje novi nacin za naruSavanje ranga, a kao odgovor
na to i nova pravila i zahtevi koje korisnici sa svojim sajtovima treba da postuju.
Poslednjih godina pojavila se potpuno odvojena grana kompjuterskih nauka koja se
bavi vidljivoS¢u na webu.

PageRank vrednosti mozemo najlakse utvrditi uz pomo¢ Google ToolBar-a koji
pokazuje vrednost izmedu 0 i 10. Google ToolBar ne pokazuje verovatnocu, vec taCan
rang u vrednostima od 0 do10 koji su definisani po logaritamskoj skali (PR 4-5 je tipi¢an
za vecinu sajtova sa prosecnom popularno$éu, PR 6 imaju veoma popularni web
sajtovi, PR 7 je gotovo nedostizan za obi¢ne webmastere, PR 8-9-10 dostiZzu web
sajtovi velikih kompanija kao sto su Google, FaceBook itd.).

Pored rangiranja u pretrazi, znaCajnu ulogu igra i personalizacija pretrage.
Personalizacija Googla je posebno osetljiva tema. Po nekim misljenjima otiSla je
predaleko jer se kao parametri za personalizaciju koriste sve privatniji podaci. Mozemo
primetiti da reklame koje nam iskacCu prilikom koriSéenja raznih aplikacija su u dobroj
meri povezane sa pojmovima koje smo ,guglali i stranicama koje smo posedivali.
Balansiranje izmedu poverljivosti informacija i $to bolje personalizacije sigurno nije
jednostavan posao.

Cinjenica je da ovaj algoritam povezuje pretraZivanje, oglasavanje i sisteme
preporuke. Njegov najjaci adut je sposobnost procenjivanja ,mera“ mreze. Ostaje da
vidimo kako ¢e se sa ovim izazovima (i mozda nekim novim) suoCavati ovaj algoritam
u buducnosti i kako ¢e ih prevazilaziti.
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