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SADRZAJ




Predgovor

U ovom radu proucavan je Poasonov proces kao jedan od vaznijih sto-
hastickih procesa. Motivacija za izucavanje ove teme lezi u znacajnoj ulozi
ovih procesa u modeliranju raznih pojava slucajnog karaktera. U radu je
najpre detaljno proucavan homogeni Poasonov proces ¢ija primena je ilus-
trovana na primeru telegrafskog signala. Pored homogenog Poasonovog pro-
cesa izucavani su i nehomogeni Poasonov proces, slozeni Poasonov proces,
dvostruko - stohasticki Poasonov proces i filtrirani Poasonov proces. Posebno
su proucavani i takozvani procesi obnavljanja.

Zahvalila bih se svom mentoru, dr Danijeli Rajter - Cirié, na nesebicnoj
pomodi i podrsci pruzenoj onda kada mi je bila najpotrebnija. Takode joj
se zahvaljujem na korisnim savetima upucenim u toku izrade ovog rada. Za-
hvalila bih i svima onima koji su mi, na bilo koji nacin, pruzili pomo¢ i
podrsku, prvenstveno svojoj porodici i prijateljima Sandri, Tamari, Senadi i
Feliksu. Posebnu zahvalnost dugujem i Smuk Aleksandru.






Glava 1

Uvodni pojmovi

1.1 Stohasticki procesi

Definicija stohastickog procesa

Zamislimo da se u svakom vremenskom trenutku ¢ € T, gde je T' C R, pos-
matra neka karakteristika X sistema koja je slucajnog karaktera. Tada je
X(t) neka slucajna promenljiva, za svako t. Zato na skup svih slu¢ajnih
promenljivih {X (t) };er mozemo gledati kao na slucajnu velicinu koja se
menja u vremenu, odnosno dobijamo jednu sluc¢ajnu funkciju vremena. U
tom slucaju familiju {X (¢)}ic; zovemo stohasticki (slucajni) proces.

Definicija 1.1.1 Stohasticki (sluc¢ajni) proces {X(t),t € T} = {X(t)}ter
je familija slucajnih promenljivih definisanih na istom prostoru verovatnoca
(Q,F, P). Skup T zovemo parametarski skup, a realni prostor R% skup stanja
procesa (X : Q — RY).

Ako je parametarski skup 1" prebrojiv govorimo o nizu, lancu slucajnih
promenljivih. Specijalno, ako je T" konacan, tada imamo konatno mnogo
slu¢ajnih promenljivih.

Slucajni proces { X (t) }rer = {X (¢, w) her je, zapravo, funkcija dva parame-
tra, t i w. Koristi¢emo kraéi zapis { X (¢) }er.

Ukoliko fiksiramo w € €2 , dobijamo realnu funkciju definisanu na skupu T
koja se zove trajektorija (realizacija) stohastickog procesa X (t).

Ukoliko fiksiramo ¢ € T' dobijamo jednu slucajnu promenljivu koja se zove
zasek ili secenje u trenutku ¢. Ta slucajna promenljiva ima svoju funkciju
raspodele

Fi(t,z) = P{X(t) < x},
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za t fiksirano.

Ovi jednodimenzionalni zakoni raspodele nisu dovoljni za kategorizaciju sto-
hastickog procesa, osim u odredenim specijalnim slucajevima. U opstem
sluc¢aju je neophodno poznavati visSedimenzionalne zakone raspodela, odnosno
konacno-dimenzionalne raspodele procesa.

Definicija 1.1.2 Konacno-dimenzionalne raspodele stohastickog procesa { X (t),t €
T} su date sa:

Fi(x) = Fi(t;z) = P{X(t) < x}
Ft17t2($1,$2) = Fz(tl,tQ;l’l,xg) = P{X(t1> < $1,X(t2) < IQ}

Foo o (@, . xn) = Fulty,..  tesx,..o ) = P{X(0) <z1,..., X(t,) < 20}

gde sut,ty,...t, €T, i x1,29,...R.

Neka svojstva stohastickih procesa

Srednja vrednost ili ocekivanje procesa X; je preslikavanje my : T — R
definisano kao
Autokorelaciona funkcija procesa X; je

Rz<t17 t2) = E<Xt17 th)'
Autokovarijansna funkcija procesa X; je

Cx(t1,t2) = E[(Xy, —mx(t1))(Xe, — mx(t2))]

= BE(Xy,Xy,) — mx(ty)mx(t2).

Uzajamno korelaciona funkcija dva procesa X; i Y; je
Cxy(t, s) = B[(Xy —mx(t))(Ys — my(s))].
Disperzija stohastickog procesa X; je
Dx(t) = Cx(t,t) = BE(X}) —mx(t) = E(X]) — (E(X))™.
Koeficijent korelacije procesa X; je
Cx (t1,12) E(Xyy, Xi,) — mx (t)mx (t2)

px(ti,t2) = p(ti, tz) = Dx (1) Dx (t2) B V/Dx (t1)Dx (t2)
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Neke klase stohastickih procesa

Definicija 1.1.3 Za proces {X (t),t € T} za koji vazi da su sluc¢ajne promenljive

(. privastaji) X (to), X(t2) — X(to), X(t2) — X(t2), .. X(tn) — X (ta_1),
... mezavisni za bilo koji wzbor to < t; < ... < t, < ..., kaZemo da je sto-
hasticki proces sa nezavisnim prirastajima.

Definicija 1.1.4 Ako slucajne promenljive X (to+h) — X (t1+h) @ X(t2) —
X(t1) imaju istu funkciju raspodele, za svako h ity < ty, tada je stohasticki
proces { X (t),t € T'} proces sa stacionarnim prirastajima.

Definicija 1.1.5 Za stohasticki proces {X(t),t € T} kaZemo da je sta-
cionaran, odnosno strogo stacionaran, ako su njegove konacno - dimenzione
raspodele invarijantne u odnosu na translaciju vremena, tj. ako vazi

Foihtorhtpin (@1, @) = Fy gy 4, (1, .o ), za svako hyty, ... t, € T.

Napomena: Vrednost h mora se birati tako da je t, + h € T, za k € N.

Za strogo stacionarne procese vaze osobine:

1.) mx(t) = ¢ = const,

2) Ox(tl, tg) = OX(tl - t2)7

koje su iskoriséene za definisanje slabo stacionarnih procesa.

Definicija 1.1.6 Za proces {X(t),t € T} kaZemo da je slabo stacionaran
proces ako vaze sledece osobine:

1.) mx(t) = ¢ = const,

2) Cx(tl,tg) - Cx(tl - t2)
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1.2 Lanci Markova

Definicija 1.2.1 Za stohasticki proces {X(t),t € T} kaZemo da je proces
Markova ukoliko vazi

P{X(th11) € A|X(t) = x4, t <t} = P{X(tn11) € A| X (tn) = 4, },

za svaki dogadaj is skupa A i za svaki vremenski trenutak t, < t,i 1.

Dakle, verovatnoca da Ce proces preci iz nekog stanja z;, u kojem se nalazi
u trenutku ¢,, u neko drugo stanje iz skupa A u trenutku t,,; ne zavisi
od nacina na koji je proces dospeo u stanje xz;, iz stanja z;, u kojem se
proces nalazio u poc¢etnom trenutku ty,. Drugim rec¢ima, svojstvo Markova
znaci da evolucija sistema u buduénosti zavisi iskljucivo od stanja sistema u
sadasnjosti, a ne od ponasanja sistema u proslosti.

Diskretni slucaj lanaca Markova

Ukoliko je parametarski skup 7" stohastickog procesa { X (t),t € T'} prebrojiv,
govorimo o lancu. U ovom slucaju, stohasticki proces je oblika {X,,n € Ny}
i ima prebrojiv skup moguéih vrednosti {x1, zs, ...}, koji se zove jos i skup
stanja.

Definicija 1.2.2 Niz slucajnih promenljivih sa jednakim skupom stanja zove
se lanac Markova ako za proizvoline n > ki > ko > ... > k., v € R vazi

P{Xn = xn’Xkl = xklanQ = Tkyy - - - 7XkT = iL‘kT} = P{Xn = xn|Xk1 = $k1}.

Definicija 1.2.3 Verovatnoéa prelaza iz i-tog u j-to stanje (u jednom ko-
raku) je
P{Xm+1 = .CCJ|Xm = Z‘Z} = lej,m+1.

. . 1 . , 1
Ukoliko verovatnoca p;nj’m+ ne zavisi od m (tj. pI""

/L?j
homogen.
Matrica P = [p; j];; se zove matrica prelaza za jedan korak.

= p;;), onda je lanac

Sli¢no, mozemo da govorimo o verovatnoéi prelaza iz i-tog u j-to stanje,
ali u n koraka.
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Definicija 1.2.4 Verovatnoca prelaza iz i-tog u j-to stanje u n koraka je
pij(n) = P{Xoyr = 7;| X} = :}.
Matrica prelaza za n koraka je

P(n) = P, = [pi;(n)]i;-

Metod za izracunavanje verovatnoce prelaza iz i-tog u j-to stanje u n
koraka obezbeduje nam jednacina Cepmen - Kolmogorova.

Tvrdenje 1.2.1 Jednacina Cepmen - Kolmogorova
pij(n+m) = Zpi,k(n)pk,j(m),
k=0
za svako m,n > 0 1 za svako 1, J.

Matriéno zapisana jednacina Cepmen - Kolmogorova glasi:
P =P, Pp,.
Ako uvrstimo n = m = 1, dobijamo
P,=P-P=P

Dalje,
P;=P,-P=P?.P=P3

Py =P-P=P.pP=P,

P, = P".

Definicija 1.2.5 Lanac Markova ciji je skup stanja i € Z zove se slucajan
hod ako za neko p € (0,1) vazi

Pijgn =P =1—pi;i1.

Kod diskretnog slucaja lanaca Markova, vreme koje sistem provede u
datom stanju je deterministicki odredeno. Za razliku od diskretnog, kod
neprekidnog slucaja lanaca Markova vreme koje sistem provede u datom
stanju je slucajna promenljiva koja ima eksponencijalnu raspodelu.
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Glava 2

Poasonovi procesi

2.1 Definicija Poasonovog procesa

Poasonov proces nosi naziv po francuskom matematicaru Simeo-Deni Poa-
sonu', i predstavlja stohasticki proces u kojem se dogadaji desavaju neprekidno
i nezavisno jedan od drugog. Poasonovi procesi jesu neprekidan slucaj lanaca
Markova.

Primeri koji se mogu opisati kao Poasonovi procesi su posete nekom web
sajtu, radioaktivnost atoma, telefonski pozivi, itd ...

Definicija 2.1.1 Neka je N(t) ukupan broj dogadaja koji se dese u intervalu
[0,t]. Stohasticki proces {N(t),t > 0} zove se proces brojanja dogadaja ili
proces prebrajanja.

Procesi prebrajanja imaju sledeé¢e osobine:

1. Za fiksirano t, N(t) je slu¢ajna promenljiva ¢ije su vrednosti iz skupa
Np.

2. Funkcija N(t) je neopadajuéa, tj.
N(t2) - N<t1) Z 07 ako je lo > 1y Z 07

stavise, N (ty) — N (t1) jeste broj dogadaja koji se jave u intervalu (1, ts].

!Simeon - Denis Poisson (1781 - 1840)
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Definicija 2.1.2 (Homogeni) Poasonov proces sa stopom rasta A, A > 0 je
proces prebrajanja {N(t),t > 0} za koji vazi:

1. N(0) =0;
2. Proces N(t) ima nezavisne prirastaje;

3. Broj dogadaja u proizvoljnom intervalu duzZine t ima Poasonovu raspodelu
sa parametrom At, tj.

P{N(t+s)— N(s)=n} = e‘At&, za svako t > 0 in € Ny.

Iz predhodne jednakosti mozemo zakljuciti da Poasonov proces ima sta-
cionarne prirastaje jer raspodela dogadaja N(t 4+ s) — N(s) ne zavisi od s,
odnosno, zavisi samo od duzine intervala, a ne zavisi od njegovog polozaja
na vremenskoj osi.

Ako u definiciji Poasonovog procesa preciziramo da je {N(t),t > 0} proces
sa nezavisnim i stacionarnim prirastajima, tada umesto poslednjeg uslova iz
definicije mozemo pisati sledece uslove:

P{N(h)=1} = Mh+o(h) (2.1)
P{N(h)=0} = 1—=Ah+o(h), ‘
gde je h duzina intervala i pri cemu vazi limh_,o@ =0.

Dakle, verovatnoca da ¢e se na intervalu duzine h desiti tacno jedan dogadaj
mora biti proporcionalna duzini tog intervala uz uslov koji je zanemarljiv
ukoliko je h dovoljno malo, odnosno ukoliko je interval dovoljno kratak.
Stavise, vazi da je

P{N(h)>2}=1—(P{N(h) =0} + P{N(h) =1}) = o(h).
Stoga ne postoji moguénost da ¢e se u proizvoljnom intervalu (tg,to + h)

pojaviti dva ili vise dogadaja. Medutim, slucaj kada ¢e h biti znacajno malo
realno je malo verovatan.

Moze se pokazati da ako N(h) : P(Ah), onda su uslovi (2.1) zadovoljeni.
Zaista, koriste¢i Tejlorov razvoj, imamo:

Y (AR)?
PAN(h) =0} = e =1 = Mo+ T 4. = 1= M+ oh),

P{N(h) = 1} = Mhe™™ = Ah(1 — M + o(h)) = A + o(h).
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Moze se pokazati da su uslovi (2.1) zadovoljeni kada su prirastaji procesa
{N(t),t > 0} stacionarni i za opstiji slucaj, kada je stopa rasta A = \(t), o
¢emu ¢e biti rec¢i u narednom poglavlju.

Posto sluc¢ajna promenljiva N (¢) ima Poasonovu raspodelu sa parametrom
At,t > 0, mozemo odrediti ocekivanje i disperziju ovog procesa.

) = At

) = A, (2.2)
E(N?*(t)) = D(N(@))+ (E(N(t))* =Xt + X

Dalje, koristimo osobinu da su prirastaji Poasonovog procesa nezavisni i sta-

cionarni kako bismo odredili autokorelacionu funkciju. Koristeéi jednakosti
(2.2) , imamo da je autokorelaciona funkcija Poasonovog procesa N (t)

Rn(t,t+s) = E(N({)N(t+s))
= E(N[N(t+s) = N(1)]) + E(N*(t))
= E(N@®)E(N(t+s) — N(t) + E(N*(t))
MAs + (Mt + N*t)
Nt(t+ s) + Mt

Sledi da je autokovarijansna funkcija Poasonovog procesa

Cn(t,it+s) = Rn(t,t+s)—E(N())E(N(t+s))
Nt(t+s) + Mt — M\t + 5)) = Mt

Za proizvoljne vrednosti ¢ i t5 funkcija autokovarijanse Poasonovog procesa
sa parametrom rasta A > 0 data je kao

CN(tl,tg) =\ min{tl,tg}.

Obzirom da ocekivanje Poasonovog procesa zavisi od promenljive ¢, mozemo
zakljuciti da ovaj proces nije slabo stacionaran proces, iako su njegovi prirastaji
stacionarni.

Primer2.1.1. Pretpostavimo da se kvar neke masine javlja nedeljno, u
skladu sa Poasonovim procesom sa stopom rasta A = 2, a da se na intervalu
[0, 1] jave tacno dva kvara. Neka je ty > 3 proizvoljna vrednost za t.

a) Koja je verovatnoca da ¢e u trenutku ¢y proc¢i bar dve nedelje od:
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i) poslednjeg kvara?
ii) pretposlednjeg kvara?
b) Koja je verovatnoca da se, pocev od ty, nete pojaviti nijedan kvar u

naredna dva dana, ako se zna da se u protekle dve nedelje pojavio tacno
jedan kvar?

Resenje:

Da bismo resili problem, najpre moramo odrediti vrednost parametra Poa-
sonove raspodele za svako pitanje posebno. Neka je N(t) broj kvarova koji
se jave na intervalu [0, ], gde se t meri nedeljama. Posto je prosecna stopa
pojavljivanja kvara 2 nedeljno, slu¢ajna promenljiva N(¢) imaée Poasonovu
raspodelu sa parametrom 2t.

a) i) Zanima nas broj kvarova tokom perioda od dve nedelje. Obzirom
da Poasonov proces ima stacionarne prirastaje, mozemo izracunati
verovatno¢u uzimajuéi u obzir slu¢ajnu promenljivu N(2) : P(4).
Racunamo:

P{N(2) =0} = e *20.0183.
Dakle, odgovor je 1.83%.

ii) Od pretposlednjeg kvara je proslo dve nedelje ako i samo ako je broj
kvarova na intervalu [ty — 2,to] ili 0 ili 1. Zato ra¢unamo:

P{N(2) <1} = P{N(2) =0} + P{N(2) = 1} = e (1 + 4) = 0.0916.
Dakle, odgovor je 9.16%.

b) Posto Poasonov proces ima nezavisne prirastaje, podatak da se u posled-
nje dve nedelje desio jedan kvar nije bitan u ovom slucaju. Nas zanima

(o) m=n () ()

sto je, kada izracunamo,

P {N (%) — o} — 77 2 0.5647.

Dakle, odgovor je 56.47%.
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U pokazanom primeru pretpostavili smo da je stopa rasta Poasonovog
procesa ista za svaki dan u nedelji. U praksi, ova pretpostavka nije realna,
jer je stopa rasta po danima verovatno razli¢ita. Na primer, realno je pret-
postaviti da je stopa kvara masine razlicita radnim danima u odnosu na
neradne dane, kada se masina ni ne koristi. Takode, realno je pretpostaviti
da stopa rasta varira i u toku dana. Dakle, ukoliko zelimo realnije da razma-
tramo ovaj problem, moramo koristiti parametar A koji nije konstantan, nego
je promenljiv u odnosu na vreme, odnosno, A bi trebalo da bude funkcija od
t, o cemu ¢emo govoriti u narednom poglavlju.

Tvrdenje 2.1.1 Neka su {Ny(t),t > 0} i {N2(t),t > 0} dva nezavisna Poa-
sonova procesa sa stopama rasta Ay i Ao, respektivno. Proces {N(t),t > 0}

definisan kao
N(t) = Ni(t) + Nao(t)

je takode Poasonov proces sa stopom rasta A := A\ + Ag.

Dokaz: Da bismo dokazali tvrdenje pokazac¢emo da i za zbir Poasonovih
procesa vaze osobine Poasonovog procesa. Najpre pokazujemo prvu osobinu

Sto vazi.

Dalje, posto su prirastaji procesa {Ny(t),t > 0} i {Ny(t),t > 0} nezavisni,
mozemo pokazati da su nezavisi i prirstaji procesa {N(t),¢ > 0}.

Pisemo:

N(tg) = N(ts-1) = (Ni(tr) — Ni(te-1)) + (Na(te) — Na(tr-1))
(N1(tr) + No(t)) — (Ni(te-1) + Na(tr-1)),

Sto takode vazi. Suma nezavisnih Poasonovih slucajnih promenljivih sa
stopama rasta A\; i Ay takode ima Poasonovu raspodelu sa stopom rasta
A= A + A\g. Zaista, ako X; : P(\;), tada je njegova funkcija generatrise
momenata data sa

My, (t) = e - exp{e'\;}.

7

Dalje sledi da je

My, 1x,(t) "= My, (t) - Mx, (t) = e eaplel (A + A2)}.



18 Poasonovi procesi

Dakle, mozemo pokazati da je
N(T+1) = N(7) = (Ni(T+1) = Ni(7)) + (No(7+1) = No(7)) - P((A1 + A1),

za svako 7,t > 0. ]

Ovo tvrdenje mozemo uopstiti i za vise nezavisnih Poasonovih procesa.

Obrnuto, mozemo rastaviti Poasonov proces {N(t),t > 0} sa stopom rasta
A u j nezavisnih Poasonovih procesa sa stopama rasta \;, za ¢+ =1,2,...,7,
gde vazi da je A = Ay + Aoy + ... + A, kao Sto sledi.
Pretpostavimo da je svaki dogadaj koji se desi klasifikovan kao tip ¢ sa
verovatnocom dogadaja p;, ¢ = 1,2...7, nezavisno od ostalih dogadaja, a
gde vazi da je p; +...p; = 1. Neka je N;(t) broj dogadaja tipa i na intervalu
0,t]. Pokazaéemo sledeée tvrdenje.

Tvrdenje 2.1.2 Stohasticki procesi {N;(t),t > 0},i = 1,...,j koji pred-
stavljaju broj dogadaja tipa i na intervalu [0,t], svaki sa verovatnoéom do-
gadaja p;, gde je p1+...+p; = 1, jesu nezavisni Poasonovi procesi sa stopom
rasta \; ;== Ap; zai=1,2,...,7.

J
Posto je N(t) = Z N;(t), mozemo koristiti slede¢i zapis:
i=1

P{N;=ny,...,Nj=n;} =Y P{Ny=mny,...,N; =n;|N =k} - P{N = k}
k=0

Neka je n :=n; + ...+ n;. Dalje raspisujemo uslovnu verovatnocu:

n! J "
P{lenh'"?Nj:nj’N:n}:nll. .n.lnpil'
R

Ovo je primena multinomne raspodele koja uopstava binomnu raspodelu.
Dalje sledi

LR - S V)
P{NIanayNj:nj} = {—Hlpl }6 T

nyl-.oon !
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iz ¢ega sledi da je

Apit)™i
P{N; =n;} = ef’\pit—( P ") yzai=1,...,7,

7.

J
P{lenl,,NJZHJ}ZHP{NZ:TLZ}
i=1

Dakle, mozemo zakljuciti da slucajne promenljive N;(¢) imaju Poasonovu
raspodelu sa stopom rasta Ap;t, za i =1,...,7 i da su one nezavisne. Dalje,
posto Poasonov proces {N(t),¢ > 0} ima nezavisne i stacionarne prirastaje,
vazi da i procesi {N;(t),t > 0} imaju nezavisne i stacionarne prirastaje, za
svako i, takode. Sada mozemo zakljuciti da N;(7 +t) — N;(t) : P(Apit), za
i =1,2,...,7. Kona¢no, posto je N(0) = 0, vazi i da je N;(0) = ... =
N;(0) = 0. Stoga mozemo zakljuciti da procesi {N;(t),t > 0} zadovoljavaju
sve uslove iz definicije Poasonovog procesa i nezavisni su, ¢ime je tvrdenje
dokazano. m

Napomena: Posto je proizvoljan dogadaj klasifikovan kao tip i, on ne
sme zavisiti od vremena u kojem se dogadaj desio.

Predasnje opisan Poasonov proces mogli smo objasniti na drugi nacin,
racunajuéi verovatnocu broja dogadaja na intervalu duzine §. U tom smislu,
imali bismo:

P{N;(0) =1} = P{N;(6) =1|N(5) =1} - P{N(5) =1}
+P{N;(0) = 1|N(§) > 1} - P{N(9) > 1}
= pie N+ 0(6)
= pi(Ad+0(9)) + o(9)
Stavise, mozemo zapisati da
P{N;(0) = 0} =1 —=Ap;d + 0(d),
jer je N;(0) < N(9), za svako i, $to implicira da je
P{N;(8) > 2} < P{N(6) <2} = 0(9).

Izvodenjem dokaza na ovaj nac¢in, moze se pokazati da su procesi {N;(t),t >
0} zaista nezavisni Poasonovi procesi sa stopom rasta Ap;, za i = 1,2, ..., 7.
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Posto je Poasonov proces neprekidan slucaj lanaca Markova, mozemo tvrditi
da vreme 7; koje proces provede u stanju i € {0,1,...} ima eksponenci-
jalnu raspodelu sa parametrom \; > 0, i da su sluc¢ajne promenljive 1y, 74, . ..
nezavisne. Dalje, obzirom da Poasonov proces ima nezavisne i stacionarne
prirastaje, sa tacke gledista verovatnoce,proces moze iznova da pocne u bilo
kom vremenskom trenutku. Sledi da svi 7;, za ¢ = 0,1,... imaju istu
raspodelu. Ostalo nam je jos da nademo zajednicki parametar slucajnih
promenljivih 7;.
Vazi da je

P{ry >t} = P{N, =0} = e,
odakle sledi da je funkcija gustine ove slucajne promenljive

Or (t) = %(1 —e ™M)y =Xe ™M zat>0.

To znaci da 7y : £(A), pa mozemo definisati sledece tvrdenje.

Tvrdenje 2.1.3 Neka je {N(t),t > 0} Poasonov proces sa stopom rasta
A, a T; vreme koje proces provede u stanju i, za i = 0,1,.... Slucajne
promenljive 7;, ¢ = 0,1, ... su nezavisne slucajne promenljive sa eksponenci-
jalnom raspodelom sa parametrom \.

N()

To

I
T
Slika 2.1: Primer trajektorije Poasonovog procesa
Lema 2.1.1 Neka su Xi,..., X, nezavisne slucajne promenljive sa ekspo-

nencijalnom raspodelom sa parametrom A, za svako i. Tada slucajna promenljiva
Yo Xi ima gama raspodelu sa parametrima n i \.
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Posledica 2.1.1 U Poasonovom procesu sa stopom rasta A\, vreme potrebno
da se desi svih n dogadaja, pocev od bilo kog vremenskog trenutka, ima gama
raspodelu sa parametrima n i .

Dokaz: Vreme pojavljivanja n-tog dogadaja 7T,, moze se predstaviti kao

n—1
Tn:E T, n=12 ...,
i=0

jer je {N(t),t > 0} neprekidan stohasticki proces. PoSto su 7; nezavisne
slucajne promenljive, svaka sa eksponencijalnom raspodelom sa parametrom
A, zaista mozemo tvrditi da

T, :T(n,A),

na osnovu Leme 2.1.1.
StaviSe, iz ¢injenice da Poasonov proces ima nezavisne i stacionarne prirastaje
zakljucujemo da

P{T, 1 <t+1tg|N(ty) =k} = P{T,, < t}, zasvakok € Ny.

To znaci da, ukoliko znamo da se do trenutka ¢, desilo tacno k dogadaja
(od nekog pocetnog trenutka), onda vreme potrebno da se desi n dodatnih
dogadaja od trenutka t; ima istu raspodelu kao i 7},. m

Predhodno tvrdenje i relacija

N(it)=n&T, <t, (2.3)
omogucavaju da na jos jedan nacin definiSemo Poasonov proces. Ova alterna-
tivna definicija moze biti jednostavnija za pokazivanje u nekim sluc¢ajevima.
Tvrdenje 2.1.4 Neka je X; : E(N), i € N, nezavisna sluc¢ajna promenljiva i
neka je Ty =0 1

T, = ZXZ" zan € N.
i=1

Ako definisemo Ny = max{T, < t,n > 0}, onda je {N(t),t > 0} Poasonov
proces za parametrom \.
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Napomena:

i) Posto je P{Ty > 0} = 1, zaista vazi
N(0) = maz{T,, <0,n >0} = 0.
ii) Takode,
Nit)=n<A{T, <t} N {T,41 > t},
na osnovu ¢ega sledi pokazana definicija Poasonovog procesa preko 75,.

iii) Da bismo izrac¢unali verovatnoéu dogadaja {N(t),t > 0} , potrebno je
zakljuciti da

P{N(t)=n} = P{N(t)>n}— P{N(t) >n+1}
P{T, <t} — P{T,p1 < t}

i upotrebiti uopstenje kada slu¢ajna promenljiva Y ima gama I'(n, \)
raspodelu:

P{Y <y}=1—-P{W <n—1} = P{W =n}, gdejeW :P(\y).
Zaista, zaklju¢ujemo da

P{N(t)=n} = P{T, <t} — P{Tpps <t}
— P{N(t)>n}— P{N(t) >n+1}
— P{N(t) =n}.

Pretpostavimo sada da slucajne promenljive X; imaju uniformnu raspodelu
na intervalu (0,1], tj. X; : U(0,1], a ne eksponencijalnu raspodelu kako je
navedeno u predhodnom tvrdenju. Da bismo definisali proces koji ¢e biti
Poasonov, moramo definisati novu slu¢ajnu promenljivu Y;, na slede¢i nacin

1
Y, = —XlnXi, za i € N.
Za y = 0 imamo:
P{Y;<y}=P{mX > -y} =P{X;>eM}=1-c?,

pa je funkcija gustine, stoga

oy, (y) = Xe™™ zay > 0.
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Dakle, stohasticki proces {N(t),t > 0}, definisan kao N(¢) =0 kad je t < Y]
i n
N(t) = max{ZY} <t,n>1} kadjet>Y,
i=1
jeste Poasonov proces sa stopom rasta .
Ako definisemo Yy = 0, tada mozemo pisati

N(t) = maz{ZYi <t,n>0}, zasvakot>D0.
i=0

Tvrdenje 2.1.5 Neka je {N(t),t > 0} Poasonov proces sa stopom rasta \.
Tada uslovna slu¢ajna promenljiva Ti|N(t) = 1 ima uniformnu raspodelu na
intervalu (0,t], gde je Ty vreme pojavljivanja prvog dogadaja ovog procesa.

Dokaz: Za 0 < s < t, koriste¢i Bajesovu teoremu za uslovnu verovatnocu,
vazi

P{Ty < s|N(t) = 1} P{T; <sNN(t) =1}

P{N(t) =1}
_ P{N(s) = 1N N(t) = N(s) = 0}
B P{N(t) =1}
ne. ()\56—/\8)6—/\(15—5) B g
N Ate—At T "

Napomena: Ovo tvrdenje sledi direktno iz osobine da su prirastaji Poa-
sonovog procesa nezavisni i stacionarni. Zaista vazi da verovatnoca da se
dogadaj pojavi u proizvoljnom vremenskom intervalu mora zavisiti samo od
duzine tog intervala. Opstije, ako T oznacava vreme pojavljivanja jedinog
dogadaja na intervalu (t1,1s], gde je 0 < t; < to, tada je T™ uniformno
rasporedeno na datom intervalu.

Primetimo sada da pojavljivanje dogadaja {N(t) = 1} implicira pojavlji-
vanje dogadaja {T; < t}. Medutim, vazi i obrnuto,

{Th <t} = {N(t) =1}
Sa druge strane, mozemo zapisati
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Zelimo da uopstimo ovo tvrdenje tako §to ¢emo racunati raspodelu verovatnoée
za (11, Ty, ..., T,), kada se na intervalu (0, ¢] pojavi taéno n dogadaja .
Najpre razmatramo slucaj kada je n = 2.

Neka je 0 < t; < t9 < t. Da bismo odredili funkciju uslovne verovatnoce
slucajnog vektora (71,73), gde je N(t) = 2, moramo izra¢unati

P{Ty <t,,Ty <ts, N(t) =2} = {N(t) =1, N(ts) — N(t) = L, N(t) — N(t2) = 0}

+P{N(t;) =2,N(t) = N(t:) = 0}
= ()\tlef)\tl . )x(tg _ 751>ef/\(t27t1) . e*A(trh))
()\tl)z A\t _e—A(t—t1)>

(e
()\;})2> . e—At'

= (Nt —t) +

Korig¢enjem osobine da su prirastaji Poasonovog procesa { N (t),t > 0} nezavisni
i stacionarni, sledi

P{Tl S tl,TQ S tg,N(t) == 2}
P{N(t) = 2}
(A2t (ty — t1) + QS . oM
%(/\t)Qe—’\t
21 (ty —t1) + 12
12 ’

P{T1 S tl,TQ S tQ‘N(t) = 2}

pa je funkcija gustine

0% (24(ty —t1) 3 2 2
t1,t2|2) = AN i 0==
@(T17T2)|N(t)( 1 2‘ ) 81513152 { 2 + 2 2 + t2’
za 0 <t] <ty <t.
Na osnovu ove jednakosti, mozemo da izracunamo
t
2 2(t—1
@T1|N(t)(t1|2) = / t_2 dtg = %7 za 0 < 1 S t.
1

Primetimo da raspodela sluc¢ajne promenljive T1|N(t) = 2 nije uniformna na
intervalu (0, t], za razliku od slu¢ajne promenljive T1|N(t) = 1.
Dalje, racunamo

22 2t
prive(bl2) = | Gdh="F, a0<t <t
0
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Konacno, mozemo da odredimo funkciju gustine

P )N (F1 12]2) 2/t* 1
tolt1,2) = = =
pramao ) =T ®R) 2 —twe  i—f)
za 0 < t; < ty <t, gde slucajna promenljiva T5|T} = t; N N(t) = 2 ima uni-
formnu raspodelu na intervalu (1, ¢], odakle mozemo zakljuciti da i slu¢ajna
promenljiva (75 — T1)|T; = t; N N(t) = 2 ima uniformnu raspodelu na inter-
valu (0,t — t4].

Da bismo razmatrali ovu jednakost u opstem obliku, a ne samo za slucaj
n = 2, moramo uzeti u obzir sve moguce vrednosti slucajnih promenljivih
N(tl),N(tQ) — N(tl), ey N(tn) — N(tn_l), gde je T1 S tl,TQ S tg, Ce ,Tn S
tn, N(t) = n. Ukupan broj slucajeva da se smesti n dogadaja u n intervala
(0,t1], (t1,ta], - . ., (tn_1, t,] dat je sa multinomijalnim koeficijentom (daje reci
duzine k od n slova, bez ponavljanja). Stavise, Ny, mora biti veci ili jednak 1,
N, mora biti vedi ili jednak 2, itd. Medutim, moramo primetiti da ¢e jedini
uslov razlicit od nule, posle diferenciranja funkcije uslovne verovatnoce po
svakoj promenljivoj t1,ts, ..., t, biti onaj za koji se dogadaj

H={N{t)=1,N(ts) — N(t) = 1,...,N(t,) — N(t,_;) = 1}
desi. Neka je

G={N(t))>1,N(ts) > 2,...,N(t,) > n}.
Tada je

P{Ty<t,....T, <t., N(t)=n} = P{H,N(t)=n}+P{G, N(t)=n}
— P{H,N(t) - N(t,) = 0} + P{G, N(t) = n}

- )\tlei)\t * H )\(tk - tk71>€7)\(tk7tk*1) . eiA(tftn)
k=2
+P{G,N(t) =n}

n

= X'tye M [t — tior) + P{G, N(t) = n}.
k=2
Koriste¢i Bajesovu teoremu za uslovnu verovatnocu, sledi
P{Tl < tl;-'-aTn < tn,N(t) :n}
P{N(t) = n}
Nt e M [Ty (b — tr1)

= e + P{G|N(t) = n}.
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Posto bar jedno t; nije prisutno u uslovu P{G|N(t) = n}, funkciju gustine
mozemo pisati na slede¢i nacin
ot oty —tiey)  n!

PN (o taln) = g R e ()

za 0 <ty <...<t, <t ¢ime smo dokazali sledece tvrdenje.

Tvrdenje 2.1.6 Neka je {N(t),t > 0} Poasonov proces sa stopom rasta \ i
neka je N(t) =n. Tada (Ty,...,T,) ima zajednicku funkciju gustine koja je
oblika

" Tt —tin) !
t, ... taln) = ~ TR
Py IN@ (B Ta[) oty ...0t, t/n! e

a0 <t <...<t, <t

Drugi, (intuitivni) na¢in definisanja zajednicke funkcije gustine sluc¢ajnog
vektora (71,...,T,), gde je N(t) = n, je da koristimo ¢injenicu da vreme
pojavljivanja slucajnog dogadaja koji se javlja na intervalu (0,t], ima uni-
formnu raspodelu na tom intervalu. Moramo uzeti u obzir pojavljivanje
n dogadaja kao vrednosti n nezavisnih sluc¢ajnih promenljivih U;, svaku sa
U(0, t] raspodelom, poredane po rastuéem poretku, jer je T} < Tp < ... < T,
za Sta postoji n! nac¢ina. Zbog nezavisnosti, za 0 < t; < ... < t, <t funkciju
gustine mozemo pisati kao

i |
(U1, Un) (E15 -+ tn) = H@Ui(ti) = H Pl
i=1 i=1
Dakle, na ovaj nac¢in ponovo bismo dosli do jednakosti (2.4),
n!
Oy, 1)ING (t1s - taln) = nlow, v (- te) = g
zal<t; <...<t, <t
Napomena: Kada redamo slucajne promenljive X7,..., X, u rastu¢em

poretku, koristimo uopstenu notaciju X, ..., X, gde je X < X;), ako
je i < j. Za slucajne promenljive poredane u rastucem poretku vazi Xy =
min{Xi,..., Xn}, a Xy = mazx{Xq,..., X}
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Tvrdenje 2.1.7 Neka je {N(t),t > 0} Poasonov proces sa stopom rasta A
koji se pojavijuje u trenutku s, nezavisno od drugih dogadaja, i tipa je i, sa
verovatnocom pi(s), gde je i = 1,2,...,5 i S0 pi(s) = 1. Neka je Ni(t)
broj dogadaja tipa i na intervalu [0,t]. Tada su N;(t) nezavisne slucajne
promenljive sa Poasonovom raspodelom sa parametrima

t
Ai(t) = /\/ pi(s)ds, zai=1,2,...,].
0

Dokaz: Znamo da je vreme pojavljivanja dogadaja slucajan dogadaj koji
se javlja na intervalu [0,t), i na ovom intervalu ima uniformnu raspodelu.
Zbog toga mozemo pisati da je verovatnoca da je ovaj dogadaj tipa ¢ upravo
pi, data sa

t
1
pi:/pi(s)—ds, 1=1,2,...,7.
0 t

Kao i u dokazu Tvrdenja 2.1.2, slucajna promenljiva V;(t) ima Poasonovu
raspodelu sa parametrom

t
MO =it = [ ployds, i=1.25
0

a promenljive Ny(t),..., N;(t) su nezavisne. m

Napomena: Iako slu¢ajne promenljive N; () imaju Poasonovu raspodelu,
za svako i, stohasticki procesi {N;(t),t > 0} nisu Poasonovi procesi ukoliko
funkcije p;(s) ne zavise od s, za svako i.

Primer2.1.2. Klijenti koji stizu kod autodistributera ¢ije je radno vreme
od 9 do 21h mogu se klasifikovati u dve kategorije: oni koji nameravaju da
kupe automobil (tip I) i oni koji samo razgledaju (tip II). Pretpostavimo da
je data sledeca funkcija raspodele

, u periodu od 9 do 18h

P{klijent tipa I} = { . u periodu od 18 do 21h

NN

nezavisno od kupca do kupca, a dolasci obrazuju Poasonov proces sa stopom
rasta A po danu.

a) Odrediti disperziju za broj klijenata tipa I ako se zna da je stopa rasta
procesa A = 50.
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b) Pretpostavimo da je prosecna zarada po prodatom automobilu 10008,
a stopa rasta procesa A = 10. Koji je prosecan profit tog distributera
u periodu od 9 do 18h tog dana, ako se zna da je u ovom vremenskom
periodu prodato najmanje dva automobila.

Resenje:

a) Neka je Nj(t) broj klijenata tipa I na intervalu [0, t], gde je t izrazeno
u satima. Mozemo pisati

Ny(12): P (% /gzlpf(s)ds) .

Racunajuci integral, dobijamo

12 18 21 ¢ 21
pr(s)ds = / —ds + / —ds = —.
/9 9 2 18 4 4

50 21
P <E : Z) = P(21.875).

Sada je

Nas zanima

D(N;(12)) = D(21.875) = 21.875.

b) Neka je Ni(t) broj prodaja u toku t dana, u periodu od 9 do 18 h.
Proces{Ni(t),t > 0} je Poasonov, sa stopom rasta

9 1
A=10- — .=
2 2
Ako oznac¢imo X = F(Ny(1)|N1(1) > 2) , onda nas interesuje 1000 - X.
Znamo da je

= 3.75.

—_

E(Nl(l)) =0+ E(Nl(l)‘Nl(l)) . P{Nl(l) = 1} + X P{Nl(l) > 2}.
Dalje, imamo
375=1-375-¢ 3P £ X . (1 —e ™. (143.75)).

Resavajuci ovu jednacinu po X, dobijamo da je x ~ 4.12231, pa je
prosecan profit, priblizno,

1000$ - X = 10008$ - 4.12231 = 4122.318.
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Tvrdenje 2.1.8 Neka su {Ny(t),t > 0} i {Na(t),t > 0} dva nezavisna Poa-
sonova procesa sa stopama rasta Ay t Ay, respektivno. Dogadaj D, n, je
definisan na sledeéi nacin: ny dogadaja procesa {Ny(t),t > 0} se desi pre
nego $to se pojavi ny dogadaja procesa {Ny(t),t > 0}. Tada je verovatnoca
dogadaja D,, ,, oblika

P{Dmmz} = P{X Z nl}a

A1
A1+ ”

gde je X : B(n,p),n=n1+ny—1,a p:= Odnosno,

(2.5)

ni+nga—1 i 11—
1+n2 ny + Ny — 1 Al 7 )\2 ni+ng—1—1
; .

P{Dpn, } = Z )\1+/\2> <>\1—|—)\2>

i=n1

Dokaz: Neka je N(t) = Ny(t) + Na(t) i neka je E; neki slucajan ekspe-
riment koji se sastoji u posmatranju da li je j-ti dogadaj procesa {N(t),t >
0} ujedno i dogadaj procesa {Ni(t),t > 0}, ili nije. Posto Poasonov proces
ima nezavisne i stacionarne prirastaje, eksperimenti £; zapravo predstavljaju
nezavisna ispitivanja za koje je verovatnoca da je j-to ispitivanje uspesno,
jednaka za svako j. Tada slucajna promenljiva X koja broji uspehe u n
ispitivanja, po definiciji, ima binomnu raspodelu sa parametrom n, i vazi

At

p:=P{T\, <Ts,}= W
1+ Ao

gde suTh ;1 : E(A\1) 1 Toy = E(A\2) nezavisne slucajne promenljive. Posto se
dogadaj D, n, desi ako i samo ako postoji najmanje n; dogadaja procesa
{Ni(t),t > 0} u prvih ny + ny — 1 dogadaja procesa {N(t),t > 0} , odakle
sledi jednakost (2.5). m

Primer2.1.3. Neka je {X(¢),t € [0, 1]} stohasticki proces definisan kao
Poasonov proces {N(t),t > 0} sa stopom rasta A, na slede¢i na¢in

X(t)=N(t)—t-Ny, zatel01].

Primetimo da je ovo stohasticki proces za koji vazi X(0) = X(1) = 0.
Racunamo sad ocekivanje ovakvog procesa

E(X(t) = E(N(t)—t-N(1))

— B(N() -t B(V(1)
= M—t-(A-1)=0, zate]|0,1].
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Mozemo zakljuciti da ako je t; € [0,1] za i = 1,2,..., onda je funkcija au-
tokovarijanse oblika

Cx(t1,t2) = E(X(t1)X(t2)) — 0
= E[(N(t1) = t:N(1)) - (N(t2) — 2N (1))]
= E(N(t1)N(ty)) — tiE(N(1)N(t3)) — t2E(N(t)N(1)) + t1to E(N?)
= Ntty+ dmin{ti, ta} — t1(Nta + Ma) — to( Nt + Aty) + tita(A2 + N)
= A-min{ty, ta} — Mqts

gde je koris¢ena veé¢ pokazana jednakost
RN(tl, t2) = CN(tl, tg) + E(N(tl))E(N(tQ)) = )\mm{tl, tg} + )\Qtltg.

Ovaj proces mozemo uopstiti definisuéi stohasticki proces {X(¢),t € [0, ]},
kao .
X(t)=N(t)—-N(c), zatel0,¢ c=const>D0.
c

Primer2.1.4. Znamo da Poasonov proces nije slabo stacionaran proces.
Sa druge strane, njegovi prirastaji jesu stacionarni. Posmatramo proces
{X(t),t > 0}, definisan na sledeéi nacin

X({t)=N(t+c)—N(t), zat>0, c=const>0,

gde je {N(t),t > 0} Poasonov proces za stopom rasta A.
Primetimo da je X(0) = N(c) : P(Ac). Dakle, pocetna vrednost procesa je
slu¢ajna. Dalje, imamo

N(t+¢) — N(t) : P(\e) = E(X(t)) = Ac,

za svako ¢t > 0. Koristedi jednakost za autokorelacionu funkciju iz pred-
hodnog primera, za s,t > 0 mozemo izracunati autokorelacionu i autokovar-
ijansnu funkciju i za ovaj primer:

Rx(t1,ts) = E[(N(t+¢)—N(@#)) - (N{t+s+c)— N(t+s))]
= E(N{t+c¢)N{t+s+c)—EN({t+c)N(t+s))
—E(N({t)N(t+s+c¢)+ EN{t)N(t+s))
= M@t+s)—t—min{c,s} —t+1t) + N ((t+c)(t+5+¢)
—(t+co)(t+s)—tlt+s+c)+tt+s))
= M- (c—min{c,s}) + N2
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Dalje, odredujemo autokovarijansnu funkciju ovog procesa

Cx(t,t+s) = Rx(t,t+s)— EX(t))EX(t+s))
e —minde, s}) + A2 — (\e)?
= Aec—min{c, s})
{ o, ¢c<s
AMc—35), ¢>s

Stoga mozemo pisati da je Cx(t,t 4+ s) = Cx(s). Dakle, stohasticki proces
{X(?),t > 0} jeste slabo stacionaran proces (jer je E(X(t)) = Ac), sto sledi iz
nezavisnosti prirastaja Poasonovog procesa. Stavise, Cinjenica da je autoko-

varijansna funkcija C'x(s) jednaka nuli za ¢ < s jeste posledica nezavisnosti
prirastaja procesa {N(t),t > 0} .

Primer2.1.5. Neka je broj posetilaca nekog web sajta u intervalu [0, ¢]
Poasonov proces {N(t),t > 0} sa stopom rasta A, po satu. Izracunati
verovatnoéu da je bilo vise posetilaca sajta u periodu od 8 do 9 h nego u
periodu od 9 do 10h, ako se zna da je u periodu od 8 do 10h bilo 10 poseti-
laca.

Resenje:
Neka su N(1) i N(2) brojevi posetilaca sajta u periodu od 8 do 9h i od 9
do 10h, respektivno. Mozemo reéi da su slu¢ajne promenljive N(1) : P(5) i
N(2) : P(5) nezavisne. Mozemo jos zakljuciti da slu¢ajna promenljiva

1
(N@)|N(1)+ N(2)=10): B (10, 5) za 1=1,2.
Trazimo verovatnocéu
X = P{N(1) > N(2)|N(1) + N(2) = 10}.
Zbog simetri¢nosti procesa mozemo pisati

1 = X+P{N(1)=N(2)|N1)+N((2) =10} +X

10\ 12
- 2.X -
“(5);

2-X +0.2461.

12

Resavanjem ove jednakosti dobijamo da je X ~ 0.377. Dakle, verovatnoca
da u periodu od 8 do 9h bude vise posetilaca nego u periodu od 9 do 10h je
37.7%.
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Primer2.1.6. Proces M (t) je dat sa

gdeje {N(t),t > 0} Poasonov proces sa stopom rasta A. Izracunati verovatnoéu
P{1 < S(1) < v/2}, gde je S(1) := min{M(t) > 1,t >0, }.

Resenje:
Prirastaji Poasonovog pocesa su nezavisni i stacionarni i mozemo racunati

na sledeéi naéin:

P{1<S(1)<Vv2} = P{N(1)=0,N(2)—N(1)>2} +
P{N(1)=1,N(v2) — N(1) > 1}
= e M1— e_(\/i_l)’\(l + (V2= 1N+ re M1 - 6_(\/5_1))\).

2.1.1 Primer telegrafskog signala

Zanimljiva transformacija Poasonovog procesa je telegrafski signal.

X

Slika 2.2: Primer trajektorije telegrafskog signala

Telegrafski signal je proces { X (¢),¢ > 0}, koji se definiSe na slede¢i naéin:

N(t 1, zaN(t):2/<;
X(®) = (=1 ():{ -1, zaN(t)=2k+1
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Primetimo da je X(0) = 1 jer je N(0) = 0. Dakle, pocetna vrednost
procesa je deterministicki odredena. Da bi poc¢etna vrednost procesa bila
stohasticka, jednostavno mozemo pomnoziti X (¢) sa slucajnom promenljivom
Z koja je nezavisna od X(t), za svako ¢, i koja sa verovatnocom 0,5 uzima
vrednosti -1 ili 1.

Proces {Y(t),t > 0}, gde je Y(t) := Z - X(t), za svako t > 0 , zove
se stohasticki telegrafski signal. Mozemo zakljuciti da vazi Z + Y (0). Da
bismo bili precizniji, za proces { X (t),t > 0} koristi¢emo izraz polustohasticki
telegrafski signal.

Da bismo odredili raspodelu slu¢ajne promenljive X (¢), neophodno je
izracunati

P{X(t)=1} = Y P{N(t)=2k} = Z“t%

7At6)\t _|_ e*)\t B 1 _|_ 672)\t
2 a 2

za svako t >0,

jer je

Mpe M SN (A)%k
cosh \t := — = Z )

Sledi da je

PIX(t) =1} =1~ =

U slucaju procesa {Y (t),t > 0}, raspodela verovatnoce je sledeca:
P{Y(t)=1} = P{Z-X(t)=1}
= P{Xt)=1Z=1}-P{Z=1}+
P{X(t)=-1|1Z=-1} -P{Z = -1}

nez. %(P{X(t) — 1} + P{X(t) = _1})

N | —

1
Dakle, P{Y(t) = 1} = P{Y(t) = —1} = g 28 svako t > 0, tako da je
ocekivanje E (Y (t)) = 0, bududi da je

2

1— 67/\1‘/
= e M za svako t > 0.

E(X(t) =1 +(=1)
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Da bismo definisali autokorelacionu funkciju polustohastickog telegrafskog
signala, koristi¢emo definiciju samog procesa, odnosno X () = (—=1)®. Ako
je s > 0, imamo

Rx(t,t+s) = E(X{)X(t+s)=E(-1)NY.(=1)N+))
E<<_1)2N(t) i (_1)N(t+5)fN(t)) _ E((_l)N(tJrst(t))

gde smo koristili osobinu da su prirastaji Poasonovog procesa stacionarni.
Dalje odredujemo autokovarijansnu funkciju procesa.

Ox(t,t+5) = e 22 — 7M. g7 2AHs) — o=20s(] _ =4 75 svako s,t > 0.
Obzirom da je

Y(#)-Y(t+s) = (Z-X(@) - (Z-X(t+5))
72 X(t) - X(t+ s)
= 1-X(t)- X(t+s)=XO)X({t+s),

zakljucujemo da je autokovarijansna funkcija oblika

Cy(t,t +8) = Ry(t,t +5) = Rx(t,t +5) = e ***, za svakos,t > 0.

Iz gore pokazanog, mozemo zakljuciti da je proces {Y'(¢),t > 0} slabo
stacionaran proces. Moze se pokazati da je proces ujedno i strogo stacionaran.
Sa druge strane, proces {X(¢),¢ > 0} nije slabo stacionaran jer njegovo
ocekivanje zavisi od promenljive ¢, 1 Cx(t,t + s) = Cx ().
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2.2 Nehomogeni Poasonov proces

U mnogim primenama Poasonovog procesa nije realno pretpostaviti da je
prosecna stopa pojavljivanja dogadaja tog procesa konstantna. U praksi,
ova stopa zavisi od vremena, odnosno od promenljive £. Na primer, prosecna
stopa ulaska klijenata u supermarket nije ista u toku dana. Sli¢no, prosecan
broj automobila na autoputu razlicit je u toku saobrac¢ajnog Spica u odnosu
na saobracajno zatisje. U skladu sa ovim zaklju¢cima, uopsticemo definiciju
Poasonovog procesa.

Definicija 2.2.1 Proces prebrajanja sa nezavisnim prirastajima {N(t),t >
0} se zove nehomogen (nestacionaran) Poasonov proces sa funkcijom inten-
ziteta \(t) >0, za t > 0, ako vazi:

1.) N(0) = 0;

2.) P{N(t+h) — N(t) =1} = AMt)h + o(h);

3.) P{N(t+h) — N(t) > 2} = o(h).
Napomena: Uslov 2.) ove definicije implicira da proces {N(t),t > 0} nema
stacionarne prirastaje, osim ukoliko A\(¢) = A > 0. U slucaju da proces
{N(t),t > 0} ima stacionarne prirastaje, mozemo zakljuciti da je u pitanju

homogen Poasonov proces sa stopom rasta A, o kojem je bilo re¢i u predhod-
nom poglavlju.

Kao i uslucaju kada je prosecna stopa pojavljivanja dogadaja konstantna,
vazi da broj dogadaja koji se javljaju u datom intervalu ima Poasonovu
raspodelu.

Tvrdenje 2.2.1 Neka je {N(t),t > 0} nehomogeni Poasonov proces sa
funkcijom intenziteta A(t). Tada vazi:

N(s+1t) — N(s): P(m(s+1t) —m(s)), za svako s,t > 0,

gde je m(s) funkcija srednje vrednosti nehomogenog Poasonovog procesa:



36 Poasonovi procesi

Dokaz: Neka je py(s,t) := P{N(s+1t) — N(s) =n},zan=0,1,2,....
Koristedi osobinu da su prirastaji procesa {/N(t),t > 0} nezavisni i uslove iz
definicije, za n = 1,2, ... mosemo odrediti

pu(s,t+h) = P{N(s+t)—N(s)=nNN(s+t+h)—N(s+t)=0}
+P{N(s+1t)—N(s)=n—1NN(s+t+h)=1}+o(h)
= pu(s,t)(1 = X(s +t)h+ o(h))
+pn—1(s,t)(A(s +t)h + o(h)) + o(h),

odakle sledi da je
pu(s,t+h) —pu(s,t) = Xs+t)h - (pao1(s,t) — pu(s,t)) + o(h).

Kada obe strane ove jednakosti podelimo sa h, i pustimo da h — 0, dobijemo

%pn<5, t) = )\(8 + t)(pn_1(57 t) — pn(s7 t)) (2.6)

Za n = 0 predhodna jednakost postaje

0
—po(s,t) = —=A(s+t)po(s,t).
ot
Promenljivu s mozemo posmatrati kao konstantu. Stoga, ova jednakost

postaje obi¢na diferencijalna jednacina prvog reda, homogenog tipa. Njeno
opSte reSenje je oblika

wls ) =eoeanl =~ [ ) dy).

gde je ¢ konstanta. Koristeéi grani¢ni uslov py(s,0) = 1, zakljucujemo da je
co = 1, pa je predhodna jednakost oblika

s+t
po(s, t) = eap{ / Aly) dy} = "6, ga i > 0.

Kada zamenimo ovo resenje u jednakost (2.6), dobijamo

0
apl(S, t) = A(s +t)(emE=mEF _p (s,1)).

Ovu jednakost drugacije mozemo zapisati na sledeéi nacin

0 0
— — pmls)=m(s+t) _ —- —
Spi(st) = pa(s.0) 5 m(s +1) = m(s))
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Lako se moze proveriti da je reSenje ove nehomogene diferencijalne jednacine
koja zadovoljava granicni uslov p;(s,0) = 0 oblika

pi(s,t) = (m(s +1t) —m(s))e™& ™) - za svako s,t > 0.
Konaé¢no, matematickom indukcijom se moze pokazati da je

t _ n
pu(s,t) = (m(s +1) ' m(s)) )=t ya svako s, t > 0,n € Ny,
n!

¢ime je tvrdenje dokazano. m

Pretpostavimo da je A(t) dva puta diferencijabilna funkcija tako da je
A(t) < A, za svako ¢ > 0. Tada mozemo posmatrati nehomogeni Poa-
sonov proces sa funkcijom intenziteta A(¢) uz pomoé¢ homogenog Poasonovog
procesa {Ni(t),t > 0} sa stopom rasta A, pretpostavljajuéi da je dogadaj

3 N : . e A2
koji se pojavljuje u trenutku ¢t dogadaj sa verovatno¢om pojavljivanja -
Neka F' oznacava dogadaj da je izbrojan ta¢no jedan od dogadaja koji se po-
javljuju na intervalu (¢,t+h] , a neka N(t) predstavlja ukupan broj dogadaja
izbrojanih na intervalu [0,¢]. Na osnovu Tvrdenja (2.1.7) imamo

P{N({t+h)—N(t)=1} = iP{(Nl(t—i— h) — Ni(h) = k)N F}

— (Mot o(h)) /t AL+ on)
— O+ o(h))w +o(h),

za neko ¢ € (0,1), po teoremi srednje vrednosti za integrale.
Posto je
AMt+c-h)=Xt)+c-h-XN(t)+o(h),

mozemo odrediti

At)+c-h-N(t)+o(h)

P{N(t+h) —N@®) =1} = (M +o(h) -

= AOh+o(h).

+ o(h)

Ukoliko pretpostavimo da je

/ A(t) dt = 0o za svako tg € [0,00), (2.7)

to
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tada je verovatnoca da se bar jedan dogadaj desi posle trenutka ¢y = 1 jednak

lim P{N(to +s) — N(to) > 1} = 1— lim P{N(to+ ) — N(to) = 0}
to+s

= 1— lim exp{— A(t) dt}

S§— 00 tO

= 1-0=1.

Primetimo da jednakost (2.7) vazi kada je A(t) = A > 0.

Neka je T7 slucajna promenliva koja oznacava vreme pojavljivanja prvog
dogadaja procesa {N(t),t > 0} . Sada ¢emo odrediti raspodelu za slucajnu
promenljivu T}, ako je N(t) = 1, kao i u slu¢aju homogenog Poasonovog
procesa.

Tvrdenje 2.2.2 Neka je {N(t),t > 0} nehomogeni Poasonov proces sa
funkcijom intenziteta A(t). Funkcija gustine za slué¢ajnu promenljivu

S = T1|N(t) = ]_,

je oblika

ws(s) = , za s € (0,t]. (2.8)

Dokaz: Ako je s € (0,t] mozemo odrediti funkciju raspodele na sledeci
nacin

P{Ty <s|N(t)=1} =

P{N(s) = 1N N(t) — N(s) = 0}

P{N(t ) 1}
ez, (m(s) - e7mE)) L emmt)Fmis)
N m(t)e—m
_ m(s)
m(t)
Obzirom da je
d d [*
Em(s) == i AMu)du = A(s),

jednakost (2.8) je dokazana. m
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Funkcija raspodele za proces S koji predstavlja vreme pojavljivanja jednog
dogadaja koji se javlja na intervalu (7,7 + t] je oblika

m(s) = m(r)

Bl = s =)

,za0 <7 < s <7 +1,

pa je funkcija gustine oblika

A(s)
T+t) —m(r)’

— 0<1t<s< t,
vs(s) - za0<717<s<71+

gdeje S :=T|{N(r+t)—N(7) = 1}, a T vreme pojavljivanja prvog dogadaja
nehomogenog Poasonovog procesa na intervalu (7,7 + t].
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2.3 Slozeni Poasonov proces

Definicija 2.3.1 Neka su X, Xs, ... nezavisne slucajne promenljive sa is-
tom raspodelom, i neka je N slucajna promenljiva ¢ije su mogucée vrednosti
svi pozitivni celi brojevi, i ona je nezavisna od Xy-ova. Slucajna promenljiva

N
Sy =Y X; (2.9)
k=1
zove se sloZena slucajna promenljiva.

Tvrdenje 2.3.1 Ocekivanje i disperzija sluc¢ajne promenljive Sy koja je defin-
isana kao jednakost (2.9) su oblika:

E(Sy) = E(N)-E(X1)
D(Sy) = E(N)-D(X1)+D(N)- (E(X)))

Umesto X; moze se uzeti bilo koje Xj jer su ove promenljive medusobno
nezavisne i imaju jednaku raspodelu. Za ove osobine koristi¢emo oznaku
NJR (Nezavisne i Jednako Rasporedene).

Dokaz: Najpre pokazujemo prvu jednakost

E (i Xk> = iE(Xk) =n- B(X)).

Posto je N nezavisno od Xj-ova, Sto zapisujemo na sledec¢i nacin

£ (fjka - n> = E (ZX> —n - B(Xa),

k=1

dolazimo do jednakosti

E (f: Xk|N> = N - E(Xy).

Sledi da je

E (i Xk> —E (E (ixmv)) = E(N-E(X,)) = E(N) - E(X,).
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Napomena:

Da bi pokazana jednakost bila validna, nije neophodno da promenljive X,
budu medusobno nezavisne.

Jednakost za disperziju dokazujemo na slican nacin, ali je tada neophodno
da promenljive X budu nezavisne.

N
7 (ZXHN - n) = D(x),
k=1
Sto implicira
N
D (Zka) = N-D(X,).
k=1

Uz pomo¢ jednakosti za uslovno ocekivanje
D(X) = E(D(X|Y)) + D(E(X]Y)),

dobijamo

D (p) 5 (D (ika» D (E (im)) ,

pa onda mozemo pisati

D(iXk) — B(N-D(X1))+ D(N - B(Xy)

= E(N):D(X1)+D(N) - (E(X1))". =

Definicija 2.3.2 Neka je {N(t),t > 0} Poasonov proces sa stopom rasta
A, a X1, X, ... nezavisne i jednako rasporedene slucajne promenljive (NJR),
koje su nezavisne od procesa {N(t),t > 0} . Stohasticki proces {Y (t),t > 0}

definisan je kao
N(t)

Y(t)= ZX’“ za svakot > 0,

k=1

gde vazi da je Y (t) = 0 ako je N(t) =0, zove se slozen Poasonov proces.

Ovo je jos jedan od nacina uopstavanja Poasonovog procesa. Ako bi
vazilo da su sluc¢ajne promenljive X konstantne i jednake 1, tada bi procesi
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{Y(t),t > 0}i{N(t),t > 0} bili identi¢ni, tj. i Y (¢) bi bio homogen Poasonov
proces.

Definisimo sada oc¢ekivanje i disperziju slozenog Poasonovog procesa ko-
riste¢i predhodno dokazano tvrdenje. Ako zamenimo oznake tako da je
Sy =Y (t) a N = N(t), dobijamo

B(Y(t) = E(N()-E(X1) = M- B(X),

D(Y(t)) = E(N(t)-D(X1)+ D(N(t)) - (B(Xy))?
= M- (D(Xy) + (BE(X1))?)
= M- E(X?).

Lako se moze odrediti funkcija generatrise momenta slucajne promenljive
Y (t). Neka je
M, (s) = Mx, (s) = E(e**).

Racunamo:

My@w(s) = B(eYW) = p(es™&TXvn))

n;z. Z E(es(X1+---+Xn))€_>\tM

—~ n!
NJR - n_— (At)n
23 () e
n=0 '

o M)At
= exp{At- (M(s) —1)}.

Ova jednakost nam omogucava da proverimo rezultate dobijene za oc¢ekivanje
i disperziju slozenog Poasonovog procesa.

EY(t) = -My@(s)ls=0 = My(s) - Mi(s)|s=o
My (1(0) - At - M;(0)

= 1M E(X)

— At-E(X)).
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U slucaju kada je X; diskretna sluc¢ajna promenljiva ¢ije su moguce vred-
nosti 1,2, ..., 7, proces mozemo definisati na sledeci nacin:

Y(t)=> i Ni(t),

=1

gde je N;(t) broj slucajnih promenljivih X} (koje su povezane sa nekim
slucajnim dogadajem) koje uzimaju vrednosti ¢ na intervalu [0,%]. Na os-
novu Tvrdenja 2.1.2, procesi { N;(t),t > 0} su nezavisni Poasonovi procesi sa
stopom rasta Ap,. (i), zai=1,...,7.

Funkcija generatrise momenta slu¢ajne promenljive Y (¢) za ovakav slucaj
bice .
J .
My () = exp{At- Y (" = 1) px, (i)}.
i=1
Posto lim;_,, N(t) = 0o, na osnovu centralne granicne teoreme zakljucujemo
da vazi sledece tvrdenje.

Tvrdenje 2.3.2 Zat dovolyno veliko, vazi da

Y(t) ~ N(\t- B(Xy), At - BE(X})).

Napomena: Da bi predhodno tvrdenje vazilo, broj promenljivih u sumi
mora biti najmanje 30 u zavisnosti od stepena asimetrije raspodele sluc¢ajne
promenljive X;.

Neka su {Yi(t),t > 0} i {Ys(¢),t > 0} nezavisni Poasonovi procesi, defin-
isani na sledeci nac¢in
Ni(t)
Yi(t) = Z Xk, zasvakot >0,
k=1

i vazi da je Y;(t) = 0 ako je N;(t) = 0, gde je {N;(t),t > 0} Poasonov
proces sa stopom rasta \;, za ¢ = 1,2. Znamo da je proces {N(t),t > 0} ,
gde je N(t) = Ni(t) + Na(t), za svako t > 0 takode Poasonov proces sa
parametrom A = A; + Ay (jer su ova dva procesa nezavisna). Neka je X
slucajna promenljiva povezana sa k-tim dogadajem procesa {N(t),t > 0} .
Tada mozemo pisati

_, f— A]‘
X, = Xig, sav (fomp =N
Xop, sav-Comqg=1-—p
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Drugim recima, X}, ima istu raspodelu kao i X 5, odnosno Xs j sa verovatnocom
p, odnosno 1 — p.
Dakle, vazi

P{Xk S I} = P{Xl,k S [E} : P{XLk;} + P{Xg’k S {L‘} : P{X27k}
= P{Xi, <z} p+ P{Xop<ua}-(1-p).

Posto su slucajne promenljive Xy, X, ... nezavisne, sa jednakom raspodelom
i nezavisne od Poasonovog procesa {N(t),t > 0} , mozemo zakljuciti da
proces {Y(t),t > 0} definisan kao proces

Y (t) = Yi(t) + Ya(t), zat >0,

jeste slozen Poasonov proces, takode.

Primer2.3.7. Pretpostavimo da klijenti neke osiguravajuée kuce placaju
premiju sa konstantnom stopom « (po jedinici vremena) i da ta kuéa placa
obestecenja svojim klijentima u skladu sa Poasonovim procesom sa parametrom
\. Zelimo da odredimo kapital sa kojim ta osiguravajuéa kuéa raspolaze u
trenutnku .

Resenje:
Ako je iznos ispla¢en po zahtevu klijenta jedna slucajna promenljiva i ako
su ti zahtevi zasebni, onda su te slu¢ajne promenljive nezavisne i sa istom
raspodelom, tada je kapital kojim osiguravajuca kuca raspolaze u trenutku ¢
oblika
C(t) =C(0) + at — Y(),

gde je {Y(t),t > 0} slozeni Poasonov proces (jer pretpostavljamo da iznosi
odstete ne zavise od broja do tada isplac¢enih odsteta). Vazan zadatak je
odrediti rizik da slucajna promenljiva C(t) < 0, odnosno rizik da ¢ée osigu-
ravajuca kuca bankrotirati.

Ako je kolicina isplacenih obestecenja vec¢a nego koli¢ina uplac¢enih premija,
odnosno a < Ay, gde je p := E(X;) prosetna odsteta koju je osiguravajuca
kuca isplatila, tada mozemo zakljuciti da ¢e osiguravajuc¢a kuéa bankrotirati
sa verovatnocom 1, skoro sigurno, sto bi bio i logi¢an, intuitivni zakljucak.
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2.4 Dvostruko-stohasticki Poasonov proces

Ranije, u odeljku 2.2 razmatrali smo nehomogeni Poasonov proces gde je
prosecna stopa pojavljivanja dogadaja bila deterministicka funkcija A(t).
Sada ¢emo dalje uopstiti osnovni Poasonov proces pretpostavljajuéi da je i
funkcija A(t) zapravo sluc¢ajna promenljiva A(t), za svako ¢ > 0. Dakle, skup
{A(t),t > 0} jeste stohasticki proces. Iz ovog razloga, proces {N(t),t > 0} se
zove dvostuko-stohastickt Poasonov proces.

Najpre ¢emo razmatrati slucaj kada slucajna promenljiva A(t) ne zavisi
od t.

Definicija 2.4.1 Neka je A pozitivna slucajna promenljiva. Ako je proces
prebrajanja {N(t),t > 0} Poasonov proces sa stopom rasta X\, gde je A = A,
tada stohasticki proces {N(t),t > 0} zovemo meSoviti Poasonov proces.

Tvrdenje 2.4.1 Mesoviti Poasonov proces {N(t),t > 0} ima stacionarne,
ali ne i nezavisne prirastaje.

Dokaz: Posmatrac¢emo slucaj kada je A diskretna slucajna promenljiva koja
uzima vrednosti iz skupa prirodnih brojeva. Dakle,

P{N(t+t)— N(1)=n} = ZP{N(T+t) — N(1) = n|A = k}pa(k)

=Y ekt%p/\(k). (2.10)

k=1

Posto je uslov N(0) = 0 zadovoljen za bilo koju vrednost A, dalje mozemo
racunati

P{N(r +t)— N(r) =n} = P{N(t) = n}, za svako 7.t > 0,n > 0.

Dakle, prirastaji procesa {N(t),t > 0} jesu stacionarni.
Koriste¢i jednakost (2.10) i Bajesovu teoremu za uslovnu verovatnocu, dalje
pokazujemo
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P{N(t) =n|A =j} - P{A = j}
P{N(t) =n}
e ((gt)"/n!) - pa(d)
> het e_kt% -pa(k)
e '™ - pa(y)
Doper €Mk pa(k)

Broj dogadaja koji se pojave na intervalu [0,¢] nam, dakle, daje odredene
informacije o verovatnoéi da slu¢ajna promenljiva A uzima vrednost j. Sto
je vece j, veéi je i broj ocekivanih dogadaja koji ¢e se pojaviti na intervalu
(t,t+7), gde je 7 > 0. Kao posledica ovoga, mozemo zakljuciti da prirastaji
procesa {N(t),t > 0} nisu nezavisni.

P{A = jIN(t) = n}

Posledica 2.4.1 Mesoviti Poasonov proces nije Poasonov proces ukoliko A
nije konstantna.

Napomena: U slucaju homogenog Poasonovog procesa sa stopom rasta
A > 0 vazi da je pa(N) =1, pa je i
A ((A)" /nt)

P{A = \N(t) = n} = Z(_m((mn/m) =1, zan>0.

U slucaju da je stopa rasta A homogenog Poasonovog procesa {N(t),t >
0} nepoznata, mozemo je proceniti na osnovu posmatranja slu¢ajne promenljive
N(t), za proizvoljno t > 0. Neka je X prosecan broj dogadaja koji se pojave
na intervalu [0, ¢], tj
Y — ZZ:1 Xk’
n
gde je X k-to posmatranje dogadaja N(t). Najbolji ocenjiva¢ za parametar
Aje
~ X

t
Dakle, sto je veéi broj dogadaja koji se jave na intervalu [0,¢], veéa je i
procenjena vrednost za parametar A. Medutim, kada jednom procenimo
ovaj parametar, pocinjemo iznova sa procenom zbog osobine da su prirastaji
ovakvog procesa nezavisni.
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Kada je A neprekidna slucajna promenljiva, vazi da je

e M A" op(N)

— za svako A > 0.
Iy e rt - on(p)dp

AN (Aln) = )
Obzirom da je E(N(t)|A) = At i D(N(t)|\) = At, mozemo izracunati
ocekivanje i disperziju ovakvog procesa.

E(N(t)) = E(E(N(1)[A) =t E(A)
D(N(t)) = E(D(N(t)|A)) + D(E(N(t)|A)) + E(At) + D(At)
t-E(A)+t*- D(A).

~~

Primer2.4.8. Pretpostavimo da je stopa rasta Poasonovog procesa neprekidna
slucajna promenljiva A takva da je

oa(A) = el ako je A > 0.

Moze se pokazati da je

(A)"

P{N(t)>n}:/OOOP{A:)\}~t-e_)‘t dA.

Resenje:
Iskoristimo ovu jednakost za racunanje verovatnoce da ¢e se tokom proizvoljne
jedinice vremena desiti vise od dva dogadaja. Najpre racunamo

P{A > \} = / —dw—)\ za A > 1.

Nas interesuje P{N (1) > 2}. Racunajuéi integral, dobijamo

1 )\2 [e'¢) 1 )\2
P{N(1) > 2} = /1 = —d>\+/ 5e e A
0 1

1 1
- )\2 7>\d>\ — -1
2/0 (& + 26
1 -1 -1
= 5(2 — be +e )

= 1—-2.¢!
~ 0.2642.
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Primer2.4.9. Ukoliko A ima geometrijsku raspodelu sa parametrom p €
(0,1), tada je, na osnovu jednakosti (2.10),

PV = = e B g

Dakle, za n = 0, imamo

—t

P{N(t)=0}=§§:(e‘t-q)’“zg(—6 4 )

l—et-q

Neka je r := e~ 'q. Uvrstavanjem ove smene u predhodnu jednakost,za n = 1
dobijamo

d
PINW =1} = Sty ket =2 Y- 2ok
q k=1 q k=1
p, d r p_tr

Primer2.4.10. (Poljin? proces)
Pretpostavimo da A ima gama raspodelu sa parametrima a =k € 1,2,...1
£ > 0. Odredujemo verovatnoc¢u ovakvog procesa

P{N(t)=n} = /OOO P{N(t) = n|A = A} - oa(N)dA

© Q0" e (BOM
- /0 O

n k o]
= t_ p / e~ (P \n+k=1 1y
= |smena: x = (t + ()|

tn 6k 1 e B El
- T ,.n d
n!(k—1>!<t+ﬁ>n+k/o cr

2Gorge Polya (1887-1985), roden u R.Madarskoj, umro u SAD. Svoj doprinos dao je
u nekoliko oblasti matematike, medu kojima su i teorija verovatnoce, teorija brojeva i
kompleksna analiza.
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Bk 1
- E(k—1)!(t+5)n+k'r("+k)
o gF 1
- H(k—1)!(t+ﬂ)n+k(”+k_1)!
k—1
= <n+n )-pk-(l—p)", zan >0,
gdejep::%.

U ovom slucaju N (t) ima negativnu binomnu raspodelu (ili Paskalovu raspodelu)
sa parametrima k i p. Tada se proces {N(t),t > 0} zove negativoni binomni
proces ili Poljin proces.

Postoje razni nacini da se definiSe negativna binomna raspodela. Pokazani
nacin uopstava geometrijsku raspodelu kada je definiSemo kao sluc¢ajnu pro-
menljivu koja broji promasaje pre prvog uspeha, Sto se moze proveriti ako za
k uzmemo bas k = 1. Dakle, ovde je N(t) istovetan slu¢ajnoj promenljivoj
koja broji promasaje pre k-tog uspeha. Primetimo jos i da, kada je k = 1,
tada A ima eksponencijalnu raspodelu sa parametrom /.

Definicija 2.4.2 Neka je {A(t),t > O}stohasticki proces za koji je A(t)
nenegativna, za svako t > 0. Ako je za A(t) = A(t), za svako t > 0, a proces
prebrajanja {N(t),t > 0} nehomogeni Poasonov proces sa funkcijom inten-
ziteta \(t), tada se proces {N(t),t > 0} zove dvostruko-stohasticki Poasonov
proces ili Koksov 3proces, a proces {A(t),t > 0} se zove proces intenziteta.

Napomena: Ukoliko slu¢ajna promenljiva A(t) ne zavisi od ¢, onda je
re¢ o mesovitom Poasonovom procesu. Ako je A(t) deterministicka funkcija
A(t), tada je {N(t),t > 0} nehomogeni Poasonov proces sa funkcijom inten-
ziteta A(t). Dakle, homogeni, nehomogeni i mesoviti Poasonovi procesi jesu
specijalni slucajevi dvostruko-stohastickog Poasonovog procesa.

Ukoliko sluéajna promenljiva A(t) nije konstantna za A > 0 i za svako ¢t > 0,
dvostruko-stohasticki Poasonov proces nije Poasonov proces.

Zelimo sada da odredimo oéekivanje i disperziju dvostruko-stohasti¢kog
Poasonovog procesa. Najpre odredujemo ocekivanje.
Za svako 0 < t; < ty vazi

N(ty) — N(t)|{A(t),0 < t; <o} : P(m(tz) — m(ty)),

3Sir David Cox, profesor na Oksford Univerzitetu u Engleskoj.
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gde je

Takode, moze se pokazati
(f,2 A(t)dt)*
k!

Da bismo pojednostavili zapis, uves¢emo sledeé¢u smenu oznaka:

P{N(ts) — N(t)[{A(1),0 < t; < ta}} = el 20 , zak > 0.

N(OHAS), s € 0,11} = N(@)JAD, 1),
Ocekivanje ovakvog dogadaja je
BNOINO.0) = [ AG)ds
pa je otekivanje procesa {N(£),¢ > 0} oblika
BN(D) = EENOIN0.0) = B( [ Ads) = [ EA(5)as.
Na slican nacin dobijamo
E(N2(8)[A0,4)) = /Ot A(s)ds + (/Ot A(s)ds)2.

Posto je

Bl [ Ay = B[ [ aawsdn = [ [ EQAG) s
mozemo redi da je

E(NQ(t)):E(E(NQ(t)|A((),t))):/0 E(A(s))ds+/o /0 Ra(s,u)dsdu.

Pogledajmo sada kakvog su oblika ocekivanje i disperzija dvostruko-sto-
hastickog Poasonovog procesa, tako $to pretpostavimo da je {A(t),t > 0}
homogen Poasonov proces sa stopom rasta A > 0. U tom slucaju,

E(A(1) = M,

Ra(s,u) = dmin{s,u} + N\su.
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Odredujemo ocekivanje

E(N(t)) = /Ot)\sds:)\g

E(N*(t)) = )\%+/0 /O(Amin{s,u}+/\2su)dsdu

t2 t t t4

= A=+ / / dmind{s, u} + A —
2 o Jo 4
t? t3 t

T S A
= >\2+)\3+)\ 1

Disperzija ovakvog procesa bi bila oblika:

t? 3 4 2 2
D(N(t)) = \— MRS AN D R e VAR
(N(t)) A2+A3+A 1 (Az) M=+ =)
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2.5 Filtrirani Poasonovi procesi

Nakon sto smo uopstili homogeni Poasonov proces na razne nacine, sledi
uopstavanje slozenog Poasonovog procesa.

Definicija 2.5.1 Neka su X1, Xs, ... slucajne promenljive koje su nezavisne
i sa jednakim raspodelama i nezavisne od Poasonovog procesa {N(t),t > 0} sa
stopom rasta X > 0. Definisimo stohasticki proces {Y (t),t > 0} na sledeci
nacin

=

(t)
Y(t)=> w(t, Tk, Xk), za svakot > 0,
1

e
Il

gde je Y(t) = 0 ako je N(t) = 0, a Ty su trenuci pojavljuvanja dogadaja
Poasonovog procesa. Funkcija w(-,-,-) je funkcija reakcije. Ovako definisan
proces zove se filtrirani Poasonov proces.

Primetimo da je slozeni Poasonov proces specijalan slucaj filtriranog Poa-
sonovog procesa kada je w(t, Ty, Xi) = Xi.

Primer2.5.11. Neka slucajna promenljiva Y (¢) predstavlja tok neke reke
u trenutku ¢ (od pocetka nekog perioda, na primer, od pocetka proleca),
Ty su trenuci pocetka padavina (kise ili snega), X} su koli¢ina padavina
posmatrana u trenutku 7}, i mere se u in¢ima vode ili vodenim ekvivalentima
snega. Realno posmatrano, u praksi se ne desi da padavine istog trenutka
padnu na tlo, veé¢ je potreban izvesni vremenski period. Medutim, moramo
i diskretizovati vreme, jer se tok reka ne meri neprekidno, nego, u mnogim
slucajevima, samo jednom dnevno. Zato indeks k predstavlja k-ti dan od
pocetka posmatranja, a Xj je kolicina padavina u k-tom danu. Klasi¢na
funkcija reakcije za ovaj primer je oblika

w(t,Tk,Xk) = Xk : ei(tiTk)/c, zat > Tk, (211)

gde je ¢ pozitivna konstanta koja zavisi od svake reke i treba se posebno
oceniti.

Pretpostavimo sada da slucajnu promenljivu 7 zamenimo sa determin-
istickom promenljivom s u funkeiji w(¢, Ty, X%). Neka je f,(0) karakteristicna
funkcija slucajne promenljive w(t, Ty, Xj). Ona je oblika:

f.(0) = f,(0,t,s) =F (ejew(t’s’x’“)) .
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Koriste¢i Tvrdenje 2.1.6 , mozemo pokazati da je karakteristicna funkcija
procesa Y (t) oblika

Fr(8) = exp{—At + A /O £.(0)ds},

odakle sledi naredno tvrdenje.

Tvrdenje 2.5.1 Ako je E(w?(t,s, X;)) < 0o, tada su ocekivanje i disperzija
procesa Y (t) oblika

EY(t) = A / Bw(t, s, Xp))ds
% (2.12)
D(Y(t)) = )\/0 E(W?(t, s, Xi))ds.

Napomena: U slucaju da je X neprekidna slu¢ajna promenljiva, ocekivanje
E(w™(t,s, X)) zan = 1,2 racuna se na slede¢i nac¢in
EWw"(t,s, X)) = / w'(t, s, Xk)ex, (v)dx.

—0o0

Moze se pokazati da je
min{thtg}
COU(Y(t1)7 Y<t2)) =A / E(w(th S, Xk)w(t% S, Xk))d57
0

za svako t1,ty > 0.

Mozemo uopstiti pojam filtriranog Poasonovog procesa ukoliko ga definisSemo
na sledeé¢i nacin

N(t)
Y(t) = Z Wi(t,Ty), zasvakot >0,
k=1

gde vazi da je Y(t) = 0 ako je N(t) = 0, i gde je {Wk(t,s),t,s > 0} sto-
hasticki proces sa dva vremenska parametra.

Pretpostavimo da su procesi {Wx(t,s),t,s > 0} nezavisni i sa jednakim
raspodelama i nezavisni od Poasonovog procesa {N(t),t > 0} sa stopom
A. Pri ovakvim uslovima, proces {Y (t),t > 0} zovemo wopsteni filtrirani
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Poasonov proces.
Moze se pokazati da su ocekivanje i disperzija ovakvog procesa oblika

E(Y(H) = A / E(Wi(t, s))ds.

D(Y(t)) = )\/0 E(WZ2(t,s))ds.
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2.6 Procesi obnavljanja

Kljuéna karakteristika Poasonovog procesa {N(t),t > 0} je da je vreme
izmedu uzastopnih dogadaja slucajna promenljiva sa eksponencijalnom ras-
podelom sa parametrom A, bez obzira na stanje u kojem se proces nalazi.
Druga bitna karakteriskita je da su sluc¢ajne promenljive 7;, vreme koje Poa-
sonov proces {N(t),t > 0} provede u stanju i, nezavisne. Takode smo defin-
isali Poasonov proces kao neprekidan lanac Markova.

Jos jedan nacin uopstavanja Poasonovog procesa je da pretposavimo da su
nenegativne slucajne promenljive 7; nezavisne, i sa istom raspodelom, pa
stoga mogu imati ma koju raspodelu bilo diskretnu ili apsolutno neprekidnu.

Definicija 2.6.1 Neka je {N(t),t > 0} proces prebrajanja i 7; slucajna
promenljiva koja oznacava vreme koje proces provede u stanju i, za i > 0.
Proces {N(t),t > 0} zovemo proces obnavljanja ako su nenegativne slucajne
promenljive T; nezavisne i sa istom raspodelom, za i > 0. KaZemo da se
proces javi svaki put kada se javi i proces prebrajanja.

Napomena: Moguce je transformisati proces obnavljanja u Poasonov
proces za koji vreme provedeno u stanjima 0,1,... nema eksponencijalnu
raspodelu.

Gornja definicija moze se uopstiti ukoliko pretpostavimo da je slucajna
promenljiva 79 nezavisna od ostalih promenljivih 71,75 ..., ali ne mora strik-
tno da znaci da ima i istu raspodelu kao i te promenljive. U ovom slucaju,
Poasonov proces {N(t),t > 0} zove se modifikovan ili odloZen proces obnavl-
janja.

Vreme T,, n-tog ponavljanja neprekidnog stohastickog procesa {N(t),t >
0} definisanog kao

n—1
T,=) m n=12..
i=1

zadovoljava relaciju
T, <t< N(t) =n.

Ako uzmemo da je T'(0) = 0, onda, kao i u Tvrdenju 2.1.4, mozemo pisati
kao

N(t) = max{T, <t,n>0}. (2.13)
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U opstem slucaju, veoma je tesko naéi taénu funkciju raspodele za promenljivu
T,. Evo nekoliko slucajeva kada je poznata raspodela za slucajnu promenljivu
Ti-

e Ako 7;: E(N), tada T, : I'(n, \)

e Ako 7, : P(N), tada T,, : P(nA)
Ukoliko je n dovoljno veliko, na osnovu centralne grani¢ne teoreme mozemo
zakljuciti da

T, ~ N (nu,no?),

gde je p; = E(1;) i 0% = D(7;), za svako 1.

Primer2.6.12. Iskoristiti jednakost

P{N(t)=n} = P{T, >t} — P{T,1 >t}

za proveru da li za Poasonov proces sa stopom A vazi

At)"
P{N(t) =n} = 6_)\t%, t,n > 0.
n!
Resenje:
U ovo slucaju, kao sto je navedeno, vazi

T, : T'(n,\),
Sto implicira
()\x)n—l

(n— 1)!dm.

t
P{T, <t} = / e
0

Neka je I, := fot e Mgdx, za n > 0. Kada uradimo parcijalnu integraciju,
dobijemo

-z

e n
= n! e, ol
e N S ey
;(n—kﬂ)!x oty to
- n! e Ml
;(n—kJrl)! N Tt

gde je Iy := fot e Mdr = 1_37&
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Sledi da je
At “ n! e M pl f1—eM
T =1} n! < (n—k+1)! A’f+/\”( A ))
k=1
n /\t)n—k+1
kz_; (n—k+1)!
_ —~ (AT
= 1- ; i e .
Sli¢no,
n—1 ;
_ (A"
P{T, <t} =1- - F e

Sredujuci jednakost
n—1 . n .
At) At)
P{N(t)zn}:<1— (,>€/\t>—<1— (,)GM>,

kona¢no dobijamo da je

PIN() = n) = O oxe

a Sto je i trebalo pokazati.

Kada je 7; diskretna slucajna promenljiva, verovatnoéa P{r; = 0} moze
biti strogo pozitivna. To znaé¢i da vreme potrebno da se neka pojava dogodi
moze biti i jednaka nuli. Na primer, ako je 7, ~ P(A), tada je P{r, =
0} = e > 0. Medutim, ako nenegativna slu¢ajna promenljiva 7; nije stalno
jednaka 0, mozemo pisati da je p > 0. Ako pretpostavimo da je u < oo i
0% < 00, na osnovu jakog zakona velikih brojeva, imamo

n—1

1:P{lim£:u}:P{hm—:u},

n—oo n n—oo M

na osnovu cega sledi da je
P{lim T, = o0} =1,
odakle zakljuéujemo, na osnovu jednakosti (2.13), da je

P{N(t) = 00} =0, za svako t < oo,
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jer ¢e slucajna promenljiva 7T;, na kraju biti ve¢a od bilo kog konacnog t. To
znaci da ne postoji beskonacan broj ponavljanja nekog procesa u kona¢nom
vremenskom intervalu. Medutim, obzirom da je P{T, = oo} = 0, mozemo
zakljuciti da je

P{nlirgO N(t) =00} =1

Posto je u veéini slucajeva veoma tesko odrediti verovatnoéu dogadaja
{N(t) = n}, u opstem sluc¢aju moramo da se bavimo nalazenjem ocekivanja
slu¢ajne promenljive N(?).

Definicija 2.6.2 Funkcija my(t) = E(N(t)) zove se funkcija obnavljanja ili
funkcija srednje vrednosti procesa obnavljanja {N(t),t > 0} .

Tvrdenje 2.6.1 Funkcija obnavljanja my(t) mozZe se definisati na sledeci
nacin

e}
my(t) =Y _ P{T, < t}. (2.14)
n=1
Dokaz: Posto je N(t) slu¢ajna promenljiva koja uzima vrednosti iz skupa
{0,1,...}, koristedi relaciju

T, <t< N(t)=n,

mozemo pisati

E(N(t)) = Zz’-P{N(t):i}:Zi-P{N(t):i}
= ZZP{N(t} — i} = ZZP{N(t) =i}

- iP{N(t) >} = iP{Tn <t}. m

Napomena: Obzirom da je u praksi tesko izracunati i verovatnocu
P{T,, <t}, ovo tvrdenje nam uglavnom ne omoguéava da izracunamo my(t).
Ako, eventualno, i uspemo da izracunamo P{N(t) = n}, za svako n, Cesti
su slucajevi da je jednostavnije odrediti o¢ekivanje procesa N (t) direktnim
koris¢enjem definicije E(N(t)).



2.6 Procesi obnavljanja 59

U nastavku ¢emo razmatrati drugu tehniku izra¢unavanja my (t), resavajuci
integralnu jednacinu kada su 7;-ovi neprekidne slucajne promenljive.

Primer2.6.13. Posmatramo slucaj kada 7; ima Bernulijevu raspodelu sa
parametrom p € (0,1). Tada vazi

tako da .
t
n
P{T, <t} = F(1—p)nk,
{T, <t} ;(,{)p( P)

gde je [t] najvedi ceo deo broja t. Teoretski, mozemo odrediti vrednost sume

S(n,p) = ii (Z)pk(l )"

n=1 k=0

gde vazi da je <Z) =0, ako je k > n.
Posmatramo sada poseban slucaj, kada je p = 3 Tada je

(1) -2 lers ()

n=1 k=

Rac¢unanjem dobijamo se sledece rezultate:

1
S (1, 5) — 3,

1
S (2, 5) - 5,
S<3,%> = 7, itd,

odakle sledi jednakost

1
S (t, 5) =2[t]+ 1 zasvakot > 0.



60 Poasonovi procesi

Neka je sada t = r € {0,1,...}. Obzirom da je 7; = 0 ili ; = 1, za svako 1,
mozemo zakljuciti da je N(r) > r, pa tako dobijamo slede¢u raspodelu

r, sav-¢om p't!

r+1, sav-éom ("TH)prti(1—p)
r+2, sav-éom ("%)pti(1—p)?

n

N(r) =
Uopsteno, imamo jednakost

P{N(r)=r+k}= (T —’]; k)p’”“(l —p)¥, zak>0.

Napomena: Koristimo jednakost P{N(r) = r} = p"™', a ne P{N(r) =
r} = p", jer je N(r) = r ako i samo ako svaki od prvih r + 1 ponavljanja
zauzima jednu vremensku jedinicu. Konkretno,

NO0)=0 < 7=1,
N1)=1 & r=1 i =1, itd

Ako definisemo sluc¢ajnu promenljivu X := N(r) + 1, tada mozemo tvrditi
da X ima negativnu binomnu raspodelu sa parametrima r» + 1 i p. Dakle,

1
ocekivanje ove slucajne promenljive je oblika Tt , odakle sledi
1 tl+1
BNGY) =" 1o vy = Ly
P p

1
Primetimo da za p = 2 ponovo dobijamo jednakost

1
S (t, 5) =2[t]+1 zasvakot >0,

koju smo veé¢ objasnili.

Sledece tvrdenje navodimo bez dokaza.

Tvrdenje 2.6.2 [zmedu funkcije raspodele slucajne promenljive 7; © funkcije
obnavljanja my(t) postoji preslikavanje ”1-17.

Posto u sluéaju Poasonovog procesa vazi my(t) = M, sledi tvrdenje koje
je posledica predhodnog tvrdenja.
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Posledica 2.6.1 Poasonov proces je jedini proces obnavljanja cija je funkcija
obnavljanja linearna funkcija.

Napomena: Poasonov proces je takode i jedini Markovski proces ob-
navljanja.

U slucaju kada su slucajne promenljive 7; apsolutno neprekidne, vazi
sledec¢a jednakost.

my(t) = E(N(t)) = E(E(N(t)|7))

= /000 E(N(t)|mo = 7)o (T)dr.

Dalje, na osnovu relacije 79 >t < N(t) = 0 sledi da je

ma(t) = / E(N (|70 = 7)o (7)dr.

Posto su slucajne promenljive 7; nezavisne i sa istom raspodelom, mozemo
pisati da je

E(NW)|mo=7)=14+E(N({t—7))=1+my(t—7), zaTe€l0t].

Sledi da je

ma(t) = / (14 my(t — 7))o (7)dr,
(2.15)

odnosno,

my(t) = Fp(t)+ /Ot my(t — 7)o (T)dT, zat>0. (2.16)

Definicija 2.6.3 Jednakost

my(t) = F,(t) +/0 my(t — 7)o (T)dT,  zat >0

zove se jednacina obnavljanja (za funkciju obnavljanja) procesa {N(t),t >

0} .
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Da bismo tacno izracunali funkciju obnavljanja, ¢esto je lakse i jednos-
tavnije resiti integralnu jednacinu (2.16). Kada uvedemo smenu s = ¢ — 7,
mozemo je zapisati na slede¢i nacin

mN(t):FTO(t)+/O i (8) g (t — 5)ds,  zat > 0.

Kada diferenciramo ovu jednakost, dobijemo

() = o (1) + 1y ()01 (0) + / ma(s)gh (t—s)ds.  (2.17)

Kada je ¢, (t — s) polinom, mozemo je diferencirati po svim promenljivim
dok ne dobijemo diferencijalnu jedna¢inu za funkciju my(t). U tom slucaju,
granicni uslov bi bio mx(0) = 0. Takode, moze se posmatrati funkcija ¢, (t—
s), iako nije polinomna funkcija.

Primer2.6.14. Odrediti funkciju obnavljanja za slucajnu promenljivu
¢ija je funkcija gustine oblika

0 (t) = 483, zate [0, 1].

Resenje:
Na osnovu jednakosti (2.17), imamo:

t
my(t) = 43 +mp(t) -0+ / my(s)12(t — s)*ds
0
t
= 4¢° +/ my(s)12(t — s)*ds, zat € [0,1].
0

Primetimo da ova jednacina implicira da je m/y(0) = 0. Ukoliko gornju
jednakost diferenciramo jo$ jednom, dobijamo

t
mf(t) = 12t —I—/ my(8)24(t — s)ds,
0
odakle zakljucujemo da je m{;(0) = 0. Dalje, diferenciramo pa je rezultat

¢
my(t) = 24t + 24/ my(s)ds,
0

tako da je m7;(0) = 0. Konacno, nakon ¢etvrtog diferenciranja dobijamo

obi¢nu diferencijalnu jednacinu oblika

mi(t) = 24t + 24my(t)ds.
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Opste resenje ove jednacine je oblika
mpy(t) = —1 4 ¢y cos kt + cosin kt + cseft + cqe™M,
gde je k = (24)Y4,i ¢y, ... c4 konstante. ReSenje koje zadovoljava uslove
my (0) = miy(0) = my(0) = my(0) =0,
je
my(t) = =1+ %cos kt + ;l(ekt +e ), zate|0,1].
Ovo resenje vazi samo ako je t € [0, 1]. Posto slucajna promenljiva 7y uzima

vrednosti iz intervala [0, 1], o¢ekivanje My (1) mora biti vece od 1.
Racunamo, najzad,

1 1
my(l) =—1+ 3 cos k + Z(ek + e ) ~1.014.

Jednakost (2.16) predstavlja specijalan slu¢aj opste jednacine obnavljanja
g(t) = h(t) + / g(t —1)dF,, (1), zasvakot >0, (2.18)
0

gde su h(t) i F,,(7) funkcije koje su definisane za svako t > 0.

Moze se dokazati sledece tvrdenje.
Tvrdenje 2.6.3 Funkcija g(t) definisana kao

g(t) = h(t) + /Oth(t —1)dmn(T), za svako t >0,

jeste resenje jednacine obnavljanja.

Napomena: Umesto dmy(7) moze se koristiti i oznaka m/y (7).

Jednakost (2.16) zapravo sledi iz jednakosti (2.18), kada je g(t) = my(t)
i h(t) = F(7), uz uslov my(t) = 0, ako je t < 0, ukoliko je funkcija h(t)
ogranicena na kona¢nim intervalima. Ujedno, funkcija g(t) jeste jedinstveno
reSenje jednacine (2.17) sa ovakvom osobinom. Primetimo jo$ i da je funkcija
raspodele F, (7) = h(t) ogranicena funkcija, jer je F, (1) € [0,1], za svako
t > 0.
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Posledica 2.6.2 Ako je 19 neprekidna slucajna promenljiva, tada je mome-
nat drugog reda za slucajnu promenljivu N(t), E(N?(t)), oblika

E(N?(t)) = mn(t) + 2/; my(t)(t — 7)dmy(7), za svako t>0,.

Dokaz: Racunamo, po definiciji.
BOV() = [ BV = npn(r)dr
= [ BP0 = n)pn(rar
0
= [ B+ NPl
= [ B+ B Don (i
= F,(t)+2 /Ot my(t — 7)o (T)dT +
[ B0 Den(riar
Koristed¢i jednakost (2.16), dobijamo rezultat:
BN (1) = 2m(t) ~ Fa(0)+ [ BV Dom(r)ir

Ova jednakost je istog oblika kao i jednakost (2.18), gde je g(t) = E(N?(t)),
a h(t) = 2my(t) — F(t), jer je g(t) = 0, ako je t < 0. Dalje, na osnovu
Tvrdenja 2.6.3 sledi da je

E(N%(t)) = 2my(t) — Fy (1) +/0 2my(t —7) — Fp(t — 7))dmy (7).
Dalje, sredivanjem dobijamo
| Fatt=mpdmstr) = Faft=mimanl+ [t = rimatrlar

= O+/0 O (T)my(t — 7)dT

L () — Fa(8),
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odakle sledi tvrdenje. m

Primer2.6.15. Ukoliko je {N(t),¢ > 0} Poasonov proces sa stopom rasta
A, tada je

E(N*(t)) = D(N(#)) + (E(N(1)))* = At + (At)?,
Sto je zaista ekvivalentno sa

mN(t)—i-Q/tmN(t—T)dmN(T) = )\t+2/t/\(t—7'))\dr

2

t
= M2\t - 5).

Primer2.6.16. Kada je ¢,,(t) =1 za t € [0, 1], tada je
E(N(t)=¢"—1, za tel0,1].
Odavde sledi da je

E(N*(t)) = et—1—|—2/t(et_7—1)67d7'

t
= et—1+2/(et—eT)dT
0

= e —1+2(te' — (¢! = 1))
= (2t —1)+1, zat € [0,1].

Kao i u Primeru 6.14 uslov 7, € [0,1] implicira da je E(N*(1)) > 1 za
k=1.2... Skdi

E(N1)=e—1 i E(N*1)=e+1.
Znamo da je suma dva nezavisna Poasonova procesa sa stopama rasta

A1 1 Ay takode Poasonov proces sa stopom A = Ay = Ay. Moze se pokazati
sledec¢e tvrdenje.

Tvrdenje 2.6.4 Neka su {Ny(t),t > 0} i {Ny(t),t > 0} nezavisni procesi
obnavljanja. Proces {N(t),t > 0} , definisan kao
N(t) = Ny(t) + No(t), zat>0

je proces obnavljanja ako i samo ako je {N;(t),t > 0} Poasonov proces, za
1=1,2.
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Sledece tvrdenje takode navodimo bez dokaza.

Tvrdenje 2.6.5 Neka je {N(t),t > 0} proces obnavljanja. Momenat k-tog
reda za promenljivu N(t) postoji i konacan je, odnosno za svako k € {1,2...}
vazi

E(N*(t)) < oo, za svako t < 00.

Napomena: Na osnovu ovog tvrdenja sledi da je i my(t) < oo, za
svako t < oco. To znaci da, ne samo da broj ponavljanja nekog dogadaja na
kona¢nom intervalu ne moze biti beskonacan, nego da ni ocekivanje broja
ponavljanja na tom intervalu takode ne moze biti beskonac¢no.

2.6.1 Granicne teoreme

Oznacimo sa Ty vreme proteklo od poslednjeg ponavljanja dogadaja koje
se dogodilo pre ili u trenutku ¢. Analogno, Ty ;41) predstavlja vreme proteklo
od prvog ponavljanja dogadaja nakon trenutka t.

Najpre ¢emo pokazati da prosecan broj ponavljanja dogadaja po jedinici
vremena, N (t)/t , tezi ka 1/u, kada t — oo, uz pretpostavku da je u = E(7;)

konac¢no, za svako 7. Konstanta A = — zove se stopa procesa.
L

Tvrdenje 2.6.6 Za prosecan broj dogadaja po jedinici vremena vazi sledece:

P{lim @ — A} =1,

t—oo

1
gde je A = —.
1

Dokaz: Na osnovu same definicije, vazi
Tnw <t < TNt

sto je ekvivalentno sa

T
N(

t - TN+
N(t) = N(t)

®)
<
t) ~
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Na osnovu jakog zakona velikih brojeva, posto je E(7;) < oo, za N(t) > 0

imamo:
N(t)—1

T T

N(t) Z N@ M

kada N(t) — oo, sa verovatnocom 1, §to ¢e biti samo u slucaju kada ¢t — oc.
Odnosno vazi

Tne

.
i N (1)

Konaé¢no, posto vazi jednakost

Inwy _ TN+ 1

1
N NG 1T e )
zakljucujemo da je
t
lim ——
= I NG =

odnosno,

Drugacije zapisano,

t—o00 t 1%

P{limwzl}:l. [}

Sledeca je teorema se odnosi na ocekivani broj ponavljanja dogadaja po
jedinici vremena, a koji takode konvergira ka A. Ova teorema nije posle-
dica predhodnog tvrdenja jer osobina da niz sluc¢ajnih promenljivih {X,,}°2
konavergira ka konstanti ¢ ne implicira da i niz {E(X,)}°, konvergira ka
konstanti c.

Teorema 2.6.1 (Osnovna teorema obnavljanja) Ako je ocekivanje E(t;)
konacno, tada vazi da je

BIN®) _ |

lim

t—o0

Napomena: Ova teorema vazi i ako je u = oo, jer je onda A = i = 0.
Tvrdenje 2.6.6 takode vazi kada je p = oo.

U predhodnoj teoremi ne pominje se verovatnoca jer je E(N(t)) deter-
ministicka funkcija od t, dok je N(t) slu¢ajna promenljiva.

Sledeée dve teoreme navodimo bez dokaza.



68 Poasonovi procesi

Teorema 2.6.2 Ako je p = E(7y) < 00 i 0% = D(1) < 00, tada je
D(N(1))

lim = g2 )\3,

t—o0

Teorema 2.6.3 (Centralna grani¢na teorema za proces obnavljanja)
Ako je E(72) konacno, tada je

N(t) ~ N (3 @> ,

popd
odnosno
N(t) ~ N(\t, 0*N*t),

ako je t dovoljno veliko.
Tvrdenje koje sledi moze se iskoristiti u dokazu Teoreme 2.6.1.

Tvrdenje 2.6.7 Vazi jednakost

E(Tnt11)) = E(m0)(E(ng) + 1)

Dokaz: Uslovljavanjem vrednosti koje uzima slucajna promenljiva 7
koja je po pretpostavci neprekidna, dobijamo

E(Tnwsny) = / E(Tns1)|T0 = T)pr (T)dT

0
t [e'e)

_ / (7 + E(T(emyor)) o (7)dr + / rom (7)dr
0 0
fe'e) t

_ / riom ()T + / E(Twie—ryi1))om (1)
0 0

= B+ [ Bvini))en(r)ir

Ova jednakost predstavlja specijalan slucaj jednacine obnavljanja (2.18), gde
je g(t) = E(Tn+1)) 1 h(t) = E(7). Kada oba ¢lana jednakosti podelimo sa
E(71p) i oduzmemo konstantu 1, dobijamo
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0 = Spel oy

E(Tn¢-7)41)
/O =gty (r)dr

- / Hg*(t = 7) + g (7)dr

0

S ROR / 19" (t — T)pr (7)dT.

Ova jednakost ekvivalentna je se jednakosti (2.16). Zbog jedinstvenosti
reSenja vazi
E(Tn@+1) ]

"= Ty

Sto je ekvivalentno sa jednakosti

E(Tyen) = E(ro)(my() +1).

Definicija 2.6.4 Neka je t fiksirani vremenski trenutak. Slucajna promenljiva
A(t) ==t =T
zove se starost procesa obnavljanja u trenutku t, dok je
B(t) :=Tnw41 —t

preostali vek trajanja procesa u trenutku t.

AV4

A B(t)

X
The t T+t

v

Slika 2.3: Starost i preostali vek trajanja procesa obnavljanja

Moze se pokazati sledece tvrdenje.
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Tvrdenje 2.6.8 Funkcija raspodele za B(t) je oblika
t
FB(t) :FTO(t+T)_/ (1_Fro(t+7‘—7‘))dmN(7'), ’T‘ZO
0

Funkcija raspodele za A(t) je oblika

P{A(t) >a} =1— F,(t) — /0 TS By (= 1)dmn(r), a€ 01

P{A(t) > a} =0, a>t.

Kada je t dovoljno veliko i 7y neprekidna slu¢ajna promenljiva, funkcija gus-
tine je oblika

(1—F,(r)), zar > 0.

Zapravo, ova jednakost za funkciju gustine za B(t) je tacna ako je proces
obnavljanja {N(t),t > 0} stacionaran.

Pretpostavimo sada da u momentu n-tog ponavljanja procesa {N(t),t >
0} primimo nagradu R, (koja moze biti i trosak!). Pretpostavimo , takode da
su nagrade { Ry }5° ; nezavisne i sa istom raspodelom slucajne promenljive. U
opstem slucaju, R, zavisi od 7,,_1, odnosno od duzine perioda n-tog ponavl-
janja koji se zove ciklus. Neka je R(t) ukupna nagrada primljena na intervalu
0, 7]. To znaci da je
N(t)

R(t) =) R,

i vazi da je R(t) = 0 ako je N(t) = 0. Pokazademo da je prose¢na nagrada
primljena po jedinici vremena, u grani¢cnom smislu, jednaka prose¢noj na-
gradi primljenoj tokom ciklusa podeljenoj sa prosecnom duzinom trajanja
ciklusa.

Tvrdenje 2.6.9 Ako je E(Ry) < o0 i E(1y) < 00, tada vazi da je

P{lim R(®) E(Rl)} = 1.

im ¢ E(7)
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Dokaz: Koristimo zakon velikih brojeva i Tvrdenje (2.6.6). Posto N(t) —
oo kada t — oo, mozemo pisati

N(t) R
P tlggo N(t):E<R1) =1,
n=1
odakle je
N(t)
R(t) 1
i Y= SR,
N(t)
= lim 2n=t Fn lim M
t—o00 N(t) t—o00 t
— B(R) - —
Y E(n)’

sa verovatnoc¢om 1, ¢ime smo dokazali tvrdenje. m

Vrednost nagrade moze biti i pozitivna i negativna, pa je potrebno pret-
postaviti da je F(|R;|) < oo.

Takode se moze pokazati da vazi

o BOR0) _ B(R)
t—00 t E(TQ) '

Uz pomo¢ predhodnog tvrdenja dokaza¢emo naredno.

Tvrdenje 2.6.10 Ako je 19 neprekidna slucajna promenljiva, tada sa verovatnoéom
1 vazi

fot A(T)dr fot B(r)dr  E(1?) ‘

= lim =
t

lim

Dokaz: Pretpostavimo da je nagrada primljena u trenutku ¢ data sa
A(t). Tada dobijamo da je

E(Ry) = E(/OTO rdr) = E (%3) - E(;()Q).

Analogno se pokazuje i drugi deo jednakosti, kada nagradu primljenu u
trenutku ¢ oznaé¢imo sa B(t), a u integralu promenljivu 7 zamenimo sa 75— 7.
|
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Na ovaj na¢in smo odredili prosecnu vrednost preostalog zivotnog ciklusa
procesa rokom dugog vremenskog perioda, Sto predstavlja vremensku sredinu
(ili sredinu vremena), a ne ocekivanje.

Ako je E(78) < oo, takode se moze pokazati da vazi jednakost

iy B(A() = fiy BB = 55y

Primer2.6.17. Ako je {N(t),t > 0} Poasonov proces, koriste¢i osobinu
da su prirastaji nezavisni i stacionarni, mozemo zakljuciti da B(t) ima ek-
sponencijalnu raspodelu sa parametrom \. Stoga vazi da je

E(B(t)) = %

Posto je 1 : £(N), vazi i

o Jo BT X+ (101
t—00 13 B 2/ N

pa su, u ovom sluc¢aju sredina vremena i ocekivanje jednaki, za svako t > 0.
Primer2.6.18.

a) Neka je {N(t),t > 0} proces brojanja za koje vreme izmedu dva do-
gadaja ima uniformnu raspodelu na intervalu [0, s], gde je

12
S'<0,5 0,5)'

Objasniti zasto {N(t),t > 0} nije proces obnavljanja.

b) Ako u zadataku a) pretpostavimo da je s slu¢ajna promenljiva ¢ija je
vrednost odredena u trenutku ¢ = 0, i nakon svakog dogadaja baca se
ispravan nov¢i¢, pa je tada promenljiva S oblika

g_ 1, ako padne ”pismo”
| 2, ako padne "glava’

U ovom slucaju stohasticki proces {N(t),t > 0} jeste proces obnav-
ljanja.

i) Izracunati my(t), za t € [0,1].



2.6 Procesi obnavljanja 73

ii) Pretpostavimo da dobijemo nagradu 1$ ukoliko je duzina ciklusa veca
od 1 (i 0% u suprotnom). Izracunati proseénu nagradu po jedinici vre-
mena tokom dugog vremenskog perioda.

Resenje:

a) {N(t),t > 0} nije proces obnavljanja jer vremena izmedu sukcesivnih
dogadaja nisu nezavisne slucajne promenljive. Zaista, sto je 7o manje,
veca je verovatnoca da je s = 1. Dakle, 1,-ovi zavise od 7y, za k > 1.

b) i) Neka je 7 duzina ciklusa. Rac¢unamo

F(t) = P{r <t}
= P{r<t|S=1}-P{S =1} + P{r <t|S =2} - P{S =2},

odnosno,

F(t) = %(t+%) =3 ate(o).

Sledi da je jednacina obnavljanja jednaka

t t
mp(t) = Sz—i-/om(t—m)zdx

= |smena:y =t — x|
3t 3 [

- 240 d
4+4/OmN(y) v,

odakle sledi

3 3
miy(t) = 1 + ZmN(t)'
Na osnovu pocetnog uslova my(0) = 0 i na osnovu opsteg resenja

obic¢ne diferencijalne jednacine
F(z) =e“(F(0) +/ e?G(y)dy), x>0, c=const.
0

dobijamo da je

t
3
my(t) = €340 +/ e_gy/4zldy) =31, zat € [0,1].
0
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ii) Na osnovu teoreme o totalnoj verovatno¢i imamo

E(r) = E(n|S=1)-P{S=1}+ B(r|S =2)- P{S =2}

3
12 =~
47

e

E(R) = E(Ri|S=1)-P{S =1} + E(R)|S = 2) - P{S = 2} i

Zato je ocekivana nagrada po jedinici vremena (tokom dugog vremen-

skog perioda)
E(R,)

1
E(ry) 3

2.6.2 Regenerativni procesi

Znamo da Poasonov proces {N(t),t > 0} startuje iznova u bilo kom vremen-
skom trenutku jer ima nezavisne i stacionarne prirastaje. Medutim, posto je
to proces prebrajanja, kada se desi prvi dogadaj, N(¢) vise nikad neée imati
vrednost 0. U ovom delu bavi¢emo se procesima koji ¢e se na kraju vratiti
u pocetno, inicijalno stanje i u tom momentu povratka proces ¢e startovati
iznova. Ovakav tip stohastickog procesa zove se regenerativni proces.

Definicija 2.6.5 Neka je 7o vreme koje diskretni stohasticki proces { X (t),t >
0} provede u pocetnom stanju X (0). Pretpostavimo da vazi
i) P{X(t) = X(0),t > 10} =1,

ii) Procesi {X(t) — X (0),t >0} i {Y(¢),t >0}, gde Y(t) = X(t +T1) —
X (T1) i Ty, vreme prvog povratka u pocetno stanje, imaju istu raspodelu.

iii) Stohasticki proces {Y (t),t > 0} je nezavisan od procesa {X(t),t €
0, T3]}

Tada se proces {X (t),t > 0} zove regenerativni proces.

Ako oznacimo sa T, vreme n-tog povratka u pocetno stanje za n €
{1,2,...}, i ako pretpostavimo da je P{T} < oo} = 1, tada sledi da vre-
menski trenuci 15, T3, . .. takode postoje i kona¢ni su, sa verovatnoc¢om 1.
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Definicija 2.6.6 C'iklusi regenerativnog procesa su procesi
{Co(),t € [0, 1]} @ {Cu(t),t € [Tn, Thial},

zan €N, gde su stohasticki procesi nezavisni i sa istom raspodelom za n €
Np.

Prema Definiciji 2.6.5 proces obnavljanja nije regenerativan jer je to speci-
jalan proces prebrajanja. Medutim, mozemo povezati proces obnavljanja
{N(t),t > 0} sa regenerativnim procesom {X(t),t > 0} tako Sto ¢emo
oznaciti sa N(t) broj slucajeva kada se {X (t),t > 0} vratio u pocetno stanje
i startovao iznova, na intervalu [0,¢]. Tada N(t) zapravo predstavlja broj
zavrSenih ciklusa na ovom intervalu. Obrnuto, mozemo definisati regenera-
tivni proces {X(t),t > 0} iz procesa obnavljanja {N(¢),t > 0} , za koji je
N(0) = 0, kao sto sledi

N(t), tel0,Ty)
N(t)—k, te[T*kTs)
N(t) -2k, te [Ty, T5) (2.19)

. ey

X(t) =

za neko k € {2,3,...}, gde su T}, Ty vremena kada se desi ponavljanje.
Primetimo da za k = 1 imamo da je X(t) = 0. Tada je T}, = T}.

Primer2.6.19. Neka je {X(n),n € Ny} diskretni lanac Markova, cije
stanje pripada skupu {0, 1}, i ¢ija je matrica prelaza za jedan korak data sa

0.5 0.5
p-[03 03],

Pretpostavimo da je X(0) = 0. Posto je ovakav lanac nepovratan i ima
konacan broj stanja, mozemo re¢i da je rekurentan. Zato je verovatnoca da
¢e proces ponovo do¢i u pocetno stanje 0 jednaka 1. Sledi da je ovakav lanac
Markova regenerativan proces. Ako pretpostavimo da se svaki prelaz ovog
lanca iz jednog stanja u drugo, desava u jednoj vremenskoj jedinici, tada
mozemo pisati da je

P{T, =1} = P{T} = 2} = 0.5.

Konacno , neka je N(0) = 0, i N(¢) broj vra¢anja u stanje 0 na intervalu
(0,t], za t > 0. Tada je proces {N(t),t > 0} proces obnavljanja.
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Tvrdenje 2.6.11 Ako je E(Ty) < oo, tada je my, deo vremena koje regen-
erationy proces provede u stanju k, jednak

E(vreme provedeno u stanju k na intervalu [0,T}])
T = .
E(Th)
Dokaz: Pretpostavimo da primimo nagradu od 1$ po jedinici vremena
kada je proces {X(t),t > 0} u stanju k, i 0$ u suprotnom. Tada je ukupna
nagrada primljena na intervalu [0, ¢] data sa

t
R(t) :/ I1x (r)=kydT,
0

gde je Itx(r)—x) indikator slucajne promenljive za dogadaj {X(7) = k}. Ako
je E(T1) < 0o, na osnovu Tvrdenja 2.6.9 sledi da je
R(t E
o B0 _ E(R).
t—oo t E(TI)
sa verovatno¢om 1, gde je R; vreme koje je proces proveo u stanju k£ na
intervalu [0,7}]. Onda je

lim @
t—o0 t

deo vremena koje je proces proveo u stanju k, pa jednakost vazi. m

Ovo tvrdenje vazi za bilo koji tip slucajne promenljive T;. Ako je Ty
apsolutno neprekidna sluc¢ajna promenljiva, moze se pokazati da je

lim P{X(t) = k} = m.

Drugim re¢ima, m je granicna verovatnoca da ¢e proces u trenutku ¢ takode
biti u stanju k.

Ukoliko je proces {X(t),t > 0} definisan kao jednakost (2.19), mozemo
zakljuciti da je
1
70271:...:7{'1@,1:%,
jer su T7,T5, ... nezavisne i sa istom raspodelom.

Primer2.6.20. Posmatramo diskretan lanac Markova {X (n),n € Ny} sa
moguéim stanjima {0, 1,2}, i matricom prelaza koja je oblika

0 05 0.5

P=|1 0 O
0 05 0.5
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Pretpostavimo da je pocetno stanje 0 i vazi da kada proces ude u stanje, os-
tane u njemu dok slu¢ajna promenljiva vremena (ili vreme?) ima ocekivanje
Wi, za i € Np, nezavisno od stanja. Izracunati vreme koje proces provede u
stanju 0 posle dugog vremenskog perioda.

Resenje:
Lanac Markova je rekurentan jer je nepovratan i ima konacan broj stanja.
Tada je proces {X(n),n € Ny} regenerativan.
Neka je T7 trenutak prvog vracanja u stanje 0, i N broj prelazaka potrebnih
da se proces vrati u stanje 0. Tada vazi

E(ThIN =n) = po + 1 + (n — 2) o, zan=23....

Posto je
1 n—1
P{N:n}:(é) zan=23...,
sledi da je
E(T) = E(E(Th|N))
00 1 n—1
= Z(Mo + 1+ (n—2)p2) - <§> :

n=2

Konaé¢no, mozemo pisati da je

tako da je
E(T1) = po + pa + pia.

Dakle, vreme koje proces provede u stanju 0 nakon dugog vremenskog perioda

je oblika
Ho

to + pa + o

Vrlo vazan specijalan sluc¢aj regenerativnog procesa jeste onaj proces
{X(t),t > 0}koji moze da se nade samo u dva stanja koja mozemo oznaciti
sa01il.

Posmatrajmo takav primer. Neka je X (¢) = 0 ako je neka masina u trenutku
t ukvaru, a X (t) = 1 ako je masina u trenutku ¢ ispravna. Pretpostavimo jos
i da je u pocetnom trenutku 0 masina potpuno nova, tako da je X(0) = 1,
i da je vreme tokom kojeg je masina ispravna dok se prvi put ne pokvari
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slucajna promenljiva S;. Pretpostavimo dalje, da majstor popravlja masinu
tokom slucajnog perioda U; nakon Cega je masSina ponovo ispravna, a proces
startuje iznova. Neka je

T, =S, + U,
zan=1,2,..., gdeje S, period kada je masina ispravna, izmedu (n — 1)-og
i n-tog kvara, a U, je period popravke n-tog kvara, za n = 2,3,.... Pret-

postavi¢emo da su sluc¢ajne promenljive {5, }5° | nezavisne i sa istom raspode-
lom, §to ¢emo pretpostaviti i za slucajne promenljive {U,}>2 ;. Medutim,
moze se pretpostaviti i da su slucajne promenljive S,, i U,, medusobno zavisne.
Ovakav slucaj stohastickog procesa zove se naizmenican proces ponavljanja.

Napomena: Ako pretpostavimo da je N(t) broj popravljanja masine na
intervalu [0,¢]. Proces {N(t),t > 0} jeste proces obnavljanja, a T,-ovi jesu
trenuci nastanka obnavljanja. Medutim, ovako definisan proces { X (t),t > 0}
nije proces obnavljanja, jer nije ni proces prebrajanja.

Koristeci jednacinu obnavljanja, mozemo formulisati slede¢e tvrdenje.
Tvrdenje 2.6.12 Neka je m(t) verovatnoéa da je X (t) = 1. Tada je

= 1— Fy (f) + /Otu _ P (t — 7))dmy (1),

Na osnovu Tvrdenja 2.6.11 vazi da je

m=1-m= E(S)  _ E(S)

(S1)+E(U)  E(T)

Ako je T7 slucajna promenljiva, tada je

lim = m(t) = m.

t—o00

Neka je {N(t),t > 0} proces obnavljanja, i
1, Alt)<a
X(t) = { 0 AW >a’ (2.20)

gde je a > 0 konstantno, a A(t) starost procesa obnavljanja u trenutku t.
Proces {X(t),t > 0}je naizmenican proces ponavljanja, i iz jednakosti

m =1 —m,
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sledi da je

_ E(S1)  E(min{T},a})
=BT T BT 221

gde je T} vreme prvog ponavljanja stohastickog procesa {N(t),t > 0} .
Napomena: Ukoliko je 77 < a, tada je U; = 0.

U apsolutno neprekidnom slucaju vazi:
E(min{T},a}) = /00 min{t, a}or-(t)dt
0
- /Oat e ()t + /oo a- o (B)dt.
Dalje racunamo
/Oat cory(t)dt = t- Frs(t)|g — /Oa Fp«(t)dt

~ @ Fr(o) - [ Fr(oi
0

odakle sledi jednakost

0
= CL—/ Fl*(tdt
0

Stoga, mozemo pisati da je

E(min{Ty,a}) = a-Fp:(a)— /a Fr«(t)dt + aP{T} > a}

Jo PATT > t}dt
E(T7)

m™ =

Napomena: Ukoliko u jednakosti (2.20) A(t) zamenimo sa B(t), dobi-
jamo ekivalentnu jednakost.

Primer2.6.21. Ako je T} : £()\), tada je
P{T} >t} = e,
Onda je i vreme koje proces provede u stanju 1 jednak

foa e Mdt

Aa
/A |

T = =1—e"
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Prilog A

Prilog

A.1 Neki pojmovi iz teorije verovatnoce

e Funkcija raspodele Fly : R — [0, 1] slu¢ajne promenljive X je definisana
kao
Fx(z) = P{X < x}.

Ona jedinstveno odreduje slucajnu promenljivu.
Veza izmedu funkcija raspodele i gustine slucajne promenljive X :

Fy(z) = / " oxl(a)de.

— 00

U svakoj tacki neprekidnosti gustine px (x) vazi

px(x) = Fx(x).

e Karakteristi¢na funkcija slu¢ajne promenljive X, fx () definisana je na
slede¢i nacin:

Ix(t) = B(e"), gde jet € R,i* = —1.

Ako je slucajna promenljiva X diskretnog tipa, karakteristicna funkcija

je oblika
fx(t) =) "™ P{X =z},
k
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a ako je X apsolutno - neprekidnog tipa, onda je

)= [ eoxla)d.

o0

U oba ova slucaja, karakteristi¢na funkcija uvek postoji.

e Funkcija generatrise momenata slucajne promenljive X je definisana
kao
Mx(t) = E(e'),

ako matematicko ocekivanje slucajne promenljive postoji.

Diskretne slucajne promenljive

Naziv raspodele | Oc¢ekivanje | Disperzija | Karkakter. f-ja
Bernulijeva D p(1—p) pett
Binomna np np(1—p) | ((1 —p)+pe)"

i 1 1-p pe’’
Geometrijska 5 > T=(1_pe
Poasonova A A eMe™ 1)

_p_ _p __

Paskalova T e

Apsolutno - neprekidne slu¢ajne promenljive
Naziv raspodele | Ocekivanje | Disperzija | Karkakter. f-ja
Uniformna “TH’ % e;;?b_j;b
Eksponencijalna % % X :\it
Gama % % ( )\iit )a
Normalna L o? gitie="3

A.2 Zakoni velikih brojeva

Tvrdenje A.2.1 Neka su X1, X5, ...

nezavisne slucajne promenljive sa is-

tom raspodelom i konacénim ocekivanjem, i neka je S, = X1+ ...+ X,,.

a) Slabi zakon velikih brojeva
Ako je E(X1) = p < 00, tada je

Sn
lim P(|— —pu| <c¢)=1,¢>0.
n

n—oo
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b) Jaki zakon velikih brojeva
Ako je E(X?) < oo, tada je
P(lim &:,u)zl.

n—oo M

c¢) Centralna granicéna teorema
Ako je E(X;) =p € R i D(X;) = 0% < oo, tada vazi

) Sp —nu 1 /z 42
lim P <zl= —— e 2 dt.
n—00 { no? ' V2T )

Napomena: Uslov E(X?) < co kod jakog zakona velikih brojeva moze
se zameniti slabijim uslovom E(|X|) < oo.



84

Prilog




Literatura

[1] Mario Lefebvre, Applied Stochastic Processes, Springer, 2007.

[2] Sheldon M. Ross, Introduction to PROBABILITY MODELS, Academic
Press, 2003.

[3] Dr Zoran Ivkovi¢ Uvod wu teoriju verovatnole, slucajne procese i
matematicku statistiku, Gradevinska knjiga, 1970.

[4] Malisi¢ Jovan, Slucajni procesi, Gradevinska knjiga, Beograd 1989.
[5] J.F.C. Kingman Poisson Processes, Oxford Univercity Press, 1993.
[6] Encyclopedia Britannica, Eleventh edition.

[7] http://en.wikipedia.org



86

LITERATURA




Biografija

Rodena sam 09. jula 1984. godine u Novom Sadu. Zavrsila sam Osnovnu
skolu ”Zdravko Glozanski” u Bec¢eju kao nosilac ” Vukove diplome”, a potom
i Gimnaziju u Beceju, takode kao nosilac ”Vukove diplome”. Po zavrsetku
gimnazije, 2003. godine, upisala sam studije na Prirodno-Matematickom
fakultetu u Novom Sadu, smer matematika finansija. Osnovne studije sam
zavrsila 2007. godine nakon cega sam upisala master studije na Prirodno-
matematickom fakultetu u Novom Sadu, smer master matematike finan-
sija. Do oktobra 2009. godine polozila sam sve ispite predvidene nastavnim
planom i programom.

Novi Sad, 18.08.2010. Milana Vujkov



UNIVERZITET U NOVOM SADU
PRIRODNO-MATEMATICKI FAKULTET
KLJUCNA DOKUMENTACIJSKA INFORMACIJA

Redni broj:

RBR

Identifikacioni broj:

IBR

Tip dokumentacije: Monografska dokumentacija
TD

Tip zapisa: Tekstualni Stampani materijal
TZ

Vrsta rada: Master rad

VR

Autor: Milana Vujkov

AU

Mentor: Dr Danijela Rajter—éirié

MN

Naslov rada: Poasonov proces

NR

Jezik publikacije: srpski (latinica)
JP

Jezik izvoda: srpski

JI

Zemlja publikovanja: Srbija

zpP

UzZe geografsko podrucje: Vojvodina
UGP

Godina: 2010.

GO

Izdavaé: Autorski reprint
1Z



Mesto i adresa: Novi Sad, Prirodno-matematicki fakultet, Trg Dositeja
Obradovica 4

MA

Fizicki opis rada: 2/87/0/2/3/0/1

(broj poglavlja/strana/lit. citata/tabela/slika/grafika/priloga)

FO

Naucna oblast: Matematika

NO

Naucéna disciplina: Stohasticka analiza

ND

Kljuéne reci: Poasonov proces, Nehomogeni Poasonov proces, Slozeni Poa-
sonov proces, Dvostruko - stohasticki Poasonov proces, Filtrirani Poasonov
proces, proces obnavljanja, grani¢ne teoreme, regenerativni procesi, stohasticki
procesi, Lanci Markova

PO

UDK:

Cuva se: u biblioteci Departmana za matematiku i informatiku, Novi Sad
CU

Vazna napomena: nema

VN

Izvod: U ovom radu proucavano je nekoliko tipova Poasonovog procesa.
Najdetaljnije je predstavljen homogen Poasonov proces koji je u praksi u
najsiroj upotrebi. Pored ovog procesa prikazani su i nehomogeni Poasonovi
procesi, slozeni Poasonovi procesi, dvostruko - stohasticki Poasonovi pro-
cesi, filtrirani Poasonovi procesi kao i procesi obnavljanja. Za svaki od ovih
procesa predstavljena su osnovna svojstva i osobine. Pored toga, svaki od
procesa ilustrovan je primerima.

1Z

Datum prihvatanja teme od strane NN Veca: 24.09.2009.

DP

Datum odbrane: 30.09.2010.

DO



Clanovi komisije:
Predsednik: Dr Zorana Luzanin, redovni profesor, Prirodno-matematicki fakul-
tet, Univerzitet u Novom Sadu

Clan: Dr Danijela Rajter—éirié, vanredni profesor, Prirodno-matematicki
fakultet, Univerzitet u Novom Sadu, mentor

Clan: Dr Dora Selesi, docent, Prirodno-matematicki fakultet, Univerzitet u
Novom Sadu

KO



UNIVERSITY OF NOVI SAD
FACULTY OF NATURAL SCIENCES AND MATHEMATICS
KEY WORDS DOCUMENTATION

Accession number:

ANO

Identification number:

INO

Document type: Monograph type
DT

Type of record: Printed text

TR

Contents code: Master thesis

CC

Author: Milana Vujkov

AU

Mentor: Danijela Rajter—éirié, PhD
MN

Title: Poisson Processes

TI

Language of text: Serbian

LT

Language of abstract: English
LA

Country of publication: Serbia
CP

Locality of publication: Vojvodina
LP

Publication year: 2010.

PY

Publisher: Author’s reprint
PU



Publication place: Novi Sad, Faculty of Science and Mathematics, Dositeja
Obradovica 4

PP

Physical description: 2/87/0/2/3/0/1
(chapters/pages/literature/tables/pictures/graphics/appendices)

PD

Scientific field: Mathematics

SF

Scientific discipline: Stochastic analysis

SD

Key words: Homogeneous Poisson processes, Nonhomogeneous Poisson
processes, Compound Poisson processes, Doubly stochastic Poisson processes,
Filtered Poisson processes, Renewal processes, Limit theorems, Regenerative
processes, Stochastic processes, Markov chains.

SKW

UC:

Holding data: library of the Department of Mathematics and Informatics,
Novi Sad

HD

Note: none

N

Abstract: In this thesis we study several types of Poisson processes. Ho-
mogeneous Poisson processes are presented in detail due to wide application.
We also present nonhomogeneous Poisson processes, Compound Poisson pro-
cesses, Doubly stochastic Poisson processes, Filtered Poisson processes and
Renewal processes. For each and every process the mean and the variance
are described. Every process is illustrated with examples.

AB

Accepted by Scientific Board on: September 24, 2009

ASB

Defended:

DE

September 30, 2010.



Thesis defend board:
President: Zorana Luzanin , PhD, Full Professor, Faculty of Science and
Mathematics, University of Novi Sad

Member: Danijela Rajter—éirié, PhD, Associate Professor, Faculty of Science
and Mathematics, University of Novi Sad, menthor

Member: Dora Selesi, PhD, Assistent Professor, Faculty of Science and Math-
ematics, University of Novi Sad
DB



