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Uvod

Ovaj rad predstavlja moj zavrSni rad na master studijama Prirodno-matematickog fakulteta u
Novom Sadu. Rad se bavi metrickim i1 generalizovanim metri¢kim prostorima koji predstavljaju
veoma bitan deo funkcionalne analize.

Prva glava ima za cilj upoznavanje sa opStom teorijom metrickih prostora koje je uveo Moris
FreSe jo§ 1906. godine, kao i naj¢eS¢e koriS¢enim metriCkim prostorima. Detaljno je, zatim,
analizirana topologija koju metrika generiSe (indukuje) na nekom skupu, kao i pojmovi
ekvivalentnih metrika, potprostora metriCkog prostora, proizvoda konacnog broja metri¢kih
prostora, izometri¢nih metrickih prostora, aksiome separacije u metrickim prostorima. Posebna
paznja posvecena je kompletiranju metrickih prostora, kao i pojmu kompaktnosti u metrickim
prostorima. Druga glava sadrzi nekoliko uopStenja metrickih prostora koja su nastala
izostavljanjem ili slabljenjem nekog od uslova koje metrika mora da ispunjava. Tako su
ispitivani premetri¢ki prostori, kvazimetri¢ki prostori, pseudometri¢ki prostori i semimetricki
prostori. Na kraju rada izneta je jedna od najnovijih generalizacija metrickih prostora, takozvani
G-metricki prostori, i analizirane osobine G-metrike, topologije u tim prostorima i konvergencija
nizova.

Ovom prilikom se zahvaljujem prof.dr Zagorki Lozanov-Crvenkovi¢ i prof.dr Nenadu Teofanov
na korisnim sugestijama i primedbama. Posebno se zahvaljujem svom mentoru, prof. dr Ljiljani
Gaji¢ za strucno i profesionalno usmeravanje pri izradi ovog rada i za svo znanje koje sam stekla
radivsi sa njom.

Posebno zelim da se zahvalim svojoj porodici na razumevanju, podrsci i ljubavi.
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1. Moris FreSe ( Maurice Frechet )

Moris FreSe (Maurice Frechet) je roden 2. septembra 1878. godine, u Francuskoj. Od malena je
bio zainteresovan za matematiku i fiziku. Posebno se zainteresovao za ove nauke u srednjoj Skoli
koju je pohadao u Parizu. Njegov profesor matematike je uvideo potencijal koji je Frese imao za
prirodne nauke, pa mu je ¢ak i u slobodno vreme davao da ¢ita nau¢ne radove o temama koje su
ga interesovale. Po zavrSetku srednje Skole, slao je profesoru razne matematicke probleme kako
bi se konsultovao o resavanju istih. A, kako je sam priznao, ¢esto se bojao da odredene probleme
nece uspeti da resi. Ve¢ 1903. godine poceo je sa objavljivanjem krac¢ih radova, dok 1906.
objavljuje izuzetnu doktorsku disertaciju na Univerzitetu u Parizu, u kojoj prvi put uvodi koncept
metrickih prostora, mada ne pod tim imenom. U toj disertaciji prvi put pocinje da istrazuje
potpuno novu oblast u matematici u kojoj definiSe pojam funkcionela na metriCkom prostoru i
formuliSe apstraktne ideje kompaktnosti metrickih prostora. Termin ,,metricki prostor* kasnije
uvodi Hauzdorf.

Posle rata, 1918. godine, odlazi da radi kao profesor na Univerzitet u Salzburg, gde pocCinje da se
interesuje za statistiku 1 verovatnocu. Medutim, iako je njegovo interesovanje zaokupila neka
druga oblast matematike, on se 1 dalje u vecini svojih radova bavi analizom i topologijom.

1942. je drzao predavanja u Portugalu, gde ga je portugalsko drustvo matematicara priznalo za
pocasnog ¢lana. Tamo su FreSeu kao Cetiri glavna dostignuca priznali:

1. Veliki uticaj u savremenoj matematici.

2. Stvaranje teorije apstraktnog prostora, na pocetku veka, je neophodna polazna osnova za
razvoj mnogih matematickih teorija.

3. Apstraktne ideje omogucéile su mnoga razja$njenja u matematickim naukama u poslednjih
trideset godina.

matematike su osnova koja je omogucila da se matematika toliko razvije.

Umro je 4. juna 1973. godine, u Parizu.
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2. Metricki prostori

Pojam granice, po svom istorijskom razvoju, je dugo bio vezan za pojam rastojanja dve tacke.
Zato su gotovo svi klasi¢ni prostori snabdeveni definicijom rastojanja dva elementa. Takav je
slucaj sa skupom realnih i kompleksnih brojeva, skupom uredenih n-torki, skupom ograni¢enih
realnih funkcija...

Na skupu R, realnih brojeva, rastojanje d dve tacke x i y merili smo apsolutnom vredno$¢u
razlike odgovarajucih brojeva d(x,y) = [x —y|. U n-dimenzionalnom Euklidskom prostoru,
rastojanje d izmedu tataka x = (x1, X3, ..., xp) 1y = (¥1, Y2, -, V) definiSemo sa

Zn:(xi —yi)?.

U skupu ograni¢enih funkcija, definisanih nad intervalom (a, b), definiSemo rastojanje izmedu
dva elementa f i g kao d(f,g) =sup |[f(x) —gx)|, x € (a,b).

d(x,y) =

Naveli smo samo neke primere rastojanja i interesovace nas koje su njihove najvaznije
zajednicke osobine.

Vidimo da je rastojanje u nekom skupu definisano za po dva elementa. Za svaka dva elementa u
datom skupu X opredeljujemo jedan broj d(x,y) koji nazivamo rastojanjem. U stvari, svakom
uredenom paru (x,y) opredeljujemo realan broj. TraZenje rastojanja je, dakle, operacija
preslikavanja skupa X2 u skup realnih brojeva.

Definicija 2.1. Nekaje X # @ i d: X X X = R tako da vaze slede¢i uslovi:

d(x,y) = 0 (nenegativnost),

dlx,y) =0 & x=y,

Zasve x,y € X je d(x,y) =d(y,x) (simetricnost),

Zasve x,y,z € X je d(x,y) < d(x,z) + d(z,y) (nejednakost trougla).

b=

Tada kazemo da je preslikavanje d metrika na skupu X. Uredeni par (X, d) je metricki prostor, a
broj d(x, y) rastojanje elemenata x i y.

Ovi uslovi iskazuju prirodne ideje o pojmu rastojanja. Na primer, rastojanje izmedu dve razlicite
taCke je uvek pozitivno i rastojanje izmedu tacaka x i y je uvek isto kao 1 rastojanje izmedu y 1 x.
Nejednakost trougla govori da rastojanje izmedu tacaka x i y nije duze od rastojanja izmedu x i
z,azatimod z do y.
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Napomena:

Uslov 1. sledi iz uslova 2., 3., 4., 1 nije neophodno, ali je uobi¢ajeno, da se odvojeno navodi.

Primetimo da iz navedena cetiri uslova sledi jo§ jedna vazna osobina rastojanja koja se cesto
koristi:

ld(x,y) —d(y,2)| < d(x,2).
Dokaz:
Iz uslova 3. je d(x,y) < d(x,z) + d(z,y), odakle sledi da je
d(x,y) —d(z,y) < d(x,2),
a iz simetri¢nosti sledi da je d(x,y) —d(y,z) < d(x, z).
Zamenimo x i z, paje d(z,y) —d(y,x) < d(x,z),
d(y,x) — d(z,y) = —d(x,2),
dx,y) —d(y,z) 2 —d(x,2),

¢ime je dokaz zavrSen.
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2.1. Primeri vaznijih metrickih prostora

2.1.1. Pokazimo da je (Rn, dp) metric¢ki prostor, za dp,(x,y) = (X, |x; — yilp)l/p (p>1),

gde je
X = (xler' ""xn) > Y= (yl'yZ' "'tyn)'

1
1) dyp(x,y) =0 & Clilx -y P =0
|x; —y;| =0, zasvakoi & x;=1y;, zasvakoi.
2) dp(x’Y) =

1/p

n 1/p n
= (lei - Yi|p> = (Zb’i - xilp) =dp(y, %) .
i=1 i=1

3) Nekasux = (xq, %3, .., %), Y = V1, V2, s Yn) 12 = (24, 23, ..., Z,) proizvoljni elementi

iz R™. Dokaza¢emo da vazi nejednakost
1
(xg = 1P + |xz = y2lP + -+ |x, — yulP) /v
1
< (I = 24P + |35 = 2,]P + -+ |y — 2, [P) /P

1
(121 = Y1l + |22 = Yol + -+ |2y — yu[P) 7P

Dokazimo prvo da vazi Helderova nejednakost

1 1
o lagby] < (B la;|P) /e - (X, |by]9) /a,

gde su a;, b;, i €{1,2,...,n}, realni ili kompleksni brojevi, p > 1 i

+i=1

T |+
QR

(1)

2)

3)
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Neka je

a; b’ b;

e O Ib)

a;’' , i€{1,2,..,n}

gde je bar jedan elemenat a; 1 b; razli¢it od nule. Relacija (2) ¢e vaziti ako
pokazemo da je

i=ilai'’b;1 <1 “4)
Ovo ¢emo pokazati da vazi tako Sto ¢emo pokazati da je

ab b4
a-b<s—+—, a=20,b=0,
p q

gde zap i q vazi (3). Funkcija y =x™, za 0 <m <1 i x =0, je konkavna, pa
na osnovu toga je
xmM<1+4+m(x-1).

Y
f(1) -
F
fx)-(1)
/ ¥-1
L X

Ovo se mozZe pokazati tako Sto ¢emo povuci tangentu na datu konkavnu funkciju.
Tada je f(x)—f(1) < f'(1)(x — 1), odnosno x™ —1 < m(x — 1), odakle sledi
trazena nejednakost.

Uzimajuéi da je x = Z—Z, m = % (a,b > 0) sledi da vazi (4).

Stavljaju¢idajeu(4) a = a;'i b = b;'1sumiraju¢i po i od 1 do n dobijamo da je
oA, ey, 11
Dbl <Y P 42 ) b1t =4 =1
— p & q & P q
i=1 i=1 i=1

¢ime je dokazana relacija (4), a time 1 relacija (2).
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Dokaza¢emo, primenom (2), da vazi nejednakost (1).

Pokazac¢emo da vazi nejednakost Minkovskog

n Yo n Yo n Yp
la; + bi|p> < ( |ai|p> + ( |bi|p>
2 2r) +(2,

odakle ¢e se dobiti, uzimajuéi da je
a;, = x; — Zj, bi =Zi—Yi [ € {1,2, ,n}
relacija (1).

Koriste¢i Helderovu nejednakost dobijamo da je

n n n
Dllac+bilP < ) laglla + bilP~ + ) Ibillag + byl
i=1 i=1 i=1

l/p 1/q

n Yo , n Yq n n

< <;|ai|p) (;Wi + bi|qp_q> + <;|bi|p> (;M + bi|qp_q)
n Ya n Yo n Yp

= (Zlai + bi|p> . (Zlai|p> + (Zlbilp)

i=1 i=1 i=1
te koristec¢i (3) zaklju¢ujemo da vazi nejednakost Minkovskog.

Komentar:

U specijalnom slu¢aju, kada uzmemo da je n = 1, dobijamo skup realnih brojeva u kome je
rastojanje definisano sa

d(x,y) = |x —yl.

Zan = 2 dobijamo uobicajenu, Euklidsku metriku.

2.1.2. Obelezimo sa C|[a, b] skup neprekidnih funkcija nad zatvorenim intervalom [a, b].
Rastojanje d u ovom skupu definisano je sa

d(f,g) = max |f(x) —g(x)| , x € [a, b] . Proverimo!
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Ova funkcionela je uvek pozitivna, a jednaka nuli samo ako su f i g identicki jednake na
intervalu [a, b]. Simetri¢nost vazi, jer d(f, g) = max|f (x) — g(x)| = max|(-1)(g(x) —
f())| = max|g(x) — f(x)| = d(g, f).

Treba jos pokazati da vazi nejednakost trougla. 1z
Jax |f (x) — g()] = max |f(x) = h(x) + h(x) = g ()|
< max {|f(x) — h(x)| + |h(x) — g1}
x€la,b]
< - —
< max |f(x) — h()] + max [n(x) - g(0)I,

sledida je d(f,g) < d(f,h) +d(h,g),zasve f,g,h € Cla,b], §to je i trebalo dokazati.

2.1.3. Neka je [” prostor ogranicenih nizovau R iliu C. Akoje,za x,y € [”,

d(x,y) = sup |x; = yil,

L
gde je x = {x;}ieny = (x1), ¥ = Vi}ien = (¥1), tada je (1*, d) metricki prostor.

Da proverimo!

1) d(x,y) =0, zasve x,y € I, po definiciji apsolutne vrednosti.

2) d(x,y)=0 S
suplx; —y;| =0 &
lx; —y;| =0 za svako I =3
X =i za svako i

3) d(x,y) =suplx; —y;| =
= suply; — x|
=d(y,x)

4) d(x,y) = suplx; —y;| =
= suplx; —z; + z; — yil
< sup(lx; — z;| + |z; — ;)
< sup|x; — z;| + sup|z; — ;|
=d(x,z) +d(z,y)
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2.1.4. Prostor [P = {(x;) € RV ; ¥72,|x;|P < o}, p = 1, sa funkcionelom

" 1
dp(6,y) = (i lxi = yilP) 7
je takode metricki prostor.

2.1.5. Nekaje X # @. Tada je sa

definisana metrika na X.

Proverimo!

1) d(x,y) =0, x,y € X, jer je funkcionela d tako definisana da je uvek
nenegativna.

2) d(x,y) =0 samo ako je x =y,

3) d(x,y) = d(y,x),

4) d(x,y) <d(x,z)+d(zy).

Ukoliko je d(x,y) = 0, tada je desna strana nejednakosti sigurno veca ili jednaka

nuli, pa vazi uslov. Ako je d(x,y) = 1, desna strana opet mora biti veca ili jednaka

jedinici, jer ukoliko bi bila nula, tada je 1 x =z i z =7y odakle jex =y, Sto je

kontradikcija sa pretpostavkom.

Dakle, vaze svi uslovi, pa je ovo metrika, koja se naziva i diskretna metrika.

10
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2.2. Topologija metrickog prostora

Definicija 2.2.1. U metrickom prostoru (X,d) otvorena lopta sa centrom u tacki a € X,
polupre¢nika r > 0, je skup L(a,r) svih tacaka x € X takvih da je d(a,x) <, tj.

L(a,v) ={x:x € X,d(a,x) <7} .
Ako u ovoj definiciji stavimo < umesto < dobijamo zatvorenu loptu,
B(a,r) ={x:d(a,x) <r}.
Da se podsetimo.
Definicija 2.2.2. Neka je X # @ i 7 neka familija podskupova skupa X sa slede¢im osobinama:
(0))Xer,Qer,

(0;,) Ako je zasve i € I (I proizvoljan skup) O; € T tada je

UOi eET,

i€l

(03) Ako su 04,0, ...,0,, € T (nje proizvoljan prirodan broj), tada je

n
ﬂOiET.
i=1

Tada je uredeni par (X, T) topoloski prostor, a elementi familije T su otvoreni skupovi. T se zove
topologija na prostoru X.

Neka je (X, d) metricki prostor. DefiniSemo familiju 74 podskupova od X na sledeci naéin:
@ €Ti O € 7 ako isamo ako vazi (Vx € 0)(3r, > 0)(L(x, 1) € 0).

Teorema 2.2.1.

Familija 74 definiSe topologiju u metrickom prostoru (X, d).
Dokaz:

Po definiciji, prazan skup i prostor X pripadaju kolekeiji t4. Neka su skupovi 0; 1 0, elementi iz
74. Pokazimo i da je O; N 0, elemenat iz t4. Ako je x € O, N 0, tada postoje 1y,1, > 0 takvi
da je L(x,1;) € 01 i L(x,1;,) € O,. Posto x pripada preseku skupova 0 i 0,, a lopte imaju isti

11
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centar, tada za r = min{r;,rp} je L(x,r) € 0; N0, . Posto je x proizvoljno iz 0; N O,,
toznacida 0, N0, € 1.

Neka je 0;(i € I) familija skupova iz t4. Pokaza¢emo da je i skup U;¢; O; elemenat familije 7.

Ako je x € Uje 0y, tada postoji i, € I tako da je x € 0; . Odavde sledi da postoji r > 0 tako da
je
L(x,7) € 0;, € Ui O; .

Time smo pokazali da je familija 7; topologija na X. Skupove iz T; nazivamo otvorenim
skupovima.

Za topologiju T = 74 kazemo da je indukovana (generisana) metrikom d.

U daljem radu posmatratemo metricke prostore sa topologijom generisanom njihovom
metrikom.

Definicija 2.2.3. Neka je (X, d) metric¢ki prostor i A € X. Tada:

1) Tacka x je unutraSnja tacka za skup A ako postoji r,, > 0 tako da je

L(x,r,) CA;

2) Tacka x je adherentna tacka za skup A ako je za svakor > 0

Lx,T)NA =@ ;

3) Tacka x je tacka nagomilavanja za skup A ako u svakoj lopti sa centrom u x ima tacaka iz

A razli¢itih od x, odnosno ako za svakor > 0
Llx,m)NA\{x}#0.

Neka je (X,d) metri¢ki prostor. U topologiji generisanoj metrikom, podskup V skupa X je
okolina tacke x, € X ako je zaneko r > 0

L(xg,r)c V.
U toj topologiji_ familija
B(xo) = {L(xo,7) : 7 > 0},

Xo € X, je baza okolina tacke x,, jer za svaku okolinu V tacke x, postoji L(x,,7) € B(x,) tako
daje L(xq, 1) C V.

12
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U metri¢kom prostoru (X, d) jedna od baza okolina tacke x, € X je i familija
1
B*(xy) = {L (x()%) in € N}.
Familija B*(x,) ima prebrojivo mnogo elemenata, jer je % € Q, a Q je prebrojiv skup.

Dakle, u metri¢kom prostoru (X, d) za svaku tacku x, € X postoji prebrojiva baza okolina tacke
1

Xg: {L (xo,;) (S N}.

Upravo smo dokazali sledece tvrdenje, koje je vaZzna osobina metrickih prostora.

Teorema 2.2.2.

Metricki prostor (X,d) ima prebrojivu bazu okolina svake svoje tacke $to znaci da metricki
prostori zadovoljavaju I Aksiom prebrojivosti.

Baza topologije je familija
B={L(x,r):x€X,r>0}.

Definicija 2.2.4. Ako je card(B) < card(N) tada kazemo da (X, d) ima prebrojivu topolosSku
bazu.

Definicija 2.2.5. Metricki prostor ispunjava II Aksiom prebrojivosti ako ima prebrojivu
topolosku bazu.

Komentar:

Iz 1T Aksioma prebrojivosti sledi da metricki prostor ispunjava i I Aksiom prebrojivosti, dok
obrnuto ne vazi.

Definicija 2.2.6. Neka je (X, d) metricki prostor. Skup A € X je gust u X ako je svaka tacka iz X
adherentna za A, tj. A = X.

Definicija 2.2.7. Metricki prostor (X, d) je separabilan ako postoji A X takav da je card(4) <
card(N) i A je gust skup u X.

Teorema 2.2.3.

Neka je (X, d) metricki prostor. Topologija T prostora X ima prebrojivu topolosku bazu ako i
samo ako je prostor (X, d) separabilan.
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Dokaz:
Videti [1].
Komentar:

Proizvoljan metricki prostor ne mora imati prebrojivu topolosku bazu, ali ako je separabilan,
onda je to tacno.

2.3. Ekvivalentne i ograni¢ene metrike

Definicija 2.3.1. Metrike d; 1 d, su ekvivalentne ako indukuju istu topologiju. Tada piSemo
d1~d2'

Da se podsetimo!

Definicija 2.3.2. Dve topologije su jednake ako je svaki otvoren skup u prvoj, otvoren i u drugoj,
1 obrnuto.

Teorema 2.3.1.

Ako za metrike dq,d,: X X X - R postoje realni brojevi A >0, u > 0, takvi da za svako
X,y € X vazi:

di(x,y) < 1-d,(x,y),
da(x,y) < p-di(x,y),
tada su metrike d; 1 d, ekvivalentne.
Dokaz:
Neka je L;(a,r;) proizvoljna otvorena lopta u metrickom prostoru (X, d;). Uzmimo proizvoljnu

tacku x iz otvorene lopte L, (a, ;—1) = {x € X: dy(a,x) < %} metri¢kog prostora (X, d,). Tada

je dy(a,x) <;—1, pa kako je di(a,x) <A-d,(a,x), sledi da je d(a,x) <7, odnosno

L, (a, %) c Ly(a,r).

Sli¢no se pokazuje da je L, (a, %) c L,(a,r,). Kako ove dve metrike indukuju istu topologiju,

sledi da su one ekvivalentne.
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Na osnovu prethodne teoreme, metrike na R™ date sa

o di(x,y) =XLilx; — yil
o dy(x,y) =X, (x; — ;)2
o doo(x'y)=max{|xi_yi| lSTl}

gde je x = (x4, X2, .o, X)), ¥ = (¥1, Y2, -, Vn), Su ekvivalentne.

d,(A,B) je duzina duzi AB, to je uobicajeno-Euklidsko rastojanje. d;(4,B) je zbir duZina
kateta, dok je d (A4, B) duZina veée od tih kateta.

Kakoje d,<1-d; i d;<n-d,,sledidajed;~d,.
A,naosnovutogastoje d,<1-d, i d, <+n-d,,slediidajed,~d.,.

Mozemo zakljuciti da je 1 d;~d, pa su sve tri metrike ekvivalentne.

Definicija 2.3.3. Neka je d metrika na X. Za nju kazemo da je ograni¢ena ako postoji M > 0
tako da je

d(x,y) <M,

za svako x,y € X.
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Komentar:
Akoje d(x,y), x,y € X, metrika, tada su i

d(x,y)

l—i-d—(x,y) i min{l,d(x,y)},

za svako x,y € X, takode metrike, i to ograni¢ene metrike, ekvivalentne sa d.

d(x,y)

—— kao i
1+d(xy) ’

Da bi ovo pokazali, kao i to da su topologije indukovane metrikama d(x,y) i

d(x,y) imin{1,d(x,y)} jednake, dokazacemo sledece tvrdenje.

Teorema 2.3.2.

Neka je (X, d) metricki prostor, a f: R, U {0} = R, U {0} monotono neopadajucéa funkcija koja
ima sledece osobine:

1) f(x) =0 akoisamoako x =0;
2) f(x+y)<f(x)+ f(y) (subaditivnost).

Tada je funkcija g: X X X - R, U {0}, takva daje g(x,y) = f(d(x,y)), metrika na X.

Dokaz:

Treba ispitati da li funkcija g(x, y) zadovoljava uslove metrike:

1) glx,y) =20, x,y €X,

2) gey) =0 & f(dxy)=0 & dxy)=0 & x=y,

3) g(xy) = f(dx,y) = f(dy,x) = gy, %),

4) g(x,y) = f(dxy) < f(dx,2) +d(z,y)) < f(d(x,2) + f(d(zy)) = g(x,2) +
9(z,y).

Kako su ispunjeni svi uslovi, moze se zakljuciti da je ovako definisano g metrika na X.
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Teorema 2.3.3.

d(x,y)
1+d(x,y)

metrikana X. U (X, g) svaki skup je ograni¢en i topologije indukovane sa d i g su jednake.

Neka je (X,d) metricki prostor. Tada je i funkcija g: X X X — R data sa g(x,y) =

Dokaz:

Neka je f(u) = ﬁ, u = 0 . Da bismo mogli primeniti prethodnu teoremu, moramo proveriti da
li funkcija f zadovoljava uslove iz iste.

e Kakojeu = 0,sledida f: R, U{0} > R, U{0},

e Akojeu =0,sledidajeif(u) = 0ivaziiobrnuto,
1

o f'(u)= e Kako je prvi izvod funkcije f uvek pozitivan za bilo koju vrednost u,
sledi da je f rastu¢a na [0,00),
o MT __ U L < B ,v > 0, pa vazi i subaditivnost.

utv+1l  utv+l  utv+l T u+tl o v+l

Kako f zadovoljava sve uslove, sledi da je g(x,y) = f (d (x, y)) = —iggz/) metrika na skupu X.
glx,y) = % <1,zasvex,y € X.

To znaci da svaki podskup od X lezi u zatvorenoj lopti polupre¢nika r < 1 sa centromu x € X.

Neka je Lq lopta indukovana metrikom d, a L, metrikom g. Kako je g(x,y) < d(x,y), za svako
x,y € X, to znaci da je, za sve r > 0,

LyCx,m) < Ly(x, 7). (1)
Znamo da ako zaneko y € X, d(x,y) <r,tadaig(x,y) <r.

Zad(x,y) < lie g(x,y) = X2 odakle sledi da je d(x,y) < 2g(x, y).

2

Tada je
Ly (x.3) € La(x,7) 2)

Na osnovu (1) 1 (2) sledi da su topologije indukovane metrikama d i1 g jednake.
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Teorema 2.3.4.

Neka je (X,d) metri¢ki prostor i g: X X X — R, U {0} tako da je g(x,y) = min{1,d(x,y)}.
Tada je g metrika na X 1 d 1 g indukuju jednake topologije u X.

Dokaz:

Definisemo funkciju f(x) =x, 0<x<1 i f(x)=1, x>1.

Moze se pokazati da ova funkcija zadovoljava uslove da bi g( f (x)) bila metrika.
Neka je Lg lopta indukovana metrikom d, a L, metrikom g.

Kada je r < 1, tada je Lq(x,7) = Ly(x,7). Ako je 7 > 1, tada Ly(x,7) D Ly(x,1) = Ly(x,1) i
Lg(x,7) = Ly(x,1) = Lg(x,1). Odavde sledi da d i g indukuju jednake topologije.

Komentar:

Svaka metrika moze se zameniti drugom, koja indukuje topologiju jednaku sa topologijom koju
indukuje prva metrika, i to takvom da u tom drugom metricCkom prostoru su svi skupovi
ograniceni.
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2.4. Konvergencija niza, grani¢na vrednost i neprekidnost funkcije u
metri¢ckim prostorima

Posto metricki prostori zadovoljavaju I Aksiom prebrojivosti njihova topologija se moze opisati
preko nizova.

Definicija 2.4.1. Niz elemenata skupa A je svaka funkcija a: N — A. Vrednost a(n) funkcije a
u tacki n € N oznacavamo sa a, i zovemo n-tim ¢lanom tog niza, a sam niz ozna¢avamo sa

{an}nEN-

Definicija 2.4.2. U metri¢kom prostoru (X, d) kazemo da niz {a,},ey u X konvergiraka a € X i
pisemo lim,,_,, a, = a, akoje lim,_,d(a, a) = 0.

To znaci da niz {a, },ey u X konvergira ka a € X ako za svako € > 0 postoji ny(e) € N tako da
je a, € L(a, €), zasve n > ngy(e).

Teorema 2.4.1.

Neka je (X,d) metricki prostor, A € X i a tatka nagomilavanja skupa A. Tada postoji niz
{a,}nen u A\ {a} takav da je

lima, =a.

n-—-oo

Dokaz:

Neka je {€,} niz pozitivnih brojeva koji tezi ka 0, tj. lim,,_,., &, = 0. Tada, postoji niz {a, },ey u
A\ {a} takav da je d(a,,a) < &,, za sve n € N, odnosno

a, € L(a,g,) N A, zasven € N.

Sledi, lim,,_,,, d(a,, a) = 0, $to zna¢i da vazi lim,_a, =a.

Teorema 2.4.2.

Neka je (X, d) metri¢ki prostor.

a) O c X je otvoren ako i samo ako iz x, — x € O sledi da se u O nalaze svi sem kona¢no
mnogo ¢lanova niza {x,,} ;
b) F c X je zatvoren ako i samo ako iz {x,} € Fix, —» xsledidaix € F ;
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Dokaz:

a) Neka je O otvoren i x,, = x € 0. Sledi da je O okolina svake svoje tacke, pa i tacke x,
Sto, po definiciji, zna¢i da se u njemu nalaze svi ¢lanovi niza {x,}, osim njih kona¢no
mnogo.

Obrnuto, neka se u O nalaze svi sem kona¢no mnogo ¢lanova niza {x,}. Pretpostavimo
suprotno, da postoji x, € O takvo da, zasven € N,

1
L (xo,—> nCco # @.
n

Formirajmo niz {x,} birajuéi tako da x,, € L (xo,%) N CO. Tada x,, > x,, pri ¢emu
{x,} c CO, $to je kontradikcija.

b) Neka x,, = x. PoSto je F zatvoren, on sadrzi sve svoje adherentne tacke, pa sledi da
x €F.
Obrnuto, neka je x adherentna tacka za F. Tada je x ili izolovana (Sto znaci x € F) ili je
tacka nagomilavanja, te postoji {x,} € F,x, = x, $to zna¢i da x € F. Dakle, F je
zatvoren.

Definicija 2.4.3. Neka su (X;,d,) i (X,, d,) metricki prostori, f: X; = X,, A € X; ia € X, tatka
nagomilavanja skupa A. Kazemo da je b € X, grani¢na vrednost funkcije f, kada x tezi ka a i
x € A, ako za svako € > 0 postoji § (&) > 0 tako da je

f ((Ld1 (a,8()) N A)\ {a}) c L%(b, ¢).
Ako je b € X, grani¢na vrednost funkcije f kad x tezi ka a i x € A, piSemo

limf(x) =b

XEA

Dakle,
limx-a f(x) = b ako i samo ako vazi
X€EA

(Ve>0)36(e) > 0)(Vx € A)(0 < dy(x,a) <6(e) = dy(f(x),b) <¢).

Definicija 2.4.4. Neka su (X;,d,) i (X,, d,) metriéki prostori, f: X; = X,, xo € X1 1 f(xg) = ¥o.
Funkcija f je neprekidna u tacki x, ako za svako &€ > 0 postoji (&) > 0 tako da je

£ (L4 (x0,8(2))) © L% vy, €)
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Dakle, funkcija f: X; = X, je neprekidna u tacki x, € X;, ako za svako € > 0 postoji 6(¢) > 0
tako da za svako x € X; vazi implikacija

d;(x,%9) < 6(e) = dz(f(x);f(xo)) <e&.

Teorema 2.4.3.

Neka su (X,d) i (Y, p) metricki prostori. Funkcija f: X — Y je neprekidna u tacki x ako i samo
ako iz x,, » x u X sledida f(x,) » f(x) uY.

Dokaz:

(=) Pretpostavimo da je f neprekidna, ali da ne vazi da f(x,) - f(x) uY.
flx) = f(x) & (Ve>0)3ny € N)(Vn >n, = f(x,) € L(f(x), s)),
A suprotno je
(32 > 0)(¥no € N) (3ny > np = f(xn,) € LF(2), ).
Kada ny = oo, dobijamo odgovarajuéi niz {xkn} < {x,}, takav da f (xkn) ¢ L(f(x),¢).
Kako je f neprekidna, sledi da
(Ve > 0)36(e) > 0) (y € L% (x,8()) = f(¥) € L%(f(x), 2)).

Za & = g, ozna¢imo odgovarajuce § = §.

y € L4 (x,8,(e)) = f() € L%2(f(x), &),  gde xp, — x.
Tadazan > ny = dy( xkn,x) < &g, pa f( xkn) € L%2(f(x), &).
Ovo je kontradikcija sa konstrukcijom niza {xkn}, pa sledi da mora vaziti da f(x,,) = f(x)u?Y.
(&) Pretpostavimo sada da f(x,,) = f(x) uY, ada f nije neprekidna.
To znati da (3 > 0)(V8(e) > 0) (3x5 € L% (x,8(2)) = f(x5) € L(F(2),¢))

Kada &, — 0, nalazimo niz takav da x5, € L% (x, o, (s)), gde x5, — x, pa dobijamo da
f (x(;n) ¢ L(f(x), ). f (x5n) + f(x), $to je kontradikcija sa pretpostavkom.
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2.5. Osobine separacije u metrickim prostorima

Definicija 2.5.1. Topoloski prostor (X,t) je Hauzdorfov ako za svake dve razliite tacke
a, b € X postoje disjunktni otvoreni skupovi 0; 1 0, u X takvidajea € O; 1 b € 0,.

Teorema 2.5.1.

Svaki metricki prostor je Hauzdorfov.
Dokaz:

Neka je (X, d) metricki prostor. Akojea,b € Xia # b, tj. d(a,b) # 0 pokazacemo da je

d(a,b) d(a,b)\ _
o L) R AICID)

d(a,b) d(a,b)

Neka je x € L(a, ).Tadaje d(a,x) < > te je
d(x,b) = |d(a, b) — d(a,x)| > d(‘;' b).
Odavde sledi
x & L (b’d(c;, b)> )

Sto znaci da je

d(a,b) d(a,b)\ _
(2D 0, (5 400)

Sta vise, otvoreni skupovi razdvajaju ne samo tacke nego i zatvorene disjunktne skupove.
Da se podsetimo.

Definicija 2.5.2. Neka je (X, d) metri¢ki prostor i A € X proizvoljan skup. Rastojanje d(a, A)
tacke a € X od podskupa A # @ definiSemo sa

d(a,A) =inf {d(a,x);x € A}.
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Teorema 2.5.2.

Neka je d(a, A) rastojanje tacke a od skupa A. Tada vazi:

1) d(a,A) =0,
2) Ako je skup A zatvoren tada vazi d(a, A) = 0 ako i samo ako a € A,
3) |d(x,4) —d(y,A)| <d(x,y), xy€X.

Dokaz:

1) d(a,A) = 0, na osnovu definicije rastojanja,
2) Ako tacka a pripada skupu A, to znaci da je rastojanje izmedu njih nula. Ako je skup A
zatvoren, vazi i obrnuto, na osnovu Teoreme 2.4.2. b). Dakle, a € A.
3) Nekajex,y € X. Vazidaje
d(x,a) <d(x,y) +d(y,a),
za svako a € A. Odavde je
iNfaea d(x, @) < infoeq d(y, a) +d(x, y).
To znaci da je d(x,A) — d(y,A) < d(x,y). Analogno je d(y,A) —d(x,A) < d(x,y), te
vazi da je
ld(x,A) —d(y,A)| < d(x,y),
Sto je 1 trebalo pokazati.

Teorema 2.5.3.

Neka je A neprazan skup metriCkog prostora (X,d). Funkcija koja preslikava (X,d)u R
definisana sa x — d(x, A) je uniformno neprekidna na X.

Dokaz:
Direktna posledica osobine 3) prethodne teoreme.

Definicija 2.5.3. Neka je (X, 1) topoloski prostor. Ako za svaka dva disjunktna zatvorena skupa
Z1 1 Z5 u X postoje disjunktni otvoreni skupovi 0; 1 0, u X tako da je

Z1€0q,Zy;CO0,
kazemo da je X normalan topoloski prostor.

Teorema 2.5.4.

Svaki metriéki prostor (X, d) je normalan.
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Dokaz:

Neka su A 1 B proizvoljni, disjunktni, zatvoreni skupovi. Pokaza¢emo da postoje disjunktni,
otvoreni skupovi U 1 V u X takvi da je

AcU , B cV.

Neka je
U={x;x €X,d(x,A) <d(x,B)},
V={x;xeXdxB)<d(x A}
Jasno je davazi UNV = @. Pokazaéemodaje Ac UiB CV.
Neka je x € A. Tada je d(x, A) = 0. Ako pokazem da je
d(x,B) >0,

sledi¢e da je d(x,A) =0< d(x,B) te x € U. Ako ne bi vazilo da je d(x, B) > 0, sledilo bi
d(x,B) = 0 te iz zatvorenosti skupa B sledi x € B. Kako je x € Asledi x € AN B §to je u
suprotnosti sa uslovom A N B = @. Analogno se pokazuje daje B c V.

Dokaza¢emo da su skupovi U 1 V otvoreni.

Neka je preslikavanje h: X = R definisano na sledeéi nacin:
h(x) =d(x,A) —d(x,B), x € X.
Preslikavanje h je neprekidno 1 vaze ekvivalencije:
xeEUeS h(x)<O0
xEVeSh(x)>0

Dakle, U = h™((-=,0)) i V =h 1((0,0)). Kako je(—»,0) €1z i (0,0) E1g, a h je
neprekidno preslikavanje, sledi da su U i V otvoreni skupovi.
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2.6. Indukovana topologija na podskupu metrickog prostora

Definicija 2.6.1. Neka je (X, d) metricki prostor i A € X. Indukovana metrika na skupu 4, u
oznaci d g, je data sa:

dy(x,y) =d(x,y), zasve (x,y) € A X A.

Funkcija d, je metrika, te je uredeni par (A,d,) metri¢ki prostor, koji je potprostor prostora
(X, d) u topologiji indukovanoj metrikom d.

Iz definicije sledidaza Ly(a,7) ={y:y € A, dy(a,y) <r} (a€A) vazi
Ly,(a,v) =L(a,7)NA .
Na A ¢emo definisati topologiju 7,4 (indukovanu topologiju) na slede¢i nacin:
((0, €t) © (30 €T)(0,=0n4)),

gde je T = t4. Dakle, skup 0O, je otvoren u indukovanoj topologiji 7, ako i samo ako je jednak
preseku otvorenog skupa 0 iz T 1 A.

Na metrickom prostoru (A4,d,) imamo indukovanu topologiju T4 i topologiju odredenu
metrikom dy, 74 ,. Pokazacemo da vazi sledece tvrdenje.

Teorema 2.6.1.

Vazi jednakost 74 = 74, .

Dokaz:

Neka je O; € 74. Pokazacemo da je 0, € 14,.

Ako je 04 € 14, na osnovu definicije indukovane topologije sledi da je
0, =0nNA, zaneko O € 1.

Za proizvoljno x € 0; postoji r > 0 tako da je x € L(x,r) € 0. Tada je x € L(x,r) N A =
Ly(x,T)c0NA=0,teje 0 €14,

Pokazimo da vaZi i obrnuto:

0, €14, 0, €14
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Treba pokazati da:

ako je 0, unija lopti iz (4, d,) tada postoji O € 7 tako daje O; = O N A.

Neka je
0, = Juatem = Jeumna.
i€l i€l
Tada je
01 = (UL(Xi,Ti)> NA=0 ﬂA,
i€l
gde je

0 = UL(xi,Ti) ET.

i€l
Dakle, O, € 14, jerje O = 0 N A, O € t. Na osnovu dokazanog sledi

TAz‘[dA'
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2.7. Proizvod metri¢kih prostora

Neka su (X;,d;), (X5, d5), ..., (X, d,,) metricki prostori i
Xy X Xp X oo X X = { (31, %2, o, x): x; € X, 1 €{1,2, ..., n}}
proizvod skupova Xy, X, ..., X,,.
DefiniSemo preslikavanje
D:(X; XX, X ..X X)) X (X; XX, X..XX,;) - [0,0)
na slede¢i nacin:
D((ey, %z, -, Xn), (1, Y2 s ¥n)) = Max di(x;, ¥1)
za sve (X1, Xy, v, Xp), V1, Y2, s Vn) € X1 X Xy X X X,
Lema 2.7.1.
D je metrika nad X; X X, X ... X X,,.
Dokaz:

Vaze sledece ekvivalencije:

D((x1!x2l ---:xn)r (yl’ yZ’ ’yn)) = O A

max d(x;y;) = 0 <

dl-(xi,yl-) =0 zasvei € {1,2,..,n}
x; =y; zasvei € {1,2,..,n} &
(X1, X2, ey X)) = (Y1, V20 wo0s V) -

Simetricnost funkcije D sledi iz

D((xpxz' "'lxn)r (yl' Y2 'yn)) = max di(xi,yi) =

1<isn

= max d;(y; %) = D((V1, V2o s Yu)s (%1, X2 o0 X)) -

1<isn

Kakoje di (xi’zl-) < di(xl-,yi) + di (yl',Zi)’ zasvel € {1,2, ...,Tl},
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sledi

max di(xijzl-) < {22}; (di(xi,yl-) + dl-(yi,zi))

1<isn
< max di(xl-,yi) + 1rrsllas)7(1 di(yl-,zl-) ,

1<isn

Sto znaci da za D vazi nejednakost trougla.

Proizvod metri¢kih prostora (X;,d,), (X5, d,), ..., (X,, d,,) je metricki prostor
(X; xX, X..xX,,D),
sa gore navedenom metrikom.

Teorema 2.7.1.

Neka su (X, d,), (X,,d5), ..., (X, d,,) metri¢ki prostori. Tada vazi sledece:

a) LP((xy, x,, ...,xn),r) = L% (x;,7) X L% (x,,7) X ... X L% (x,, 1),
zasvex; € Xy, x, €Xy, ..., X, €EX,,, 7> 0.

b) Otvorene lopte {LP(x,7):x € X; X X, X ... X X,,r > 0} &ine bazu B, topologije 7p na
Xy X Xy X oo X X -

¢) Familija B = {Ldl(xl,rl) X L%(x5,75) X ... X LO(x,,17,) ¢ x; € X;,1; >0, zasvei €

{1,2,.., n}} je takode baza topologije t.
Dokaz:

a) Vaze ekvivalencije:
(21,24, ) 2Zy) € LD((xl,xz, ...,xn),r) = di(z;,x;) <r,zasvei €{1,2,..,n} &
z; € L%(x;,1),zasvei € {1,2,..,n} &

(21,29, wer Zp) € L1 (x1,7) X L%2(x5,7) X ... X L (x,,,7).

b) U proizvoljnom metrickom prostoru (X, d) otvorene lopte {L%(a,r);a € X,r > 0} &ine
bazu topologije, pa to vazi za metricki prostor (X; X X, X ... X X,,, D).
c) Koristeéi relaciju
LP((xq, % e X0),7) © L3 (31, 11) X L% (25, 73) X oo X L (2, 73)
gdejer = min{rllrz, ...,rn}, pokazuje se da je B C 1. Neka je O € 7. Tada je O unija
neke potkolekcije kolekceije Bp, pa i potkolekcija kolekcije B, jer Bp € B.
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Dokazimo sada vrlo vaznu osobinu metrike.

Teorema 2.7.2.

Neka je (X, d) metricki prostor. Tada je preslikavanje d: X X X — R neprekidno.
Dokaz:

Neka je f(x,y) =d(x,y), za sve x,y €X, (x0,y0) EX XX i f(x9,¥0) = z,. Pokazacemo
neprekidnost f u tacki (xg, ¥o). Treba pokazati da za svako € > 0 postoji § > 0 tako da je

f(L(xw 8) X L(yq, 5)) C L(zy, €). €Y)
Kako je
L(zy,e) ={z:z € [0,0), |z — 25| < €},
treba pokazati da postoji § > 0 tako da vazi implikacija
d(x,x0) <6,d,y0) <6 = |f(x,y) =2zl <e.
Kako je
If (x, ) — 2ol = 1d(x, ) — d(x0, yo)| = |d(x,¥) — d(xo,¥) + d(x0,¥) — d(x0, o)l
< d(x,x0) +d(,¥0),

sledi implikacija

& &
d(x,x0)<§, d(y'y0)<§ = |f(X,y)_Zo|<€,

tejeu (1) 5 ==,

2
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2.8. Izometrija

Definicija 2.8.1. Neka su (X,dy) i (Y, dy) metricki prostori. Za preslikavanje f: X — Y kazemo
da je izometrija ako i samo ako za svako x4, x, € X vazi:

dy(x1,x;) = dy(f(x1)’f(x2)) .

Prostori X i Y su izometri¢ni, u oznaci X =;Y, ako 1 samo ako postoji sirjektivna
izometrija f: X - Y.

U nastavku pokazujemo da je =; relacija ekvivalencije u klasi svih metric¢kih prostora.

Teorema 2.8.1.

Ako su (X,dy), (Y,dy) i (Z, d;) metri¢ki prostori, onda vazi:

a) XElX
b) X=;,VY =YV X
C) XELY/\YELZ:)XELZ

Dokaz:

a) IdentiCko preslikavanje idy: X = X je, evidentno, izometrija.

b) Neka je X =; Y 1 f:X —» Y proizvoljna sirjektivna izometrija. Ako su tacke x;,x, € X
takve da je f(x;) = f(x;), onda je dy(f(x;), f(x2)) = 0, odakle sledi dy(x;,x,) = 0,
to jest, x; = x,. Dakle, preslikavanje f je bijekcija, pa postoji inverzno preslikavanje
Ly - Xx.

Za proizvoljne tacke y;,y, €Y postoje tacke x;,x, € X takve da je y; = f(xq) i
y2 = f(xz), tojestx; = f1(y1) Tx, = f~1(y2), pa imamo
dy(y1,¥2) = dy(f(xﬂ,f(xz)) = dy(x1,x;) = dx(f_l()&) ;f_l(yZ)) :

Zato je i preslikavanje f~1 izometrija, odakle sledi Y =; X.

c) Nekasu f:X—>Yig:Y — Z sirjektivne izometrije. Tada je i kompozicija go f: X - Z
sirjekcija i za proizvoljne tacke x4, x, € X vazi:

dy(x1,x3) = dy(f(xﬂ.f(xz)) = dz(g(f(xﬂ).)g(f(xz)) )

pajei g o f sirjektivna izometrija, odakle sledi X =; Z.

Na osnovu prethodne teoreme zaklju¢ujemo da relacija =; vrsi razbijanje klase svih metrickih
prostora na klase izometri¢nih prostora.
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2.9. Kompaktnost u metrickom prostoru

Definicija 2.9.1. Neka je (X, d) metricki prostor i A € X. Skup A je kompaktan ako iz svake
familije otvorenih skupova {0, },ea za koju vazi:

AcUOa

a€eN

moze da se izdvoji konacna familija skupova Oy Og,, .., Og, tako da je

Ako je A = X kazemo da je (X, d) kompaktan metri¢ki prostor.

Teorema 2.9.1.

Neka je (X, d) metricki prostor i A kompaktan podskup od X. Tada je A zatvoren i ogranicen.
Dokaz:

Neka je podskup A kompaktan, odnosno iz svake familije otvorenih skupova {0, },en, takve da

je A € Ugen Oy, moze da se izdvoji kona¢na familija {Oai}:;l takva da je A © UjL; Og,.

Dokaza¢emo da je skup A zatvoren tako $to ¢emo pokazati da je njegov komplement CA otvoren.
CA ¢e biti otvoren skup ako pokazemo da za svaku tacku y € CA postoji lopta L(y, ry) takva da
je

L(y, ry) c CA.

Neka je y € CA. Metricki prostor (X,d) je Hauzdorfov, §to znaci da za proizvoljne dve tacke
a,b € X,a # b, postoje lopte L(a,1,) i L(b,1;,) takve da je

L(a, 1) N L(b,1,) =0.
Dakle, i za svako x € A postoje L(x, 1) i L(y, ) tako da je
Lex,n) NL(y, 1) = @

Kako je A € U,esL(x, 1) , a A je kompaktan skup, postoji konacan skup {x,, x5, ...,x,} C A
takav da je

Ac U?zlL(xi,rxi) (1)
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Skup N~ L(y, ﬁl) = 0 je takav da je
0N L(x;my,) =0, 2)
za sve i € {1,2,...,n},jer je L(xi,rxi) N L(y, Kl) =@, za sve i € {1,2,...,n} po konstrukciji, a

ANL (y,ﬁ]) c L(y, ﬁl) zasvel € {1,2,...,n}.

Kako je, na osnovu (1) 1 (2),
n
ANOc U(L(xl-,rxi) no) =g,
i=1

sledi da je, za ¥ = min {ﬁl ;1 €{1,2, ...,n}},
L(y,r) =0 cC(CA,
odakle se moze zakljuciti da je CA otvoren skup, odnosno A je zatvoren.

Treba jo$ pokazati da je A ogranicen. To ¢emo uraditi tako $to ¢emo pokazati da postoji lopta
L(xy,7) takvadaje A € L(xq, 7).

Neka je xy, € X proizvoljno. Tada je A € X = Upen L(xy,n), te postoji konacan pokrivaé
{L(xo,m;);i €{1,2,...,k}} skupa A.Tadaje A c L(xy,m), gde je m = max,<;<p 1.

S’ obzirom na teoreme koje daju potreban i dovoljan uslov za kompaktnost u metri¢kim
prostorima, mogu se dati sledece ekvivalentne definicije kompaktnosti u metrickim prostorima.

Definicija 2.9.2. Metricki prostor je kompaktan ako svaki niz iz X ima konvergentan podniz.

Definicija 2.9.3. Metricki prostor je kompaktan ako svaki beskonacan podskup od X ima tacku
nagomilavanja koja mu pripada.
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2.10. Kompletnost u metrickom prostoru

Posmatra¢emo sada jednu posebnu klasu nizova — KoSijeve nizove.
Definicija 2.10.1. Niz {x, },,cy iz X je KoSijev ako vazi slede¢i uslov:

(Ve > 0)(3ny(e) € N)(Vn,p € N)(n >ny(e) = d(xn+p,xn) < e),
Sto je ekvivalentno sa

(Ve > 0)(3ny(e) € N)(Vn,m € N)(n,m > ny(e) = d(x,, x,,) < ).

Teorema 2.10.1.

Ako je niz {x, },en iz X konvergentan, on je i Kosijev.
Dokaz:
Neka je niz {x, },ey konvergentan, Sto znaci da je lim,,_ x,, = x, odnosno
(Ve > 0)(3ny(e) e N)(Vn € N)(n > ny(e) = d(x,, x) < &).
Neka je € > 0 dato. Za 8/2 postoji ng takvo da je
d(x,,x) < 3/2, zasven > no(e/z),

odakle sledi da za m,n > n, (8/2) = ny (&)

d(x,, %) < d(x,,x) +d(x,x,) < 5/2 + 5/2 =g,

Sto znadi da je niz {x, },ey KoSijev.

U proizvoljnom metri¢kom prostoru, obrnuto ne mora da vazi.
Primer 2.10.1.

Posmatra¢emo metri¢ki prostor (Q, d), gde je Q skup racionalnih brojeva. KoSijev niz elemenata
iz Q ne mora da konvergirau Q.

Neka je niz {a,},ey definisan na sledeci nacin:
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a, = 1,414 ... , n € N.

n - decimala broja V2
Niz {a,}pey S Qizasven € Nip €N je
|an+p — an| <10™
Sto znaci da je Kosijev, ali nema grani¢nu vrednost u Q (\/7 €R\ Q).
Primer 2.10.2.

Posmatramo metri¢ki prostor ((0,1), d).

. 1111 . yeo . oy . ..
Niz (E’ 35 ) je Kosijev, ali nema grani¢nu vrednost u intervalu (0,1), pa prema tome nije

konvergentan.

Definicija 2.10.2. Ako u metrickom prostoru (X, d) za svaki Kosijev niz {x,,},ey u X postoji
lim,,_,,, x, = x € X, kazemo da je (X, d) kompletan metricki prostor.

Da se podsetimo , u metriCkom prostoru A € X je ogranic¢en ako postoji realan broj
d(4) = sup {d(a,b),a,b € A},

koji zovemo dijametar skupa A u metri¢kom prostoru (X, d).

Teorema 2.10.2.

Potreban i dovoljan uslov da (X, d) bude kompletan prostor jeste da je presek svakog opadajuceg
niza nepraznih, zatvorenih skupova u X, €iji niz dijametara tezi nuli, jednoclan skup.

Dokaz:

Potreban uslov. Neka je (X,d) metri¢ki prostor, {4,} opadaju¢i niz nepraznih zatvorenih

skupova u (X, d) ¢iji niz dijametara tezi nuli. Ako taj niz tezi nuli, to znaci da za svako &€ > 0,
postoji ny € N takvo da je diam A, < ¢. Izdvojimo iz svakog skupa {4} elemenat a,. Kako
an € Ay, sledi da a, € A, € Ay ,n = n,, pa je niz {A,} Kosijev. Neka je a granica Kosijevog

niza. Kako su skupovi A,, zatvoreni, to a € 4,,, a samim tim i a € N,ey A, - Ako bi postojala
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jo$ jedna granica b,a # b, tada bi d(a,b) # 0, $to je kontradikcija sa pretpostavkom da niz
dijametara tezi nuli.

Dovoljan uslov. Neka je {x,,} Kosijev niz. To znaci, da za svako n € N, postoji m(n) takvo da

je d(xm(n), Xm) < %, za sve m > m(n). Neka je B(xm(n), l/n) zatvorena lopta. Tada, x,, € B,

jer se nalazi na rastojanju manjem od 1/n u odnosu na Xp). Formirajmo opadajuci niz

zatvorenih skupova A,, na sledeéi nacin:

1 1
Ay = B(xpma), 1), A, =4,NB (xm(z),§>, vy, Ay =4, 1NB (xm(n)%),
Niz {diam A,} tezi nuli, pa N A,, sadrzi jednoc¢lan skup {a}. Kosijev niz {x,,} konvergira ka a,

1 1
d(xp, @) < d(Xm X)) + d(Xmmy, @) < —+—, zam> m(n).

Primeri kompletnog metrickog prostora:

Komentar:
Od navedenih primera metrickih prostora koji su dati na pocetku, slede¢i prostori su kompletni:
R™ ,1*, [P ,Cla,b],

a samo ¢emo za neke to pokazati.

Primer 2.10.3.
(R, d) je kompletan metri¢ki prostor, gde je
d(x,y) = |x —yl.
Ovo ¢e biti dokazano ukoliko pokaZzem da svaki Kosijev niz u R konvergira.

Posto smo pokazali da je svaki konvergentan niz KoSijev, dalje treba pokazati da je svaki
Kosijev niz ogranicen.

Za e = 1, odredimo n, € N takvo da je za sve m,n = ng, |x,, — x,| < 1.

Zam = ny dobijamo da je |xn0 - xn| <1

Ako uzmemo [ = max{l, Xny — x1| ) |xn0 - xn0_1|}, vazi |xn0 - l| <x, < |xn0 + l|, za

svako n € N, §to znadi da je niz {x, },ey Ogranicen.
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Dalje, treba pokazati da svaki Kosijev niz ima najvise jednu tacku nagomilavanja.

Pretpostavi¢emo da postoje dve tacke nagomilavanja x i y,x # y i one moraju biti u R, jer je niz
ograni¢en. Neka je d = |x — y|. Niz {x,,} je KoSijev, te postoji n, € N takvo da je |x,,, — x| <

d o o - y . L .. .
—. Posto je x tacka nagomilavanja niza {x,},,cy, postoji m;, m; > n, takvo da je |xm L x| <

Wl w

2d

lx —x,| < |x—xm1| + |xm1 —xn| <?,

y ” . 2d . y . ey y y . o
Sto znaci da izvan 5 - okoline tacke x ima najviSe konatno mnogo Clanova niza. NajviSe

y oo . d e o . 2d . y
kona¢no mnogo ih ima i u 3" okolini tacke y, jer je ova disjunktna sa . okolinom tacke x, pa

y ne moze biti tactka nagomilavanja niza {x,},ey. Znaéi, ukoliko KoSijev niz ima tacku
nagomilavanja, ona je jedinstvena.

Posto, na osnovu Bolcano-VajerStrasove teoreme, svaki ogranien niz ima bar jednu tacku
nagomilavanja u R, znaci da KoSijev niz ima tacku nagomilavanja, pa je ona, na osnovu
prethodne price, jedinstvena. Zakljucujemo da se klase konvergentnih 1 KoSijevih nizova u
skupu R poklapaju.

Primer 2.10.4.

(R™,d) je kompletan metri¢ki prostor , gde je za elemente x,y € R™, x = (X1, X3, ..., Xp), ¥ =
V1, Y2 0 V)

d(x,y) = ;Tsll%’fjxi —yil.
Pokaza¢emo da u R™ svaki Kosijev niz konvergira. Neka je {x,},eny KoSijev nizu
x, = (x1,x2,..x"), vEN.
Dakle,
xl = (xllixlz"'lx?) )

x, = (xd,x3,..,x%),

x‘U = (x‘l}l x‘gr "'x‘LTIl)r
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To znac¢i da imamo n nizova u R:
{x1},en, niz prvih koordinata,

{x2},en, niz drugih koordinata,

{x'},en, niz n-tih koordinata.
Kako je, po pretpostavci, niz {x]'}, ey KoSijev, sledi da
(Ve > 0)(Fvy(e) € N)(Vu,u € N)(v,u > vp(e) = d(xv,xﬂ) < s),
gde je d(x,y) = maxycinlx; — yil.
Dakle,
(Ve > 0)(uy(e) € N)(Yu,u € N) (v,u > vy(e) = Irslias)lexi -y < e) :
Sledi da je, za svako fiksirano i € {1,2, ..., n}, niz i-tih koordinata
e

Kosijev niz u R, te postoji

lim,_.,x}) = x', zasvei € {1,2,...,n},
jer je R kompletan metricki prostor.
Kako za svako € > 0, postoji vy(e) € N tako da za sve v, u € N vazi

max|x;, — x| <e,
ako je v, u > vy(¢€), kada u — o iz prethodne nejednakosti sledi
max,<i<n|xt — x| < &, za sve v > vy (),
Odakle je prema zadatoj metrici,
d(x,,x) < &, zasvev > vy(e),

gde je x = (x4, %5, ..., X,) € R™.

Dakle, lim,_,, x,, = x, §to je i trebalo pokazati.
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Primer 2.10.5.

Pokazademo da je prostor [®ograni¢enih realnih ili kompleksnih nizova sa metrikom
jep g p

d(x'J’) = SupiElei - yil' X = (xn) € loo, y= (Yn) € l”

kompletan.

Neka je {(x[})}”EN Kosijev niz u [”. Tada sledi da je za svako n € N, niz {x[[}HEN Kosijev niz u

R ineka je

limx; =x™n€N.,

[0
Pokaza¢emo da je (x™) € [”idajelim,_.,d ((x[}) (xn)) =0.

Kako je svaki Kosijev niz i ogranicen, sledi da postoji M > 0 tako da je
d (0, (xﬁ)) <M, zasvepu € N.

Odavde je suanN|xﬁ| < M,zasve u € N, te je i suppey|x™| < M.

To znadi da je (x™) € [*. Kako je niz {(x, )}HEN Kosijev, sledi da za svako & > 0, postoji

vo(€) > 0 tako da je
suanN|x[} — x| < e zasvev,u > vy(e).
Kada u — oo sledi da je d((x}}), (x")) < g zasveVv > vy(e). Dakle,

lim d((), (x™) = 0.
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2.11. Kompletiranje nekompletnih metrickih prostora

Posmatrajmo nekompletne metri¢ke prostore. Jedan od primera je metricki prostor racionalnih
brojeva. On je vrlo neefikasan aparat. Kada bismo se na njemu zadrzali ne bismo mogli
izraunati gotovo nijednu jedinu povrSinu povrsi ograni¢ene proizvoljnom krivom linijjom u
ravni. To je razlog $to se sa racionalnih brojeva preslo na $iri skup — realne brojeve. Granica
proizvoljnog niza racionalnih brojeva je uvek realan broj, ali i granica proizvoljnog niza realnih
brojeva je realan broj. Skup realnih brojeva je kompletan, kao $to smo dokazali.

Dakle, skup realnih brojeva kompletira skup racionalnih brojeva. Postavlja se pitanje da li je
moguce kompletirati bilo koji metricki prostor.

Teorema 2.11.1.

Svakom nekompletnom metrickom prostoru A odgovara jedan metricki prostor X, Ciji je
potprostor B izometri¢an sa A i koji je svuda gust u X. Ako postoji vise takvih prostora X, onda
su oni izometri¢ni.

Dokaz:

Posmatrajmo skup svih Kosijevih nizova iz A. U taj skup definiSimo relaciju ekvivalencije na
slede¢i na¢in. Za dva KoSijeva niza {x,} i {y,} re¢i ¢emo da su ekvivalentna ako je
lim,,_,,, d(x,, ¥») = 0. Skup koli¢nik u odnosu na ovu relaciju obeleziéemo sa A. Njegovi
elementi, obelezicemo ih sa X, su klase ekvivalencije Kosijevih nizova, u odnosu na navedenu
relaciju ekvivalencije.

Stacionarnim nizom zva¢emo niz ¢iji su svi elementi jednaki (x, x, x, ..., X, ... ). Svaki stacionaran
niz je 1 KoSijev. Svakoj klasi moZze pripadati samo jedan stacionaran niz.

U skupu A definisa¢emo rastojanje na slede¢i nacin:

%3 = Tlll_r)?o d(xXn, Yn)
gde su {x,,} i {y,} proizvoljni nizovi iz klase X, odnosno .

Da bi ova definicija imala smisla, treba pokazati da d postoji za svako X, € A4 i da ne zavisi od
izbora niza iz klase.

Prvo ¢emo pokazati da d postoji:

d(xp, Yn) < d(xp, Xpm) + d(Xp, Vi) + AWy Yim) »

odakle je
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d(xn, Yn) = A, Yin) < d(xn, Xm) + AV Ym) -
Izmenimo mesta za indekse m i n i dobijamo

d(Xm, Ym) = A, yn) < d(xy, X)) + AV, Y-
Iz poslednje dve nejednakosti sledi da je

|d(xnl yn) - d(xm; Ym)l < d(xn; xm) + d(ynr ym)-

Nizovi {x,} i {y,,} su Kosijevi, pa desna strana u poslednjoj relaciji tezi 0. To znaci da je niz
brojeva d(x,, y,) Kosijev niz, a time i konvergentan, jer je R kompletan prostor.

PokaZzimo sada da ovako definisano rastojanje d ne zavisi od izbora niza iz datih klasa. Uzmimo
po dva niza iz iste klase:

.} i{x,€x, a {y}ilmley.

Na osnovu toga dobijamo da je

d(xn, yn) < A, %) +d (0, ¥ ) + dns vn)

odakle je
lim d(xn, yp) < lim d(xn ',y ) -

U prethodnoj nejednakosti izmenimo X, sa x,,"1 Yy, sa y,,'1 kad pridemo granici, dobijamo
lim d(xn', ¥, ) < lim d(xp, yn) -

Dve poslednje relacije sa limesom nam daju da je
lim d(xn', y,) = lim d(xp, yn) -

Sada éemo pokazati da je A kompletan prostor. Izaberimo jedan Kosijev niz {X;} iz prostora A.
Iz svake klase X, izaberimo jedan niz {x{',x%,..,x7,...}. Odredimo indeks k, tako da je

n n 4 n n % A2
d(xm,xkn) < — zasvem > k,,. Pokaza¢emo da je 1 niz {xkl,xkz, } Kosijev niz. Obelezimo sa

X 1x¢* odgovarajuce stacionarne nizove, ¢iji su ¢lanovi x;- odnosno x;* . Tada je
n m n m
n ,mY_ jfn zm J(»n 3 J(~ J(» sm
d(xkn,ka) = d(xkn,ka) < d(xkn,xn) + d(%,, %) + d(xm,ka) :

Prema konstrukeiji niza {x,’c‘n}, desna strana ove nejednacine tezi 0 kada m,n — oo, a time i leva.

Pokazali smo da je navedeni niz Kosijev, pa pripada nekoj klasi X.
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Pokazac¢emo da je lim X,, = X.

n—-oo
A%, %) < A%, 2p) + A3, %) < lim d (x] xn)+l_ 1.
rns = »kn kn»*n ~ pow kp’ “kn n_n n-
gdee, = 0,n = oo,

Posmatrajmo sada podskup B skupa A koji se sastoji od onih elemenata skupa A koji u okviru
klase sadrZze stacionarne nizove oblika d = {a,a,q, ...,a,...}. Skup B je izometriCan sa A.
Naime, svakom elementu a € A odgovara jedan elemenat @ € B koji sadrzi stacionaran niz
{a,a,a,...,a,..}. Vazi i obrnuto, jer svaka klasa sadrzi samo jedan stacionaran niz, svakom
elementu @ € B odgovara onaj elemenat iz A koji definiSe stacionaran niz iz klase a.

Prema definiciji d, iz klase @ i b moZemo izabrati ba§ stacionaran niz , pa je d (d, 15) =d(a,b).
Time je dokazana izometrija A i B.

Pokaza¢emo sada da je B svuda gust skup u A. Neka je x = {x;, x5, ..., Xy, ... } niz koji pripada
klasi ¥ € A. Mozemo odrediti n, tako da je d(xm,xno) <e¢g, za sve m > n,. Formirajmo

stacionarni niz {fn 0}. On pripada skupu B, a d(ic’, Xn 0) <e.

Ostaje da se pokaze da ako postoji neki drugi skup A’ sa istim svojstvom kao i A da je on
izometri¢an sa A. Neka je dakle A’takav skup koji sadrzi podskup B'izometri¢an sa 4, a koji je
svuda gust u A",

Neka je x' € A’ . Postoji niz {§,'} € B' takav da je x = lim &,,, jer je B’ svuda gust u A". Zbog
izomorfizma B’ i A postoji niz {a,} € A koji ovim izomorfizmom odgovara nizu {¢,,'} € B".
Nizu {a,} € A odgovara izomorfizmom niz {£,} € B i postoji lim &, = x € A. Tako smo dobili
preslikavanje A’ na A. To preslikavanje je obostrano jednoznaéno. Naime, da smo uzeli drugi niz
{u,,} koji konvergira ka x’ vazilo bi d(&,, u,,") = 0,n = . Odgovarajuéi niz u A za {u,?}
padao bi u istu klasu sa {a,}.

Ostaje jo§ da pokazemo da je dobijeno preslikavanje A’ na A izometrija.

Neka elementu x' € A, preko {¢,} € B',{a,} € A,{§,} € B odgovara elemenat x € A. Isto
tako elementu y'€ A’ preko {n,} € B',{b,} € A,{n,} € B odgovara y € A. Tada je zbog
neprekidnosti rastojanja:

d(x" y’) = lim d'(fr'v Nn ’) = lim d(an' bn) = lim d(fni T]n) = d~(x' y) .

41



Metricki i generalizovani metricki prostori

3. Normirani prostori

Posmatra¢emo sada jednu, u primeni, posebno vaznu klasu metri¢kih prostora.

Pretpostavimo sada da skup X ima i algebarsku strukturu, tj. da je X vektorski prostor nad poljem
F e {R,C}.

Definicija 3.1. Neka je v: X — [0, o) tako da vaze slede¢i uslovi:

1) vix) =0 x=0;
2) v(Ax) = |A|v(x), zasvedE Fisvex € X;
3) vix+y) <v(x)+v(y), zasvex,y € X.

Tada kazemo da je preslikavanje v norma nad X, a uredeni par (X, v) je normiran prostor.
Normu v ¢emo u daljem tekstu obelezavati sa ||-|| ili ||-||x -

Svaki normiran prostor (X, ||-]| ) je i metri¢ki prostor (X, d) sa metrikom d koja je definisana na
slede¢i nacin:

d(x,y) = |lx —yll, zasvex,y € X.
Proveri¢éemo da d ima osobine metrike.

1) d(x,y)=0 S |x—yll=0 & x—y=0 S x=y;
2) Kakoje [lx—yll =D -0l =I1-1llly—xIl = lly — xI|

sledidajed(x,y) =d(y,x), zasvex,y € X,
3 dx,z) =lx—zll=llx—y+y—zll <llx -yl + lly — zll = d(x,y) + d(y,2)
zasve x,y,z € X.
Posto su svi uslovi zadovoljeni, pokazali smo da je d metrika na X.
U normiranom prostoru algebarska i topoloska struktura su saglasne, jer su:

a) (x,y) >x+y, xye€X,
b) A4x)>A-x, x€XAEF,

neprekidne operacije, §to znaci da je svaki normirani prostor 1 vektorsko-topoloski prostor.
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4. UopStavanja metrike

Modifikovanjem postojecih uslova iz definicije metrike ili uvodenjem snaznijih uslova u istu,
mogu se dobiti razlicite “metrike”.

4.1. Premetrika

Definicija 4.1.1. Preslikavanje d: X X X — [0,00) koje zadovoljava sledece uslove:

1) d(x,y) =0,
2) d(x,x) =0,

za sve x,y € X, naziva se premetrika.

Ovo nije standardni termin. Nekad se koristi kako bi ukazao na druge generalizacije metrika, kao
Sto je pseudometrika. U prevodima ruskih knjiga, za ovu generalizaciju metrike , ¢esto se koristi
termin ,,prametrika‘.

Za pozitivan, realan broj r, otvorena r-lopta sa centrom u tacki p se definise kao

B,(p) = {x:d(x,p) <7}

Skup je otvoren ako za bilo koju tacku p iz tog skupa, postoji r-lopta sa centrom u tacki p koja se
takode nalazi u tom skupu. Time je indukovana topologija na X. U opStem slucaju, otvorene r-
lopte ne moraju da budu otvoreni skupovi u odnosu na datu topologiju. Ustvari, unutrasnjost r-
lopte moze biti prazna.

4.2. Pseudometrika

U matematici, pseudometricki prostor je uopsten metri¢ki prostor u kom rastojanje izmedu dve
razlicite tacke moze biti nula.

Definicija 4.2.1. Preslikavanje d:X X X — [0,00) je pseudometrika, ako za svako x,y,z € X
vazi:
1) d(x,x)=0,

2) dlx,y) =d(,x),
3) d(x,y) <d(x,z) +d(zy).
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Tada je par (X, d) pseudometricki prostor.
Primer 4.2.1.
Trivijalna pseudometrika
d(x,y) =0,

za sve x,y € X, je pseudometrika na svakom nepraznom skupu X.
Primer 4.2.2.
NekajeX = R?id:X x X - R* dato sa

d((xpxz)» (3’1'}’2)) = |x; —y1l.
Proveravanje uslova:

1) d(x,x) =|x; — x| =0,
2) dx,y) = Ix; =yl = lys — x1| = d(y, x),
3) Ao, y) =Ix1 —yil = lxy —z1 + 2z — 1| < %y — 24| + |21 —y1| = d(x,2) +d(z,y).

Ovo je primer pseudometrike, ali ne i metrike, jer ukoliko uzmemo tacke (2,3) i (2,5),
rastojanje, po ovom primeru je 0, jer

d((2,3),(25) =12-2|=0.
Primer 4.2.3.
Skup svih funkcija ¢, ¢: R — R, takvih da je
d(¢p, ) = |$(0) — (0.

1) d(¢,¢) =1¢9(0) —¢(0)]| =0,

2) d(®,9) =19(0) — (0] = [p(0) — ¢(0)| = d(y, ¢),

3) (¢.9) =18(0) = 9(0)] = [¢(0) =¥ (0) +1(0) — ¢(0)] < [¢(0) — ¥ (0)] +
[(0) — (0)| = d(p,¥) +d(¥p, ¢)

Ovo jeste pseudometrika, ali ne i metrika, jer ukoliko uzmemo da je ¢ = sinx, a ¢ = sin? x,
dobijamo da je

d(¢, ) = d(sinx, sin?x) = |sin0 — sin?0| = 0.
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4.2.1. Topologija pseudometrickog prostora

Neka je (X, d) pseudometricki prostor. Skup
B.(x) ={y € X;d(x,y) <&},
zax € X,& > 0, naziva se otvorena lopta sa centrom u x, poluprec¢nika e.
Pokazacemo da je
B={B.(x); €>0,x € X}

baza topologije na X. Ovu topologiju zovemo pseudometricna topologija na X indukovana
pseudometrikom d.

Teorema 4.2.1.1.

B je baza topologije na X.
Dokaz:
Pretpostavimo da By, B, € B iz € B; N B,. Pokaza¢emo da postoji B; € B takvo da
ZEB; S B, NB,.
Prema definiciji B; = B, (x;) i B, = B,,(x;), zaneke x1,x; € X i &, &, > 0. Tada
d(x,z) <&, d(xy,z)<e,.
Sada moZemo definisati § = min{e; — d(xy,z),&, —d(x,,2)} i B; = Bs(2).
Akoy € B3, k =1,2,tada je
d(xy,y) < d(xy, z) +d(z,y)
< d(xp,z)+6
< &

Tako da B; € By,zak = 1,2, pavazi B; € B; N B,.
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Neka je (X, d) pseudometricki prostor. Uvodenjem relacije ekvivalencije, pseudometri¢ki prostor
se moze pretvoriti u dobro definisan metricki prostor. Ta relacija ekvivalencije naziva se
metricka identifikacija.

Definisimo relaciju x~y ako je d(x,y) = 0. Lako se proverava da je to relacija ekvivalencije.
To znaci da u jednu klasu ekvivalencije stavimo sve tacke koje su na rastojanju jednakom nuli.
Definicija 4.2.1.1. Neka je X* = X/~ ineka je

d*([x], [yD = d(x, ) .
Tada je d* metrika na X* i (X*, d*) je metri¢ki prostor.

Hoc¢emo da pokazemo da je ovako definisana funkcionela, metrika na X™*.

[x], [yD

[x], [yD e dxy)=0 o x~y o [x]=[y]
3) d*([x], [yD = d(x,y) = d(y,x) = d*([y], [x]),

[x], [yD = d(x,y) < d(x,2z) + d(z,y) = d"([x], [z]) + d*([z], [yD.

Kako su zadovoljeni uslovi iz definicije metrike, za svako x,y,z € X*, mozemo zakljuciti da je
d* metrika na X*.
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4.3. Semimetrika

U matematici, semimetricki prostor uopStava pojam metrickog prostora tako Sto iskljucuje
osobinu nejednakosti trougla.

Definicija 4.3.1. Neka je X #+ @ ineka d: X X X - R zadovoljava sledece uslove:

1) d(x,y) =0 (nenegativnost),
2) d(x,y) = 0 ako i samo ako x =y,
3) d(x,y) = d(y,x)

Tada se d naziva semimetrika, a par (X, d) semimetri¢ki prostor.

Primer 4.3.1.

Nekaje X = AUB, gde je A = {(0,y) € R?: — 1 <y < 1}, a B je grafik funkcije y = sin (i)
za 0<x<1. Ako su u=(x;,y;) i v=_(x3,y,) elementi iz X, defini§imo d(u,v) =

[(x; — x2)% + (y; — yz)z]l/ 2, ako je bar jedan od elemenata u i v iz A. Definis§imo d(u, v) kao
“duzinu luka” izmedu u i v, ako suiu i v iz B. Tada je d semimetrika.

Ve¢ smo pokazali da je u metrickim prostorima svaki konvergentan niz Kosijev. Medutim, u
semimetriCkim prostorima postoje primeri u kojima konvergentan niz ima podniz koji nije
Kosijev.

Sledeca teorema daje potrebne i dovoljne uslove pod kojima u semimetrickom prostoru svaki
konvergentan niz ima podniz koji je KoSijev.

Teorema 4.3.1.

Ako je (X, d) semimetri¢ki prostor, tada su sledeci uslovi ekvivalentni:

1) Svaki konvergentan niz u X ima podniz koji je Kosijev.

2) Ako je {x,} konvergentan niz u X i € pozitivan broj, tada postoji podniz {z,,} niza {x,,}
takav da d(z,, z,,) < €,zasvem,n € N.

3) Ako F € X i € pozitivan broj takav da je d(x,y) = € za sve tatke x,y € F, tada je F
zatvoren skup.

Dokaz:

1) = 2) Neka je {x,,} konvergentan niz u X, a {z,} njegov podniz koji je Kosijev. Tada, na
osnovu definicije KoSijevih nizova znamo da za svako € >0 i sve m,n € N vazi da je
d(z,, z,) < €.

2) = 1) Direktno, na osnovu definicije konvergentnih i KoS$ijevih nizova,
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3) = 2) Pretpostavimo da vazi uslov 3) i neka je {x,} niz u X koji konvergira ka x € X.
Pretpostavimo da za svaki podniz {y,,} niza {x,} postoji podniz {z,} takav da je d(z,, z,) = ¢,
za sve n > 1. Tada bi mogli konstruisati podniz {z,} takav da je d(z,’z,") = ¢, za sve
n,m € N,n # m. Ovo je nemoguce, pa sledi da postoji podniz {y,} niza {x,,}, takav da za svaki
njegov podniz {z,} imamo da je d(z;,z,) < &, za neko n > 1. Sledi da mozemo naci podniz
{z,,"} niza {y, } takav da d(z,,, z,,)) < €, za svakon,m € N.

4.4. Kvazimetrika

Definicija 4.4.1. Nekaje M #+# @inekad: M X M — R zadovoljava sledece uslove:

1) d(x,y) =0 (nenegativnost),
2) d(x,y) = 0 akoisamo ako x =y,
3) d(x,y) <d(x,z) +d(z,y) (nejednakost trougla),

tada se funkcionela d naziva kvazimetrika, a par (M, d) kvazimetri¢ki prostor.

Kvazimetrika je ¢esta pojava u stvarnom zivotu, ali ova notacija se rede koristi u matematici, a
njeno ime nije u potpunosti standardizovano.

Ako je (M, d) kvazimetri¢ki prostor, tada se moze formirati metricki prostor (M, d"), gde je

_([dey) +dG,x0) .y €M,

d'(x,y) > , X,

Primer 4.4.1.

Skup planinskih sela, gde je d(x,y) prose¢no vreme koje je potrebno da bi se stiglo iz sela x u
selo y je kvazimetrika.

Obrazlozenje:

1) d(x,y) =0
Da bi se stiglo iz jednog sela u drugo, potrebno je odredeno vreme, koje je uvek
nenegativna velicina.

2) d(x,y)=0 = X=y
Ako je x = y, znaci da se radi o istom selu,pa je rastojanje izmedu njih bas 0. A, ako je
rastojanje 0, to znaci da se nalazimo bas u selu u kom smo.

48



Metricki i generalizovani metricki prostori

3) d(x,y) <d(x,z) +d(z,y)
Ako je selo z izmedu x i y, onda je d(x,y) = d(x,z) +d(z,y). Ako nije, manje
vremena ¢e trebati da direktno idemo iz sela x u selo y, nego da idemo do sela z, jer bi
nam tad vise vremena trebalo.

Ovde ne vazi simetri¢nost, jer vreme od sela x do sela y ne mora biti isto kao 1 vreme kada se ide
u obrnutom smeru. Mnogo faktora moze da uti¢e na vreme, tako da ono moze da se razlikuje.
Ovde je najvazniji faktor to Sto se radi o planinskim selima, pa nije isto i¢i niz ili uz brdo.

Primer 4.4.2.
Posmatramo preslikavanje d: R X R — [0,00) zadato na sledeci nadin:
d(x,y) = max {y — x,0}.

1) d(x,y) =0, x,y €R,

2) d(x,y) =0 akoisamo ako x =y,

3) d(x,y) =max {y —x,0} =max {y —z+ z — x,0} < max{y — z,0} + max{z —
x,0} =d(z,y) +d(x,z) =d(x,z) +d(z,y).

Ovo jeste primer kvazimetrike, ali ne 1 metrike. Razlog za to je odsustvo simetrije, jer ne vazi da
je ¥y —x = x — Y. Ukoliko uzmemo da se tacka x na polupravoj nalazi desno od tacke y, po
uslovu navedenog primera, rastojanje je 0, ane x — y.

Primer 4.4.3.
Ve¢ znamo da je sa
d(x,B) = inf {d(x,b), b € B},

definisano rastojanje tacke od skupa.

Na osnovu ovog mozemo definisati rastojanje dva skupa na slede¢i nacin:

d(A,B) = sup LrLfd(a, b) .
Z“EFKbEB

Ovo je primer pseudokvazimetrike. Proverimo!

1) d(A,B) = 0,jerje d(a,b) =20, a€ A,b EB,
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2) d(A,B) =sup inf d(a,b) <
“——a€cA -~beB
sup inf (d(a,c)+d(c,b)) <sup
“——a€

——acA “~beB

d(A,C) +d(C,B).

inf  d(a,c) +sup inf d(c,b) =
A~ ceC ——ceC “beB

Simetri¢nost ne vazi, jer sup inf d(a,b) nijeisto $toi inf sup  d(a,b). Takode,
——3€eA “'beB “~~a€A ——beB

ne vazi ni da je d(4, B) = 0 ako i samo ako je A = B. Kako nisu zadovoljena navedena dva
uslova, ovo nije primer kvazimetrike, nego posebne vrste generalizovane metrike koja se
naziva pseudo-kvazi metrika.

Ukoliko malo modifikujemo definiciju kvazimetrike, mozemo dobiti generalizovanu
kvazimetriku.

Definicija 4.4.2. Nekaje M # @inekad: M X M —» R zadovoljava sledece uslove:

1) d(x,y) =0 (nenegativnost),
2) d(x,y) = 0 akoisamo ako x =y,
3) d(x,y) <k-(d(x,2) +d(zy)), k=1

Tada je d generalizovana kvazimetrika.
Komentar:

Ako uzmemo da je k = 1, dobijamo ba$ nejednakost trougla i definiciju kvazimetrike, medutim,
za k > 1 to je ve¢ uopstenje te definicije.
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4.5. G-metrika

Mnogi matematicari su pokusSali da uopsSte pojam metrickih prostora u kom je definisano
rastojanje tri ili viSe tacaka, ali su razli¢iti autori dokazali da su ovi pokuSaji uopStavanja
metrickih prostora bili neuspesni. Ovo se sve deSavalo do 2005. godine, kada su Mustafa i Sims
[3] predstavili novu strukturu generalizovanih metri¢kih prostora , koje zovemo G-metricki
prostori, na osnovu kojih se, izmedu ostalog, moze proucavati teorija fiksne tacke.

Definicija 4.5.1. Neka je X neprazan skup, a G: X X X X X - R* funkcija koja zadovoljava
sledece uslove:

Gl)G(x,y,z) =0akojex =y = z,

G2)0 < G(x,x,y),zasvex,y €EX, x Y,

G3)G(x,x,y) <G(x,y,2z),zasvex,y,Z€ X,z + YV,

G4) (x,y,2) = G(x,2,y) = G(y, x,2) = -,

G5 G(x,y,z) <G(x,a,a) + G(a,y,z),zasve x,y,z,a € X.

Tada se funkcija G naziva uopStena metrika, tacnije G-metrika na X, a uredeni par (X, G) je G-
metricki prostor.

Napomena:

Ovi uslovi su zadovoljeni kada je G(x,y,z) obim trougla sa temenima u x, y, z iz R?. Ukoliko
uzmemo da je a u unutrasnjosti trougla, dobijamo da je G5) najbolji mogucéi uslov.

Teorema 4.5.1.

Neka je (X, G) G-metricki prostor. Tada, za svako x,y, z,a € X vazi:
1) AkoG(x,y,z) =0,tadajex =y = z,
2) G(x,y,z) <G(x,x,y) + G(x,x,2) ,
3) G(x,y,y) <2G(y,x,x) ,
4) G(x,y,2z) < % (G(x,y, a)+ G(x,a,z) + G(a, y,z)),
5) G(x,y,z) <G(x,a,a) + G(y,a,a) + G(z,a,a).

Dokaz:

1) Pretpostavicemo da je G(x,y,z) = 0 i recimo x # y. Na osnovu uslova G2) prethodne
teoreme znamo da je
0<G(x,x,y), zZax+y.
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Iz uslova G3) je
G(x,x,y) <G(x,y,z) =0,
pa je 0<G(x,x,y)<0. Odavde sledi da je G(x,x,y)=0, zax#y, §to je
kontradikcija sa uslovom G2). Zaklju¢ujemo da mora biti da je x = y.
Analogno se pokazuje da je y = z, pa je zakljucak da ukoliko imamo da je G(x,y,z) =
0, radi se o jednoj tacki.
2) Na osnovu uslova G5) znamo da je
G(x,y,z) <G(a,y,a)+G(x,a,z).
Ako uzmemo da je x = a, dobijamo
G(x,vy,2z) < G(x,y,x) + G(x,x,z), a kako vazi G4), tada je
G(x,y,2) <G, x,y) +G(x,x,2) .
3) Dokazali smo da je G(x,y,z) < G(x,x,y) + G(x,x,z). Ovo vazi za svako x,y,z, pa
onda vazi i za z = y. Kada to ubacimo u formulu, dobije se
Gx,y,y) <G, x,y)+G(x,x,y) =
=2G(x,x,y) = 2G(y,x,x),
Sto je trebalo dokazati.
4) Na osnovu G5) znamo da vaze sledece nejednakosti:
G(x,y,z) <G(x,a,a) + G(a,y,z),
G(x,y,z) <G(a,y,a)+ G(x,a,z),
G(x,y,z) <G(a,a,z) + G(x,y,a).
Kada saberemo ove tri nejednakosti, dobije se da je
3G(x,y,2) < G(x,a,a) + G(a,y,z) + G(a,y,a) + G(x,a,z) + G(a,a,z) + G(x,y,a).
Kako je, na osnovu uslova G3)
G(x,a,a) <G(x,a,z),
G(a,y,a) <G(x,y,a),
G(a,a,z) <G(a,y,z),
tada sledi da je 3G (x,y,z) < Z(G(x, a,z)+G(x,y,a) + G(a,y, z)).

Kona¢no, G(x,y,z) < E(G(x, y,a) +G(x,a,2) +G(ay,z)).

5) Iz uslova G5) vazi daje
G(x,y,z) <G(x,a,a) +G(a,y,z) <G(x,a,a) + G(a,y,a) + G(a,a,z) =
=G(x,a,a)+G(y,aa)+G(zaa).

Kada posmatramo metri¢ki prostor (X, d), postoji moguénost da se definiSe G- metrika na skupu
X. To se moze uCiniti na slede¢i nacin:

1) (Es) Gs(d) (x,,2) = d(x,y) +d(y,2) + d(x,2) ,

2) (Em) Gm(d) (x,y,2) = max{d(x,y),d(y, z),d(x,2)} .

Takode, moze da se uradi i obrnuto.
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Teorema 4.5.2.

Svaki G-metricki prostor (X, G) definiSe metricki prostor (X, d;) na sledeéi nacin:

Dokaz:

de(x,y) =G(x,y,y) + G(y,x,x), zasve x,y € X.

Treba pokazati da d; (x,y) zadovoljava uslove metrike.

1)
2)

3)

4)

de(x,y) =0, x,y €X,
de(x,y) =0 s G(x,y,y)+G(y,x,x) =0.
Posto funkcionela G ne moZe biti negativna, ovaj zbir moZe biti 0 samo ako su oba
sabirka jednaka nuli, tj. G(x,y,y) = 01 G(y,x,x) = 0. Na osnovu uslova 1) prethodne
teoreme sledi da
G,yy) =0 &  x=y,
Gy,x,x) =0 o X =y.
Dakle, d;(x,y) =0 S xX=y.
de(x,y) = G(x,y,y) + Gy, x, %)
= G,xx)+ Gx,y,y) =de(y,x).
Na osnovu uslova G5) vazi da je
Gx,y,y) <G(x,2,2) +G(z,,y),
Gy, x,x) <G(y,z,2z)+ G(z,x,x),
zasve x,y,zZ € X.

Dakle, dg(x,y) = G(x,y,y) + G(y, %, x)
< Gx,z,2)+G(z,y,y)+ G(y,z,2) + G(z,x,x)
=Gx,z2)+ G(z,x,x)+G(z,y,y) +G(y,2,2)

=d;(x,z) +d;(z,y).

Kako su svi uslovi zadovoljeni, sledi da je d; (x, y) metrika, $to je i trebalo pokazati.

Definicija 4.5.2. Neka je (X, G) G-metricki prostor. Tada za x, € X,r > 0, G-lopta sa centrom u
X 1 poluprecnikom 7 je

BG(xO'r) = {y EX: G(xo'}’»)’) < T'}.
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Teorema 4.5.3.

Neka je (X,G) G-metricki prostor. Tada, za bilo koje x, € X ir > 0 vazi:

1) Ako G(xy,x,y) <r,tadax,y € B;(xq,7),
2) Akoy € B;(x,,1), tada postoji § > 0 takvo da B;(y,5) € B(x,, 1) .

Dokaz:

1) Pretpostavimo da je G(x,, x,y) < r. Tada, na osnovu G3), vazi da je
G(xg,x,x) < G(xp,x,y) <1,

odakle zaklju¢ujemo da x € B;(x,, 7).

Analogno, moze se pokazati daiy € Bg;(x,,1).
2) Nekay € B;(xo,7). To znadi da je G(xg,y,y) <T.

Tada postoji B; (v, §), gde je § > 0, i koja se nalazi unutar Bg; (x,, 7).

Xo €EB;(y,6) &  G(y,x5x) < 6.
Akouzmemo daje § =r — G(x,,Y,y), dobija se da je
G %0, %) < 17— G(x0,7,y) & G(y,x0,%)+ Gxo,y,y) <T.
Na osnovu prethodne teoreme, sledi da je d; (xq, y) < r. Dakle, B;(y,8) S B(xq,1).

Iz uslova 2) prethodne teoreme, sledi da je familija svih lopti
B ={B;(x,r):x € X,r > 0}
baza topologije t; indukovana G-metrikom na skupu X.

Definicija 4.5.3. Neka je (X,G) G-metricki prostor, a {x,} niz taaka iz X. Za taCku x € X
kazemo da je granica niza {x,} ako lim, ., G(x, x,,x,) =0 i kazemo da niz {x,} G-

konvergira ka x.

G
Prema tome, ako x, = 0, u G-metriCkom prostoru (X, G), to znaci da za svako € > 0 postoji
ny € N takvo da za sve n,m = n, vazi da je G(x, x,,, x,,) < €.

Teorema 4.5.4.

Neka je (X, G) G-metri¢ki prostor. Za niz {x,} € X i tatku x € X sledeci uslovi su ekvivalentni:

1) {x,} G-konvergira ka x,

2) G(x,,xp,x) > 0kadan —» «,

3) G(xp,x,x) > 0kadan — o,

4) G(Xp, X, x) = 0 kada m,n - .
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Dokaz:

Na osnovu definicije, za niz {x,} znamo da G-konvergira ka x ako
G (%, X, x) = 0 kada m,n — oo, pa vazi ekvivalencija uslova 1) i 4).

Iz osobina G-metrike, sledi da je

G(xp, Xp, X) < G, Xy, X),
G(Xn, X, %) < G (X, X, X),

pa, kako G (%, X, x) = 0, sledi da i G(x,, xp, x) = 01 G(x,,x,x) = 0, kadan — oo,
Obrnuto,

G (X, X, x) = G(X, X, X)) < G(X, X, %) + G(X, X, X1),
pa ako G (x,, xp,x) = 01 G(x,, x,x) = 0,kadan — oo, onda i G(x,,, x,, x) = 0.
Odavde sledi i1 ekvivalencija uslova 2), 3) i 4), §to je i trebalo dokazati.

Definicija 4.5.4. Neka su (X,G) i (X, G") G-metricki prostori i f: (X,G) — (X, G"). Za funkciju
f kazemo da je G-neprekidna u tacki a € X ako i samo ako, za svako € > 0, postoji § > 0, takvo
da za sve x,y € X vazi:

Glaxy)<s = G(f(a),fC),f() <e.
Funkcija f je G-neprekidna na X ako i samo ako je G-neprekidna u svakoj tacki a € X.

Definicija 4.5.5. Neka je (X, G) G-metricki prostor. Niz {x,,} je G-Kosijev, ako za svako € > 0,
postoji ny € N, takvo da je G (x,,, xp,, x;) < €, zasve m,n,l = n,,.

Definicija 4.5.6. Za G-metri¢ki prostor (X,G) kazemo da je G-kompletan (ili kompletan G-
metri¢ki prostor) ako svaki G-Kosijev niz u (X, G) je G-konvergentan u (X, G).

Teorema 4.5.5.

(X, G) je kompletan ako i samo ako je (X, d;) kompletan.
Dokaz:

Videti [3].
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Napomena:
Posmatramo G —metricki prostor (X, G). Neka je

d(x,y) = G(x,x,y).
Ovo je primer kvazimetrike. Proverimo!

1) d(x,y) =G(x,x,y) =0, x,y €X,
2) d(x,y)=0 s G(x,y)=0 = x=y,
3) d(x,y) = G(x,x,y) <G(x,x,2z) + G(z,y,y) =d(x,2z) +d(z,y).

Simetri¢nost ne mora da vazi, jer na osnovu osobina G-metrike znamo samo da je

G(x,y,y) <2G(y,x,x).

Na osnovu ove osobine, mozemo zakljuciti da d(x, y), u opStem slucaju, nije metrika, nego
kvazimetrika.
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5. Ultrametrika

Pored generalizacija, postoje specijalni slucajevi metrickih prostora, kao $to su ultrametricki

prostori.

Definicija 5.1. Preslikavanje d: X X X — R je ultrametrika ukoliko su, za svako x,y, z € X,
zadovoljeni slede¢i uslovi:

1) d(x,y) =0,

2) d(x,y) = 0 akoisamo ako x =y,

3) d(x,y) =d(y,x),

4) d(x,z) < max{d(x,y),d(y,z)} (ultrametricka nejednakost).

Tada je (X, d) ultrametricki prostor.

Osobine:

U ultrametrickom prostoru, za svako x,y,z € X i svako r, s € R vazi:

Svaki trougao je jednakokraki, tj. d(x,y) = d(y,z) ilid(x,z) = d(y,z) ilid(x,y) =
d(z,x).

Svaka tacka unutar lopte je njen centar, tj. ako d(x,y) < r, tada L(x,r) = L(y, ).
Lopte ¢iji presek nije prazan skup su sadrzane jedna u drugoj, tj.

ako L(x,r) N L(y,s) # @, tadailije L(x,r) < L(y,s) ili L(y,s) c L(x, ).

Sve lopte su i1 otvorene i zatvorene u indukovanoj topologiji.
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