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Predgovor

Osnovni cilj rada je da se izloze osnovne ideje teorije optimalnog upravljanja
ilustrovane primerima, sa posebnim naglaskom na objasnjenje pojma Pon-
trjaginovog principa maksimuma. U tu svrhu usvajamo pristup problematici
koriste¢i se pojmom i idejama varijacionog racuna. Rad je organizovan na
sledeci nacin.

U uvodnom delu rada bi¢e predstavljena motivacija za uvodenje varija-
cionog racuna kroz primere koji se modeliraju varijacionom formulacijom,
kao Sto su Fermaov princip i putanja prelaska reke. Uvode se osnovni po-
jmovi medu kojima su Lagranzovi mnozitelji, adjungovani i samoadjungovani
diferencijalni operatori, a koji se koriste u izvodenjima.

Drugi deo rada posvecen je proucavanju ekstremnih i kriticnih tacaka
funkcio- nela u okviru varijacionog racuna. Izvode se i dokazuju osnovne leme
varijacionog racuna, Ojler-Lagranzova jednacina i navode se njeni specijalni
slucajevi. Definisu se prirodni grani¢ni uslovi. Uvodi se funkcionela sa dve
nezavisne promenljive da bi se dobila Ojler-Lagranzova jednacina sa parci-
jalnim izvodima. Prikazuje se postupak resavanja varijacionog problema sa
ogranicenjem.

U tre¢em delu rada bavimo se optimalnim upravljanjem. Osnovni za-
datak optimalnog upravljanja je ispunjavanje odredenog kriterijuma opti-
malnosti za dati sistem. Navode se primeri optimizacije i upravljanja kao sto
su optimizacija oblika, finansijska optimizacija i prigusen harmonijski oscila-
tor. Posebno se navodi Rikatijeva jednacina za linearno kvadratni problem.

Cetvrti deo rada je posveéen Pontrjaginovom principu maksimuma. Naj-
pre se diskutuje ideja u pozadini ovog principa i navodi se kratak istorijat
problematike kao i primena pri matematickom modeliranju. Teorijska raz-
matranja Ce se ilustrovati primerima reinvestiranja profita, prigusenog har-



monijskog oscilatora i sletanja sonde na povrsinu Marsa.

* * *

Zahvaljujem se mentoru dr Nenadu Teofanovu na svim sugestijama i strucnom
usmeravanju pri izradi rada. Tokode, zahvaljujem se clanovima komaisije, dr
Ljiljani Gagi¢ i dr Milici Zigié, kao i svim ostalim profesorima, sa kojima
sam saradivala tokom osnovnih i master akademskih studija.

Posebnu 1 najvecu zahvalnost dugujem svojim roditeljima na beskrajnoj
podrsci © razumevanju u toku skolovanja v Zivota.

Milana Stankovié



1
Uvod

U ovoj glavi definisemo pojmove koji ¢e biti potrebni za razumevanje rada.
Kao motivaciju rada sa varijacionim rac¢unom navodimo Fermaov princip
prelamanja svetlosti i problem odredivanja najkrace trajektorije broda. Na-
vodimo potreban uslov za ekstrem funkcije i uvodimo pojmove sa adjungo-
vanog i samoadjungovanog diferencijalnog operatora.

Korigéena je literatura [1], [7].

1.1 Osnovni pojmovi

U ovom poglavlju navedena je teorija o ekstremu algebarske funkcije uz
dato ogranicenje, a slicnu pri¢u primeni¢emo i na varijacioni problem sa
ogranicenjem, u poglavljima (2.7) i (2.9).

Definicija 1.1.1. Neka je data funkcija f : A - R, A C R. Prvi izvod
funkcije f u tacki xo € R je

f(zo + h) — f(xo)

h Y
ako limes postoji. Kada limes postoji kaZemo da je f diferencijabilna u tack:
Zg-

(o) = lim (L1)

Kada zelimo naglasiti da se izvod uzima u tacki o € A koriste se sledece
oznake

df . :
f'(@o) = GO f'(xo) = f(zo).
Najvaznija interpretacija izvoda funkcije je ta da on pokazuje stopu promene
funkcije u nekoj tacki. Dakle, prvi izvod pokazuje koliko ¢e se vrednost

funkcije promeniti u odnosu na (malu) promenu argumenta.
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Definicija 1.1.2. Funkcija f : A — R, A C R, ima lokalni minimum
(maksimum) u tacki xo € A, ako postoji € > 0 tako da za sve x € AN
(xo —&,20 + €) vazi da je

f(xo) < f(2) (f(z) < f(x0)).
U tom slucaju f(xq) je lokalna ekstremna vrednost funkcije f na skupu A.

Teorema 1.1.1. (Potreban uslov za ekstrem). Ako funkcija f : A — R
ima ekstremnu vrednost u tacki xo € A tada ili je f'(x¢) = 0 ili u toj tacki
funkcija f nije diferencijabilna.

Skup tacaka za koje je f’(x¢) = 0 naziva se skup stacionarnih tacaka.

Posmatrajmo sada funkciju f : R* — R™. Izvod funkcije f po vektorima
e, 1 =1,2,...,n, standardne baze prostora R", u tacki x € R™ naziva se i-ti
parcijalni izvod funkcije f u tacki x i oznacava se sa 0;f(x):

9. (x) = lim L& e) = /(@)

h—0 h ’

gde je e; = (1,0,0,...,0), e2 = (0,1,0,...,0), ..., e, = (0,0,0,...,1).
Funkcija f : R® — R™ je glatka ako ima neprekidne parcijalne izvode.

Posmatrajmo funkcije p(z) i ¢(x) koje su diferencijabilne i ¢iji izvodi su
neprekidne funkcije. Izvod proizvoda ove dve funkcije je

d dg

L (o)) = pla) T (w) + a() ().

dx

Integralimo po z i koristimo da je [ %(pq)@) = pq(z), pa je

B dq dp
pqg = /dedl’—i-/qudxa

pqg = /pdq+/qdp-

Dolazimo do formule za parcijalnu integraciju

/pdq:pq—/qdp.

odnosno



Za odredeni integral u granicama [z, z1] formula za parcijalnu integraciju
postaje

z1 z1 z1 1
/ pdq = pq(x1) — pq(xo) — / qdp =pq| — / qdp.
xo xo Zo

o

Neka je funkcija f(x,y,2) : R® — R diferencijabilna u nekoj okolini tacke
(%0, Yo, 20). Potreban uslov za ekstrem funkcije f(z,y, z) bez ogranicenja je
dat sa

df = frdx + fydy + f.dz =0, (1.2)

gde je fo = O f, fy = Oof 1 f. = Osf. PoSto su z,y, z nezavise promenljive,
stacionarna tacka funkcije f dobije se resavanjem sledeceg sistema

f:vzoa fy:O’ fzzo-

Neka je dato ogranicenje g(z,y,2) = ¢ = const. Tada je totalni diferencijal
funkcije g(z, vy, 2)
dg = g,dz + g,dy + g.dz = 0. (1.3)

Kako su jednacine (1.2) i (1.3) jednake nuli, mozemo da zapisemo
df +Adg = (fx + Agz)dx + (fy + Agy)dy + (f= + Ag.)dz = 0, (1.4)

gde je A proizvoljna konstanta koju zovemo Lagranzov mnozitelj. Kako je
g(x,y,2) = ¢, promenljive x,y, z viSe nisu nezavisne. PoSto imamo jedno
ogranic¢enje, samo dve od tri promenljive mogu biti nezavisne, pa ne moze
da se primeni isti princip kao u (1.2). Pretpostavimo da je npr. g, # 0 u
(%0, Yo, 20), pa poslednji sabirak u jednacini (1.4) moze da se eliminise ako je
A= —g—z, a jednakost (1.4) postaje

(fo + Age)dzx + (f, + Agy)dy = 0.

Promenljive, x i y, sada mozemo uzeti kao nezavisne i koeficijenti uz dx i dy
moraju biti 0. Znaci, imamo 4 jednacine sa 4 nepoznate xg, 4o, 2o 1 A:

f:c+)\gx:07 fy+)‘gy207 fz+)‘gz:0: g==c.

Zakljucak: Trazenje stacionarne tacke funkcije f(x,y,z) sa ograni¢enjem
g(x,y, z) = c ekvivalentno je trazenju stacionarne tacke Lagranzove pomoc¢ne
funkcije

flx,y,2) = f(z,y,2) + Ag(z,y,2)

bez ogranicenja. Stacionarna tacka (zo,yo, 29), dobije se resavanjem sistema

fx:fy:fz:()'



1.2 Motivacija za uvodenje varijacionog racuna

Osnovni zadatak varijacionog racuna je pronalazenje funkcija koje saopstava-
ju ekstremnu vrednost zadatom odredenom integralu. Te funkcije su najcesce
glatke i prolaze kroz zadate tacke. U slede¢im primerima ilustruje se formu-
lacija problema u okviru varijacionog racuna.

Fermaov princip kaze da od svih moguc¢ih puteva koje svetlo moze predi,
svetlo uzima put koji ima najkrac¢e vreme. Nas zadatak je da minimiziramo
vreme putovanja svetlosti T[u(x)], po svim moguéim putanjama u(x), koje
svetlo moze preci u datoj sredini izmedu tacaka xg i 1 u momentima ¢q i ¢y,
respektivno:

T[u(x)]:/t:l dt:/: U(fu) :/ ”("Ec’u)ds, (1.5)

gde je v(z,u) brzina svetlosti u datoj sredini, ¢ brzina svetlosti u vakumu,
n(x,u) indeks prelamanja svetlosti u datoj sredini, ds diferencijalni element
po putanji u(zx), slika 1.1.

11y

(xg.tg)

Slika 1.1

Pretpostavimo da imamo dve homogene sredine sa konstantnim indeksima
prelamanja svetlosti n; i ny i da je x osa granica izmedu ove dve sredine,
slika 1.2.

(Xp.Ug)

n LNFT

Slika 1.2



U homogenoj sredini svetlost se prostire pravolinijski i konstantnom brzinom,
a to znaci da putanja koja ima najkrace vreme putovanja ima i najmanju
duzinu. Treba da nademo vrednost z, tj. mesto gde svetlosni zrak prelazi
iz jedne sredine u drugu. Za fiksirane tacke (zq,ug) i (z1,u1) i konstantne
indekse prelamanja svetlosti, vreme putovanja svetlosti na osnovu (1.5) je:

nl/ ds—l—n2/ ds]
x0 T

[71111 + nzlg}

nl\/(a: — x0)? + ul ~|—n2\/(a:1 —x)? +u%}

T(x) =

Ol—R,rOl~R ol

Kako je T'(z) algebarska funkcija po x, koristimo diferencijalni rac¢un za mi-

nimizaciju:
dT
— =0,
dx

ako i samo ako je

%nl [(z —20)* + ug] P9 — mo)] + %ng (1 — ) +ui] M2z — )] = 0.

Kako je

sin(@y) = £ i sin(®,) = H-E,

zamenom u prethodnu jednacinu dobija se

M1 sin(@,)) = 22 (1, sin(®y)).
I Iy
Prema tome
nq SiIl((I)l) = N9 Siﬂ(q)Q),

Sto se naziva Snelov zakon za dve homogene sredine.
U opstem slucaju, kada je indeks prelamanja svetlosti n(x,u) promenljiva,
(1.5) je

1 [

Tlu(z)] = —/ n(x,u)ds.

¢ Juo
Kako je ds = v/da? + du? i u = u(z), totalni diferencijal od u(z) je du = 2dx
i prethodna jednacina postaje

Tlu(z)] = 1/%1 n(z,u)/1+ (Z—Z)de

C Jx
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Znagci, treba da minimiziramo funkcionelu' T'[u(z)], koja je definisana preko
odredenog integrala sa nepoznatom funkcijom u(x). Za resavanje ovog prob-
lema uvodimo pojam varijacionog racuna, koji ¢e biti opisan u sledec¢em
poglavlju.

Sledeé¢i primer koji motivise potrebu za varijacionim racunom je trajek-
torija(putanja) broda.

Treba da nademo putanju u(z), gde bi vreme prelaska broda od tacke (o, ug)
do tacke (x1,uy) bilo sto krac¢e. Neka je v(x) brzina strujanja reke, V' kon-
stantna brzina kretanja broda koja je relativna u odnosu na strujanje reke,
0(z) ugao koji je relativan u odnosu na fiksiran koordinatni sistem, kao sto
je prikazano na slici 1.3.

uA
v
(x,u) o S
5 u(x)
ds
(Xos ”0)
T/,—A_\\{m
SERRERNN
X0 X =

Slika 1.5

Slicno kao kod Fermaovog principa, zelimo da minimiziramo funkcionelu

T dt — / " 1.6
fu( /‘ - qu> (1.6)

gde je vp(x) relativna brzina broda u odnosu na fiksiran koordinatni sistem.
Vektor brzine broda vpg(x,u) predstavlja kombinaciju brzine strujanja reke
v(x) 1 relativne brzine broda V. Komponente vektora brzine broda su

& =V cos(f(x)), = wv(z)+ Vsin(f(z)), (1.7)
pa je vektor brzine broda vg = te; + ueq, a brzina broda je
vp(z,u) = Vi +u?
= \/V2 cos2 @ + v2 + 20V sinf + V2sin? 6
VV2 £ 02 + 20V sinf

!Funkcija koja je denisana na proizvoljnom skupu i uzima vrednost u skupu realnih
brojeva naziva se funkcionela.

11



Znamo da je ds = Vdx? + du? = /1 + [/(x)]?dz, odakle se zamenom u
(1.6) dobija

V14 [W(z)]?
\/V2 4+ 02+ 20V sinf

Sada treba da minimiziramo funkcionelu koja je data preko odredenog in-
tegrala sa dve nepoznate funkcije u(x) i 0(x). Moze se izraziti veza izmedu
putanje u(z) i ugla #(x) i time ¢e se broj nepoznatih u funkcioneli smanjiti
na jednu. Nagib trajektorije dat je odnosom komponenata brzine broda

du

dz

Tlu(x

(1.8)

a iz (1.7) sledi
du _ v(z) + Vsin(f(z))
dr ~ Vecos(f(x)) (1.9)

Ako izraz (1.9) zamenimo u funkcionelu (1.8) dobije se funkcionela koja zavisi

samo od 0(x): N ,
TI0()] = / e

o

Kao i kod Fermaovog principa, opet smo dobili funkcionelu koju treba da
minimiziramo, a za to ¢e nam koristiti varijacioni racun.

1.3 Adjungovan i samoadjungovan diferenci-
jalni operator

Posmatramo matricu A dimenzije n X n i proizvoljne vektore u i v dimenzija
n x 1. Matrica A, x, je linearno preslikananje iz R" u R". Pomnozimo
matricu A vektorom v’ sa leve strane i vektorom u sa desne strane i tra-
nsponujmo

(vIAu) =u’ATv.
vl Au je skalar, pa mozemo da uklonimo transponovanje i zapisemo u obliku
unutrasnjeg proizvoda?

(v,Au) = (u,A"v).

Ovo predstavlja motivaciju za sledec¢e. Diferencijalni operator o ima adjun-
govan operator a* koji zadovoljava

(v, au) = (u, a’v), (1.10)

2Unutrasnji proizvod definisan je kao (a,b) = a’b

12



gde su u(z) i v(x) proizvoljne funkcije sa homogenim grani¢nim uslovima,
tj. u(z) = 01 v(x) = 0. Da bi ilustrovali pristup za odredivanje adjungo-
vanog operatora, posmatrajmo linearnu diferencijalnu jednacinu drugog reda
sa promenljivim koeficijentima

au = %[ao(x)u" + a1 (2)u’ + ag(x)u] = 0,a <z < b, (1.11)

gde je r(x) tezinska funkcija. Unutrasnji proizvod® au sa proizvoljnom
funkcijom v(z) je sada definisan kao

r(z)

u odnosu na funkciju r(z), a to je leva strana jednacine (1.10). Ideja je
da pomocu parcijalne integracije zamenimo uloge u(z) i v(x) u unutrasnjem
proizvodu. Na prvi sabirak iz jedna¢ine (1.12) primenimo parcijalnu inte-
graciju dva puta

(v, au) = / r(x)v(x){i[ao(x)u" + ap(z)u’ + ag(:v)u]}dx, (1.12)

b

b b b
/ agvu”dx @ aovu"z-/ u' (agv)'dx @ (apvu’ — (agv)'u) +/ u(ag)”dz,

a

(1)

/
p = vay, q=1u,

dp = (vay)dx, dq=u"dz,

/

p = (vao), qg=u
dp = (vag)'dx, dq=u'dz.

Na drugi sabirak iz jednacine (1.12), takode primenimo parcijalnu integraciju

b b
(3) b
/ avu'dr = alvu‘a — u(ayv) dx,
a a

3Unutrasnji proizvod funkcija u odnosu na tezinsku funkciju 7(x) definisan je na slede¢i
nacin:(p, q) = f; r(z)p(x)q(z)dz. Ako je r(z) = 1, imamo (p, q) = f;p(x)q(x)dac.

13



p = wvas, q = u,

dp = (vay)dx, dq=u'dz.

Zamenom u (1.12) dobije se

b b 1
(v, au) = (agvu'—(agv) utaivu) +/ T@)u(x){ﬂ[(aov)”—(aw)’—f—agv]}dm,
a a r\x

gde je izraz u {} a*v, a ceo integral je (u, a*v). Jedino ako su grani¢ni uslovi

na u(z) i v(x) homogeni, tada je

(v, au) = (u, a*v).

Znaci, uz pretpostavku da su grani¢ni uslovi na u(x) i v(x) homogeni, ad-
jungovan operator o diferencijalnog operatora a je

* 1 " /
v = ——|aglz)v|" — |a1(x)v| + az(x)v}.
7 (@]~ (@] + ax(ar)
Kada su diferencijalni operator « i njegov adjungovan o* jednaki, onda je «
samoadjungovan ili Hermitski. Pretpostavimo da je o = o i neka su u(x)
i v(x) dve karakteristi¢ne funkcije diferencijalnog operatora, tj au = \u i
av = \v, ¢ijom zamenom u (1.10) dobijemo

(v, \u) = (u, Ayv)

(A1 — A2)(u,v) = 0.

Ako je Ay # Ay onda odgovarajuce karakteristicne funkcije moraju biti or-
togonalne da bi njihov unutrasnji proizvod bio 0.

Zakljucak: Ako je a samoadjungovan operator, tada razlicite karakter-
isticne vredosti daju ortogonalne karakteristicne funkcije.

Medutim, nemaju sve jednac¢ine oblika (1.11) samoadjungovan diferencijalni
operator. Mi ¢emo posmatrati jednacine oblika (1.11) koje imaju samoad-
jungovan operator. Kako je

a*v = r—{[ao(x)v]” — la1(x)v] + ag(z)v}, (1.13)



primenom izvoda proizvoda funkcija (1.13) postaje

o'y = %{aomw T [2ah(2) — a1 (@) + af (@) — 4 () + ag(a)]o}. (L14)

Posto smo pretpostavili da je a samoadjungovan operator, onda o i a® u
jednacinama (1.11) i (1.14) moraju biti isti, tj.
ay(z) = 2ap(x) — a1()

ili
ai(z) = ay(x) (1.15)

az(x) = ag(x) — ay(x) + as(x).
Zamenjujuéi (1.15) u (1.11) dobijemo
1 "o /
au = Tx){ao(x)v + ag(x)u’ + az(z)u} = 0.
Diferencijalni operator moze biti zapisan u Strum-Liouvillovom obliku
o= %{%[ao(x)%] Fas(a)}.

Zakljucak: Linearni diferencijalni operator drugog reda je samoadjungovan
ako i samo ako se moze zapisati u Sturm-Liouvillovoj formi.
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2
Varijacioni racun

U ovom delu rada objasni¢emo pojam varijacije, izvesti Ojlerovu jednacinu
koja predstavlja potreban uslov za ekstrem funkcionele. Navode se i dva
specijalna slucaja Ojlerove jednacine. Osim prirodnih graniénih uslova, u
varijacionom racunu ograni¢enja mogu biti izrazena u vidu odredenih in-
tegrala, algebarskih i diferencijalnih jednacina, o ¢emu ¢e takode biti dat
komentar.

Korigéena je literatura [1], [2], [5].

2.1 Pojam varijacije

Neka je C1([zo, x1]) skup svih glatkih funkcija definisanih na zatvorenom in-
tervalu [xg, z1]. Osnovni zadatak varijacionog racuna svodi se na odredivanje
funkcije u = u(x) € C* tako da funkcionela

Tu(z)] = / " Pl u(), o (2)]da (2.1)
sa granicnim uslovima
u(zo) = uo, u(zy) = uy, (2.2)

ima minimalnu ili maksimalnu vrednost. Znadci, trazimo funkciju u(z) koja
je stacionarna funkcija funkcionele I[u(z)]. Definisimo novu funkciju

u(r) = u(x) +nlx)e, (2.3)
gde je n(z) € C*a, b] tako da je n(xg) = n(x1) = 0, a € mali parametar, slika
2.1.

16



A

)/_ (x4
i(x) _
o = enlx)

S !

(Xp.ttg)

Slika 2.1.

Sada definiSemo varijaciju funkcije u kao
Su = i) — u(x) = n(a)e,

gde se 9 naziva varijacija.

Napomena: Diferenciranje je proces kojim se meri promena funkcije pri-
likom promene nezavisno promenljive x, dok se prilikom variranja vrsi pro-
mena funkcije, bez promene argumenta x. Posto se prilikom variranja vrsi

samo promena funkcije, bez promene argumenta, onda je
dx = 0.

Pokazacemo da je izvod varijacije jednak varijaciji izvoda.

Izvod varijacije je
d d dn
2 0u) = - (n(@)e) = e,

a varijacija izvoda

5(du> _du du  dla(z) — u(r)] dn

de) — dr  dax " dr

Na osnovu (2.4) i (2.5) sledi da je

Loo=i(2)

dr  dx dx o dx’

(2.4)

(2.5)

(2.6)

Sto znaci da su operacije diferenciranja i varijacije komutativne. Pokaza¢emo

i da je varijacija integrala jednaka integralu varijacije.

5 / w(w)dz = / () dz— / w(w)dz = / i) —u(z)dr = / Sudz,
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pa sledi

(5/ u(ac)da::/ dudz.

2.2 Izvod funkcionele

Uvrstimo izraz (2.3) u funkcionelu (2.1) koja postaje
I[a] = Tu(z) + en(z)] = / Flz,u(z) + en(z), v (x) + e (z)|dz.  (2.7)

Za fiksiranu funkciju 7, funkcionela (2.7) postaje funkcionela po e. Primetimo
da jednacinu (2.3) mozemo zapisati kao

u() = i(2)|o = (u() + en(z))|ezo.

Zanima nas $ta je < 1[d]|co, Sto Ce se nazivati izvod funkcionele. Kako je

d d [ “1d
_[ ]l = — F 01 = —F 0. u . 2.
7 [4] de/ (x,u,u)dx / (x,u,u)dx (2.8)

xo xo

Posmatrajuéi x, @, @' kao nezavisne promenljive
dF  OF dx n OF du n OF du’
de  Ox de Oude 00 de’
Posto x ne zavisi od € i 4(z) = u(z) + en(z)
dx du du’
i o0 au
de ’ de (), de
odakle sledi da jednacina (2.8) postaje

d] R o1 a[* A AL 61 NN A
al = + dz.
de [u] /xo ( (x, u,u )77 (l’, u,u )7] ) X

8& 871’
Sada je
d] 1 8F ) 8F -
@ =0 /IO (%(x,u,u )77 + %(:U,u,u )77 >dx. (2'9)
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Primenom parcijalne integracije na drugi ¢lan

p - 8’[1//7 q - 7]7
OF\’
dp = <%> dr, dq=n'dzx,

dobije se
dl

OF = L roF d (OF
a;o:Vaﬂm+L)bz‘@QﬁﬂWf

Prvi sabirak nestane, jer je n(xg) = n(x;) = 0. Sada je,

o - A (5 e 210

2.3 Izvodenje Ojlerove jednacine

ﬁ
de

Ojlerova jednacina je u tesnoj vezi sa potrebnim uslovom za ekstrem funkcionele.
Najpre ¢emo navesti lemu koja ¢e nam biti od velikog znacaja za ostatak rada,
a njen dokaz bice prikazan u dodatku.

Lema 2.3.1. (Fundamentalna lema varijacionog racuna) Neka je
f(z) neprekidna funkcija na xy <z < x1, i ako je

Lff@mwwxza

gde je g(x) proizvoljna funkcija na istom intervalu i g(x¢) = g(x1) = 0, tada
je f(x) =0 u svakoj tacki intervala xy < x < xy.

Primenom fundamentalne leme varijacionog racuna na (2.10) sledi da je

dl
E e=0 - 07
ako je
or d (OF
a_u_%<%> —0. (2.11)

Jednaéinu (2.11) zovemo Ojlerovom ili Ojler-Lagranzovom jednac¢inom, a to
je potreban ali ne i dovoljan uslov za ekstrem funkcionele I[u(z)]. Resenje
u(z) jednacine (2.11) je stacionarna funkcija funkcionele I[u(z)].
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Napomena: Razlika izmedu d (ili 9) predstavlja promenu funkcije od tacke
do tacke, dok ¢ predstavlja promenu od funkcije do funkcije, a to znaci da
du predstavlja razliku izmedu stacionarne funkcije i njoj bliske funkcije.
Na primer, totalni diferencijal funkcije f(z,y, z) je
of of of
df = =—dx + =—dy + =d
! Ox x+8y y+8z =
sto predstavlja promenu funkcije f(z,y,z) po krivoj od tacke do tacke, a
totalni diferencijal funkcije F(z,u(z),u'(z)) je
oF oF oF

dF = %d$+ %du—l— Wdu

Varijacija funkcije F(z,u(x), v (z)) je

oF oF oFr _,
OF = %51‘ + aéu + %éu )

Kako je x nezavisna promenljiva, dx = 0, pa je

OF OF
OF = %(M + %(M’,
Sto predstavlja varijaciju F' od funkcije do funkcije.
Stacionarna tacka funkcije f(z,y,z) je tacka (x,y,z) u kojoj je df = 0, a
stacionarna funkcija funkcionele I[u| je funkcija u(x) u kojoj je 6I = 0.
Prikazacemo jos jedan postupak izvodenja Ojlerove jednacine.
Uzmimo varijaciju funkcionele (2.1) i izjedna¢imo je sa nulom

(2.12)

(5[:(5/ F[.:E,u,u’]dx:/ OF [z, u,u]dx = 0.

xo o

Primenom (2.12) sledi

o OF OF oF _,
/1,0 (a—xéx + a—uéu + %(M )dm =0. (2.13)

Kako je x nezavisna promenljiva, znamo da je du = 0. Na osnovu (2.6)

ou' = (ﬁ) = %((M)

Jednacina (2.13) postaje

1 OF 9] A
/xo (%(M + %(M) )dx =0.
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Primenom parcijalne integracije na drugi sabirak

e e )

Posto su dati fiksni grani¢ni uslovi na pocetku i kraju intervala [xq, z1], to
znadi da sve funkcije u(x) koje su kandidati za ekstrem funkcionele I, moraju
prolaziti kroz ove dve tacke, pa je varijacija funkcije u(x) u tim tackama
jednaka nuli, odnosno

du(zg) = du(xy) = 0.

Sada je

5T = /jl [g—i - d% (%)} Sudz = 0. (2.14)

Kako je varijacija funkcije du na intervalu [xg, z1] proizvoljna, da bi jednacina
(2.14) bila jednaka nuli mora da

o0~ o) =

Y

a to je Ojlerova jednacina.

2.4 Specijalni slucajevi Ojlerove jednacine

Kako bismo lakse resili Ojlerovu jednacinu, navodimo neke specijalne slucajeve
koje ¢emo koristiti u nastavku rada.

Posmatrajmo Ojlerovu jednacinu oblika
oF d (OF
( ) ~0. (2.15)

o dr \ou

1. Ako funkcija F'(x,u(x),u'(x)) ne zavisi eksplicitno od u(z), to jest
F = F(x,u/(z)), tada je OF/0u = 0, pa jednac¢ina (2.15) postaje

d OF

drouw
pa se integracijom po x dobija

OF

o ©

gde je ¢ konstanta.
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2. Ako funkcija F(z, u(z), u'(x)) ne zavisi eksplicitno od nezavisne promenljive
x, to jest F = F(u(z),u'(r)), tada mozemo zameniti uloge zavisne i
nezavisne promenljive

Iu(x)] = /m1 F(u,u)dz

o

= [, #ln () T

uo

- / " Pl (o)l du

uo

= / F(u, z")du,

uo

gde je F(u,z') = 2/ Flu, (#')~']. Ovo se svodi na specijalni slucaj 1, jer
funkcija ne zavisi od z(u), pa je Ojlerova jednac¢ina

d (8]5) _0
du\ox')
pa se integracijom po u dobija
9F
or'

C.

Intuitivno znamo da je najkraca udaljenost izmedu dve tacke prava linija,
Sto ¢emo pokazati kroz sledeéi primer.

PRIMER 1. Od svih glatkih krivih u ravni koje spajaju tacke (xq, uo) @ (21, uq),
odrediti onu koja ima najkracu duZinu.

Zelimo da pronademo krivu koja je prikazana na slici 1.1, gde je u(xq) =
up 1 u(x1) = uq, za koju je duzina najmanja. Duzina luka krive u = u(x) je

data sa -
Iu] = / V14 (w)*da.
xo

Kako je podintegralna funkcija

Flut) = VIT P

dolazimo do specijalnog slucaja 1, sto znaci da je

oF oF 1

— =0 — =—y/1 N2(2u").
ou ’ ow V't (w)*(2e)
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Zamenom u Ojlerovu jednacinu

Y

oF d <8F)

u  dr\ou

ou dx

dolazimo do p
—{uw i+ @)™} =0,

Resavanjem prethodne jednacine dolazimo do

u/)?] —1/2 =

2\
—
+
—~

(W) =21+ ()
1-AW)=¢
u)?=¢

u' = ¢,

Sto znaci da je resenje oblika
u(zr) = c1x + co.
Konstante ¢; i ¢ odredujemo iz pocetnih uslova

u(rg) = c1o + c2 = U,

u(zy) = cm + e = uy,

resavanjem ovog sistema jednacina (2.16) postaje

_ WU,
u(x)—xl_xo(x To) + U,

Sto je prava linija, kako smo i ocekivali, slika 2.2.

Slika 2.2.
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2.5 Prirodni granic¢ni uslovi

U dosadasnjim razmatranjima varijacioni zadatak pronalazenje funkcije u(x),
koja je stacionarna funkcija funkcionele (2.1), resavan je uz pretpostavku
da su unapred zadati grani¢ni uslovi (2.2). U ovom delu bi¢e prikazana
¢injenica da ¢e nas, ako funkcija koju trazimo nije odredena na granici, sama
varijaciona formulacija navesti na granicne uslove koji se ”prirodno” namecu,
a ti uslovi se zovu prirodni granicni uslovi.

Kao sto smo ve¢ rekli, uslov stacionarnosti dat je sa 6 = 0, odnosno

ol + [ - e

Do sada su wu(zg) 1 u(zq) bili fiksirani na krajevima intervala, pa funkcija
u(z) nije varirala u xo i x; i 5u|§; = 0, i time bi prvi sabirak u jednacini
(2.17) nestao. Medutim, ako sada nije data vrednost u krajnjim tackama, u
tom slucaju ju 6u‘z; # 0. Da bi uslov stacionarnosti bio ispunjen, mora biti
zadovoljena Ojlerova jednacina

o (i) o

ou dx
pa je
OF 1
oI = (—5 ) :
8u’ Y o
a da bi 01 = 0, uslovi koji se prirodno namec¢u su
oF oF
— =0 — =0.
é?u’ r=x1 ’ au’ T=x(

PRIMER 2. Problem brahistohrone'

Materijalna tacka se krece pod dejstvom sile teZe po glatkoj krivoj liniji bez
otpora u vertikalnoj ravni. Po kojoj krivoj ée tacka koja je krenula bez pocetne
brzine iz tacke (xg,u,) = (0,0) do prave xy = b sti¢i za najkrace vreme? Na
slici je prikazana materijalna taka mase m koja klizi niz glatku vertikalnu
krivu pod dejstvom sile Zemljine teZe, g. Zadatak je pronaci krivu oblika
u = u(x), takvu da vreme bude minimalno.

INa grékom jeziku brahistos znaéi najkradi, a hronos znaéi vreme
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Y4 (g, up) = (0,0) T =b

m | v

Slika 2.3.

Neka je dt vreme potrebno da tacka prede element luka krive ds , a v brzina
kojom se tacka krece. Ocigledno, dt = ds/v. Ukupno vreme potrebno da
tacka prede iz tacke (xg,u,) = (0,0) u tacku x; = b je dato integralom

Tlu(z)] = / nds

o U

Posto nema trenja, brzina moze da se nade iz ravnotezi kineticke energije,
Ey, i potencijalne energije, E,, kao sto sledi

1
E=FE,+E,= EmUQ + mgu,
gde je E totalna energija, koja je konstantna. Cestica je u stanju mirovanja,

v = 0, na pocetku, u = 0, pa je totalna energija

Lo
Emv + mgu = 0,

reSavanjem po v,
v =/ —2gu,

gde je u < 0. Duzina luka data je sa ds = /1 + (u/)%dx. Kada sve uvrstimo

u T'[u(z)], dobijemo
Tlu(a)] = [

Podintegralnu funkciju mozemo zapisati kao

1/2
1+ (u')?

dz.
—2gu .

Plud) = g 14 0] -0,

5
S
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koja ne zavisi od promenljive x, pa mozemo da primenimo specijalni slucaj

2.

Grani¢ni uslovi su (zg,ug) = (0,0), a prirodni grani¢ni uslov u u z = b je

% = (0. Zamenjujuc¢i F' u prirodni granicni uslov sledi

11
229

sto sredivanjem postaje

1+ @] ) -w 1 =0,

ul

NN

pa je v/ =0 u x = b, $to bi znacilo da kriva mora biti normalna na x = b.
Vracajuéi se na primenu specijalnog slucaja 2 sledi
/

u, (I/)_l}

_ [1 + (x/)—ﬂ 1/2(_u)—1/2

=0 u x =~

F(u,2') = 2'F

—

(') 4+ 1] ()2,

S

gde je sada u nezavisna, a x zavisna promenljiva, pa je

—~1/2

1
or'  24/2g
1

(@2 +1] (-

/

V29 \/~ul(@)? +1]

Ojlerova jednacina za ovaj specijalni slucaj je

OF
aw ~©
pa sledi
x/
=C1.
—uf(z")? + 1]

Resavajuéi prethodnu jednacinu po =’ dobijemo

2
, dr —cju

X

T du 1+’
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to jest

_ 2
\/ ciu

Ovu jednacinu mozemo napisati u parametarskom obliku ako u izrazimo na
slede¢i nacin )
u = ——sin’6,

ot

pa je
2
du = ——; sin 6 cos 0df),

&1

2 | sin?6
r o= — L_Qsinﬁcosﬁde
ci 1 —sin“ 6
2 [sin? @
= —2/ %sin@cos&d@
i cos? 0

2

= — / sin? 6d6
€1
1

= — [[1—cos(26)]df
1
1
o

Cijom zamenom je

[9 - % sin(29)] + co.

Sada u mozemo da zapiSemo u obliku

1
U= ~52 [1 — 008(26)].
Nakon zamene ¢ = 260

1
T = -—5(¢ —sing) + cs, (2.18)

2cq]

1

u = —2—0%(1—COS¢). (2.19)

Konstante ¢; i ¢g nalazimo iz grani¢nog uslova (xg,u9) = (0,0) i pripodnog
granicnog uslova v’ = 0 u z = b. Jednacina (2.19) sa (xg, ug) = (0,0) daje

1
0= —==(1—cosgy),

2c]
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koja je zadovoljena za ¢y = 0. Iz jednacine (2.18) dobijemo da je co = 0.
Diferenciramo (2.19), pa je

Primenom ovog rezultata u xy = b, imamo sin ¢; = 0, §to je tacno za ¢; = 7,
pa (2.18) postaje

ili

Konaé¢no resenja (2.18) i (2.19) postaju

T = %(qf) —sin ¢) (2.20)
u= —%(1 — cos @), (2.21)

gde je g < ¢ < ¢ ili 0 < ¢ < 7. Navedene parametarske jednacine (2.20)
i (2.21) opisuju krivu koja se zove cikloida. Cikloida je kriva koja se moze
opisati proizvoljnom tackom periferije kruga koji se kotrlja po pravoj bez
klizanja.

0.8 10 =

-0.2

0.4

—0.6 —

Slika 2.3. Resenje problema brahistohrone za b= 1.

2.6 Funkcionela sa dve nezavise promenljive

Posmatramo funkciju u(z,y) sa dve nezavisne promenljive, x i y, tada je
funcionela sa dve nezavisne promenljive

Iu(z,y)] = //AF[:I;,y,u,ugg,uy]d:de,
28



gde je A oblast u (x,y) ravni, ds diferencijalni element po krivoj C' koja
okruzuje oblast A u suprotnom smeru od smera kazaljke na satu, slika 2.4.

1
)
n",

N/ ds

Slika 2.4.

Nas cilj je da nademo stacionarnu funkciju u(x,y) funkcionele I{u] u oblasti
A. Varijaciju funkcionele ¢emo izjednaciti sa nulom

0 u] = / OF [z, y,u, uy, uyldedy = 0.
A

Primenom varijacije dobija se

OF OF oF
// —5:70 —5 + 8—5u + auxéux + 8—%5%] dzdy = 0.

Posto su varijacije nezavisnih promenljivih jednake nuli, prva dva sabirka
nestanu pa vazi

[ o+ 50.2(50) + 0,0 (5wt =o.
k4 Y

Primenom komutativnosti varijacije i izvoda sledi

OF oF 0 OF 0
//A [%511 Du. 8:1:(6 u) + 8—%8—(5U)}dxdy =0.

Kada u podintegralnu funkciju dodamo i oduzmemo -2 5 ( )5 ui= (gf)éu

dobijamo

[ [t 2 (o= 2 (9 Yot (o= (5 g =0
(2.22)
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Teorema 2.6.1. Grinova teorema Neka je C pozitivno orijentisana po
delovima glatka kontura u ravni, A oblast u ravni ogranicena konturom C,

0A=C, i F=(P,Q) e C. Tada vazi

// 8_62_8_]; d dy:fi(deJery)

Na osnovu Grinove teoreme, (2.22) postaje

8F 0 (0F OF dy OF dx
—_——— dxd = — ——duds = 0.
// ou 8:B 8%) 8y<8uy>}5u v y+j{ [8% ds Ouyds Ouds =0

Dakle, za F' = Fz,y,u, u,, u,] Ojlerova jednacina je

OF 0 /0 9 /0
%‘%(ai)‘a_y(a%):

9

Sto je parcijalna diferencijalna jednacina.

Zakljucak: Funkcionela sa jednom nezavisnom promenljivom dovodi do
diferencijalne jednacine prvog reda, a za funkcionelu sa dve nezavisne pro-
menljive, dobijemo Ojler-Lagranzovu jednacinu sa parcijalnim izvodima.

2.7 Izoperimetrijski problem

Prema legendi ovaj problem je nastao za vreme osnivanja drevnog grada
Kartagine na obali Severne Afrike. Fenicanka Didona, koja posle smrti
roditelja nije mogla podnositi samovolju brata Pigmaliona, je pobegla na
obalu Severne Afrike. Tamo se dogovorila sa kraljem Jarbasom da od njega
kupi onoliko zemljista koliko se moze obuhvatiti kozom jednog bika. Ona
je izrezala kozu na tanke kaiSeve, povezala im krajeve i uspela obuhvatiti
zemljiste na kojem je kasnije izgradena Kartagina. U matematickoj formu-
laciji Didonin problem glasi: Izmedu svih zatvorenih krivih linija u ravni
bez samopresecnih tacaka, koje imaju jednak zadat obim, na¢i onu koja
ogranicava najveéu povrsinu.

Posmatra¢emo problem odredivanja ekstremnih vrednosti funkcionele

Iu] = / F(z,u,u)dx (2.23)
sa oganicenjem datim u obliku odredenog integrala

/ G(z,u,u")dx = K = const. (2.24)
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Ogranicenje (2.24) mozemo zapisati u obliku

)\[/xl G(z,u,u")dr — K] =0,

zo

gde je A Lagranzov mnozitelj. Primenom varijacije

5{)\[/:1 G(z,u,u)dr — K]} =0,

)\5/ G(z,u,u")dx =0,

o

to jest

kombinujuéi poslednju jednacinu sa varijacijom jednacine (2.23) , dobija se

(5[/ F(:U,u,u')dx—i-)\/ G(z,u,u)dz| =0,

xo o

odnosno o
(5/ F(\ z,u,u)dz =0,
xo

gdeje F = F + )\G.

Zakljucak: Nalazenje stacionarne funkcije funkcionele (2.23) sa ogranicenjem
(2.24) je ekvivalentno nalazenju stacionarne funkcije funkcionele sa podinte-
gralnom funkcijom F = F + MG, bez ogranicenja.

Napomena: Nalazenje stacionarne funkcije funkcionele (2.23) sa n ogranicenja
ffol Gr(z,u,u')dr = Ky, k= 1,2,...,n, je ekvivalentno nalazenju stacionarne
funkeije funkcionele sa podintegralnom funkcijom F = F + > o1 MG, bez
ogranicenja.

PRIMER 3. Didonin problem
Resavanje problema se svodi na odredivanje zatvorene krive koja obuhvata
maksimalnu povrsinu. Ako tu krivu obeleZimo sa I sledi

I / " (w)ds,

o

pri cemu je u(xz) > 0 za svako x € [xg, x1]. Dalje, pretpostavimo da je duZina

krive K data sa o
K= / V14 u2dr
zo

i pri tome je zadovoljeno u(xy) = u(xy) = 0. Bez gubitka opstosti, ako
pretpostavimo da je xq = 0, treba da odredimo x1.
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Upotrebom Lagranzovog mnozitelja A formiramo funkciju
1
I+ K = / (u+ A1+ u?)de.
zo

Iz Ojlerove jednacine
oF _d (3_F> 0
ou dx\ou/

gde je podintegralna funkcija F' = u + A1 + u'2, dobije se

d u’
1—A— (—/) =0,
drz \\/1 + u"?
Sto integracijom postaje

/
U
A—= =12+ ¢y,

V14 u?

gde je ¢ konstanta. ReSavanjem prethodne jednacine po u' i koriSéenjem
u = du/dx dobijemo
(x — c1)dx

A2 —(x—)?

du =+

a integracijom se dobije
u = :F\/m + o,
gde je i ¢ konstanta. Kao rezultat dobijemo jednacinu
(x—c1)® + (u—cp)* = N2,

sto je jednacina kruga sa centrom u (cq, ¢) polupre¢nika A.

2.8 Sturm-Liouvillov problem

Trazimo stacionarnu funkciju u(x) funkcionele
1
Il = [ lafe)ud - pla)(w))da (2.25)
Zo

sa ogranicenjem

/xl r(z)u’dr = 1, (2.26)

zo
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gde su p(z), q(x), r(x) poznate funkcije. Upotrebom Lagranzovog mnozitelja
kao u izoperimetrijskom problemu imamo

FO\ x,u, ) = q(z)u? — p(z)(u)? + Nr(z)u?)].

Parcijalni izvodi su

OF OF )
5 = 2q(z)u + 2Ar(z)u, Evi —2p(z)u’.
Ojlerova jednacina je } )
oF d (OF
0~ Gw) =°
zamenom parcijalnih izvoda dobijemo
d :
q(@)u+ Ar(z)u — —[-p(z)u] =0,
ili p p
u
@) 5] + la@)u + Ar(@)u(z) = 0. (2.27)

Zakljucak: Stacionarna funkcija w(z) funkcionele (2.25) sa ograni¢enjem
(2.26) zadovoljava Sturm-Liouvillovu jednacinu (2.27). Ojlerova jednacina je
Sturm-Liouvillova jednacina.

2.9 Algebarska i diferencijalna ogranicenja

Do sada smo posmatrali sta se desava kada imamo funkcionelu sa ograni¢enjem
u obliku odredenog integrala, medutim moze se desiti i da je ogranicenje al-
gebarsko ili diferencijalno.

Trazimo stacionarnu funkciju funkcionele

xr1
I[u,v]:/ F(z,u,v,u v")dx, (2.28)

zo

gde su u(z) i v(x) dve funkcije sa algebarskim ograni¢enjima, a njihov odnos
mozemo da zapiSemo

¢<u7 U) =0,

ili kao ogranic¢enje u formi diferencijalne jednacine

d(u,v,u',v") = 0. (2.29)
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Primetimo da su algebarska ogranicenja specijalni slucaj diferencijalnih ogranicenja.
Varijaciju funkcionele (2.28) izjedna¢imo sa nulom

5/ F(z,u,v,u',v")dz = 0,

Sto mozemo da zapiSemo kao

[l - (o [ L (3= )

Primenimo varijaciju na ogranicenja (2.29)

¢ 9¢ 9¢ 09
0wt = 8u 4 oou + =260 = 0.

Mnozimo Lagranzov mnozitel A(x) sa d¢ i integralimo po domenu

/ )\(:L')( 9 s+ P50+ 90 500 4 P )d —0.  (231)

5¢—8

ou ov 8’ o’

Primenimo parcijalnu integraciju na poslednja dva sabirka

L Az )%wd - [A( )%&L]“—/ﬂ) - (AS—¢)5udm

= —/xl dcic (A§—¢>5udx

0

/ Az )g%v'dm - [/\( )gf } / d (Ag—f)csvdx

= —/ (Ag—f)&;dx,

jer je du(zg) = du(xy) = 01 dv(zg) = dv(x;) = 0. Zamenom u prethodne dve
jednacine u (2.31) i dodavanjem jednacine (2.30) dobije se

noroF oF dp d /. 00
— - — A— — — (A== |6
/xo {[6’u <8u)+ ou ( 3u>} “
oF d (O0F oo d 8¢
— — — (= A— — — (A=) |dv pdx =
oy~ m(Gw) 25, — a (Vg) Jovfde =0
Kako su u(z) i v(x) vezani kroz ogranicenje (2.29), oni ne variraju nezavisno.
Biramo A(z) tako da koeficijent uz du nestane, ostavljajuci v(x) da varira i
zahtevajuéi da koeficijent uz dv takode nestane, pa su Ojlerove jednacine
oF d /OF 0 d /. 0
= (5] +A ¢ (» ¢> 0,

ou ou’ ou  dx \"ow
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OF d (OF o6 d ;. 0
a0~ ow) A g =0

Prvu jednacinu mozemo zapisati kao

9 1p 4 ag] %(i[ﬁw Agb]) —0,

ou !
. OF d (OF
ou %(%) 0

gdeje F=F + A(z)¢. Isto tako i drrugu jednac¢inu mozemo zapisati kao

oF d <8F)

Qv dr \ov'

ov dx

Zakljucak: Nalazenje stacionarne funkcije funkcionele (2.28) sa ogranicenjem
(2.29) ekvivalentno je nalazenju stacionarne funkcije funkcionele sa podin-
tegralnom funkcijom F = F + A(z)¢. Dakle, u ovom slucaju Lagranzov
mnozitelj nije broj nego funkcija.

Napomena: Nalazenje stacionarne funkcije funkcionele (2.28) sa n ogranicenja
or(u,v,u’,0v") = 0, k = 1,2,...,n ekvivalentno je nalazenju stacionarne
funkcije funkcionele sa podintegralnom funkcijom F' = F 4+ S"1_, A\(7) ¢y
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3
Optimizacija 1 upravljanje

Optimizacija je matematicki postupak koji se primenjuje da bi se dostiglo
najbolje(optimalno) stanje ili reSenje. Da bi se zadatak optimizacije pravilno
postavio, neophodno je uociti objekt optimizacije kao i cilj ili kriterijum
optimizacije. U nastavku smo koristili literaturu [1], [3], [4], [6], a primeri su
preuzeti iz [1], [4].

Dinamicka optimizacija odnosi se na probleme definisane u nekom vremen-
skom intervalu. U njene tehnike spadaju varijacioni racun, koji smo prikazali
u prethodnom poglavlju, dinamicko programiranje i princip maksimuma. Di-
namicki proces se odvija u nekom sistemu ¢ije stanje se u svakom vremenskom
trenutku opisuje nekom funkcijom stanja. Osnovni zadatak optimalnog up-
ravljanja je ispunjavanje odredenog kriterijuma optimalnosti za dati sistem.
Osnovni parametri dinamickog sistema su: vreme, promenljive stanja, pro-
menljive upravljanja i slucajni parametri.

Vreme ¢ je nezavisno promenljiva veli¢ina koja pripada odredenom vremen-
skom intervalu [tg,¢;]. Pocetni trenutak ¢, je uvek zadat i uglavnom ¢emo
koristiti da je tg = 0, a terminalni (krajnji) trenutak t; = ¢; je ¢esto nepoz-
nat.

Stanje sistema u zadatom vremenskom intervalu karakterise n funkcija stanja

(), ua(t), ..., un(t),

t € [to, t1], koje se nazivaju promenljive stanja i koje su neprekidne funkcije
vremena. Vektor u(t) = (u1(t), ua(t), ..., u,(t)), t € [to, t1], naziva se vektor
stanja.

Parametri upravljanja ¢q(t), ¢2(t), ..., on(t), t € [to,t1], za neko m € N,
su takode funkcije vremena, kojima je moguce uticati na sistem u skladu sa
odredenim zahtevima. Ove funkcije mogu biti neprekidne, ali i po delovima
neprekidne. Vektor upravljanja dat je sa ¢(t) = (1(t), d2(t), ..., dn(t)),
t € [to, ta].
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3.1 Optimizacija oblika

Optimizacija oblika je deo oblasti teorije optimalnog upravljanja. Tipican
problem je da se pronade oblik koji je optimalan tako da minimizira funkci-
onelu, dok zadovoljava data ograni¢enja. U nastavku ¢e biti prikazan primer
aerodinamicke optimizacije. Aerodinamika je nauka koja se bavi kretanjem
vazduha u odnosu na ¢vrsta tela, a aerodinamicki otpor je sila, sa kojom se
fluid(vazduh) suprotstavlja relativnom kretanju tela kroz svoju sredinu.
Jedan od najvecih troskova poslovanja u industriji komercijalnih aviona je
trosak goriva. Cak i malo smanjenje ukupnog otpora aviona, moze imati
znacajan uticaj na ukupnu potrosnju goriva. Nas zadatak ¢e biti da odredimo
optimalni oblik nosa novog aviona kako bi se smanjio otpor, a samim tim i
potrosnja goriva.

PRIMER 4. Odrediti telo nastalo obrtanjem krive x = x(r) oko z-ose koje
proizvodi najmanju silu otpora prilikom kretanja kroz vazduh sa brzinom U
kao sto je prikazano na slici. Pretpostavimo da je funkcija x(r) monotona,
tako da ni jedan deo povrsine ne Stiti drugs.

— ™ :
a - _/" - -Y\I'}
el [N U
S -~ ST
— -lll____ dr— 2] H"""ﬁ-?_%_ ds
— Y I
. dx \
e
Shika 3.1

Kako je dr = cosfds, sledi da je cos @ = dr/ds. Duzina luka je

ds = /(1 + [2/(r)]?)dr.

Njutnova aproksimacija za komponentu pritiska u z-smeru je
Lo o
Do = —épU cos” 6,

gde je p gustina fluida.
Da bismo dobili silu otpora, integrali¢cemo pritisak po celoj povrsini rota-
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cionog tela sa projektovanom oblaséu koju oznacavamo sa dA,.

A
= /(%pUQCOSQQ) (27rrdr)

= WpUz/COSQQ(rcoseds)

= 7TpU2/T’<%>3dS

Koristiéemo bezdimenzionalni oblik! sile otpora da dobijemo koeficijent trenja
Cp,glejer=2iz=20<7<1,0<z<i

Fp
pU? A,

1 bordre
_ U2 2
(pU27ra2>7Tp ¢ /0 1+ 77
[t rdrF
Jo 1417
Trazimo oblik Z(7) koji minimizira funkcionelu za koeficijent otpora Cp[z(7)].

Kako podintegralna funkcija F' = F(7,Z’) ne zavisi od Z, problem se svodi
na prvi specijalni sluc¢aj Ojlerove jednacine koja glasi

Cp =

% (o) ="

Integracijom se dobije

oF
% =cC
2’
AP
T = —a (14 77%)%

'Fizi¢ka veli¢ina je bezdimenzionalna ako joj vrednost ne zavisi od izbora sistema je-
dinica.
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Posto se T ne pojavljuje eksplicitno, parametrizujemo resenje sa u = —z’ > 0
i dobijemo

Fu = ci(1 + u?)?
ili B ) .

r_Q4u) (3.1)

1 u

Sto je parametarska jednacina za 7 u zavisnosti od u. U cilju dobijanja
parametarske jednacine za z, jednacinu (3.1) zapisa¢emo u obliku

1 1
F=c—(14+2u +ut) = cl<— + 2u+u3),

u u

Sto diferenciranjem postaje
_ 1 9
dr:cl<——2+2—|—3u )du.
u
Kako je u = —dz/dr, sredivanjem ove jednacine, deljenjem sa c¢; i integraci-
jom dobije se
z 1

= —— [ udr
&1 C1

= _/u<—%+2+3u2>du
= /(%—2u—3u3>du

3
= 1nu—u2—1u4+cg,

Sto je parametarska jednacina za T u zavisnosti od u = —Z7.

Sada nas zanima §ta je u,;,. Diferenciranjem jednacine (3.1) iizjednacavanjem
sa nulom sledi

4u?(1 4+ u?) — (1 4+ u?)?
2

= ()7

u
a redavanjem ove jednacine dobija se da je Umim = 1/v/3. Ovo daje granicu
tela na vrhu z = [/a. Konstante ¢, ¢o 1 Upq, Se mogu naci iz graniénih
uslova i ogranicenja oblika povrsine rotacionog tela.

Parametarske jednac¢ine za 7(u) i Z(u) graficki su prikazane na slici 3.2 za
l/a=1,2,4.
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Slika 3.2

Sada je koeficijent otpora

L Fdr
Cp = | ——
P /0 1+ 2?2

Umaz 2 1 2\2 1
wn W14 u?) u?

Umax 1 2 1
= cf/ ru <3u2——2+2>du.
u u u

Koeficijenti otpora za slucaj prikazan na slici 3.2 su:
Cp=0146zal/a=1,Cp=0.076 zal/a=21Cp =0.014 za [/a = 4.
Zakljucak: Kako se [/a povecava, to jest kako se menja oblik nosa aviona,
koeficijent otpora C'p se smanjuje, a samim tim i potrosnja goriva.

3.2 Finansijska optimizacija

Profit neke kompanije definise kao razlika izmedu njenog prihoda i rashoda,
a cilj svake kompanije je da maksimizira svoj profit, sto ¢emo prikazati u
ovom poglavlju.

Kompanija zeli da zna koja stopa ¢(t), izrazena u procentima, 0 < ¢ < 1, ¢ija
je profitna stopa u(t), treba da se reinvestira kako bi se maksimizirao ukupan
zadrzani profit J tokom odredenog intervala 0 <t < t;. Pretpostavimo da
postoji linearna zavisnost izmedu reinvestiranog profita, ¢(t)u(t), i stope

promene profita
U = apu, (3.2)

gde je a > 0 konstanta.
Za kratak vremenski period dt, zadrzani profit je (1 — ¢)udt. Znaci da je
tokom vremenskog intervala 0 <t < ¢y ukupan zadrzani profit

Tut).0(0] = [ (1= opudt. (33)
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Zelimo da maksimiziramo funkcionelu (3.1) u skladu sa ograni¢enjima tako
da diferencijalno ogranicenje (3.2) i ogranicenje 0 < ¢ < 1 budu zadovolje-
ni. Jednacinu (3.3) nazivamo cenom, ciljem, to je funkcionela koja definise
cilj problema optimizacije (maksimizira akumulirani profit), a diferencijalna
jednacina (3.2) se naziva jednacinom stanja jer odreduje stanje sistema, koje
je u ovom slucaju saopstavanje o profitu ili gubitku kompanije. Shodno
tome, u(t) nazivamo promenljivom stanja, a ¢(¢) promenljivom upravljanja.
Na osnovu poglavlja 2.9, znamo da je

F(u, 4, 6)) = [1 = ¢(t)]ult) + A(t)[a(t) — ag(t)u(t)],

gde je A(t) Lagranzov mnozitelj. Kako imamo dve zavisne promenljive, u(t)
i ¢(t), imamo i dve Ojlerove jednacine

OF d /OF
o0 T ailoa) =
8F’+d<815>
0¢  dt\dg¢

Sto dovodi do

l—¢(l+aX)—A = 0,

—u(l+a)) = 0. (3:4)

U postavkama optimizacije i upravljanja, prvu jednac¢inu nazivamo adjun-
govanom diferencijalnom jednac¢inom, a druga je uslov optimalnosti, odnos
izmedu stanja wu(t) i Lagranzovog mnozitelja A(t), koji se naziva adjungo-
vanom promenljivom.

Ako je u(t) # 0, postoji profit, onda optimalni uslov zahteva da adjungo-
vana promenljiva bude A\ = —1/a. Posto je a konstanta, onda je & = 0,
i adjungovana jednacina dovodi do kontradikcije 1 = 0. Ova kontradikcija
sugeriSe da je jedina moguc¢nost da profit bude nula, Sto nije odgovor koji
kompanija zeli. Kao Sto smo videli, klasi¢ne variacione metode koje su do
sada imale veliki znacaj, ne daju nam optimalno resenje za ovaj problem.
Problem u nasem primeru je da ne postoji optimalno resenje medu prih-
vatljivim resenjima neprekidno diferencijabilnih funkcija. U nastavku rada,
koriste¢i Pontrjaginov princip, pokaza¢emo kako ovaj problem moze da se
resi.
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3.3 Prigusen harmonijski oscilator

Svako kretanje koje se ponavlja u jednakim vremenskim intervalima naziva se
periodi¢nim, a ako se kretanje odvija stalno po istoj putanji, onda se naziva
oscilatorno. Promene oscilatornih veli¢ina sa vremenom opisuju se sinusnim
ili kosinusnim zakonom, a takvo oscilatorno kretanje se naziva harmonijsko.
Amplituda je maksimalno udaljenje od ravnotenog polozaja. Priguseno os-
cilovanje tela je ono kod koga se amplituda smanjuje u toku vremena. U
nastavku ¢emo posmatrati merenje ucinka terminalnog vremena i merenje
ucinka prigusenog harmonijskog oscilatora.

Merenje ucinka terminalnog vremena

Posmatramo kretanje prigusenog harmonijskog oscilatora koje je dato sa

u—+u=0,

gde je u(t) promenljiva stanja i predstavlja amplitudu oscilacije. Neka su
pocetni uslovi

w0)=1,  @(0)=0. (3.5)

Resenje za slucaj u kom nema upravljanja sa ovim pocetnim uslovima je
u(t) = cos(t). Pokusac¢emo da upravljamo amplitudom oscilacije kroz neke
prinudne funkcije ¢(t), koje nam omogucéavaju da se amplituda oscilacije

vremenomn smanjuje
U+ u=q, 0<t <ty (3.6)

Promenljiva stanja u(t) i promenljiva upravljanja ¢(¢) (prinudna funkcija) se
traze tako Sto se funkcionela troska

t
T, = 5rutts+ 5 [ ot 37)
2 2 Jo
minimizira tokom vremenskog intervala 0 <t < t;. Cilj funkcionele troska je
da minimizira velicinu amplitude u terminalnom trenutku ¢ = ¢, Sto pred-
stavlja prvi izraz, i da minimizira ulaz energije potrebne za upravljanje, sto
je drugi izraz u prethodnoj jednaéini i zovemo ga kaznena funkcija. U sustini,
funkcija troska treba da odredi cenu nekog proizvoda u odnosu na troskove,
a nasi troskovi su, u stvari, energija koja treba da se utrosi na upravljanje
prigusenim harmonijskim oscilatorom kako bi se kontrolisala velicina am-
plitude. Kada za tezinski koeficijent 4%, odaberemo 72 = 0, to odgovara
slucaju u kom nema upravljanja. Posto imamo ogranicenje u obliku diferenci-
jalne jednacine, u cilju da minimiziramo funkcionelu (3.7), tako da jednacina
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stanja (3.6) bude zadovoljena, uvodimo Lagranzov mnozitelj A(t), integral-
imo, uzmemo varijaciju i izjednac¢imo je sa nulom na sledec¢i nacin

- 1 trr1
6J = 5{57%(@)2 + / [5452 + A8) (i +u — qb)}dt} = 0.
0
Na ovaj nacin trazimo promenljive stanja i upravljanja koje najbolje zadovo-

ljavaju cilj upravljanja dok su zadovoljena ogranicenja. Primenom varijacije
dobije se

Y u(ty)ou(ty) + /0 f[¢5qz5 + A(di + du — d¢)]dt = 0, (3.8)

gde amplituda u terminalnom trenutku u(t;) varira. Na sabirak iz prethodne
jednacine primenimo parcijalnu integraciju dva puta

/ U \idt = A(ty)Si(ts) — A0)F(0) — / 7 \sadt

= Atp)oulty) — M0)6u(0) — A(ts)dou(ts) + A0)du(0) + /0 N Adudt

Na osnovu pocetnih uslova, znamo da je ou(0) = §(@) = 0, pa navedeni
sabirci nestaju, a jednac¢ina (3.8) postaje

[(V2ulty) — Mtp)|oults) + At p)du(ty) + /0 f {A+ Néu + [¢p — Ndg}dt = 0.

Posto u(t), ¢(t), u(ty) i u(ty) variraju, dolazimo do Ojlerove jednacine i
prirodnih grani¢nih uslova

A+A=0, (3.9)

A =g, (3.10)
Aty) =Y ulty), (3.11)
Ats) = 0. (3.12)

Jednacina (3.9) odreduje Lagranzov multiplikator, koji se takode naziva i
adjungovana promenljiva. Jednacina (3.10) naziva se uslov optimalnosti.
Zamenom uslova optimalnosti u jednacinu (3.9) dobija se jednaé¢ina upra-

vljanja )
o+ ¢=0. (3.13)
Pocetni uslovi promenljive upravljanja su
¢(tr) =0,  (tr) =~ ulty). (3.14)
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Kako jednacina upravljanja ne ukljucuje promenljivu stanja kroz vremenski
interval 0 < ¢ < ¢y, ve¢ samo kroz terminalno vreme, mozemo dobiti tacno
reSenje, pa je

¢(t) = crcost + cosint, (3.15)

a primenom pocetnih uslova (3.14) dolazimo do

costy sintys c | 0
—sint; costy e || —ulty) |

Iz sistema jednacina

crcosty +cosinty = 0

—cysinty 4+ cocosty = yulty)

dobijemo konstante ¢q i ¢y
c1 = —?u(ty) sinty, co = y2ulty) costy.
Zamenom c¢; i ¢ u (3.15) dolazimo do sledeéeg resenja za jednacinu upra-
vljanja
o(t) = y*u(ty)[costsint — sint; cost],

ili

B(t) = y2ulty)sin(t — t;). (3.16)
Kao sto vidimo resenje zavisi od amplitude u(ty), koja je za sada nepoz-
nata. Postavljanjem ¢(¢) na desnu stranu jednacine (3.6), homogeno resenje
jednacine je

ug(t) = cgcost + cysint. (3.17)

Koris¢enjem metode neodredenih koeficijenata i partikularnog resenja

up(t) = cst cost + cgt sint, (3.18)
dobiju se konstante
L, L, :
s = =57 u(ty)costy, 6= =57 u(ty)sinty.

Konacno resenje je

a(t) = un(t)+up(t)

1
= cgcost+cysint — 572u(tf)t[cos tfcost +sintysint].
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Primenom pocetnih uslova (3.5), dobijemo konstante c3 i ¢4

1
c3 =1, Cq = 572u(tf) costy.

Resenje jednacine stanja je
1
u(t) = cost + 572u(tf) [costysint — t(costycost +sintysint)].  (3.19)

Primetimo da je resenje u kom nema upravljanja u(t) = cost, ¢(t) = 0
kada je v = 0, kao i Sto je ocekivano. Posto resenje za promenljivu stanja
u(t) ukljucuje amplitudu u terminalnom trenutku ¢;, uzmimo da je ¢t = ¢; u
jednacini (3.19) i resimo po u(ty), sto dovodi do

costy

u(ty) = '
( f) 1_%72(Costf8intf_tf)

Ovaj rezultat moze biti zamenjen u jednacinu (3.19) i tako dobijemo promenljivu
stanja u(t), i u jednac¢inu (3.16) kako bismo dobili promenljivu upravljanja

().
Prikazacemo resenje kada je terminalno vreme ¢y = 57 i tezinski koeficijent
v =1, slika 3.3 i slika 3.4.

u(t)

1.0
B ’ "\ ‘ \'.
L ." \ ! N
- ! 1 1
! !
\

05t ‘\ YN

y
1oL L ..

Slika 3.3 Amplituda oscilacije u(t): isprekidana linija predstavlja
resenje u kom nema upravljanja, u(t) = cos(t), a puna linija resenje sa
kojim je upravljano.
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Slika 3.4

Merenje uc¢inka na intervalu [0, ]

Posmatrajmo sada kontrolu istog prigusenog harmonijskog oscilatora kojim
upravlja jednacina stanja (3.6) sa pocetnim uslovima (3.5), ali sa novom
funkcionelom troska

1 [

w8 = 3 / (v?u® + ¢%)dt, (3.20)
0

gde sada nastojimo da minimiziramo velicinu amplitude na celom domenu

0 <t < ty, a ne samo u terminalnom trenutku ¢ = ¢; kao u prethodnom

slucaju. Koristeci isti postupak, dobijamo slede¢u jedna¢inu upravljanja

b+ ¢ = —u, (3.21)
sa pocetnim uslovima koji se primenjuju u terinalnom trenutku
o(t) =0,  ¢(t;) =0. (3.22)

Prikazacemo resenja za dva slucaja, gde ¢e terminalni trenutak ¢; = 57 biti
isti.
Ako je v* = 1/3, vrednost kaznene funkcije je

1 (4
—/ H*dt = 0.1308,
2 0

gde kaznena funkcija ukazuje na ulaz energije potrebne za upravljanje, slika
3.5 1 slika 3.6.
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Slika 3.5 Amplituda oscilacije u(t): isprekidana linija predstavlja
resenje u kom nema upravljanja, u(t) = cos(t), a puna linija reSenje sa

kojim je upravljano.

olr)

1.0

0.5

Slika 3.6

Sada posmatramo §ta se deSava ako je tezinski koeficijent veéi, v = 1, §to
povecava naglasak na merenje uc¢inka u poredenju na kaznenu funkciju, slika
3.71 3.8. Odgovarajuca kaznena funkcija je

1 [
—/ H*dt = 0.2080,
2 0
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sto je za 60 posto vece nego za y = 1/3.
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Slika 3.7 Amplituda oscilacije u(t): isprekidana linija predstavlja

resenje u kom nema upravljanja, u(t) = cos(t), a puna linija resenje sa
kojim je upravljano.
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3.4 Rikatijeva jednacina za linearno kvadratni
problem

Na linearno kvadratni problem, koji ¢emo ovde definisati, primeni¢emo Pon-
trjaginov principu maksimuma, a pomoc¢u Rakatijeve jednacine za linearno
kvadratni problem, pokazac¢emo jos jedan postupak resavanja problema pri-
gusenog harmonijskog oscilatora.
Linearno kvadratni problem
Posmatramo linearni sistem diferencijalnih jednacina, koji se moze zapisati
u slede¢em obliku

= Au+ Bo, (3.23)

gde je u(t) vektor promenljive stanja dimenzije n x 1, ¢(t) vektor promenljive
upravljanja dimenzije m x 1, a A i B su matrice dimenzije n x n i n x m.
Ako matrice A i B nisu funkcije vremena, sistem je autonoman. Promenljive
stanja podlezu pocetnim uslovima

u(0)=ug u t=0. (3.24)

Zelimo da minimiziramo funkcionelu troska

Ju(t), é(t)] = = /O / (0" Qu + 6"Ro) . (3.25)

2

gde je Q matrica dimenzije nxn, a R matrica dimenzije mxm. Matrice Qi R
su simetri¢ne i pozitivno definitne. Samo kada je 2 konacno i nije nula, tada
problem stanja ili upravljanja proizilazi iz slede¢eg postupka optimizacije.
Problemi upravljanja ove vrste nazivaju se linearno kvadratnim problemima
jer uklju¢uju linearnu jednacinu (3.23) sa kvadratnom funkcionelom troskova
(3.25).

U cilju da se minimizira funkcionela troska (3.25) sa ogranic¢enjima tako da
je jednacina stanja (3.23) zadovoljena, formiramo slede¢u funkcionelu

Ju, ¢, ] = /0 ' {% [v*u"Qu + ¢"Ro| + AT (1t — Au— ng)}dt

gde su AT(t) = [M\i(t), Aa(t), ..., A\u ()] Lagranzovi mnozitelji. Uzmemo vari-
jaciju i izjednac¢imo je sa nulom, pa je

0] = /O ' [v*u" Qou+ ¢"Rép + A" (60 — Adu — Bég)|dt =0.  (3.26)
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Posto su Q i R simetri¢ne, u? Qu i ¢” R¢ su u kvadratnoj formi, pa mozemo

da zapisemo

Qll Q12 v an Uq
Ql? Q22 s QQn U9

uTQu:[ul Ug ... un]

uTQu - Qllu% + QQZU% + -+ anui
+ 2Qu2urug + 2Q 3w us + - - 4 2Qp_1 5 Un—1Unp,

gde je svaki izraz u; kvadratni. Uzimajuéi varijaciju, dobijamo

1
5<§UTQU> = Quu1du + Qaoudus + - - - + Qrpundty,

+ Q12U1§UQ + Q12U25U1 + Q13U1§U3 + Q13U35U1 + ...
Qu Q12 ... Qu Oy
Q2 Qan ... Qo s
= |: Uy Uz ... Up ] . . : : .
an Q2n e an 5u4
= u’'Qdu.

Sli¢no, .
5(36"Qu) = 6" Qoo

Primenom parcijalne integracije na treéi sabirak u jednacini (3.26) sledi
ty tf
/ M sadt = M (tg)du(ty) — AT(0)du(0) — / Msudt.
0 0

Na osnovu pocetnih uslova u t = 0, sledi da je Ju(0) = 0, pa nakon grupisanja
jednacina (3.26) postaje

ty

dt = 0.

AT (¢ )ou(ty) + / [(72uTQ U /\TA> Ju + <¢TR . )\TB>5¢

0

Posto izrazi pomnozeni sa varijacijom moraju nestati, dolazimo do Ojlerovih
jednacina i pocetnog uslova:

M = \TA 4+ ~2u7Q, (3.27)
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MB=¢'R, (3.28)
A(ty) = 0. (3.29)

Jednacina (3.27) je diferencijalna adjungovana jednacina za Lagranzove mnozitelje
A(t), koja se zove adjungovana promenljiva. Transponovanjem jednacina
(3.27) i (3.28) dobijemo

A=—-AT)A++%Qu (3.30)

BT\ = Ro,

gde smo koristili ¢injenicu da su Q i R simetri¢ne, pa je Q7 = Qi RT = R.
MnozZenjem poslednje jednacine sa R~ dovodi do uslova optimalnosti

¢ =R'BT), (3.31)

pri éemu R~! uvek postoji jer je R pozitivno definitna matrica. Mozemo da
zamenimo jednacinu (3.31) u jednacinu stanja (3.23) da eliminiSemo promenljivu
upravljanja, pa nam ostaje

= Au+BR 'B"\ (3.32)
Rikatijeva jednacina
Za linearni sistem jednacina (3.30), znamo da postoji resenje za adjungovanu

promenljivu A(t)
A= —Pu, (3.33)

gde je P(t) matrica dimenzije n x n. Diferenciranje prethodne jednacine

dovodi do
A= —Pu-Pu
Zamenom prethodne dve jednacine u jednacine (3.30) i (3.32) dobijemo

Pu+ Pu+ ATPu++*Qu =0, (3.34)

= Au-— BR 'B"Pu. (3.35)

Zamenom jednacine (3.35) u jednacinu (3.34) dovodi do

(PA _PBR'BTP + P + ATP + ’yQQ>U, — 0.
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posto reSenje u nije trivijalno, njegov koeficijent mora da nestane, a to dovodi
do nelinearne Rikatijeve jednacine prvog reda koja glasi

P =—-PA - AP + PBR'B"P — »2Q. (3.36)
Iz jednacine (3.33), pocetni uslov (3.29) postaje
P(t;) = 0. (3.37)

Moze se pokazati da je matrica P(t) simetricna, pa n? nelinearnih diferen-
cijalnih jednacina prvog reda iz (3.36), svodi se ne 1/2n(n + 1). Za matrice
A i B iz jednacine stanja (3.23) i Q i R iz funkcionele troskova (3.25), sis-
temi jednacina (3.36) i (3.37) su reSeni unazad za matricu P(t). Zamenom
jednacine (3.33) u jednacinu (3.31) dovodi do zakona upravljanja

é»=—-R'BTPu, (3.38)

koji direktno dovodi u vezu upravljanje sa promenljivom stanja, ukazujuci
kako upravljanje reaguje na promene u promenljivim stanja, i obezbeduje za-
kon upravljanja koji je nezavisan od pocetnog uslova uy. Zamenom jednacine
(3.38) u jednacinu (3.23) daje sistem jednacina (3.35)

o= (A . BR—lBTP) u. (3.39)
Resenje Rikatijeve jednacine (3.36), sa pocetnim uslovima (3.37) je jednacina
(3.39).

PRIMER 5. U cilju da se ilustruje upotreba Rikatijeve jednacine za linearno
kvadratni problem, posmatrajmo priguseni harmonijski oscilator iz poglavlja
(3.3). Jednacina stanja je

i+ u = ¢, (3.40)

sa pocetnim uslovima

w0)=1,  a(0)=0. (3.41)

Funkcionela troska koja treba da se minimizira je

1 t
Ju, ¢ = 5 /0 ' (V?u® + ¢*)dt.

Koristicemo da je v* =1 i t; = 5m.
Jednacinu stanja zapisemo kao sistem linearnih jednacina prvog reda ko-
risteci
U = u, Uy = U.
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Nakon diferenciranja, sistem jednac¢ina prvog reda je
U = Usg, Uy = —uy + ¢.
U matri¢noj formi jednacina stanja (3.40)postaje
= Au+ Bo,

gde je

u:[z}, 6 =19] A=[flé}’ BZ[?]

Funkcionela troska u matri¢noj formi je

tf 2. T T
ﬂ%@=—é (v*u” Qu + 67 Re)dr,

gde je
10

Problem upravljanja sastoji se od jednacina stanja

= Au+ BR'BT\, (3.42)
i adjungovane jednacine

A= —ATA+97Qu,
gde je A = [\, Ao]T. Trazimo reSenje u obliku

A = —Pu,
gde matrica P, y,(t) zadovoljava Rikatijevu jednacinu
P=-PA-A"P+ PBR'B"P - +*Q.

Uzimajuéi u obzir da je P simetri¢na matrica, sledi
f:’n 1’?’12 _ | Pu P O 1] |0 -1 Py Pro
Py Py Py Py -1 0 1 0 Py Py

Py P 0 Py P 2[1 0}
+ 1[0 1 - ,
{Hzf%}[l]u[ ]{HQI@} oo
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Sto dovodi do

PU ]:312 _ 2Py + P —~*  —Pi+ P+ PioPyy
Py Py Pyy — P11 + Py Py —2Py, + P,

Sada treba da resimo sledecée nelinearne diferencijalne jednacine za Py (t), Py (), Pia(t)
Py = 2Py + Ph —
Py = —2Py+ P,
Py = =P+ Pyo+ PPy

sa pocetnim uslovima

Pui(ty) = Pa(ty) = Pra(ty) = 0.

Ovi nelinearni sistemi moraju da se rese numericki, kodovi za Matlab mogu
se naéi u literaturi [6], a na slici 3.9 bi¢e prikazana redom resenja Rikatijeve
jednacine Pyq(t), Pao(t) i Pio(t) za prigusen harmonijski oscilator kada je t; =
Sriy?=1.

LOp
L5f L

o L
\ [

\ 0sf

Lo}

0af
05t F

05

041

\
03¢ A

L L
Im 4n

Slika 3.9
Kako je P(t) dobijeno, jednacina stanja
o= (A _ BR—lBTP) u,
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moze biti reSena. U nasem sluc¢aju, jednacine stanja su
Uy 0 1 0 Py Py Uy
[uz] {{—1 O}_[llm[01]{Pw P221}|:U2:|

. 0 1 U1
—1—-Py —Py ug |’

ili
’[Ll = U2
Uy = —(14 Pi2)us — Paous.
Iz zakona upravljana
¢ = —R'B" Pu,
za nas slucaj to postaje
Py Pro Uy
=[1]]0 1 )
¢ H[ }{PR Pso U2
ili
¢ = —Prauy — Paus.
Resenja za promenljivu stanja u(t) i promenljivu upravljanja ¢(t) za ty = 5n
i 72 = 1 su ista kao na slici 3.7 i 3.8.
Zakljucak: Primenom Rikatijeve jednacine resili smo problem prigusenog

harmonijskog oscilatora i time pokazali da su reSenja koja smo dobili opti-
malna.
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4

Pontrjaginov princip
maksimuma i njegova primena

4.1 Biografija i rad Pontrjagina

Lav Semjonovi¢ Pontrjagin

Lav Semjonovic¢ Pontrjagin roden je 3. septembra 1908. godine. Sa 14 go-
dina izgubio je vid od eksplozije primusa. Uprkos slepilu uspeo je da postane
matematicar uz pomo¢ svoje majke koja mu je ¢itala knjige. Diplomirao je
na Moskovskon drzavnom univerzitetu 1929.godine, 1935. stekao je zvanje
doktora nauka, a iste godine je izabran i za profesora na istom univerzitetu.
Doneo je veliki doprinos teoriji optimalnog upravljanja objavljivanjem mono-
grafije 1961. godine. Radi se o delu ¢etvoro autora iz bivSeg Sovjetskog
Saveza, L. S. Pontrjagina i njegovih studenata: V. G. Boltjanskog, R. V.
Gramkrelidzea i E. F. Miscenka. Pontrjagin je glavni rezultat te mono-
grafije, koji se danas zove Pontrjaginov princip maksimuma, izlozio pocetkom
1950ih. Pontrjagin je imao cast izloziti o toj teoriji prvi put tokom svog pre-
davanja 1958. godine u Edinburgu u Velikoj Britaniji, na Medunarodnom
matematickom kongresu, koji se inace odrzava svake cetiri godine kao na-
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jvazniji svetski kongres matematicara.

Pontrjagin je radio i na teoriji dualnosti jos kao student. U vezi sa ovim
je konstruisao teoriju karaktera Lijevih grupa i zasnovao temelje apstraktne
teorije Furijeove transformacije, koji se danas nazivaju dualnost po Pontr-
jaginu. U topologiji, Pontrjagin je postavio osnovni problem teorije kobor-
dizma. Ovo je dovelo do uvodenja teorije karakteristicnih klasa 1940-ih,
koje se danas nazivaju Pontrjaginovim klasama. U teoriji operatora, posebni
slucajevi Krejnovih prostora su prostori Pontrjagina.

U teoriji oscilacija, njegovi glavni rezultati odnose se na asimptotiku relaksa-
cionih oscilacija. Kasnije u svojoj karijeri radio je na teoriji optimalne kon-
tole u teoriji upravljanja. Pontrjaginov princip maksimuma je od temeljnog
znacaja za modernu teoriju optimizacije. U ovoj oblasti je uveo i ideju beng-
beng principa, kako bi opisao situacije u kojima se na sistem moze primeniti
ili maksimalno ili nikakvo ”zanoSenje”. Imao je i fundamentalne rezultate u
teoriji diferencijalnih igara. Radovi Pontrjaginove skole imali su veliki uticaj
na razvoj teorije upravljanja i varijacionog racuna u celom svetu.

Pocasna zvanja i nagrade:

e Pocasni ¢lan Londonskog matematickog drutva (1953)

e Pocasni ¢lan Medunarodne akademije Astronautika (1966)
e Potpredsednik Medunarodne matematicke unije (1970-1974)
e Pocasni ¢lan Madarske akademije nauka (1972)

e Staljinova nagrada (1941)

e Lenjinova nagrada (1962)

e Tri ordena Lenjina

e Heroj socijalistickog rada

e Medalja Lobacevskog (1966)

4.2 Pontrjaginov princip maksimuma

Kao sto smo do sada videli, opsti problem optimalnog upravljanja je da se
minimizira funkcionela troska

T, ¢] = /0 " Pt u, 6)dt (4.1)
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podvrgnuta jednac¢inama stanja
u=f(t,u, o) (4.2)

i poc¢etnim uslovima
u = u u t=0 (4.3)

koji su zadovoljeni. U klasiécnom principu varijacije, formirali smo novu
funkcionelu troskova

Ju, ¢, \] = /Otf {F(t,u,¢) + N (t)[a—£(t,u,¢) }dt.

Pontrjagin je preformulisao prethodnu funkcionelu u funkcionelu oblika

- ty
Two = [ [Hplt,u,0,0) + N (0],
0
gde je Pontrjaginov Hamiltonijan Hp dat sa
Hp(t,u,¢,)) = F(t,u,¢) = X' (O)f(t,u, ). (4.4)

Uzimajuci varijaciju dobija se

. | OHp OHp e
5J—/0 [0u du+ 9 6¢ + AT | dt,

gde 0\ nije ukljuceno jer dovodi do prvobitne jednacine stanja t = f(¢, u, ¢).
Primenom parcijalne integracije na poslednji sabirak dobije se
OH P o0H P

5.J = NT(t;)du(t;) — AT(0)du(0) + /Ot'f [(E - AT)au + g d0]dt.

Iz uslova stacionarnosti, §J = 0, dolazimo do adjungovane jednacine, uslova
optimalnosti i granicnog uslova

o OH
T P
A= ou’
OH p

26 Y
A(ty) = 0.
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Posmatrajmo sada m algebarskih jednac¢ina 0Hp/0¢, = 0, k = 1,2,...,m,
koje mozemo zapisati u slede¢em obliku

a]—]P @fz
- Nl k=12, m.
96 aqsk Z o "

Sistem ovih algebarskih jednacina daje potreban uslov optimalnosti Hamil-
tonijana sa obzirom na komponente upravljanja ug, £k = 1,2,...,m. Ova
¢injenica je sustina principa maksimuma (minimuma).

Princip maksimuma (minimuma) glasi: Ako je vektor upravljanja u opti-
malan, to jest obezbeduje maksimum (minimum) kriterijumu optimalnosti
J, onda je Hamiltonijan Hp maksimalan (minimalan) u odnosu na kompo-
nente vektora upravljanja ¢.

Primenimo sada Pontrjaginov principa na problem linearnih kvadrata iz
poglavlja (3.4), gde je

F(u,¢) = 5(7*u"Qu+ ¢"Ro),  f(u,0)= Au+Bo,  (45)

N | —

a Hamiltonijan H, je

Hp(u,¢,A) = = (v*u" Qu+ ¢"Ro) — AT (Au+ Bo). (4.6)

NO| —

Sada je adjungovana jednacina, uslov optimalnosti i grani¢ni uslov

)'\T — 72uTQ o )\TA,
¢"R—A"B=0,
A(ty) = 0.

Primetimo da su dobijene jednacine ekvivalentne jednacinama (3.27), (3.28)
i (3.29) koje su izvedene klasi¢nim varijacionim racunomn.

4.3 Primerisa primenom Pontrjaginovog prin-
cipa

PRIMER 6. Posmatrajmo upravljanje prigusenog harmonijskog oscilatora iz
poglavlja 3.3. Neka je data funkcionela troska i 0 <t <ty

Jlu, 9] = %/Of (V?u+ ¢?)dt. (4.7)

39



Jednacina stanja je
U+ u=9, (4.8)

a pocetni uslovi
u(0) = a, 4(0) = b. (4.9)

Jedina razlika je da se ogranici upravljanje u intervalu —1 < ¢ < 1.
Jednacinu stanja zapisemo kao sistem linearnih jednacina prvog reda ko-
ristedi
U = U, Uy = U.
Nakon diferenciranja, sistem jednacina prvog reda je
Uy = ug, iy = —uy + ¢.
U matri¢noj formi jednacina stanja postaje

= f(u, ),

gde je
fu,¢) = Au+ Bo,

[ e ao[4 1] ef1]
U odnosu na nove promenljive, pocetni uslovi su
u1(0) = a, us(0) = 0. (4.10)
Pontrjaginov Hamiltonijan za ovaj slucaj je
Hp = F(u,¢) — AT f(u, ) = Y*u] + ¢* — Mjug — Ao(—us + @)  (4.11)

Adjungovane jednacine su

- OHp . OHp
A= Ay =
! aul ’ 2 8u2
sto dovodi do . '
/\1 = )\2 + ’721/4, )\2 = —/\1. (412)
Uslov optimalnosti
OHp
—~ =0,
o
zahteva da vazi
Aoy = . (4.13)
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Uslov optimalnosti se koristi samo kada upravljanje ostaje u svojim grani-
cama —1 < ¢ < 1, u kom slucaju imamo —1 < Xy < 1. Kada A\ izade iz
ovih granica, upravljanje odredujemo tako da je Pontrjaginov Hamiltonijan
(4.11) minimalan. Ako je Ay > 1, Hp je minimalno ako je ¢ = 1. Sli¢no, ako

je Ay < 1, onda je Hp minimalno ako je ¢ = —1. Prema tome,
-1, <1
(b(t) = )\2; _]- S )\2 S 1
1, Ay > 1

Sto zauzima mesto uslova optimalnosti (4.13).

PRIMER 7. U primeru reinvestiranja profita iz poglavija 3.2, tezimo da mak-
simiziramo funkcionelu

Tutt).o0) = [ (1= oy, (114)
sa diferencijalnim ogranicenjem da je jednacina stanja
U = agu, a>0 (4.15)
zadovoljena sa ogranicenjem 0 < ¢ < 1.
Pontrjaginov Hamiltonijan je dat sa
Hp = (1 - ¢)u— dagu = [1 — (1 + a))¢p|u. (4.16)
Adjungovana jednacina A = dHp /Ou daje
A=1—(14+aNe¢,  Aty) =0, (4.17)

gde je adjungovana jednacina ista kao jednacini (3.4). Razlog za neuspeh
klasi¢nog varijacionog raCuna proizilazi iz nametanja uslova optimalnosti.
Posto zelimo da maksimizairamo funkcionelu (4.14), maksimizirace se i Pon-
trjaginov Hamiltonijan, umesto minimizirati kao pre. Setimo se da je u > 0,
maksimiziranjem Hp dato u jednacini (4.16) zahteva da (1+ a))¢ bude min-
imizirano. Kada je 0 < ¢ < 1, onda je ovo ispunjeno za

o0 ={ ¥ 32V (1.15)

gde je a > 0. Vidimo da Lagranzov mnozitelj odreduje kada ¢e promenljiva
upravljanja prelaziti iz jedne krajnosti u drugu. Tako da reSenje optimalnog
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upravljanja ukazuje da li treba da investiramo sav profit (¢ = 1) ili da nista
ne investiramo (¢ = 0). Ovo je poznato kao beng-beng upravljanje.

Imamo dve grupe resenja za jednacine stanja i upravljanja. Kada je ¢(t) = 0,
reSenje za jednacinu stanja i upravljanja je

u(t) = e, At) =t + co. (4.19)
Kada je ¢(t) = 1, resenja su
u(t) = cze™, A(t) = cpe™ . (4.20)
Kako je pocetni uslov terminalnog vremena A(tf) = 0, iz jednacine (4.26)
imamo da je ¢(ty) = 0, Sto znaci da ne postoji reinvestiranje profita u ter-
minalnom vremenu. Primenom pocetnog uslova u terminalnom vremenu na
reSenje adjungovane jednacine (4.19) daje c; = —t5 i
At)=t—t; za t,<t<t; (4.21)

u intervalu za koji je ¢ = 0 pocinje vreme zamene t;. Zamena u ulazu up-
ravljanja se desava kada je A = —1/a, $to se dogada pri zameni vremna t; =
ty —1/a. U tom trenutku se optimalno upravljanje menja u resenje ¢(t) = 1
dato jenacinom (4.20). Posto je adjungovana promenljiva neprekidna, kon-
stanta ¢4 se moze dobiti pomocu adjungovane promenljive u t = ¢y — 1/a,

gde je A = —1/a. Zamenom u jednac¢inu (4.20) za adjungovanu promenljiva
iznosi ¢y = —1/(ae’~). Onda je
1
At) = ——e2l=971 g 0<t <t;—1/a. (4.22)
o

Posto A(t) ostaje manje od —1/A do kraja intervala, ne postoje zamene u
ulazu upravljanja. Adjungovana promenljiva, koja je eksponencijalna za 0 <
t<ts=1t5— 1/a i potom linearna prikazana je na slici 4.1.

Alr)

20 -_

Slika 4.1 Resenje za (4.22) kada je up =1, a =1/4, t; =10 i t; =6
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Lagranzov mnozitelj se naziva i funkcija uticaja ili osecaja jer odreduje koliko
je funkcionela J osetljiva na promene u ulazu upravljanja. U ovom slucaju
vidimo da je ukupni profit akumuliran tokom vremenskog intervala 0 < ¢ <
odnosu na kraj. Ovo ima smisla jer profit koji je investiran na pocetku
intervala ima vise vremena da utice na buduéi profit.

Sliéno, promenljiva stanja sa pocetnim uslovom u(0) = ug je

at
B upe®, 0<t<tr—1/a
u(t) = { upe® 1ty — 1/ <t < ty. (4.23)

Sto je prikazano na slici 4.2.

ulr)
_ﬁ -

1 L L L 1 L L L 1 L L L 1 L L L L ¢

2 - 6 g 10

Slika 4.2 Resenje za (4.23) kada je ug =1, a =1/4,ty =10 i t; =6

Ulaz upravljanja za stopu reinvestiranog profita, (4.26) je
[0, 0<t<t;—1/a
o(t) = { 1, tp—1/a<t<ty, (4.24)
Sto je prikazano na slici 4.3.
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Slika 4.3 Resenje za (4.24) kada je up =1, a =1/4, t; =10 it, =6

Da bi maksimizirali ukupan profit tokom vremenskog intervala 0 <t < ty,
optimalno resenje je da reinvestiramo sav profit do zamene vremena t, =
t;r — 1/, posle ¢ega nista od profita ne reinvestiramo.

Kao sto vidimo, uz pomo¢ Pontrjaginovog principa maksimuma uspeli smo
da odgovorimo na pitanje kompanije koju stopu profita i kada treba da rein-
vestiramo.

PRIMER 8. Sletanje sonde na povrsinu Marsa

Pretpostavimo da sletanje sonde pocinje blizu povrsine Marsa i da na njega
utice samo gravitaciona sila. Sonda je opremljena sistemom kocenja, koje
primenjuje silu kocenja ¢, kako bi se usporilo kretanje. Sila kocenja ne moZe
biti veca od date maksimalne vrednosti U. Neka je u(t) udaljenost sonde od
povrsine Marsa. Neka je data Njutnova formula mio = —mg — ki + ¢. Cilj
je pronaéi optimalno upravijane ¢(t) tako da sonda sleti za najkrace vreme.
Pretpostavicemo da je m =1, k=1, U =2, g=110 < ¢ < 2, pa sistem
postaje it = —1 — U + ¢. Pocetni uslovi su u(0) = 10 7 u(0) = 0.

Zapisimo jednacinu drugog reda kao sistem linearnih jednacina prvog reda
koristeci
U =u, Uy =1u.

Nakon diferenciranja, sistem jednacina prvog reda je
’dl = U9, U'g =—-1- Ug + ¢ (425)

Nas cilj je da minimiziramo 7" u odnosu na ogranicenje 0 < ¢ < 2 i granic¢ne
uslove u1(T') = 0 i ug(7T) = 0. Hamiltonijan u ovom slucaju je

Hp(A1, A2, ug, uz, @) = Aug + Ao(—1 —ug + ¢) — 1.

Adjungovane jednacine su

OHp : OHp

)\1:_6'&1’ )\2:_8’1,627

Sto dovodi do ' '
)\120, )\2:—>\1+)\2.

Uslov optimalnosti
OHp
—L —,
09
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zahteva da vazi
Ay = .

Sada treba da se maksimizira Hamiltonijan. Kako je Hp linearna funkcija,
maksimum se javlja u nekoj od krajnjih tacaka, ¢ = 0 ili ¢ = 2, pa je

0, /\Q(t) <0
o) = { 2 Ao(t) > 0

Resavanjem sistema adjungovanih jednacina dolazimo do
)\1 = (1, )\2 :Cl+02€t.

Da bi sonda mogla da sleti sa brzinom koja je jednaka nuli u terminalnom
trenutku 7', moramo da krenemo od ¢ = 0 i onda u nekom momentu, t,,
predemo u ¢ = 2. Sistem jednacina (4.25) ut € [0,%s] za ¢ =0 je

U = U, Uy = —1 — uUs,
reSavanjem ovog sistema dolazimo do
u(t)=11—t—e", uy=—-1+e"
A sistem jednacina (4.25) ut € [ts,T] za ¢ = 2 je
Uy =uz, Uy =1-—1uy,
reSavanjem ovog sistema dolazimo do
u(t) = -1+t —T+el " uy=1-e""
Sada iz sledeceg sistema

l—t—e' = —1+t-—T+e""
~l+et = 1-¢€t
mozemo odrediti u kom momentu ¢ treba da predemo iz ¢ = 0 u ¢ = 2 i koji
je terminalni trenutak 7". ReSenje sistema je t; = 10.698 1 T = 11.386. Znaci,

da bi se postiglo optimalno resenje sonda treba da sle¢e bez kocenja prvih
10.698 sekundi, a zatim sa maksimalnim kocenjem narednih 0.964 sekundi.
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Dodatak

U ovoj glavi bic¢e prikazan dokazan fundamentalne leme varijacionog racuna
i potrebnog uslova za ekstrem funkcionele. Koriséena je literatura [1], [2] .

Dokaz fundamentalne leme varijacionog racuna

Dokaz izvodimo kontradikcijom. Pretpostavimo da postoji & € (g, 1), tako
da je f(Z) > 0. Tada iz neprekidnosti funkcije f(x), sledi da je na nekom
intervalu (yo,y1) C (xo,21) koji sadrzi tacku Z ispunjeno f(Z) > 0, za sve
x € (yo,y1). Kako je g(z) proizvoljna funkcija, biramo je na sledeé¢i nacin

0, z<wn
g(@) =9 (1 —2)(2—x)* n<z<y
0, Yo > b

Tada je
/ f(@)g(x)dz >0,

Sto je u kontadikciji sa pretpostavkom leme.

Potreban uslov za ekstrem funkcionele

Neka je D neprazan podskup normiranog vektorskog prostora (X, ||-||) i neka
je I funkcionela definisana na skupu D. Za vektor z se kaze da je maksi-
malni vektor u skupu D za funkcionelu I ako vazi I(z) < J(&) za svako
x € D. Vektor x € D je lokalni maksimum u D funkcionele I ako postoji
lopta L,(z) u prostoru (X, || - ||) sa centrom u & tako da vazi I(z) < I(2)
za svako x € DN L,(Z). Ako je D otvoren podskup u (X, | - ||) zahtevamo
da je lopta L,(2) sadrzana u D. Lokalni minimum u skupu D funkcionele 1
se slicno definiSe koristec¢i nejednakost I(x) > I(2) za svako x € D N L,(z).
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Sada mozemo reéi da je  lokalni ekstrem u skupu D za funkcionelu I ako je
njen lokalni minimum ili lokalni maksimum. Tada je I(z) lokalna ekstremna
vrednost funkcionele I u podskupu D.

Razmatramo sada slucaj kada je funkcionela I definisana na otvorenom pod-
skupu D normiranog vektorskog prostora (X, ||-||). Ako je Z lokalni minimum
funkcionele I na D i ako je h proizvoljan vektor iz prostora (X, || - ||) tada
nejednakost

I(z+e€h)—1(x) >0

vazi za dovoljno malo €, pri cemu Z + eh pripada domenu D funkcionele I za
dovoljno malo € sve dok je & vektor u otvorenom skupu D. Otuda

I(z +¢€h) — I(z)

>0 (4.26)

za dovoljno malo € > 0, dok za dovoljno malo € < 0 vazi:

(& + eh) — I()

€

<0. (4.27)

Ukoliko dozvolimo da € tezi nuli u (4.26) dobijamo

lim I(z + ¢eh) — I(z)

e—0,e>0 €

>0

i sliéno za (4.27), dobijamo

o 1@ eh) — I()

e—0,e<0 €

<0

e — Y

pod uslovom da ove grani¢ne vrednosti (limesi) postoje. Sada, iz ovih posled-
njih razmatranja, mozemo zakljuciti da uslov

lim I(z +¢€h) — I(z)

e—0 €

—0, (4.28)

mora vaziti u svakom lokalnom minimumu & € D funkcionele I, pod uslovom
da ovaj limes postoji. Jasno je da ovaj uslov (4.28) mora vaziti i u svakom
lokalnom maksimumu z € D.

Uslov (4.28) je ustvari uopstenje uslova za ekstrem funkcije.
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Zakljucak

Stacionarna tacka funkcije je tacka u kojoj je prvi izvod te funkcije jednak
nuli, a stacionarna funkcija funkcionele je funkcija u kojoj je izvod funkcionele
jednak nuli. ReSavanjem Ojlerove jednacine, dobija se odgovarajuca sta-
cionarna funkcija, koja predstavlja neophodan uslov za ekstrem funkcionele.

Cilj svakog preduzeca je da minimizira troskove i da maksimizira profit.
Nas cilj bio je da pronademo ekstremnu vrednost (optimalan oblik) tako da
odgovarajuca funkcionela bude minimalna. U tu svrhu prikazan je primer
optimizacije oblika nosa aviona tako da potrosnja goriva, bude minimalna.
Takode, videli smo koju stopu profita treba da reinvestiramo kako bi maksi-
mizirali ukupan profit. Konaéno, komentarisali smo funkcionelu troska anal-
izom takozvane kaznene funkcije.

Glavni cilj ovog rada je prikazivanje Pontrjaginov principa maksimuma.
Kada se minimizira funkcionela troska onda je moguce formirati Pontrjaginov
Hamiltonijan. Ako upravljanje nije ograni¢eno onda koristimo formulaciju
koja je ekvivalentna klasi¢noj varijacionoj metodi optimalne kontrole, a ako
je upravljanje ograni¢eno primeni¢emo Pontrjaginov princip. Kroz primene
reivestiranja profita, prigusenog harmonijskog oscilatora i sletanja sonde na
povrsinu Marsa prikazali smo primenu Pontrjaginovog principa maksimuma.
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