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Predgovor

Ovaj rad je posve}en analizi Bolcmanove jedna~ine pomo}u ^epmen-Ensko-

govog metoda. U pitawu je formalni asimptotski metod kojim se, polaze}i

od Bolcmanove jedna~ine mogu izvesti jedna~ine klasi~ne hidrodinamike

- Navije-Stoksove jedna~ine i Furijeov zakon provo|ewa toplote.

Motivisani smo dinami~kim opisivawem stawa gasa zapremine Z, pri
~emu je gas jednoatomski, a sudari izme|u molekula gasa binarni i ide-

alno elasti~ni. Fizi~ki, stawe gasa bi se moglo opisati ukoliko bismo

znali stawe kretawa svakog atoma koji taj gas ~ini, odnosno ukoliko bi

nam bili poznati vektori polo`aja i brzine svakog od wih u bilo kom

treuntku vremena t. Prakti~no, to bi zna~ilo re{avawe sistema diferen-
cijalnih jedna~ina kretawa svakog od atoma. Kako je broj molekula gasa

u samo jednom kubnom centimetru pri normalnim uslovima (temperatura

t = 0◦C i pritisak p = 101 325 Pa) oko 2.7 · 1019, re{avawe sistema postaje
nemogu}e, i to iz dva razloga: s jedne strane, broj jedna~ina postaje ogro-

man i re{avawe je sa stanovi{ta numeri~ke matematike veoma skupo, a sa

druge strane po~etni uslovi sistema su nam u op{tem slu~aju nepoznati

jer je nemogu}e da za svaki atom odredimo ta~ne polo`aje i brzine u nekom

trenutku vremena. Stoga je razvijen statisti~ki pristup problemu.

Prva glava Bolcmanova jedna~ina sastoji se od osam odeqaka. U pr-

vom odeqku se defini{e osnovni alat statisti~kog pristupa, funkcija

raspodele. Kako nas zanima stawe gasa u svakom trenutku vremena t i koje
je opisano funkcijom raspodele, upravo wena vremenska evolucija pred-

stavqa osnovnu jedna~inu, koja je dobila ime po austrijskom fizi~aru L.

E. Bolcmanu1, Bolcmanova jedna~ina. Navedena jedna~ina, kao i neka wena

osnovna svojstva su obja{wena u drugom odeqku. Makroskopske veli~ine,

gustina, sredwa brzina gasa i energija, se dobijaju kao momenti normal-

izovane funkcije raspodele. Tako|e, mo`e se povu}i paralela sa teori-

1 Ludwig Eduard Boltzmann (1844-1906), austrijski fizi~ar
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jom verovatno}e. Ovo je detaqno izvo|eno u tre}em odeqku. Potom,

u ~etvrtom odeqku defini{emo uslov ravnote`e, kao i wegovu slabu

formulaciju. Dolazimo do test funkcija, kolizionih invarijanti, koje

omogu}avaju ispuwavawe ovog uslova. Iz op{teg oblika kolizionih in-

varijanti izvodimo funkciju raspodele koja odgovara stawu ravnote`e,

Maksvelovu raspodelu, kao i lokalnu Maksvelovu raspodelu. Tako|e,

kolizione invarijante nam omogu}avaju da formuli{emo izraze za gus-

tine i protoke makroskopskih veli~ina. S tim u vezi je slede}i, peti

odeqak. Kao pririodan nastavak, sledi {esti odeqak gde izvodimo za-

kone odra`awa mase, koli~ine kretawa i energije. Sedmi odeqak je uver-

tira za na~in razmi{qawa koji }e se provla~iti kroz ceo rad. Ta~nije,

obja{wavamo ideju opisivawa neravnote`nih procesa tako {to izraze za

odre|ene veli~ine razdvajamo na neravnote`ne i ravnote`ne delove. U

ovom poglavqu je ideja demonstrirana pri definisawu pojma pritiska.

Osmi odeqak je posve}en modelima kolizionog integrala, kolizionim mod-

elima, koji su uvedeni u kineti~ku teoriju 60-tih godina radi pojednostavl-

jewa Bolcmanove jedna~ine. Navodimo BGK model, jedan od najpopularni-

jih, i wegovu modifikaciju, ES-BGK model. Pokazalo se da kolizioni

modeli daju korektne rezultate pri opisivawu stawa gasa koje ne odstupa

mnogo od ravnote`e.

Druga glava^epmen-Enskogovmetod ima{est odeqaka. Zakoni odr`awa

mase, koli~ine kretawa i energije predstavqaju sistem pet jedna~ina sa

trinaest nepoznatih. Jedan od metoda zatvarawa tog sistema je ^epmen-

Enskogov metod. Ideja je slede}a: razviti re{ewe Bolcmanove jedna~ine

u red po malom parametru, a istovremeno izvr{iti i formalni razvoj

zakona odr`awa, koji }e nam dati razvoj karakteristika neravnote`nih

procesa-pokaza}e se da su to tenzor pritiska i vektor toplotnog protoka.

U prvom odeqku se izvodi bezdimenzionisawe Bolcmanove jedna~ine, sa

originalnim kolizionim integralom i ES-BGK modelom, koje omogu}ava

detektovawe malog parametra u jedna~ini. Pokazuje se da je mali param-

etar u stvari tzv. Knudsenov broj i da se wegova recipro~na vrednost

pojavquje uz kolizioni integral, odnosno kolizioni model. Tako|e, vr{i

se klasifikacija razre|enosti gasa na osnovu Knudsenovog broja. ^epmen-

Enskogov metod se primewuje na gasove sa malom vredno{}u Knusenovog

broja. U drugom odeqku detaqno izvodimo razvoj u red re{ewa Bolcmanove

jedna~ine ^epmen-Enskogovim metodom, kao i uslove re{ivosti ili uslove

kompatibilnosti. Potom, u tre}em odeqku vr{imo formalni razvoj u

red zakona odr`awa. ^epmen-Enskogov metod za ES-BGK model je tema
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narednog, ~etvrtog odeqka. U ovom poglavqu dobijamo konkretan ob-

lik anizotropne Gausove raspodele u nultoj i prvoj aproksimaciji. To

nam omogu}ava dobijawe aproksimacije do prvog reda bilo koje funkcije

raspodele. Aproksimacija nultog reda nas vodi do Ojlerovih jedna~ina,

{to je razmatrano u petom odeqku. U {estom odeqku se izvodi aproksi-

maacija prvog reda re{ewa Bolcmanove jedna~ine, kao i elemenata tenzora

pritiska i vektora toplotnog protoka koji se dovode u vezu sa konsti-

tutivnim jedna~inama u makroskopskim Navije-Stoksovim jedna~inama i

Furijeovim zakonom. Ovim je pokazano da su dve teorije koje se odnose na

modelirawe pona{awa gasa na mikro i makro nivou duboko povezane.

Tre}a glavaPore|eweHilbertovog i ^epmen-Enskogovog metoda ima tri

odeqka. Ciq ovog poglavqa je da se uka`e na mogu}nost predstavqawa u

operatorskoj formi svih rezultata dobijenih u drugoj glavi. Najpre treba

uvesti osnovne definicije, {to je i ura|eno u prvom odeqku. Drugi odeqak

je posve}en Hilbertovom metodu. Bez detaqnog izvo|ewa navodimo sis-

tem jedna~ina kojima se odre|uju iteracije u razvoju funkcije raspodele.

Potom, defini{emo operator ~ija }e nam pseudo-inverzija dati eksplic-

itno izraze za sve iteracije. Zatim izvodimo bazu nula prostora ovog

operatora, kao i prostor slika. Pokaza}emo tako|e da je prostor slika

zapravo ortogonalni komplement nula prostora, {to }e nam omogu}iti da

defini{emo projektor funkcije raspodele na nula prostor. Pomo}u pro-

jektora i pseudo-inverzija svaka jedna~ina polaznog sistema se razdvaja na

dve. Utre}em odeqku se bavimo jednom verzijom^epmen-Enskogovog metoda

koja se odnosi na poboq{awe Hilbertovog metoda.

Spisak literature je dat na kraju rada.
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Glava 1

Bolcmanova jedna~ina

1.1 Pojam funkcije raspodele

Posmatramo gas zapremine Z. Za fiksirani element zapremine dx =
(x,x + dx) u prostoru Z brzina atoma se mewa sa vremenom t. Faktori

koji uti~u na promenu brzine atoma su sudari sa drugim atomima i fluks

(protok kroz dati element zapremine dx), i oni su slu~ajnog karaktera.

Dakle, brzina atoma je slu~ajna funkcija vremena, odnosno stohasti~ki

proces, u oznaci {V(t), t ≥ 0}.

Ako fiksiramo i vremenski trenutak t dobijamo slu~ajnu promenqivu
V koja predstavqa brzinu atoma u elementu zapremine dx.

Definicija 1.1.1. Broj atoma u jedinici zapremine dx sa brzinom u inter-

valu [v,v+ dv] je:
v+dv∫
v

f dv, (1.1)

gde se f naziva funkcija raspodele 1.

U op{tem slu~aju, funkcija f je funkcija vremena, polo`aja i brzine,

f = f(t,x,v). Fiksiraju}i vremenski trenutak t i elementarnu zapreminu
dx prostora Z, u elementarnoj zapremini dv prostora brzine se zbog

malih promena funkcije f mo`e smatrati da je ona konstantna funkcija

1Funkcija f se naziva funkcijom raspodele iz tradicionalnih razloga i ovaj naziv se

ne odnosi na pojam funkcije raspodele u teoriji verovatno}e

9



10 Glava 1. Bolcmanova jedna~ina

f(t,x,v) ≈ const. Prethodni izraz (1.1) postaje:

v+dv∫
v

f dv ≈ f

v+dv∫
v

dv = f dv.

Iz prethodne definicije sledi da je broj atoma u jedinici zapremine

dx sa bilo kojom brzinom 2 ili brojna gustina atoma, u oznaci n:

n =

∫
R3

f dv. (1.2)

Verovatno}a da atomimabrzinu u intervalu [v,v+dv] semo`e odrediti
kao �relativna u~estanost�: koli~nik broja atoma u jedinici zapremine sa

brzinom u intervalu [v,v+dv] i broja atoma u jedinici zapremine sa bilo
kojom brzinom:

P
{
V ∈ [v,v+ dv]

}
=

v+dv∫
v

f dv∫
R3

f dv
=

v+dv∫
v

f

n
dv. (1.3)

Vidimo, gustina raspodele slu~ajne promenqiveV, koja predstavqa brzinu

atoma koji se nalazi u fiksiranom elemant zapremine dx u trenutka t, u
oznaci φV, je:

φV =
f

n
. (1.4)

Jedna od osobina gustine raspodele slu~ajne promenqive je [5]∫
R3

φV dv =

∫
R3

f

n
dv = 1.

Fizi~ki, ovo bi zna~ilo da svaki atom mora da ima neku brzinu, odnosno

verovatno}a da brzinu atoma zahtevamo bilo gde u prostoru brzina je jed-

naka jedinici.

Definicija 1.1.2. Ukupan broj atoma u zapremini Z, u oznaci N , je:

N =

∫
Z

∫
R3

f dv dx.

Na osnovu prethodnih razmatrawa, minimimalni ,,a priori“ uslov za

funkciju raspodele jeste da za svako t ≥ 0 va`i

f(t, ·, ·) ∈ L1
loc(Z;L

1(R3)).

2pri tome zanemarujemo relativisti~ke efekte
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1.2 Bolcmanova jedna~ina

Tokom procesa sudara dolazi do promene koli~ine kretawa i energije

atoma, {to prouzrokuje i promenufunkcije raspodele u vremenu i prostoru.

Jedna~ina koja opisuje slobodno kretawe atoma, kao i wegovu promenu zbog

sudara sa drugim atomima tokom svog kretawa je Bolcmanova jedna~ina

[2, 4].

1.2.1 Vremenska evolucija funkcije raspodele

Slobodno kretawe atoma po wegovoj trajektoriji podrazumeva odsustvo

sudara sa drugim atomima {to ima za posledicu invarijantnost funkcije

raspodele du` trajektorije atoma. Odnosno, f zadovoqava:

df

dt
= 0.

Ako se u razmatrawa uzmu i sudari, onda se funkcija raspodele mewa

tokom vremena. Tada je neophodno uvesti veli~inu, u oznaci Q(f, f),
koja opisuje brzinu te promene u elementarnoj zapremini du` trajektorije

atoma:
df

dt
= Q(f, f). (1.5)

Veli~ina Q(f, f) se naziva kolizionim operatorom ili kolizionim inte-

gralom, a jedna~ina Bolcmanovom jedn~inom, koja }e dobiti svoj kona~an

oblik nakon detaqnog razmatrawa obe strane jedna~ine.

Kako je u op{tem slu~aju f = f(t,x,v), pri ~emu su i polo`aj x i brzina
v funkcije vremena, totalni diferencijal je:

d

dt
f(t,x,v) =

∂f

∂t
+ v · ∇xf +

1

m
F · ∇vf, (1.6)

gde jeFrezultanta spoqa{wih sila koje deluju na gas zapremineZ. Kakonas
zanima samo interakcija izme|u molekula gasa, uvodimo novu pretpostavku

da dejstvo spoqa{wih sila zanemarujemo. Kona~no, vremenska evolucija

funkcije raspodele zapisana u vektorskoj notaciji je:

df

dt
=
∂f

∂t
+ v · ∇xf,

a u indeksnoj:

df

dt
=
∂f

∂t
+

3∑
i=1

vi
∂f

∂xi
.
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Gorwi izraz predstavqa levu stranu Bolcmanove jedna~ine, pa je na osnovu

(1.5) Bolcmanova jedna~ina oblika

∂f

∂t
+

3∑
i=1

vi
∂f

∂xi
= Q(f, f). (1.7)

Preostaje nam jo{ da odredimo desnu stranu jedna~ine, odnosno oblik

kolizionog integrala za posmatrani problem jednoatomskih gasova.

1.2.2 Kolizioni integral

Kolizioni integral Q(f, f) kao mera promene funkcije raspodele tokom

vremena i u prostoru sastoji se od dva ~lana: apsorpcionog Q+(f, f) i
emisionog Q−(f, f):

Q(f, f) = Q+(f, f)−Q−(f, f). (1.8)

Apsorpcioni ~lan opisuje rast funkcije f . On je vezan za slu~aj tzv.

inverznih sudara, kada atom bilo koje brzine nakon sudara ima brzinu u

intervalu [v,v+ dv], ~ime se pove}ava postoje}i broj atoma sa datom brzi-

nom, te raste i funkcija f koja opisuje taj broj atoma. Obrnuto, emisioni

~lan se odnosi na slu~aj tzv. direktnih sudara kada atom sa brzinom iz

intervala [v,v + dv] nakon sudara ima neku drugu brzinu koja ne pripada
intervalu [v,v+ dv] i tada funkcija f opada.

Uvode}i pretpostavku o molekularnom haosu, mo`emo odrediti broj di-

rektnih i inverznih sudara u jedinici zapremine i u jedinici vremena tj.

brojnu gustinu direktnih, odnosno inverznih sudara u jedinici vremena,

{to nam daqe omogu}ava dobijawe izraza za emisioni, odnosno apsorp-

cioni ~lan.

Ozna~imo sa f = f(t,x,v) i f1 = f(t,x,v1) funkcije raspodele atoma
sa brzinama pre sudara u intervalu [v,v+ dv] i [v1,v1 + dv1], odnosno sa
f ′ = f(t,x,v′) i f ′1 = (t,x,v′

1) funkcije raspodele atoma sa odgovaraju}im
brzinama posle sudara. Pri tome su brzine pre i posle sudara povezane

kolizionom transformacijom [6]

v′ =
v+ v1

2
+

|v− v1|
2

Ω

v′
1 =

v+ v1

2
− |v− v1|

2
Ω,

(1.9)
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gde je Ω vektor jedini~ne sfere Ω ∈ S2. Jedna~ine (1.9) slede iz zakona

odr`awa koli~ine kretawa i energije koji va`e za idealno elasti~ne su-

dare.

Emisioni i apsorpcioni ~lanovi su redom:

Q−(f, f) =

∫
R3

∫
S2

f f1 B dΩ dv1,

Q+(f, f) =

∫
R3

∫
S2

f ′ f ′1 B dΩ dv1,

gde je saB ozna~eno jezgro koje opisuje mehanizam interakcije molekula gasa

i u slu~aju modela elasti~nih kuglica (modela sa uvedenom pretpostavkom

o elasti~nim sudarima izme|u atoma gasa, za koje se pretpostavqa da su

idelano glatke povr{ine i koje obi~no nazivamo kuglicama) zavisi od

relativne brzine v− v1, pre~nika kuglice i vektora jedini~ne sfere Ω.
Na osnovu (1.8) kolizioniintegral u slu~aju modela elasti~nih kuglica

je:

Q(f, f) =

∫
R3

∫
S2

(f ′f ′1 − ff1)B dΩ dv1. (1.10)

Gorwi izraz je istovremeno i desna strana Bolcmanove jedna~ine, a imaju}i

u vidu (1.7) dobijamo kona~ni oblik Bolcmanove jedna~ine u slu~aju modela

elasti~nih kuglica:

∂f

∂t
+

3∑
i=1

vi
∂f

∂xi
=

∫
R3

∫
S2

(f ′f ′1 − ff1)B dΩ dv1. (1.11)

1.3 Definisawe makroskopskih veli~ina pomo}u fun-

kcije raspodele

U odeqku 1.1 jedna~inom (1.2) smo definisali brojnu gustinu atoma

n =

∫
R3

f dv.

Mno`e}i gorwi izraz masom atoma dobijamo gustinu mase ili samo gustinu

ρ = mn = m

∫
R3

f dv. (1.12)
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Nakon utvr|ivawa formalne veze izme|u kineti~ke teorije i teorije

verovatno}e, iskazane definicijom (1.3), mo`emo izvesti neke zakqu~ke na

osnovu poznatih osobina slu~ajnih promenqivih apsolutno-neprekidnog

tipa.

Posmatramo brzinu atoma u fiksiranom vremenskom trenutku t i fik-
siranoj zapremini dx kao slu~ajnu promenqivu V sa gustinom raspodele

(1.4). Matemati~ko o~ekivawe (momenat reda jedan) [5] ove slu~ajne prome-
nqive ima fizi~ki smisao sredwe - makroskopske brzine gasa

u = E(V) =

∫
R3

v
f

n
dv, (1.13)

dok se polovina momenta reda dva fizi~ki interpretira kao energija

W =
1

2
E(V2) =

∫
R3

1

2
v2 f

n
dv. (1.14)

Uvodimo pojam relativne brzine c atoma sa brzinom v u odnosu na

sredwu-makroskopsku brzinu u slede}im izrazom:

c = v− u. (1.15)

Ako posmatramo relativnu brzinu atoma sa brzinomV u odnosu na sredwu-

makroskopsku brzinu u kao slu~ajnu promenqivu, u oznaci C, wena o~eki-

vana vrednost je jednaka nuli:

E(C) = E(V− u) = E(V)− u = 0,

imaju}i u vidu da je u = const i osobinu matemati~kog o~ekivawa E(c) =
c, za c = const. Zna~ajan je momenat reda dva ove slu~ajne promenqive koji
ima fizi~ki smisao unutra{we energije

e =
1

2
E(C2) =

∫
R3

1

2
c2
f

n
dv. (1.16)

Unutra{wa energija se dovodi u vezu sa temperaturom T posredstvom kalo-

ri~ke jedna~ine stawa idealnog gasa

e =
3

2

k

m
T, (1.17)
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gde je sa k ozna~ena Bolcmanova konstanta koja iznosi k = 1.38 10−23J/K.

Radi rastere}ewa izraza uvodimo oznaku

θ =
k

m
T, (1.18)

a veli~inu θ }emo tako|e nazivati temperaturom, iako ima dimenzije en-

ergije.

Sada je unutra{wa energija data sa

e =
3

2
θ.

Nakon uvo|ewa pojma relativne brzine molekula u odnosu na sredwu brzinu

gasa, mo`emo izraz za energiju (1.14) razdvojiti na dva dela, kineti~ku i

unutra{wu energiju

W =
1

2
u2 + e.

1.4 Uslov ravnote`e i kolizione invarijante

Ka`emo da se gas nalazi u (strogoj, globalnoj) ravnote`i ako su makrosko-

pske veli~ine gustina ρ, sredwa brzina gasa u i temperatura T konstante.

Gledano mikroskopski, uslov ravnote`e u strogom smislu mo`emo da for-

muli{emo kao [2]
Q(f, f) = 0, (1.19)

odnosno s obzirom na Bolcmanovu jedna~inu (1.7) kao konstantnost fu-

nkcije raspodele f tokom vremena i kroz celu zapreminu gasa Z (prostorna

homogenost).

Na osnovu izraza za kolizioni integral (1.10) vidimo da je uslov

ravnote`e u strogom smislu zadovoqen ako i samo ako

fEf1E = f ′
E
f ′1E

3. (1.20)

Logaritmovawem dobijamo uslov:

ln fE + ln f1E = ln f ′
E
+ ln f ′1E . (1.21)

Jedina funkcija raspodele koja zadovoqava ovaj uslov je ravnote`na ili

tzv. Maksvelova raspodela4, koja je oblika

fE (v) =
ρ

m (2π θ)
3
2

e−
(v−u)2

2 θ . (1.22)

3indeks E ukazuje na � equilibrium “
4 James Clerk Maxwell (1831-1879), {kotski teoretski fizi~ar i matemati~ar
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Ako zadr`imo isti funkcionalni oblik Maksvelove raspodele, ali do-

pustimo lokalnu zavisnost makroskopskih veli~ina od vremena i polo`aja

({to nam je dozvoqeno jer kolizioni integral ne zavisi ekspilcitno od t
i x), uslov ravnote`e u strogom smislu }e biti zadovoqen i u tom smislu je

oslabqena implikacija Maksvelove raspodele kao jedine funkcije raspo-

dele koja zadovoqeva ovaj uslov. Dakle, uvodimo novu funkciju raspodele

tzv. lokalnu Maksvelovu raspodelu

fM (t,x,v) =
ρ(t,x)

m (2π θ(t,x))
3
2

e
− (v−u(t,x))2

2 θ(t,x) . (1.23)

Slede}e pitawe koje se name}e jeste da li se mo`e definisati i neki

drugi uslov ravnote`e osim uslova stroge (globalne) ravnote`e, defin-

isanog jedna~inom (1.19) koji zadovoqava iskqu~ivoMaksvelova raspodela

(1.22), odnosno lokalna Maksvelova raspodela (1.23)? Po{to bi taj uslov

dopustio da funkcija raspodele bude razli~ita od Maksvelove, mora se

obratiti pa`wa na wegovu fizi~ku interpretaciju. Odgovor je pozitivan

ukoliko prethodno formuli{emo uslov ravnote`e u slabom smislu. Time

motivisani uvodimo test funkciju ψ, koja je funkcija brzine ψ = ψ(v), i
kolizioni intergal (1.10) u slaboj formulaciji

Q̃(f, f) =

∫
R3

ψ(v)Q(f, f) dv. (1.24)

Sada mo`emo da formuli{emo uslov ravnote`e u slabom smislu:

Q̃(f, f) = 0. (1.25)

Na{ slede}i zadatak jeste da na|emo test funkcije koje zadovoqevaju pre-

thodni uslov za bilo koju funkciju raspodele f . Uvodimo bilinearni

operator koji u izvesnom smislu predstavqa uop{tewe kolizionog inte-

grala (1.10):

Q(f, f̄ ) =
1

2

∫
R3

∫
Ω

(f ′f̄ ′
1 + f̄ ′f ′1 − f f̄ 1 − f̄ f1)B dΩ dv1. (1.26)

O~igledno, za f = f̄ (1.26) se svodi na (1.10). Analogno definiciji slabe

formulacije kolizionog integrala (1.24), mo`emo da defini{emo bilin-

earni operator u slaboj formulaciji:

Q̃(f, f̄ ) =

∫
R3

ψ(v)Q(f, f̄ ) dv. (1.27)
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Mo`e se pokazati da iz zakona odra`awa mase, koli~ine kretawa i energije

koja va`e tokom procesa elasti~nih sudara dobijamo izraz

Q̃(f, f̄ ) =
1

8

∫
R3

∫
R3

∫
Ω

(f ′ f̄ ′
1+ f̄ ′f ′1−f f̄1− f̄ f1) (ψ+ψ1−ψ′−ψ′

1)B dΩ dv1 dv,

pri ~emu su uvedene oznake

ψ = ψ(v) ψ′ = ψ(v′)

ψ1 = ψ(v1) ψ′
1 = ψ(v′

1).

Za f = f̄ dobijamo

Q̃(f, f) =
1

4

∫
R3

∫
R3

∫
Ω

(f ′f ′1 − ff1) (ψ + ψ1 − ψ′ − ψ′
1)B dΩ dv1 dv,

odnosno

Q̃(f, f) =
1

4

∫
R3

Q(f, f) (ψ + ψ1 − ψ′ − ψ′
1) dv.

Mo`emo zakqu~iti da je uslov ravnote`e u slabom smislu zadovoqen ako

i samo ako je [2]

ψ(v) + ψ(v1)−
(
ψ(v′) + ψ(v′

1)
)
= 0.

Definicija 1.4.1. Kolizione invarijante su test funkcije koje zadovoqa-

vaju jedna~inu:

ψ(v) + ψ(v1) = ψ(v′) + ψ(v′
1) (1.28)

za svako v,v1,v
′,v′

1 iz prostora brzina koje su povezane kolizionom trans-

formacijom (1.9).

Kolizione invarijante su slede}e funkcije:

(1) ψ0 = 1

(2) ψi = vi i = 1, 2, 3

(3) ψ4 = v2.

Op{ti oblik kolizionih invarijanti dobijamo linearnom kombinacijom

prethodnih pet:

ψ(v) = a+ b · v+ cv2, (1.29)

gde su a i c konstante, a b konstantni vektor.
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Napomena 1.4.1. Formulacija Maksvelove raspodele je mogu}a tek nakon

izvo|ewa kolizionih invarijanti. Naime, iz uslova (1.21) vidimo da

ravnote`na raspodela fE odre|uje kolizionu invarijantu ψ = lnfE . S

obzirom na (1.29), op{ti oblik Maksvelove raspodele je:

fE = ea+b·v+cv2
,

gde su a, b, c konstante. Kona~an oblik Maksvelove raspodele se dobija

nakon odre|ivawa ovih konstanti.

1.5 Gustine i protoci makroskopskih veli~ina

Kolizione invarijante su se pokazale veoma zna~ajnim pri definisawu

gustina makroskopskih veli~ina i wihovih protoka. Ako brzinu atoma

u trenutku t i u fiksiranoj zapremini dx posmatramo kao slu~ajnu pro-

menqivu V, onda kolizione invarijante shvatamo kao funkcije slu~ajne

promenqiveV, te mo`emo odrediti matemati~ka o~ekivawa:

m E(ψ(V)) =

∫
R3

mψ(v)
f

n
dv. (1.30)

One imaju fizi~ki smisao gustine makroskopskih veli~ina i to gustine

mase, koli~ine kretawa i energije [6]. ρ
ρu
2ρW

 =

∫
R3

m

 1
v
v2

 f dv. (1.31)

Protok makroskopske veli~ine kroz povr{ normalnu na xi osu u je-

dinici vremena je dat sa: ∫
R3

mvi ψj f dv, (1.32)

gde je sa vi ozna~ena projekcija brzine na xi osu, za i = 1, 2, 3, a sa ψj

kolizione invarijante, za j = 0, 1, 2, 3, 4 .
Zamenuju}i sve kolizione invarijante dobijamo protok mase, koli~ine kre-

tawa i energije. ∫
R3

mvi

 1
vj
v2

 f dv =

ρ uiPij

2Qi

 , (1.33)

za i, j = 1, 2, 3.
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1.6 Zakoni odr`awa

Ako Bolcmanovu jedna~inu

∂f

∂t
+

3∑
i=1

vi
∂f

∂xi
= Q(f, f)

sa leve strane pomno`imomasom atomam, a sa desne kolizionominvarijan-

tomψj , a zatim pointegralimo u prostoru brzina dobijamo zakone odr`awa

mase, koli~ine kretawa i energije

∂

∂t

∫
R3

m

 1
vj

v2/ 2

 f dv+

3∑
i=1

∂

∂xi

∫
R3

mvi

 1
vj

v2/ 2

 f dv = 0. (1.34)

Sre|ivawem izraza dolazimo do kona~nog oblika:

(1) zakona odr`awa mase

∂ρ

∂t
+

3∑
i=1

∂

∂xi
(ρ ui) = 0, (1.35)

(2) zakona odr`awa koli~ine kretawa

∂

∂t
(ρ uj) +

3∑
i=1

∂

∂xi
Pij = 0, j = 1, 2, 3 (1.36)

(3) zakona odr`awa energije

∂

∂t
(ρW ) +

3∑
i=1

∂

∂xi
Qi = 0. (1.37)

1.7 Pojam pritiska

Pritisak predstavqa sredwu vrednost sile po jedinici povr{ine koja

deluje na zid, a nastaje kao posledica promene koli~ine kretawa u procesu

sudara atoma gasa sa zidom suda u kojem se gas nalazi [10].

Poznato je da je koli~ina kretawa jednog molukula u pravcu xi ose

mvi, i = 1, 2, 3.
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Kako je broj molekula u elementarnoj zapremini dx jednak fdv, koli~ina
kretawa te elementarne zapremine u pravcu xi je

mvi f dv, i = 1, 2, 3.

Vr{e}i integraciju po brzini dobijamo gustinu koli~ine kretawa za xi
osu:

ρ ui =

∫
R3

mvi f dv, i = 1, 2, 3.

Protok koli~ine kretawa za xi osu u pravcu xj ose je:∫
R3

(mvi) vj f dv = Pij i, j = 1, 2, 3.

Uvode}i relativnu brzinu (1.15), protok koli~ine kretawa se mo`e razd-

vojiti na dva dela:

Pij =

∫
R3

mui uj f dv+

∫
R3

mci cj f dv = ρ ui uj︸ ︷︷ ︸
makroskopski

+ pij︸︷︷︸
mikroskopski

. (1.38)

Prvi deo izraza, makroskopski (konvektivni) deo, predstavqa protok ko-

li~ine kretawa koji nastaje zbog kretawa celokupne zapremine gasa. Drugi

deo, mikroskopski (nekonvektivni), je relativni protok koli~ine kretawa

koji nastaje zbog haoti~nog kretawa molekula gasa unutar zapremine. Wega

zovemo tenzorom pritiska. Tenzor pritiska se predstavqa matri~no, u

oznaci p, i sada }emo detaqno razmatrati oblik te matrice. Za sada znamo
da je ona formata 3× 3.

Posmatrajmo lokalnu Maksvelovu raspodelu (1.23)

fM =
ρ

m (2π θ)
3
2

e−
c2

2 θ .

Nije te{ko pokazati da je tenzor pritiska u slu~aju ove funkcije raspodele

oblika

pEij =

{
pE , i = j
0, i ̸= j.

Dakle, dijagonalni elementi su svi jednaki, {to je posledica izotropije

gasa, i va`i:

pE =
1

3
trp.
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Na osnovu jedna~ine stawa idealnog gasa, va`i slede}e:

pE = ρ θ. (1.39)

Defini{imo sada pojam tenzora pritiska u op{tem slu~aju tj. za bilo koju

funkciju raspodele u neravnote`nom procesu. Ideja je da tenzor pritiska

�razdvojimo� na dva dela i to na ravnote`ni i neravnote`ni deo. Vo|eni

prethodnim razmatrawima za Maksvelovu raspodelu, defini{emo

p =
1

3
(p11 + p22 + p33). (1.40)

Ravnote`ni deo tenzora pritiska neravnote`nog procesa }e biti dijag-

onalna matrica [pδij ]
3
i,j=1, dok }e neravnote`ni deo biti matrica σ =

[σij ]
3
i,j=1. Dakle, tenzor pritiska u op{tem slu~aju je oblika

p =

p11 p12 p13
p21 p22 p23
p31 p32 p33

 =

p 0 0
0 p 0
0 0 p

+

σ11 σ12 σ13
σ21 σ22 σ23
σ31 σ32 σ33

 .
Primetimo da je u ravnote`i matrica σ nula matrica.

Osobine matrice p su:

(1) naosnovu definicije tenzorapritiska (1.38), matricap je simetri~na,
odakle sledi da i matrica σ mora biti simetri~na,

(2)

tr σ = 0, (1.41)

jer va`i

tr p = p+ σ11 + p+ σ22 + p+ σ33,

pa na osnovu definicije (1.40)

tr p = 3p

sledi
3∑

k=1

σkk = 0.
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1.8 Kolizioni modeli

Kolizioni integral zbog svoje slo`ene strukture predstavqa glavnu pre-

preku re{avawu Bolcmanove jedna~ine. Jedna od ideja razre{ewa ovog

problema je konstrukcija modela kolizionog integrala, koji bi pojed-

nostavio Bolcmanovu jedna~inu, a istovremeno posedovao glavne osobine

originalnog kolizionog integrala.

Najva`nije osobine kolizionog integrala su [10]:

(1) obezbe|uje odr`awe mase, koli~ine kretawa i energije

m

∫
R3

Q(f, f) dv = 0, m

∫
R3

viQ(f, f) dv = 0, i = 1, 2, 3,

m

∫
R3

v2

2
Q(f, f) dv = 0,

(2) produkcija entropije je uvek nepozitivna

Σ =

∫
R3

Q(f, f) (lnf + 1) dv ≤ 0,

(3) ravnote`nom stawu odgovara (lokalna) Maksvelova raspodela

Q(f, f) = 0 ⇐⇒ f = fM .

Modele koji zadovoqavaju ove uslove nazivamo kolizionim modelima. U

ovom poglavqu }emo se baviti najpoznatijim kolizionim modelom, BGK5

modelom, kao i jednom wegovom modifikacijom ES-BGK6 modelom [8].

Kolizioni integral je u op{tem slu~aju razli~it od nule za f ̸= fM .

U tom smislu on je mera odstupawa funkcije raspodele odnosno stawa gasa

od lokalne ravnote`e. Osnovna ideja je da se ovo svojstvo kolizionog

integrala opi{e jednostavnijim modelom. Najjednostavniji kolizioni

model �meri� odstupawe funkcije raspodele f od neke referentne raspode-
le fr

Qr = −ν(f − fr), (1.42)

5 Bhatnagar-Gross-Krook
6 ellipsoidal statistical BGK model
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gde je sa ν = ν(ρ, T ) ozna~ena koliziona frekvencija, odnosno brojna

gustina sudara

ν =

∫
R3

∫
S2

f1 B dΩ dv1.

Kao prvi model koji je ura|en po ovom konceptu javqa se BGK model.

Vrlo prirodno s obzirom da `elimo da opi{emo pona{awe gasa u stawu

bliskom ravnote`i, za referentnu funkciju raspodele bira se Maksvelova

raspodela. U tom slu~aju kolizioni model (1.42) je oblika

QBGK = −ν(f − fM ), (1.43)

i wega nazivamo BGK modelom.

Iako jedan od najpopularnijih kineti~kih modela, pokazalo se da ne

daje korektnu vrednost Prantlovog broja Pr, koji predstavqa meru odnosa
transportnih koeficijenata-koeficijenta viskoznosti i koeficijenta to-

plotne provodqivosti [10]. Za jednoatomske gasovemerena vrednostPrant-
lovog broja je

Pr ≃ 2

3
,

dok se kori{}ewem BGK modela dobija Pr = 1. Detaqna ra~unica sledi u
odeqku 2.6.

Motivisana dobijawem ta~ne vrednosti Prantlovog broja, uvodi se

modifikacija BGK modela tzv. ES-BGK model. Osnovna ideja samog

oblika kolizionog modela (1.42) ostaje ista, dok se modifikacija odnosi

na zamenu Maksvelove raspodele tzv. anizotropnom Gausovom raspodelom

fES .

Maksvelova raspodela (1.23)

fM =
ρ

m (2π θ)
3
2

e−
c2

2 θ

se mo`e zapisati u obliku

fM =
ρ

m

1√
det[2πΛE ]

e
−1
2

∑3
i,j=1 ci λ

−1
Eij

cj
,

gde je

ΛE =

θ 0 0
0 θ 0
0 0 θ

 .
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Determinanta ove matrice i elementi inverzne su:

det[ΛE ] = θ3 i λ−1
Eij

=
1

θ
,

pa sada postaje o~igledna jednakost zapisa. Na osnovu jedna~ine stawa

idealnog gasa (1.39) elemente matrice ΛE mo`emo zapisati u obliku

λEij =
1

ρ
p δij .

Pri konstrukciji anizotropne Gausove funkcije raspodele koristimo raz-

matrawa iz prethodnog poglavqa gde smo definisali tenzor pritiska u

op{tem slu~aju, a na osnovu wegove analize u stawu ravnote`e. Analogno

toj ideji formuli{emo elemente matrice Λ u op{tem slu~aju kao

λij =
1

ρ
(p δij + b σij), (1.44)

gde b ∈ R. Ukoliko vratimo ovaj rezultat u izraz za Maksvelovu raspodelu

dobijamo funkciju raspodele

fES =
ρ

m

1√
det[2πΛ]

e−
1
2

∑3
i,j=1 ci λ

−1
ij cj , (1.45)

koju zovemo anizotropna Gausova raspodela.

Napomena 1.8.1. Dabiformulacija fES imala smisla zahteva se da inverzna

matrica Λ−1 bude pozitivno definitna, {to zna~ajno redukuje interval

vrednosti za parametar b i on se svodi na

b ∈ [−1

2
, 1].

Mo`emo zakqu~iti da smo na izvestan na~in odsupili od ravnote`e

tako {to smo uveli neravnote`ne elemente tenzora pritiska u izraz za

ravnote`nuraspodelu. Dakle, biraju}i fES za referentufunkciju raspodele

dobijamo da je kolizioni model (1.42) oblika

QES = −ν(f − fES), (1.46)

koji se naziva ES-BGK model. Kasnije }emo pokazati da ovaj model obezbe-

|uje dobijawe ta~ne vrednosti Prantlovog broja, {to doprinosi wegovoj

popularnosti.
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Napomena 1.8.2. Prefiks �eliposidno statisti~ki� je motivisan geometri-

jskom interpretacijom kvadratne forme

q(c1, c2, c3) =

3∑
i=1

3∑
j=1

ci λ
−1
ij cj .

Za matricu Λ−1
E kvadratna forma je oblika

qE(c1, c2, c3) =
1

θ
(c21 + c22 + c23).

Kako je u ravnote`i temperatura, odre|ena ~lanom θ, konstantna po brzini
sledi da je nivo skup kvadratne forme qE

{(c1, c2, c3) ∈ R3 : qE(c1, c2, c3) = c}

sfera sa centrom u (0, 0, 0) i radijusom
√
c.

Uop{tem slu~aju, kako jematricaΛpodefinicijipozitivnodefinitna,

sledi da je nivo skup kvadratne forme q

{(c1, c2, c3) ∈ R3 : q(c1, c2, c3) = c}

elipsoid, odakle i poti~e naziv za ES-BGK model.
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Slika 1.1: Nivo skup kvadratne forme koja odgovara: Maksvelovoj

raspodeli (a) i anizotropnoj Gausovoj raspodeli (b)





Glava 2

^epmen-Enskogov metod

2.1 Bezdimenzionisawe Bolcmanove jedna~ine i ES-
BGK modela

Dimenziona analiza se zasniva na jednom jednostavnom principu: ako

jedna~ina modelira fizi~ku pojavu, onda svi ~lanovi u jedna~ini odvojeni

znakovima+,− ili= moraju imati iste fizi~ke dimenzije. Za ozna~avawe

dimenzije neke veli~ine koristimo standardnu notaciju - uglaste zagrade.

Sve jedinice se izvode iz dimenzione analize.

Me|utim, u analizi konkretnih problema pokazalo se korisnim da se

jedna~ine posmatraju u bezdimenzijskom obliku. On se posti`e skali-

rawem - pore|ewem stvarnih vrednosti fizi~kih veli~ina sa izabranim

referentnim vrednostima. Na taj na~in se dobijaju jedna~ine u kojima su

fizi~ki parametri objediweni jednom ili vi{e bezdimenzijskih grupa.

To omogu}uje identifikaciju ~lanova u posmatranom modelu ~iji je uticaj

zanemarqiv (ili pak zna~ajan), a u matemati~kom smislu otvara vrata za

primenu asimptotskih metoda re{avawa problema.

Sa ciqem da izvr{imo bezdimenzionisawe Bolcmanove jedn~ine, pos-

matramo op{ti slu~aj (1.6)

∂f

∂t
+

3∑
i=1

vi
∂f

∂xi
+

3∑
i=1

1

m
Fi
∂f

∂vi
=

∫
R3

∫
S2

(f ′f ′1 − ff1) B dΩ dv1.

Prvikorak je bezdimenzionisawepromenqivih. Nezavisnopromenqive

skaliramo u odnosu na wihove referentne vrednosti, dok zavisno prome-

nqive skaliramo preko referentnih vrednosti nezavisno promenqivih, a

prema odgovaraju}oj formuli koja odre|uje wihov odnos. Pa tako, uvode}i

27
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slede}e oznake

L− referentna du`ina,

V − referentna brzina,

T − referentno vreme,

n0 − referentni broj molekula u jedinici zapremine,

kao i oznaku �̂ � za bezdimenzijsku promenqivu, mo`emo da bezdimen-

zioni{emo:

x = L x̂, v = V v̂, t =
L

V
t̂, n = n0 n̂, f =

n0
V 3

f̂ ,

1

m
F =

V 2

L

1̂

m
F, B = (V

√
2πd2) B̂,

gde je d pre~nik molekula.

Slede}i korak je da bezdimenzijske promenqive putem smene ubacimo u

Bolcmanovu jedna~inu. Tako dobijamo:

∂f̂

∂t̂
+

3∑
i=1

v̂i
∂f̂

∂x̂i
+

3∑
i=1

1̂

m
Fi
∂f̂

∂v̂i
= L

√
2πd2n0

∫
R3

∫
S2

(f̂ ′f̂ ′1 − f̂ f̂1) B̂ dΩ dv̂1.

(2.1)

Sada smo stigli do kqu~ne ta~ke u procesu bezdimenzionisawa. Sve

promenqive koje se javqaju u prethodnoj jedna~ini su bez dimenzija, a svi

parametri su objediweni u jednu bezdimenzijsku grupu

Kn =
1

L
√
2πd2n0

=
λ

L
, (2.2)

poznatoj pod nazivom Knudsenov broj. Sa λ je ozna~ena sredwa vrednost

du`ine slobodnog puta molekula. Dakle, Knudsenov broj nam govori o

odnosu sredwe vrednosti du`ine puta koju molekul pre|e izme|u dva sudara

i karakteristi~ne du`ine u posmatranom procesu, i na taj na~in nam daje

informaciju o razre|enosti gasa. Naime, ukoliko je Kn ≪ 1 govorimo o
gustom (nerazre|enom) gasu, jer su prisutni brojni sudari, i u tom slu~aju

Navije-Stoksove jedna~ine i Furijeov zakon dobro opisuju pona{awe gasa.

Ukoliko je pak du`ina slobodnog puta uporediva sa referentom vredno{}u

L u pitawu je jako razre|en gas kada pomenuti modeli ne daju dobre rezul-

tate. Preciznije, va`i slede}a klasifikacija re`ima strujawa gasa na

osnovu Knudsenovog broja [10]:
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• Kn . 0.01 hidrodinami~ki re`im, dobro opisan Navije-Stoksovim
jedna~inama i Furijeovim zakonom

• 0.01 . Kn . 0.1 re`im strujawa sa �klizawem� ( slip-flow), kada
Navije-Stoksove jedna~ine i Furijeov zakon jo{ uvek dobro modeli-

raju pona{awe gasa, ali moraju biti dopuweni grani~nim uslovima

koji opisuju brzine i temperature na granici ( velocity slip, temper-
ature jump)

• 0.1 . Kn . 10 tranzicioni re`im, kada Navije-Stoksove jedna~ine i
Furijeov zakon nisu vi{e upotrebqivi kao modeli, i kada se zahteva

suptilnija analiza, koja se posti`e Bolcmanovom jedna~inom ili

spoqa{wim makroskopskim modelima

• Kn & 10 slobodno strujawe, kada sudari izme|u molekula ne igraju

vi{e va`nu ulogu, i kada su jedino zna~ajni sudarimolekula sa zidom.

Tema ovog rada je metod koji se zasniva na razvoju funkcije raspodele i

karakteristika neravnote`nih procesa po Knudsenovom broju. Uobi~ajeno

je da se nakon bezdimenzionisawa oznaka �̂ � ukloni, te mo`emo zapisati

Bolcmanovu jedna~inu (2.1)

∂f

∂t
+

3∑
i=1

vi
∂f

∂xi
=

1

Kn
Q(f, f),

pri~emu je vra}enapretpostavkao zanemarivawu spoqa{wih sila. Vidimo

da se na prirodan na~in pojavio parametar u jedna~ini. Matemati~ki,

vrednost ovog parametra nam govori o regularnosti, odnosno singularno-

sti pertubovanog problema. Za male vrednosti Knudsenovog broja re~ je

o singularno pertubovanom problemu, odnosno hidrodinami~kom re`imu

strujawa, kojim }emo se ovde baviti. Za jako razre|ene gasove Knudsenov

broj je velik, pa je desna strana jedna~ine zanemarqivo mala, {to zna~i

da je uticaj mo|umolekularnih sudara, odnosno kolizionog integrala, na

promenu funkcije raspodele veoma mali.

U daqem radu, bavimo se gustim gasovima i ulogu Knudsenovog broja }e

igrati mali parametar ε. Bolcmanova jedna~ina je sada:

∂f

∂t
+

3∑
i=1

vi
∂f

∂xi
=

1

ε
Q(f, f), (2.3)

gde je |ε| ≪ 1.
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Tako|e, mo`emobezdimenzionisatiiES-BGKmodelBolcmanove jedna~ine.

Polazimo od ES-BGK modela kolizionog integrala (1.46)

QES = −ν(f − fES).

Ako za referentnu vrednost kolizione frekvencije izaberemo ν, mo`emo
bezdimenzionisati

ν̂ =
1

ν
ν.

Sada je Bolcmanova jedna~ina

n0
v2L

(∂f̂
∂t̂

+

3∑
i=1

v̂i
∂f̂

∂x̂i
+

3∑
i=1

1̂

m
Fi
∂f̂

∂v̂i

)
= −ν n0

v3
ν̂(f̂ − f̂ES),

odnosno

∂f̂

∂t̂
+

3∑
i=1

v̂i
∂f̂

∂x̂i
+

3∑
i=1

1̂

m
Fi
∂f̂

∂v̂i
= ν

L

v
Q̂ES.

Kako je

Kn =
v

νL
=
λ

L
,

to je

∂f

∂t
+

3∑
i=1

vi
∂f

∂xi
=

1

Kn
QES, (2.4)

nakon uklawawa oznake za bezdimenzijske veli~ine i vra}awa pretpostavke

o zanemarivawu dejstva spoqa{wih sila. Vidimo, bezdimenzionisawem

ES-BGK modela Bolcmanove jedna~ine smo dobili isti parametar uz isti

~lan kao i kod originalne Bolcmanove jedna~ine. Dakle, ove dve jedna~ine

pripadaju istoj klasi problema, te se mogu re{avati na isti na~in.

2.2 ^epmen-Enskogov razvoj

Ideja ^epmen1-Enskogovog2 metoda jeste da se funkcija raspodele razvije u

red po malom parametru ε [3, 4, 10]

f|CE =

∞∑
k=0

εkf (k) = f (0) + εf (1) + ε2f (2) + ε3f (3) + . . . . (2.5)

1 Sydney Chapman (1888-1970), engleski matemati~ar i geofizi~ar
2 David Enskog (1884-1947), {vedski matemati~ki fizi~ar
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Iz Bolcmanove jedna~ine (2.3) sledi

ε
(∂f
∂t

+

3∑
i=1

vi
∂f

∂xi

)
= Q(f, f).

Ukoliko funkciju raspodele razvijemo u red (2.5) dobijamo

ε
(∂f|CE

∂t
+

3∑
i=1

vi
∂f|CE

∂xi

)
= Q(f|CE , f|CE)

ili ako raspi{emo

∞∑
k=0

εk+1
(∂f (k)

∂t
+

3∑
i=1

vi
∂f (k)

∂xi

)
=

∞∑
k=0

εk
∫
R3

∫
S2

(
f

′(k)f
′(k)
1 −f (k)f (k)1

)
B dΩ dv1.

Grupi{emo po jednakim stepenima ε, i za nulti stepen dobijamo

ε0 : 0 =

∫
R3

∫
S2

(
f

′(0)f
′(0)
1 − f (0)f

(0)
1

)
B dΩ dv1 = Q(f (0), f (0)),

odakle sledi

f (0) = fM .

Dakle, funkciju raspodele razvijamo u okolini lokalno ravnote`ne ra-

spodele. Takav razvoj se naziva ^epmen-Enskogov razvoj:

f|CE = fM + εf (1) + ε2f (2) + ε3f (3) + . . . . (2.6)

2.2.1 Uslovi kompatibilnosti

Pomo}u lokalneMaksvelove raspodele fM mo`emoda defini{emolokalno

zavisne od vremena i polo`aja makroskopske veli~ine gustinu, gustinu

koli~ine kretawa i gustinu energije: ρ(t,x)
ρ(t,x)u(t,x)

2 ρ(t,x)W (t,x) = ρu2 + 2 ρ e

 =

∫
R3

m

 1
v
v2

 fM dv. (2.7)

Sa druge strane, za proizvoqnu funkciju raspodele f va`i (1.31) ρ
ρu

2 ρW

 =

∫
R3

m

 1
v
v2

 f dv.
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Ukoliko izvr{imo ^epmen-Enskogov razvoj (2.6) funkcije raspodele f do-
bijamo  ρ

ρu
2 ρW = ρu2 + 2 ρ e

 =

∞∑
k=0

εk
∫
m

 1
v

u2 + c2

 f (k) dv,

pri ~emu ρ = ρ(t,x), u = u(t,x) i W = W (t,x). Raspisuju}i posledwi

izraz i imaju}i u vidu (2.7) dobijamo da je ρ
ρu
2 ρ e

 =

∫
R3

m

 1
v
c2

 f (0) dv+
∞∑
k=1

εk
∫
m

 1
v
c2

 f (k) dv

=

 ρ
ρu
2 ρ e

+
∞∑
k=1

εk
∫
m

 1
v
c2

 f (k) dv,

odakle sledi da je

∞∑
k=1

εk
∫
m

 1
v
c2

 f (k) dv = 0.

Kako je ε mali parametar razli~it od nule sledi da je:∫
m

 1
v
c2

 f (k) dv = 0, ∀k ≥ 1. (2.8)

Uslovi (2.8) su poznati kao uslovi kompatibilnosti. Oni predstavqaju

osnovu ideje razdvajawa odre|enih fizi~kih veli~ina na �ravnote`ni� i

�neravnote`ni� deo, {to }e biti obja{weno u daqem tekstu.

Protok koli~ine kretawa je dat sa

Pij =

∫
mvi vj f dv = ui uj

∫
mf dv+

∫
mci cj f dv.

Primenuju}i ^epmen-Enskogov razvoj i razmatraju}i svaki ~lan zasebno,

kao posledicu uslova kompatibilnosti dobijamo slede}e:

ui uj

∫
mf|CE dv = ui uj

∞∑
k=0

εk
∫
mf (k) dv

= ui uj

∫
mf (0) dv+ ui uj

∞∑
k=1

εk
∫
mf (k) dv

= ρ ui uj ,
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p ij =

∫
mci cj f|CE dv =

∞∑
k=0

εk
∫
mci cj f

(k) dv

=

∫
mci cj f

(0) dv+

∞∑
k=1

εk
∫
mci cj f

(k) dv

= p δij +

∞∑
k=1

εkσ
(k)
ij .

Odatle sledi da je protok koli~ine kretawa u ravnote`i

Pij = ρ ui uj + p δij ,

{to nas motivi{e da nenula ~lanove uz stepene ε ve}e od 1 identifikujemo
kao neravnote`ne. Dakle, neravnote`ni procesi opisani ~lanovima vi{eg

reda f (k), k ≥ 1, prirodno se odra`avaju na strukturu tenzora pritiska i
vektora toplotnog protoka odre|uju}i wihov neravnote`ni deo.

Tako|e, vektor protoka energije razla`emo na osnovu razlagawa brzine

atoma v na sredwu brzinu gasa u i relativnu brzinu c u odnosu na tu sredwu
brzinu

Qi =

∫
1

2
mvi v

2 f dv

=

∫
1

2
mui u

2 f dv+

∫
1

2
mui c

2 f dv

+

∫
mci u · c f dv+

∫
1

2
mci c

2 f dv,

a potom razvijemo funkciju raspodele f u red i analiziramo svaki ~lan

zasebno.∫
1

2
mui u

2 f|CE dv =
1

2
mui u

2
∞∑
k=0

εk
∫
f (k) dv

=
1

2
mui u

2

∫
f (0) dv+

∞∑
k=1

εk
∫
f (k) dv

=
1

2
mui u

2 ρ,

pri ~emu su anulirani ~lanovi posledica uslova komaptibilnosti. Daqe
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imamo:∫
1

2
mui c

2 f|CE dv =
1

2
mui

∞∑
k=0

εk
∫

c2f (k) dv

=
1

2
mui

∫
c2f (0) dv+

∞∑
k=1

εk
∫

c2f (k) dv

= ρ e ui,

∫
mci u · c f|CE dv =

∫
mci

( 3∑
j=1

uj cj

)
f|CE dv

=

3∑
j=1

uj

∞∑
k=0

εk
∫
mci cj f

(k)dv

=
3∑

j=1

uj

(
p δij +

∞∑
k=1

εkσ
(k)
ij

)

= p ui +

∞∑
k=1

εk
( 3∑

j=1

σ
(k)
ij uj

)
,

∫
1

2
mci c

2f|CE dv =

∞∑
k=0

εk
∫

1

2
mci c

2f (k) dv

=

∞∑
k=1

εk q
(k)
i ,

jer je za f = fM ∫
1

2
mci c

2fM dv = 0.

Vidimo, kod vektora protoka energije pored elemenata tenzora pritiska

σij , kao neravnote`ni ~lanovi se javqaju i elementi vektora protoka qi.
Zajedni~ka osobina im je da su jednaki nuli u stawu lokalne ravnote`e i

predstavqaju karakteristiku neravnote`nih procesa. Drugim re~ima,

ε(0) : P
(0)
ij = ρ ui uj + p δij Q

(0)
i =

(1
2
mu2 ρ+ ρ e+ p

)
ui

ε(k) : P
(k)
ij = σ

(k)
ij Q

(k)
i =

3∑
j=1

σ
(k)
ij uj + q

(k)
i (2.9)
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gde se elementi tenzora pritiska i vektora toplotnog protoka odre|uju kao

σ
(k)
ij =

∫
mc⟨icj⟩f

(k)dv q
(k)
i =

∫
1

2
mci c

2f (k)dv, (2.10)

pri ~emu je uvedena nova oznaka

[ c⟨icj⟩ ] = [ ci cj ]−
1

3
tr [ ci cj ] δij , i, j = 1, 2, 3, (2.11)

motivisana definicijom tenzora pritiska iz koje se mo`e izraziti tenzor

pritiska

σij = p ij − p δij = m

∫
ci cj f dv− 1

3
m

∫
(c21 + c22 + c23) f dv.

Zakqu~ujemo, ideja ^epmen-Enskogovog metoda jeste da se re{ewe Bol-

cmanove jedna~ine razvije u red u okolini ravnote`ne raspodele po malom

parametru ε kojim je ozna~en Knudsenov broj dobijen bezdimenzionisawem

Bolcmanove jedna~ine

f|CE = fM + εf (1) + ε2f (2) + ε3f (3) + . . . .

Kao posledica razvijawa u red u okolini lokalne Maksvelove raspodele

javqaju se uslovi kompatibilnosti. Oni razdvajaju ravnote`ne i ner-

avnote`ne ~lanove u izrazima za protok mase, koli~ine kretawa i en-

ergije i samim tim daju ideju o mogu}em na~inu posmatrawa neravnote`nih

procesa sa stanovi{ta kineti~ke teorije. Identifikuju}i tenzor pri-

tiska i vektor toplotnog protoka kao neravnote`ne slede}i korak je da i

wih razvijemo u red {to }e nam omogu}iti wihovo izra~unavawe

σij|CE = εσ
(1)
ij + ε2σ

(2)
ij + ε3σ

(3)
ij + . . . (2.12)

qi|CE = εq
(1)
i + ε2q

(2)
i + ε3q

(3)
i + . . . (2.13)

Aproksimacija f|CE nultog reda nam daje Ojlerove jedna~ine, prvog reda

Navije-Stoksove, kao i Furijeov zakon provo|ewa toplote, {to }e u ovom

radu detaqno biti izvo|eno. Ono ~ime se ne}emo baviti su aproksi-

macije vi{eg reda. Me|utim, mo`emo spomenuti da nas aproksimacija

drugog, odnosno tre}eg reda vodi do Barnetovih, odnosno super-Barnetovih

jedna~ina.
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2.3 Razvoj zakona odr`awa

Jedna~ine zakona odr`awa mase (1.35), koli~ine kretawa (1.36) i energije

(1.37) nakon uvo|ewa smene

D

Dt
=

∂

∂t
+

3∑
i=1

ui
∂

∂xi

postaju:

Dρ

Dt
+

3∑
i=1

ρ
∂ui
∂xi

= 0 (2.14)

ρ
Dui
Dt

+
∂p

∂xi
+

3∑
j=1

∂ σij
∂xj

= 0 (2.15)

3

2
ρ
Dθ

Dt
+

3∑
i=1

∂qi
∂xi

= −
3∑

j=1

3∑
i=1

(pδij + σij)
∂ui
∂xj

. (2.16)

Napomena 2.3.1. Motivacija ^epmen-Enskogovog metoda je zapravo zat-

varawe gorweg sistema jedna~ina zakona odr`awa. Naime, sistem ~ine

pet jedna~ina, dok su nepoznate: gustina ρ, tri komponente vektora sredwe
brzine u i vektora toplotnog protoka q, temperatura θ (koja se dovodi u

vezu sa ravnote`nim pritiskom p posredstvom p = ρ θ) i pet nezavisnih

elemenata tenzora pritiska (zbog (1.41) i simetri~nosti), dakle ukupno

trinaest.

Za daqi rad }e nam biti potrebno uvo|ewe iste smene u Bolcmanovu

jedna~inu (1.7)

Df

Dt
+

3∑
i=1

ci
∂f

∂xi
= Q(f, f). (2.17)

Ako razvoje (2.12) i (2.13) zamenimo u zakone odr`awa (2.14), (2.15) i

(2.16) dobijamo

Dρ

Dt
= −ρ

3∑
i=1

∂ui
∂xi

Dui
Dt

= −1

ρ

∂p

∂xi
− 1

ρ

3∑
j=1

∞∑
k=1

εk
∂σ

(k)
ij

∂xj

Dθ

Dt
= −2

3
θ

3∑
i=1

∂ui
∂xi

− 2

3

3∑
i=1

3∑
j=1

∞∑
k=1

εk
σ
(k)
ij

ρ

∂ui
∂xj

− 2

3

1

ρ

3∑
i=1

∞∑
k=1

εk
∂q

(k)
i

∂xi
.
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Ovakav zapis nas motivi{e da formalno izvr{imo razvoj izvoda
D

Dt
po

malom parametru ε:

D

Dt
=

∞∑
k=1

εk
Dk

Dt
=
D0

Dt
+ ε

D1

Dt
+ ε2

D2

Dt
+ . . . , (2.18)

Ovajformalnirazvoj namomogu}ava da �razdvojimo�izraze zakonaodr`awa

i to na slede}i na~in

D0 ρ

Dt
= −ρ

3∑
i=1

∂ui
∂xi

,
Dk ρ

Dt
= 0,

D0 ui
Dt

= −1

ρ

∂p

∂xi
,

Dk ui
Dt

= −1

ρ

3∑
j=1

∂σ
(k)
ij

∂xj
, (2.19)

D0 θ

Dt
= −2

3
θ

3∑
i=1

∂ui
∂xi

,
Dk θ

Dt
=

2

3

1

ρ

3∑
i=1

3∑
j=1

σ
(k)
ij

∂ui
∂xj

− 2

3

1

ρ

3∑
i=1

∂q
(k)
i

∂xi
,

za k ≥ 1.
Tako|e, izvod lokalne Maksvelove raspodele mo`emo zapisati preko

razvoja (2.18)
DfM
Dt

=
D0 fM
Dt

+ ε
D1 fM
Dt

+ . . . .

Kako lokalna Maksvelova raspodela zavisi od promenqivih

UA = {ρ,u, θ}, (2.20)

na osnovu pravila o izvodu slo`ene funkcije sledi da je

Dk fM
Dt

=
∂fM
∂UA

DkUA

Dt
,

gde ~lan
DkUA

Dt
ra~unamo po gore obja{wenoj formuli.

2.4 ^epmen-Enskogov razvoj za ES-BGK model

Polazimo od Bolcmanove jedna~ine (2.17) modeliraju}i kolizioni inte-

gral ES-BGK modelom (1.46)

Df

Dt
+

3∑
i=1

ci
∂f

∂xi
= −ν(f − fES).
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Bezdimenzionisawem (2.4) smo utvrdili mesto parametra u jedna~ini

Df

Dt
+

3∑
i=1

ci
∂f

∂xi
= −1

ε
ν(f − fES), (2.21)

gde mali parametar ε igra ulogu Knudsenovog broja.
Kako za proizvoqnu funkciju raspodele va`i ^epmen-Enskogov razvoj

(2.6), tako va`i i za elipsoidno-statisti~ku funkciju raspodele

fES|CE = fM + εf
(1)
ES + ε2f

(2)
ES + ε3f

(3)
ES + . . . . (2.22)

Ako razvoje funkcija raspodele (2.6) i (2.22) i (2.18) zamenimo u jedna-

~inu (2.21) dobijamo

Df|CE

Dt
+

3∑
i=1

ci
∂f|CE

∂xi
= −1

ε
ν(f|CE − fES|CE).

odnosno ako raspi{emo do prvog reda

D

Dt

(
fM + εf (1)

)
+

3∑
i=1

ci
∂

∂xi

(
fM + εf (1)

)
+

+ ν
1

ε

(
fM + εf (1) + ε2f (2) − (fM + εf

(1)
ES + ε2f

(2)
ES)

)
= O(ε2).

Skra}ivawem dobijamo

D

Dt

(
fM + εf (1)

)
+

3∑
i=1

ci
∂

∂xi

(
fM + εf (1)

)
+

+ ν
(
f (1) − f

(1)
ES + ε(f (2) − f

(2)
ES)

)
= O(ε2).

Mo`emo tako|e raspisati i razvoj (2.18) do prvog reda(D0

Dt
+ ε

D1

Dt

)(
fM + εf (1)

)
+

3∑
i=1

ci
∂

∂xi

(
fM + εf (1)

)
+

+ ν
(
f (1) − f

(1)
ES + ε(f (2) − f

(2)
ES)

)
= O(ε2).

Sre|ivawem kona~no dobijamo

D0 fM
Dt

+

3∑
i=1

ci
∂fM
∂xi

+ ν
(
f (1) − f

(1)
ES

)
+ ε

[
D1 fM
Dt

+
D0 f

(1)

Dt
+

3∑
i=1

ci
∂f (1)

∂xi
+ ν

(
f (2) − f

(2)
ES

)]
= O(ε2).

(2.23)
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Vidimo, ova jedna~ina nam daje mogu}nost da izra~unamo ~lanove f (1) i
f (2). Kako se u ovom radu bavimo samo aproksimacijom do prvog reda, ~lan

f (2) nam nije potreban i ovde je naveden radi ilustracije. Za dobijawe

~lanova f (3), za k ≥ 3 potrebno je u prethodnim izvo|ewima razmatrati i

~lanove razvoja vi{eg reda.

Zakqu~ujemo, prethodna jedna~ina (2.23) predstavqaprvividqivirezul-

tat u na{em nastojawu da dobijemo aproksimaciju prvog reda re{ewa Bol-

cmanove jedna~ine . Za to izra~unavawe nam je potreban ~lan f
(1)
ES i zbog

toga je naredna tema kojom se bavimo odre|ivawe koeficijenata u ^epmen-

Enskogovom razvoju (2.22) za elipsoidno-statisti~ku funkciju raspodele.

Polazimo od definicije elipsoidno-statisti~ke funkcije raspodele

(1.45)

fES =
ρ

m

1√
det[2πΛ]

e−
1
2

∑3
i,j=1 ci λ

−1
ij cj ,

gde je Λ matrica formata 3× 3 ~iji su elementi

λij = θ δij +
b

ρ
σij , (2.24)

za i, j = 1, 2, 3.
Ideja je slede}a: koriste}i razvoj elemenata tenzora pritiska σij iz-

ra~unati elemente λij , raspisati, a potom posmatrati dobijeni izraz kao

funkciju od ε, koju razvijamo u Tejlorov red u okolini nule. Dobijamo

polinom po ε ~iji su koeficijenti upravo tra`eni ~lanovi f (k).
Dakle, najpre elemente tenzora pritiska σij razvijemo u red (2.12) i

uvrstimo u izraz (2.24)

λij|CE = θδij +
b

ρ
(εσ

(1)
ij + ε2σ

(2)
ij + . . . ).

Sada kada znamo elemente matrice Λ|CE mo`emo izra~unati wenu determi-

nantu i elemente woj inverzne matrice:

det[Λ|CE ] = θ3

[
1− ε2

2

( b
p

)2
3∑

m=1

3∑
n=1

σ(1)mnσ
(1)
mn

]
(2.25)

λ−1
ij|CE =

1

θ
δij − ε

b

p θ
σ
(1)
ij + ε2

b

p θ

[
b

p

3∑
m=1

σ
(1)
imσ

(1)
mj − σ

(2)
ij

]
. (2.26)

Ukolikoovaj rezultat vratimo u jedna~inu (1.45) dobijamoda je desna strana

jednaka
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ρ
m

[
(2πθ)3

(
1− ε2

2

(
b
p

)2 3∑
m=1

3∑
n=1

σ
(1)
mnσ

(1)
mn

)]− 1
2

e
−1
2

∑3
i,j=1 ci

[
1
θ δij−ε

b
pθ σ

(1)
ij +ε2

b
pθ

[
b
p

3∑
m=1

σ
(1)
imσ

(1)
mj−σ

(2)
ij

]]
cj

=
ρ
m

[
(2πθ)3

(
1− ε2 12

(
b
p

)2 3∑
m=1

3∑
n=1

σ
(1)
mnσ

(1)
mn

)]− 1
2

e
−c2

2θ+ε
b

2pθ
∑3

i,j=1 ciσ
(1)
ij cj−ε2

b
2pθ

∑3
i,j=1 ci

[
b
p

3∑
m=1

σ
(1)
imσ

(1)
mj−σ

(2)
ij

]
cj

Ovaj izraz mo`emo da posmatramo kao funkciju od ε i to, radi jednos-

tavnosti kao proizvod dve funkcije:

F (ε) =
ρ

m
g(ε) · h(ε),

gde je

g(ε) =
1√

a+ bε2
,

i

h(ε) = ep+qε+rε2 ,

pri ~emu su koeficijenti

a = (2πθ)3,

b =
1

2

( b
p

)2
3∑

m=1

3∑
n=1

σ(1)mnσ
(1)
mn,

p = −c2

2θ
,

q =
b

2pθ

3∑
i,j=1

ciσ
(1)
ij cj ,

r =
b

2pθ

3∑
i,j=1

ci

[ b
p

3∑
m=1

σ
(1)
imσ

(1)
mj − σ

(2)
ij

]
cj .

Kako u ovom radu razmatramo samo aproksimacije funkcija raspodele na-

jvi{e prvog reda, razvijamo funkciju F (ε) u Tejlorov polinom prvog reda
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u okolini nule:

F (ε) ≈ F (0) + F ′(0)ε

=
ρ

m
g(0) h(0) +

ρ

m

(
g′(0) h(0) + g(0) h′(0)

)
ε

=
ρ

m

1√
a
ep +

ρ

m

1√
a
ep q ε.

Dobili smo aproksimaciju prvog reda elipsoidno-statisti~ke funkcije

raspodele:

fES|CE =
ρ

m

1√
a
ep +

ρ

m
q ep ε.

Dakle, izra~unali smo ~lanove

f
(0)
ES =

ρ

m

1√
a
ep =

ρ

m

1√
(2πθ)3

e−
c2

2θ = fM

f
(1)
ES = fM q

= fM
b

2p θ

3∑
i,j=1

σ
(1)
ij c⟨icj⟩, (2.27)

jer je na osnovu (2.11)

3∑
i,j=1

σ
(1)
ij cicj =

3∑
i,j=1

σ
(1)
ij c⟨icj⟩ + p∗

3∑
i,j=1

σ
(1)
ij δij ,

gde je p∗ =
1

3
c2. Kako je na osnovu (1.41)

p∗
3∑

i,j=1

σ
(1)
ij δij = p∗

3∑
i

σ
(1)
ii = 0,

sledi tra`eni rezultat.

2.5 Aproksimacija nultog reda

Aproksimacija re{ewaBolcmanove jedna~inenultog reda je lokalnoravnote`na

raspodela

f (0) = fM .



42 Glava 2. ^epmen-Enskogov metod

Kako se ^epmen-Enskogovim metodom istovremeno vr{i i formalni razvoj

zakona odr`awa, nulta aproksimacija ovog razvoja su, na osnovu (2.19),

jedna~ine

Dρ

Dt
+ ρ

3∑
i=1

∂ui
∂xi

= 0

ρ
Dui
Dt

+
∂ρ θ

∂xi
= 0

3

2
ρ
Dθ

Dt
+ ρ θ

3∑
i=1

∂ui
∂xi

= 0.

Ove jedna~ine su poznate Ojlerove jedna~ine gasne dinamike.

2.6 Aproksimacija prvog reda

Da bismo odredili aproksimaciju prvog reda f (1) re{ewa Bolcmanove

jedna~ine polazimo od formalnog razvoja Bolcmanove jedna~ine sa ES-
BGK modelom (2.23). Izjedna~avamo sa nulom koeficijent uz ~lan ε0 i

dobijamo

f (1) = f
(1)
ES − 1

ν

[
D0 fM
Dt

+

3∑
i=1

ci
∂fM
∂xi

]
. (2.28)

Da bismo lak{e izra~unali date izvode Maksvelove raspodele, koristimo

~iwenicu da je diferencijal Maksvelove raspodele, na osnovu pravila o

izvodu slo`ene funkcije, dat sa

dfM = fM d(lnfM ).

Sada (2.28) postaje

f (1) = f
(1)
ES − 1

ν
fM

[
D0 (lnfM )

Dt
+

3∑
i=1

ci
∂(lnfM )

∂xi

]
. (2.29)

Preostaje nam jo{ da izra~unamo odgovaraju}e izvode. Na osnovu defini-

cije Maksvelove raspodele (1.22) je

lnfM = ln
( ρ
m

(2π θ)−
3
2 e−

(v−u)2

2 θ

)
= ln(

ρ

m
)− 3

2
ln(2π θ)− (v− u)2

2 θ
.
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Na osnovu (2.20) je fM = fM (ρ, θ,u), odakle je diferencijal

d (lnfM ) =
1

ρ
dρ− 3

2

1

θ
dθ +

c2

2θ2
dθ +

3∑
j=1

cj
θ
duj

=
1

ρ
dρ+

(c2
2θ

− 3

2

)1
θ
dθ +

3∑
j=1

cj
θ
duj ,

pri ~emu smo iskoristili definiciju relativne brzine

c = v− u.

Sada su izvodi

D0(lnfM )

Dt
=

1

ρ

D0ρ

Dt
+

(c2
2θ

− 3

2

)1
θ

D0θ

Dt
+

3∑
j=1

cj
θ

D0uj
Dt

,

∂(lnfM )

∂xi
=

1

ρ

∂ρ

∂xi
+

(c2
2θ

− 3

2

)1
θ

∂θ

∂xi
+

3∑
j=1

cj
θ

∂uj
∂xi

.

Ako ih uvrstimo u jedna~inu (2.29) dobijamo

f (1) = f
(1)
ES − 1

ν
fM

[
1

ρ

D0ρ

Dt
+

(c2
2θ

− 3

2

)1
θ

D0θ

Dt
+

3∑
j=1

cj
θ

D0uj
Dt

+

3∑
i=1

ci

(1
ρ

∂ρ

∂xi
+

(c2
2θ

− 3

2

)1
θ

∂θ

∂xi
+

3∑
j=1

cj
θ

∂uj
∂xi

)] (2.30)

Kratkom ra~unicom mo`emo pojednostaviti ovaj izraz koriste}i zakone

odr`awa (2.19). Znamo da je

p = ρ θ,

i na osnovu toga i pravila o izvodu proizvoda va`i

∂p

∂xi
=
∂ρ θ

∂xi
= ρ

∂θ

∂xi
+ θ

∂ρ

∂xi
. (2.31)

Tako|e znamo da je

cicj = c⟨icj⟩ +
c2

3
δij , i, j ∈ {1, 2, 3},
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odakle mno`ewem parcijalnim izvodom sredwe brzine gasa po prostornim

koordinatama i uvo|ewem analogne oznake dobijamo

cicj
∂ui
∂xj

= c⟨icj⟩
∂u⟨i

∂xj⟩
+

c2

3

∂ui
∂xi

,

{to nam omogu}ava da razdvojimo sumu

3∑
i=1

3∑
j=1

cicj
∂ui
∂xj

=
3∑

i=1

3∑
j=1

c⟨icj⟩
∂u⟨i

∂xj⟩
+

3∑
i=1

c2

3

∂ui
∂xi

. (2.32)

Ukoliko rezultate (2.31) i (2.32) vratimo u jedna~inu (2.30) i jo{ dodamo i

oduzmemo ~lanove

3∑
i=1

ci
θ

∂θ

∂xi
i

3∑
i=1

∂ui
∂xi

dobijamo

f (1) = f
(1)
ES − 1

ν
fM

[
1

ρ

(D0ρ

Dt
+ ρ

3∑
i=1

∂ui
∂xi

)
+

(c2
2θ

− 3

2

)1
θ

D0θ

Dt
−

3∑
i=1

∂ui
∂xi

+

3∑
i=1

1

3

c2

θ

∂ui
∂xi

+

3∑
i=1

3∑
j=1

c⟨icj⟩

θ

∂u⟨i

∂xj⟩
+

3∑
j=1

cj
θ

D0uj
Dt

+

3∑
i=1

ci
ρ

∂ρ

∂xi
+

3∑
i=1

ci
θ

∂θ

∂xi
+

3∑
i=1

ci

(c2
2θ

− 5

2

)1
θ

∂θ

∂xi

]

= f
(1)
ES − 1

ν
fM

[
3∑

i=1

3∑
j=1

c⟨icj⟩

θ

∂u⟨i

∂xj⟩
+

3∑
i=1

ci

(c2
2θ

− 5

2

)1
θ

∂θ

∂xi

+
1

ρ

(D0ρ

Dt
+ ρ

3∑
i=1

∂ui
∂xi

)
+

(c2
2θ

− 3

2

)(1
θ

D0θ

Dt
+

2

3

3∑
i=1

∂ui
∂xi

)
+

3∑
i=1

ci
θ

(D0ui
Dt

+
1

ρ

∂ρθ

∂xi

)]
.

Na osnovu zakona odr`awa (2.19) posledwa dva reda se anuliraju.

Kona~no, ako pogledamo definiciju (2.27), mo`emo da napi{emo oblik
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aproksimacije prvog reda re{ewa Bolcmanove jedna~ine

f (1) =fM
b

2p θ

3∑
i=1

3∑
j=1

σ
(1)
ij c⟨icj⟩

−fM
1

ν

[
3∑

i=1

3∑
j=1

c⟨icj⟩

θ

∂u⟨i

∂xj⟩
+

3∑
i=1

ci

(c2
2θ

− 5

2

)1
θ

∂θ

∂xi

]
.

(2.33)

U ovom trenutku mo`emo da vidimo uzrok razlike BGK i ES-BGK mod-

ela u vrednosti Prantlovog broja. Naime, ES-BGK model smo uveli kao

modifikaciju BGK modela u smislu korekcije tenzora pritiska u izrazu

za Maksvelovu raspodelu, koju smo uveli koeficijentom b. Kako se ko-

eficijent b pojavquje u prvom ~lanu gorweg izraza, taj prvi ~lan mo`emo

smatrati korekcijom u odnosu na BGK model zahvaquju}i kojoj dobijamo

merenu vrednost Prantlovog broja, i u tom smislu korektan model.

Kako f (1) u ^epmen-Enskogovom razvoju

f|CE = fM + εf (1) + ε2f (2) + ε3f (3) + . . . .

stoji uz ~lan ε, ona mora da zadovoqava uslove kompatibilnosti (2.8).

Proverimo da to zaista jeste tako. Ra~unamo integrale

∫
m

 1
v

c2/ 2

 f (1) dv.

Kako je f (1) data izrazom (2.33) koji se sastoji od tri sabirka, mo`emo

razdvojiti integrale. Ra~unaju}i svaki od wih dobijamo da su jednaki

nuli

∫
m

 1
v

c2/ 2

 fM
b

2p θ

3∑
i=1

3∑
j=1

σ
(1)
ij c⟨icj⟩ dv = 0,

∫
m

 1
v

c2/ 2

 fM
1

ν

3∑
i=1

3∑
j=1

c⟨icj⟩

θ

∂u⟨i

∂xj⟩
dv = 0,

∫
m

 1
v

c2/ 2

 fM
1

ν

3∑
i=1

ci

(c2
2θ

− 5

2

)1
θ

∂θ

∂xi
dv = 0.
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Zakqu~ujemo, f (1) zadovoqava uslove kompatibilnosti.
Ono {to je jo{ karakteristi~no za neravnote`ne raspodele jesu nenula

elementi tenzora pritiska i vektora toplotnog protoka. Na osnovu for-

mule za wihovo izra~unavawe (2.10), specijalno za f (1) dobijamo

σ
(1)
ij =

∫
mc⟨icj⟩ f

(1)dv, q
(1)
i =

∫
m

2
ci c

2 f (1)dv.

Na{ slede}i zadatak je da poku{amo da dobijemo konkretan oblik ovih

elemenata. Polazimo od ra~unawa elemenata tenzora pritiska. S obzirom

na oznaku

c⟨icj⟩ = cicj −
1

3
c2δij ,

razmatra}emo zasebno elemente na dijagonali i van we. Po~nimo od vandi-

jagonalnih elemenata.

Za i ̸= j je
c⟨icj⟩ = cicj ,

pa je

σ
(1)
ij =

∫
mcicjf

(1)dv,

odnosno

σ
(1)
ij =

∫
m cicjfM

b

2pθ

( 3∑
i=1

3∑
j=1

σ
(1)
ij c⟨icj⟩

)
dv

−
∫
mcicjfM

1

ν

( 3∑
i=1

3∑
j=1

c⟨icj⟩

θ

∂u⟨i

∂xj⟩

)
dv

−
∫
mcicjfM

1

ν

( 3∑
i=1

ci

(c2
2θ

− 5

2

)1
θ

∂θ

∂xi

)
dv

= b σ
(1)
ij − 0− 2p

ν

∂ui
∂xj

. (2.34)

Ovde ve} mo`emo da osetimo komplikovanost metode. Dakle, ~ak ni u

prvoj aproksimaciji ne dobijamo eksplicitno vrednost σ
(1)
ij , ve} moramo

da re{avamo jedna~inu. To samo mo`e da nagovesti slo`enost problema

koja se javqa kod aproksimacija vi{eg reda.

Re{avaju}i jedna~inu (2.34) po σ
(1)
ij dobijamo vrednost vandijagonalnih

elemenata tenzora pritiska

σ
(1)
ij = − 2

1− b

p

ν

∂ui
∂xj

, za i ̸= j. (2.35)



2.6. Aproksimacija prvog reda 47

Izvedimo sada izraze za elemente tenzora pritiska na dijagonali. Za

i = j je

c⟨ici⟩ = cici −
1

3
c2,

pa je stoga

σ
(1)
ii =

∫
m(cici −

1

3
c2)f (1)dv.

Ukoliko uvrstimo izraz za f (1), a potom kao i kod vandijagonalnih eleme-

nata razdvojimo na tri integrala, nakon ra~unawa dobijamo

σ
(1)
ii = b σ

(1)
ii − 1

3
b (σ

(1)
11 + σ

(1)
22 + σ

(1)
33 )−

2p

ν

(∂ui
∂xi

− 1

3

(∂u1
∂x1

+
∂u2
∂x2

+
∂u3
∂x3

))
.

Na osnovu osobine (1.41) matrice σ i nakon re{avawa jedna~iine po σ
(1)
ii

sledi

σ
(1)
ii = − 2

1− b

p

ν

(∂ui
∂xi

− 1

3

(∂u1
∂x1

+
∂u2
∂x2

+
∂u3
∂x3

))
. (2.36)

Kona~no, objediwuju}i (2.35) i (2.36) dobijamo da su elementi tenzora

pritiska u prvoj aproksimaciji dati sa

σ
(1)
ij = − 2

1− b

p

ν

∂u⟨i

∂xj⟩
. (2.37)

Koeficijent viskoznosti je

µ =
1

1− b

p

ν
. (2.38)

Prilaze}i ovom problemu na drugi na~in-makroskopski formuli{u se

Navije-Stoksove jedna~ine

ρ
(∂ui
∂t

+
3∑

j=1

uj
∂uj
∂xj

)
=
∂ ςij
∂xi

za i = 1, 2, 3,

ili zapisano vektorski

ρ
(∂u
∂t

+ u · ∇u
)
= ∇ · ς,

gde je ς tenzor napona. Zavisno od problema koji se posmatra formuli{u se
konstitutivne jedna~ine, koje se odnose na odre|ivawe ta~nog oblika ten-

zora napona ς . Za fluide koji nisu u stawu ravnote`e, tenzor pritiska je
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proporcionalan gradijentu brzine i koeficijentu viskoznosti, koji pred-

stavqa meru unutra{weg trewa. Neophodno je naglasiti da se, gledano

makroskopski, konstitutivne jedna~ine odre|uju fenomenolo{kim putem.

Nasuprot tome, mikroanalizom smo dobili konstitutivnu jedna~inu koja

se odnosi na tenzor pritiska za gasove sa malim Knudsenovim brojem i u

tom slu~aju je

ς = −σ ,

pri ~emu su elementi matrice σ dati sa (2.37), dok je ta~an oblik koefici-

jenta viskoznosti odre|en sa (2.38).

Preostaje nam jo{ da odredimo ta~an oblik vektora toplotnog protoka

i koeficijenta toplotne provodqivosti i pove`emo ih sa Furijeovim

zakonom.

Na osnovu (2.10) mo`emo da izra~unamo

q
(1)
i =

∫
m

2
c2 ci fM

b

2pθ

( 3∑
i=1

3∑
j=1

σ
(1)
ij c⟨icj⟩

)
dv

−
∫
m

2
c2 ci fM

1

ν

( 3∑
i=1

3∑
j=1

c⟨icj⟩

θ

∂u⟨i

∂xj⟩

)
dv

−
∫
m

2
c2 ci fM

1

ν

( 3∑
i=1

ci

(c2
2θ

− 5

2

)1
θ

∂θ

∂xi

)
dv

= 0− 5

2

p

ν

∂θ

∂xi
− 0.

Zakqu~ujemo, elementi vektora toplotnog protoka u aproksimaciji prvog

reda su dati sa

q
(1)
i = −5

2

p

ν

∂θ

∂xi
, za i = 1, 2, 3. (2.39)

Koeficijent toplotne provodqivosti je

κ =
5

2

p

ν
. (2.40)

Furijeov zakon predstavqa konstitutivnu jedna~inu u izrazu za promenu

unutra{we energije i odnosi se na povezivawe toplotnog protoka i gradi-

jenta temperature. U op{tem slu~aju on glasi:

q = −η∇T,
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gde je η koeficijent toplotne provodqivosti. Izraz (2.40) nam odre|uje

ovaj koeficijent za gasove sa malom vredno{}u Knudsenovog broja

η =
k

m
κ =

5

2

k

m

p

ν
,

gde je k Bolcmanova konstanta.





Glava 3

Pore|ewe Hilbertovog i

^epmen-Enskogovog metoda

3.1 Osnovne definicije

Skalarni proizvod funkcija f1 = f1(v) i f2 = f2(v) defini{emo kao

⟨f1, f2⟩ =
∫
R3

f1(v) f2(v) dv. (3.1)

Ve} je diskutovano u poglavqu 1.4 da kolizioni operator (1.10), odnosno

wegovo uop{tewe-bilinearni operator (1.26) anuliramo tako {to defi-

ni{emo wihovu slabu formulaciju, a za test funkcije biramo kolizione

invarijante. Kolizione invarijante

ψ0 = 1, ψi = vi, i = 1, 2, 3, ψ4 = v2

se izvode koriste}i invarijantna svojstva bilinearnog operatora koja

poti~u od zakona odr`awa koli~ine kretawa i energije tokom procesa

sudara za koji se pretpostavqa da je idealno elasti~an. Dakle, kolizione

invarijante mo`emo da shvatimo kao posledicu zakona odr`awa i ovo

mo`emo zapisati pomo}u gore definisanog skalarnog proizvoda kao [1]:

⟨ψj , Q(f1, f2) ⟩ = 0, za j = 0, 1, 2, 3, 4. (3.2)

O~igledno, ovo je zapis relacije (1.27).

Tako|e, definicija (3.1) nam omogu}ava da formuli{emo izraze za ma-

kroskopske veli~ine: gustinu ρ, sredwu makroskopsku brzinu u i tempera-

51
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turu θ = k
m T na slede}i na~in:

ρ = ⟨ψ0, f⟩ (3.3)

u =
1

ρ

(
⟨ψ1, f⟩, ⟨ψ2, f⟩, ⟨ψ3, f⟩

)
(3.4)

θ =
1

3 ρ
⟨ψ4 − u2ψ0, f⟩. (3.5)

3.2 Hilbertov metod

U ovom odeqku razmatramo, istorijski gledano, prvi metod koji se zas-

niva na ideji tra`ewa pribli`nog re{ewa Bolcmanove jedna~ine putem

razvoja u red re{ewa po malom parametru koji ima fizi~ki smisao re-

cipro~ne vrednosti gustine gasa. Metod je dobio naziv po matemati~aru

D. Hilbertu1 koji ga je predlo`io 1912. godine, a bazira se iskqu~ivo

na dobijawu iteracija re{ewa Bolcmanove jedna~ine. Samo par godina

kasnije, ^epmen i Enskog, nezavisno jedan od drugog, se bave istom temom

i dobijaju identi~ne rezultate. Me|utim, sami metodi su se su{tinski

razlikovali. ^epmen je 1916. godine koriste}i Maksvelove jedna~ine, koje

opisuju transportne pojave, do{ao do op{tih formula za transportne ko-

eficijente. U svojoj doktorskoj disertaciji, 1917. godine, Enskog je dao

pribli`no re{ewe Bolcmanove jedna~ine, {to je upotrebio da izra~una

transportne koeficijente, koji su se u potpunosti slagali sa onim {to

je dobio i ^epmen. Enskogov metod je bio prihva}en od strane ^epmena

i Kaulinga2 u wihovoj kwizi The Mathematical Theory of Non-uniform
Gases, referenci koja se godinama pojavqivala u literaturi o kineti~koj
teoriji gasova, i dobio je naziv ^epmen-Enskogov metod.

Najpre razmatramo Hilbertov metod, a potom ^epmen-Enskogov u sle-

de}em odeqku.

Polazimo od bezdimenzionisane Bolcmanove jedna~ine (2.3)( ∂
∂t

+ v · ∇x

)
f =

1

ε
Q(f, f).

Re{ewe Bolcmanove jedna~ine razvijamo u red po malom parametru ε

f =

∞∑
k=0

εk fk. (3.6)

1 David Hilbert (1862-1943), nema~ki matemati~ar
2 Thomas George Cowling (1906-1990), engleski astronom
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Zamenom u Bolcmanovu jedna~inu dobijamo

∞∑
k=0

εk
( ∂
∂t

+ v · ∇x

)
fk =

1

ε
Q(

∞∑
k=0

εk fk,

∞∑
k=0

εk fk).

Izjedna~avawemizraza uz odgovaraju}e stepene εdobijamo sistem jedna~ina:

0 = Q(f0, f0), (3.7)( ∂
∂t

+ v · ∇x

)
f0 = 2Q(f0, f1), (3.8)( ∂

∂t
+ v · ∇x

)
f1 = 2Q(f0, f2) +Q(f1, f1), (3.9)

. . .

Iz jedna~ine (3.7) sledi da je f0 = fM tj. da razvoj funkcije raspodele u red

po malom parametru vr{imo u okolini ravnote`ne raspodele.

Gorwi sistem jedna~ina mo`emo zapisati u op{tem slu~aju kao

0 = Q(f0, f0),( ∂
∂t

+ v · ∇x

)
f0 = 2Q(f0, f1)( ∂

∂t
+ v · ∇x

)
fn−1 = 2Q(f0, fn) +

n−1∑
i=1

Q(fi, fn−i), n ≥ 2.

(3.10)

Defini{emo operator [1]

L : g 7−→ 2Q(f0, g), (3.11)

gde je g proizvoqna funkcija raspodele, a operator Q definisan sa (1.26).

Iz bilinearnosti operatora Q sledi linearnost operatora L.

Nula prostor operatora L ~ine funkcije raspodele koje su linearna

kombinacija funkcija ψjf0 tj.

N =
{
Ψ : Ψ =

4∑
j=0

αj ψj f0, αj = αj(t,x), ψj kolizione invarijante
}
.

(3.12)

Doka`imo na osnovu definicije bilinearnog operatora (1.26), ~iwenice

da Maksvelova raspodela zadovoqava uslov ravnote`e u strogom smislu
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(1.20) i anulirawu koje posti`u kolizione invarijante (1.28).

L(ψj f0) = 2Q(f0, ψj f0)

=

∫
R3

∫
S2

(
f ′0 ψ

′
j1f

′
01 + f ′01ψ

′
jf

′
0 − f0ψj1f01 − f01ψjf0

)
B dΩ dv1

=

∫
R3

∫
S2

(
f ′0 f

′
01(ψ

′
j1 + ψ′

j)− f0f01(ψj1 + ψj)
)
B dΩ dv1

=

∫
R3

∫
S2

f0f01(ψ
′
j1 + ψ′

j − ψj1 − ψj)B dΩ dv1

= 0.

Na osnovu definicije nula prostora

N =
{
Ψ : LΨ = 0

}
,

zakqu~ujemo da bazu ~ine funkcije ψj f0, {to je i trebalo dokazati.

Neka je g funkcija raspodele iz domena operatora L. Ozna~imo sa Φ
wenu sliku tj. neka je

Φ = Lg.

Iz definicije (3.11) operatora L, funkcija Φ je zapravo bilinearni oper-

ator

Φ = 2Q(f0, g).

Na osnovu osobine bilinearnih operatora (3.2)

⟨ψj , Q(f1, f2) ⟩ = 0,

gde su ψj za j = 0, 1, 2, 3, 4 kolizione invarijante, mi mo`emo da okarak-

teri{emo skup slika operatora L kao funkcije brzine koje su ortogonalne

na kolizione invarijante. Dakle, defini{emo prostor slika operatora L
na slede}i na~in:

R =
{
Φ(v) : ⟨ψj ,Φ⟩ = 0, ψj kolizione invarijante

}
. (3.13)

Razlo`imo domen operatora L na dva me|usobno ortogonalna komple-

menta

D(L) = N ⊕N⊥,
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gde je N nula prostor operatora L, a N⊥ wegov ortogonalni komple-

ment. Sada se svaka funkcija raspodele iz domena D(L) mo`e jedinstveno
prikazati kao zbir

g = Ψ+Ψ⊥, (3.14)

pri ~emu Ψ ∈ N , Ψ⊥ ∈ N⊥. Pokaza}emo da je Ψ⊥ = Φ, odnosno N⊥ = R.

Kako je funkcija Ψ ∈ N , ona se mo`e prikazati kao linearna kombinacija

vektora baze nula prostora

Ψ =

4∑
j=0

αj ψj f0.

Radi pojednostavqewa izraza, razmatra}emo svaki element baze zasebno,

odnosno prikaziva}emo funkciju Ψ kao

Ψ = ψj f0, za j = 1, 2, 3, 4.

Na osnovu razlagawa (3.14) funkcije g sledi da je

⟨ψi , g⟩ = ⟨ψi ,Ψ⟩+ ⟨ψi ,Ψ
⊥⟩

= ⟨ψi , ψjf0⟩+ ⟨ψi ,Ψ
⊥⟩, (3.15)

za i, j = 0, 1, 2, 3, 4. Na osnovu definicije skalarnog proizvoda (3.1) je

⟨ψi , ψjf0⟩ =
∫
R3

ψi ψj f0 dv.

Fiksirajmo j = 0. Tada je ψj = 1 i va`i

⟨

 1
v
c2

 , f0⟩ =
∫
R3

 1
v
c2

 f0 dv =

 ρ
u
2e

 .

Sa druge strane, za funkciju raspodele g tako|e va`i

⟨

 1
v
c2

 , g⟩ =
∫
R3

 1
v
c2

 g dv =

 ρ
u
2e

 .

Mo`emo zakqu~iti da zbog fizi~ke interpretacije skalarnog proizvoda

⟨ψi , f0⟩ i ⟨ψi , g⟩, odnosno ~iwenice da su to makroskopske veli~ine va`i
jednakost dva izraza. Vra}aju}i ovaj rezultat u (3.15) sledi da je

⟨ψi ,Ψ
⊥⟩ = 0. (3.16)
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Sada iz (3.15) dobijamo jednakost skalarnog proizvoda

⟨ψi , g⟩ = ⟨ψi , ψjf0⟩,

i za j = 1, 2, 3, 4.
Mo`emo izdvojiti dve posledice jedna~ine (3.16). Prvo, ukoliko Ψ ∈

N `elimo da opi{emo kao projekciju funkcije g [9]

Ψ = Pg,

onda va`i da je

P (Ψ⊥) = 0,

s obzirom daΨ⊥ ∈ N⊥ i ortogonalnost prostoraN iN⊥. S druge strane,

ako se osvrnemo na jedna~inu (3.16)

⟨ψi ,Ψ
⊥⟩ = 0,

mo`emo definisati projektor P na nula prostor operatora L na slede}i

na~in:

P ( · ) = ⟨ψj , · ⟩. (3.17)

Drugo, direktnoiz definicije (3.13) prostora slikaoperatoraLi jedna~ine

(3.16) sledi da

Ψ⊥ ∈ R,

odnosno da je ortogonalni komplement nula prostora N zapravo prostor

slika operatora L
N⊥ = R,

{to nam je i bio ciq da poka`emo.

Defini{emo pseudo-inverziju operatora L

L−1 : R 7−→ R.

Da bismo sistem jedna~ina (3.7), (3.8), (3.9) itd. Hilbertovog metoda

zapisali u operatorskoj formi, polazimo od razvoja

f =

∞∑
k=0

εk fk

i svaki ~lan prikazujemo kao zbir

fk = Ψk +Φk, (3.18)
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pri ~emu Ψk ∈ N i Φk ∈ R.

Jedna~inu (3.8) mo`emo zapisati u operatorskoj formi

Df0 = Lf1. (3.19)

Na osnovu (3.18) funkciju raspodele f1 mo`emo zapisati kao zbir

f1 = Ψ1 +Φ1,

gde Ψ1 ∈ N i Φ1 ∈ R. Sada je

Lf1 = L(Ψ1 +Φ1) = LΨ1 + LΦ1 = LΦ1,

jer je L linearni operator i Ψ1 ∈ N pa je LΨ1 = 0. Kona~no, operatorska
jedna~ina (3.19) postaje

Df0 = LΦ1. (3.20)

Projektuju}i na nula prostor projektorom P dobijamo

PDf0 = 0, (3.21)

s obzirom na ortogonalnost prostora slika i nula prostora i ~iwenice

da LΦ1 ∈ R. Vr{e}i pseudo-inverziju jedna~ine (3.20) dobijamo

Φ1 = L−1Df0. (3.22)

Dakle, polaze}i od jedna~ine (3.8) defini{u}i operator L i projektor P
izveli smo dve jedna~ine (3.21) i (3.22).

Isto }emo poku{ati i sa jedna~inom (3.9). Zapisana u operatorskoj

formi ona glasi:

Df1 = Lf2 +Q(f1, f1).

Kako funkciju f2 na osnovu (3.18) mo`emo zapisati u obliku zbira

f2 = Ψ2 +Φ2,

i kako va`i

Lf2 = LΦ2,

sledi da je

Df1 = LΦ2 +Q(f1, f1). (3.23)

Vr{e}i projekciju projektorom P dobijamo

PDf1 = P (LΦ2) + PQ(f1, f1).
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Po{to LΦ2 ∈ R va`i P (LΦ2) = 0, ali i tako|e PQ(f1, f1) = 0, jer na

osnovu definicije projektora (3.17)

PQ(f1, f1) = ⟨ψj , Q(f1, f1)⟩,

a na osnovu osobine bilinearnog operatora (3.2) sledi tra`eni rezultat.

Dakle,

PDf1 = 0. (3.24)

Ako izvr{imo pseudo-inverziju jedna~ine (3.23) dobijamo

Φ2 = L−1(Df1 −Q(f1, f1)). (3.25)

Dakle, svaka jedna~ina (3.8) , (3.9) itd. mo`e biti razdvojena na dve:

PDf0 = 0, (3.26)

Φ1 = L−1Df0, (3.27)

PDΨ1 = −PDΦ1, (3.28)

Φ2 = L−1(Df1 −Q(f1, f1)) (3.29)

. . .

Raspisuju}i jedna~inu (3.26) zapravo dobijamo Ojlerove jedna~ine.

Polaze}i od uop{tewa (3.10)

Df0 = Lf1

Dfn−1 = Lfn +
n−1∑
i=1

Q(fi, fn−i), n ≥ 2.

jednomprojektuju}i, a drugiput vr{e}ipseudo-inverziju dobijamouop{tewe

sistema jedna~ina (3.26), (3.27), (3.28), (3.29) itd.

PDf0 = 0, (3.30)

Φ1 = L−1Df0, (3.31)

PDΨn−1 = −PDΦn−1, (3.32)

Φn = L−1(Dfn−1 −
n−1∑
i=1

Q(fi, fn−i), n ≥ 2. (3.33)
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Napomena 3.2.1. Sistem jedna~ina (3.10), dobijen asimptotskim razvojem

re{ewaBolcmanove jedna~inepomalomparametru, pru`anaduda se rekurz-

ijom mo`e do}i do pribli`nog re{ewa, pod pretpostavkom da red po ε
konvergira. Ova ideja je u operatorskoj formi i realizovana, a svaka od

jedna~ina (osim prve) je razdvojena na dve (videti (3.30)-(3.33). Pitawe je

kako se ovaj rekurzivni postupak sprovodi u praksi. Mo`e se pokazati da se

sistem (3.10), izuzimaju}i prvu jedna~inu, mo`e zapisati kao sistem neho-

mogenihFredholmovih integralnih jedna~ina druge vrste [7]. Ispostavqa
se da pridru`ene homogene jedna~ine, koje se svode na Lfn = 0, n ≥ 1, imaju
netrivijalno re{ewe fn = ψjf0, {to je pokazano u analizi nula prostora
operatora L. Tada se mo`e iskoristiti rezultat iz teorije Fredholmovih
jedna~ina koji glasi: ako homogena integralna jedna~ina ima netrivijalno

re{ewe, onda nehomogena jedna~ina ima re{ewe ako i samo ako je zado-

voqen uslov koji se u operatorskoj formi svodi na PDfn−1 = 0, n ≥ 1,
a iz kog slede jedna~ine (3.30), odnosno (3.32). Ovaj uslov se u analizi

Fredholmovih jedna~ina zove uslov re{ivosti.

3.3 ^epmen-Enskogov metod

U ovom poglavqu navodimo jednu verziju ^epmen-Enskogovog metoda koja se

odnosi na poboq{awe Hilbertovog metoda. Razvijamo funkciju raspodele

f u red (3.6)

f =
∞∑
k=0

εk fk,

i zadr`avamo se na prvoj aproksimaciji

f ≈ f0 + ε f1.

Znamo da je

PDFk = 0 , za ∀ k ≥ 0,

pa je

PD(f0 + ε f1) = PDf0 + εPDf1 = 0. (3.34)

Iz jedna~ine (3.19) sledi da f1 mo`emo zapisati u obliku

f1 = L−1Df0.

Ako vratimo ovaj rezultat u (3.34) dobijamo

PDf0 + εPDL−1Df0 = 0,
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a kako je iz (3.26)

PDf0 = 0,

mo`emo zapisati

PDf0 + εPDL−1Df0 = εPDL−1PDf0.

Sre|ivawem dobijamo jedna~inu prve aproksimacije ^epmen-Enskogovog

metoda

PDf0 = −εPDL−1(I − P )Df0, (3.35)

dok je jedna~ina istog reda koja odre|uje inverziju

Φ1 = L−1(I − P )Df0.

Desna strana (3.35) odgovara jedna~inama (2.19) za k = 1 i predstavqa

korekciju prvog reda Ojlerovih jedna~ina gasne dinamike.



Zakqu~ak

U radu je prikazan ^epmen-Enskogov metod analize Bolcmanove jedna~ine.

Wegova primena je bila omogu}ena pretpostavkom da u jedna~ini figuri{e

mali parametar, Knudsenov broj, {to odgovara hidrodinami~koj aproksi-

maciji. U matemati~kom smislu radi se o singularno perturbovanom prob-

lemu.

U prvoj glavi je dat kratak osvrt na Bolcmanovu jedna~inu, izvo|ewe

markoskopskih jedna~ina i kolizione modele. Druga glava je u celosti

bila posve}ena ^epmen-Enskogovom metodu koji predstavqa istovremeni

formalni asimptotski razvoj re{ewa Bolcmanovejedna~ine i makroskop-

skih jedna~ina. Pokazano je da se neravnote`ni protoci makroskopskih

veli~ina, tenzor pritiska i toplotni protok, mogu u prvoj aproksimaciji

izraziti kao funkcije gradijenata ravnote`nih veli~ina. Na ovaj na~in

su reprodukovane Navije-Stoksove jedna~ine i Furijeov zakon provo|ewa

toplote. Tre}a glava sadr`ikomparativnu analizuHilbertovog i^epmen-

Enskogovog metoda izvr{enu uz pomo} teorije operatora.

Pokazano je da ^epmen-Enskogov metod predstavqa efikasan metod

asimptotske analize Bolcmanove jedna~ine koji potvr|uje validnost kon-

stitutivnih jedna~ina klasi~ne hidrodinamike u prvoj aproksimaciji.

Interesantno bi bilo u daqem radu analizirati primenu ovog metoda

u slu~aju gasnih me{avina, kao i u fizici plazme.
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Member: Srboljub Simić, PhD, full professor, Faculty of Technical Sci-

ence, Novi Sad
Mentor: Marko Nedeljkov, PhD, full professor, Faculty of Science, Novi

Sad

70


