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Predgovor

Pojam zavisnosti star je, ¢ini se, koliko i sama ljudska misao. Logika uzrocno — posledi¢nih
veza, koje u svetu danaSnjeg bivstvovanja namec¢u mnoga naucna, socioloSka i ekonomsko —
politicka pitanja, danas vodi samo jednom — pokuSaju jasnog definisanja, tj. formulisanja
matemati¢kih modela i zakonitosti istih.

Iako ne postoji jedinstvena opSta definicija rizika, i Cesto se uzima kao sinonim za
mogucénost gubitka, verovatnocu gubitka, neizvesnost, odstupanje stvarnih od ocekivanih
rezultata, postoje elementi koji su zajednicki u svim definicijama, a to su: neizvesnost i gubitak.
U osiguranju rizik se ¢esto definiSe kao mogu¢i ekonomski Stetan, neizvestan budu¢i dogadaj na
koji osiguranik ili neka druga zainteresovana lica ne mogu da uticu, pa je kao takav pogodan da
bude predmet osiguranja. Razvojem misli i1 ideja o riziku, kao jednom od najbitnijih entiteta
osiguranja, te kvalifikaciji 1 kvantifikaciji istog, u najve¢em je doprinele teorija verovatnoce,
koja je u koegzistenciji sa statistikom stvorila bazu aktuarske nauke.

Prvobitni matematicki aparat u osiguranju zasnivao se na pojednostavljenim prepostavkama
koje su onemogucavale definisanje modela koji na pravi nacin oslikavaju realnost. Pretpostavka
o nezavisnosti medu rizicima omogucila je da pomocu zakona velikih brojeva lako izracunamo
premiju osiguranja. S druge strane, ova “lako¢a* u racunanju Cesto je dovodila do potcenjivanja
premije osiguranja. Prepostavimo, na primer da osiguravaju¢a kompanija osigura od zemljotresa
stan 1 i stan 2, koji se nalaze na istom spratu jedne zgrade. Ukoliko bi ta zgrada bila zahvacena
zemljotresom, bilo bi sasvim nerealno prepostaviti da jedan stan bude potpuno uniSten u
zemljotresu, a da drugi ne pretrpi nikakvu Stetu. Dakle, premija utvrdena pod pretpostavkom o
nezavisnosti ova dva slucaja manja je od fer premije koju bi ovi osiguranici trebali da plate.
Osiguravajuc¢a kompanija koja je osigurala viSe putnika na istom letu takode je izloZena riziku da
istovremeno isplati viSe Steta koje nastaju kao posledica istog uzroka.

Sli¢ne primere nalazimo i kod Zivotnih osiguranje, na primer, kod zajednickog rentnog
osiguranja (joint life), kod kojeg period trajanja placanja zavisi od ternutaka smrti osiguranih
lica. Kako su ovi osiguranici ¢esto povezana lica (npr. supruznici) iskustvo je pokazalo da je i
vreme njihove smrti na neki nacin povezano. Drugim re¢ima, smrt jednog supruznika, veoma
¢esto dovodi do pogorSanja zdravstvenog stanja ili cak do smrtnog ishoda drugog.

Vidimo da prepostavka o nezavisnosti u modernom svetu osiguranja nije realna. Ono $to
nam je sve viSe potrebno je egzaktno utvrdivanje povezanosti medu rizicima koje omogucava
zakljucivanje o uzrocno — posledi¢nim i stohastickim odnosima medu njima kao i predvidanje



jednih na osnovu drugih. Dakle, efikasan menadZment rizika mora biti u mogucnosti da odgovori
na pitanje da li je zavisnost medu rizicima opasna i ako jeste u kojoj meri. U te svrhe koriste se
alati koji omogucavaju kvantifikovanje, poredenje i modeliranje jacine zavisnosti medu
razli¢itim rizicima. Upravo ovi alati kao i njihova primena u aktuarskoj matematici su tema ovog
rada.

Ovom prilikom Zelim da se zahvalim svim profesorima i asistentima na saradnji i ukazanom
znanju tokom studiranja. Posebno se zahvaljujem svom mentoru, dr Dori Selesi, za stru¢no i
profesionalno usmeravanje kao i za svesrdnu pomo¢ koju mi je pruZzila pri izradi ovog rada.
Zahvaljujem se 1 svima koji su mi, na bilo koji nacin pruzili pomo¢ i1 podrSku, prvenstveno
svojoj porodici i prijateljima.

Novi Sad, 28.09.2010. Milan Rankov
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1

Modeliranje rizika

U poslovnom svetu rizik se Cesto definiSe kao dogadaj koji moze, a ne mora da se dogodi i koji
sa sobom nosi odredene negativne finansijske posledice. Na osnovu ove definicije zaklju¢ujemo
da rizike moZemo predstaviti sluajnim promenljivama ¢iji skupovi vrednosti opisuju pomenute
negativne posledice. U nastavku navodimo osnovne pojmove koje koristimo u modeliranju
rizika.

1.1 FUNKCIJE KVANTILA

Pre nego Sto definiSemo funkcije kvantila objasni¢emo Sta je jednakost u raspodeli, s obzirom da
su aktuarima obicno interesantnije funkcije raspodele slucajnih promenljivih nego same slu¢ajne
promenljive.

Definicija 1.1.1. Za dve slucajne promenljive X i ¥ kaZemo da su jednake u raspodeli ako vazi
F,=F 4§ F,(x)=F,(x), zasvexe R
Ovo zapisujemo sa X =;7Y.

Definicija 1.1.2. Za datu funkciju raspodele Fy, definiSemo njene inverzne funkcije Fy' i Fy'*

na jedan od sledec¢a dva nacina

F;(p)zinf{xe RIF,(x)= p}=sup{xe RIF, (x) < p},

Fy"(p)=inf{xe RI F, (x)> p} =sup{xe RI F, (x) < p}
za pe[0,1] gde po konvenciji uzimamo inf & = +eo i supd = —co. \Y

Za dati nivo verovatnoée p, Fy'(p) je p — ti kvantil od X (Cesto se ozna¢ava sa g).
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Lema 1.1.3 Za bilo koji realan broj x i nivo verovatnoce p, vaZzi slede¢a nejednakost:
i) F'(p)Sxe p<F(x);
(i) x< F,"(p) & Pr[X <x]=F, (x-) < p.

Osobina 1.1.4 Ako slucajna promenljiva X ima neprekidnu funkciju raspodele Fy tada
F, (X):U(O,1).

Osobina 1.1.5 Neka je X sluc¢ajna promenljiva sa ne nuzno neprekidnom funkcijom raspodele
Fx.Ako U :U(0,]1) tada

X=,F'(U)y=, F;'(U)=, F;"(U)=, F;" (U). (1.1)

1.2 STOP - LOSS TRANSFORMACIJA

Za datu slu¢ajnu promenljivu X, sluajna promenljiva (X — )., gde je & =max{&,0} predstavlja

iznos za koji X prelazi dati prag ¢.

U osiguranju ovo t najcesce predstavilja odbitak ili samopridriaj (na primer, kod stop —
loss ugovora o reosiguranju). Reosiguranje viska gubitka/Steta (stop — loss reinsurance)
spada u neproporcionalna reosiguranja. Reosiguravac preuzima obavezu za naknadu Stete
iznad ugovorenog iznosa u odredenoj vrsti osiguranja za izvesno vremensko razdoblje,
obicno za godinu dana. Osiguravac pre toga odreduje svoj samopridriaj vezan za
jednogodisnje obaveze. Reosiguranje mu pokriva samo visak Steta kao zbirni celogodisnji
iznos koji prelazi samopridriaj (s tim Sto se visina te obaveze po pravilu ogranicava).
Naravno, osiguravac ne moZe utvrditi samopridriaj tako da svaku godinu zavrsava
povoljno prevaljujuci gubitke na reosiguravaca. Zbog toga se u praksi moguci gubici iz
posla obicno dele. Ovaj vid zastite pokazao se nezamenljiv kod onih vrsta rizika gde
postoje velika kolebanja godisnjih poslovnih rezultata. Stoga za ugovarace ima smisla
samo kada se zakljucuje na dugorocnoj osnovi jer se time izjednacavaju dobri i losi
rezultati. Znacajnu primenu reosiguranje viska gubitka naslo je, recimo, kod osiguranja
useva i plodova i osiguranja od izlivanja vode.

Definicija 1.2.1. Funkcija 7, () = E[(X —t), ] naziva se stop — loss transformacija od X. Kod

stop — loss ugovora o reosiguranju ova velicina predstavlja ocekivani iznos steta koje je
reosiguravac duzan da isplati cedentu (osiguravacu) . Dakle, ocekivani iznos iznad
samopridrZaja.
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Osobina 1.2.2 Pretpostavimo da vaZi E[l X |]]<+4oeo. Stop — loss transformacija 7, (f) ima

sledece osobine:
(1) Ona je opadajuca i konveksna;

@) lim,, 7, (t)=01lim, , {7, (t)+t}=E[X].

t—>+o0 t——o0

1.3 KOMONOTONOST

Definicija 1.3.1. Slucajni vektor X je komonoton ako i samo ako postoji slu¢ajna promenljiva
Z 1ineopadajuce funkcije ¢,,1,...,t, tako da vazi

X =, (1,(2),1,(Z).. 1 (Z)). v
U radu je koriS¢ena oznaka (X lc . ¢ nC ) za komonotoni slucajni vektor.

1.3.1 Komonotonost i Frechetova gornja granica

Definicija 1.3.2. Neka su F|, F,...,F, jednodimenzionalne funkcije raspodele. Frechetov prostor
R,(F,,F,...,.F)) sastoji se od svih n — dimenzionalnih funkcija raspodele Fx sluCajnih vektora X

¢ije su marginalne funkcije raspodele F,, F,....F , tj.
F(x)=Pr[X, <x], xeR, i=12,.,n Vv

Elementi skupa R, (F,F,..,F,) su ograniCeni od gore posebnom viSedimenzionalnom

funkcijom raspodele, koju nazivamo Frechetova gornja granica.

Definicija 1.3.3 DefiniS§imo Frechetovu gornju granicu kao
W (x)=min{F (x,), F,(x,)....,F(x,)}, xe R".
Tada nejednakost
Fy (x)<W (x) (1.2)
vazizasve xe R"i Xe R (F.F,...F)).

Teorema 1.3.4 Slucajni vektor X € R (F,,F,....F,) je komonoton ako i samo ako je njegova

viSedimenzionalna funkcija raspodele W,,.
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1.4 MEDUSOBNA ISKLJUCIVOST

Pojam medusobne iskljuc¢ivosti je, na neki nacin, suprotnost pojmu komonotonosti. U nastavku
se bavimo rizicima, tj nenegativnhim sluCajnim promenljivama u Frechetovom prostoru

R (F,F,..,F), gde su F; takvi da vazi F,(0-)=F,(0-)=...=F,(0-)=0.

Definicija 1.4.1. Za viSediemenzionalni rizik X iz R (F,,F,...,F,) kaZzemo da je medusobno

iskljuciv ako vazi
Pr[X, > O,Xj >0]=0 zasvei#j.

Drugim re¢ima, rizici X, ,..., X, su medusobno iskljucivi kada najviSe jedan od njih moZe biti

razli¢it od nule. Dakle, pretpostavka da je neki rizik razli¢it od nule direktno implicira da su svih
ostali jednaki nuli.

Opazamo da medusobna iskljucCivost X ukazuje da je njena funkcija gustine raspodele fx
skoncentrisana oko osa.

Primedba 1.4.2. U dvodimenzionalnom slu¢aju medusobnu iskljuivost nazivamo
kontramonotonost. Dakle, za dvodimenzionalnu sluajnu promenljivu kazemo da je
kontramonotona ako se njena raspodela moZe predstaviti kao (¢,(Z),t,(Z)) za neku slucajnu

promenljivu Z, rastu¢u funkciju #; i opadajucu funkciju #,. Rastu¢a vrednost jedne komponente
uti¢e na smanjenje druge.

Frechetova donja granica

Elementi prostora R, (F,F,..,F,) su ograni¢eni odozdo sa funkcijom koju nazivamo

Frechetova donja granica i koja je prikazana u sledecoj definiciji.

Definicija 1.4.3 Ako definiSemo Frechetovu donju granicu kao

Mn(x)=maX{Zn:E(xi)—(n—1),0}, xe R".

i=1
Nejednakost
M, (x)<F;(x) (1.3)

vazizasve xe R"i Xe R (F.F,...F)).
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Egzistencija Frechetove donje granice u Frechetovom prostoru

Frechetove donje granice nisu uvek funkcije raspodele. Sledeci rezultat obezbeduje potrebne i
dovoljne uslove kada je M, funkcija raspodele u R (F,,F,....F,).

Teorema 1.4.4 Potreban i dovoljan uslov da bi M, bila odgovaraju¢a funkcija raspodele u
R,(F,F,..,F)) jedaza svako x za koje 0< Fj(xj) <1, j=1,2,....,n, vaziili

iFj(xﬂ,JSl (1.4)
ili

(x;)<1. (1.5)

Medusobna iskljucivost i Frechetova donja granica

Frechetov prostor ne sadrzi uvek medusobno iskljucive rizike. Potreban i dovoljan uslov daje
sledec¢a teorema.

Teorema 1.4.5 Frechetov prostor R, (F,,F,,...,F,) sadrzi medusobno iskljuéive rizike, ako i

samo ako je zadovoljen sledeci uslov

D ¢ <1 gdeje g,=1-F(0) i=12,..n (1.6)

i=1

Teorema 1.4.6 Posmatrajmo Frechetov prostor R’ (F,,F,,...,F,) koji zadovoljava (1.6) i neka

je Xe R (F,,F,...,F)). Tada je X medusobno iskljuéiv ako i samo ako vazi

M, (x)=F,(x), xeR".
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Merenje i poredenje rizika

Razvijena trziSta pruzaju nam mogucnost da trgujemo rizikom kao sa bilo kojom drugom robom.
Kao najces¢i ucesnici ovog trgovanja susrecu se osiguravaju¢e kompanije i banke koje kupuju
rizik za odgovarajucu cenu koja je zapravo novacani izraz potencijalne opasnosti koju ovaj rizik
nosi. Upravo ovo merenje opasnosti rizika bi¢e centralni pojam u prvom delu ovog poglavlja.

Vekovima, funkcija osiguravaca i reosiguravaca bila je da prodaju pokrice rizika. U poslednjim
decenijama u ovu aktivnost ukljucile su se i banke 1 druge finansijske institucije, pokuSavajuc¢i da
primljene rizike plasiraju na trziSta na kojima se oni mogu kontrolisati. Kao vid kontrole oni sve
viSe koriste moderne tehnike merenja rizika i procene profitabilnosti odredenog biznisa koji
predstavlja potencijano mesto plasmana ovog rizika. MenadZeri osiguravaju¢ih kompanija
konstantno su pod pritiskom klijenata tj. osiguranika, s jedne, i akcionara, s druge strane. Prve
interesuje, iskljucivo, finansijska sigurnost dok drugi insistiraju na odgovaraju¢em profitu na
uloZena sredstva koji smatraju srazmernim riziku koji su ovim ulaganjem prihvatili.

2.1 MERE RIZIKA

U osiguranju 1 finansijama susrecemo se sa razli¢itim merama rizika, od onih najjednostavnijih
koje ne oslikavaju relanost na najbolji nacin do onih najslozenijih koje su cesto veoma
komplikovane za “rukovanje”. Drugim refima, nemoguce je govoriti o pravoj meri rizika jer
svaka moze biti na neki nacin prava ukoliko najbolje odgovara datoj situaciji i postavljenim
pretpostavkama. Takode, razlicite klase mera rizika odraz su razlicitih pristupa. Ipak poslednjih
godina pojavila se znacajna literatura koja opisuje sofisticiranu teoriju mera rizika. Prekretnica u
ovom razvoju bio je aksiomatski pristup merama rizika.

S obzirom da rizike posmatramo kao nenegativne sluCajne promenljive, merenje rizika je,
zapravo, uspostavljanje odgovarajuceg preslikavanja izmedu prostora slucajnih promenljivih i

nenegativnih realnih brojeva R*. Dakle, realni broj koji predstavlja op$tu meru rizika koji je

opisan slu¢ajnom promenljivom X oznaava se sa p[X]. Zaklju¢ujemo da mera rizika nije niSta

drugo, do funkcionela koja riziku dodeljuje nenegativan realan broj.
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Najvaznije je da razumemo koji vid rizi¢nosti neizvesnog ishoda data mera pokuSava da oceni.
Ne postoji mera rizika koja obuhvata celokupnu sliku opasnosti sadrZzane u nekoj realnoj situaciji
ve¢ se svaka od njih bavi isklju¢ivo jednim aspektom ove opasnosti. Napravimo paralelu sa
statistikom gde pojedine karakteristike raspodele imaju razlicito znaCenje i upotrebu. Tako, na
primer, ocekivanje koristimo kao meru centralne tendencije, disperziju kao meru rasipanja,
koeficijent asimetrije kao meru asimetrije raspodele itd. Navedene zakljuc¢ke formalizujemo
sledecom definicijom.

Definicija 2.1.1 Mera rizika je funkcionela p koja preslikava rizik X u nenegativni realan broj

p[X1], (koji moZe biti 1 beskonaCan), koji predstavlja dodatni novac koji je potrebno dodati

riziku X da bi ga ucinili prihvatljivim. ! \Y%

Ideja je dakle, da pmeri rizicnost tako da velike vrednosti p[X] ukazuju da se radi o

“opasnom* riziku. U slucaju da je X mogu¢i gubitak nekog portfolia tokom nekog vremenskog
perioda, p[X] interpretiramo kao iznos kapitala koji je potrebno dodati kao “obezbedenje” ovog

portfolia kako bi on bio prihvatljiv sa aspekta interne ili eksterne kontrole rizika. U tom slucaju
p[X] se zove riziko kapital portfolia. Ove mere rizika Kkoriste se za odredivanje rezervi i
margine solventnosti kao i iznosa minimalnog kapitala potrebnog za odrzavanje solventnosti
kompanije”.

2.1.1 VREDNOST POD RIZIKOM (VALUE — AT — RISK , VAR)

U poslednjoj deceniji primetan je rast upotrebe kvantila u aktuarskoj praksi. Zahvaljujuci
njihovoj jednostavnoj interpetaciji kvantili se sve viSe koriste u modernom menadZzmentu rizika u
obliku koncepta vrednost pod rizikom (value — at — risk, VaR). Ovaj pojam nam daje odgovor na
pitanje: Kolike gubitke mozemo ocekivati u toku jednog dana, nedelje, godine...sa datom
verovatno¢om? U danasnjem finansijskom svetu VaR je postao vodec¢a mera rizika, s obzirom da
su regulatorni organi Sirom sveta prihvatili ovaj model kao osnovu za utvrdivanje iznosa
minimalnih sredstava koje kompanija mora da poseduje kada je izloZena trziSnom riziku.

Definicija 2.1.2 Za dati rizik X i verovatno¢u pe (0,1), odgovaraju¢i VaR oznaavamo sa
VaR[X ; p], i definiSemo kao

tu poglavlju 2 [2] detaljno su predstavljene mere rizika koje se koriste za odredivanje rezervi i minimalne visine
kapitala za izbegavanje nesolventnosti. Navedene su mere rizika koje mere gornje repove funkcija raspodela. Zbog
jednostavnosti razmatrani su trzisni modeli bez pretpostvake o iznosu kamatne stope.

> Vidi Panjer (1998)
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VaR[X; p]=Fy'(p). v

Napomenimo jo$ da VaR uvek postoji i da je iskazan u odgovaraju¢im novCanim jedinicama, tj.
kao novéani gubitak. Cesto éemo koristiti sledeéu ekvivalenciju koja vaZi za svako xe R i
pe (0,1):

VaR[X;p]l<x & p<F,(x) 2.1)

Primena VaR u utvrdivanju solventnosti osiguravajucih kompanija

U poslovima osiguranja, proizvodni ciklus je obrnut, tj. premija se placa unapred
(osiguranik) pre nego Sto osiguravac isplati potencijalne Stete osiguraniku. Portfolio
moZe biti ugroZen ukoliko je njegov gubitak X pozitivan (ili ekvivalnetno, njegov profit -X
negativan), tj. ukoliko je nemoguce ispuniti obaveze prema osiguranicima. Solventnost
predstavlja finansijski kapacitet odredenog rizicnog posla da u svakom trenutku odgovori
na sve ugovorne obaveze. U cilju zastite osiguranika, regulatorni organi nametnuli su
odredene zahteve u pogledu visine kapitala (solvency capital requirement, p[X])

osigravajucih kompanija. Na ovaj nacin oni zahtevaju da iznos slobodnog kapitala, tj.
suficit aktive nad obavezama (rezervama) bude uvek bar p[X]. Ovaj kapital koristi se

kao obezbedenje od rizika da premije zajedno sa rezervama i prihodima od investiranja
ne budu dovoljne za pokrivanje buducih obaveza. Dakle, p[X] se odreduje tako da je

,prilicno sigurno” da se dogadaj {X > p[ X1} nece desiti. Na nasem trZistu primeri ovih

zahteva, koje odreduje Narodna banka Srbije, su minimalni iznosi osnivnog kapitala
kompanije, garanta rezerva i margina solventnosti.

2.2 POREDENJE RIZIKA

Prethodno smo definisali pojam mere rizika koji nam omogucava da izmerimo rizi¢nost buduceg
slu¢ajnog dogadaja a ovde dajemo formalizaciju intuitivhog poredenja slu¢ajnih promenljivih, tj.
iskaza da je slucajna promenljiva X ,, opasnija”, tj. nosi vece rizik od slu¢ajne promenljive Y.
Ovo poredenje moglo bi se bazirati na jednoj meri rizika i potpunom poretku slucajnih
promenljivih, ali s obzirom da je ovo poredenje previse grubo mi ¢emo poredenje zasnivati na
veCem broju mera rizika. Na ovaj naCin dobijamo parcijalne poretke medu slucajnim
promenljivama, koji se nazivaju stohastickim poretcima.

Uopsteno govoreci, stohastiCki poredak je relacija poretka koja nam dozvoljava da poredimo
mere verovatnoce. Najjednostavniji na¢in da rangiramo rizi¢ne situacije je da izratunamo neku
meru rizika i da prema njoj uporedimo date rizike. U praksi se, medutim, Cesto deSava da, iako
nam odredena mera rizika najviSe odgovara u datoj situaciji, vrednosti pridruzenih parametara
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(nivoi verovatno¢a za VaR i TVaR (tail value—at—risk), koeficijent averzije prema riziku za
eksponencijalnu funkciju korisnosti itd.) nisu fiksirani za dati problem. Iz tog razloga aktuari
zahtevaju mnogo vise od jednostavnog poredenja baziranog na jednoj meri rizika. Naime, oni
zahtevaju da rizik bude povoljniji u odnosu na veci broj mera rizika. Na ovaj nacin nastaje
parcijalno uredenje (tj. viSe nije mogucée porediti svaki par rizika posebno) koje se naziva
stohastiCki poredak.

Istorijski gledano, stohasticki poredak prvobitno se javlja u obliku majorizacije, koja je
kasnije proSirena na teoriju dilatacije i na kraju kao, neosporno, najbolji poznati oblik
stohastickog poretka javlja se stohasticka dominacija koju je uveo Lehmann (1955) a neSto
kasnije, detaljno razradili Kamae, Krengel i O’Brien (1977). Vremenom se razvija vec¢i broj
drugih poredaka koji pronalaze primenu u razli¢itim oblastima, medu kojima su najznacajnije:
statistika, teorija redova Cekanja, teorija pouzdanosti, ekonomija, biomatematika, aktuarska
nauka, fizika i mnoge druge.

Intresovanje aktuara za stohastiCke poretke prvobitno se javlja u ranim radovima Borcha
(1961) i1 Biihlmanna (1977). U poslednjim decenijama interesovanje je poraslo do te mere da su
stohasti¢ki poretci postali najzna&ajniji alat za poredenje rizi¢nosti razli¢itih sluGajnih situacija’.

U nastavku ¢emo porediti rizike pomocu transformacija sluc¢ajnih promenljivih. Tako, na

primer, poredenjem funkcija raspodele dobijamo stohasticku dominaciju =<gsr, poredenjem
stop — loss trasformacija dobijamo konveksni poredak <gs - i stop — loss poredak =g, a

poredenjem funkcija generatrisa momenata poredak <wigr.

2.2.1 STOHASTICKE RELACIJE PORETKA

Parcijalni poretci funkcija raspodele

Relacije poretka koje ¢emo razmatrati u daljem radu su parcijalni poretci definisani na skupu
funkcija raspodele. Defini§imo ovaj pojam preciznije.
Definicija 2.2.1. Neka je S skup jednodimenzionalnih funkcija raspodele. Binarna relacija < je

parcijalni poredak na skupu § ako za bilo koje elemente Fy , Fy1 Fz iz skupa S vazZe sledece
osobine:

? Detaljan opis primene u aktuarstvu moZe se naéi u knjigama Goovaertsa (1990), Kaasa, Van Heerwaardena i
Goovaertsa (1994)
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1) Akoje Fx = Fyi1 Fy= Fz onda je Fx < F (tranzitivnost)

(i1) Fx =< Fx (refleksivnost)

(iii) Akoje Fx X Fy 1Fy = Fx onda je Fx = Fx (antisimetri¢nost)

Ako pored ovih uslova, za svaki par Fx i Fy elemenata skupa S vazi Fx < Fyili Fy=< Fx, onda

kaZemo da je = relacija totalnog poretka.

Iako su relacije poretka koje ¢emo u nastavku Korisititi uglavnom definisane na skupovima
funkcija raspodele, Cesto se ne pravi razlika izmedu relacija poretka definisanih za funkcije

raspodele i odgovarajucih relacija slucajnih promenljivih. Tako na primer, piSemo X < Y au
stvari mislimo Fy =< Fy. Drugim re¢ima, kada kaZemo da je rizik X manji od rizika Y u odnosu

na stohasti¢ku relaciju porekta <, mi zapravo tvrdimo da ovo poredenje vazi za odgovarajucée

funkcije raspodele ovih slucajnih promenljivih. Dakle, zajedni¢ka raspodela ovih slu€ajnih
promenljivih je irelevantna jer su potrebne informacije sadrzane u datim marginalnim

raspodelama. Ako vazi X <Y onda vazi X < Y’ za svaku sluc¢ajnu promenljivu Y’ koja ima istu

marginalnu raspodelu kao Y. U ovakvim situacijama, ne moramo pretpostaviti da su slucajne
promenljive koje poredimo definisane na istom prostoru verovatnoca.

2.2.2 STOHASTICKA DOMINACIJA
2.2.2.1 Stohasti¢ka dominacija i mere rizika
Stohasticka dominacija i VaR

Da bi smo uporedili par rizika X i Y prirodan pristup bio bi da se oslonimo na pojam VaR,

smatraju¢i da je slucajna promenljiva X manje ,,opasna” od Y ako vazi VaR[X;ap]< VaR[Y;ap]
za dati nivo verovatnoce ay. Medutim, ponekad je teSko odrediti takvo ay, te je sasvim moguce
da za dva razli¢ita nivoa verovatnoce o 1 « istovremeno vazi VaR[X;ag] < VaR[Y;ap] 1

VaR[X;a;] > VaR[Y;aq]. Iz ovog razloga uvodimo slede¢i kriterijum: PiSemo X manje od Y ako

je VaR od X manji od odgovaraju¢eg VaR Y, za bilo koji nivo verovatnoce.
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Definicija 2.2.2 Neka su X i Y dve slucajne promenljive. Tada kazemo da je X manje od Y u

stohastickoj dominaciji, $to obelezavamo sa X <gr Y, ako nejednakost VaR[X; p] < VaR[Y; p]

vazi za svako p € [0,1].

Stohasticka dominacija mozZe biti okarakterisana i odgovaraju¢om inverznom funkcijom
raspodele,

x> VaR[X; F, (x)]. (2.2)
Ovo zapravo nije niSta drugo do VaR od X za nivo verovatnoce p = Fy (x).
Teorema 2.2.3 Za dve slucajne promenljive X i Y vazi X <gsr ¥ ako i samo ako za svako x vazi
VaR[X; Fy(x)] < x.

Za neprekidne slu¢ajne raspodele imamo sledecu teoremu koja dopunjuje prethodnu teoremu.

Teorema 2.2.4 Neka su X i Y dve sluCajne promenljive sa neprekidnim funkcijama raspodele.

Tada vazi X <gt Y ako 1 samo ako

Fx(VaR[Y; p]) > p zasvako p € (0, 1).

Uobicajene preferencije profitno orjentisanih donosioca odluka

Teorema 2.2.5 Za bilo koje sluajne promenljive X 1 Y vaze sledece ekvivalencije:

X ZstY & E[v(X)]< E[v(Y)] (2.3)

za sve neopadajuce funkcije v, za koje ova oéekivanja postoje, tj. za sve funkcije v, gde je v/ >0
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Neke osobine stohasticke dominacije

U sledecoj teoremi navodimo glavne osobine poretka <gr.

Teorema 2.2.6

(i) X <st Y = t(X)=<s1(Y) za svaku neopadajucéu funkciju z.

(i) Neka su X1,X,..., X, 1 Y1, Y>,..., ¥, nezavisne slucajne promenljive. Ako vazi X; <st Y;

za svako i =1,2,...,n, tada za svaku rastu¢u funkciju ¥ : R" - R,

Y(X,,X,,...X,) 2st ¥, 1,007,

(iii) Ako je X=sr¥ i E[X]= E[Y] tadavazi X =, ¥ .*

Prvi rezultat ukazuje da uvodenje odbitaka ili limita osiguravajuceg pokrica ne menja
odnos u navedenom poretku, tj.

X =stY = (X -d), Zst(Y —d), zabilo koji odbitak d.
X <st Y = min{ X, ®} Xstmin{Y, ®} za bilo koji limit pokri¢a @

Deo (iii) nam ukazuje da relaciju <sr ne mozemo koristiti za poredenje slucajnih promenljivih

sa istim ocekivanjima. Ova osobina nema samo teoretski znacaj, ve¢ se Cesto pojavljuje i u
praksi, kada, na primer, ocenjujemo parametre neke raspodele metodom momenata. Dakle,
nekada nam je potreban stohasticki poredak na osnovu kojeg smo u moguénosti da poredimo
slucajne promenljive sa istim ocekivanjima. Upravo takav je konveksni poredak koji je opisan u
sledec¢em poglavlju.

Napomenimo da zakljucak (iii) vazi i ako umesto E[X |= E[Y] vazi E[t(X)]= E[t(Y)], za neku
strogo rastucu funkciju . Kombinuju¢i (i) i (iii) vidimo da iz X<gt¥ 1 E[#(X)]=E[t(Y)]

dobijamo #(X )=, t(Y) Sto nam s druge strane daje X =, Y, kada je ¢ strogo rastuca.

* Za dokaz vidi [2] str. 114
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2.2.2.2 ViSedimenzionalna uopsStenja

Visedimenzionalna stohasticka dominacija

Definicija 2.2.7 Data su dva slucajna vektora X i Y . Kazemo da je X manje od Y u stohastickoj

dominaciji, 1 piSemo, X=srY, ako je E[#(X)]<E[t(Y)] za svaku neopadajucu funkciju
t:R" — R, pod uslovom da ova ocekivanja postoje.

Navedimo sada drugu viSedimenzionalnu generalizaciju jednodimenzionalne stohastiCke
dominacije koju nazivamo ortant poredak.

Definicija 2.2.8 Ako vazi

F,(x)<F,(x)zasve xe R" (2.4)
kaZzemo da je X manje od Y prema gornjem ortant porteku i piSemo X =<yoY a ako vazi

Fy(x)2F,(x)zasve xe R" (2.5
tada kaZzemo da je X manje od Y prema donjem ortant poretku i piSemo X =<ioY \Y%

Razlog za uvodenje ovakve terminologije je to Sto se skupovi oblika {xe R"|x >a}, za
neko fiksirano a, nazivaju gornji ortanti a skupovi oblika {xe€ R" |x <a} za neko fiksirano a

nazivaju donji ortanti.

Primedba 2.2.9. Kada istovremeno vazi ¥ <10 X 1 X <XyoY kaZemo da je X manje od Y u

saglasnom poretku’.

Ekvivalentni uslovi

Slede¢i rezultat je karakterizacija viSedimenzionalnog =gy na osnovu njegovog

jednodimenzionalnog para.

> Ovaj pojam prvi put predstavio je Joe (1990)
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Teorema 2.2.10 Za date n - dimenzionalne slucajne vektore X 1 ¥ vazi X=<g7¥ ako i samo ako

stohasti¢ka nejednakost W(X)=<srW(Y) vazi za sve neopadajuce funkcije ¥ :R" — R.

Slede¢i rezultat ukazuje da je za slucajne parove dovoljno proveriti stohastiC¢ku nejednakost iz
prethodne teoreme za funkcije W:R>— R koje se mogu dekomponovati kao suma dve
jednodimenzionalne funkcije 11 %, , tj. W(x) =1,(x,)+1,(x,).

Teorema 2.2.11 Neka su (X, X») i (Y}, Y2) dva slucajna para. Tada (X;,X,) <st (Y1,Y>) vazi ako

samo ako vaZzi

t1(X1)+t2(X2)jST tl(Y1)+t2(Y2) (26)

za sve neopadajuce funkcije #; 1 t,.

Uopsteno govoreci, <st se poklapa sa skoro sigurnim poredenjem S$to vidimo iz sledeceg

rezultata.

Teorema 2.2.12 Slucajni vektori X i Y zadovoljavaju X=<srY ako i samo ako postoje dva

sluCajna vektora Xi Y, definisana na istom prostoru verovatnoca, takva da vazi X =, X,

Y=,YiPr[X<Y]=1.
Teorema 2.2.13 Za date n - dimenzionalne slucajne vektore X i Y vazi

@) X=yoY akoisamo ako,

B T2 (x)1< B T2, 091 @7

za svaki niz {gi, g2,..., g} jednodimenzionalnih nenegativnih neopadajucih funkcija.

(>i1) X=<yoY akoisamo ako,

EIT [A(xX)12 EI] [A )] 28)

za svaki niz {hy, ha,..., h,} jednodimenzionalnih nenegativnih nerastucih funkcija.

Na osnovu ove teoreme zakljuCujemo da vazi
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X=s1Y = X=uoY 1 X=<10Y. (29)

Kao $to je ranije naglaseno, Cesto je teSko ili nemoguce ustanoviti da vazi X<gr¥ na osnovu

definicije 2.2.7 ili na osnovu navedenih ekvivalentnih uslova. Ipak, postoje nekoliko standardnih
konstrukcija koje nas dovode do rangiranja u viSedimenzionalnoj stohastickoj dominaciji. Jedna
od takvih data je u sledecoj teoremi.

Teorema 2.2.14 Neka su X 1 Y dva n — dimenzionalna sluc¢ajna vektora. Ako vazi

X1 =stY1, (2.10)
[X, 1 X, =x]1=s1[Y, 1Y, =] kad god je x, <y, (2.11)

iuopStem slucaju, za i =2,3,...,n
(X, 1 X, =x,... X =x ] 3sT[Y, 1Y, = y,,.... Y., = y.,] (2.12)

kada je x; < yj,j:1,2,...,i—1 tadaje X <s1Y.

2.2.3 KONVEKSNI I STOP — LOSS PORETCI
Definicija konveksnog poretka

Dok =gsr poredi veliCine slucajnih promenljivih, konveksni poredak je fokusiran na njihovu

varijabilnost. On nam dozvoljava da poredimo parove slucajnih promenljivih sa istim

o&ekivanjima®. Na osnovu Osobine 2.2.6 (iii) vidimo da poredak <sr ne moZemo koristiti za
poredenje ovakvih slu¢ajnih promenljivih.

Definicija 2.2.15. Neka su date dve slucajne promenljive X i Y takve da vazi E[X]=E[Y].
KaZzemo da je X manje od Y u konveksnom poretku, Sto piSemo X=<gp.-Y, ako vaZzi
7wy (t)<rm,(t)za sve te R(gde su x, i7x, stop — loss transformacije definisane u prvom

poglavlju). \Y%

6 . 4, v _ . .. . . v v . .
tokom ovog poglavlja podrazumevaéemo da sve slucajne promenljive imaju kona¢na ocekivanja
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Za date rizike X i Y, X=g1,=Y, dakle, znaci da je cista premija za X i Y ista, ali je stop — loss

premija za X uvek manja (ili jednaka) od odgovarajuce stop — loss premije Y , bez obzira na
odbitak. Teorija koja se razvila iz ovoga ima visestruku primenu u aktuarskoj matematici.
Ona nam omogucava da konstruiSemo modele za ukupne stete iz kojih se moZe pokazati da
ove stop — loss premije obezbeduju gornje granice stvarnih stop — loss premija.

Direktna posledica definicije 2.2.15 je da iz X=<s-Y sledi min[Y] < min[X] i max[Y] > max[X]

tako da Y ima Siri interval vrednosti od X. DokaZzimo ovo pretpostavljaju¢i da je
max[Y] < max[X]. Neka je t izabrano tako da vazi max[Y] < t < max[X]. Tada je

7w, (t)=0<x, (1) Sto je u suprotnosti sa pretpostavkom da je X=g -Y. Dakle, mora da vazi

max[Y] > max[X]. Sli¢no se moZe pokazati i za min[Y] < min[X].
Definicija stop - loss poretka

Dok =<gr poredi veli¢ine slu¢ajnih promenljivih, <1 - njihovu varijabilnost, stop — loss poredak

=s1. kombinuje ove dve stvari: Ako je sluajna promenljiva manja od neke druge slucajne

promenljive, u stop — loss poretku, to zna¢i da je ona istovremeno i “manja” i “manje
promenljiva” od druge promenljive. Stop — loss predak kao i konveksni poredak mozemo
definisati pomocu stop — loss premija (na osnovu ¢ega je i dobio ime).

Definicija 2.2.16. Neka su date dve slucajne promenljive X i Y. KaZemo da je X manje od Y u

stop — loss poretku, 1 piSemo X=g Y, ako 7, (1) <7, (t)zasve te R.

Dakle, X je manje od Y u stop — loss smislu ako su stop — loss premije od X manje od
odgovarajuc¢ih premija za Y za bilo koji nivo odbitka z. Ovaj poredak je veoma zastupljen u
aktuarstvu. Veza izmedu stop — loss poretka i konveksnog poretka ocigledna je iz sledece
ekvivalencije

X=s Y

(= XjSLFY.

E[X] = E[Y]
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2.2.3.1 ViSedimenzionalna uopsStenja

Visedimenzionalni konveksni poredak

Definicija 2.2.17. Za data dva slucajna vektora X i Y , kazemo da je X manji od Y u

viSedimenzionalnom konveksnom poretku, $to piSemo sa X=<g.-Y , ako E[g(X)]< E[g(Y)]za

sve konveksne funkcije g :R" — R, pod uslovom da ova ocekivanja postoje. \Y

Visedimenzionalni stop — loss poredak

Definicija 2.2.18. Za data dva slucajna vektora X i Y , kazemo da je X manji od Y u

viSedimenzionalnom stop — loss poretku, Sto piSemo sa X=<g.Y, ako E[g(X)]< E[g(Y)]za sve

neopadajuce konveksne funkcije g :R" — R, pod uslovom da ova ocekivanja postoje. V

Iz poslednje dve definicije lako se zakljuCuje da za date n — dimenzionalne slucajne vektore X i Y

vazi X=<s.-Y = XXgY . Stavise, ispitujuéi definiciju 2.2.7, takode zakljuCujemo da vaZzi

X=s1Y = X=g1 Y.

Supermodularne i funkcije konveksne po pravcu

U nastavku navodimo neka od proSirenja pojma konveksnosti u viSedimenzionalnom slucaju
koja nas dovode do definisanja novih poredaka, medu kojima su simetri¢ni konveksni poredak,
komponentni konveksni poredak itd. Posebno koristan pokazao se pojam takozvane,
konveksnosti po pravcu koja ima primenu u oblastima primenjene verovatnoce.

Uobicajena konveksnost, za razliku od konveksnosti po pravcu, ne uzima u obzir mogucu
strukturu poretka prostora. Iz tog razloga je pojam konveksnosti po pravcu nasao primenu u
ekonomskim modelima gde se istovremeno razmatraju koncepti kao $to su averzija prema riziku
1 pozitivnost vektora cena.

Za definisanje pojma konveksnosti po pravcu neophodno je prethodno definisati pojam
supermodularnosti.

Definicija 2.2.19 Funkcija g :R" — R je supermodularna ako za svako x i ye R" vazi sledeca
nejednakost
gx)+g(y)<g(xAny)+g(xvy),

gde operatori A i v oznacavaju minimum i maksimum po kordinatama, respektivno. \Y

Supermodularnost funkcije moZze se iskazati i na ekvivalentan nacin zahtevaju¢i da vazi
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(X X, H E,ny X, F 0yees X,) = 8(Xyeets X, + €ty X iy X))

-y A A 0,..X,)— 8 ees Xy Xy X,)

zasvakoxe R", 1<i< j<n zasvako £, > 0.

Intuitivno objasnjenje pojma supermodularnosti bilo bi sledece: Neka su x,,...,x, iznosi

pojedinacnih Steta n osiguranika i neka je g(x,,...,x,) gubitak koji osiguravajuca

kompanija ima po osnovu ovih Steta. Supermodularnost g znaci da su posledice rasta
pojedinacne Stete vece ukoliko su vece i ostale Stete.

Osobina 2.2.20
(1) Ako je funkcija g:R" — R dva puta diferencijabilna tada je ona supermodularna

ako 1 samo ako vazi
2

0x,0x,

(ii)) Ako je g:R"—>R supermodularna tada je funkcija ¥, definisana kao

g20 zasvako 1<i<j<n

Y(x,x,,...x,)=g(t(x),t,(x,),...t (x,)) takode supermodulana kada su funkcije
t.:R—>R,i=12,..,n, sveistovremeno rastuce ili istovremeno opadajuce.

Sledeca definicija povezuje pojam supermodularnosti sa konveksnoS¢u po pravcu.

Definicija 2.2.21. Funkcija g je konveksna po pravcu ako i samo ako je ispunjen jedan od
slede¢ih ekvivalentnih uslova

(1) Funkcija g je supermodularna i konveksna po kordinatama.
(i)  Zasvako x,,x,,yeR" takvedajex, <x,iy=0 vazi
8(-‘71"‘)’)—8(-’51)3g(x2+)’)+8(x2)- \Y%
Ako je g dva puta diferencijabilna, tada je konveksna po pravcu ako i samo ako su svi drugi

izvodi nenegativni, tj.
2

ox,0x;

Konveksnost po pravcu niti implicira niti je implicirana uobi¢ajenom konveksnoScu.

g20 zasvakoi, .

Medutim, jednodimenzionalna funkcija je konveksna po pravcu ako i samo ako je konveksna.
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Poretci konvenveksni po pravcu i poretci rastuce konveksni po pravcu
(Directional and increasing directional convex orders)

Definicija 2.2.22 Neka su X i Y dva n — dimenzionalna slucajna vektora. Pretpostavimo da za
ove vektore vazi

E[g(X)]< E[g(Y)] za sve funkcije konveksne po pravcu g:R" > R,

pod uslovom da ova ocekivanja postoje. Tada kazemo da je X manje od Y u konveksnom po

pravcu poretku Sto piSemo kao X <pcxY .

Definicija 2.2.23 Neka su X i Y dva n — dimenzionalna slucajna vektora. Pretpostavimo da za
ove vektore vazi

E[g(X)]< E[g(Y)] za sve neopadajuce funkcije g :R" - R,

koje su po pravcu konveksne, pod uslovom da ova ocekivanja postoje. Tada kaZemo da je X

manje od Y u rastuce po pravcu konveksnom poretku X <pcxY.

Glavna razlika izmedu poretka konveksnog po pravcu i supermodularnog poretka je u tome $to
se kod drugog poredi samo struktura zavisnosti sa fiksnim marginalnim raspodelama, dok prvi
uzima u obzir i promenljivost marginalnih raspodela.
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3

Modeliranje zavisnosti

3.1 uvoD

Moderni finansijski menadZment rizika, a posebno menadZzment rizika u osiguranju suo€ava se
sa mnoStvom razliCitih faktora rizika. Veoma cCesto ovi faktori su medusobno uslovljeni i
nemoguce ih je posebno analizirati. Modeliranje efekata katastrofa koje pogadaju veéi broj
osiguranika istovremeno, kao §to su zemljotresi, tornada, epidemije itd. i njihove meduzavisnosti
namece se kao jedan od osnovnih izazova sa kojima se suoCavaju danaSnji aktuari. U ovom
poglavlju bavimo se upravo tim problemom koriste¢i pojam kopula. Sustina ovog pristupa leZi u
Cinjenici da se zajednicka raspodela viSe slucajnih promenljivih moZe predstaviti kao funkcija
marginalnih raspodela tih promenljivih.

Sve informacije o vezi izmedu slu¢ajnih promenljivih obuhvacene su njihovom (zajedni¢kom)
viSedimenzionalnom raspodelom. Neke od viSedimenzionalnih raspodela nastale su direktnim
proSirivanjem marginalnih raspodela u viSe dimenzija. Ovakav tip raspodela ne daje nam
informaciju o tipu veze izmedu jednodimenzionalnih raspodela pa iz tog razloga koristimo
koncept kopula. Ovaj pristup je pogodan jer ne postoje ogranienja za izbor marginalne
raspodele, tj. moguce je izabrati razliite marginalne raspodele za razliCit rezultat. Na primer,
ako radimo sa dvodimenzionalnim ishodom koji predstavlja iznos Stete 1 administrativne
troSkove obrade zahteva kod osiguranja od odgovornosti, tada moZemo koristiti lognormalnu
raspodelu kao model za troSkove i raspodelu duzeg repa, kao Sto je Paretova za iznos Steta.
Potrebno je samo ,,ubaciti” ove raspodele u odgovarajucu kopulu da bi dobili dvodimenzionalnu
raspodelu. Kopule se uglavnom koriste za modeliranje zavisnosti medu neprekidnim slu¢ajnim
promenljivama dok je njihova primena na diskretne raspodele prilicno beznacCajna zbog
nepostojanja diskretnog analogona Osobini 1.1.4. Prvi put pojam kopula predstavio je Sklar
1959. godine (u kontekstu probabilisti€¢kih metrickih prostora) u teoremi koja danas nosi njegovo
ime. Njegova ideja bila je da razdvoji zajedni¢ku funkciju raspodele u deo koji opisuje strukturu
zavisnosti (kopula) i deo koji opisuje samo marginalne raspodele. Izraz kopula (veznik)
upotrebio je da ukaZe na funkciju koja u suStini povezuje viSedimenzionalnu funkciju raspodele
sa njenim jednodimenzionalnim marginalnim raspodelama. Ubrzo potom pojavila se prva
literatura koja se bavila statistickim osobinama i primenama kopula. U nastavku navodimo neke
od osobina kopula koje ¢e nam biti potrebne u daljem radu.
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3.2 SKLAROVA TEOREMA I KOPULE

3.2.1 KOPULE

Datoj dvodimenzionalnoj funkciji raspodele Fy sa jednodimenzionalnim marginalnim
raspodelama F; 1 F, za svaki par realnih brojeva x = (x;, x;) moZemo pridruZiti tri broja:
Fi(x1), Fa(xp) 1 Fx (x). Naravno, svaki od ova tri broja lezi u jedini¢cnom intervalu [0, 1]. Drugim
reCima, za svaki par prirodnih brojeva x imamo tacku (F;(x;), F2(x2)) u jediniénom kvadratu i
ovom paru brojeva odgovara broj Fx (x) sa vrednostima u intervalu (0, 1). U nastavku ¢emo
videti da je ovo preslikvanje koje odreduje vrednost zajedniCke funkcije raspodele za svaki
uredeni par vrednosti marginalnih raspodela, zaista funkcija koju nazivamo kopula.

DefiniSimo sada kopulu u dvodimenzionalnom slu¢aju. U suStini, ova kopula je zajednicka
funkcija rapodele za dvodimenzionalni slucajni vektor sa uniformnim (0,1) marginalnim
raspodelama.

Definicija 3.2.1 Dvodimenzionalna kopula C je funkcija koja preslikava jedini¢ni kvadrat
[0,1]2= [0,1] x [0,1] u jedini¢ni interval [0,1] koja je neopadajuca, neprekidna sa desne strane i
zadovoljava sledece uslove:

(i) lim C(u,,u,)=0 za i=12;

u; =0

(ii) lim, ,, Cuy,u,) =u, 1 lim, _, Cu,u,)=u;

(iii) C je supermodularna, tj. nejednakost

Cv,,v,)-C(u,,v,)—C(v,,u,)+C(u,,u,) 20

vazizasve u, <v,,u, <v,.

3.2.2 SKLAROVA TEOREMA ZA NEPREKIDNE MARGINALNE RASPODELE

Ova teorema predstavlja osnovu teorije kopula kao i njihove primene. Ona zapravo objaSnjava
ulogu kopula u vezi izmedu viSedimenzionalnih funkcija raspodele i njihovih marginalnih
raspodela.

Teorema 3.2.2 Neka F, € R,(F,,F,)ima neprekidne marginalne funkcije raspodele F; 1 F5.

Tada postoji jedinstvena kopula C takva da za svex € R* vazi

Fy(x,x,)=C(F/(x),F(x,)). 3.1
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Obrnuto, ako je C kopula, a F; 1 F, jednodimenzionalne funkcije raspodele tada je funkcija Fyx
definisana sa (3.1) dvodimenzionalna funkcija raspodele Cije su marginalne raspodele F; 1 F».

Dokaz. Kako su F; neprekidni, Osobina 1.1.4 nam garantuje da F(X;) 1 F»>(X;) imaju uniformnu
U (0,1) raspodelu. Neka je C zajednicka funkcija raspodele para (F, (X)), F(X,)), 4.
C(u,u,)=Pr[F(X,)<u,F,(X,)<u,]
=Pr[X, <F'(u), X, < F, ' (uy)]
=Fy (F (), F, ' (u,))

gde je koriS¢ena Lema 1.1.3(i). Odatle vazi reprezentacija (3.1) jer je

Fy(x;,x,)=Pr[X, <x,X,<x]
=Pi[F, (X,)S F, (x).F, (X,)<F, (x,)]
=C(F (), F, (x,)),

Sto je i trebalo pokazati. 0

Kao $to vidimo iz (3.1), C spaja marginalne raspodele F; i F, u zajednic¢ku raspodelu
Fx dvodimenzionalne slu€ajne promenljive X. Struktura zavisnosti je potpuno opisana sa C i
nezavisna je od oblika marginalnih raspodela F; i F,. Prema tome, nacin na koji se a X; i X»
»pomeraju zajedno* opisan je pomocu kopule, bez obzira na opseg u kojem posmatramo
promenljive.

Slu¢ajne promenljive F(X;) 1 F, (X2) Cesto nazivamo rangovima X, i X, tako da
kopula postaje zajednicka funkcija raspodele rangova.

Primebda 3.2.3. Primetimo da smo u dokazu teoreme 3.2.2 dobili izraz za kopulu C iz (3.1)
kada su marginalne raspodele neprekidne, tj.

C(u)=F,(F '), F, ' (u,)), uel0,1]. (3.2)

Na slede¢im primerima ilustrovana je dekompozicija (3.1)

Primer 3.2.4. (Nezavisna kopula C;) Posmatrajmo nezavisne sluajne promenljive X; i X, sa
funkcijama raspodele, redom, F; 1 F,. Njihova zajednicka raspodela data je sa
F, (x)=F(x,)F,(x,) aodgovarajuca kopula data je sa

C,(u,,u,) =uu,, ue[0,17.
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Ova kopula naziva se nezavisna kopula i prikazana je na slici 3.1 sa funkcijom gustine jednakom
1 na jedini¢nom kvadratu. Ako X; 1 X, imaju funkciju raspodele datu sa (3.1) one su nezavisne

ako 1 samo ako vazi C = C,. \V4
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Slika 3.1 Kopula Frechetove gornje granice Cy (gornja), Nezavisna kopula C; (srednja), kopula
Frechetove donje granice C, (donja)
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Primer 3.2.5. (kopula Frechetove gornje granice Cy) kopula Frechetove gornje granice koja
se oznacava sa Cy (slika 3.1 gornja) definisana je kao

C, (u;,u,) =min{u,,u,}, ue [0,1]%.

Ako X; i X, imaju funkciju raspodele (3.1) tada je X, neopadajuca funkcija X; ako i samo ako
je C = Cy.

3.3 VISEDIMENZIONALNE KOPULE

U ovom delu proSirujemo pojam kopula na viSedimenzionalni slucaj. ViSedimenzionalnu kopulu
moZzemo shvatiti kao zajednicku funkciju raspodele n — dimenzionalnog sluajnog vektora sa
U (0,1) marginalnim raspodelama.

Definicija 3.3.1 N - dimenzionalna kopula C je funkcija koja preslikava jedini¢nu hiperkocku
[0,11" u jedini¢ni interval [0,1] koja je neopadajuca, neprekidna sa desne strane i zadovoljava
sledece uslove:

1 Cuy,.oou,,0,u,,,,...u,)=0za i=12,..,n

1) Cc{,....Lu,1,...)=u, za i=12,..,n;
(iii) Za svako a,f<[0,1]" gde je o; < f; za i=1,2,...,n;
al,/»’lAaz,/»’z"'Aan,ﬂ,,C(u)20

za svako u e [0,1]", gde je

Aa,.,ﬁ,cx (w)=Cy (uy,....,u,_,, b, u ol )= Cy Uy U, O U, 1)

i+

3.3.1 SKLEROVA TEOREMA O REPREZENTACILJI

Svaku funkciju raspodele Fx slu¢ajnog vektora X € R, (F,, F,,...,F,) moZemo zameniti sa
F ()= C(F(x),F(x).... F,(x,)), XxeR’ (3.3)

u smilslu kopule C. Ako su marginalne raspodele Fi, F»,..., F, neprekidne tada je data kopula
jedinstvena i eksplicitno data sa
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Cu)=F,(F'(u),F, u,),..,F ), uel0,11";

C je, dakle, funkcija raspodele slu¢ajnog vektora (F(X,), F,(X,),....F (X)), koji ima U/ : (0,1)

marginalne raspodele na osnovu Osobine 1.1.4. Ako F,F5,....,F, nisu sve neprekidne, i dalje se
moZe pokazati da zajednicka funkcija raspodele moZze biti predstavljena kao 1 u (3.3), mada u
tom slucaju C viSe nije jedinstvena.

Primedba 3.3.2. Korisno je spomenuti da formula
Fy(x)=C(F(x),F,(x,),.... F,(x,)), xeR", (3.4)

definiSe zajedni¢ku funkciju preZivljavanja funkcija F,,F,,..., F,. Visedimenzionalne raspodele
date sa (3.3 1(3.4) se u opStem slucaju razlikuju. \Y

Primedba 3.3.3. Napomenimo da ako X ima kopulu C i ako vektor (U,,U,,...,U,)ima istu
kopulu tada je

X=,(F{'(U),F;'U,,...F;'U,).
Ovaj rezultat je, ustvari, proSirenje Osobine 1.1.5 na viSedimenzionalni slucaj. \Y

Funkcija gustine verovatnoée koja odgovara kopuli C postoji skoro svuda na [0,1]" (tj.
svuda osim moZzda na skupu Lebegove mere 0) i data je sa

n

d
c(u) = aul—auC(u)

n

Ovu gustinu moZemo koristiti za definisanje apsolutno neprekidnih i singularnih delova C, kao i
u dvodimenzionalnom slucaju.

Funkcija gustine verovatno¢e od X sa kopulom C i marginalnim funkcijama raspodele moze se
iskazati u slede¢em obliku

Sy (%) :(flfi(xi)jc(Fl(xl),...,Fn(xn)), xeR".
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3.3.2 FUNKCIONALNA INVARIJANTNOST

Slede¢a teorema pokazuje jednu korisnu osobinu kopula reprezentacije zavisnosti. Naime,
struktura zavisnosti koja je obuhvacena kopulom je invarijantna u odnosu na neopadajuce i
neprekidne transformacije marginalnih raspodela .

Teorema 3.3.4 Neka je X n — dimenzionalni slucajni vektor sa kopulom Cinekasu 7 ,7,,...7,

neopadajuce i neprekidne funkcije. Tada i slucajni vektor
(t, (X)), 1,(X,),....1 (X))

ima istu kopulu C.

Ova teorema nam govori da je za kompletnu zavisnost medu slu¢ajnim promenljivama
(X,,X,,..., X,)odgovorna kopula, jer nain na koji se ove promenljive ‘pomeraju zajedno’ zavisi

iskljucivo od kopula bez obzira na skalu kojom merimo svaku od ovih slu¢ajnih promenljivih.
Dodajmo jo$ da neopadajuce transformacije ne utiCu na rang slu¢ajne promenljive.

3.3.3 PRIMERI VISEDIMENZIONALNIH KOPULA

Za kraj navodimo primere kopula kojim ¢emo se baviti u daljem radu.

3.3.3.1 Kopula Frechetove gornje granice (Cyp)

Kopula Frechetove gornje granice, koja se oznacava sa Cy, definisana je sa
C,(w)=min{u,,u,,...u,}, ucl0,1]".

Napomenimo da vazi da je X komonoton, ako i samo ako, C = Cy.

Primedba 3.3.5. Svaka kopula C zadovoljava nejednakost

max {Zui —(n—l),O} <Cw)<C,(u)
i=l
za svako wuel0,1]". Leva strana gornje nejednakosti je viSedimenzionalno proSirenje

dvodimenzionalne kopule Frechetove donje granice C; . Medutim, u opStem sluaju ovo ne
ispunjava uslove da bi bilo kopula’.

7 Za dokaz vidi [2] str.227
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3.3.3.2 Nezavisna kopula

Nezavisna kopula, koja se oznacava sa C; definisana je sa
Cw)=[Juw, wuelo1].
i=1

Napomenimo da ako vektor X ima kopulu C; tada su komponetne ovog vektora X; medusobno
nezavisne.
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4

Merenje zavisnosti

U ovom delu razmatramo veze medu kopulama kao i mere zavisnosti medu parovima slucajnih
promenljivih. Svrha ovih mera je da formalizuju Cinjenicu da je verovatnoca nastanka velikih
vrednosti zavisnih slu€ajnih promenljivih, istovremeno, velika, dok je verovatno¢a da prva
promenljiva primi veliku vrednost uz malu vrednost druge slu¢ajne promenljive, mala. U
nastavku su predstavljeni Pearsonov, Kendallov 1 Spearmanov koeficijent korelacije kao i neke
strukture zavisnosti medu kojima su pozitivna kvadrantna zavisnost i njeno n — dimenzionalno
uopsStenje (pozitivna ortant zavisnost), uslovni rast itd.

4.1 UVOD

Prouc¢avanje pojma pozitivne zavisnosti medu sluajnim promenljivama koje je pocelo 1966.
radovima E.L Lehmanna, dovelo je do brojnih zna¢ajnih rezultata kako u statisti¢koj teoriji, tako
1 u razliitim primenama. Aktuarska nauka je jedna od mnogih u kojima ova problematika
poprima sve veci znac¢aj u poslednje vreme.

Kao §to je poznato, linearni koeficijent korelacije, koji je do sedamdesetih godina bio prakti¢no
jedina mera zavisnosti, je funkcija marginalnih raspodela. Zbog toga svaka promena oblika
marginalne raspodele nuZno utiCe na promene vrednosti ovog koeficijenta. U opisivanju
zavisnosti pomocu kopula koristicemo mere zavisnosti koje zavise isklju¢ivo od posmatrane
kopule i nikako od marginalnih raspodela jer ni sama kopula ne zavisi od oblika marginalnih
raspodela.

Ocigledno je da je konstrukcija kopula usko povezana sa merama zavisnosti. PokuSa¢emo kratko
da objasnimo vezu izmedu ova dva koncepta. Dakle, marginalne raspodele F; i F, moZemo
ubaciti u bilo koju kopulu, $to zna¢i da nam one ne daju nikakvu direktnu informaciju o
,suparivanju®. S druge strane, bilo koji par marginalnih raspodela moZemo ubaciti u kopulu C,
tako da C ne daje nikakve informacije o marginalnim raspodelama. Stoga je razumno ocekivati
da su veze medu marginalnim raspodelama zajednicke raspedele Fy odredene samo kopulom C.
Meditim, kao Sto je zapazio Marshall (1996) stvari nisu tako jednostavne. Problem poti¢e od
¢injenice da kopula nije jedinstvena ako bar jedna od marginalnih raspodela nije neprekidna.
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Pokazimo sada da ne postoji ne konstantna mera zavisnosti koja zavisi samo od kopule.

Teorema 4.1.1 Neka je # neka mera zavisnosti i neka je Fy proizvoljna dvodimenzionalna
funkcija raspodele sa kopulom C. Tada vazi

n(F,)=n(Cy) zasvako F, = n je konstanta.

Problemi dolaze od neneprekidne prirode posmatranih slu¢ajnih promenljivih. Kasnije ¢emo
videti da pod pretpostavkom neprekidnosti dobijamo interesantne rezultate.

U nastavku ¢emo se baviti ispitivanjem nekih klasi¢nih skalarnih mera jacine zavisnosti medu
parovima rizika. S obzirom na to, cilj ovog dela je da razjasni osnovne ideje merenja
zavisnosti(linearnu korelaciju i korelaciju ranga) koje je neophodno razumeti za uspe$no
modeliranje fenomena zavisnosti. Na kraju je dat pregled razliCitih struktura zavisnosti za
korelirane rizike medu kojima su pozitivna kvadrantna zavisnost (positive quadrant dependence)
1 uslovni rast (conditional incrasingness).

4.2 MERE SAGLASNOSTI

Scarsini (1984) je definisao odredene poZeljne osobine za meru veze izmedu dve slucajne
promenljive i uveo pojam “ mere saglasnosti” koji se odnosi na mere koje zadovoljavaju
pomenute osobine. Intuitivna ideja na kojoj se ovaj koncept temelji je sledeca: Slucajne
promenljive X i X, su saglasne kada se velike vrednosti X; pojavljuju u istovremeno sa velikim
vrednostima X,.

Definicija 4.2.1. Funkcionela r (-,-) koja dodeljuje relalan broj svakom paru realnih slucajnih
promenljivih X; i X, (tj. svakoj dvodimenzionalnoj funkciji raspodele Fx ovog para) je mera
saglasnosti ako zadovoljava sledece uslove:

Pl r(X,,X,)=r(X,,X,) - simetriCnost;

P2 -1<r(X,,X,)<1 - normalizovanost;

P3 r(X,,X,)=1 akoisamo ako su X; i X, komonotone;

P4 r(X,,X,)=-1 akoisamo ako suX; 1 X, kontramonotone;
P5 zat:R — R strogo monotono,

r(X,,X,) ako je t rastu¢a

r(t(X,), X,)=
(t(X,), X,) {—F(prz) ako je t opadajuca.
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Primedba 4.2.2. Naravno, moZemo definisati i druge pozZeljne osobine s’tim da vodimo ra¢una
da one nisu u kontradikciji sa ovih pet osnovnih. Na primer, mogli bismo pretpostaviti sledecu
osobinu

r(X,,X,)=0 ako i1 samo ako su X; 1 X, nezavisne “4.1)

Medutim, ovo je u kontradikciji sa aksiomom P5. Tacnije, ne postoji netrivijalna mera zavisnosti
. . . 8
koja zadovoljava ova dva uslova istovremeno®.

Postoje brojni nacini za razmatranje i merenje zavisnosti. Prvi i najvaZniji medu njima je
Pearsonov koeficijent korelacije koji meri linearnu zavisnost medu parovima slucajnih
promenljivih, ali koji nije invarijantan u odnosu na monotone transformacije kordinatnih osa. U
nastavku ¢emo predstaviti ovaj koeficijent koji ustvari zadovljava samo osobine P11 P2, te stoga
nije mera saglasnosti. Kao §to ¢emo videti, ostale mere ostaju nepromenjene pri strogo rastu¢im
transformacijama slucajnih promenljivih. U ove mere spadaju, izmedu ostalih, Kendalovo tau i
Spearmanovo ro koji mere oblik zavisnosti poznatiji kao ‘saglasnost’ (concordance). U
poglavljima 4.2.3 1 4.2.4, vide¢emo da rang koeficijenti korelacije zadovoljavaju osobine P1 — P5
pod uslovom da su X; i X, neprekidne.

4.2.2 PEARSONOV KOEFICILJENT KORELACIJE

Pearsonov koeficijent korelacije je mera veze dve sluCajne promenljive koja opisuje stepen
linearne povezanosti.

Definicija 4.2.3. Za sluCajni par (X;, X;) koji ima marginalne raspodele sa kona¢nim
varijansama, Pearsonov koeficijent korelacije r, je definisan kao

Clx,,X,]

JVIX, VIX,]

Primedba 4.2.4. Varijanse od X; i X, moraju biti kona¢ne kako bi Pearsonov linearni
koeficijent korelacije bio definisan. Ovo je nedostatak mera zavisnosti koji uzrokuje probleme
kada radimo sa raspodelama sa teskim repom. Aktuari neZivotnih osiguranja, koji modeliraju

rp(Xl,Xz)z

gubitke u razli¢itim poslovima sa beskonacnom varijansom moraju biti svesni ove ¢injenice.

8 Za dokaz teoreme vidi [2] str. 247
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4.2.2.1 Osobine

Funkcionalna invarijantnost (functional invariance)

Ozbiljan nedostatak Pearsonovog koeficijenta korelacije, kao Sto smo ve¢ spomenuli da r, nije
invarijantan u odnosu na strogo rastuce transformacije #; i t, tj. za sluajne promenljive X; i X,
u opStem slucaju vazi

r (X))ot (X,) % 7, (X, X). (4.2)

Medutim, r, se ponaSa na predvidiv nacin kada su transformacije # i f, linearne. Izmedu
ostalog, r, zadovoljava uslov linearnosti

r.(a,X,+b,a,X, +b,)=sign(aa,)r (X, X,),

gde su aj, a #0, by, bp € R 1 sign(x) =1 ako je x > 0 a -1 ako je x < 0. Dakle, r, je

invarijantan u odnosu na strogo rastuce linearne transformacije.

Vrednosti Pearsonovog koeficijenta korelacije i jacina zavisnosti

Poznato je da vrednost r, ne mora biti pouzdan indikator stepena zavisnosti. S jedne strane,
nezavisnost dve slucajne promenljive automatski implicra i nepostojanje korelacije medu njima
tj. r,=0 dok obrnuto ne vaZzi u opStem slucaju.

Postoje, dakle, situacije u kojima ne postoji korelacija medu slucajnim promenljivama ali postoji
jaka nelinearna povezanost. Samo u posebnim slucajevim, na primer, kod viSedimnezionalne
normalne raspodele nekoreliranost implicira nezavisnost.

4.2.2.2 Kopuleir,

Kao Sto je naglaSeno u (4.2) r, nije invarijantan u odnosu na rastuce nelinearne transformacije.
Ova karakteristika postaje nam jasnija ako r, zapiSemo u sledecoj formi

1 1 -1
r, (X, X,) - VI [ ]} () =t )lF dF, ,).

Dakle, r, ne zavisi samo od kopule ve¢ 1 od marginalnih raspodela.
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4.2.2.3 Dopustiv skup

Na osnovu Caushy — Schwarzove nejednakosti, r, uvek lezi u intervalu [-1,1] tako da je uslov P2
zadovoljen. Pearsonov koeficijent korelacije sadrzi informacije o jacini i pravcu linearne veze
izmedu dve slu¢ajne promenljive:

rp(Xl,Xz):sign(a) & Pr[X, =aX, +b]=1,

za neke konstante a (a > 0 ako r,(X;, X») = 11a <0 ako ry(X;, X») =-1) 1 b€ R. Ako linearna

veza izmedu X; i X, nije moguca, dopustiv skup za r,(X; , X») je dodatno suZen. NajceSca
zabluda u vezi sa Pearsonovim koeficijentom korelacije i zavisnosti glasi: Za proizvoljne
marginalne funkcije raspodele F; i F, slu€ajnih promenljivih X; 1 X», moguce je postici sve
linearne korelacije izmedu -1 i 1 definisanjem odgovarajuce zajednicke raspodele. Ovakav stav
je, naravno pogresan, Sto se lako moZe dokazati pomocu kontraprimera kao u sledecoj osobini.

Osobina 4.2.5 Nekasu X; i X, slucajne promenljive sa nosatem R™, tj. takve dasu F(x) <1
1 F(x)<1zasvex>0. Tada vazi r,(X;, Xo) >- 1.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, da r,(X , X») = 1, Sto implicira

X,=aX, +b za a<0,be R.

Sledi da za svako x, < 0,

:Fl(xz—bj>0
a

jer je desna krajnja taCka nosaca F; ustvari + . Ovo je ocigledno u suprotnosti sa
pretpostavkom da je F»(0) = 0.

Granice Pearsonovog koeficijenta korelacije

Ispitajmo sada koje su to korelacije (veze) moguée medu datim marginalnim raspodelama.
Poznato je da, osim ako se marginalne respodele dve sluCajne promenljive razlikuju samo u
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parametru skaliranja (vidi poglavlje 5.2.2.5 iz [2]), opseg Pearsonovog r, je uzi od [-1, 1] 1
zavisi od marginalnih raspodela F; i F3.

Teorema 4.2.6 Za svako X u R, (F; F>), 1, (X1, X5) je ogranieno sa
(R, F) <1 (X, X)) St (FL, F), (4.3)
gdejeza U :U(0,1),

CIF ' U), F;' (1-U)]

min F,F —
rb ( 1 2) \/V[XI]V[XZ]

CLE W), E ' W)
JVIX,VIX,]

r (B, F) =
Teorema 4.2.6 nam ukazuje da vrednosti *1 za r, u opStem slucaju nije moguce dobiti u

Ry (Fy Fy).

Ekstremne vrednosti r, i potpuna zavisnost

U nastavku pokazujemo da kada su granice iz (4.3) dostignute, X; 1 X, moraju biti
komonotone/kontramonotone.

Teorema 4.2.7 Neka je X € &, (Fy F»)i U :U(0,1) . Tada vazi slede¢a ekvivalencija:

rp(Xsz) = r;nax(E’Fz) X =d (E_I(U)’FQ_I(U))9 (44)

(X, X,)=r"(F,F,) & X =, (F(U),F,"'(1-U)), (4.5)
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4.2.3 KENDALLOV KOEFICIJENT KORELACIJE RANGA

U opstem slucaju, kovarijansa nam ne daje potpunu informaciju o strukturi zavisnosti slu¢ajnog
para. Iz tog razloga stru¢njaci proucavaju i druge koncepte zavisnosti kao Sto su npr, korelacije
ranga. Kendalov koeficijent korelacije ranga (tzv. Kendalovo tau) je neparametarska mera veze
bazirana na broju slaganja i neslaganja u uzorku posmatranja para slucajnih promenljivih.
Slaganje se javlja kada se posmatrani parovi menjaju na isti naCin dok neslaganje imamo u
slucaju da se oni menjaju na razliCite nacine.

Tacnije, posmatrani par je saglasan ako se vece vrednosti X; javljaju sa ve¢im vrednostima X,.
Za par kazemo da je neskladan ako se realizacije X; sa veéim vrednostima javljaju sa manjim
vrednostima X;. Ako su (Xj, X)) i (X’;, X’») medusobno nezavisni i imaju istu raspodelu onda
za njih kazemo da se saglasni ukoliko vazi

(X,-X)(X,-X,)>0,
a da su nesaglasni ukoliko vazu obrnuta nejednakost. Dakle, moZemo zapisati

Pr{saglasnost] = Pr{(X, — X, (X, — X,) > 0]

Pr[nesaglasnost] = Pr{(X, — X, (X, — X,) <0].

Ideja o upotrebi verovatnoc¢a saglasnosti i nesaglasnosti dolazi od €injenice da su verovatnoce
dogadaja koji uklju¢uju samo veze nejednakosti izmedu slucajnih promenljivih invarijantne u
odnosu na rastuce transformacije ovih promenljivih. Stoga, definisanje mera zavisnosti iz ovih
verovatnoc¢a obezbeduje da one zavise samo od odgovarajuce kopule.

Definisanjem pojmova saglasnosti i nesaglasnosti u moguc¢nosti smo da predstavimo Kendallov
koeficijent korelacije ranga.

Definicija 4.2.8. Kendallov koeficijent korelacije ranga za slucajni par (X;, X,) je definisan na
sledec¢i nacin

r.(X,, X,) = Pr[concordance(saglasnosti)] - Pr[discordance(nesaglasnosti)].
Ako su marginalne raspodele X, i X, neprekidne gornji izraz moZemo zapisati kao

r(X,,X,)=2Pd(X, - X,)(X, - X,)>0]-1,

gde je (XI',X;) nezavisna kopija (X,,X,), tj, (X,,X,)=, (XI',X;) i dva slucajna para su

medusobno nezavisna.
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4.2.3.1 Osobine

Invarijantnost Kendallovog rang koeficijenta korelacije u odnosu na strogo monotone
transformacije je oc¢igledna: Ako su ¢, i t, neopadajuce neprekidne funkcije definisane na skupu
vrednosti X; i X, , respektivno, tada vaZzi

r. (1, (X,),t,(X,)) =r. (X, X,). (4.6)

Ovo sledi direktno iz €injenice da su #,(X,)—1,(X,) i X,— X, istog znaka. Isto primenimo i na

L(X,)-t(X,)i X,-X,.
Akosu X, iX, medusobno nezavisni tada je r,(X,,X,)=0. Ovo je takode lako dobiti jer

r (X, X,)=2Prl(X, - X,)(X,—X,)>0]-1
=r.(X,,X,)=2(Pr[X, - X, >0,X, - X, > 0]+
+Pr[X, - X, <0,X,-X,<0]-1

—of L L) .
474

4.2.3.2 Kopule i Kendallov koeficijent korelacije ranga

U specijalnom slu¢aju, kada X; imaju neprekidne marginalne funkcije raspodela F; i F, , (4.6)
pokazuje vazi

re (F(X)), F,(X,)) =1 (X, X,)

tako da vrednost Kendallovog rang koeficijenta korelacije zavisi samo od rangova X, 1 X, , dakle

od kopule (X,X,).

Oznadavajuéi sa (X,,X,) nezavisnu kopiju (X,,X,) i uz pretpostavku da ove slucajne

promenljive imaju neprekidne marginalne raspodele, Kendallov koeficijent korelacije ranga
mozemo zapisati u obliku

ro (X, X,)=2P(X, - X,)(X, - X,)>0]-1
=4PX, < X,, X, < X,]1-1.

Dakle, r; za slucajni par (X,,X,) neprekidnih slu¢ajnih promenljivih sa kopulom C moZemo

predstaviti kao
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1 el
re (X, X,) =4[ | Clyu,)dC(uyyuy)~1=
=4E[C(U,,U,)]-1,

4.7)

gde (U,,U,) predstavlja par slucajnih promenljivih sa uniformnom (0,1) raspodelom sa

zajednickom funkcijom raspodele C.

5.2.3.4 Dopustiv skup

Za sve raspodele, r; postoji i prima vrednosti iz intervala [-1,1]. Maksimalnu vrednost 1 dostize
kada je X, =t (X)) gde je t rastu¢a funkcija. Ovo je o€igledno ako ry zapiSemo kao

r(X,,1(X, )= 2Prl(X, - X )(#(X, )—1(X,)) > 0]-1=1,

jer X,—X, i t#(X,)-t(X,) imaju isti znak. Na sli¢an natin zaklju¢ujemo da minimalnu

vrednost — 1 ovaj koeficijent dostize kada vazi X, =t (X;) gde je t neka opadajuca funkcija.

Sada ¢emo dokazati da je r,(X,,X,)==2lako i samo ako se raspodela slu¢ajnog para X podudara

sa jednom od Frechetovih granica.

Teorema 4.2.9 Nekaje X € R,(F,F,) saF;iF;neprekidnim i strogo rastu¢im, i neka U ima

U (0,1) raspodelu. Tada vazi sledeca ekvivalecija:

r(X,,X,)=1e X =, (F'U),F;(U)), (4.8)

(X, X,)=-1X=,(F'(U),F'(1-U)). (4.9)

4.2.4 SPEARMANOV KOEFICIJENT KORELACIJE RANGA

Definicija 4.2.10 Spearmanov koeficijent korelacije ranga rs za par neprekidnih slucajnih
promenljivih X; 1 X5 je identi¢an Pearsonovom koeficijentu korelacije za rangove Fii F5 :

K(X,, X)) = R(F(X), F(X,)).

Dakle, Spearmanov koeficijent korelacije ranga tzv Spearmanovo ro predstavlja obi¢nu linearnu
korelaciju izmedu slucajnih promenljivih U; i U, , gde su U; 1 U, transformacije slucajnih
promenljivih tj. U; = F; (X;) 1 U, = F» (X3). Kako su U; i U, obe uniformne slucajne
promenljive sa oCekivanjem %2 i disperzijom Y2 , Spearmanov koeficijent mozemo zapisati kao
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E[F(X)F,(X,)1- E[F,(X IE[F,(X,)]

JDIF,(X)ID[F,(X,)]
=12E[F/(X,)F,(X,)]-3
=12E[U,U,]-3,

rs(Xl’X2)=

Prethodni izraz moZemo dobiti i na sledec¢i nacin
r(X,, X,)=3Pr[(X, = X")(X, = X3)>0]=Pr[(X, - X)X, — X;) < 0)),

gde je (X', X;) nezavisna verzija (X,,X,)tj. (X;,X;) je slucajni vektor sa nezavisnim
komponentama, tako da vazi X,=, X;',X,=, X; i (X,,X,) i (X{",X;)su medusobno
nezavisni. Ovo direktno sledi iz
r(X,,X,)=3Q2Pr[(X,- X" )X, - X;)>0]-1)
=3(4Pr[X, < X, X, < X;]1-1)
=12F, (X}, X5)-3

1pl (4.10)
= 12.[0 IO C(u,,u,)du,du, =3

=12[ w10,dCu 1) =3
=12EWUU,)-3,

gde (U,,U,) definisano gore ima istu kopulu C kao X i marginalne raspodele 4(0,1).

Spearmanov koeficijent korelacije ranga je stoga proporcionalan verovatnoci saglasnosti
umanjenoj za verovatnofu nesaglasnosti para slucajnih vektora sa istim marginalnim
raspodelama, gde jedan od njih ima nezavisne komponente.

4.2.4.1 Osobine

Isto kao rg 1 rs je invarijantan u odnosu na strogo monotone transformacije, tj. ako su #; 1 f,
strogo rastuce (ili opadajuce) funkcije defisane na skupu vrednosti X; 1 X, , respektivno, tada
vazi

r(1,(X)),1,(X,)) =r,(X,, X,). (4.11)

Takode, ako su X; i X> medusobno nezavisni tada je r,(X,,X,)=0.
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Kao $to je ranije naglaseno Spearmanov koeficijent korelacije ranga je obi¢no Pearsonovo rp za
rangove. Stoga, ako pretpostavimo da su marginalne funkcije raspodele F; i F, neprekidne i
definiSemo U, = F| (X)) 1 Uy=F,(X»), rs(Xi, X») moZemo zapisati kao

E[UU,]1-1/4

V1/12

4.2.4.2 Kopule i Spearmanov koeficijent korelacije ranga

r (X, X,)=r,U,U,)= 4.12)

Vracajudi se na izraz izveden za Pearsonov koeficijent korelacije, nalazimo da je

r (X, X,) =1, (F (X)), F,(X,))
= IZI;I;(C(MI,MZ)—uluz)dulduz.

4.2.4.3 Dopustiv skup
Dokazimo sada za Spearmanov koeficijent teoremu analnognu teoremi 4.2.9.
Tvredenje 4.2.11 Neka je X € R,(F,F,) sa F i F, neprekidnim i strogo rastu¢im, i neka U

ima U(0,1) raspodelu. Tada vaZi sledec¢a ekvivalecija:

KX, X)) =16 X =, (F'(U),F'©)), (4.13)

(X,X,)=-1e X =,(F'(U),F'(1-U)). (4.14)

4.2.5 VEZA 1ZMEDU KENDALOVOG I SPEARMANOVOG RANG KOEFICIJENTA
KORELACILJE

Vrednosti ovih koeficijenta se ¢esto veoma razlikuju. Od pedesetih godina proslog veka pojavio
se veliki broj radova koji se bave vezama izmedu ove dve mere zavisnosti. Slede¢i rezultat
utvrduje koliko se vrednosti ova dva koeficijenta mogu razlikovati.

Teorema 4.2.12 Nejednakosti

3, -1 1+2r -1 "
KTSrSS# vaziza r, 20

”1<2+2’”K_1<r<1+3”1<
2 T

vaziza r, £0.
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4.3 STRUKTURE ZAVISNOSTI

4.3.1 POJAM POZITIVNE ZAVISNOSTI

Jasno je da pozitivne vrednosti mera saglasnosti ukazuju na pozitivhu zavisnost realizacija
slucajnih promenljivih X; i X,. U ovom poglavlju, pokusac¢emo da preciznije definiSemo pojam
pozitivne zavisnosti.

4.3.2 POZITIVNA KVADRANTNA ZAVISNOST (PQD)

Intuitivno tumacenje pojma pozitivhe kvadrante zavisnosti bilo bi slede¢e: Ako su rizici X; i X»
PQD tada je verovatnoca da oni istovremeno uzmu “velike” vrednosti ve¢a nego u slucaju da su
ovi rizici nezavisni. Drugim re¢ima vazi

Pr[X,>x,X,>x,]2Pr[X, > x]Pr[X, > x,]

Definicija 4.3.1. Za slucajni par X = (X, , X,) kazemo da je pozitivno kvadrantno zavisan (PQD)
ako vazi

X, =st[X,| X, >x,] zasvakox, takoda vaZi F,(x,) >0
X, 3st[X, X, >x] zasvako x, takoda vazi F,(x,) > 0

Prvi koncept pozitivne zavisnosti definisan je pomocu <gsr. Ovo pokazuje da svaka komponenta

slucajnog para postaje veca (u <gr smislu) kada je poznato da druga komponentna prelazi neki

prag. Ovo tumacenje se poklapa sa intuitivnim shvatanjem pozitivne zavisnosti.

4.3.2.1 Ekvivalentni uslovi

Definiciju pozitivne kvadrantne zavisnosti mozemo predstaviti na razliite ekvivalentne nacine.

Osobina 4.3.2 Neka je X = (X;, X») slu€ajni par u R,(F, F,). Tada je X PQD ako i samo ako je

zadovoljen jedan od sledecih ekvivalentnih uslova.
(1) E(xl,xz) ZE(xl )E(xz) za svako x,x,€ R

(1) F (x,,x,) 2 F(x,)F,(x,) za svako x,,x,€ R
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(ili) Pr[X, > x, | X, > x, 12 F,(x,) za svako x,,x, € R takodavazi F,(x)>0
(iv) Pr[X,>x 1X,>x,]12F(x) za svako x,,x, € Rtakoda vazi F,(x,) >0

Iz ove definicije vidimo da kada je X PQD, verovatnoca da su njegove komponente istvremeno
velike ili male je veca nego u situaciji kada su X; 1 X, nezavisne. Kao §to je gore pomenuto
uslovi (ii1) 1 (1v) interpretirani intuitivno znace da ¢injenica da je X, veliko (tj. X; > x;) povecava
verovatnocu da je i X, veliko.

4.3.2.2 Osobine

Pozitivna kvadrantna zavisnost poseduje slede¢u zanimljivu osobinu.

Osobina 4.3.3 (X,,X,) PQD= (1,(X,),t,(X,))PQD za sve neopadajuce neprekidne funkcije

Hhit.

Osobina 4.3.3 ukazuje na Cinjenicu da je pojam pozitivne kvadrantne zavisnosti karakteristika
odgovarajuce kopule §to formalno navodimu u slede¢em rezultatu.

Posledica 4.3.4 Neka je X slucajni par sa kopulom C. Tada je X PQD ako i samo ako vazi

C(u) 2 C,(u)za sve ue [0,1].

4.3.2.3 Pozitivna kvadrantna zavisnost i koeficijenti korelacije
PQD rizici su pozitivno korelirani.”

Osobina 4.3.5 Razmotrimo Xe R, (F,, F,) . Ako je (X, X») PQD tada je r,(X,,X,)20. Obrnuto

u opStem slucaju ne vazi, sa izuzetkom normalne dvodimenzionalne raspodele.

Ispitajmo sada rang koeficijente korelacije. U suStini, implikacije osobine 4.3.5 vaZe i za
ove mere zavisnosti.

Osobina 4.3.6 Ako je (X;, X») PQD tadaje 1 (X,,X,)20 1 r(X,,X,)20.

Takode postoji i sledeci rezultat koji povezuje nezavisnost i nekoreliranost u PQD slucaju.

% sledi neposredno iz Osobine 1.6.13 [2]
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Osobina 4.3.7 Neka je Xe R, (F,,F,) PQD. Tada su slede¢i uslovi ekvivalentni:
(i) X ima nezavisne komponente
(i) n(X,,X,)=0;
(iii) r (X,,X,)20;

Slede¢i rezultat sledi iz osobina 4.3.3 1 4.3.5.

Teorema 4.3.8 Slucajni par X je PQD ako i samo ako
Clt, (X)), 1,(X,120 (4.15)

za sve neopadajuce neprekidne funkcije #; i £, pod uslovom da ocekivanja postoje.

4.3.2.4 Pozitivha kvadrantna zavisnost i konveksni poredak

Slede¢i rezultat pokazuje da pojam pozitivne kvadrantne zavisnosti moze biti koriS¢en za
razmatranje efekata pretpostavke o nezavisnosti u slucaju kada su rizici ustvari pozitivno zavisni.

Teorema 4.3.9 Ako su rizici X; 1 X, PQD tada vazi

X+ X5 =st- X, +X,,

gde je (X', X;) nezavisna verzija (X, X,)

Teorema ukazuje da ako su nam date marginalne raspodele i ako su X; i X, PQD, pretpostavka o
nezavisnosti bi nas dovela da stop — loss premije koja je manja od fer premije.

Zivotno osiguranje

Iz osobine 4.3.2, lako zaklju¢ujemo da kada je X PQD, vaze sledece stohasticke nejednakosti
min{X;", X, } <srmin{X,,X,} i max{X;,X;}=<srmax{X,,X,} (4.16)

Formula (4.16) objaSnjava korisnost pozitivne kvadrantne zavisnosti u razliitim situacijama, s

obzirom da ona sugeriSe prirodan nacin za dobijanje izracunljivih granica za maksimum ili
minimum PQD rizika.
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Primer 4.3.10. Razmotrimo Zivote starosti (x;) 1 (x2) sa preostalim trajanjem Zivota T(xy 1 T(xy),
respektivno. Zajednicki Zivotni status postoji dok su obe individue zive. Ovaj status ima
preostalo trajanje Zivota

T,

(xl »Xz)

=min{T, , T, ,}.

S druge strane, status poslednjeg prezivelog postoji dok jer bar jedna individua Ziva. U ovom
slucaju preostalo trajanje Zivota ovog statusa dato je sa

:max{T(Xl),T(xz)}.

(Xl s Xy )

Pretpostavimo sada daje T = (szm];xz)) PQD. Uvedimo sada i slede¢e oznake

1
T

_ . 1 1
- mln{Tw ’sz)

T+ =max{T} T}

(x1,%2)

Iz (4.16), sledi da vaZe nejednakosti

T: . =<s1 T i T =Zst T

(x1,%2) — (x1,%) [EF (x1,%)°

Sto implicira sledece nejednakosti za “Cistu‘ premiju rentnog osiguranja:

el . o e el
dy. Sdg., 14— <a

(.12) (1) °
pri éemu oznaka ,, | 7 ukazuje da je renta bazirana na T, ili T(li). Ovo znaci da za preostala
X1,%)
trajanja Zivota koja su PQD, pretpostavka o nezavisnosti (pri ¢emu su marginalne funkcije
raspodele nepromenjene) vodi do ,,potcenjivanja” jedini¢ne neto premije (i rezervi) uzajamnog
(zajedni¢kog) rentnog osiguranja. U drugom slucaju, tj. kod zajednicke rente za slucaj
dozivljenja dolazi do precenjivanja premije. Sli¢ne zakljucke moZemo doneti i za osiguranje

Zivota u slu¢aju smrti kao 1 u slucaju doZivljenja. \Y%
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4.3.2.5 Uopstenje za n rizika: Kumulativna zavisnost i pozitivna ortant zavisnost

Kumulativna zavisnost (Cumulative dependence — CD)

Definicija 4.3.11. Slucajne promenljive X;, X»,...,X, su kumulativno zavisne (CD) ako su

slucajni parovi (Z: Xl.,Xj) PQD zaj=23,...,n.

Sledeca osobina objasnjava znac¢aj kumulativne zavisnosti u aktuarskoj nauci.

Osobina 4.3.12 Ako je X CD onda vazi sledeca nejednakost
DX == DX,
i=1 i=1

Na osnovu ove osobine zakljuCujemo da bi pretpostavka o medusobnoj nezavisnosti
komponenata CD vektora X vodila ka “potcenjivanju” stop — loss premija. U tom slucaju
osiguravac bi naplacivao premiju koja je manja od fer premije tj. zasnovana je na manjem riziku
od stvarnog ukupnog rizika posmatranog portfolia.

Pozitivna ortant zavisnost

Definicija 4.3.12. Slucajni vektor X je pozitivno donje ortant zavisan (positively lower orthant

dependent - PLOD) ako za svako x € R" vaZi nejednakost

Pr{X <x]>Pr{ X" Sx]zHPr[Xi <x] (4.17)
i=1
i slicno, X je pozitivno gornje ortant zavisan (positively upper orthant dependent - PUOD) ako

za svako x € R" vaZi nejednakost

Pr[X >x]>Pr[X* > x]:ﬁPr[Xi > X, ] (4.18)

i=1
\%
Intuitivno, (4.18) znai da je veca verovatnoca da istovremeno prime velike vrednosti
komponente X;, X»,...X, nego iste kompnente nezavisnog vektora sa istim marginalnim
raspodelama. U slu¢aju kada istovremeno vaze (4.17) i (4.18) kazemo da je X pozitivno ortant
zavisan (POD).
Na osnovu (4.17) i (4.18) lako je zakljuciti da ako je X PQD tada vaZe nejednakosti

min X;" <5t min X, i max X, <st max X;" (4.19)
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Ove nejednakosti mogu se naci u literaturi Baccelli i Makowski (1989) gde je objaSnjena i
primena pozitivne kvadrantne zavisnosti u razli¢itim situacijama.

Razmotrimo sada osobinu 4.3.12 za POD rizike. U ovom slucaju, medutim —<g; - mora biti

zamenjeno sa slabijim <.

Osobina 4.3.13 Ako je X POD tada vazi sledeca nejednakost

iXil =MGF ixi .
i=1 i=1

4.3.3 USLOVNI SEKVENCIJALNI RAST (CONDITIONAL INCREASINGNESS IN
SEQUENCE)

Sledeca struktura zavisnosti, koju nazivamo uslovni sekvencijalni rast, dobija se zahtevenjem da

uslovne raspodele rastu u <gr smislu kako rastu vrednosti odgovarajucih slu¢ajnih promenljivih.

Definicija 4.3.1. Slucajni vektor X ima osobinu uslovnog sekvencijalnog rasta (conditional
increasingness in sequence — CIS ) ako za sve i = 1,2,...,n, vazi

(X, | X, =x,X,=x,,..X,

i =X ] 3t XN X =y, X, =y, X =]
zasve X, < y,,X, < ¥,,....X_, <y, naskupu svih mogucih ishoda X;. \Y

4.3.3.1 Veza sa stohastickom dominacijom

Nije teSko primetiti da su zadovoljeni uslovi teoremea 2.2.14 ako su slucajni vektori CIS. Ovo
nas dovodi do sledeceg rezultata.

Teorema 4.3.2 Akosu X ili Y CIS, X;=<s1 Y11
(X X, =x,.. X, =x_1=3stY, 1Y, =x,...Y_, =x_,]

i—

zasvexj,j=12,...,-1,tadaje X <srY.
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4.3.3.2 Uslovni rast (conditional increasingness - CI)

Sada ¢emo definisati jaci koncept zavisnosti koji je usko povezan sa CIS.

Definicija 4.3.3. N — dimenzionalni slu¢ajni vektor X je wuslovno rastuéi (CI) ako je

(X 1y >+ X 1)) CIS za sve permutacije 7 skupa {1,2,..., n}, tj. ako za svako i vazi
[X, 1X,=x,, j€ J]jST[XiIXj:x;,je J]
kadaje x, <x}, gde Je{1,2,..,n} i ig J. \Y4

Za razliku od uslovnog sekvencijalnog rasta, uslovni rast je simetriCan koncept
zavisnosti.

Primedba 4.3.4. Pokazimo da implikacija

Xje CI= X je CIS

vazi samo u datom smeru. Uzmimo X = (X, X) sa uniformnom raspodelom na (1,1), (1,2), (2,1)
i(2,3). Tada vazi da je X CIS, ali

Pr[XlZOIXZ:O]:%>O:Pr[X122IX2:2],

Tako da X nije CL. \Y

4.3.3.3 Uslovni rast i kopule

Proveravanje uslovnog rasta je jednostavno u dvodimenzionalnom sluc¢aju gde postoji potpuna
karakterizacija CI kopula

Osobina 4.3.5 Dvodimenzionalna kopula C je CI ako i samo ako je C konkavna po svakoj
promenljivoj kada je druga promenljiva fiksirana.
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4.4 SUPERMODULARNI POREDAK

Definicija 4.4.1 Neka su X i Y dva n — dimenzionalna slucajna vektora takva da vazi

Elg(X)]< E[g(Y)] za sve supermodularne funkcije g :R — R, pod uslovom da ova ocekivanja

postoje. Tada kaZzemo da je X manje od ¥ u supermodularnom poretku i piSemo X <smY .

Teorema 4.4.2 Za svako X € R (F,,...,F,), vazi

X <sm (F'U),.... F,(U)),

gde su U uniformne slu¢ajne promenljive, tj. U : U/(0,1) .

Teorema 4.4.3 Posmatrajmo Frechetov prostor R (F,,..., F,), koji zadovoljava (1.6). Neka je X

medusobno iskljuciv rizik u R (F,,...,F,) . Tada X=<guY vazZizasve Y € R (F,....,F)).

Supermodularni, stop — loss i konveksni poretci

Primetimo da na osnovu definicije 2.2.21 sledi

X=smY = X=pcxY.

Teorema 4.4.4 Neka su X i Y dva slucajna vektora. Ako X=<gsmY tada vazi ¥(X) <s . WP(Y)za

svaku neopadajucu supermodularnu funkciju ¥ : R — R
Posledica 4.4.5 Neka su X i Y dva slucajna vektora za koje vazi X=<smY 1 neka su

t,,....t, neopadajuce, nenegativne funkcije. Tada vazi (X,),....t,(X,) Zs.t,(}),....t,(Y,).
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S

Stohasticka ogranicenja
funkcija zavisnih rizika

Ovo poglavlje bavi se ograni¢enjima funkcija koreliranih rizika, prema razliitim stohastickim
poretcima. Na pocetku je naveden opsti postupak za izvodenje gornje i donje stop — loss granice
za rastuce, konveksne po pravcu funkcije potencijalno zavisnih rizika X;, X, X,. Primeri koji

su navedeni ukljucuju odredivanje granica, u =g - smislu, sume S =2 X, osiguranih rizika ¢ija

su ocekivanja i disperzije poznati.

U nastavku je pokazano kako se izraCunavaju granice verovatnoca funkcije prezivljavanja
Pr[S > s], kao i granice ocekivanja E[g(S)] monotonih ali ne nuzno konveksnih funkcija g.

Pomoc¢u ovog metoda dobi¢emo granice od S u <gr smislu.

5.1 UVOD

Cilj ovog poglavlja je da odredi i oceni moguci uticaj zavisnosti, pa s tim u vezi, razmotrimo

primer gde su X; i X, eksponencijalne slu¢ajne promenljive sa istim raspodelama, tj. X;: (1) i

X5: £(1). U nastavku poglavlja ¢emo pokazati da za sve xe R* vaZi slede¢a nejednakost

~(x-2In2),

e <Pr[X,+X,>x|<e 2 (5.1)

Donja granica dobija se direktno jer ocigledno vazi Pr[X1 +X, >)c]2Pr[X1 >x]. Drugi deo
dobija se na nesto sloZeniji nain. Gore navedena nejednakost daje nam mogucnost merenja

uticaja zavisnosti funkcije prezivljavanja. Slika 5.1 (levo) prikazuje granice zajedno sa
vrednostima koje odgovaraju nezavisnosti 1 potpunoj zavisnosti (fj. X, =X,). Jasno je da

verovatno¢a da X; + X, “dvostruko prebaci” svoje oCekivanje u velikoj meri zavisi od strukture
korelacije izmedu X; i X, i da se krece u rasponu od 0 do 3 puta vrednosti dobijene pod
pretpostavkom nezavisnosti. Uoc¢avamo, takode, da potpuna pozitivna zavisnost povecava
verovatnocu da X; + X, prekoraci neki gornji prag utvrden pod pretpostavkom nezavisnosti, dok
istovremeno smanjuje verovatno¢u da bude ispod datog donjeg praga.
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Slika 5.1 Uticaj zavisnosti na funkcije preZivljavanja (Ievo) i VaR (desno) za sumu dve eksponencijalne

&(1) slucajne promenljive

da posmatramo uticaj zavisnosti je ispitivanjem VaR. Za gore navedene, eksponencijalne
slu¢ajne promenljive, nejednakost

~In(1-¢) < VaR[X, + X,;¢]<2(In2—1In(1-g)) (5.2)

vazi za sve qe(0,1). Slika 5.1 (desno) pokazuje granice (5.2), zajedno sa vrednostima koje

odgovaraju nezavisnosti 1 potpunoj zavisnosti. Iz ovog jednostavnog primera uoavamo da
struktura zavisnosti moZe imati veoma jak uticaj na vrednosti verovatnoca prekoracenja ili VaR.

Posmatrajmo sada portfolio sacinjen od n=?2 polisa i neka su X, +...+ X, odgovarajuci

nenegativni iznosi Steta u nekom posmatranom periodu. Postoji brojna literatura koja se
bavi ukupnim iznosom Steta S=X,+..+X, u slucaju kada su rizici X; medusobno

nezavisni. Jedan od pristupa modeliranju ovog problema je tzv. model individualnog
rizika koji predstavlja ukupan gubitak kao sumu S = X;+...+X,, fiksnog broja, n, polisa
osiguranja gde je X; iznos Stete i — te polise. Ovi iznosi su medusobno nezavisne slucajne
promenljive koje ne moraju imati istu raspodelu ali uglavnom imaju pozitivnu
verovatnoc¢u u nuli tj. verovatnocu da se Steta ne dogodi. Model individualnog rizika
koristimo da saberemo sve Stete nekog fiksnog broja ugovora o osiguranju. Model
individualnog rizika prevashodno je razvijen za Zivotno osiguranje gde je q; verovatnoca
nastanka smrtnog ishoda (stopa mortaliteta) i — tog osiguranika a b; fiksna dobit koja se
isplacuje u tom slucaju. Raspodela iznosa osiguravatelja tada je data sa

b, 0 )
X, : , 1=1,..,n
g, l—g

U tom slucaju ocekivanje i varijansa ukupnih Steta su
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E®)=Yhbe 1 DOS=ba0-q),

i=1
gde druga jednakost sledi iz nezavisnosti.
Funkcija generatrisa verovatnoca ukupnih steta je

P(2)=]]0-q +4qz2").
i=1

U specijalnom slucaju kada su svi rizici jednaki i q; = q i b; = 1 pgf (pgf — funkcija
generatrisa verovatnoca) se svodi na

P (z)=[1+q(z-DI",

i tada S ima binomnu raspodelu sa parametriman i q.

Model individualnog rizika moZemo generalizovati na sledeci nacin. Neka je X; = I; B,
gde su 1;,...1,, By,...,B, nezavisni. Slucajne promenljive I; su indikator promenljive koje
uzimaju vrednost 1 sa verovatnocom gq; i vrednost 0 sa verovatnocom 1 — g, Ova
promenljiva pokazuje da li i — ta polisa proizvodi Stetu. Naravno, u tom slucaju ona ima
vrednost 1. Slucajna promenljiva B; predstavlja iznos stete pod uslovom da se Steta
pojavi i moZe imati bilo koju raspodelu. U slucaju Zivotnog osiguranja, B; je konstantna
sa svom verovatnocom u vrednosti b, Ako uzmemo da je u; = E(B;) i of = D(B;) imamo

E(S)= qu':ui i D(S) :Z[qio-iz +qz‘(1_q1'):ui2]
=1

i=1
Kada su rizici razliciti, verovatnoce definisane sa pgf (3.1 0)"’ mogu se izracunati tacno
ili aproksimativno. Normalna, gama, lognormalna ili bilo koja raspodela moZe se
koristiti za ovu aproksimaciju. Ovo se najcesce radi izjednacavanjem prvih nekoliko
momenata. Kako normalna, gama i lognoramlna raspodela imaju sve po dva parametra,
srednja vrednost i varijansa su dovoljni za ovu aproksimaciju.

Postoje dva metoda izracunavanja raspodele ukupnih Steta u individualnom modelu:
e Direktno izracunavanje i
® Rekurzivno izracunavanje

Kod prvog metoda raspodela za S moZe se dobiti konvolucijom raspodela X; tj. vaZzi da je
raspodela verovatnoce ukupnih gubitaka data kao

fs )= fy, * fy, *x fy (0), (*)
gde je

19 vidi [11]
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pi=l-q, x=0

fr (0) = {

i°

Raspodela verovatnoce (*) moZe se izracunati rekurzivno koristeci parcijalne sume
S, =8_,+X, zai=223,..,n pocevsisa S, =X,. Dakle, vaZi

stl (x)fX,» (0)9 x < bi
fs. ()C) =
ST O f O £y (x=b)f (b)), x=b,
p,‘fs(._l (x), x < bi

pifsl_] (x)+qifsl_] (X—bi)f, XZbi.

Drugi pristup je rekurzivno izracunavanje koji se moZe naci u [11].

U ovom poglavlju bavicemo se sluCajem u kojem pretpostavka o nezavisnosti ne vazi, tj.
slucajne promenljive X; poseduju odredeni stepen korelacije.

Pod pretpostavkom da je marginalna funkcija raspodele slucajne promenljive X;, F; poznata
za svako i=1,2,...,n, na osnovu teoreme 4.4.2 1 posledice 4.4.5 znamo da stop — loss premije za S

maksimalne kada su X; komonotoni. Pod dodatnim pretpostavkama, struktura zavisnosti koja
minimizira stop — loss premije od S je medusobna isklju¢ivost. U opsStem slucaju, komonotonost
i medusobna iskljucivost daju nam granice za E[g(S)] za neku monotono konveksnu funkciju g.
U nastavku pokazujemo kako se odreduje gornja stop — loss granica bilo koje konveksne po

pravcu, rastuce funkcije W(X, +...4+X,), n=2 potencijalno zavisnih rizika u situacijama kada su

marginalne raspodele delimi¢no ili potpuno poznate, ili ¢ak kada je dostupna informacija o
kopuli koja opisuje odnos zavisnosti medu X; — ovima.

Takode su izvedene granice za vrednosti E(g(S)) za neku funkciju g koja je monotona ali

ne obavezno konveksna. Ove granice su, takode, veoma interesantne aktuarima.
Pretpostavimo, na primer, da osiguravac traZi od reosiguravaca stop — loss ugovor sa
odbitkom d =20. U nedostatku odgovarajucih informacija o mogucoj zavisnosti medu
rizicima X;, reosiguravaca mogu interesovati granice verovatnoce Pr[S > d] kada je on u

obavezi da cedentu (osiguravacu) isplati iznos S —d . U ovom slucaju nam komonotonost

ne pomaZze jer indikator funkcija skupa {S —d > 0} jeste neopadajuca ali nije konveksna.

Kao drugi primer, pretpostavimo da aktura interesuje VaR[S;e]. U praksi se obicno

uzima suma z; VaR[X;;&€]. Medutim, za ne — elipticne portfolie moZe vaZiti

D VaR[X,;€]< VaR[S;é].
i=1
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5.2 POREDENJE RIZIKA SA FIKSNOM STRUKTUROM ZAVISNOSTI

5.2.1 PROBLEM

U slucaju fiksne strukture zavisnosti medu rizicima (tj. kopule), moglo bi se pomisliti da rizi¢niji

pojedinacni rizici, X; znace i rizi€niji ukupan portfolio S. Ispostavilo se da je ova pretpostavka

tacna za <gr poredak ali u opStem slu€aju ne vazi, Cak ni za <g. Bez obzira na ovo, ukoliko

vaze dodatni uslovi za kopulu (tzv uslovni rast) moguce je dobiti Zeljeni rezultat.

5.2.2 POREDENJE SLUCAJNIH VEKTORA SA FIKSNOM STRUKTUROM
ZAVISNOSTI PREMA STOHASTICKOJ DOMINACIJI

Za dva slucajna vektora X i Y sa nezavisnim komponentama, oCigledno vazi sledece

X, <s7Y;, zai=1,2,,...n & X=s57Y.

U ovom konkretnhom slucaju, viSedimenzionalna stohasticCka dominacija je ekvivalentna
jednodimenzionalnoj stohastickoj dominaciji za sve marginalne raspodele.

Cilj ovog poglavlja je da pokaZe da u ranije navedenim rezultatima kljuCna pretpostavka nije
nezavisnost, ve¢ ¢injenica da dva slucajna vektora imaju iste strukture zavisnosti (tj. iste kopule).
Dakle, uvek kada dva slu€ajna vektora imaju istu strukturu zavisnosti, uslovi viSedimenzionalne
stohasticke dominacije se lako obezbeduju ispitivanjem marginalnih raspodela svake od
komponenti slu¢ajnog vektora. Rezultate koji su dole navedeni dobili su Scarsini(1985) i
Miiller i Scarsini (2001).

Teorema 5.2.1 Nekasu X e R (F, F,,....F,) i Ye R (G,G,,...,G,) dva sluCajna vektora koja

imaju zajednicku kopulu C (ne nuzno jedinstvenu). Tada vaZzi

X=s1Y & X =<srY: zai=12,...,n

Dokaz. Kako je smer = oc€igledan, dokaza¢emo samo smer <. Kako je X; <srY; za svako i,

znamo da vazi F' (1,) <G (u;) za sve u,€[0,1]. Stoga, ako uzmemo da U ima istu raspodelu

kao C dobijamo da vazi
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pa vazi X <st Y na osnovu teoreme 2.2.12. U

Primetimo da pod uslovima koji vaZe u prethodnoj teoremi, vaZzi i sledece

X, 3s7Y;, zai= 1,2,,...n. = ZCL’Z.XZ. =sT Za'lYl

i=1 i=1

za bilo koje «,....cr, 20. Dakle, jednodimenzionalna stohasticka dominacija je zatvorena u

odnosu na sabiranje slu¢ajnih promenljivih pod uslovom da je struktura zavisnosti svih sabiraka
ista.

5.2.3 POREDPENJE SLUCAJNIH VEKTORA SA FIKSNOM STRUKTUROM ZAVISNOSTI
PREMA KONVEKSNOM PORETKU

Posmatrajmo dva slucajna vektora X 1 ¥, kod kojih su komponente vektora X dominantne u
konveksnom poretku (dominated in the convex order) nad odgovaraju¢im komponentama
vektora Y. PokuSa¢emo da nademo uslove pod kojima ¢e svaka pozitivna linearna kombinacija
komponenata vektora X biti dominantna u konveksnom poretku nad istom pozitivnom
linearnom kombinacijom komponenata vektora Y.

S obzirom da je konveksna funkcija pozitivne kombinacije komponenata vektora konveksna po
pravcu u tacki, konveksnost po pravcu postaje interesantan alat za reSavanje gore pomenutih
problema. Teorema sli¢na teoremi 5.2.1 vaZi za konveksan poredak ali samo ako su komponente
slu¢ajnog vektora nezavisne (tj.C = C,) pa on nije od velike pomoc¢i. Jasno je da je nemoguce

oCekivati da iz konveksnog poretka marginalnih raspodela zaklju¢imo neSto o konveksnom
poretku sume komponenata ako su one negativno zavisne. U finansijskoj literaturi ovaj fenomen
je poznat pod nazivom “hedZing” rizika. Pretpostavimo da smo vlasnici neke akcije, ¢iji prihod
opisuje slu¢ajna promenljiva X;. Rizik moZemo smanjiti investiraju¢i u neku drugu rizi¢nu
aktivu koja je u negativnoj korelaciji sa X;, na primer, prodajna opcija na nasSu akciju.
Pretpostavimo dalje, da ova opsija daje prihod

X, =max{K - X,,0}

1 da za nju treba da platimo iznos od E[X,]. Uporedimo sada sledece dve situacije. Prvu, u kojoj
posedujemo pomenutu akciju i novac u iznosu E[X,] u gotovini (fj. naS portfolio je
X = (X,,E[X,])) sa drugom u kojoj imamo prodajnu opciju (tj. naS portfolio sada je

X'= (X,,X,)). Portfolio X’ je manje rizi¢an od portfolia X tj. vazi
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Xl +X2 jSL,: X1 +E[X2]9

iako je E[X,]=sL- X,. Dakle, jasno je da nam je potrebna neka pretpostavka o pozitivnoj

zavisnosti. Slede¢i rezultat, za koji su zasluzni Miiller 1 Scarsini (2001), pokazuje da ako
pretpostavimo da oba vektora'' X i ¥ imaju istu CI kopulu, tada za ove su ovi vektori uporedivi
u konveksnom po pravcu poretku.

Teorema 5.2.2 Neka su X i Y dva n — dimenzionalna slu¢ajna vektora sa zajednickom CI
kopulom C i pretpostavimo da vazi X; <s.-Y; zasvei=1,2,..., n. Tada vazi X=pcx Y.
Kao direktna posledica gornje teoreme dobija se sledeci rezultat.

Posledica 5.2.3 Neka X i Y zadovoljavaju uslove iz prethodne teoreme. Tada za sve

nenegativne konstante oy, o, oy, Vazi

Sax, <s- Yay.
5.3 STOP - LOSS GRANICE FUNKCIJA ZAVISNIH RIZIKA

5.3.1 POZNATE MARGINALNE RASPODELE

Sada ¢emo odrediti gornju i donju stop — loss granicu za rastucu, konveksnu po pravcu funkciju

U(Xy,..., X,), R" — R. Najjednostavniji primeri rastu¢ih funkcija konveksnih po pravcu, su

linearne kombinacije
Y(x,...x,)= Za',.x,. , gdesu «,....a,>0.
i=1
Pretpostavimo da su nam poznate marginalne raspodele Fi,..., F,, 1 da moZemo naci kopule C " i
C" tako da vazi

C =smC =2smC. (5.3)

Na osnovu Teoreme 4.4.4 imamo da vazi

11 . . . .
Marginalne raspodele ovih vektora su uporedive u konveksnom smislu,
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Y(X, X )=SsL P(X,,. X,) S P(X/,.00 X)) (5.4)

kad god (X,,...X )1 (Xf,..., X;) imaju zajednicke marginalne raspodele Fi,..., F,

ali razli¢ite kopule C~i C" umesto kopule C.

Teorema 4.4.2 ukazuje da se Frechetova gornja granica namece kao prirodni izbor za C*
dok je za C~ najlogi¢nije uzeti C;.

5.3.2 NEPOZNATE MARGINALNE RASPODELE
5.3.2.1 Opsti postupak

Jedan od osnovnih problema aktuarske nauke je odredivanje ekstremnih vrednosti u odnosu na
neki stohastiCcki poredak. Zaista, ponekad aktuari donose odluke na osnovu najmanje
prihvatljivog rizika koji odreduju na osnovu nepotpunih informacija koje su im dostupne. Ovo
¢ine tako Sto u datim klasama rizika odrede ekstreme u odnosu na neki stohasticki poredak, koji
u stvari predstavljaju preferencije aktuara iskazane kroz poyjmove ,,dobar* 1 ,,J08* rizik.

Pretpostavimo sada da su marginalne funkcije raspodela slucajnih promenljivih Xi,..., X,
nepoznate ali je na osnovu nekih parcijalnih informacija o njima moguce naci donju granicu

x-

+
i, min [

i,max

u =g smislu, sluajnih promenljivih X;. Tacije, X, . 1 X,

i, min i,max

1 gornju granicu X

su definisane tako da zadovoljavaju sledece

Xi,min

<sL= X, Ss= X,

imax 28 =11
Pretpostavimo dalje da su C ~ i C' iz jednakosti (5.3) i (5.4) CL Nezavisna kopula i
Frechetova gornja granica o€igledno zadovoljavaju ove zahteve.

Pod ovim uslovima koji vaZe za C ~i C', direktnom primenom teoreme 5.2.2 dobijamo

\P(Xl,min 00 Xn,min

) st P(X,,.... X)) (5.5)

WX, X)) =L WX L X

l,max >"* n,max )

(5.6)

gde (X, , X

1l,min>°"* n,min

) ima kopulu C "a (X, ,..,X' ) kopulu C".

l,max>°**° n,max

Prednost ovog pristupa je u tome Sto se u izboru stop — loss granica mozZemo osloniti na
jednodimenzionalna iskustva Sto je pokazano u nastavku.
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5.3.2.2 Ograniceni rizici sa datim o¢ekivanjima

Pretpostavimo da je E[X;] = i Pr[0< X, <b,]=1 za poznate konstante w; i b; i =1,2,...,n. Radi

jednostavnosti, pretpostavimo da bez gubitka opStosti vazi

By Bzl

b, b b

n n+l

Na osnovu zadatka 3.5.21 (Vidi [2]) o konveksnom poretku slucajne promenljive sa skupom

+
i,max

vrednosti iz intervala [a , b] 1 oCekivanjem x poznato je da vazi X, <s.-X gde je funkcija

+
i,max

raspodele X data sa

0, x<0,
Fo(x)={1-%, o<x<p,
i, max bl. i
1, x2b

i (5.7)

Dakle, ako je , na primer, W(X,,...X,)=X,+..+ X, , na osnovu (5.4) i (5.6) moguce je

zakljuciti da vazi
S=Y> X, Zst= Y Fio (U) =50 (5.8)
i=1 i=1

gde U ima uniformnu raspodelu, tj. U : U(0,1). Sledec¢i rezultat daje eksplicitan izraz za funkciju

raspodele Smax, kao i za njenu stop — loss transformaciju.
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Osobina 5.3.1 DefiniSimo sledece
M=, b =>b, i=l..n
j=1

o v . * . * "
priemuje b, =01b,, =oo.Tada vazi

(1) funkcija raspodele Fp,x slucajne promenljive Spax eksplicitno je data sa

F, (x) :( —%j]l[bf_l <x<b] (5.9)

i

(i1) stop — loss premija 7, (d), koja predstavlja gornju granicu 7 (d) data je u formi

7, (d) = (ﬂ: ~ i+ 2"“ (b7, - d)j]l[b;‘ <d<b,] (5.10)

i+1
za i=1,...n—-1.

Dokaz. Za dokazivanje (5.9) koristimo Cinjenicu da za svako x =0, vaZzi

max Pr{z lmax }
:1—%+iP{bﬁ <x

i i=1

:ui+1
b =

i+1 i

Kako U: U(0,1) iz gornjeg izraza dobijamo
F (x)=1—£+ ('a 'u’”j H[b <x]
i=1

Sto se lako svodi na (5.9).

Za dokaz (5.10) primetimo da za b, <d <b,,, vazi

1o f,
)= 356 -a) 22

Jj=i+l Jj Jj+l

Sto moZemo zapisati u obliku
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T (d) = /ZHI b, + .Zzb_j(bj _bj—l)_ /ZHI d= /ZHI (bm _d)+ﬂn —Hiy-
j=i+2 O}

i+1 i+1 i+1

¢ime je ovaj dokaz zavrSen. 0

5.4 STOHASTICKE GRANICE FUNKCIJA ZAVISNIH RIZIKA

5.4.1 STOHASTICKE GRANICE SUME DVA RIZIKA

Posmatrajmo sumu § = X, + X, dva potencijalno zavisna rizika X; i X,. Pokaza¢emo da postoje

sluCajne promenljive S, 1 S .. takve da vazi

min

Pr[S,. Ss]<Pr[S<s|<Pr[S,. <s|], seR (5.12)

min
ili, drugim reCima S, =st S =st S,,;, - Za takve slu¢ajne promenljive iz (2.3) imamo da vazi

E[g(S,, )1 E[g(S)] < E[g(S )]s (5.13)

za sve neopadajuce funkcije g, pod uslovom da ova o€ekivanja postoje.

Za i=1,2, neka X; predstavlja rizik sa funkcijom raspodele F; i levom granicom

F(s)=Pr[ X, <s] definisanom za sve scR. Uvodimo

Fu(s)=supmax{F (x)+F, (s—x)—10} (5.14)

xeR

F,. (s)=inf min{F, (x)+F,(s—x),1}. (5.15)

max
xeR

Sada ¢emo dokazati da postoje sluCajne promenljive kojima odgovaraju F_ 1 F

max *

Lema 5.4.1 Postoje slucajne promenljive S, 1 S, . takve da vazi

F. (s)=Pr[S. <s] i F_(s)=Pr[S

min max max

<s], seR (5.16)

57 | Aktuarski modeli za zavisne rizike



Dokaz. Ocigledno je da su F,, 1 F,, neopadajuce na svojim domenima pa na osnovu primedbe
Rudina (1974), str.39 imamo da je F,, (s) neprekidne s leva dok je F,, (s)neprekidna s desna.

Sve $to nam ostaje da proverimo je ove funkcije imaju vrednosti limesa 0, odnosno 1 kada s teZi
-00, 0dnosno +oo.

Pokazacemo samo za F,_ _ jer se za F_ izvodi na slian nacin. Prvo ¢emo pokazati za smer
kada s teZi -oo. Uzmimo fiskno &£>0 i izaberimo u tako da vaZzi F,(u,)<ég/2. Sada ¢emo
izabrati s tako da vazi F,(s,—u,)<€&/2. Tada je F, (s,)<€& a s obzirom da je funkcija

neopadajuca vazii F,, (s)<& zasvako s<s,.

Za slucaj kada s — oo izaberimo u; tako da vazi F (4,)>1-¢&. Uzmimo sada s; tako da je
zadovoljeno F,(s, —u,) >1—¢& . Primetimo da vazi
inf min{F, (u)+F, (s, —u),1} 2 F, (s, —u,)>1-¢

u<u,

inf min{F, (u)+F, (s,—u),1} 2 F (u,)>1-¢

odakle dobijamo F, (s)>1-¢.Kako je F,  neopadajua, dokaz je zavrsen. O

Kao Sto je ve¢ napomenuto, ove sluCajne promenljive, S .1 S Cija je egzistencija

garantovana lemom 5.4.1 su zapravo one za koje vaze nejednakosti (5.12) i (5.13) na Sta ukazuje
sledec¢a teorema.

Teorema 5.4.2 Ako je S=X,+X, a F,, i F,, definisane sa (5.14) 1 (5.15) tada vazi
(s)<F,(s)<F,,.(s) zasve se R (5.17)
Dokaz. Za proizvoljno six iz R, jasnojedaiz X, >x 1 X, >s—x sledi S >s, tako da vazi

F (s)SPr[X,<xor X,<s—x|<F(x)+F(s—x),
odakle o€igledno sledi F, (s)<F,, (s) svuda. Da bi pokazali drugu nejednakost primetimo

Pr[X, <x]+Pr[X, <s—x]-Pr[X, <x, X, <s—x]|<1

58 | Aktuarski modeli za zavisne rizike



odakle sledi da je

max{F (x)+F, (s—x)-10}<Pr[X, <x,X, <s—x]<F,(s),
Sto je traZeni rezultat. 0

Primedba 5.4.3. Da bismo videli da (5.17) zaista implicira (5.12), pa stoga i (5.13), dovoljno je

posmatrati Pr [Smin <s+1/ n] <Pr [S <s+1/ n] za sve cele brojeve n>1, pa u grani¢cnom slucaju

vazi Pr[S,;, <s]<F,(s).

min

Kao posledica teoreme 5.4.2, funkcije raspodele S _, i1 S, predstavljaju najbolje moguce

max

granice za S = X, + X, u =gt smislu.

U nastavku navodimo neke primere koji se koriste u aktuarskoj praksi.

Primer 5.4.4 Ako su slucajen promenljive X,:é&(¢,), i=1,2, lako se pokazuje da je funkcija
raspodele sume S =X, +X, ograni¢ena sa od dole sa “pomerenom” eksponencijalnom

raspodelom oblika
F;nin = g + g(al + az )’
gde je 6 = (a,+a,)log(a, +a,) - a,log(a,) — &, log(ex, ). Takode je ograniena od gore sa

F . =&emax{a, a,}).
\Y%

Primer 5.4.5. Ako su sluajen promenljive X, : Par(¢;), i =1,2, lako se pokazuje da je funkcija

raspodele sume S = X, + X, ograniCena sa od dole sa Pareto raspodelom oblika
F. =Par(a,A)+A-1 -4,
gdeje A=(AP +A%)"" i B=a/(a+1).. Takode je ogranitena od gore sa

F, .. = Par{a,max(4,,4,)). \Y
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5.4.2 STOHASTICKE GRANICE SUME VISE RIZIKA

Prethodna ideja moZze biti proSirena bez mnogo potesko¢a 1 na slucaj n>3 polisa X; sa

funkcijama raspodele F; i levim limesima F;”,1<i < n. Defini§imo sada hiperravan

X +..t+x, :s}

Z(s)z{xe R”

1 definiS§imo

F..(s)= sup max{ n Fl._(x,.)—(n—l),O} (5.18)
xey (s) i=1
1
me(s)zx;%f(s)nnn{i_l Fl.(xl.),l} (5.19)

Moze se pokazati egzistencija sluCajnih promenljivih S . 1 S za koja (5.16) 1 dalje vaZzi sa

max

ovim proSirenim definicijama F,_. i1 F, . Sledeca teorema predstavlja uopStenje teoreme 5.4.2.
Teorema 5.4.6 Ako je S=X +..+X,,a F i F  sudefinisani sa (5.18)1 (5.19), tada vazi

F.. (s)<F(s)<F,. (s),zasve se R. (5.20)

5.4.3 POBOLJSANJE GRANICA SUMA POZITIVNO ZAVISNIH RIZIKA

U ovom delu opisa¢emo kako da modifikujemo rezultate date u 5.4.1 i 5.4.2 u cilju suZavanja
granica raspodele ukupnih zahteva S =X, +...4+ X, u slu¢ajevima kada su nam dostupne dodatne

informacije o strukturi zavisnosti pojedinacnih rizika. Ova poboljSanja moguca su samo u
slu¢ajevima kada su marginalne funkcije raspodele svakog pojedinacnog rizika poznate (Sto smo
do sada podrazumevali).

Posmatrajmo za pocetak slu¢aj n = 2 i pretpostavimo da su slu€ajne promenljive X; 1 X»
pozitivno zavisne, $to je uobicajena pretpostavka u aktuarskoj praksi. Pretpostavimo, Sta vise, da
je par (X; , X» ) PQD. Sledec¢a teorema pokazuje nam da je u ovom slucaju moguce poboljSati
granice (5.17).
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Teorema 5.4.10 Neka je (X;,X>) PQD1i § =X, +X,. Tada vaZi
F. (s)<F. (s)<F,.  (s) zasveseR,
gde je
F. (s)=sup{F,(x)F,(s—x)} (5.21)

F, (s)=1—sup{fl(x)F2(s—x)} (5.22)

za sve s€R.

Dokaz. Na osnovu pretpostavke, imamo

F (x)F,(s—x)<Pr[X, <x, X, <s—x|<F (s),

za poizvoljno x€R, §to nam daje donju granicu. Na isti nacin kao i u dokazu 5.4.2, takode

dobijamor
F(s)<Pr[X, <x or X,<s—x|=F(x)+F,(s—x)-F(x)F,(s—x)
bez obzira na izbor x, $to nam predstavlja gornju granicu. 0

Primedba 5.4.11. S obzirom da u opsStem slucaju vazi

max{F, (x)+F,(s—x)—-1L0} < F, (x) F, (s—x)

F(x)+F,(s—x)-F(x)F,(s—x)<min{F, (x)+F, (s—x),1}
zaklju¢ujemo da mora da vazi

F..(s)SF. (s)SF(s)<F. (5)<F,(5)

min min

Dakle, PQD uslov vodi ka uZim granicama. \Y%

Navedimo i upStenje gornjih rezultata za slucaj n > 3.
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Teorema 5.4.12 Neka su X,.,X, sluCajne promenljive sa funkcijama raspodela

F,,...,F, redom. Neka je S=X, +...+X, 1 pretpostavimo da su X; POD. Tada vaZi

sup {f[F,.(xi)}SFS(s)g— sup {fﬁ.(x,.)}, (5.23)

xey (s) Ui=l xey (s) Ui=l

zas € R, gde je (s) definisano na isti nacin kao i u delu 5.4.2.

5.4.4 STOHASTICKE GRANICE FUNKCIJA DVA RIZIKA

Pretpostaimo da Zelimo da odredimo granice funkcije raspodele W (X, X,) u obliku marginalnih

raspodela F i F».

Teorema 5.4.13 Za datu neopadajucu i neprekidnu funkciju ¥ :R*> — R, i proizvoljne vrednosti

s ix iz R defini§imo neprekidnu funkciju @ :R — R sa 7+ @, (7) =P (x,7). Tada nejednakost

Fo (s|®) < Pr[® (X, X,) <5< F,, (5)¥) (5.24)

vazi za s € R, gde je

F. (s]?)= supmax{F1 (t)+F (" (s))—l,O}

neR

F (s|%) =inf min{F, (1,)+ F, (@," (5)).1}

max HeR
Dokaz. Na osnovu leme 1.1.3 jasno je da vazi X, >x i X,>¢@." (s)zajedno impliciraju
W(X,,X,)>s.Tada za svako s€R vaZi
Pr[¥(X,,X,)<s] SPlr[Xl <xor X,<@ " (s ]
< min{F1 (x)+F (" (s)),l}.
Na osnovu toga, imamo

Pr[W(X,.X,)<s]<inf min{F, (x)+F, (¢, (5)).1}.

xeR
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Sto je u stvari desna strana nejednakosti (5.24). Da bi smo dobili 1 levu dovoljno je uociti da za

svako s€R vazi,

PrW(X,,X,)<s]2Pr[ X, <x, X, <" (s5)]

> max{l”l (x)+F, (0." (s))- 1,0}
odakle najbolje donje ograni¢enje dobijamo uzimajuci supremum. 0

Primedba 5.4.14. Bitno je napomenuti da F,,, (- |'¥) moZe biti predstavljena u obliku

min

Fo.(s|¥)=  sup  max{F(t)+F(t,)-10} (5.25)

(1.1 )e R (1.1, )=s
ali u opStem slucaju ne vazi

Fo.(s/¥)= inf  min{F(4)+F(s).1}. (5.26)

(1.1, )eR?|[® (1.5 )=5

Objasnjenje za ove zakljucke je sledece. Uslov ¥(7,t,) = je ekvivalentan sa ¢, (1,)=s Sto je

1sto Sto 1

{co,, (t)<s . {tz <¢"(s)

¢, (t,)>s—¢,za sve £>0 L<@ " (s—¢€), za sve e>0

na osnovu leme 1.1.3, tj.
9" (s-)<t, <9 (s).

S obzirom da je max{F,(t,)+ F,(t,),1} neopadajuci po (z,t,), sledi da je supremum sa desne
strane (5.25) uzet kao krajnja desna tacka intervala [QI_H (s—),(ot:1+ (s)] impliciraju¢i jednakost
(5.25). Medutim, ovaj nacin rasudivanja ne moZemo primeniti na neopadajuéu funkciju

min{F,(t,)+ F,(t,),1} za koju moramo uzmeti infimum. \Y%

Williamson 1 Downs (1990, Teorema 3) su pokazali da je u opStem sluCaju nemoguce
konstruisati uZe granice od onih navedenih u teoremi 5.4.13. Za slucaj kada je

W (x,,x,)=x +x,, teorema 5.4.13 se svodi na teoremu 5.4.2.
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5.4.5 POBOLJSANJE GRANICA FUNKCIJA RIZIKA POD PRETPOSTAVKOM POZITIVNE
KVADRANTNE ZAVISNOSTI

Kao §to je to bio sluaj i kod sume koreliranih rizika, granice funcije raspodele od ¥ (X, X,)
moguce je popraviti kada su X; PQD.

Teorema 5.4.15 Neka je (X;, X;) PQD sa marginalnim raspodelama F; i F,. Za datu
neopadajucu i neprekidnu funkciju ¥ : R* — R, nejednakosti

Fr. (s|®)<Pr[®(X,.X,)<s|<F,, (s|¥) (5.27)

vaze za svako s € R, gde su

F (s|‘P) = Sup{Fl (tl)Fz (@TH (S))}

neR

Fr. (s|¥)=inf

neR

{F )+ R (o (9)-F (1) E (2" ()]

Gore pomenuti autori Williamson i Downs (1990, Teorema 3) su takode dokazali da su u ovom
slu€aju definisane granice najbolje moguce.

5.4.6 STOHASTICKE GRANICE FUNKCIJA VISE RIZIKA
Navedimo sada 1 viSedimenzionalno uopStenje teoreme 5.4.13.

Teorema 5.4.16 Neka je X n — dimenzionalni slucajni vektor sa marginalnim funkcijama
raspodele Fiy,...,F,. Za datu neopadajuéu neprekidnu funkciju ¥:R>—-R i proizvoljne

,,,,,,,

>

X seees Xy

(t) :‘P(xl,...,xn_l,t).
Tada nejednakosti

F(s|¥)<Pr[¥(X,....X,)<5]<F,, (s|¥) (5.28)
vaze za sve s € R, pri ¢emu je

Foo (s|®)= sup max{n_lE(f,»)+Fn((/>;f.f,,,”(S))—(n—l),()}

(fy sty JER™ i=1
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F. (s|¥)= inf mn{n_lﬁ(zi)+Fn((p;‘+,l(s)),l}.

(ot JER™ A= 2 2 BT

Dokaz. Jasno jedaiz X, > x, X, > x,..X

tako da vazi

gde desna nejednakost sledi iz (5.28). Za levu nejednakost dovoljno je primetiti da vazi

n—

PrI:‘P(Xl,...,Xn)Ss]ZmaX{

E()+E (0 (S))‘(”‘l)’()}’

i=1
¢ime je dokaz zavrSen. il

Primedba 5.4.17. Prilagodimo sada primedbu 5.4.14 za viSedimenzionalni slucaj. Uslov

W (t,,....t, ) = s je ekvivalentan sa

P, . l(tn)>s—e,e>0

------ -

L, >¢,", (s-€).e>0

{fpﬁ ..... (1)< {tn <g, (s)
=

t.

o, (s5)<,<g, (s).

Za supremum nad {(tl,...,tn)e R" ‘P(tl,...,tn):s} uzeta je krajnja desna tacka intervala

[(p[]" M)l (s)], Sto implicira da se (5.25) lako proSiruje na 3 i viSe dimenzija

uzimajuci da je

Rull)= s | $A)-(0-0.0]

(ty s JER (8t

Potpuno isto kao i u dvodimenzionalnom slucaju, analogija (5.26) takode ne vazi u opStem

slucaju. \Y%
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5.4.7 POBOLJSANJE GRANICA FUNKCIJA RIZIKA POD PRETPOSTAVKOM POZITIVNE
ORTANT ZAVISNOSTI

Pretpostavimo sada da nam je poznata struktura zavisnosti medu X; — ovima tj. da su ovi rizici

POD. Ova pretpostavka omogucava nam da popravimo granice funkcije W(X,...,X,) definisane
sa (5.28).

Teorema 5.4.18 Neka je X POD n — dimenzionalni slu¢ajni vektor sa marginalnim funkcijama
raspodele Fy,....F,. Za datu neopadajucu neprekidnu funkciju ¥:R" — R sledeCe nejadnakosi
vaze za svako se R

Fr (s|¥)<Pr[¥(X,....X,)<s]<F,, (s|¥) (5.29)

max

pri ¢emu su nove granice definsane sa

(1 sty JER™

TR RS § GIONACINO)S

5.4.8 SLUCAJ DELIMICNO POZNATIH MARGINALNIH RASPODELA

U dosadasSnjem radu smo podrazumevali da su marginalne funkcije Fj,...,F,, potpuno poznate a
u nastavku ovog poglavlja ispitaCemo slucaj kada su one nepoznate ali su nam dati njihovi prvi
momenti (ili oCekivanje 1 varijansa ili oCekivanje, varijansa i1 koeficijent asimetrije) 1 gornja
granica (ukoliko postoji). Da bismo dobili granice funkcije Fs dovoljno je, da svaku F;
ograni¢imo sa dve ekstremne funkcije raspodele dobijene na osnovu informacija o X; koje su
nam dostupne.

Uzmimo nenegativnu slucajnu promenljivu Y za koju su nam poznati samo ocekivanje, p i

standardna devijacija, 0. Na osnovu radova Kaasa i Goovaertsa (1985) znamo da postoje dve

funkcije raspodele, recimo M “® i W '“° takve da vazi

M™“? (s)<F, (s)SW“ (s) (5.30)

za sve s > 0. Primeri ovih ekstremnih raspodela za razlicite vrednosti s date su u Tabeli 5.1 gde

8, predstavlja drugi momentat Y, tj. 8, = E[ Y?].
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Tabela 5.1 Eksremne raspodele iz (5.30), kada su poznata dva momenta

s M o) W(ﬂ")(s)_M(ﬂﬂ')(s)
0 o
<s< 0
e (s—u) +0°
’ s—HU K
U< s<— P
N N
5 (s—4) o’
s >— P 2 2
M (s—u) +o (s—u) +o

Ukoliko nam je pored momenata poznato da postoji i gornja granica b za Y, tj.

Pr[Y < b] = 1, ekstremne raspodele iz (5.30) moZemo modifikovati za taj faktor, tj.

za svako s > 0. Pregled ovih izraza dat je u Tabeli 5.2.

(5.31)
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Tabela 5.2 Ekstremne raspodele iz (5.31), kada su poznata dva momenta i gornja granica

s M #ob) (s) W (#ob) (S)_M(ﬂ,mb) (s)
o’ o’
O<s<u-— 0
S A b—u (s—u) +0°
e P o’ +(u—b)(u—s) o’ +u(u—b)
b—u P sb s(s=b)
: (s—4)° o’
§>— 2 > 2 2
H (s—u) +o (s—u) +o

Ako nam je osim dva momenta poznat i koeficijent asimetrije, moguce je odrediti uze
granice tako da

Mo (5)<F,(s) <o () (5.32)

vazi za svako s > 0. Izrazi ekstremnih granica dati su u Tabeli 5.3 pri ¢emu su koriS¢ene sledece

oznake: Sa 63 oznacen je koeficijent asimetrije Y, tj. 53=E[ Y 3 1,

B (s)=

2 3 _
y+30 +u —s0, L Bs)= 0, — sl
0, —su U—s

a. = 2 _/‘521L\/(53_/‘52)2 _40-2(/‘53_522)

+ 20_2
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Tabela 5.3 Eksremne raspodele iz (5.32), kada su poznata tri momenta

s M(/w,y) (s) W(ﬂﬁ#) (s)_M(ﬂ,rw)(s)
<a u=p(s)
o . ’ S_;BZ(S)
a_<s< o’ +(u=s)(u-5(s)) o’ +(u-B(s))
) # 5B, (s) S(S—,Bl(s))
i<s<0{ H—S u=p,(s)
P 2.5 Py YE
s>a O =) =B (s) o +u=s)u | O +{u-F(5)n
) sp, (s) (,Bl(s)—s)ﬁl(s) S(S—,Bl(s))

Kao i u slucaju (5.31) kada je poznata gornja granica b od Y, eksrtemne raspodele moguce je
modifikovati tako da

Mo ($)< F, (s) S W W) () (5.33)

vazi za svako s > 0. Ektremne raspodele u ovom sluc¢aju date su u Tabeli 5.4, pri ¢emu su

koriSéene sledece oznake:

[ - y+30° + 1’ — b6, B ()= y+30° + 1’ —(b+s)68, +bsu
> p)

0, —bu 0, —(b+s)u+bs
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Tabela 5.4 Ekstremne raspodele iz (5.33), kada su poznata tri momenta i gornja granica

s M Horb) (s) W (o1 (S) _ g (wo-rb) (S)

O<s<a_ 0 (S_ﬁ;(s))(s_b)
oa_<s<{ o’ +(u=s)(u-p(s)) o +(u-PB(s))u

) sB(s) s(s—,Bl(s))
{<s<a o' +(u=s)(u-b) o +(u=B; (5)) (u=b)

s>

Neka su u,0,, i 7, ocekivanje, standardna devijacija 1 koeficijent asimetrije

odgovarajuce funkcije raspodele F;, i =1,2,...,n. Na osnovu Tabela 5.1 1 5.3 vidimo da vazi

M,(s)SF(s)<W/(s), zai=1,2,..,n, (5.34)

1

pri demu M (W,) uzimamo umesto M “%) ili p o) (W odili wo1) - Ako postoje b;
takoda F;(b)=1, i=1,2,...,n,tada (5.34) postaje
M ()< F(s)<sw"(s),zai=1,2,...n (5.35)

1 l

gde MW"y predstavlja ili MW jli pg o) (o) g Wy oy o

Tada vazi
F'min(S)SFS(S)SFmaX(S) ZaSVGSZO, (536)

gdejeza se R,
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d 1
Fuinls)= sup max lili.(xi——j— n—1 ,O},
(5 . St (51 |-t

(2575 e Xy, JE

/I\{‘max (S): inf ()mln{zu/l(xl),l}
s i=1

(% 1% ety JE

Naravno, kada postoje b; takvi da vaZzi F; (bi) =1,i=1,2,...,n,ulzrazima za Foin i Fmax , M. 1

1

W. zameljujemo sa M i(b") i Wi(b"), respektivno. Ako su rizici X; POD, tada (5.36) vazi sa

1

slede¢im “popravljenim” granicama:

Fuin(s)=  sup {HM (xl»)}

(B S Z(Y)

Fun()=1- s ATT0-w ().

(X7 X5 50000, JE Z(s)

5.5 PRIMENE U FINANSIJAMA

5.5.1 STOHASTICKE GRANICE SADASNJIH VREDNOSTI

Neka je Vi sadaS$nja vrednost u trenutnku O iznosa oy uplacenih u trenucima k, k= 1, 2,....
Oznacimo sa Fj; funkciju raspodele V. Stohasticka diskontovana vrednost u trenutku O uplata
o, izvrSenih u trenucima ¢ =1, 2,...,n data je sa

Z,=Vi+V,+..+V . (5.37)
Posmatrajmo, na primer, osiguravajucu kompaniju koja se suocava sa placanjima o, u trenucima
t=1, 2,...,n; Sadasnja vrednost ovih n deterministi¢kih plac¢anja data je sa (5.37).
Iznosi V; koji figurisu u (5.37) ocigledno su u korelaciji, tako da uobiCajena pretpostavka o

njihovoj nezavisnosti nije primenljiva u relanosti. Zato nam je za tacan izraz funkcije raspodele
Z, potrebno poznavanje zajednicke raspodele slu¢ajnog vektora (V,,V,,...,V ), koja nam cesto

nije dostupna. Goovaerts, Dhaene i De Schepper (2000) su predlozili da se ovaj problem

prevazide aproksimiranjem Z, sa Zn
Z =F'U)+F'U)+..E"'(U),

gde U:U(0,1) a F'su kvantil funkcije odgovaraju¢ih funkcija raspodele F,. O&igledno vazi

ElZ ]= E[Zn] i na osnovu teoreme 4.4.2 i posledice 4.4.5 znamo da je Z, <s .- Z, .
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S obzirom da je Z, manje od Zn u konveksnom smislu, aproksimacija Zn se smatra manje
pozeljnom donosiocima odluka koji imaju manju toleranciju rizika. Osim toga, funkcija

raspodele Zn data je u eksplicitnom obliku i vrlo je “jednostavna za rukovanje®.

Pokusajmo da odredimo donje i gornje granice za Z, u =gt smislu, pomoc¢u metoda opisanog

ranije u ovom poglavlju.

5.5.2 STOHASTICKI ANUITETI

Neka je 6, kontinuirana kamatna stopa u trenutku s i neka funkcija Y, predstavlja zaradenu
kamatu do trenutka ¢, tj.
t
Y = IO o0.ds.
Sluc¢ajna sadaSnja vrednost (u trenutku 0) isplate jedne novc¢ane jedinice u trenutku 7 data je

pomocu diskontnog faktora e, >0. Dakle,
V. = e t>0.

Postoje dva osnovna pristupa modeliranja ,.kamatne slucajnosti”’. U prvom modeliramo Y; a drugi

predstavlja modeliranje ;. Kod prvog pristupa posmatramo Y; kao sumu deterministickog drifta

nagiba ¢ i volatilnost koja je opisana Wienerovim procesom, tj.
Y =0t+0oW,, tre R* (5.38)

gde je o nenegativna konstanta a {W;, re R" } je standardno Braunovo kretanje. U ovom slucaju

V, ima lognormalnu raspodelu sa parametrima - ¢ i o°t. Diskontovani nov&ani tok Z, dat je u

obliku

pri ¢emu X,:N(0,ic’) a § je ofekivana kontinuirana kamatna stopa. Konveksno gornje

ogranicenje Zn za Z, dato je sa

7 = edi-ovioT W) (5.39)

n b

i=1
gde je @ funkcija raspodele standardizovane normalne slu¢ajne promenljive a U : 1/ (0,1) .

Na slede¢em grafiku data je funkcija raspodele slu¢ajne promenljive (5.39) za n = 10 (levo) i
n =20 (desno) koja je prikazana i na slede¢im slikama sa odgovaraju¢im granicama.
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Funkciju prezivljavanja za Zn dobijamo iz
Pr{Z, > x]=1-F, (x)=®(v,)
gde je v _reSenje jednaCine
Za,l e—&i—a«/z—'avx =X
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Slika 5.2 Grafik granica iz teoreme 5.4.13 i funkcija raspodele 210 za (5.38) sa & = 0.08 i

o=0.02

73 | Aktuarski modeli za zavisne rizike



1.0 —
— Gornja gramca 7/ ";:f/
=.= Donja granica f {{-'
--- Eonveksna gorya granica !
0.8 - === Donja granica (POT) '( !
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¥
_ | ¢
0.6 |
| i
[k
0.4 |
f i
I 5
0.2 1 / i
Pk
f i
oo
0.0 S I |
] I | 1
4 6 2 0

Slika 5.3 Grafik granica (5.23) i funkcija raspodele Z~10 za (538) sa 6 = 0.08 i

0=0.02

Slika 5.2 prikazuje funkcije Fmin i Fimax iz teoreme 5.4.13. Izmedu njih je aproksimacija F}

nepoznate funkcije F, za n=10, 6=0.08 i o=0.02. Naslici 5.4 prikazane su iste funkcije za

n = 20. Uporedujuéi funkciju raspodele konveksne aproksimacije (5.39) sa stohastiCkim
granicama iz teoreme 5.4.13, uo€avamo, na osnovu slika 5.2 1 5.4, da (5.39) leZi u samom centru
dopustivog prostora ogranicenog sa Fiin 1 Finax. Ovo nam ukazuje na Cinjenicu da je (5.39) dobar
izbor. Na slikama 5.3 1 5.5, pretpostavili smo da su V; POD i izracunali smo popravljene granice
date u teoremi 5.4.12. Primetimo da je ustvari, samo donja granica popravljena. Zaista, obe
granice raspodele sume sluc¢ajnih promenljivih bolje su u slucaju kada su skupovi svih mogucih
ishoda datih slucajnih promenljivih oblika [a;,b;] pri ¢emu vaZi —eo <a, <b, <+oo. Ako je b;
jednako +oo, pod pretpostavkom POD bic¢e poboljSana samo donja granica. U navedenom
primeru date sluCajne promenljive su lognormalne sa skupom svih mogucih ishoda u obliku

[0, +0) .
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Slika 5.4 Grafik granica iz teoreme 5.4.13 i funkcija raspodele Z~20 za (5.38) sa & = 0.08 i
o=0.02
1.0 . — /;l_v
i f.,f/"
g &
0.8 - f'
:’ ]
I
0.6 7 ! #
/ l'!'
[
1
0.4 - !! "Il: — Gotnja gratca
{ .if == Dronja granica
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/; i
0.0 o T g
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i funkcija raspodele Z~20 za (5.38) sa & = 0.08

Slika 5.5 Grafik granica (5.23)
0=0.02
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Drugi pristup u modeliranju kamatne slucajnosti je modeliranje é; . Na primer, kamatna stopa

moze biti definisana sledecom diferencijalnom jednacinom

d8, =—-a(8, — 8)dt +cdW, (5.40)

gde su « i o nenegativne konstante, a pocetni uslovi dati sa §, = 2 0. Dakle {J,,r >0} je jedan

Ornstein — Uhlenbeckov proces. Funkcija akumulirane kamate {Y,r >0} je stoga Gaussov

proces sa funkcijom ocekivanja

t= U, :§t+(§0_§)M

i autokovarijansom (s,t) > C[Y.

LY = w(s,t), gde je
2 2

o’ . o i} v —aes) -
@(s,1) =—min(s,t) +——{-2+2e “+2e “—e “—e*""};
o’ 2

3

Tada je

gde je Y; normalna slu¢ajna promenljiva sa o¢ekivanjem ; i varijansom @(i,i) . U ovom slucaju
konveksna gornja granica Z, dobija se kao

n
7 = Z N L

n
i=l

gde U :U(0,1) . Slika 5.6 pokazuje granice kumulativne funkcije raspodele Z;g iz (5.40) pri cemu
je 6=0.06, 6 =0.08, a«=0.310=0.01, kao i kumulativnu funkciju raspodele za Z1. Slika

5.8 pokazuje iste granice za Zpy. Zaklju€ci koji su spomenuti za slike 5.2 1 5.4 vaze i u ovom
slucaju. Takode POD pretpostavka nas i ovde dovodi do umerenog poboljSanja Sto je prikazano
na slikama 5.7 1 5.8.
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Slika 5.6 Grafik granica iz teoreme 5.4.13 i funkcija raspodele Z~10 za (5.40) sa 6 = 0.06, &, = 0.08 i
a=03i0=0.01
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Slika 5.7 Grafik granica (5.23) i funkcija raspodele ZlO za (5.40) sa &6 = 0.06, &, = 0.08, o =0.3 i

0=0.01
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Slika 5.8 Grafik granica iz teoreme 5.4.13 i funkcija raspodele Z~20 za (5.40) sa 6 = 0.06, & = 0.08 i
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Slika 5.9 Grafik granica (5.23) i funkcija raspodele Z~20

o=0.01

za (5.40) sa 6 = 0.06, 6, = 0.08, o =03 i
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5.5.3 ZIVOTNA OSIGURANJA

Posmatrajmo privremeno rentno osiguranje'’ osiguranika starosti x sa korigovanim buduéim
trajanjem Zivota K, pri ¢emu koristimo sledecu aktuarsku notaciju

® Prlk<K<k+l1]=, g, - verovatnoc¢a da lice starosti x umre izmedu k —te i k + 1 — ve godine

e Pr[K>n]l=,p, - verovatnoca da lice starosti x Zivi viSe od n godina

Pretpostavimo jo$ da je K nezavisno od slucajnih diskontnih faktora Vi, V,, V3,...Neto premija
ove polise za jedinicu osigurane sume data je sa

ax:;‘ = E[Cli)m] ’

uz
0 akoK =0,

afﬂ: Z,, ako K =1,...,n—1,
Z, ako K =n,

n

gde je Z definisano kao u (5.37). Drugim rec¢ima, sluajna promenljiva afﬂ predstavlja buduca

placanja osiguravaju¢e kompanije. Dakle, ukoliko osiguranik umre odmah po zakljucenju
ugovora, osiguravajua kompanija ne isplacuje niSta, Sto je jedan od vidova zaStite
osiguravajuc¢ih kompanija od negativne selekcije, tj. pokuSaja osiguranika koji npr. pate od neke
teSke bolesti i kojima je smrtni ishod u bliskoj buduénosti izvestan dogadaj, da kupe osiguranje.
Ukoliko osiguranik doZzivi izmedu 1 i n — 1 godina, bi¢e mu isplacen iznos Zk koji predstavlja
sadasSnju vrednost rentnih isplata tokom ovog perioda. Ukoliko osiguranik nadZzivi trajanje
osiguranja, ukupan iznos koji mu je isplaten predstavljen je sa Z, $to je istovremeno i
maksimalni moguc¢i benefit koji on moZe da ostvari.

Definisanjem odredenih uslova na K, neto jedini¢a premija za ovu polisu je
n—1
axta = Z E[Zk ]k|qx + E[Zn ]n px
k=1

Kumulativna funkcija raspodele od afﬂ takode se dobija definisanjem uslova za K na sledeci

nacin:

12 . . ;. . ew . . i v . . .
Renta koja se isplac¢uje najviSe n puta pod uslovom da je osiguranik Ziv za sve vreme njenog primanja.
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n—1

Prla’ <yl=q,+Y PrlZ, < yl,q,+PrZ,<yl,p..

k=1

Ne postoji eksplicitni izraz za Pr[aia <y], ali koriste¢i gore opisan pristup moguce je naci
stohasticki dominantne granice za aim. Slika 5.10 prikazuje granice za Pr[af:m <y] za lice
starosti 45 i model (8.38) sa ¢ =0.06 i o =0.02. Ista stvar, za model (5.40) predstavljena je na

slici 5.11 sa 6 =0.06, 60 =0.08, «=0.310=0.01.

1.0 .r"";

0.8 1

o — —

0.6 -

— Gormyja gramca za Pr(B10 < ¥)

--- Donja granica za PriB10 = ¥)

Slika 5.10 Granice za Pr[aiﬂ <ylzax=45i(5.38)sa0=0.0810=0.02
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|I
0.8 |
|
I
|
0.6 1 ||
0.4
0.2 < — Gomja granica za PrB10 < y)
=== Donja granica za Pr(B10 = ¥)
0.0

0 2 4 6 8 10

Slika 5.11 Granice za Pr[aiﬂ <ylzax=45i(5.40)sa 6=0.06, 6 =0.08, =03 ic=0.02

Za ove numericke primere koriS¢ene su standradne tablice smrtnosti (Makehamov model).
Granice na slikama 5.10 1 5.11 daju dobar uvid u opasnost sadrZzanu u stohasti¢koj kamatnoj
stopi kombinovanoj sa stohasticlkom smrtnosti. Napomenimo jo§ i to da se konveksna
aproksimacija Goovaertsa, Dheaenea 1 De Scheppera (2000) moZe primeniti i ovom slucaju.
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DODATAK

Kod programa u programskom jeziku Mathematica koriS¢en za grafik u glavi 5

N1=10000;
Ul=RandomReal[{0,1},N1];
s1=InverseCDF[NormalDistribution[0,1],U1];

Z1= Sum[Exp[-0.08%i-0.02*Sqrt[i]*s1],{i,10}];

72= Sum|[Exp[-0.08%i-0.02*Sqrt[i]*s1],{i,20}];
qForm[data_]:=Sort[Transpose[{Range[Length[data]]/Length[data],Sort[data]}]]
raspodelal=qForm([Z1];

raspodela2=qForm[Z2];

For[i=1,i<N1,i++,{a=raspodelal[[i,1]],raspodelal|[[i,1]]=raspodelal[[i,2]],raspodelal[[i,2]]=

a}];
For[i=1,i<N1,i++,{c=raspodela2[[i,1]],raspodela2[[i,1]]=raspodela2[[i,2]],raspodela2([i,2]]=

cils

ListPlot[{raspodelal,raspodela2},PlotStyle-{Blue,Red}]
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