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Glava 1

Robusne metode

1.1 Uvod

Statisti¢ka analiza podataka zavisi od prirode podataka koji se analiziraju, kao
i od metode kojom se analiziraju ovi podaci. Metoda je nacin analize podataka.
Optimalan algoritam analize podataka zavisi od odabira metode i prirode podataka
koji se analiziraju, odnosno implicitnih ili eksplicitnih pretpostavki o samim poda-
cima. To na primer mogu biti pretpostavke o slucajnosti, nezavisnosti populacije,
o raspodeli populacije, o raspodeli parametra koji se ocenjuju, itd. Ovo su, dakle,
pretpostavke na koje se model oslanja. Neke od ovih pretpostavki su matematicki
pogodne racionalizacije i retko kada su u potpunosti tacne na uzorcima.

Optimalan izbor metoda zavisi od dostupnih informacija o podacima koji se ana-
liziraju. U fokusu ovog rada su iskljucivo tackaste ocene parametara, preciznje rec

je o jednoj klasi robusnih tackastih ocena parametara.

U odnosu na a priori dostupne informacije o populaciji podataka optimalan izbor
metoda dat je Tabelom|1.1

Tabela 1.1: Optimalan izbor metoda

Slucajnost i dostupne informacije \ Metod ‘
f(z;0), slucajno 6 Bajezove metode
f(x;8), nepoznato 6 Parametarski pristup: MLE
f(z;0) e F
(& je okolina simetri¢ne unimodalne raspodele) Robusne metode
f(z;0) € F (F je uopstena klasa raspodela) Neparametarske metode

Robusnost je osobina predmeta ili osobina sistema koja predstavlja otpornost u
smislu neosetljivosti na male promene (devijaciju), odnosno, neosetljivost na neki
stres koji deluje na posmatrani subjekat ili generalnu neosetljivost na greske.



1.1 Uvod

Sa druge strane, fragilnost je osobina predmeta ili osobina sistema koja opisuje
osetljivost na promene, stres koji utie na posmatrani subjekat.

Klasi¢ne, odnosno nerobusne metode su upravo osetljive na raspodele sa du-
gackim repom i osetljive su na male promene u vrednostima podataka. Njihova
osetljivost se moze manifestovati autlajerimeﬂi tatkama leveridza (jakog uticajaf]
populacije koja se analizira. Prirodno se postavlja pitanje detekcije i odbacivanja
ovih vredosti. U literaturi se mogu naéi primeri gde samo 2% populacije podataka
pogorsava model odnosno ocenjivac i vrse jako veliku inflaciju relevantnih statisti¢-
kih pokazatelja tog ocenjivaca.

Odbacivanje autlajera je nekada u potpunosti opravdano i pozeljno, dok u nekim
drugim slu¢ajevima ovaj proces samo po sebi predstavlja problem. Ova problematika
odnosi se na detekciju autlajera i ovaj problem nije uvek jednostavan i adekvatno
reSiv u smislu jasne kategorizacije ovih vrednosti. Prve diskusije o podesnosti odba-
civanju autlajera datiraju jo$ od Danijela Bernulija (1877), Basela i Bayera (1838).
Student (1927) predlaze dodatne observacije u slu¢aju pojave autlajera sa kombina-
cijom odbacivanja. Empirijski je pokazano da u nekim slu¢ajevima metode bazirane
na odbacivanju autlajera nikada u potpunosti ne dostizu ucinak robusnih metoda.
Videti Hampel (1974a, 1976). Takode pretpostavka o nezavisnosti uzorka koji se
analizira ne vazi uvek u potpunosti, ve¢ se Cesto pojavljuje mala zavisnost medu
podacima. Kod modela regresije najcesée se javlja kolinearnost, odnosno uzajamna
zavisnost u objasnjavaju¢im promenljivima i ovoj pojavi nee biti posvecena paznja.

Robusne metode se pojavljuju kao prirodna ekstenzija klasi¢nih metoda iz po-
trebe za grubljim metodama koje su neosetljive na pomenute devijacije u pretpo-
stavkama modela, bilo da je re¢ o raspodeli ili neosetljivosti na promene vrednosti
podataka. Cilj rada je diskusija o robusnim osobinama statistika i robusnim meto-
dama koje otklanjaju probleme koje klasi¢ne (nerobusne) metode tackastih ocena
parametara ne uspevaju adekvatno da reSe. Devijacije u podacima se Cesto javljaju
zbog zaokruzivanja vrednosti i greSaka koje nastaju pri olitavanju registrovanih
vrednosti, bilo da je to produkt ljudskog ili masinskog faktora. Takode prilikom pra-
vljenja modela jako bitan uticaj igra okolina i usovi pod kojim je odredeni dogadaj
ispoljen.

Sama robusnost metoda se postize odricanjem odredenog dela efikasnosti, Sto
nuzno ne mora da znadi da se dobijaju losiji modeli, ve¢ to zavisi, kao sto je veé
pomenuto, i od uzorka podataka koji se obraduje. Robusne metode se u literaturi
javljaju oko 1950-te godine i od tada su aktivno razvijane. Danas robusnost me-
tode ima viSe znacenja i razli¢itih pristupa. Ovaj rad obraduje dva pristupa koji se
javljaju u literaturi negde oko 1960 godine, a to su Huberov minimaks pristup (kvan-
titativna robusnost) i Hampelov pristup baziran na funkcijama uticaja (kvalitativna
robusnost). Huber (1964) objavljuje rad pod nazivom Robust estimation of location
parametar i oblikuje osnove teorije za robusno ocenivanje. U ovom radu on uvodi
M-ocenjivace koji su generalizacija ML ocenjivaéeﬂi uvodi adekvatne pokazatelje

10d engleske redi outlier - observacija koja je van o&ekivanog opsega vrednosti studije ili
eksperimenta.

?Leverage points - su observacije koje imaju jak uticaj na model. NuZno se ne nalaze van
populacije.

3Maximum Likelihood Estimation - Metoda Maksimalne Verodostojnoosti.




1.1 Uvod

kojim se analizira robusnost ocenjivaca. On pretpostavlja da model moze da sadrzi
deo podataka koji ili dolazi iz neke nepoznate raspodele ili je produkt nekakve gre-
Ske. Huberov cilj je da optimizuje najgori mogudi scenario iz okoline modelaE] sto je
merio asimptotskom varijansom i asimptotskom pristrasno$¢u ocenjivaca. Sem ova
dva pristupa u literaturi se moze nadi jos pristupa problematici, ali veéina njih nije
imala neke bitne posledice.

Hampelov pristup je baziran na tri osnovna koncepta. To su kvalitativna ro-
busnost, uticajna funkcija i tacka preloma statistike. Ovim pokazateljima ¢e jasno
biti ilustrovane neke od mana klasi¢nih (nerobusnih) metoda. Sam pristup bazi-
ran je na Cinjenici da veliki broj statistika zavisi od empirijske funkcije raspodele i
stoga ih je moguce posmatrati kao funkcionele na polju verovatnoé¢a. Posmatranje
niza funkcionela omogucéava definisanje neprekidnosti i izvoda. Kvalitativna robu-
snost je definisana kao uniformna neprekidnost raspodela statistike kako i se obim
uzorka povecava usko je povezana sa neprekidnoscu statistike koju posmatramo kao
funkcionelu na slaboj topologiji. Tacka preloma direktno meri pouzdanost statistike.

Generalno od robusne metode se zahteva da bude kvalitativno robusna, da ima
visoku tacku preloma i da ima nisku ukupnu osetljivost na greske. Optimalnom
procedurom se smatra ona procedura koja pravi kompromis izmedju svih relevant-
nih aspekata, ne samo maksimalno optimalne u odnosu na jedan ili dva izabrana
askpekta.

Danas postoji veliki broj robusnih metoda koje su neretko razvijane nezavisno
jedna od drugih i uglavnom su prilagodene nekoj specifi¢noj problematici. U lite-
raturi se takode mogu naéi i metode koje su robusne u odnosu na neku osobinu u
smislu smanjene osetljivosti na konkretnu osobinu ili robusne metode koje su prila-
godene razlic¢itim obimima populacije ili metodi koji ne zavise od obima populacije
koja se analizira. Cilj ovog rada nije obrada svih robusnih metoda, ve¢ uvod u teoriju
robusne statistike i njena primena, stoga su obradeni i prezentovani samo neki od
odabranih modela. Paznja je posveéena metodima koji su dati jednom interacijom
sve dok nije navedeno drugadije.

Ukratko od robusne metode ¢emo oéekivati da bude efikasna (u smislu neke
optimalnosti), da poseduje odredeni nivo stabilnosti i da se prilikom pojave veih
devijacija od modela nuzno ne kvari u potpunosti. Moze se reci i da je primarni cilj
robusnih metoda obezbedenje od ogromnih gresaka.

U ostatku poglavlja navodimo pretpostavke koje vaze u daljem delu rada. Neka
je Fy funkcija raspodele na nekom prostoru gde je 8 € © nepoznati parametar koji
je potrebno oceniti, a © neki prostor parametara. Za nepoznati parametar potpuno
ekvivalentno koristimo oznake 6 i T'(F'). Sem ako nije navedeno drugadije pretpo-
stavlja se da je © C R otvoren i konveksan skup. Za razliku od klasi¢nog ocenivanja
parametara gde uzorak medusobno nezavisan i prati istu raspodelu {Fy, 60 € O} Sto
je idealizovana aproksimacija realnosti, robusno ocenivanja parametara se vrsi na
nekoj okolini ove raspodele Sto je daleko prirodnije. Upravo u ovom procesu se gubi
odredena koli¢ina efikasnosti.

4Pod okolinom modela smatramo devijaciju od pretpostavki modela.




1.1 Uvod

Ocenjiva¢ nepoznatog parametra raspodele bi¢e definisan na dva nacina. Oce-
njivaé parametra je statistika ili niz statistika definisan preko T, = T, (X1, ..., X;,)
na uzorku sluéajnih promenljivih obima n, odnosno (X1, ..., X,,). Realizacija pro-
stog slucajnog uzorka bite obelezavana sa (z1,...,z,). Sa druge strane statistika
je definisana i preko funkcionele T ili niza funkcionela, na nekom prostoru, vezom
T.(z1,...,2n) = T(F,) gde je F,, empirijska funkcija raspodele definisana u nared-
nom delu teksta. Domen funkcionele T,, moZe biti prostor empirijskih raspodela,
ali mnogo ¢esée se upravo za ovaj prostor uzima prostor svih mera verovatnoée M.
Idealno, slu¢ajne promenljive (X7, ..., X,) su i.i.dﬂ odnosno one ¢ine jedan prost
slu¢ajan uzorak obima n. Dalje se pretpostavlja da postoji preslikavanje F' +— R na
skupu svih raspodela za koje je T definisano, tako da

T,(X1,.... Xn) & T(Fy), kada n — .

Dirakova mera skoncentrisana u = je obelezena sa ¢,,.

1.1.1 Osnovni pojmovi teorije verovatnoce i statistike

Definicija 1. Niz slu¢ajnih promenljivih X7, X5, ... konvergira u verovatnoéi ka
slu¢ajnoj promenljivoj X ako za svako € > 0,

P{X, —X|>¢} -0, kada n — cc.

Pigemo X,, & X.

Teorema 1. Ako je g(x), = € R neprekidna funkcija i ako X, 2 X tada
9(Xa) = g(X).

Definicija 2. Niz slu¢ajnih promenljivih X1, X5, ... konvergira skoro sigurno ka slu-
¢ajnoj promenljivoj X ako

P{X, - X, n— oo} =1

Pisemo X, 25 X,

Teorema 2. Ako niz sluc¢ajnih promenljivih X1, X, . .. skoro sigurno konvergira ka
slucajnoj promenljivoj X, kada n — oo onda taj niz konvergira i u verovatnoli ka
X kadan — oo.

Definicija 3. Niz sluajnih promenljivih X7, X5, ... konvergira u raspodeli ka slu-
¢ajnoj promenljivoj X, kada n — oo, ako niz odgovarajuéih funkcija raspodele
Fx,(x), Fx,(x),... kompletno konvergira ka funkciji Fix(z), (konvergira za svako
r € RU{—00,00} za koje je Fx(z) neprekidna funkcija). Pitemo X,, = X.

Definicija 4. Statistika T,, = T'(F},,) je konzistentna ako konvergira u verovatnodi
ka T(F). Niz {T,,}nen konvergira u verovatnoéi ka sluéajnoj promenljivoj T'(F)
ako Ve >0

P{|T(F,) = T(F)| > e} = 0,n — .

5independent, identically distributed.




1.1 Uvod

Definicija 5. Asimptotska varijansa definisana je kao
Asimp.Varly/a(T(F,) — T(F))] = lim E[Va(T(E,) ~ T(F))]”.
Definicija 6. Pristrasnost ocenjivaca definisana je kao
Bias[T(F,)] = E|T(F,)] — T(F).
Definicija 7. Asimptotska pristrasnost (ukoliko postoji) je definisana kao
nl;ngo E[T, — T(F)].
Definicija 8. Statistika T}, je asimptotski normalna ako
Lp{vn[T, = T(F)]} = N(0,V(F,T)),
gde je V(F,T) asimptotska varijansa u nekom okruzenju P.(F') raspodele F.

Okruzenja P (F') su definisana u narednom poglavlju, dok oznaku L koristimo
za funkciju raspodele date statistike.

Definicija 9. Srednje kvadratna greska ocenjivaca definisana je kao
MSE(T(F,)) = E[T(F,) - T(F)].
Odnosno,
MSE(T(F,)) = E[T(F,) — E[T(F,)])? + [Bias[T(F,))?
= VI[T(F,)] + [Bias[T(F,)].
Ocigledno sledi da za nepristrasne statistike vazi MSE(T(F),)) = V[T(F,)].
Definicija 10. Ocenjival je asimptotski nepristrasan ukoliko vaZi
nlgrgo E[T,] =T(F).
Lema 1. Ako je ocenjivac nepristrasan, onda je on i asimptotski nepristrasan.
Definicija 11. Ocenjiva¢ T'(F,,) nepoznatog parametra T'(F') je efikasan ako
1. T(F,) je nepristrasan.
2. Var[T(F,)] < Var[T(F,)] gde je T(F,) bilo koji ocenjivaé parametra 6.
Definicija 12. Nejednakost Rao-Kramera je data sa
Var[0;] > 1",

gde je I’ dijagonalni element Fiderove matrice informacija definisana u

Definicija 13. Ocenjivac je najbolji linearni nepristrasan ocenjivafﬂ ako ispunjava

1. T(F,) je linearna funkcija opazanja iz uzorka.
2. T(F,) je nepristrasan.

3. T(F,) ima minimalnu varijansu u klasi svih linearnih nepristrasnih ocenjivaca.

Ocenjiva¢ nepoznatog parametra ne moze biti efikasan (u smislu navedene de-
finicije) ukoliko ne koristi sve dostupne informacije iz uzorka.

6BLUE - best linear unbiased estimator or MVLUE (skra¢eno od minimum variance).




1.2 Slaba topologija i njena metrizacija

1.2 Slaba topologija i njena metrizacija

Definicija 14. Neka je X neprazan skup. Funkcija d : X2 — [0, +00) je metrika
na skupu X ako i samo ako za sve z,y,z € X vazi

M1 d(z,y) > 0id(z,y) =0 ako i samo ako je x = y.
M2 d(z,y) = d(y, z).
M3 d(z,y) <d(z,z)+d(z,y).

Tada se par (X,d) naziva metri¢ki prostor. Broj d(z,y) nazivamo rastojanjem
izmedu z i y.

Definicija 15. Topoloski prostor (X, ©O) je metrizabilan ako i samo ako postoji me-
trika d na skupu X takva da je O = O . Tada kazemo da je topologija indukovana
metrikom d.

Teorema 3. Nekasu (X,dx) i(Y,dy) metricki prostorii f : X — Y. Preslikavanje
f je neprekidno u tacki xg € X ako i samo ako

(Ve > 0)(36 > 0)(Va € X)(dx (v, 70) < § = dy (f(2), f(x0)) < €).

Definicija 16. Neka je (X, d) metricki prostor. Za niz {z,, : n € N} u prostoru X
kazemo da je Kosijev niz ako i samo ako vazi

(Ve > 0)(3ng € N)(Ym,n > ng)(d(zm, Tn) < €).
Teorema 4. U proizovoljnom metri¢kom prostoru (X, d) vazi:
1. Svaki Kosijev niz je ogranicen.
2. Ako Kosijev niz ima konvergentan podniz, onda je i sam konvergentan.
3. Svaki konvergentan niz je KoSijev.
Teorema 5. Neka je (X, d) metric¢ki prostor, onda vazi:
1. Ako je {zn} nizu X ix € X, onda jelimz, = x ako i samo ako vazi

(Ve > 0)(3ng € N)(Yn > ng)(d(zp,x) < €).

2. Ako postoji, granica niza je jedinstvena.
3. Svaki konvergentan niz je ogranicen.

Definicija 17. Metricki prostor (X, d) je kompletan ako i samo ako je svaki Kosijev
niz u X konvergentan.

Definicija 18. Neka je (X, O) topoloski prostor. Skup D C X je gust u X ako i
samo ako je D = Prostor (X, Q) je separabilan ako i samo ako postoji skup
D C X koji je gust i prebrojiv.

7D oznatava zatvaranje skupa D.




1.2 Slaba topologija i njena metrizacija

Definicija 19. Topoloski prostor zadovoljava drugu aksiomu prebrojivosti ako i sako
ako postoji baza B topologije O takva da je card(B) < Ry.

Teorema 6. Ako topoloski prostor (X, Q) zadovoljava drugu aksiomu prebrojivosti,
onda je separabilan.

Primer 1. Familija svih otvorenih intervala B = {(a,b) : a,b € R A a < b} u skupu
realnih brojeva je baza uobicajene topologije na skupuR. ObeleZava se sa (R, Oyop)-
Metrika koja odreduje (metrizuje) ovaj prostor je data sa d(x,y) =|x — y|. Metricki
prostor (R, Ouop) je kompletan i separabilan.

Generalno oznakom () obelezava se uzoracki porostor R™ konacnih dimenzija.
U ovom poglavlju pretpostavlja se da je €2 poljski prostor.

Definicija 20. Topoloski prostor (X, Q) je poljski prostor (Polish space) ukoliko
je separabilan i metrizibilan metrikom d takvom da je (X,d) kompletan metri¢ki
prostor.

Primer 2. Neki bitni poljski prostori su (R, Oy.p), svaki separabilan Banahov pro-
stor, Kantorov skup, otvoren interval (0,1),...

Neka je M prostor svih mera verovatnoée na (£2,5) gde je B Borelova o-
algebra (tj. najmanja o algebra takva da sadrZi sve otvorene podskupove ). Sa
M’ obelezava se skup konaénih mera sa predznakom (konaénih naboja) na (2, B),
odnosno to je linearni prostor generisan sa M. U sluéaju 2 = R biée koris¢eno
veliko slovo F' i za meru i za pridruZzenu funkciju raspodele sa konvencijom da
F(-) = F{(—o0,2)}, gde je F{ } skupovna funkcija.

Teorema 7. Svaka konacna Borelova mera F' € M je regularna u smislu da svaki
Borelov skup B € B moZe biti aproksimirana u F-meri kompaktnim skupom C' od
dole i otvorenim skupom G od gore tako da

sw F{C}=F{B} = inf F{G}. (1.1)

Definicija 21. Slaba(-zvezdasta) topologija na M je najslabija topologija takva da
za svaku ogranicenu i neprekidnu funkciju ¢ preslikavanje Tr : M — R dato sa

FH/WR

odnosno, preciznije zapisano

F(y) = / $dF = (F, ),

je neprekidno.

Iz navedene definicije intutivno se vidi da ¢ mora biti neprekidna i ograniena
funkcija, inale jedna mala strateski odabrana pomerena vrednost uzorka (z1, . .., 2,)
ili promena nastala dodavanjem mase 0, funkciji F;, moze naneti ogromne promene
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1.2 Slaba topologija i njena metrizacija

u vrednosti statistike T'(F,) = [ ¢dF,.

Neka je L linearna funkcionela na M (ili, preciznije restrikcija na M linearnih
funkcionela definisanih na M’).

Lema 2. Linearna funkcionela L data sa (1.2)) je slabo neprekidna na M ako i

samo ako moZe biti reprezentovana kao

L(F) = /quF (1.2)

za neku ograniCenu i neprekidnu funkciju 1.
Definicija 22. Niz F,, € M’ slabo konvergira ka F' ako V¢ € M
(Fny ) = (F, ).
Pigemo F,, = F.
Lema 3. Sledeéi iskazi su ekvivalentni:
1. F, 5 F.
2. liminf F,{G} > F{G} za svaki otvoren skup G.
3. limsup F,,{A} < F{A} za svaki zatvoren skup A.
4. lim F,,{B} = F{B} za svaki Borelov skup sa rubom ¢ija je mera F' jednaka

nuli (odnosno za F € M vazi F{int(B)} = F{B} = F{B})f|

Posledica 1. Ako je F definisana na R tada slaba konvergencija F,, =+ F vaZi ako
i samo ako niz funkcija raspodeli F,, konvergira ka F' u svakoj tacki u kojoj je F
neprekidna.

Napomena: Ova posledica govori o ekvivalenciji slabe konvergencije F,, — F i
konvergencije u raspodeli X,, — X.

Definicija 23. Podskup & € M je tesan ako Ve > 0, postoji kompaktan skup
K C Q, tako da za svako F € Svazi F{K} >1—e.

Lema 4. Podskup S C M je tesan ako i samo ako Ve > 0, Y > 0 postoji konacna
unija
B:U&

zatvorenih §-lopti, B; = {y | d(xz;,y) < 6}, tako da zasvako F € S, F{B} > 1—«.

Teorema 8 (Prohorov). Skup S C M je tesan ako i samo ako je njegovo slabo
zatvaranje slabo kompaktno.

8int(B) je unutranjost skupa, a B zatvaranje skupa B.

11



1.2 Slaba topologija i njena metrizacija

1.2.1 Lévi i Prohorov metrika

Sada je potrebno pokazati da je prostor verovatnoéa M, indukovan slabom
topologijom, definisan na poljskom prostoru €2 i sam poljski prostor.

Definicija 24. Lévi rastojanje izmedu dve funkcije raspodele F' i G dato je sa
dp(F,G)=inf{e >0 |V eR F(z —¢) —e < G(z) < F(x +¢e) +e}. (1.3)

U slucaju kada je 2 = R ova metrika se najvCesce koristi za metrizaciju prostora
mera verovatnoce M.

Lema 5. Lévi rastojanje dato sa dj, je metrika.

Dokaz.
1. dp(F,G) >0, d(F,G) =0 ako i samo ako F' = G.
2. di(F,G) =d.(G,F).
3. dp(FyH) < dp(F,G) +di(G, H).

Teorema 9. Lévi rastojanje metrizuje slabou topologiju.

Za poljska polja €2, slaba topologija na M moZe biti metrizovana i Prohorov
rastojanjem. Prvo Ce biti definisano par pojmova potrebnih za definiciju ove metrike.

Za svaki podskup A C (Q, zatvorena §-okolina skupa A je

A° = {z € Q| inf d(z,y) > 5}
yeA

MoZe se pokazati da je A® zatvoren skup. Za fiksiranu proizvoljnu raspodelu G € M
Prohorov okolina raspodele G data je sa

P.s={FecM|F{A} <G{A’} +¢ YAc B (1.4)
Definicija 25. Prohorov rastojanje izmedu F,G € M dato je sa
dp(F,G) =1inf{e > 0| F{A} < G{A®} + ¢ za svako A € B}.
Lema 6. Prohorov rastojanje dp je metrika.
Teorema 10 (Strassen). Sledeéa dva tvrdenja su ekvivalentna:
(1) F{A} < G{A%} + ¢ za svako A € B.

(2) Postoje (zavisne) slucajne promenljive X Y sa vrednostima u ) tako da
LX)=FiL(Y)=GivaziP{d(X,Y)<é}>1—e¢.

L je prostor pozitivnih linearnih funkcija na C takvih da je L(1) = 1, gde je C je
prostor ogranicenih i neprekidnih funkcija na Qﬂ

9Poznato je da postoji jednoznaéna veza izmedu pozitivnih linearnih funkcionala sa osobinom
L(1) =1 nad C i izmedju verovatnosnih mera F.
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1.2 Slaba topologija i njena metrizacija

Napomena 1: Pretpostavimo da je dato 6 = 0 i neka su raspodele su F' i G
regularne. Tada (1) iz navedene teoreme implicira da totalna varijacija izmedu F i
G zadovoljava

drv (F,G) = sup|F{A} — G{A}| <e.
AeB

U ovom slu¢aju Strasenova teorema govori da postoje dve slu¢ajne promenljive X
i Y sa navedenim marginalnim raspodelama tako da P{X # Y} < e. Odnosno
rastojanje dry ne metrizuje slabu topologiji M.

Napomena 2: Strasenova teorema pokazuje da uvek moZemo pretpostaviti da
postoji prava raspodela, koju je nemoguce registrovati, slu¢ajne promenljive Y sa
funkcijom raspodele £(Y') = G i empirijska slu¢ajna promenljiva X, koju je mogucée
registrovati, sa funkcijom raspodele £L(X) = F, tako da P{d(X,Y) <e}>1—¢.
Ova teorema sa Prohorov rastojanjem intuitivno govori i kvantifikuje informacije o
malim greskama koje se dogadaju vrlo verovatno, ali i informacije o velikim gre-
Skama koje se dogadaju sa malim verovatnoama.

U slucaju kada 2 = R esto se koristi Kolmogorov rastojanje dato sa

dg(F,G) = 22§|F(5r) - G(z)|.

Ni rastojanje totalne varijanse dpy, ni Kolmogorov rastojanje dx ne generisu slabu
topologiju na M.

MozZe se pokazati

2y (F,G) = /|dF— aql .

Primer 3. Neka je data eksponencijalna raspodela F : £(1) i neka je data uniformna
raspodela G naR(0,1). Onda

1 o0
2drv (F,G) = / (1- e”)da:Jr/ ety — L _ 2
0 1

€ (&

Dalje, Kolmogorov rastojanje dato je sa

dx(F,G) =sup|l—e " —al0 <z <1]—Ifz>1]|=e".
x>0

Primer 4. Neka je data binomna raspodela F : B(n = 100,p = 0.001) i neka je
data poasonova raspodela G : P(A = 1). Onda je

100 . o
2dry (F,G) =) <Z>0.01‘“0.99100’c - 617 + Y 6]7
k=0 ’ k=101

Ovo je relativno lako izracunati u R-u komandom
> sum(abs(dbinom(0:100,100,0.01)-dpois(0:100,1))) +1-ppois(100,1)

[1] 0.005550589.
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1.2 Slaba topologija i njena metrizacija

Odavde sledi da je dry (F,G) =~ 0.0028. Dalje, Kolmogorov rastojanje dato je

sa
K (7 ko aal00—k N~ €
drv(F,G) = max| 3~ <k> 0.01%0.99'%0% — 3~ |
k=0 k=0
odnosno

> max(abs(pbinom(0:100,100,0.01)-ppois(0:100,1)))

[1] 0.0018471.

Teorema 11. Prohorov metrika dp metrizuje slabu topologiji definisanu na M.

Teorema 12. M je poljski prostor.

Ogranicena LipsSic metrika

Slaba topologija moze biti metrizovana i drugim metrikama. Pretpostavimo da
je razdaljina d na Q ogranicena sa 1. Ovo sledi iz teoreme.

Teorema 13. Neka je (X, d) metricki prostor. Tada vazi:

1. Funkcija d; : X? — R data sa di(z,y) = li(d’“ifg) Jje ograniena metrika na
skupu X, jer je di(x,y) < 1.

2. Metrike d i d; na skupu X odreduju istu topologiju.

Definicija 26. Ogranicena LipSic metrika data je sa

/wdF—/de

gde je supremum uzet nad svim funkcijama koje zadovoljavaju LipSicov uslov, od-
nosno

dBL(F7 G) = sup

)

[ (z) =9 (y)| < d(@,y).

Lema 7. dp; je metrika.

Teorema 14. Sledeéa dva iskaza su ekvivalentna:
1. dBL(F, G) <e.

2. Postoje dve slucajne promenljive X iY sa funkcijama raspodele L(X) = F' i
L(Y) =G tako da
Ed(X,Y)) <e.

Posledica 2. Za svako F, G € M vaZi
dp(F,G)? < dpr(F,G) < 2dp(F,G).

Odnosno, dp i dgy, metrizuju istu topologiju.
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1.2 Slaba topologija i njena metrizacija

1.2.2 Fréchet i Gateaux izvod
Neka je d, proizvoljna metrika na prostoru M tako da:

(1) Je kompatibilna sa slabom topologijom definisanom na M u smislu da je skup
{F | di«(G, F) < e} je otvoren za svako ¢ > 0.

(2) Je kompatibilna sa afinom strukturom M. Ako F, = (1 — t)Fy + tF1, onda
vazi d.(Fy, F) = O(t — 5|9
Navedene metrike ocigledno zadovoljavaju osobinu (1), dok je osobinu (2) po-
trebno ispitati. U slu¢aju Prohorov metrike dobija se
|F{A} — F{A} =t — s||FL{A} — Fo{A}| <[t — s].
Osobina (2) trivijalno sledi i za ostale navedene metrike.

Definicija 27. Funkcionela T je Fréchet diferencijabilna u F' ako moze biti aprok-
simiriana linearnom funkcijom Lp, definisanom na prostoru svih konac¢nih mera sa
predznakom, tako da za svako G

IT(G) = T(F) — Lp(G - F)| = o(d.(F,G))[f] (1.5)

Moze se pokazati da je linearna funkcija Lp iz prethodne definicije jedinstvena
na prostoru svih konacnih mera totalne algebarske mase qT_Zl Takode ona moze biti
standardizovana tako da L(F') = 0.

Ako je T definisana na otvorenoj okolini F' na nekom linearnom prostoru, onda
slaba neprekidnost 7" u F' zajedno sa implicira da je Lr neprekidna po G
u G = F i bududi da je Lp linearna sledilo bi neprekidnost Lp svuda. Nazalost
funkcionela T' se uglavnom definise na nekim konveksnim skupovima.

Definicija 28. Nosa¢ supp ¢ funkcije ¢ : R — C, je zatvaranje skupa svih tacaka
t € R u kojima je ¢(t) # 0, tj.

supp = {t € R : o(t) # 0}.

Definis§imo ¢ (z) = L(é, — F'), onda zbog linearnosti L (i moguénosti standar-
dizacije) sledi

L(G-F)= /¢dG
za sve G sa konacnim nosacem. Ako je

F,=(1-1tF +1G, (1.6)
onda,

|T(F;) — T(F) — L(F, — F)| =|T(F;) = T(F) — tL(G — F)|

=|T(Fy) —T(F) — t/¢dG‘ = o(d.(F, F})) = o(t). (L.7)

Yf(z) = O(g(2)) & f(x) < Mg(x)
Uf(2) = o(g(x)) < lim L& =0
12Mere koje svakom skupu dodeljuju meru 0.
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1.2 Slaba topologija i njena metrizacija

Pretpostavimo da je T neprekidna u F', onda d.(F, F}) = O(t) $to implicira da
|T(F,) — T(F)| = o(1) konvergira unfirmno na G. Takode iz (L.7)) vidimo da ¢
mora biti ogranicena.

Posledica 3. Ako je T slabo neprekidna u okolini F' i ako je Fréchet diferencijabilna
u F, onda je njen Fréchetov (Fresov) izvod u F slabo neprekidana linearna funkcija
L i moZe se zapisati kao

Lp(G-F) :/1/1FdG

gde je 1p ograniena i neprekidna funkcija tako da vaZi [¢pdF = 0.

Nazalost ovaj diferencijal Cesto nije definisan ili ako postoji esto je tesko usta-
noviti njegovo postojanje, zato se Cesto koriste nesto slabiji diferencijali.

Definicija 29. Funkcionela T je Gateaux diferencijabilna u raspodeli ' ako postoji
realna i merljiva funkcija ¥ tako da za svako G € M vazi da

g TO=OF O T _ [

t—0 t

odnosno Géateaux izvod je upravo izvod funkcionele T u F po pravcu G. Ovo se
ekvivalentno moze zapisati kao

0
Q[T((l —t)F +1G) = T(F)|i=0 = /deG(JU)-

Kroz rad se pretpostavlja da je domen T konveksan skup i generalno se bira
funkcija 1 tako da vaZi [¢pdF(z) = 0. Gateaux diferencijal je upravo obi¢an
diferencijal realne funkcije T'(F}) gde je F} dato sa (1.6) i G = d, u odnosu na
promenljivu £.

1.2.3 Hampelova teorema

Neka su observacije x; i.i.d. sa funkcijom raspodele F' i neka je T,, = T'(z1, ..., Zp)
niz ocenjivaca sa vrednostima iz R.

Definicija 30. Niz ocenjivaéa {7, }nen € R* je (kvantitativno) robusan u F ako
je niz preslikavanja F' — L (T,,) podjednako neprekidan.

Definicija 31. Preslikavanje je podjednako neprekidno ako Ve > 0, 3§ > 0 i dng
tako da za VG € M i Vn > ng vazi

du(F,G) < 6 — du(Lp(Ty), La(Ty)) < e.

Gde je d, metrika koja metrizuje slabu topologiju. Nadalje se koristi Lévijeva
metrika za F' i Prohorova metrika za £(7,,). Nije poznato da li razli¢ite metrike
daju ekvivalentne pojmove robusnosti.

Pretpostavimo da je T,, = T(F,,) potice od funkcionele T koja je definisana na
nekom slabo otvorenom skupu iz M.
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1.3 Tacka preloma statistike

Posledica 4. Ako je T slabo neprekidna u F', onda {T), },cn je konzistentna u F
u smislu da T, & T(F) i T,, =25 T(F).

Teorema 15 (Hampel). Pretpostavimo da {T,} poti¢e od funkcionele T i da je
konzistentan u okolini funkciji raspodele F'. Onda je T neprekidna u F' ako i samo
ako je {T,} robusna u funkciji raspodele F.

1.3 Tacka preloma statistike

Grubo receno tacka preloma je namjanji deo uzorka koji izaziva inflaciju vrednosti
ocenjivaca. Malo preciznije reCeno to je limit distance od raspodele modela posle
koje statistika postaje nepouzdana i neinformativna.

Definicija 32. Tacka preloma ¢* niza ocenjivaca {T},},,>1 u F' je definisana kao

* = sup {5 < 1: postoji kompaktan skup K. & ce
tako da dp(F,G) <e= G({T, € K.}) > 1}.

Prohorov metrika se moze zameniti i drugim (pomenutim) metrikama $to daje
varijacije ove definicije.

Primer 5. Neka je © = R, onda sledi da je

e* = sup {e < 1: postoji kompaktan skup r. tako da
dp(F,G) < e = G{T,| <r.}) == 1}.

Ovaj koncept je kasnije nasao primenu na uzorcima konacne populacije gde se
ispostavilo da je koristan i igra vrlo vaznu ulogu. U literaturi se moze pronadi vise
definicija tacke preloma koje su date u zavisnosti od obima populacije.

Definicija 33. Tacka preloma konaénih uzoraka €}, ocenjivada T;, na uzorku obima
n data je sa

*

En

1
= —max{m: max sup ’Tn(zlv "'72")| < oo}
n 1s-stm oy ..., Ym

gde je (z1, ..., 2n) dobijen zamenom m tadaka uzorka x;,,...,x;  sa proizvoljnim
vrednostima y1, ..., Ym.

Napominjemo da ovako definisana tacka preloma ne zavisi od uzorka (x1, ..., 2 ),
vec¢ zavisi od obima uzorka n. Takode napominjemo da je ova definicija prilagodena
za ocenjivaCe parametra lokacije, dok je za parametar skaliranja potrebna mala
modifikacija ove definicije, odnosno potrebno je da vazi i

min  inf T,(z1,...,2n) > 0.

i1,eeesbm Y1y Ym

Velina ocenjivaca jednog parametra dostize visoke tacke preloma, iako im ovo
nije primarna svrha. Ocenjivaci vise parametara Cesto nemaju visoku tacku preloma
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1.4 Kvalitativna robusnost

i Cesto se pojavljuje problematika kod njenog odredivanja, upravo zbog vise para-
metara Sto Ce biti prezentovano na istovremenim ocenjiva¢ima regresije i skaliranja.

U literaturi se mogu naéi metode koje maksimiziraju tacku preloma stavljajudi
je u centar paznje modeliranja zanemarujuéi efikasnost. Ove metode pored toga
Sto su neefikasne, Cesto nailaze na probleme sa stabilnoséu, pa se tesko mogu
zvati robusne. Obradenim metodama su navedene odgvoarajuce prelomne tacke
bez preteranih analiza.

1.4 Kvalitativna robusnost

Neka je F), empirijska funkcija raspodele slu¢ajne promenljive X i definisana je
kao

1 n
i=1

T .. .. 1, ZT; S Z,
gde je indikator funkcija definisana kao I =
0, z; >

Definicija 34. Ako F, 2 F, kazemo da je funkcionela T Fider konzistentna u F'
ako vazi
lim T(F,) & T(F).

n—r00

Ve¢ je pomenuto u Poglavlju 1.2.3 da je niz ocenjivaéa {T,, }nen € R* je kvan-
titativno robusan u F' ako je niz preslikavanja F — Lp(T},) podjednako neprekidan.

Definicija 35. Niz ocenjivata {T,, }nen je neprekidan u F' ako za Ve >0, 36 > 0
i Ing tako da Vn,m > ng i za svaku empirijsku funkciju raspodele F},, F}, vazi

dp(F,F,) < 5}

dp(F F ) <d ‘T"(Fn) _Tm(Fm)’ < eE.

1.5 Kvantitivna robusnost

U ovom poglavlju bice re¢ o kvantifikaciji uticaja koju promena u raspodeli oce-
njivata T(F') ima na promenu raspodela ocenjivaca, odnosno promenu L (T,).

Dve okoline na kojim najcesée radimo su Lévi okruzenje i e-kontaminirana okolina
raspodele.

Definicija 36. Lévi okruzenje se definise kao
P.(Fy) ={F |Vz €R, Fo(x —¢e) —e > F(x) > Fo(z +¢) + ¢}, (1.8)
dok se model e-kontaminirane okoline (raspodele) definise kao
P(Fy) ={F | F=(1-¢)F +¢H, He M}, (1.9)

gde je H proizvodna raspodela iz neke klase.
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1.5 Kvantitivna robusnost

Definicija 37. Maksimalna pristrasnost definisana je kao

bmas(€) = sup | T(F) = T(Fo)]- (1.10)

Definicija 38. Maksimalna varijansa definisana je kao

Umaz(€) = sup V(F,T). (1.11)
FeP.

Cesto se posmatra supremum V (F,T) na preseku skupa P. na kome je T(F)
konstantno. Prilozenim pojmovima se za dovoljno veliko n moze pokazati da se
ocena T,, ponasa ocekivano za fiksno F' € P.. Pristup je nesto drugadliji kada se
ispituje ponasanje T}, za svako F' iz okoline P..

Neka je M.(F,T,) medijana raspodele Lp[T,, — T(Fo)] i neka je Q(F,T,)
normalizovani ¢-kvantil opseg (interval koji sadrzi (1 — 2¢)% podataka) raspodela
Lr(y/nT,). Normalizovani t-kvantil opseg proizvoljne raspodela G je definisan kao

G 1(1-t) -G 1¢)
O-1(1—t)—d1(t)’

gde je ® : N(0,1) raspodela, ®(q1) =t i P(q2) =1 —+t.

Vrednost t je proizvoljna, ali fiksirana. Cesto se koristi ¢t = 0.25 (interkvartilni
opseg) ili t = 0.025 (95% opseg) koji je pogodan za konstrukciju 95% intervala
poverenja.

Q=

Definicija 39. Maksimalna asimptotska pristrasnost definisana je kao

b(e) = lim sup |M.(F,T,)|. (1.12)
n FeP.

Definicija 40. Maksimalna asimptotska varijansa definisana je kao

v(e) = lim sup Qy(F,T)*. (1.13)
" FeP.
Teorema 16. Ako su byaz | Umax dobro definisani, onda vaZi b(g) > bmax(e) i
V() > bmaz(e).

Iz prakti¢nih razloga uglavnom se radi sa izrazima ([1.10]) i (1.11)) tj. maksimal-
nom pristrasnosti i maksimalnom varijansom, s' tim Sto se za konkreno P. i T" mora

proveravati da li vazi byqz(€) = b(€) i Vmaz(e) = v(e), Sto esto vazi.

Definicija 41. Asimptotska tacka preloma statistike 7" za fiksnu raspodelu F{, de-
finiSe se kao
" =e*(Fy,T) =sup{e | b(e) < b(1)}.

Grubo govoredi ovako definisana tacka preloma stavlja granicu na kolicinu loSih
observacija sa kojima ocenjiva¢ T' moze da izade na kraj.

Osetljivosti statistike na jednu observaciju moze se kvantifikovati na vise nacina.
Navodimo tri nacina gde se prvi odnosi na asimptotski slu¢aj (obim uzorka n — o),
a druga dva slucaja na uzorke konacnog obima.
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1.5 Kvantitivna robusnost

Tabela 1.2: Razne osobine ocenjivaca

Funkcionela — Uticajna funkcija
Asimptotska varijansa — Funkcija promene varijanse (CVF)
Ukupna osetljivost na greske —  Funkcija promene pristrasnosti (CBF)

Definicija 42. Uticajna funkcijaE] kvantifikuje uticaj pojedinane observacije = na
statistike T'(F') u F i definisana je kao

IF (e BT — tim D= 9F + 86) ~ T(F)

s—0 S

(1.14)

Ukoliko je uticajna kriva neograni¢ena onda je za oclekivati da jedan autlajer
moze udiniti statistiku u potpunosti nepouzdanom. Uticajna kriva nam omogucava
da definiSemo jos moéniju aparaturu koja opisuje robusnost statistika, Sto se i moze
videti na prilozenom grafiku.

Za svaku funkcionelu definisana je uticajna funkcija koja dalje definiSe asimptot-
sku varijansu i ukupnu osetljivost na greske. Teorija se znatno komplikuje i stoga
su u ovom radu obradena samo zelena polja koja su potrebna za definisanje osobine
B-robusnosti i posmatra¢emo iskljuivo B-robusne statistike. Drugi pristup je preko
analize varijanse i on definiSe V-robusnost. Analogno analizi varijanse preko uticajne
funkcije sada analizira se varijansa ocenjivaca.

Definicija 43. Funkcija promene varijanse (CVFB data je sa

e—

Analogno se definise i funkcija promene pristrasnosti. Napominjemo samo da
postoje i mere osetljivosti funkcija promene varijanse i pristrasnosti koje govore o
stabilnosti ocenjivaca. Detaljnije 0 ovome kao i vezama koje postoje izmedu B-
robusnosti i V-robusnosti u [13]. Nas prvenstveno interesuju kvalitativno robusni
ocenjivaci koji poseduju visoku tacku preloma i nisku ukupnu osetljivost na greske.

Lema 8 (Glivenko—Cantelli). Neka su Xi,...,X,, iid. slucajne promenljive sa
funkcijom raspodele F'x(x) i neka je F,,(x) empirijska raspodela funkcije. Onda
kada n — oo vaZi
P[sup‘Fn(x) — Fx(x)| —0] =1,
r€ER
ili ekvivalentno
P[ lim sup|F,(z) — Fx(z)| =0] =1,

n—oo TER

odnosno konvergencija je uniformna po x.

Ako se neka raspodela G nalazi u okolini F' onda Tejlorov razvoj daje linearizaciju
T(G) u okolini T(F) tj.

T(G) - T(F) = / [F(z, F, T)d(G — F)(x) + R,

BInfluence curve ili Influence function.
4 change-of-variance function.
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1.5 Kvantitivna robusnost

gde je R neki ostatak. Neka je T' Gateaux diferencijabilna u raspodeli F' na domenu
funkcionele T', onda vazi [ ¢pdF = 0.

Ako n — oo, pa vazi Glivenko-Kanteli lema i G ¢emo aproksimirati sa empi-
rijskom funkcijom raspodele F,, tj. G = F,, i ako je T dovoljno regularna, onda
sledi

Tﬁme@U:/IﬂLETMEmQ+R

odnosno, ako integral sa desne strane ocenimo dobija se
1 n
V(T(F,) = T(F)) ~ 7 ;IF(%, F,T)+ R,.

Pod pretpostavkom da su z; i.i.d. centralna grani¢na teorema garantuje da je
desna strana ove jednakosti asimptotski normalna sa olekivanjem 0, dok ostatak
postaje zanemarljiv kada n — co. Moze se zakljuciti da je 7T;, asimptotski normalna,
odnosno da Lp(v/n|T(F,)—T(F)]) tezi ka N(0,V (T, F)) gde je varijansa jednaka

wﬂﬂz/mwﬂn%ﬂ@ (1.15)

O uslovima regularnosti pod kojim ovo vaZi vise se moze nadi u [4] strana 40 i [8]
strana 85.

Definicija 44. Hampel definise ukupnu osetljivosﬂT_gl na greske kao

Y*(F,T) = sup|IF(z, F,T)|.
z€R

Ukoliko je v*(F,T) konaéna, odnosno ocenjiva¢ T' ima ogranicenu uticajnu funkciju,
kazemo da je ocenjivaé B-robusar"]

Za model kontaminiranih e-okolina [I.0] vazi sledeée
T(F)—-T(F) =~ s/IC(:c,F, T)dH (x),

odakle sledi
bimaz(€) = sup |T(F) — T(F0)| > ey*,

Ukupna osetljivost na greske je centralna lokalna mera robusnosti koja meri
maksimalnu pristrasnost izazvanu malim kontaminacijama. Samim tim, moze se
posmatrati stabilnost statistike 7" pod malim promenama u raspodeli F. Takode
ovu veli¢inu mozemo posmatrati kao gornju granicu na (standardizovanoj) asimp-
totskoj pristrasnosti ocenjivaca. Pozeljno je da ova velic¢ina bude konacna.

Cesto se prvi korak ka robusifikaciji odredenog ocenjivaca upravo vréi ogranicava-
njem ukupne osetljivost na greske, v*(F,T'), $to éesto kao posledicu ima pogorSanje
asimptotske efikasnosti ocenjivaca.

15Gross error sensitivity.
16Skraceno od bias.
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1.5 Kvantitivna robusnost

Definicija 45. Matrica FiSerove informacije slu¢ajne promenljive X date funkcijom
gustine f(z) definisana je kao

1(50) = E[ (51001 x:0)) 16] = [ (51001 (2:0)) f(as0)da.

Definicija 46. Apsolutna asimptotska efikasnost ocenjivaca data je sa
e:=[V(T,F)I(F)!

gde je I(F) Fiserova matrica informacija.

Definicija 47. Lokalna promena pomeraja definisana je kao

. |IF(y,T,F) - IF(x,T,F)|
A* = sup .
£y |y - xl

To je najmanja Lipsic konstanta koju I F' zadovoljava.

Ovaj pokazatelj daje informacije o deSavanjima koja nastaju pomeranjem tacke
2 na njenu okolinu y. Moze biti korisna kada se ispituju greseke na uzorku nastale
zaokruZivanjem.

Definicija 48. Ukoliko je raspodela F' simetri¢na onda se moze definisati tacka
odbacivanja kao

p*=inf{r >0 : IF(z,T,F) =0, V|z| > r}. (1.16)

Sve observacije dalje od p* se kompletno odbacuju. Pozeljno je da ovaj poka-
zatelj bude konacan. Posmatrajmo regiju tataka za koje je IF(z,F,T) = 0. To
znaci da ove tacke nemaju uticaja na ocenjiva¢ pa ni njihova kontaminacija ne utice
na ocenjivac.

U slucaju konaénog uzorka navedene su kriva osetljivosi i jackknife.

Definicija 49. Standardizovana kriva osetljivosti (Tak{”} 1970) je definisana kao

T(“LF, 1 +16,) - T(F,-
§0n1(w) = Tt ) Z 1)

n

= n[Tn(m17 ey Tp—1, fL') - T’nfl(xlu ceey "L'nfl)],

i postoje dve verzije ove krive, jedna sa dodavanjem nove observacije x a druga sa
zamenom postojeCe observacije x; observacijom .

Croux (1998) pokazuje da ako je T,, M ocenjival za lokaciju sa ograni¢enom i
neprekidnom funkcijom ) ili odseceno oéekivanjeE’F] onda za svako z vazi

SC,_1(x) 2% IF(x, F, T),).

Naglasavamo da ovo vazi samo u okolini tacke = za dovoljno veliko n koje zavisi od x.

17 John Tukey.
8 Trimmed mean.
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1.5 Kvantitivna robusnost

Definicija 50. Jackknifed pseudovrednost i-tog opaZanja je definisana kao
T’rtz = nTn — (’I’L — 1)Tn,1(.')3‘1, ey Li—1y Ljg1y eeey LL’n)

Generalno statistika data funkcionelom T' na uzorku (z1, ..., x,) daju pseudouzorak
(T}, ..., T}, koji se koristi za raunanje korigovanog ocenjivaca

n

*_l *
Tn_nZTnz

i=1

koji Cesto ima manju pristrasnost od pocetnog ocenjivaca T,,. Varijansa ovih n
pseudovrednosti je
1 < )
Vi = > (T =T

n—14
i=1

Taki navodi da je ﬁ S (T, — T)? dobra aproksimacija za varijansu T,.

Ukoliko je je T}, uzoracko ocekivanje, onda sledi T}, = z;.

Primer 6. Neka je u izrazu (1.14) s = — 2 i neka je F = F, moZe se uociti

n—1
sledece
T(;25Fy — 52500,) — T(Fa)

IF(F,,T,x;) = lim

n— oo

= lim (7’7, - 1)[Tn - Tn—l(mly ey Li—1, Lj41, ,xn)]
n—00

=T} — T

Primer 7. Neka je B = R i neka je © = R. Posmatra se model lokacije dat sa
Fo(x) = ®(x — 0), gde je ® standardna normalna funkcija raspodele. Radi jed-
nostavnosti pretpostavimo da je 6 = 0, odakle sledi da je Fy = ®. Razmotrimo
aritmeticko ocekivanje dato statistikom T,, = % S, X, i odgovarajucom funkci-
onelom T(G) = [udG(u) i ono postoji za svaki prostor verovatnoca kada postoji
prvi momenat. OCcigledno T je Fisher konzistentna. Uticajna funkcija ove statistike
je

Judl(1—38)®+ s6;](u) — [ dP(u)

IF(z,T,®) = lim

5—0 S
_ 1 (1—3s) [ud®(u) + s [udy(u) — [ud®(u)
= s
. ST
=lim — =2
s—0 8§

Ovo slediiz [ ud®(u) = 0. Primetimo [ IF(x,T,®)d®(x) = 0. Ukupna osetljivost
na greske je
7 (®,T) = sup|[F(z,®,T)| = sup|z|

neogranic¢ena sto znaci da ova statistika nije B-robusna. Takode primetimo

/ [F(2,T, F)dd(z) / 2d®(z) = 0,
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1.5 Kvantitivna robusnost

a varijansa

V(T,®) :/IF(x,T, F)?d®(z) = /x2d<1>(x) =

Buduéi da je uzoracko ocekivanje ML ocenjival onda je asimptotska efikasnost
modela e = 1. Tacka odbacivanja ne postoji, odnosno, p* = oo. Tacka preloma
uzorackog ocCekivanja je €* = 0 i ovaj ocenjivaC nije kvalitativno robusan. Grafik
uticajne funkcije ove statistike dat je na Slici[I.1] Lokalna promena pomeraja data
je sa
. |\IF(y,T,F) —IF(x,T,F)|
A* = sup

=1.
Ty ly — x|

Dakle, moZemo zakljuciti da ova statistika nije osetljiva na lokalne promene pome-
raja.

Primer 8. Neka vaZe uslovi iz prethodnog primera. Sada Ce biti analizirana uzoracka

medijana. Neka je obim uzorka n, ako je n neparan broj onda T,, = xn+1, inace
2

je T, = r» + xn41 i odgovarajuéom funkcionelom T'(G) = G~1(3) gde se u

slucaju nejedinstvenosti medijane uzima sredina intervala. Ova funkcionela je Fiser

konzistentna. Uticajna funkcije ove statistike je

sign(x)
IF(x, T,®) = .
Primetimo [ IF(z,T,®)d®(z) = [ b;%{f((ow) = 0. Ukupna osetljivost na greske je
7' (®.T) = sup|IF(2,.T)| = sien(@)| _ /7
20(0) 2

ogranicena sto znaci da je ova statistika B-robusna. Takode primetimo da je

V(T,®) = /(S;in((om)))?d@(x) =2 =157

Asimptotska efikasnost je e = [V(T,F)I(F)]™* = 2, a tatka odbacivanja ne

postoji, odnosno px = co. Tacka preloma medijane je £* = % i ona je kvalitativno
robusna ako @’1(%) Je jedinstvena tacka. Grafik uticajne funkcije ove statistike dat

Jje na Slici[1.1} Lokalna promena pomeraja data je sa

sign(y) _ sign(z)

|IF(y,T,F)—IF(z,T,F)| 26(0)  28(0)
A* = sup = sup
z#y ly — x| zF#y ly — x|
1
< sup ——= .
o ®(0)[y —al

Dakle moZzemo zakljuciti da je uzoracka medijana osetljiva na lokalne promene jer
g(z,y) = ﬁ nije ogranicena funkcija.
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1.5 Kvantitivna robusnost

Slika 1.1: Uticajne funkcije statistika uzoratkog olekivanja (plava boja) i uzoratke
medijane (Zuta)

Posmatrajuci ove primere sasvim se prirodno nameée ideja za reopadajuce oce-
njivace iz tri dela (o kojima e biti reci kasnije) koji imaju kona¢nu ukupnu osetljivost
na greske v*, su mnogo efikasniji od medijane i imaju kona¢nu tac¢ku odbacivanja p*.

U narednom primeru navodimo jo$ jednu interesantnu robusnu statistike za uzo-
racko oéekivanje (lokaciju) baziranu na ideji odsecanja autlajera koja je iz klase L
ocenjivaca. Dalje nece biti reci o ovoj klasi ocenjivaca.

Primer 9 (Odseceno oéekivanje). L ocenjiva¢ a-trimovanog ocekivanja, gde je
(0 <a< 1), dato jesa

1 -« 3
T(F) = 1_2a/ F~1(t)dt,

1 n—m

n—2m Z L)

1=m-+1

odnosno u obliku

m =
gde jem = [(n — 1)a] ceo deo, a ;) je statistika i-tog reda. Prelomna tacka ove
statistike je €* = .

Upravo zbog nacina na koji je definisan ovaj ocenjiva i on poseduje ogranicenu
uticajnu funkciju, odnosno on je B-robusan.

Primer 10. Ocenjival varijanse dat je sa
Var[X] = S(F) = / 22dF(z) — B2[a],
R
odnosno na konkretnom uzorku

1 — -2
=1

Neka je mp pravo ocekivanje raspodele F, a 0% prava varijansa ove raspodele.
Uticajna funkcija ove statistike data je sa

IF(z,S,F) = (x —mp)? — 0.
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1.5 Kvantitivna robusnost

Primetimo [ IF(x,S,F)dF(z) = 0. Ukupna osetljivost na greske je

v (F,S) = sup’IF(x,S, F)| =sup|(z —mp)? — ok

neogranicCena Sto znaci da ova statistika nije B-robusna.

V(S, F) = / [F(2, S, F)2dF(z) = Vel(z — mp)? — 0] = Vila® — 2mpa]
= Ep[2*] — E4[2*] +4m%V[z] = ... = E[z*] — oF.

Buduci da je uzoracko ocekivanje ML ocenjival onda je asimptotska efikasnost
modela e = 1. Tacka odbacivanja ne postoji, odnosno, p* = 1. Lokalna promena
pomeraja data je sa

—mp)? = (x —mp)?
/\*:sup‘(y )= r) ’:...:sup|x+y—2mp\,
Ty ly — | xFy

odakle sledi da je ova statistika osetljiva na lokalne promene pomeraja.

Primer 11. U ovom primeru izvodimo uticajnu funkciju varijanse ocenjivaca vari-
janse. Fukcionela S data je sa

S((1 — t)F +tG) :/

22d((1—t)F +1G) — [/ 2d((1 —t)F +1G)]?
R

R
Definisemo

h(t) = (1 - t)Ep[X?] + tEa[X?] — (1 — t)°Ep[X]?
—t?Eq[X)? - 2t(1 — t)Ep[X|Eg[X].

Sledi,
B (t) = —Ep[X?] + Eg[X?] +2(1 — t)Ep[X])?

—2tEq[X]? — 2(1 — 2t)Ep[X]Eg[X].

Dalje, uticajna funkcija je izvod funkcionele S po pravcu G, odnosno

lim 1/ (t) = Sg(F) = —Ep[X?) + Eg[X?] + 2Er[X]? — 2Er[X]|Ec[X].

t—0
Pa za G = 4, sledi
S!(F) = 2? — Ep[X?) — 22Ep[X] + 2Ep[X]%

Odnosno,
S!(F) = (z — Ep[X])? = Varp[X].
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Glava 2

Klasa M ocenjivaca

Klasa M ocenjivaca je robusna generalizacija maksimalno verodostojnih ocenji-
vaca i uvodi je Peter J. Huber 1964 godine. Postoje i druge robusne klase ocenjivaca
poput L, R i S ocenjivaca. Klasa ocenjivaca tipa maksimalne verodostojnosti bira
onu vrednost nepoznatog parametra § € © koja daje najveéu verovatnoéu da bas
taj uzorak bude odabran. Specijalno, u zavisnosti od izbora pretpostavki modela u
ovoj klasi se nalaze i neki dobro poznati ocenjivaci, sto e biti pokazano kasnije.
Klasa M ocenjivaca je prilicno fleksibilna i minimizira maksimalnu degradaciju tj.
za najmanje povoljnu situaciju predlaze najbolje resenje.

U ovoj glavi uvodimo M ocenjivaCe parametra lokacije i skale. Na ovim jed-
nostavnim modelima ilustrujemo osnovnu teoriju i ideje iza robusnih ocenjivaca.
Regresija ¢e biti posebno obradena u Glavi 3.

Definicija 51. Ocenjivac je skalarno translatoran ako vazi
Tp=(x1+¢.ayt+c)=c+Tp(x1,....25).
Definicija 52. Ocenjivac je skalarno invarijantan ako vazi
T, = (cx1,...,cxy) = ¢ Tp(x1, ..., xy).

Primer 12. Uzoracko olekivanje, odseceno uzoracko ocekivanje i medijana su ska-
larno translatorni i skalarno invarijantni.

Definicija 53. p - tip M ocenjivala za parametar § € O je statistika 7,, =
T.(X1,...,X,), odnosno T,, = T'(F},) koja je reSenje problema

T, = i X, Ty), 2.1
argg}g(lazgp( ) (2.1)
ili u obliku funkcionele kao

T(F):= arggéiél/p(xﬂ)dF(x), (2.2)

gde je funkcija p definisanana p: Q) x ©® — R.



2.1 MODEL LOKACUJE

Definicija 54. Ukoliko postoji ¢(z,t) = %p(m, 0) Yz, 0, onda 1) - tip M ocenjivala
za parametar 0 € © je statistika T,, = T,,(X1, ..., X;,), odnosno T,, = T'(F,,) koja
je resenje problema

> (X, Tn) =0, (2.3)
i=1
ili u obliku funkcionele kao
/w(x,T(F))dF(x) =0. (2.4)

U zavisnosti od izbora funkcija p tj. ¢ dobijaju se razliCiti ocenjivaci za para-
metara modela. Generalno problemi i nisu uvek ekvivalentni i mogu dati
razlicita resenja, ali problem je neretko jednostavniji za reSavanje i Cesto se
moze iskoristiti za pocetno resavanje ([2.1]).

Postavlja se pitanje pod kojim uslovima postoji konvergentan niz resenja pro-
blema i (2.3). Egzistencija jedinstvenog reSenja i nije garantovana
Glivenko—Cantelli lemom bez dodavanja odredenih uslova na funkciju p, ¢ i/ili funk-
ciju raspodele F'. Odgovor na ovo pitanje dat je u narednom delu teksta gde su
nesto detaljnije navedene analiza po p i ¢ kroz par teorema. ViSe o ovome moze
se proCitati u literaturi: Huber (1981, Poglavlje 6), Serfling (1980, Poglavlje 7),
Lehmann (1983, Poglavlje 6).

Ako je p svuda diferencijabilna funkcija i ¢ = a%p monotona funkcija onda su
problemi (2.1) i (2.3]) ekvivalentni, odnosno daju ista reSenja. Takode navodimo
da sistem ([2.3)) moze da ima viSe reSenja od kojih je samo jedno resenje globalni

minimum ([2.1)).

Sistem ([2.3)) se u nekim slu¢ajevima (najéesce za odredivanje parametra lokacije)
moze zapisati i kao

gde je T,, implicitno definisan ocenjival, a w; su teZinski koeficijenti. Ovako zapi-
san problem je problem tezinskih najmanjih kvadrata (nadalje wLSE). Ovaj oblik je
pogodan za racunanje ukoliko je moguce odrediti tezine w;.

2.1 MODEL LOKACIJE

Pretpostavlja se da su Xy, ..., X, i.i.d. dati nepoznatom funkcijom raspodele
G. Neka je {Fy : 0 € ©} familija funkcija raspodela gde © € RP za neko p > 1.
Cilj je odrediti parametar 6 (u opstem slu¢aju vektor parametara) tako da Fy daje
najbolju aproksimaciju G. Pretpostavlja se x; = 6 + u;, gde je u; greska, odakle
sledi da je funkcija raspodele greSaka data sa

Fo(z) = Fy(z — ). (2.6)

Ovaj model se moze prosiriti na visedimenzionalni slu¢aj gde su X;,i = 1,....,n
i 0 g-vektori za neko ¢ > 1. Za ocenjivate parametra lokacije u problemu (2.1 i
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2.1 MODEL LOKACUJE

(2.3) uzimaju se funkcije oblika p(x,0) = p(x — 0) i Y(z,0) = ¥(z — 0) i nadalje
je paznja preusmerena samo na ocenjivaCe parametra lokacije.

Preusmerimo sada paznju na reivost problema (2.1]) i (2.3)).

Teorema 17. Neka za svako x funkcija v(x — 0) nerastuca funkcija po 0 tako da
vazi
lim ¢(z —0) <0< lim ¥(x —6).
9—)92

9—)91

Neka je g(0) = i Y(z; — 0). Onda:
i=1

e Postoji bar jedna tacka 0. u kojoj g(0) menja znak.

e Za vise od jedne takve tacke dobijeni skup je interval.

Ako je 1 neprekidna, onda g(6.) = 0.

Ako je ¢ opadajuca, onda je tacka 0. jedinstvena.

Jedinstvenost moZe da postoji bez striktne monotonosti ¥. Kao primer moze
se uzeti Huberova v funkcija (data na stranici) koja je nerastuda, ali ocenjeni
parametar lokacije je jedinstven pod uslovom da ne postoji veliki raskorak (medu-
prostor) u sredini podataka (postoje x tako da|z| < k).

Neka je p parna nenegativna funkcija oblika p(x,8) = p(xz — 0), ovde p(z — 0)
meri raskorak izmedu observacije x; i centra raspodele (tj. nepoznatog parametra)
6, dok 1 (x — @) dodeljuje observaciji skor tj. uticaj na ocenjival. Intuitivno je jasno
da ¢e autlajerima biti ograni¢avan uticaj kroz razne uslove nametnute na p i .
Dve najinteresantnije klase 1) ocenjivaca u zavisnosti od oblika ove funkcije su klasa
monotono ogranicenih (primer Huberova funkcija) i klasa reopadajuéih ocenjivaca.

Reopadajuca klasa (redescending class) funkcija je oblika

_ Jule), |zl <k
Yi(z) = {07 k<.

i 0 njoj ¢e biti posvelena paznja u narednom delu teksta.

Upravo zbog ovakve kontrole autlajera postavlja se pitanje superiornosti ovih
metoda u odnosu na klasi¢ne. Ovakvo razmisljanje je pogresno, jer se opet po-
stavlja pitanje kvantitativne definicije autlajera i u literaturi se takode mogu nadi
primeri koji opovrgavaju ovo razmisljanje.

Dakle u zavisnosti od izbora funkcija p odnosno v dobijaju se razliCite klase

ocenjivaca. Primetimo sledece,

o ukoliko je p(z,0) = (z — 0)?, sledi 1(z,0) = (z — ) i dobija se metod L]
metod koji daje uzoracku sredinu T,, kao ocenjivac;

ILeast Squares - Metod namjanjih kvadrata.
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2.1 MODEL LOKACUJE

o ukoliko je p(z,0) = |v — 0], sledi ¥(x,0) = sign(z — 0) i dobija se LAVf]
metod koji daje medijanu M, (z) kao ocenjiva¢;

e ukoliko je p(z,0) = —log dF(x) onda se oligledno dobija ML ocenjiva¢ koji

je najbolji metod pod uslovima regularnosti.

Generalno od funkcije p se oCekuje da bude parna, konveksna funkcija &ija je
brzina rasta manja nego brzina rasta kvadratne funkcije. Specijalno ako je p ogra-
nicena funkcija dobija se reopadajuca klasa ¥ funkcija.

Monotona klasa je popularna upravo zbog postojanja resenja problema
pod poprilicno generalnim uslovima od kojih uz neke dodatne uslove dobijaju kon-
zistentni ocenjivaci. Navodimo da postoje resenja ovog problema i konzistentni
ocenjivadi i za nemonotone funkcije 1. U narednom delu teksta su navedene neke

od p i ¢ funkcija koje se koriste pri reSavanju problema (2.1)) i (2.3]) ocenjivaca, za
sada navodimo jos neke teoreme koje garantuju reSenja pomenutih problema.

Definicija 55. Neka je p parna, konveksna funkcija tako da vazi:
1. p je neopadajuca funkcija po |z|.
2. p(0)=0.
3. p je rastuca po x > 0 tako da p(z) < p(00).
4. Ukoliko je p ogranicena, pretpostavlja se da je p(c0) = 1.
Funkcije koje zaodovoljavaju navedene osobine zovemo p-funkcije.

Definicija 56. Ukoliko je funkcija v izvod p-funkcije onda ¢e ona biti obelezavana
kao 1-funkcija, i moze se pokazati da ona zadovoljava

1. ¢ je neparna i t(x) > 0 kada = > 0.

Za model lokacije resivosti problema (2.2)) i (2.4)) zavisi od izbora funkcija ¢ i
p i navodimo par teorema koje garantuju reSivost ovih problema. Problem ({2.2),
odnosno Er[p(x — t)] ima jedinstven minimum pod uslovima koji vaZe u Teoremi

18

Teorema 18. Neka slu¢ajna promenljiva X ima opadajuéu funkciju gustine f(x)
polz|, i neka je p data p-funkcija. Tada Er[p(x — 0)] ima jedinstven minimum u
0 =0.

Napomena 1: Ova teorema ne vazi za v iz reopadajuée klase. Ukoliko je 9 iz
reopadajuce klase onda se za postojanje jedinstvenosti mora pretpostaviti i monoto-
nost ¢, kao i da raspodela slu¢ajne promenljive X mora biti simetri¢na i unimodalna.

Napomena 2: Ukoliko je v iz reopadajuée klase i dF'(x) nije unimodalna, mini-
mum nije jedinstven.

Teorema 19 (Teorema o monotonoj konvergenciji). Neka je y,, neopadajuéi od
dole ogranicen (odnosno 3t € R tako daVn y, > t) niz sluajnih promenljivih
takvih da Ely,|] < oo, i neka y, ~>+y. Tada

Elyn] = Ely].

2Least Absolut Value. U literaturi se koristi i oznaka L1 za ovu klasu ocenjivada.
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2.2 Varijansa M ocenjivaca lokacije

Teorema 20. Neka je ip(0) = Ep[i(x,0)], i ako vaZi Ep|(z,0)|] < oo za svako
0 € ©. Ukoliko vaze uslovi Teoreme onda postoji 0, tako da pp(0) menja znak
udb,.

Napomena: Ako je up neprekidna, tada Er[¢(x,6.)] = 0.

Teorema 21. Ako je 0, jedinstven, onda T,, 2+ 0.

Teorema 22. Ako je ¢(x,0) monotona po 0 i T(F) je jedinstveno definisana sa
(24), onda je T,, Fiser konzistentna u F paT,, == T(F) odakle sledi i T, %> T(F).

Optimalan izbor funkcije zavisi od problema, okruzenja i uzorka podataka koji se
analizira. O funkcijama i klasama funkcija koje se Cesto koriste detaljnije u ostatku
teksta. Detaljnije o uslovima nametnutim na v kao i analizi asimptotskih osobina
ovih ocenjivata moze se procitati u [20], poglavlje 5.

2.2 Varijansa M ocenjivaca lokacije

Neka je dat problem (2.4]) za datu empirijsku funkciju G,,. ReSenje T,, je zapi-
sano kao T'(G,,) gde je T funkcionela data sa

/ (. T(G))dG(z) = 0 (27)

za raspodelu G za koju je integral definisan. Neka je raspodela G data kao e-
kontaminirano okruzenje tj. G = F, ;, = (1 —s)F + s6,,. Diferenciranjem problema
(2.7) po s dobija se

| 514w Oy P ) ;’Smm)}szo

(2.8)
/1/} y, T d(6; —F)=0

pod uslovom da se moze izvrsiti zamena redosleda operacija integracije i diferenci-
jala. Upotrebom ([2.7)) i definicijom uticajne funkcije ([1.5]) dobija se uticajna funkcija
M ocenjivaca.

Definicija 57. Uticajna funkcija M ocenjivaca data je sa

1/)(1’ T(F))
— | 35[0, Oz dF (y)
Naravno, uticajna funkcija je dobro definisana pod pretpostavkom da je imenilac

razli¢it od nule. Uticajna funkcija data izrazom ([2.9)) je kona¢na, odnosno statistika
T(F) je B-robusna u F ako i samo ako t(x — T'(F')) je ograni¢ena funkcija.

TF(z,9, F) =

(2.9)

Detaljnije obrazlozenje o izrazu daje Clarke (1983, 1986). On dokazuje
Fréchet diferencijabilnost M ocenjivaéa u generalnom slucaju, ¢ak i kad ¢ nije
glatka, sto dalje implicira postojanje Gateaux diferencijala Ciji je specijalni slucaj
upravo uticajna funkcija.
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2.3 Asimptotska efikasnost M ocenjivaca

Izrazom se dobija i asimptotska varijansa

U(x, T(F))* dF (z)

VR = [ e P T (210)
odnosno
2
V(T,F) = % (2.11)

Ovo je reSenje Huberovog problema za e-kontaminirani model dat sa ([1.9)).

2.2.1 Prelomna tacka M ocenjivaca lokacije

Teorema 23. Neka je ¢ = ip(x — T(G)) ne nuzno neprekidna, monotono rastuca
funkcija koja menja znak. Onda je M ocenjiva¢ T parametra lokacije, definisan sa
Jw(x —T(F))dG(z) = 0 slabo neprekidan u F ako i samo ako je v ograni¢ena i
T(Fy) je jedinstven ocenjival. Tacka preloma e* je data sa

£ = : (2.12)

gde je

= min{ - Y(+00)" Y(—o0)

Gde tacka preloma dostiZe najbolju vrednost £* = % ako P(—o0) = —1(+00).
Tacka preloma je e* = % za klasu monotonih i ograni¢enih v funkcijama (poput
Huberove funkcije definisane na strani[36]). Ova teorema otigledno vazi i za reopa-
dajucu klasu ocenjivaca.

2.3 Asimptotska efikasnost M ocenjivaca

Definicija 58. L, (1 < p < 00) prostor je funkcija za koje je p-ti stepen apsolutne
vrednosti ove funkcije Lebeg integrabilan, odnosno

/|f|de(x) < 0.

Specijalno, za p = 2 dobija se Ly prostor koji je Hilbertov u smislu da je definisan
skalarni proizvod

(,€) = / () E@)AF (x) = Eplve].

Neka je {Fp : 6 € O} familija raspodela i pretpostavimo da je T FiSer kon-
zistentan ocenjivaC nepoznatog parametra 0. Pretpostavlja se i da je T Fréchet
diferencijablina u funkciji raspodele Fy.
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2.3 Asimptotska efikasnost M ocenjivaca

Neka je fy funkcija gustine sluCajne promenljive X date familijom raspodela Fy.
Takode se pretpostavlja da je di,(Fy, Fyp+s) = O(0), tako da

fors —fo 0O
_— = =l 2.14
5f. 0 0gfo (2.14)
konvergira u Lo(Fy)-smislu kada 6 — 0, i vazi
0 < I(Fy) < o0,

onda po definiciji Fréchet diferencijala

T(Fuss) = T(Fa) = [ IP(a, 0. T)foss ~ fo)da
= o(dr(Fy, Fots)) = 0(9).

Izraz (2.15)) se podeli sa ¢ i pusti da § — 0. Buduéi da je T Fiser konzistentna
i imajudi u vidu (2.14) sledi

(2.15)

/ IF(2, Fy, T) 55 (log fo)fo = 1. (2.16)

Kosi-Svarcova nejednakost dalje implicira

([ 17, F.7) 508 fo)fada? < 1(F) [ T(e Fo. TP fud,

odnosno asimptotska varijansa V (Fy,T) zadovoljava

V(Fp,T) = /IF(I,FQ,T)zng >

1
> T (2.17)

Dobijeni izraz daje odgovor na pitanje izbora funkcije ¥. Asimptotska efikasnost
(odnosno jednakost u izrazu (2.17])) je moguéa ukoliko je odabrana funkcija ) tako
da je uticajna funkcija, IF(z, F,T'), proporcionalna sa

9 _ fo(=@)

Pod navedenim pretpostavkama ocenjivaC T' je asimptotski efikasan ako i samo
ako njegova uticajna kriva zadovoljava

0

[F(x, Fy, T) = ﬁ%(log f). (2.18)

Ova jednacina nam daje odgovor na pitanje o optimalnom izboru funkcije ¥ kod
konkretnog problema.

Za model lokacije gde je fo(z) = fo(z — 6) optimalan izbor funkcije je oblika

fo(@)
fo(z)

koja je proporcionalna sa —%(bg fo). Ve je pokazano da ogranicena funkcija 1
daje malu asimptotsku varijansu.

1/}(55)2—0 7C7é0
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2.4 Asimptotska minimaks teorija

Primer 13. Optimalan izbor funkcije 1 za robusne ocenjivace datih raspodela su

e Za logisti¢ku raspodelu datu funkcijom raspodele Fy(x) = H_% optimalan
izbor je
b(x) = tanh(g).
e Za Kosijevu raspodelu datu funkcijom gustine fo(x) = m optimalan
izbor je
2x
Y@= ey

2.4 Asimptotska minimaks teorija

Robusnost i efikasnost metode su dve osobine koje su obrnuto proporcionalne.
Postavlja se pitanje koliko se efikasnosti moramo odreéi sa ciljem dobijanja robu-
sne metode. Dakle, potrebno je praviti nekakav optimalni kompromis izmedju ove
dve osobine. U ovom poglavlju predstavljamo Huberov pristup analiza asimptotskih
preformansi (pristrasnosti i varijanse) za reSavanje jednostavnog problema lokacije.

2.4.1 Minimaks pristrasnost

Neka je F' prava jednodimenzionalna funkcija raspodele greske koja lezi u nekoj
okolini P. pretpostavljenog modela koji ima raspodelu Fy. Observacije su i.i.d. sa
funkcijom raspodele F'(z —6) gde je 6 nepoznati parametar lokacije koji je potrebno
oceniti.

Huber je minimizirao maksimalnu asimptotsku pristrasnost b(e) za raspodele
F € P.. Neka je dato okruzenje e-kontaminirane normalne raspodele ®, odnosno

P.(Fo) ={F | F=(1—-¢)®+eH, He M}

gde je H iz klase simetri¢nih, unimodalnih raspodela.

Ocigledno maksimum pristrasnosti b,,q.(¢) medijane se postize kada postoji
jedna izolovana tacka xy mase Cije je reSenje dato sa

1
(1 - 5)(1)(1‘0) = 57
ili
b (2) = 2 = 1 (=)
max 0 2(1 — E) .

Potom se konstruiSe okolina zg, odnosno konstruisu se dve e-kontaminirane
raspodele F, i F_ koje su simetricne oko xg i —zg. Raspodela F; data je sa
funkcijom gustine

1—¢)p(z), z < xg,
fol) = {17 9e0) (2.19)
(1 —-e)p(x —2x0), = > .




2.4 Asimptotska minimaks teorija

gde je ¢ funkcija gustine normalne raspodele F. Buduéi da su Fy(x) i F_(x)
translatorno ekvivalentne, sledi F_(z) = Fy (x 4 2x9).

Ovo dalje implicira
T(Fy)—T(F-) =2z
za svake dve translatorno ekvivalentne raspodele. Ovo pokazuje da ne postoji oce-
njiva¢ koji ima apsolutnu pristrasnost manju od z¢ u Fly i F_ istovremeno.
Zaklju¢ujemo da medijana M, postize najmanju maksimalnu pristrasnost od svih
translatorno ekvivalentnih funkcionela koje su simetri¢ne i unimodalne.

Lema 9. Za medijanu T'(F) = M, vaZi b(€) = bax(€).

Dokaz. Bez umanjenja opstosti pretpostavlja se da je parametar lokacije raspodele
F dat i iznosi § = 0, odnosno Ep = 0 = M (F). Tada je

b(e) = lim sup |M(T,, F)| (2.20)
n—oo FeP.
bmasz () = sup |T(F,) — T(F)| = sup |T(F,)|, (2.21)
FeP. FeP.
pa sledi direktno jer je T' = M..
O

Analogno, za Lévi okruZenje dobija se isto reSenje. Dakle, medijana re-
$ava minimaks problem minimiziranja maksimalne asimptotske pristrasnosti i ovaj
ocenjivaC predstavlja najbolji izbor za jako velike uzorke gde je standardna devi-
jacija komparabilna ili manja od pristrasnosti. Analiza maksimalne pristrasnosti je
generalno bez previse desavanja uz napomenu da su koris€eni uslovi simetricnosti i
unimodalnosti raspodele, sto ne vodi ka preteranoj generalizaciji.

2.4.2 Minimaks varijanse
Resava se problem minimizacije (2.3]), odnosno

Z (i —T,) =0, (2.22)

na svim F' iz e-kontaminirane okoline date sa
P.={F|F=(1-¢e)®+cH e M},

gde je H simetri¢na, a ® normalna raspodela. Tejlorov razvoj izraza (2.22)) oko T,

daje
> k(i) = T Y wh(a) =0 (2.23)

i onda iz centralne grani¢ne teoreme sledi asimptotska normalnost /nT}, sa vari-

jansom ([2.11)), odnosno
Er(¢7)

VIED = i)

(2.24)
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2.4 Asimptotska minimaks teorija

— -1.0

Slika 2.1: Huberova p;, funkcija Slika 2.2: Huberova %y, funkcija

uz komentar da ) treba da bude ograni¢ena. Huber je definisao funkciju (Slika 2.1)

122, x| <k
pr(x) =72 o
{kﬂx|—§), k <|z|

odnosno 1y, funkciju (Slika 2.2)

Yr(z) = {x’ ol < &

ksign (z), k <l|x|

Ovo je jedna funkcija iz klase monotonih ogranicenih neopadajuéih % funkcija.
Ova funkcija je ograniena pa daje kvantitativne i B-robusne ocenjivae. Glavna
mana ove funkcije je lezi u tome da ona nedovoljno umanjuje uticaj nekim ekstrem-
nim autlajerima, odnosno efikasnost ocenjivaca dobijenih ovom funkcojom zavisi od
odabira parametra k. Opet napominjemo da je nekada bolje ukloniti ove ekstremne
autlajere.

Za Huberovu funkciju analizirana varijansa je

(1 — o) Ea(vf) + ck?
(1 —e)Ea ()

Gornja granica ove varijanse dostize se kada je H ustvari masa u jednoj tacki zg
koja se nalazi van intervala (—k, k).

V(F,T) <

Ocenjivac definisan sa izrazom ([2.22)) je ML ocenjiva¢ za funkciju

folz) = Ce™#). (2.25)

Pretpostavlja se da je C' = \1/% a parametar k iz Huberove funkcije dat je vezom

2p(k) €
= —20(-k) = .
k (=k) 1—¢

—~

(2.26)

Odgovarajuéa raspodela Fj je sadrzana u P., i F stavlja svu kontaminaciju u tacki
van intervala [—k, k|, odakle sledi

sup V(F,T) =V (Fy,T).
FePe
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2.4 Asimptotska minimaks teorija

Ocenjiva¢ maksimalne verodostojnosti za Fy minimizira maksimalnu asimptot-
sku varijansu za Fp, ali on ustvari minimizira maksimalnu asimptotsku varijansu za
sve F' € P.. Ovaj rezultat potrebno je generalizovati za druge okoline P..

Idealno bi bilo ukoliko bi skup P. bio kompaktan, ali veina interesantnih oko-
lina P. nije tesna, pa njihovo zatvaranje nije kompaktno na slaboj topologiji. Zbog
ovoga se koristi nejasna (definisana u narednoj definiciji) topologija $to kao posle-
dicu ima kompaktnost P. po cenu ukljucenja substohastickih mera u P.. Nadalje
se pretpostavlja da je P. neodredeno zatvoren i odatle kompaktan.

Definicija 59. Nejasna topologijf] na prostoru M+ substohastickih mera na 2 je
najslabija topologija u odnosu na koju su sva preslikavanja

F|—>/¢dF

neprekidna za svaku neprekidnu funkiju 1 sa kona¢nim nosacem.

Bududi da je {2 = R onda pored Cinjenice da je to poljski prostor imamo i oso-
binu lokalne kompaktnosti, pa odakle sledi da je M+ kompaktnan.

2.4.3 Raspodele koje minimiziraju FiSerovu informaciju

Neka je Fy € P. raspodela koja ima minimalnu matricu FiSerovih informacija
medu svim raspodelama iz P, za fiksno €. Potrebno je pokazati da postoji jedin-
stvena funkcija raspodele Fjy u okolini P..

Za dati niz ocenjivaéa T, asimptotska varijanasa v/nT,, u najboljem slu¢aju do-
stie donju granicu I(Fp)~!. Ako je moguée pronaéi niz ocenjivata {T},} tako da
njegova asimptotska varijansa ostane ograni¢ena sa I(Fy)~! za svako F' € P. onda
je minimaks problem reSen. Ovaj niz mora biti asimptotski efikasan za Fj.

Neka je Fy raspodela sa najmanjom FisSer informacijom. Prvo e biti prosirena
definicija FiSerove informacije.

Definicija 60. FiSerova matrica informacija za model lokacije raspodele F' defini-
sane na skupu R data je sa

_ o JydE)?
= o

gde ¢ € C) skup svih neprekidno diferencijabilnih funkcija sa kompaktnim nosa-
&em, tako da vazi [¢?dF > 0.

(2.27)

Teorema 24. Slededi iskazi su ekvivalentni:

1. I(F) < oo.

’

2. F ima apsolutno neprekidnu funkciju gustine f if(f7)2fd:17 < 0.

3Vague topology - nejasna topologija.
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2.5 Optimalno ogranicenje ~*

’

U bilo kom slucaju vai sledece I(F) = [(4)?fda.

Ako je na P. definisana nejasna topologija, onda je FiSerova matrica informacija
(2.27)) semineprekidna sa donje strane kao funkcija od F. Sledi da I(F') dostize
infimum na svakom kompaktnom skupu P-..

Posledica 5 (Egzistencija). Ako je P neodredeno kompaktan, onda postoji Fyy € P-
koji minimizira I(F).

Takode moze se pokazati da je I(F') konveksna funkcija od F'. Ovo sledi iz
&injenice da su [¢/dF i [1?dF linearne funkcije od F. Dokaz sledi direktno iz
leme.

Lema 10. Neka su u(t) i v(t) linearne funkcije pot tako dav(t) >0za0 <t < 1.

Onda je funkcija w(t) = 12((?; konveksna za 0 < t < 1.

Posledica 6 (Jedinstvenost). Pretpostavimo da vaZi:
1. P. je konveksan.
2. Fy € P. minimizira I(F) u P, i vazi 0 < I(Fp) < oo.

3. Skup tacaka u kojima je gustina fy, funkcije raspodele Iy, striktno pozitivna
Cini konveksan skup koji sadrZi nosac svake raspodele u P-.

Onda je Fy € P- jedinstveni minimum koji minimizira I(F).

Za razlicite okoline P, optimalni su razliciti izbori funkcija ¥ odnosno p. Najce-
$¢e se koristi klasa monotonih % funkcija (npr. Huberova) pri reSavanju problema

23).

2.5 Optimalno ogranicenje +*

U ovom poglavlju su predstavljene ideje o konstrukciji najefikasnijih ocenjivaca
pod uslovom da gornja granica ukupne osetljivosti v* ne prezilazi neki unapred za-
dati nivo.

Uticajna funkcija, IF, bilo kog autlajera nece prelaziti nivo linearne aproksi-
mirane v*. Prvo navodimo jednu teoremu koja ¢e kasnije biti analizirana na M

ocenjivaCima parametra lokacije.

Neka je data funkcija skora maksimalne verodostojnosti

s(2,8) = aolin fo()ls = splfo(@)a/lfafa) (2.26)

i neka ona postoji za sve x za koji zadovoljavaju [ s(z,0)dF(z) = (ﬂi Figerova
matrica informacija zadovoljava 0 < I(F) < oo.

4Ovaj uslov je potreban za promenu redosleda integracije i diferencijacije u odnosu na 6.
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2.5 Optimalno ogranicenje ~*

Sada ¢e ova funkcija biti upotrebljena za kreiranje drugih v funkcija koja zado-
voljavaju ([2.4)).

Pretpostavlja se da je T' FiSer konzistentna T'(F') = 6,. Dalje se pretpostavlja
da fo, () > 0 u odnosu na neku meru \. Diferenciranjem (2.4)) po 6 za neko fiksno
. dobija se jos jedan oblik uticajne funkcije

) bz, 6.)
(@ B T) = e 5 2 o )lo. dAy)
b

o) (2.29)
~ Ty, 0.)5(y, 0.)dF (y)

u odnosu na meru A.

Teorema 25 (Hampel, 1968). Pretpostavija se da s(x,0.) postoji za svako x i
neka vazi fs(x,e*)ng* = 0 i neka Fiserova matrica informacija zadovoljava 0 <
I(Fy,) < co. Neka je k > 0 konstanta. Tada postoji a € R tako da

—k, s(x,0s) —a < —k
b(a) = { s(x,60.) —a, |s(z,0.) —a] <k (2.30)
k, s(xz,0:) —a >k
i zadovoljava [ 1)(x)dFy, =0 id:= [(y)s(y,0.)dFs, > 0. Odnosno, 1) minimi-
zira asimptotsku varijansu
ViR = [ v, / [ o)sto.0)aF- ) (231)

medu svim preslikavanjima koja zadovoljavaju

/wdF* -0,
/ D)3y, 62)dF. () # 0,

sup| / [ owstw.6.)aF.w)| < (2.32)
gde je
_k
C = d

Resenje problema je jedinstveno (do na proizvod sa konstantom).

Dakle za datu klasu ocenjivaca definisanu sa ([2.22)) ukoliko vaZi prethodna teo-
rema potrebno je primetiti sledece:

e Uticajna funkcija IF(x, F,T) je definisana izrazom ([2.29).

o Ukoliko za trenutak zanemarimo 6, asimptotska varijansa V (¢, Fy, ) je defi-

nisana sa ([2.31)) zbog -
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2.6 Reopadajuca klasa v funkcija

e Redenje 1))(-,0,) iz Teoreme [25| ima najmanju vrednost varijanse V (1, Fy.)
medu svim funkcijama (-, 0,) koje zadovoljavaju

k(6.)

Y (, Fy, ) < c(bs) = 46

e Ako se ne nametnu gornje granice na 7* onda se dobijaju ML ocenjivaci, od-
nosno (b = 0o, a = 0). Ukoliko takva funkcija postoji ona je B-robusna.

Ova teorema koristi se za kreiranje v funkcija i problematika optimalnog izbora
1) funkcije u generalnom slucaju moze biti poprilicno komplikovana i ona zavisi od
osobina koje zelimo da nametnemo na ovu funkciju, kao i specifi¢nosti problema tj.
podataka koji se obraduju. Bice detaljnije i preciznije uvedene dve klase 1 funkcija
i ovom problemu neée biti posveéeno vise paznje.

Ovo preslikavanje definiSe FiSer konzistentan ocenjiva¢ i za njega postoji IF.
Njegova asimptotska varijanasa je minimalna za dato ¢ = S na v*(¢, F') odakle
sledi B-robusnost ovog ocenjivaca.

Specijalno u slucaju simetri¢nih funkcija F' dobija se a = 0, a kada je data
F = ® onda 9 (x) = x $to je upravo Huberov ocenjivaé. Moze se pokazati kada
k — 0 dobija se medijana M, kao ocenjiva¢ parametra.

Kada se radi sa najmanje informativnim raspodelama (npr. (2.25))) one Cesto
imaju eksponencijalni rep, odnosno mogu da budu tanjeg repa nego $to se moze
ocekivati. Imajuéi ovo u vidu ponekad je optimalno povelati rizik, tako Sto ¢emo
smanjiti uticaj repa raspodele, sa ciljem dobijanja boljih preformansi u nekim ras-
podelama dugog repa. Kod ovih problema Cesto je u upotrebi reopadajuca klasa
1)-tipa ocenjivaca.

2.6 Reopadajuca klasa ) funkcija

Kao $to je pomenuto, ova klasa funkcija ima ograni¢enu pi(x), odakle sledi

_ Jule), [zl <k
Ui(z) = {07 k<],

nje upravo zbog toga Sto ove funkcije odseku informacije koje se dobijaju iz repa
raspodela.

U ovom poglavlju navodimo neke od funkcija koje su imali istorijski znacaj i
najcesce se javljaju u literaturi. Takode napominjemo situacije u kojima je optimalno
koristiti date 1 funkcije.

e Za datu funkciju raspodele F, sa funkcijom gustine f(z), optimalan izbor
funkcije ¢ je
_f'(ﬂﬁ)7 |z < k,

2= ) T
vr(@) 0, |z| > k.




2.6 Reopadajuca klasa v funkcija

e Za e-kontaminirane normalne raspodele predlaze se resenje

Z, 0 < |I| < a,
Yapk(z) =< btanh(3b(k — ), a <|z| <k,
0, k<|z|.

Navedena 1 funkcija daje ML ocenjivace za odsecene uzorke sa funkcijom raspodele
oblika

(1—e)p(z), 0<|z| <a,
fo@) = { oty cosh® (5 (k — ), a<|e| <k,

Ova funkcija gustine ima prekid u & pa zbog [ fo = 1 vaZe uslovi

k
2/(%@%%1—@M@Mx=a

a drugi uslov je a = btanh(3(k — a)).

e Hampelova po delovima linearna ¢ funkcija

Z, 0 S |l’| S a,
asign(x), a <|z| <b,

Vabr(T) = : (r—z])
asign(z)==-/C, b<[z| <,
0, r<|z|.

gde je C = p(c0) = p(r) = §(b—a+r).

Ova funkcija se pokazala kao dobra u "Princeton robusness study” iz (1972) uz
napomenu da ova % funkcija ima nagle promene u nagibu, ali zadovoljava Winsorov
princip da v funkcija koja je linearna u centru donosi vecu efikasnost prilikom rada
sa normalnim raspodelama.

e Takijeva bikvadratna p funkcija (¢ glatka i diferencijabilna)

pmm:{lﬂﬁyﬁ o < k

1, k <|z|
odnosno ¥ funkcija
_ (1= () 2l <k
Yila) = {0, k<|z|.
Takijeva bikvadratna funkcija sa k = 4.685 daje 95% efikasnost na normalnim ras-

podelama i M ocenjivaci imaju nisku tacku preloma koja iznosi % Ova funkcija se
Cesto implementira uz S i MM ocenjivace.
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2.6 Reopadajuca klasa v funkcija

Slika 2.3: Hampelova funkcija

Slika 2.4: Takijeva bikvadratna funkcija

Danas postoje razne funkcije v iz ove klase od koje su prilagodene raznim ro-
busnim kasama ocenjiva¢a (npr. S klasa) i svakim danom se u literaturi mogu nadi
predlozi novih efikasnih ocenjivaca iz ove klase. Na primer:

e Generalizovana Gaus-tezinska i funkcija

x, |-/E‘ Ska

xexp(—%w), k>|z|.

’L/)(Lb,k:(x) =

e Smitova v funkcija

(R —a?), x| <k,
Venr(®) = {o, k>l

lli ocenjia¢ prilozen u [20],[21], itd. Generalno, funkcije su linearne u sredini,
glatke, neprekidne i ne previse strme (u smislu pada i brzine pada) za podatke koji
se nalaze dovoljno udaljeno od medijane, ali nedovoljno udaljeno da bi bili autlajeri.

Vrlo grubo govoredi, ispostavlja se da ova klasa ocenjivaca ne zavisi preterano
od samog oblika 9 funkcije, dok god v postuje neka razumna pravila. Kada biramo
funkciju iz ove klase moramo voditi racuna o nagibu funkcije v i o izvodu funkcije,
1’. Ona ne sme prebrzo da opada inade nagib moZe da ima prejak uticaj na imenilac
asimptotske varijanase date jednakod¢u ([2.11).

U praksi se, na konacnim uzorcima ova klasa ocenjivaca se pokazala generalno
efikasnijom od klase monotonih ocenjivaéa (u nekim sluajevima i do 20% efika-
snijom), dok uglavnom belezi gubitke i do 3% eifkasnosti u odnosu na Huberove
monotone ocenjivace, Sto je zanemarljivo.

42



2.7 M ocenjivaci za parametre skale

Huber navodi da je ova klasa delotvorna ukoliko postoje ekstremni autlajeri, ali
poboljSanja su minorna i navodi da je uglavnom optimalnije uklanjanje tih par ek-
stremnih autlajera.

2.7 M ocenjivaci za parametre skale
Definicija 61. Statistika S,, je ocenjiva¢ skale ukoliko za vazi
Snlazy,...,axy) =l|a| Sp(x1, ...y ).

Cesto se zahteva i tranzitivna invarijantnost, ali ova osobina ne mora biti nuzno
ispunjena za ocenjivace skale.

Definicija 62. Statistika za ocenu skale je tranzitivno invarijantna ako
Sp(x1 40, ..,xn +b) = Sp(x1, ..oy zp).

Tri glavna problema su Cist problem ocene skale, ocena skale kao pomo¢énog
parametra i studentizovanje. Cist problem ocene skale se ekstremno retko nalazi u
praksi i ovi modeli su uglavnom razvijani zbog teorijskih rezultata, dok se problemi
ocene skale kao pomo¢nog implementiraju uz ocene regresije ili uz ocenjivace loka-
cije.

2.8 MODEL SKALE

Model je oblika z; = ou; gde su u; i.id. sa funkcijom fustine f(x) i gde je
o nepoznat parametar koji se ocenjuje. Slucajna promenljiva X data je familijom
raspodela F'(z/c), odnosno funkcijom gustine 1 f(£).

ML ocenjiva¢ nepoznatog parametra o dat je kao resenje problema
s s
= argmax — —
=

odnosno, logaritmovanjem i diferenciranjem po o dobija se

n

1 ZT;
- ;P(;) =1
gde je p(t) = ty(t) say = —f'/ .

Primer 14. Neka je dat prost slucajan uzorak slu¢ajne promenljive X . Standardna
(nerobusna) ocena parametra o se upravo moZe dobiti iz standardne devijacije.
Ocenjivac varijanse dat je sa
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2.8 MODEL SKALE

Ovo je Fiser konzistentan ovenjivac varijanse, ali ovaj ocenjivac nije nepristrasan jer

9 n—1

Els;] = - Var[X]

Odavde sledi da je standardna devijacija data sa \/s2. Nepristrasan ocenjiva¢

varijanse dat je sa
n

1
2 _ =2
sn—n_lg(mZ T)°,

i=1

ali ovaj ocenjivac varijanse nije Fiser konzistentan.

Definicija 63. M ocenjivac skale je statistika S, (X1, ..., Xp) = Sn(F,) i definisana
je kao resenje problema

n

1 ZT;
0 = argmax - ;:1 p(—) =4, (2.33)

gde je p jedna p-funkcija i 0 < § < p(o0). Ukoliko je p ograni¢ena onda se bez
umanjenja opstosti pretpostavlja p(co) =116 € (0,1).

Cesto se koristi Takijeva bikvadratna p funkcija sa k& = 1. Dovoljan uslov za
postojanje jedinstvenog resenja problema ([2.33) tj. ocenjivada skale jeste da je p
rastuca funkcija po z tako da p(x) < p(c0).

Definicija 64. Potpuno ekvivalentno prethodnoj definiciji M-ocenjiva¢ za skalu
S(F) je definisan implicitno funkcionelom

/X<S(“’F)>dF(x) - 0.

Uobi¢ajeno je da je x parna funkcija. Iz definicije 2.9] uticajna funkcija data je

sa
X(gr=)S(F

[F(z,F,S) = — (f(F))l_( )__

Jx (m)(ﬁ)dF(x)
Za e-kontaminirani model tacka preloma je data sa

' = e (ON < 0.5,

x(o0) = x(0) ~

za viSe o tacki preloma i modelu Ciste ocene skale pogledati [26] poglavlje 5.

(2.34)

U sluéaju da problem (2.33]) nema resenje onda S,, = 0.

Navodimo jedan od bitnijih pomocénih ocenjivaca skale.
Definicija 65. MALf] medijana apsolutne devijacije je definisana kao
MAD,, = M A{lx; — M,|}, (2.35)

gde je M,, = M.{x;}, ili preko funkcionele

3

Yuap(z) = sign(x| — ‘1’71(1))

5Median absolut value.
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2.9 Viseparametarsko ocenjivanje

Ovaj ocenjiva¢ nije FiSer konzistentan, ali se moze udititi Fiser konzistentnim.
Ukoiko je za F' = @, onda ga je potrebno pomnoziti sa @%(5) za Fiser konzi-
4
stentnost. Za simetri¢ne raspodele MAD je asimptotski ekvivalentan polovini me-
dukvartilne distance. Tacka preloma ovog ocenjivaca je €* = 0.5 i vrlo je robusan
u odnosu na autlajere. Za ocenivanje skale kao pomo¢nog parametra fokus analize

je na repu raspodele.

Primer 15. Ukoliko je x(z) = sign(z| — 1) tada je S = M.(x|) tj. broj S za koji
vazi F(S) — F(—S) =

1
5-

Problemi ovog oblika su jako retko pojavljuju u praksi i diskusiju nastavljamo o
modelima za ocenu viSe parametara.

2.9 Viseparametarsko ocenjivanje

2.9.1 M ocenjivaci za parametre skale i lokacije

Buduéi da M ocenjivadi lokacije i regresije nisu skalarno invarijantni (uz izuze-
tak medijane M.), oni se zato implementiraju uz ocenjivale skale, pa se dobijaju
problemi viSeparametarskog ocenivanja. Prilikom implementacije mora se obratiti
paznja na tacku preloma ocenjivaca, buduéi da se sad ocenjuju dva ili vise parame-
tara. Cilj je izbeéi kvarenje dobrih osobina tacke preloma ocenjivaca lokacije loSom
uslovljenos¢u tacke preloma ocenjivaca skale.

Upravo zbog ovog ocenjivadima parametara lokacije cilj je minimizirati asimp-
totsku varijansu, dok je za ocenjivaCe parametara skale pozeljno ocuvati malu pri-
strasnost.

Ukoliko je raspodela F' modela simetricna, onda su ocenjivaci lokacije T, i skale
S, asimptotski nezavisni i asimptotsko ponasanje T;, zavisi od asimptotskog pona-
Sanja S,,.

Model je oblika z; = 0 + ou; gde su u; dati gustinom raspodele f(x), odakle
sledi da slu¢ajna promenljiva X ima gustinu raspodele datu sa

1 x—86

Parametar o je standardna devijacija slu¢ajne promenljive X.

Ocenjivaci koji se dobijaju metodom ML dati su sa

.131'—0
)

g

1 n
T,,S,) = argmax —
(T, S) = argmax — };[lf(

Sto se moze ekvivalentno zapisati kao

(T, Sn) = argmax [111 ;p(xi; 9) + log U}
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2.9 Viseparametarsko ocenjivanje

gde je p = —logf. Diferenciranjem i izjednaavanjem sa nulom dobijenih jednacina
dobijaju se trazeni ocenjivaci.

Definicija 66. Uporedni M ocenjivaci za ocenjivanje parametara lokacije § € © i
skale o dati su sistemom jednacina u kom figuriSu traZene statistike T,, = T'(F},) i
Sp = S(Fy)

S uEg) =0 (230
RTEE ST (237)
Ekvivalentno ocenjivadi T/(F,,) ::sl*(Fn) su izrazene kao funkcionele
o5 i@ =o, (2:38)
[ e = (2.39)

gde je 6 > 0.

Izbor funkcije 1, a ni funkcije x iz prethodne definicije nije determinisan funkci-
jom raspodele verovatnoce. Kao Sto je ve¢ pomenuto Cesto se za i uzima neparna,
a x parna funkcija.

Neka je 1)1 = 1, a Py = x tada vazi sledeCa teorema.

Teorema 26. Neka je za svako x i B funkcija ¥ (x,3) diferencijabilna tako da je

matrica H = [g}é’] negativno definitna, onda za dato x4, ..., x,

n

9(B) =Y blxi, B).

i=1
Ukoliko postoji resenje od g(8) = 0 onda je ono jedinstveno.

Napomena: Teorema garantuje jedinstveno reSenje problema ([2.39)) koje je onda
potencijalno resenje problema ([2.2)).

Uvodenjem F} = (1 —t)F + t6, umesto F' u (2.38)) i (2.39)) diferenciranjem po
t ut =0 mogu se dobiti uticajne funkcije koje zadovoljavaju sistem

mmﬂﬂ/W@Mm+Huﬂ$/wwwmwmmmw»QM)

IF@JHU/W@MF@HJF@iHﬂ/W@MMWﬁ:MwﬂF%(ZM)
gde je y = [z — T(F)|/S(F).

Kada je re¢ o egzistenciji reSenja sistema datog sa (2.38)) i (2.39)) o tome se vise
u [26]. O konzistenciji ovih ocenjivaa kao i o njihovoj asimptotskoj normalnosti

vise se moze nadi u [26] poglavlju 6.
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2.10 Numericka implementacija

2.9.2 M ocenjivaci lokacije sa preleminarnom ocenom skale

Definicija 67. Ukoliko postoji preleminarna ocena skale S,, onda su M ocenjivaci
lokacije dati sa
n
i — T
S v =0
; Sn
1=1

Ovako definisan ocenjivac lokacije je skalarno ekvivalentan. Najces¢e se za ocenu
skale S,, koristi neka robusna statistika.

Kao robusna alternativa koristi se MAD ocenjiva¢ dat u definiciji ili ukoliko
je pozeljna normalnost ocenjivaca, u smislu da ukoliko X : N(u,0?) za n — oo

onda S, LN o, onda se koristi MADN.

Definicija 68. Normalizovana medijana apsolutne devijacije MADN je standardi-
zovana medijana apsolutne devijacije, odnosno
_ MAD(x)

Dakle prvo se oceni
Sp = 1.483M AD(z;) = 1.483M;{|z; — M;(z;)[}

gde je M; medijana i ovaj ocenjiva¢ ima tacku preloma £* = 0.5.

U slucaju ocenjivanja lokacije simulacije pokazuju superiornost M ocenjivaca
sa pocetnom ocenom skale MAD (Andrews, 1972) u odnosu na model viSepara-
metarskog ocenivanja skale. Buduéi da je implementacija modela sa MAD takode
znacajno jednostavnija, preporu¢ujemo upotrebu ovog modela.

Ukoliko je poznata uticajna funkcija ocenjivaca skale, onda je uticajna funkcija
ocenjivaca lokacije moze biti odredena iz (2.40).

2.10 Numericka implementacija

U ovom poglavlju demonstriramo neke od prezentovanih modela paketom MASS
ugradenim u R-u na konkretno zadatim podacima. U R paketu MASS implemen-
tiran je Huberov M ocenjiva¢ uz MAD ocenjivaC. Rezultati dati su Tabelom 2.1.
Testirani su slede¢i ocenjivaci

e Lokacije: oCekivanje (X), medijana (M, ), 0.05-trimovano ocekivanje (X o5),
0.10-trimovano ocekivanje (X 10) i Huberov M ocenjivaé (Mpg).

e Skale: uzoratka standardna devijacija (.S,,), interkvartilni opseg (Ry) i medi-
jana apsolutne devijacije (MAD).

Primer 16. Neka je z vektor podataka. 46.34, 50.34, 48.35, 53.74, 52.06, 49.45,
49.90, 51.25, 49.38, 49.31, 50.62, 48.82, 46.90, 49.46, 51.17, 50.36, 52.18, 50.11,
52.49, 48.67.
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2.10 Numericka implementacija

Tabela 2.1: Ocenjivadi

Podaci I 17 117 A% |4
X | 50.045 | 71.946 | 57.359 0.511 10.993

M, | 50.005 | 50.225 | 50.48 | -0.040 | 10.38245

X o5 | 50.045 | 50.327 | 56.323 | -0.0973 | 10.7594
X 10 | 50.089 | 50.328 | 55.387 | -0.115 | 10.52294
Mpg | 50.076 | 50.328 | 51.127 | -0.101 | 10.51366
Sn 1.821 | 97.639 | 13.665 7.770 | 3.701513

Ry | 2.002 2.09 | 9.967 1.917 | 3.394217
MAD | 1742 | 1.460 | 2.401 1.440 | 2.537278

U I koloni su ocenjeni ovi podaci. Za kolonu II simuliran je pogresan unos
podatka i osetljivost statistike na gresku ovog tipa poslednji unos vektora z zamenjen
iznosom 486.7.

Za koloni 111 poslednjih pet vrednosti z zamenjene su redom sa 79.45, 76.80,
80.73, 76.10, 87.01.

Za IV kolonu generisan je i.i.d. uzorak obima 200 iz KoSijeve raspodele date
gustinom f(x) = m gde je lokacija =0 i skalaoc = 1.

Za kolonu V' smo generisali i.i.d. uzorak obima 500 iz N'(10,2.5) i i.i.d. uzorak
obima 50 iz N'(20,1.5) i potom smo ta dva uzorka povezali u jedan uzorak.

Dobijeni rezultati dati su u Tabeli

Histogram of z

Frekvencija

Slika 2.5: Histogram podataka simuliran iz dve normalne raspodele

Primetimo da samo jedna loSa observacija u podacima vrsi znatnu inflaciju kla-
si¢nih (nerobusnih) statistika medijane i standardne devijacije, dok je Huberov oce-
njiva¢ implementiran sa MAD ocenjivaem skale pretrpeo male promene. Sli¢na
stvar se dogada kada smo u populaciji dobre observacije zamenili loSim observaci-
jama (sluéaj IIT). Primetimo da se ocena skale povecala nekoliko puta. Obratimo
paznju i na sluéaj V kada 10% podataka dolazi iz kompletno druge raspodele, Hu-
berov ocenjivac je uspeo da preciznije oceni trazene parametre.
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Glava 3

Robusna regresija

Generalno problem linearne regresije je problem oblika

A~

Y = argmin HY -y
v

)

gde je Y predstavlja registrovane, a Y fitovane vrednosti. Oblik veze izmedu
nepoznatih parametara modela, [, koje je potrebno oceniti i observacija X je
Y = B0+ BiXi+, .., +8,Xn. Za razli€it izbor norme dobijaju se razli¢iti oce-
njivaci. Problem se uopstava uvodenjem p i ¢ funkcija koje umesto norme sada
mere rastojanje Y — Y. Postoji mnogo pristupa problematici robusne regresije, ali
istorijski ve¢ina metoda su fokusirane na oluvanje visoke tatke preloma (vide¢emo
da i M ocenjivadi imaju tacku preloma ¢* = 0), dok je kriterijum efikasnosti bio
znatno zanemaren. Stoga prvo uvodimo metodu klasi¢nih M ocenjivada, a potom i
neke njene podklase. Situacija se menja kada Yohai (1987) uvodi klasu MM ocenji-
vaca koja kombinuje visoku relativnu efikasnost M ocenjivaa sa osobinom visoke
tacke preloma S ocenjivaca.

Posle kratkog osvrta na klasi¢ne (nerobusne) modele linearne regresije, odnosno
metode LS i ML ocenjivaca, predstavljamo i metod tezinskih najmanjih kvadrata
(nadalje wLSE). Sistem M ocenjivaca regresije implementiran je preko sistema te-
zinskih najmanjih kvadrata preko tezinskih funkcija, w, koje zavise od izbora funkcija
1, odnosno p. Takode, u ovoj glavi deo paznje posvecen je klasi¢nim metodama
za detekciju autlajera i analizu uticajnih taCaka i ovi rezultati su kratko i precizno
definisani uglavnom bez detaljnog izvodenja.

Potom je pazZnja posveéena modelu viseparametarske regresija M ocenjivaca,
nekim njegovim prednostima i manama. Dalje po detekciji nekih mana ove klase,
uvodimo jo$ par robusnijih podklasa M ocenjivaca, odnosno GM i MM ocenjivace
regresije. Potom navodimo i analiziramo uticajne funkcije i relevantne funkcionele
ovih ocenjivaca. U poslednjem poglavlju ilustrujemo implementaciju kroz statisticke
pakete u R-u na konkretnim primerima.

Prilikom prezentovanja klasi¢nih metoda paznja neée biti posvelena detekciji
multikolinearnosti, heteroskedasti¢nosti ili odstupanju od normalnosti raspodele, jer
upravo se robusna regresija uvodi iz potrebe za metodama koje su neosetljive na
devijacije od standardnih pretpostavki modela koje su ¢esto pogodna matematicka



3.1 Klasi¢ni modeli linearne regresije

racionalizacija stvarnosti. Takode kada je re¢ o robusnom testiranju hipoteza, ro-
busnim matricama kovarijanse i korelacije i intervalima poverenja detaljnije se moze
nadi u literaturi [13], [26], [29] i drugoj literaturi koja se bavi ovom problematikom.

3.1 Kilasi¢ni modeli linearne regresije

3.1.1 Metode LS i ML
Model linearne regresije sa p nepoznatih parametara pretpostavlja vezu oblika
Y =XB+e¢,
gde je
Y = [Y1,...,Y,]E,; vektor zavisnih (u funkcionalnom smislu) vrednosti,
X = [Zij]nx (p+1) je nesingularna matrica observacija (nezavisnih vrednosti),

B = [Bo, ...,Bp]aﬂ)xl vektor nepoznatih parametara iz otvorenog konvek-
snog skupa B C RPTL (p+1)<n

€ = [e1, .., €n)L, 1 je vektor sluajnih promenljivih koji predstavlja greske ili
slu¢ajno odstupanje sa E[e] =0 i Covle,€'] =T
(A) Pretpostavlja se da vazi:
1. Ele] = 0.
2. Covle] = %I, gde je o nepoznata varijansa.

Definicija 69. Vektor reziduala definisan je kaor =Y -V =Y — XB. Nadalje ¢e

N

i-ti rezidual biti obeleZen sa r;(f3).

Ukoliko vazi pretpostavka (A) metodom LS dobija se ocenjivaé B vektora ne-
poznatih parametara 5 tako da

B = arg Bg}%i’pﬂ 7l - (3.1)

Diferenciranjem ([3.1]) dolazi se do sistema normalnih jednacina
XTXB=X"y

i ocenjivada LS
B=(XTXx)"'xTy.
Pod navedenom pretpostavkama moze se pokazati FiSer konzistentnost i nepristra-
snost ovog ocenjivata. Takode moZe se pokazati Cov[B, BT] = 0?(XT X)~1, dru-
gim re¢ima metoda LS je BLUE (Teorema Gauss-Markov). Ocenjival nepoznatog
parametra o2 dat je sa
9 rTr

T n—p-1
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3.1 Klasi¢ni modeli linearne regresije

(B) Pretpostavlja se da vazi i
3. € ~ N,(0,0%1,), tj. normalnosti slu¢ajne promenljive €.

U prisustvu odstupanja od normalnosti vektora gre$aka € ~ N,,(0,0%1,,) metoda
LS za ocenu parametra B drasti¢no gubi efikasnost, Sto nije pozeljna osobina.

Navedene pretpostavke (A) i (B) ¢ine klasi¢ne pretpostavke pod kojim je ra-
zvijena klasicna teorija regresije. Pod ovim pretpostavkama razvija se ML metod.
Ukoliko vaze navedene pretpostavke, moze se pokazati sledece:

1. B je ML ocenjival nepoznatog parametra 3 (nadalje oznalavan sa B)
2. B~ Nppr(B,0%(XTX)™).
3. (n—p—1)s*/o® ~xp_, 1

4. Standardna gredka §3; data je kao SE[B;] = s\/[(XTX)~1];;

Fitovane vrednosti obelezavaju se sa Yy = Xﬁ Sto je projekcija Y na prostor
potporostor generisan vektor kolonama nesingularne matrice X. Fitovane vrednosti
zadovoljavaju Y = HY, gde je H = X(X7X) ' X7 Osobine i struktura matrice
H, posebno dijagonale karakteriSe interpolaciju. Kvalitetna analiza ove matrice
obezbeduje dijagnostikovanje autlajera, uticajnih tacaka i devijacije od pretpostavki
modela.

Kolona H; = [hyj, ..., hyj]T matrice H zove se j-ti leveridz vektor i pokazuje
kako se Yj menja u odnosu na j-tu posmatranu varijablu, dok HH7H§ predstavlja
j-ti leveridz, odnosno meru ukupnog uticaja j-te observacije na fitovanu vrednost.
Moze se pokazati ||Hj||§ = h;j, odakle sledi da je leveridz j-te observacije upravo

Ji*
Osnovne osobine matrice H:

e Matrica H je (ortogonalna) projekcija iz R™ na range generisan vektor kolo-
nama matrice X. Za matrice projektora vazi H = H' i H = H>.

e Leveridz 2! dat je sa hy; = 27 (XTX)~!

e |z idempotentnosti matrice H vazi

hii =R+ hi; > b,
J#i

Sto implicira da dijagonalni elementi matrice h;; € [0,1].

o tr(H)=> h; =p+1, Sto implicira da je prosean leveridz %Zhii = pT“.
Tacke sa vedim hy; su po definiciji tacke jakog uticaja. Sta se tacno smatra
znacajnim je diskutabilno. Jedan od predloga je da se tacke za koje h;; > %
smatraju leverage tackama. U praksi se Cesto nailazi da vrednosti h;; < 0.2 smatraju

bezbednim, tacke 0.2 < h;; < 0.5 smatraju rizi¢nim i kada h;; > 0.5 preporucljivo je
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3.1 Klasi¢ni modeli linearne regresije

izostavljanje ovih taCaka iz regresije. Jedan od pristupa robusifikaciji ovih metoda
moze biti upravo kroz nametanje uslova na observacije kroz matricu H mora da
zadovoljava i njenu dekompoziciju. Ovo su takozvani ekvileveridz dizajnovi. Za
detaljnije pogledati [23].

Posledica 7. Pretpostavimo da vazi E[e¢] = 0 i Covle,eT| = 021, < co. Tada je
Y, konzistentan ako i samo ako h;; — 0, a vektorY je konzistentan ako i samo ako

n—00
h = max hii —— 0.
1<<n

Teorema 27. Za svako N = 1,2, ... pretpostavimo da je regresiona jednacina data
sa
YN = XnNBN +en

gde je X dizajn matrica dimenzija ny X pn, vektor gresaka je ey i.i.d. i vaZi
Ele] =0 i Var[e] = 0% Ukoliko Hy = Xn(X5Xn)' X% zadovoljava

max hy; — 0, kada ny — oo.
1§1§'ILN

Onda je By asimptotski normalan ocenjivac parametra 3.

Napominjemo da navedena teorema ne zahteva normanost vektora €. Navedene
teoreme vaze u slucaju nestohasti¢kih objasnjavajuéih varijabli. Kada su objasnja-
vajuce varijable stohasticke onda se situacija komplikuje.

3.1.2 Tezinski najmanji kvadrati

Specijalno pretpostavimo da vazi Covle,el] = o?W ! gde je W dijagonalna,
pozitivno-definitna matrica sa poznatim tezinama w; na dijagonali. Tada je problem
tezinskih najmanjih kvadrata dat sa

n
A

. 2 T
= arg min E w;r; = argmin - Wr. 3.2
ﬂ gﬁGB — 1l gﬁGB ( )

Resenje ovog problema daje ocenjivac B koji navodimo u narednoj teoremi.

Teorema 28. Najbolji linearan nepristrasan ocenjiva¢ (BLUE) parametra [ je dat
sa
f=XTWX) ' XTWy,

(
Cov[B, BT = (XTWX)~".

U opstem sluaju Couvle, ¢'] =T ocenjival parametra 3 dat je sa

n
5 . . T
b = arg Iﬁne%l ”2221 r;l'yr; = arg rﬁne%lr I'r.

Biranje adekvatne tezinske funkcije w(r) koja se koristi za skaliranje reziduala.
Bez obzira na izbor teZinske funkcije w cilj je tezinskim koeficijentima w; (r;) smanjiti
uticaj velikih reziduala, odnosno vrednosti koje su udaljene od klastera podataka,
oslanjajuéi se na pretpostavku o nezavisnosti vektora greSaka.
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3.1 Klasi¢ni modeli linearne regresije

Tradicionalno, wLSE metoda se koristi za probleme gde se javlja heteroskeda-
sticnost. Ova metoda se implementira iterativno (IRWLS algoritmom) u svakom
koraku azurirajuéi tezinske koeficijente na osnovu reziduala. Po samoj konstrukciji
ova metoda je robusnija na autlajere od navedenih klasi¢nih metoda i zbog njene
jednostavnosti i elegancije Cesto je u upotrebi.

3.1.3 Reziduali i autlajeri

U ovom paragrafu navode se neke veze koje vaze izmedu observacija i fitovanih
vrednosti. PaZnja je uglavnom posvecena analizi reziduala, uticajnih tacaka i autla-
jera i nacinu na koji utiCu na regresiju.

Vektor reziduala dat je izrazima
r={I—-H)Y =(I— H)e,

odnosno,
Ty = (1 — hii)ei — Z hijej.
J#i
Potrebno je uoditi da ukoliko h;; = 1, onda moguca neocekivana greska u Y; nije
nuzno odrazena u rezidualu r;, odnosno dolazi do maskiranja gresaka. Ovo znaci
da veli¢ina reziduala r; ne mora biti povezana sa sa greskom u observaciji Y;, veé
sa nekom drugom observacijom koja ima veliku vrednost h;;.

Posmatrajuéi izraze Var[Y;] i Var[r;], odnosno dijagonalu Cov[Y] = o2H i
Covlr] = 0%(I — H) vidi se da velikim leveridZom imaju za posledicu fitovanu vred-
nost sa velikom varijansom i odgovarajuéi rezidual sa malom varijansom.

Da bi se reziduali medusobno poredili potrebno ih je standardizovati. Neka
oznaka (i) u indeksu (X(;),Y(;)) oznacava skup podataka gde su (2TY;) izosta-
vljene iz uzorka. Tada je ocena parametra 3 data sa B(i) = (X(T;)X(i))*lX(i)Y(i).
Onda je moguce izradunati Y(i) = xa)ﬁ(i) (u 2T) baziranu na podacima koji su

ostali. Potom se definiSe i-ti predvideni rezidual kao r(;) =Y; — 17(1-).
Definicija 70. Studentizovani rezidual definisan je kao

" Y, — Y

W SEY -y

gde je SE odgovarajuéa ocena standardne greske.

Pod klasi¢nim pretpostavkama vazi sledeCe

. _Yi— Y ri
' D7 T —hi 11— hy

i vazi

VarlY; — Y] = T
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3.1 Klasi¢ni modeli linearne regresije

Ovaj poslednji rezultat pokazuje da je SE[Y; — )A/(l)] =o/v1— hy, gde se pa-
rametar o ocenjuje statistikom za standardnu gresku s(;) i moZe se lako izracunati

r?
iz veze (n —p — 2)23%1.) =(n—-p—1)s?— oo
Definicija 71. Studentizovani rezidual definisan je kao
* i
Ty = ——————.
O s/ T =ha)
Ako vazi pretpostavka o normalnosti onda raspodela rE‘i) ~ t,_p—2. Studenti-

zovani reziduali nisu medusono nezavisni pa odbacivanje observacije (zI,Y;) kada

rz‘i) > tp—p—2(1 — a/2) za neko o ne nosi nivo poverenja kada se posmatraju vise

ovakvih implikacija, odnosno statistiku viSe treba posmatrati kao indikator na

rT
(@)
moguce komplikacije u uzorku.

;,Y;) ima na
fitovanu vrednost. Neka je matrica X dobijena permutacijom vrsta tako da

Sada ée paznja biti preusmerena na efekte koji observacija (z!

odakle sledi X(T;)X(i) = XTX —z;2T. Uticaj i-te observacije (zI,Y;) na BiY; dat
je kroz relacije

~ 5 (XTX)ilifi
B—Buy = Tpy——_E
hii
1 _ h,L,L (3]
respektivno. Iz ovih relacija moZze se uociti ako je h;; ~ 1 dolazi do znatne inflacije
ovih pokazatelja.

7 =

Kulﬂ predlaze da se uticaj i-te observacije meri sa

A~

(Y - Y(0) (Y - Y(i)

D; = v

)

odnosno,

L —hi

Vrednosti D; = 1 se smatraju velikim i potrebno ih je dalje ispitati.

Buduéi da se SE[YZ] = ovhii = s@)Vhii moze se meriti standardizovana
razlika fitovanih vrednosti

Y -V hi 1%
DIFTS; = 0 | | "7t
SV i il

1Cook’s distance - Kukova distanca.
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3.2 Slu€ajne objasnjavajuce varijable

Predlaze se dalja analiza validnosti observacije kada je

I
\DIFTS;| > 2,/ 2T
n—p—1

U praksi se Cesto za dijagnostiku umesto koeficijenta 2 u prethodnoj statistici koristi
koeficijenat 1.5.

Jos neke osobine matrice H:

5. Ukoliko je matrica X slabo uslovnjena u smislu da su dve kolone priblizno
paralelne, onda postoji kolinearnost (zavisnost) u uzorku. Nije mogude izvrsiti
nikakvu transformaciju matrice H tako da se problem kolinearnosti otkloni.
U ovom slucaju predlaze se izbacivanje jedne od observacionih promenljivih.

6. Moguce je smanjiti leverage i-te tacke bez uklanjanja iste pod uslovom da se
joS observacija uzme iz prostora koji generiSe matrica X.

Kao sto je vel reCeno mala devijacija od standardnih pretpostavki modela utice
na klasi¢ne metode ocenjivaca /3’ Ukoliko je poznato da je narusena neka od osnov-
nih pretpostavki (npr. homoskedasti¢nost ili oéekivanje) postoje razvijene adekvatne
metode ili reSenja koja se bave ovom problematikom.

Idealna robusna metoda za ocenjiva¢ parametra 5 treba da poseduje osobine:

e Konzistentnosti, asimptotsku normalnosti i visok stepen efikasanost pod pret-
postavkom da klasi¢ne pretpostavke nisu narusene.

e Neosetljivosti na malu devijaciju u pretpostavkama modela.

e Takode, pozeljna je i jednostavnost modela u smislu komputacije.

3.2 Slucajne objasnjavajuce varijable

Postalja se pitanje Sta se deSava kada su objasnjavajule observacije = takode
slucajnih promenljive. Pretpostavlja se da vrste matrice X dolaze iz p-dimenzionalne
raspodele. Neka je G zajedni¢ka raspodela (p + 1)-dimenzionalnog vektora [, 1],
gde je #] sludajna vrsta iz X, a y; je odgovarajuéa slu&ajna varijabla koja odgovara
ovoj vrsti. Razlog zasto = posmatramo kao slucajnu promenljivu jeste upravo zbog
moguénosti modeliranja potencijalnih gresaka u matrici X. Drugi razlog zasto ovo
radimo je upravo zbog posmatranja modela kroz ve¢ uvedenu aparaturu funkcionela
i funkcija uticaja. Koje su to pretpostavke potrebne da se problem regresije zapise
u standardnom obliku y = 273 + €?

Intuitivno je potrebno razmisljati o slu¢ajnoj promenljivoj = kao o marginalnoj,
a o promenljivoj y razmisljati kao o uslovnoj raspodeli y|z datoj nekom funkcijom
raspodele F|,. Pod pretpostavkom da su y — 2T B i T B nezavisni i imajuéi u
vidu ovaj nacin razmisljanja problem regresije je dobro definisan i moze se odrediti
raspodela slu¢ajne promenljive € preko

y—axzlf=e~F..
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3.3 Linearna regersija M ocenjivaca

Pretpostavka o nezavisnosti je potrebna da bi odgovarajuéi problem regresije bio
definisan.

3.3 Linearna regersija M ocenjivaca

U proteklih 40. godina razvio se veliki broj robusnih ocenjivaca parametra S.
Velina ocenjivaca, ili imaju problem manje relativne efikasnosti (u odnosu na kla-
si¢ne metode), ili imaju probleme sa prelomnom tackom. Prvo uvodimo klasi¢ne M
ocenjivace, a zatim ¢e paznja biti posve¢ena nekim podklasama ove klase ocenjivaca.

Definicija 72. p - tip M ocenjivaca parametra 3 € B predstavlja reSenje problema
n

B =argminy _ p(y; — z} B). (33)
i=1

Ovde se, kao i u slu¢aju modela lokacije, sasvim prirodno namece uslov (stroge)
konveksnosti funkcije p upravo zbog postojanja (jedinstvenog) minimuma ovog pro-
blema i asimptotskih osobina ocenjiva¢a. Ukoliko je p konveksna funkcija, onda se
problem moze ekvivalentno zapisati u obliku navedenom u narednoj defini-
ciji. 1z konveksnosti sledi konzistentnost resenja i asimptotska jedinstvenost
ocenjivaca 3. Dakle ako je p konveksna funkcija dobija se jedan problem NL
bez ograni¢enja budu¢i da 3 € RP*!. Pominjemo samo da postoje klase ocenji-
vala koje reSavaju ovaj problem nekom od metoda nelinearnog programiranje (npr.
Njutn-Rapsonova metoda).

Ipak, resenje ovog problema postoji i za funkcije p koje nisu nuzno (strogo)
konveksne. Detaljnije o konzistentnosti p klase ocenjivaca u [41].

Definicija 73. 1 - tip M ocenjivala parametra § € B predstavlja reSenje problema
> Uly —al B =0, (34)

gde je v = p.

Generalno, kao i u sluaju modela lokacije, re$avanje problema ili
zavisi od izbora 1, odnosno p. Ukoliko p nije konveksna, pomenuti problemi nisu
ekvivalentni, odnosno nemaju nuzno isti skup reSenja. Sistem neretko ima vise
reSenja (relativnih minimuma) od kojih je samo jedno resenje globalni minimum

Takode interesuje nas resenje problema za funkcije ¥ i pod kojim uslovima
su ova reSenja zapravo resenja problema . Detaljnije o ovom problemu i me-
todama kojima se broj reSenja problema smanjuje moze se proCitati u [28].
Najcesce se pretpostavlja da je v bar neprekidna i ogranicena funkcija.

Upravo zbog uticaja funkcije ¥ na varijansu u fokusu ovog rada paznja je is-
klju€ivo posveéena klasama monotonih i reopadajucih funkcija v odakle se dobijaju
monotoni i reopadajuéi M ocenjivaci. Glavna prednost monotonih v ocenjivaca je

2Nonlinear programing.
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3.3 Linearna regersija M ocenjivaca

upravo u tome da su sva reSenja ([3.4]) upravo resenja (3.3). Nadalje ako je v rastuca
funkcija onda je resenje jedinstveno.

Zbog jednostavnosti sistema u praksi se najcesce reSava problem (3.4). U [20],
poglavlju 5, moze se naéi dokaz za prilicno Siroku klasu funkcija ¢ za koje postoji
bar jedno resenje problema koje je v/n-konzistentan ocenjiva¢ nepoznatog pa-
rametra 5. U [26] poglavlju 7, postoji detaljnija diskusija o uslovima i konvergenciji

reSenja ((3.4) ka (3.3).

Ovako definisani M ocenjivadi nepoznatog parametra (3, ipak nisu robusni na
same greske u matrici nosaca X ili u slucaju kada je x slu¢ajna promenljiva. U slu-
Caju kada postoje tacke sa velikim leveridzom, onda ocenjivadi parametra 5 mogu
biti neopuzdani, sto se i direktno vidi iz izraza . Dakle, tacka preloma klasi¢nih
M ocenjivaca je ¢* = 0 kada je re¢ o tackama sa velikim leveridzom. Ovo se moze
videti sa Slike Bl

Huber navodi da tacke sa jakim uticajem (velikim leveridzom) potrebno iden-
tifikovati i ukoliko je potrebno ukloniti, radije nego celokupan proces resavanja
problema ocene parametra prepustiti robusnim metodama.

Autlajeri ne moraju nuzno biti /ose observacije i ponekada uklanjanje ovih tacaka
nije opravdano. Generalno uoCavanje ovih vrednosti u sluCaju viseparametarskih
skupova podataka predstavlja problem. Upravo u ovim slu¢ajevima optimalno je
koristiti robusne regresione metode.

Nadalje pretpostavlja se da h = max h;; < 1. Grubo govoreéi u ovom slucaju
se moze reci da matrica nosata X = [z;;] ne sadrzi ogromne greske, koje bi znatno
uticale na rezultate ovih ocenjivaca.

Generalno klasi¢ni M ocenjivaci nisu skalarno ekvivalentni, ali se taj problem
reSava, kao u slucaju lokacije. Skalarno ekvivalentni M ocenjivaci dati su sa

i(5)
Sn

B = argmian( ). (3.5)

gde je S, parametar skale koji se mora oceniti. Diferenciranjem (3.5)) dobija se

sistem " N
> o =0 (36)
%ZX(’";(,B)) =0, (3.7)
=1 n

Cesto je x ustvari jedna p-funkcija. Upravo ovo ¢e omoguéiti povecanje pre-
lomne tacCke statistike bez preternog gubitka efikasnosti. Kasnije navodimo klasu
MM ocenjivaca. Ovo je problem viSeparametarskog ocenivanja. Za razliku od pro-
blema lokacije u ovom slucaju nije preporucljiva procena parametra skale unapred.
Napominjemo da nije moguce oceniti skalu, S,,, bez da se prvo oceni parametar B
koji sam po sebi zahteva ocenu skale.
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3.3 Linearna regersija M ocenjivaca

Navodimo samo da se M ocenjivadi definisani sa (3.6]) u slu¢aju glatkih funkcija
1) mogu zapisati u obliku ocenjivaca tezinskih najmanjih kvadrata, odnosno

n

sz(yz —z;f)z; =0 (3.8)

i=1
gde je w(r) = w(:), pa se za izraCunavanje koristiti IRWL algoritmi uz uslove
o501
— Y < T
=]
ili
—
R
gde je 7 =104,

Odabir funkcije w(r), koja se koristi za skaliranje reziduala, direktno je povezana
sa biranjem funkcije raspodele koju imaju greske €. Ipak, izborom funkcije w koja
odreduje robusan ocenjivad, nije neophodno da greske nuzno prate bas tu raspodelu.

70

M bisquare

60

M Hampel

50

40

30

Slika 3.1: Uticaj tacaka leveridza na klasi¢ne M ocenjivace.

3.3.1 M ocenjivaci sa ogranicenom p funkcijom
Ukoliko je p diferencijabilna funkcija, dobija se problem ({3.6)), odnosno

i=1 m

gde je ¢ reopadajuéa funkcija. Kao posledica, moZe se dobiti vise reSenja (lokalnih
minimuma) ovog problema od kojih je samo jedno reSenje globalno resenje problema

B3).

Siterative reweighted least squares. IRWLS algoritam je moguce naéi u Draper i Smith (1998)
str. 572.
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3.4 GM ocenjivaci

Definicija 74. Statistika T}, je regresiono invarijantna ako za 8 € RP vazi
Tn(X7y+XB) = T7L(X7y)'

Definicija 75. Statistika T}, je afino invarijantna ako za nesingularnu matricu A €
RP*P yazi

Tn(XAay) = Tn(Xv y)

Ukoliko je ocenjival skale S,, regresiono i afino invarijantan i skalarno ekviva-
lentan onda i ocenjiva¢ § definisan sa ([3.5)) poseduje iste ove osobine.

Moze se pokazati da je prelomna tacka ovih ocenjivaca na kona¢nom uzorku oce-
njivaca sa ograni¢enom p funkcijom (3 iznosi ¢* < e* = P pa kadan — o

max T 2n
y .
dobija se €}, =~ 0.5.

U okviru ove klsase ocenjivaca najinteresantnije su upravo MM i S klase ocenji-
vaca i detaljnije ¢e biti diskutovane nesto kasnije.

Vratimo se na analizu reSavanja problema ((3.5)) i (3.6]). Ipak, ukoliko nas ocena
skale, S, ne iteresuje ili je unapred poznata ocena, onda vaze sledeée teoreme.

Teorema 29. Neka je p(r) neprekidna, neopadajuéa i neogranicena funkcija po|r|.
Onda postoji resenje problema ((3.3)).

Teorema 30. Pretpostavimo da je 1) neopadajuda. Onda za dati uzorak (x;,y;)
obima n

" o
Yi — fiTﬁ

L(B) = 27/)(37)5%
Tada vazi sledece
e Sva reSenja L(f3) = O su i reSenja problema (13.3).
o Ako dalje 8%1/} > 0, onda L(B) = 0 ima jedinstveno resenje.

Teorema pokazuje jedinstvenost monotonih M ocenjivaca.

3.4 GM ocenjivaci

Buduéi da klasi¢ni M ocenjivaci nisu (kvalitativno) robusni (kasnije ¢e biti po-
kazana neogranicenost uticajne funkcije) u odnosu na tacke jakog uticaja dolazi do
razvoja klase generalizovanih M ocenjiva¢a (nadalje GM) definisanih sa

n

ZU(%, Q)fﬂi =0, (3.9)

i=1 Sn
S <o (3.10)

Funkcija n je najées¢e data u obiliku n(z,r) = =w(x)y(r) (Mallows, 1975) ili
n(z,r) = 7'('(33)1#(%) gde funkcijom 7(x) smanjujemo uticaj tadaka leveridza.
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3.5 Uticajna funkcija metode LS

Na slici ilustrovana je ta ideja. Marona i Yohai [30] pokazuju postojanje re-
Senja, jedistvenosti reSenja i asimptotsku nezavisnost (7, zavisi samo od 7, dok
Sy, zavisi samo od x) i normalnosti statistika 7}, i S, pod nekim opstim uslovima
regularnosti. Detaljnije o ovoj klasi ocenjivaca, uticajnoj funkciji, asimptotskim oso-
binama moguce je nadi u [6] i [22].

Pokazano je da za glatku funkciju funkciju 7 iz koja zadovoljava 7(x,0) = 0
postoji tezinska funkcija w koja definise i daje ista reSenja problema. Ova
ekvivalencija je data sa

n(x,r) = w(z,r)r.

Pretpostavimo da [, 3] ima raspodelu G na RPT! za koju postoje ogekivanja

v(G) = Eglyz], (3.11)

¥(G) = Eglzx™). (3.12)

Definicija 76. Pod pretpostavkom da je (&) invertibilna, onda je funkcionela za
ocenu parametra 8 metode najmanjih kvadrata definisana sa

7(G) = = H(G(G).

Dovoljan uslov za invertibilnost (&) jeste da slucajni deo promenljive x =
1, 21, .. xp]T ima nesingularanu raspodelu. Singularne raspodele su raspodele
koncentrisane na Lebegovom skupu mere nula, odnosno gde je verovatnoc¢a reali-
zacije svake tatke mere nula (one nemaju funkciju gustine). Singularne raspodele
nisu apsolutno neprekidne u odnosu na Lebegovu meru.

Primer 17. Za konkertan uzorak obima n dat sa [z y;] matrice [X|Y] empirijska
funkcija raspodele F,, koja stavija masu L na svaku observaciju [z, y;] daje

odnosno,
T(F,) = SN F)y(F) = (X"X)7' XY,

sto je upravo izraz za 3 metode LS.

3.5 Uticajna funkcija metode LS

Po definiciji uticajna funkcija je izvod po pravcu [#7y] funkcionele 7' u raspodeli
F. Neka je H = §,r,) — F, razlika u dve raspodele. Tada je

T(F+tH) = X5k, (vrsen) = (Sr + Sew) " (vr + tym).
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3.5 Uticajna funkcija metode LS

Odatle sledi
Q[T(F +tH)]
ot =0
0
= [[a(EF +tSu) " (vF + tvm) + (SF + EtH)_l’YH} o
=Y vm — 2R SeSe e = 25 (vw — SHERF)
=S5 (yu — SuT(F)),
jer je
0 _ _ _
a[(ZF +1%y) 7 = -2 g SR
Na kraju se dobija
0

S (T(F + tH))imo = S5 Bylay — 22™ (F)] = Ey[TF(:",y, F)

gde je
IF "y, F) = S5 2y — 2" T(F))) (3.13)
Primetimo da u ([3.13) figuriSe uticaj observacija preko E;lx i uticaj reziduala
preko (y — 2T T(F)).

Tejlorovim razvojem funkcionele 3 u okolini 3 dobija se

A

1 n
=T(F,) =T(F)+—Y IF(x},y;,F)+ R,
B =T(Fy) ()+n; (] i F) +

odnosno

VAIT(F) = T(F)) = <= S 1FGT i F) + Vi,

gde je R, ostatak Tejlorovog razvoja. Ako H\/ﬁRnH 2, 0 onda iz centralne grani¢ne
teoreme sledi .
VAT (F,) = T(F)] % N(0, Cov|F, F),
gde je
Cov[F,F| = Ep[IFIF"] = X' Eple®] = oY

Dakle, problem asimptotske normalnosti je sveden na problem ||\/ﬁRn|| 5o.

Teorema 31. Neka je F,, empirijska distiribucija tataka [z],y;], i = 1,...,n koje su
i.i.d. sa funkcijom raspodele F, za svaki p dimenzionalni vektor x. Pretpostavimo
linearnu vezu y = x7 3 — € i nezavisnost slucajne promenljive x i € i F, je simetri¢na
sa centrom simetrije u 0. Pretpostavimo dalje da matrica ¥.(F) = Ep[zx™] postoji
i invertibilna je i da postoji v(F). Ukoliko vaZi

n! Ay (F,) = y(F)] = 0p(1),
i vazi
n1/4[E(Fn) = X(F)] = 0p(1).

Pod ovim uslovima vaZi \/n||R,|| £ 0, kada n — oo, odnosno

ValT(F,) — T(F)] % N(0,0%S3h).
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3.6 Asimptotska teorija tezinskih najmanjih kvadrata

3.5.1 Kiriterijumi za poredenje viSeparametarskih ocenjivaca

Navodimo tri kriterijuma za poredenje ovih ocenjivaca na konacnim uzorcima.
Pretpostavimo da su nam data dva nepristrasna ocenjivaéa parametra 3, 31 sa

21 = COU[BAl,@lT] i BQ Sa 22 = COU[ﬁQ,BAQT].

Ocenjival (3 je efikasniji ukoliko vazi bar jedan od sledecih uslova:
o tr(Xy) < tr(3a).

e Yy — X1 je pozitivno semidefinitna matrica.

o det(31) < det(Xq).

T

Pretpostavimo da postoji 3 € RP, odnosno da komponente z7, y iz [z7, ]

zadovoljavaju sledece:
(i) Eglylz] =2"p
(i) e =y — 273 je nezavisno u odnosu na z7 3
2

(iii) Ge je simetri¢na oko 0 sa kona¢nom varijasnom o~.

Ove pretpostavke se zovu regresiona struktura.

Lema 11. Ako je T(G) dobro definisana ocena parametra (3 onda je ona Fiser
konzistentna.

Podsetimo se jo$ jednom definicije rezidual LS metoda
r(zT,y,G) =y — 2TT(G). (3.14)

Interesuju nas funkcije tezinske funkcije w = w(x, r) gde je r dato sa Napomi-
njemo da tezina dodeljena tacki [z7, y] ne zavisi samo od tacke, ve¢ i od raspodele

G jer je polozaj tacke relativan u odnosu na G i rezidual u tacki zavisi od ocene
reziduala T(G).

3.6 Asimptotska teorija tezinskih najmanjih kvadrata
Analogno sluc¢aju metode klasi¢nih najmanjih kvadrata definiSu se ocekivanja

Yw(G) = Eglwyz] (3.15)

Yu(G) = EglwzzT] (3.16)

odakle sledi funkcionela za ocenu 3 metodom tezinskih kvadrata,
Tw(G) = 3,1 (G)7(G).

Za pomenutu empirijsku raspodelu F}, 7, je data kao

1 n
’yw(Fn) = E Zw(xzvyz - xTﬁ)yi(Eia
=1
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3.6 Asimptotska teorija tezinskih najmanjih kvadrata

gde su nepoznati parametri 3 i moze se definisati statistika

n

> w(wi, yi — " T(F,))yis.

i=1

Yoo (F) =

S|

Indeks w oznadava poznati parametar, dok @ oznacCava ocenjeni parametar.
Analogno se razlikuju X,,(F,) i X4 (Fy,) i Tow(F,) i Ty (Fy,). Elegantnije zapisano
ove statistike date su sa

1 e
Yo = —XTWY.
n
1, e
Vi (Fn) = —(XTWX)

To(F,) = (XTWX) ' XxTWy
gde je W dijagonalna matrica sa W; = w(zs,y; — 2T T(F)).
Teorema 32 (wLSE).

(i) Pretpostavimo da su zadovoljeni uslovi za postojanje v(G), X(G) i T(G)

u
i (3.12). Neka jer definisano sa (3.14) i pretpostavimo da je w = w(zx, r)

Je nenegativna, ograni¢ena i merljiva funkcija po (x,r). Onda su 7, (G) =
Eglwyz], $4,(G) = Eglwzz®] dobro definisane.

(ii) Pretpostavimo iz (i) vazi w > 0. Ako za svaki nenula vektor a skup
{[z".y] :alz#0iw(z,y—a2"B)> 0}

ime pozitivnu verovatnocu za G, onda egzistencija T'(G) implicira egzistenciju

T (G).

(i) Ako dodatno uz pretpostavke (i) i (ii), G = Fg ima strukturu regresije i vazi
simetri¢nost w tj w(x,r) = w(x, —r) za svako x,r, onda postoji T,,(F) = (3,
odnosno T,, je Fiser konzistentno za (3.

(iv) Ako dodatno uz uz pretpostavke (i) i (ii), pretpostavimo da za komponente
x postoji Cetvrti momenat i da teZinska funkcija mora da zadovoljava

|w(z,q) —w(z,r)| < clg—r|

za neku pozitivnu konstantu c i svako r i q, onda su wLSE ocenjivaci slabo
konzistentni odnosno

A P
ﬁﬁ),n — ﬁ
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3.7 Uticajna funkcija metode wLSE

3.7 Uticajna funkcija metode wLSE

Funkcionela tezinskih najmanjih kvadrata T, je definisana u tri koraka. Prvi ko-
rak, podemo od FiSer konzistentnog ocenjivac¢a T(G). U drugom koraku ra¢unamo
reziduale u tacki [z, y] raspodele G iz i u tre¢em koraku rac¢unamo ocenjivac
metode wLSE T,,(G).

Uticajna funkcija funkcionele T;,,(G) u F' u smeru tacaka dp,r ,) je data izrazom

Y]

IFr, (a7, y, F) = S, (wrz) — £,'C, I Fr(a”,y, F)

w

gde je Cy, = EF[%w(x,r)rxxT]. Detaljno izvodenje ove formule moze se naéi u

[22] i [32] na 255 str.

Primetimo da je razlika u uticajnoj funkciji ovog metoda u odnosu na metodu
LSrazlikuje u dve komponente. Prva je X7 ' (wrz) gde je X1 i w = w(z,r) koji
smanjuju uticaj tacaka sa visokim leveridZom i time omogudcavaju uticajnoj funkciji
da ostane ograni€ena. Druga komponenta se ispoljava u matrici ¥,1C,,. Ako je
teZinska funkcija w(x,r) odabrana tako da je norma matrice ¥,'C,, mala, onda
se uticaj IFr(zT,y, F) moze smanjiti, ali ne i u potpunosti eliminisati. Druga
komponenta je ogranicena ako je ili C,, = 0 ili inicijalni ocenjiva¢ ima ograni¢enu
uticajnu funkciju. Ukoliko je I Fr(xT,y, F) neogranicena, onda ¢e i I Fr, (2T, y, F)
biti neogranicena.

Takode u [22] se moZe naéi detaljnije o uslovima pod kojim uslovima je T, dobro
definisan i konzistentan ocenjivaC. Analizirana je konvergencija GM ocenjivaca Ty,
i izraZzena uticajna funkcija u k + 1-oj iteraciji. Ova veza dalje omogucava analizu
uslova pod kojima iterativna metoda T} (G) konverigra ka reSenju bez obzira na
pocetni ocenjivac.

Analizirana je i implementacija M ocenjivaca sa Njutnov-Rapsonovom metodom
i donet je zakljucak da se asimptotski ponasa kao i ocenjiva¢ koji je implementiran
iterativno preko IRWLS metode.

3.8 S ocenjivaci

S ocenjivaci formiraju klasu ocenjivaca regresije koja poseduje visoku tacku pre-
loma. Ova klasa ocenjivada koristi ograni¢ene p funkcije i afino invarijantna, skalarno
i regresiono ekvivalentna. Iz ogranienosti sledi da je 1 reopadaju¢a. Na isti na-
¢in na koji klasa LS minimizira varijanse reziduala, klasa S ocenjivac¢a minimizira
disperziju reziduala, s(r1(8), ..., n(8))-

Definicija 77. Disperzija, s, reziduala data je kao reSenje problema

Sy =,

gde je K konstanta i funkcija p zadovoljava sledece uslove
1. p(0) =0.

2. p je simetri¢na i neprekidno diferencijabilna.
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3.9 MM ocenijivaci

3. Postoji konstanta a > 0 tako da je p strogo rastuéa na [0, a] i konstantna na

[a, 00).
K _ 1
Sl o

Cetvrti uslov nije nuzan, ali upravo on obezbeduje ta¢ku preloma od 0.5. Kon-
stanta K se Cesto bira tako da rezultujuée s je ocena o kada vektor gresaka ima
normalnu raspodelu. Dakle, K = Eg(p(r)). Najce$e se implementiraju uz Taki-
jevu bikvadratnu p funkciju.

3.9 MM ocenjivaci

Klasa MM ocenjivaéa kombinuje klasu M ocenjivaca sa klasom S ocenjivaca i
kao produkt dobija se klasa ocenjivaca koja istovremeno ima visoku tacku preloma
i poseduje visoku efikasnost. Neka je p realna funkcija koja zadovoljava sledece
pretpostavke.

(A) (i) p(0)=01ip(3) =0 po definiciji;
(i) p(—r) = p(r);
(i) 0<r<v = p(r) < plo)
(vi) a =supp, onda 0 < a < o0;
(v) ako p(u) < ai0 < w, onda p(u) < p(v).

Za dati uzorak obima n, ocenivac skale S, definisan je kao resenje

1 - T
— —)=0b 3.17
- ;p( ) (3.17)
gde je b definisano preko Eg[p(r)] = b, a @ je standardna normalna raspodela.
Ukoliko dil<i< 0 )
c(u):car{z. <i<n, r;= }<1_7)
n a

onda problem (3.17) ima jedinstveno reSenje razli¢ito od nule. Inade, ukoliko je
c(u) >1— 2, onda definiemo s(u) = 0.

MM ocenjivadi su definisani u tri koraka.

Korak 1. Neka je By, inicijalni ocenjiva¢ sa Sto ve¢om tackom preloma, ukoliko je
moguce zelimo da tacka premoma iznosi €¢* = 0.5. Cesto se za pocetni
ocenjiva¢ uzima upravo klasa S ocenjivada.

Korak 2. Prvo se izraCunaju reziduali
T(ﬂo,n) =Y - ﬂo,nxi-

Potom se izralunava M-ocenjivat skale S,, = S, (r(Bo.,)) definisan sa
funkcijom pg koja zadovoljava navedene pretpostavke uz konstante a i b tako
da vazi g = 0.5, gde je a = max po(r). Ova pretpostavka implicira da je
tacka preloma ocenjivaca skale S, iznosi ¢* = 0.5.
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3.9 MM ocenijivaci

Korak 3. Neka je p; druga funkcija koja zadovoljava pretpostavke (A) tako da

p1(1) < po(r), (3.18)
sup p1(r) = po(r) = a. (3.19)
Neka je ¥ = %pl. Onda su MM ocenjivadi Bl,n definisani kao resenje
problema
, ,
Z%(SL)M =0, (3.20)
i=1 "

$to potvrduje . .
S(/Bl,n) S S(ﬁo,n)7
gde je

i=1

Dakle, prva dva koraka su odgovorna za visoku tacku preloma ocenjivaca, dok
je tredi korak odgovoran za visoku efikasnost ocenjivaca. Upravo zbog ovoga py i
p1 ne moraju nuzno biti iste funkcije i zasto ocenjivac izabran u ovom koraku ne
mora biti nuzno efikasan.

Yohai dokazuje da ukoliko se u prvom koraku koristi ocenjivac sa tackom preloma
0.5 onda ¢e MM ocenjiva¢ takode imati tacku preloma 0.5. Klasa MM ocenjivaca
poseduje egzakt fit osobinLE] koja kaze da na datom uzorku obimu n ukoliko bar
n— 5 + 1 observacija zadovoljavaju y = xT 3, onda se kao ocenjiva& parametra do-
bija upravo 3 nezavisno od drugih observacija. Ovu osobinu poseduju robusne klase
ocenjivaca poput S. Takode ukoliko se u prvom koraku uzme regresiono invarijantan
i/ili afino invarijantan ocenjiva¢ onda ¢e i dobijeni MM ocenjival zadrzati te osobine.

Detaljnije o ovim ocenjivadima u [38]. Takode tu se nalazi strategija za izbor pg
i p1, asimptotske osobine (konzistentnost i asimptotska normalnost), uticajna kriva,
varijansa kao i algoritam za komputaciju preko IRWLS algoritma. Napominjemo da
bez obzira na osobine MM ocenjivaca uticajna funkcija nije ogranicena.

Slika 3.2: Uprkos 9 (od ukupno 20) observacija koje su autlajeri, MM ocenjiva
pronalazi linearan fit.

4Exact fit property.
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3.9 MM ocenijivaci

Bez obzira na ove impresivne osobine MM ocenjivaca i ovaj ocenjivac se relativno
lako pokvari kada su nivoi kontaminacije mnogo manji od 50%. Ovo ilustrujemo
primerom.

Slika 3.3: Uprkos kontaminaciji uzorka od svega 20% MM ocenjivac se u potpunosti
kvari i ponasa se isto kao i ocenjiva¢ metode LS.

Slika 3.4: Mala promena uzorka i MM ocenjivaC uspeva da pronade liearan trend u
podacima.

3.9.1 lzvori problema MM ocenjivaca

Bez obzira na sposobnost MM ocenjivaca da izadu na kraj sa individualnim au-
tlajerima u primeru ilustrovanom na Slici videli smo osetljivost ocenjivaca na
klaster podataka u primeru na Slici

Rousenev i Lirof] (1987, str. 154) naglasavaju da je visoka tacka preloma po-
treban, ali ne i dovoljan uslov za dobar robusan ocenjivaC. Deo problema lezi u

5Rousseeuw i Leroy.
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3.10 Numericka implementacija

Cinjenici da tacka preloma samo razmatra uticaj autlajera koji teze u beskonacnost.

Biank(ﬂ ([2]) objasnjava, ako ocejniva¢ ima tacku preloma manju od ¢, onda
ocenjivaC ostaje u zatvorenom ograni¢enom skupu, ali ako deo autlajera prilazi
ovaj skup postaje jako veliki. Ovo znaci da bez obzira $to se ocenjiva¢ ne kvari,
on moze postati vrlo nepouzdan i da bude vrlo udaljen od prave ocene parametra.
Robusnost ocenjivaca na autlajere donekle zavisi od stope kojom se ovaj skup Siri
kako se udeo autlajera pocecava.

Drugi izvor lose preformanse MM klase ocenjivata moze da lezi i u Koraku
3. definicije ovog ocenjiva¢a. Upravo izbor konstanti koji obezbeduje efikasnost i
do 95% moze da ima takvu posledicu da se ovaj ocenjival ponaSa znatno logije,
odnosno proizvodi losiji fit.

100
I

95.79% efikasan MM

75.9% efikasan MM

g 4
w

Slika 3.5: Manje efikasni MM ocenjivaci proizvode znatno bolji linearan fit.

Metodologija iza oceenjivaca skale i selekcije parametara za postizanje efika-
snosti ocenjivaca je bazirana na asimptotskim rezultatima, odnosno ovi rezultati su
bazirani na cinjenici da je p fiksirano, a da n — co. Ovo znadi da na preformans
ocenjivaca znatno utiCe i obim uzorka. Na konanénim populacijama £ moze biti
preveliko. Ispostavlja se da i na malim uzorcima gde je koli¢nik £ dovoljno mali
rezultati i dalje vaZze, inade se javljaju problemi. Maronna i Yohai (2010) pokazuju
da ukoliko je koli¢nik £ dovoljno veliki, onda je efikasnost MM ocenjivaca losija iz

dva razloga

1. ocenjivaC skale greske potcenjuje pristrasnosti, Sto imlicira da ¢ée potceniti i
taénu ocenu skale.

2. stvarna efikasnost je znatno niza od Zeljene, jer parametri 1) funkcija odabrani
u skladu sa asimptotskom teorijom su neodgovarajuéi.

3.10 Numericka implementacija

U ovom poglavlju ilustrujemo numericke sposobnosti ovih ocenjivata uz neke
ogranicavajuce faktore. Buduci da vecina primera u ovom poglavlju dolazi realnog

5Bianco.
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3.10 Numericka implementacija

sveta radimo na konacnim uzorcima. Odnosno, u ovom slucaju je koli¢nik 2 mnogo
vedi nego u asimptotoskim slu¢evima. Takode, buduéi da tacni modeli nisu poznati
i buduéi da nije poznata prava raspodela, kao ni nivoi kontaminacije podataka,
ostajemo uskraceni za preciznu analizu tacnosti ovih ocenjiva¢a. Napominjemo da
se na simuliranim podacima bolje i preciznije ispoljavaju osobine metoda kojim se
podaci analiziraju. Ipak, uprkos ovome dobi¢emo uvid u neke pozitivne i negativne
strane ovih ocenjivaca.

U ovom izvestaju koriséen je paket MASS gde su implementirani skalarno ekviva-
lentni ocenjivadi sa nekim njihovim uobi¢ajenim metodama. Takode, kao ocenjivaé
skale koris¢en je MADN. Ukoliko se ne specificiraju zeljene funkcije M ocenjivaci
koriste Huberovu 1 funkciju sa parametrom k = 1.345 i skalu ocenjuju MAD oce-
njivaéem, dok MM ocenjivadi koriste S ocenjivac sa Takijevom bikvadratnom funk-
cijom sa a = 1.548 u prva dva koraka.

Primer 18. Neka su dati podatci iz Hertzsprung-Russell diagrama klastera zvezda
CYG OB1 E] koji sadrZi 47 zvezda u pravcu sazvezda Cygnus. Prva promenljiva
je logaritam efektivne temperature na povrsini zvezde X, a druga promenljiva je
intezitet svetla’ Y. Podaci sadrze Cetiri dZinovske zvezde - autlajere koje su uticajne
tacke, ali ne i greske.

Tabela 3.1: Rezultati za podatke Hertzsprung-Russellovog dijagrama.

Metoda BO Bl
LS | 6.7935 | -0.4133

M | 6.8658 | -0.4285

MM | -4.9702 | 2.2533

6.0
|

log.light

|
3.

T
6 3.8 4.0 4.2 4.4 4.6
log.Te

Slika 3.6: LS (crvena), M (plava) i MM (crna) regresija za podatke Hertzsprung-
Russellovog dijagrama klastera zvezda CYG OBL.

7 Podatke je moguée naéi u paketu robustbase pod nazivom starsCYG.
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3.10 Numericka implementacija

Primetimo da su LS i M ocenjivacdi podlegli uticaju tacakama jakog leveridza,
dok su MM ocenjivacli uspeli da nade odgovarajuci linearan trend.

Primer 19. Koenker i Bassett (1982) daju skup podataka Engel o prosecnim pri-
hodima i izdacima za ishranLE]. U skupu imam 235 registrovane observacije.

Tabela 3.2: Rezultati za podatke Engel o izdacima za ishranu i prose¢nim prihodima.

Metoda Bo 51
LS | 147.47539 | 0.48518

M 99.4319 | 0.5368

MM 85.5072 | 0.5539

S| 104.9857 | 0.5296

Takode je moguce izracunavanje S ocenjivala postavljaju¢i maksimalan broj
iteracija za konvergenciju na 0 (maxit = 0).

Izdaci za hranu

1000

2000

1500

500

T
1000

T
2000
Prosecan prihod domacinstva

T
3000

T
4000

T
5000

Slika 3.7: LS (crvena), M (plava) i MM (crna) regresija za podatke Engel o izdacima
za ishran i prosecnim prihodima domadinstva.

Primetimo da su LS ocenjiva&i podlegli uticaju par autlajera koje se mogu videti
sa priloZenog QQ-plota, dok MM ocenjivaci nemaju ove probleme i generalno prate
trend vecine podataka.
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500

1500 2000

Fied values
Im(engelStoonesh - Sngeisincome)

1000

80vi

2500 -3

podaci mogu se naci u paketu quantreg.

Theoreical Quanti
Im(engabiobiesn Jengencome)
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3.10 Numericka implementacija

Resits s Leverage

Standardized residuals
2

AIStandardized residuals!

500 1000 1500 2000 2500 000 005 010 015 020 025

Fitted values

Leverage
Im(engelsfoodexp ~ engelsincome) Im(engelSfoodexp - engelsincome)

Primer 20. Neka je dat skup podataka airquality iz paketa MASS. Ovaj skup
podataka sadrzi merenja o kvalitetu vazduha u Njujorku za 153 dana, pocev od 1.
Maja do 30. Septembra 1973. Varijable su

e Ozon (Ozone) - srednji ozon u ppb (koncentracija).

e Temperatura (Temp) u stepenima Farenhajta.

e Solarna radijacija (Solar.R) u Lenglejs frekventnom opsegu 4000-7700.
e Prosecna brzina vetra (Wind) u miljama po satu.

Posle uklanjanja nekompletnih vrsta observacija u skupu je ostalo 111 observacija.
Dobijeni su sledeéi rezultati.

Tabela 3.3: Rezultati za podatke airquality.

Metoda Br Bs Bw Br
LS | -64.34208 | 0.05982 | -3.33359 | 1.65209

M -78.4539 0.0493 -2.6438 1.7448

MM -85.1726 0.0448 -2.2581 1.7820

S -84.8094 0.0455 -2.2999 1.7794

Primetimo da postoje znatne razlike izmedu ﬁLS iﬂAM iBMM. Sto implicira da
je ocenjivac LS najverovatnije podlegao uticaju tacaka jakog leveridza ili autlajera.
Isto se moZe konstatovati i za M ocenjivac.

100

‘Standardized residuals

Fitted values Theogetical Quanties
Im(Ozone ~ Solar.R + Wind + Temp) Im(Ozone - Solar.R* Wind + Temp)

Slika 3.8: Residuali vs fitovane vr. plot i QQ-normal plot.
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3.10 Numericka implementacija

1.0

0.6 0.8
I

Tezinski koef.

0.4

0.2

0.0
I

0 20 40 60 80 100
Indeks observacije

Slika 3.9: Tezinski koeficijenti observacija.

Observacije sa tezinskim koeficijentima manjim od 0.6 su observacije pod rednim
brojevima 23, 34, 53, 63, 65, 77. Ove observacije je potrebno dalje ispitati.

Primer 21. Neka su dati podaci o 23 aviona sa jednim motoronﬂ Promenljive
koje figurisu u modelu koji pravimo su

e X, zavisna varijabla koja predstavlja cenu ovih aviona (u 100.000$).
e X, Lift to drag ratio.
e X3 je teZina aviona.

Razliku u obimu odgovarajué¢ih MM i LS ocenjivaca merimo

HﬁMM —5LSHZ~

Tabela 3.4: Rezultati.

Metoda Br | Brrp Bw | ||Bum — Brs ,

LS | 5.512 | 0.054 | -0.0000970 -

95% efikasan MM | 5.495 | 0.041 | -0.0000948 0.021
01.7% efikasan MM | 5.486 | 0.038 | -0.0000941 0.031
84.7% efikasan MM | 5.131 | 1.653 | -0.0002932 1.644
75.9% efikasan MM | 5.036 | 1.833 | -0.0003131 1.842
66.1% efikasan MM | 4.935 | 1.981 | -0.0003285 2.012

Zapazimo sli¢nu preformansu 95% i 91.7% efikasnih MM ocenjivaca sa ocenjiva-
¢ima LS. Primetimo da kada se asimptotska efikasnost ocenjivaca smanji, ponasanje
MM ocenjivaca se znatno razlikuje od metode LS.

9Podaci su dostupni u paketu robustbase pod nazivom airplane.
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Glava 4

Teorija kredibiliteta

Osnovna ideja iza osiguranja bavi se upravo minimizacijom odredenog stresa u
smislu minimizacije efekata nepredvidenih dogadaja koji se odrazavaju na konkret-
nog pojedinica ili grupu pojedianca. Odnosno, nase drustvo ucinjeno je robusnim u
odnosu na odredenu vrstu rizika. Ovaj cilj postignut je decentralizacijom, odnosno
diversifikacijom rizika. Rizik definiSemo kao neizvesnost, koja proizilazi iz dogadaja,
Ciji efekat je moguce finansijski kvantifikovati. Rizik je sa pojedinca, nosioca polise,
prebacen na profitom motivisano osiguravajuce drustvo.

4.1 Analiza kredibiliteta

Razvojem osiguranja kao industrije i nauke nastajale su i razvijale se razlicite
nau¢ne metode za procenu rizika. Teorija kredibiliteta je grana aktuarske nauke
koja se bavi kvantifikacijom potencijalnih bududih rizika na osnovu danas dostupnih
podataka osiguranika. Preciznije, re¢ je o tehnici koja odreduje premiju konkretnog
nosioca ugovora tako Sto postiZe balans izmedu ocekivanja potrazivanja konkretnog
ugovora sa ocCekivanim potrazivanjem portfolia sli¢nih ugovora. Cilj je Sto preciznije
odrediti premiju konkretnog nosioca ugovora.

Postoji vise pristupa ovoj problematici, stoga pominjemo neke istorijski znacajne
modele. Prvi iskorak pravi Mowbary (1914) koji uvodi model ograni¢ene fluktuacije
kredibilnosti. Ovaj model ima za cilj da odredi potrebno izlaganje riziku (u smislu
hronoloski dostupnih informacija o kredibilnosti nosioca ugovora). Nosiocima polise
koji nemaju pun kredibilitet dodeljuje se parcijalni kredibilitet, a ostatak premije
se obraCunava pod uticajem kredibilnosti portfolia osiguranika. Premija se dobija
kao konveksna kombinacija premije osiguranika, X, i manuelne premije (premije
portfolija), M, odnosno

P.=ZX +(1-Z)M.

Ovaj model nije precizan i ima dosta mana, ali predstavlja bitan iskorak, detaljnije
o modelu moze se pro¢itati u [37].

Drugi pristup kredibilnosti je preko Bajezove statistike. Ovde je re¢ o meto-
dima najvece tacnosti i najbitnije je pomenuti Bulmanov i Bulman-Straubov model.
Ukratko u zavisnosti od karakteristike rizika, rizici su grupisani na razne riziko klase



4.2 Model kredibiliteta preko regresije

i premija mora biti izraCunata za svaku od klasa. Dakle, pretpostavlja se da po-
stoji slucajna promeljiva © koja modelira rizik, Cija je realizacija upravo riziko klasa
©;,7=1,..., K. Detaljnije o ovim modelima moze se procitati u [37].

Predmet rada se bavi multidimenzionalnim kredibilitetom koji je implementiran
preko regresije. NajviSe paznje bi¢e posveceno Hachemeisterovom modelu koji je
ekstenzija multidimenzionog kredibilteta.

Medutim procena kredibilnosti ostaje osetljiva na autlajere u podacima, stoga
upravo motivacija za ovaj rad proizilazi iz nedostataka robusnih ocenjivaca kredi-
biliteta. Sto je grupa podataka manja to je teze detektovati autlajere kao i zakon
raspodele iz kog podaci dolaze. U ovoj glavi prezentovan je model regresionih oce-
njivaca kredibiliteta i potom njegova robusna verzija.

4.2 Model kredibiliteta preko regresije

Neka je dat portfolio od K rizika i neka je

’

Y’ = (3/7;17 eeey Y—zn)

K3

vektor observacija i-tog rizika. Napominjemo da neke realizacije rizika Y;; mogu
biti date vezom Y1 = f(Z), gde je f(Z) neka funkcija. Neka je w; = (Wi, vy Win)
vektor poznatih teZina asociran sa i-tim rizikom. Na primer Y;; mogu biti prosecna
potrazivanja i-tog stanje u j-tom kvartalu i w;; su odgovarajuéi ukupni broj ovih
portazivanja kao sto je slu¢aj u Hatchmeisterovom modelu.

Pretpostavimo da dati ugovori (©;,Y;) zavodovljavaju uslove regresije nave-
dene u Glavi 3. Ova pretpostavka vodi do postojanja vektora 3 koji nije fiksiran
ve¢ ga posmatramo kao sluc¢ajnu promenljivu koja ima perturbacije determinisane
od strane kolektiva, odnosno portfolia. Dakle za datu riziko klasu ©; potrebno je
oceniti vektor 3(0;).

4.2.1 Model standardne regresije

Neka je rizik i okarakterisan od strane riziko klase ©;, koja je realizacija slucajne
promenljive ©. Pretpostavimo da vazi sledece:

R1 Uslovno, za dato ©;, rizici ;5,7 = 1,2,...,n su nezavisni i vazi
E1Y;|0i] = XiB(©,),
gde je

B(0©;) vektor regresije koji je potrebno oceniti duzine p < n,
X je poznata nesingularna matrica ranga p,

Var[Yi|e;] = 292,

Wi,
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4.2 Model kredibiliteta preko regresije

R2 Ugovori (01,Y7),(02,Y>2),... su nezavisne, a riziko klase (01,0s,...) su
nezavisne i identi¢no raspodeljene slucajne promenljive.

Napomene:

e Pretpostavka R1 znadi da za uslovno dato ©; observacije Y;; (j = 1,...,n)
zadovoljavaju klasi¢ni model tezinskih najmanjih kvadrata.

e |z uslova R2 i uslova o nezavisnosti sledi da je
CovY;,Y:'|0;] = o*(©,)W,; !,

Wi1
. e . w/LQ
gde je dijagonalna matrica data sa W; =

Win
Cilj je za neki dati vektor a = (a1, ..., ap) odrediti individualnu premiju
1a(©i) = E[Xa‘ei]-

Za dati model premija je oblika 1, (©;) = a® 3(6;).
Uvedimo sledeée oznake
B = E[B(©:)],
o” := E[0(6,)],
T = [Cov(B(6:),3(6;)"].

Teorema 33. Pod navedenim pretpostavkama R1 i R2 vaZi sledece:

1. BLUE ocenjiva¢ parametra 3(0;) dat je sa

B; = (XIW; X;) ' X, W, Y;.

2. Kvadratna matrica gubitka data je sa
E[(B; — (©:)(Bi — B(6:))"] = *(X;W; X;) ™.

Teorema 34 (Ocenjiva¢ kredibilnosti u standardnom slu¢aju). Pod pretpostavkama
u standardnom regresionom modelu R1 i R2, sledi da ocenjival kredibiliteta za
B(0;) zadovoljava

o —

B(0;) = AiB; + (I — A;)8

gde je
Ai = T(T + 02(X1TW1‘XZ')71)71,

a matrica kvadratnog gubitka data je sa
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4.2 Model kredibiliteta preko regresije

4.2.2 Model uopstene regresije (Hachemeisterov model)

Jedina razlika ovog i prethodnog modela jeste da relaksiramo uslov nezavisnosti
izmedu Y;, odnosno sada dozvaljamo bilo kakvu strukturnu zavisnost izmedu regi-
strovanih vrednosti Y.

Neka je rizik 7 okarakterisan riziko klasom ©;, koja je realizacija slucajne pro-
menljive ©. Pretpostavimo da vaZi sledele:

H1 Uslovno za datu riziko klasu ©;, rizici Y;;,j = 1,2, ...,n su nezavisni i vazi
EY;]0,] = X;8(0,),
gde je

B(0;) vektor regresije koji je potrebno oceniti dimenzije p < n,

X je poznata nesingularna matrica ranga p,

i vazi

CovlY;, Y3 |0,] = Wi(©y), (4.1)
gde je W; simetri¢na pozitivno semidefinitna matrica tezinskih koeficije-
nata.

H2 Promenljive (0;,Y;),(02,Y2),... su nezavisne, a (01,0, ...) su nezavisne i
identi¢no raspodeljene slu¢ajne promenljive.

Izraz (4.1) implicira da sada imamo viSe strukturalne parametre

S; = E[Wi(©,)],i=1,2,... K

el
umesto o2, *.
Teorema 35. Pod navedenim pretpostavkama H1 i H2 vaZi sledece:

1. BLUE ocenjiva¢ parametra $(0;) dat je sa
B, = (X]'S7'X,) 7' XS 1Ys.
2. Matrica kvadratnog gubitka data je sa
E[(B; - 5(9,))(Bi — 8(©:))"] = o(X[] 57 X;)
Ocenjiva¢ B; je individualno nepristrasan, odnosno
E[B;|0i] = (X{ ;' X,) "' X;S; ' E[Yi|0]
= (X787 X)) 7T X8 T XB(0y)
= B(6;)

Teorema 36 (Hachemeisterova formula). Pod pretpostavkama iz modela uopstene
regresije R1 i R2 sledi da ocenjiva¢ kredibiliteta nepoznatog parametra 3(©;) za-
dovoljava

—

B(6:) = AB, + (I — A))B (42)
=B+ Ai(B; — B)
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4.3 Robusni regresioni kredibilitet

gde je
A =T(T +o*( XS X)), (4.3)
= (

By = (XI'S;'x,) ' xI'sty;,
E[Wi(6;)] = E[Cov]Y;,Y;7(6;)],
T = Cov[B(8;),8(0:)"],
B = E[B(6;:)].

Matrica kvadratnog gubitka data je sa

S

De Vylder [9] daje ocene parametara b

I I
B=0_A)" > A;Bj,
j=1 j=1
gde je A; dato izrazom (|4.3]), a ocena T data je sa
1 < ,
T=2— > Aj(B - B)(B; - BT
j=1

4.3 Robusni regresioni kredibilitet

Implementaciju robusnih ocenjivaca na teroriji kredibiliteta ilustrujemo na jed-
nodimenzionalnom slu¢aju multidimenzonalnog kredibiliteta.

Problem kredibiliteta posmatramo iz ugla Ciste robusnosti, bez ikakvih odsecanja
ekstremnih autlajera. Kao robusnu alternativa predlaze se ocenjivac

B]]_\la _ ﬂ]\l =+ ZJJVI[BJJVI _ BIM}

gde je M = E[B}], a B} je M-ocenjivat nepoznatog parametra 3(6;). Buduci
da je matrica izloZenosti riziku, W, unapred poznata bez umanjenja opstosti pret-
postavlja se W; = I za svako j.

Ova pretpostavka proizilazi iz Cinjenice da se za poznatu matricu tezina W;
problem tezinskih najmanjih kvadrata moze svesti na problem najmanjih kvadrata

1 1 1
sledecom transformacijom Y" = W7 X7 =W?X; i e" =W/e

Dakle za svaki ugovor j =1, ..., K ocenjiva¢ parametra 3;, odnosno Bj” dobi-
jamo kao resenje problema

n

(Bj,5;) = argmin [Z

=1

(Yi‘—lfiTjﬂj

A
3 )+

Si)-

7



4.3 Robusni regresioni kredibilitet

Teorema 37. Pod pretpostavkama navedenim u prethodnom poglavlju ocenjiva&
kredibiliteta dat je sa

M _ AJV[(AM +Aj)71

gde je AM = Cov[BM(8;), 8 (6,)T), A; = E[Cou[BM,BMT)] i pM(6;) =
E[BM|0,].

Prvo je potrebno oceniti uticajnu funkciju

Y(rf]/S)8;
D flw’(rkj)/s)

IF[yL, X5, T"  F9] = n(XTX;) (4.4)
gde je
rg =Y — xZ;B]M,

a B} je jedan M ocenjivat.

Empirijski ocenjiva¢ kovarijanse C’ov[BJM,BJMT|®j] moze biti dobijen kao

,lj?j _ 71 Z F zyaEpTH F,,(L])] XIAF‘[ ”’Y;J7TH F(J)]

1 n 2( H/S) . - X
- n X X5)™ 45
(n— p‘l);{[ 2 he V(5 /S5))? (X5 X3) (4.5)

T T 1

’I’L p-l erH X X) j(Xij)
=1
gde je
H _ 1#(7“5/5])5]

r pi; — I
Y e /8
a §?\4j oznacava ocenjenu varijansu.
Empirijski ocenjiva¢ parametra A; = E[Cov[BJM, B}W\@j] dat je sa
A * k2 —
A~ 5 (XTX5) 7 (4.6)

gde je

K

& = }Z
A

Da bi dobili nepristrasan ocenjivaZ A; = E[Cov[B}', B}"|©;] svaki ugovor se

mora korigovati faktorom L; datim sa

pVarly'(r]/S;))]
L=t Tpagise )

gde E[¢/(r; /S )] ocenjujemo sa

EW/ (rf/S)] ~ = > W' (rf/S;) = mW)
i=1

S|
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4.3 Robusni regresioni kredibilitet

i Var[y/(rf1/S})] ocenjujemo sa

Varly/ (rf/5,)] ~ %Z[w/(rg/sj) P,

i=1
Tada je empirijska ocenjiva¢ A; dat sa

~

Aj = 85,(XTX;) 7,
gde je

| X
2 _ a2
M= 3¢ § L3,
=1

Ocenjiva¢ parametra AM je dat sa
! K
iMoo [ . Z _
i=1

gde je
K

X 1 - -
i = > B = MBM - bM]"

K—-1¢
Jj=1

Empirijska ocena b data je sa
| XK
M M
b == E B;",
j=1

a ocena b data je sa b = + Z]K:1 B;.

Empirijski robusni regresioni kredibilitet dat je sa

A

a L%, AMipM _iM
9~ b ZM[BM —pM],

gde je
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Zaklju¢ak

Ovaj rad prestavlja uvod u teoriju robusne statistike i implementaciju ovih me-
toda u teoriju kredibiliteta. Kroz rad smo stekli utisak o osetljivosti statistika na
devijaciju od pretpostavki modela kojim ocenjujemo parametar. Kao alternativu
klasi¢nim metodama za tackastu ocenu parametara predlazemo robusnosne metode
i robusne statistike. Za regresioni model, generalizovana metoda ocenjiva¢a mak-
simalne verodostojnosti, odnosno klasa M ocenjivaca, nije robusna na tacke jakog
uticaja. Stoga uvodimo jednu robusnu klasu S ocenjivaca i jednu finiju klasu MM
ocenjivaca koja poseduje visoku tacku preloma i visoko je efikasna.

Kada je re¢ o pravljenju modela, robusne regresione metode generalno ne tre-
baju biti koriS¢ene za formiranje finalnog modela, sem u nekim okolnostima koje
to dozvoljavaju. Ove metode mogu posluziti i kao mocan alat za detekciju obser-
vacija koje pogorsavaju klasi¢ne ocenjivaée metode LS. Prilikom analize podataka
optimalna je upotreba vise razlicitih robusnih ocenjivac¢a i njihovo poredenje sa kla-
si¢nim (nerobusnim) ocenjivadima.

Osetljivost na ekstremna potrazivanja (autlajere) i nedostatak robusnosti kla-
si¢nih metoda regresionih ocena kredibiliteta premije navela nas je na izuCavanje
robusne alternative. U Glavi 4. predstavljamo jedan model preciznih i robusnish
ocenjivaca kredibliliteta konkretnog nosioca ugovora koji pripada datoj riziko klasi.
Ovo je samo jedan od predloga za robustifikaciju ocenjivaca kredibiliteta. Pored
klase MM ocenjivaca, predlazemo i druge, vise robusne klase ocenjivaca poput LTS
i LMS. Pored ovog pristupa napominjemo da postoje i drugi pristupi koji vrse robu-
stifikaciju premije.



Dodatak

Za generisanje Slika [3.2]i[3.5 kori¢ena je normalna raspodela A/(0,1), a potom
se biran prost slu¢ajan uzorak sa x ose koji je pritom zamenjen Kosijevom raspode-

lom C(0,40). U prilogu navodimo kod kojim je generisana Slika . Sli¢nim kodom
generisane su i ostale slike.

x<—seq (1,20, length=20)
y<—c(5%x+7+rnorm (20,0,1))
sl<—sample(20,10)
for(j in s1){
x[j]<=x[j]+rcauchy (1, location = 0, scale = 40)

plot(x[sl],y[sl],col="purple", pch=20, xlab="x", ylab="y")
points (x[—sl],y[—s1],pch=20)

rimH <— rlm (y~x, method = "MM", psi = psi.bisquare,
c = 4.685, maxit =
abline(rlmH, col="red", lwd=2)

rimL <— rlm (y~x, method = "MM", psi = psi.bisquare,

c = 2.973, maxit =
abline(rlmL, col="blue", Iwd=2)

legend (—320, 80, '75.9% efikasan MM, box.lwd = 2, box.col
legend (—320, 95, '95.7% efikasan MM, box.lwd = 2, box.col

60)

60)

"blue")
Ilred II)
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