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PREDGOVOR

U ovom radu, bavi¢emo se matematickim modelima koje avio kompanije koriste u praksi u cilju
maksimizacije profita.

Za upravljanje prihodima mozemo re¢i da je umetnost prodavanja prave karte pravom putniku u
pravo vreme i1 po pravoj ceni. Upravljanje prihodima u avio industriji, nastalo je kao posledica
Deregulacionog akta 1978. godine, i omogucilo avio kompanijama da koriste razlicite strategije
kako bi maksimizirale prihod. Dve strategije koje avio kompanije intenzivno koriste u praksi, i na
koje ¢emo se koncentrisati u radu, su kontrola kapaciteta i prebukiranost.

Cilj kontrole kapaciteta je da odredi koliko sediSta, odnosno karti avio kompanija treba da proda
odredenoj putnic¢koj klasi uzimaju¢i u obzir traznje za kartama. Ogranicavajuci broj sediSta za
ekonomsku 1 ¢uvajuci za poslovnu putni¢ku klasu koja je profitabilnija zbog viSe cene karte, avio
kompanija moze da poveca prihod.

Jedan od problema s kojim se avio kompanije suocavaju je taj da putnici sa kupljenom kartom
otkazu rezervaciju ili se ne pojave na let. Stoga, u cilju kompenzacije gubitka nastalog usled
nepojavljivanja putnika, avio kompanije praktikuju prebukiranje. Prebukiranje je strategija
upravljanja prihodima, kojom se u cilju maksimizacije prihoda prodaje viSe karata nego Sto je
raspolozivih sediSta u avionu. Ono S§to je zajedniCko za sve ove modele prebukiranosti, je
pronalazenje optimalne strategije prebukiranosti, odnosno optimalanog broja karata koji bi
trebalo prodati.

Modeli koji se bave problemom upravljanja prihodima kojima ¢emo se baviti u ovom radu,
mozemo podeliti na statiCke i dinamic¢ke modele. Zbog svoje jednostavnosti i primenljivosti na
realnim podacima, stati€¢ki modeli se nasiroko koriste u praksi. Kod statickog modela, dinamicka
priroda rezervacionog procesa, tj otkazivanje rezervacije u toku rezervacionog perioda je
ignorisana. Za razliku od statickih modela, dinamicki modeli ne ignoriSu dinamic¢ku prirodu
rezervacionog procesa, i pokusavaju da pronadu strategiju po kojoj buking operator odlucuje da li
da prihvati ili da odbije zahtev za rezervaciju sediSta odredene klase u datom trenutku. Na kraju,
vide¢emo kako ove modele moZemo numericki primeniti u upravljanju prihodima. Rad je baziran
na rezultatima datim u [1], [2] 1 [3].
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1. UPRAVLJANJE PRIHODIMA U AVIO INDUSTRIJI

1.1 Pojam i karakteristike upravljanja prihodima

Avio industrija, kao 1 saobracaj i hotelijerstvo, pripada grupi industija koje su ogranic¢ene fiksnim
kapacitetom 1 kratkotrajnim rokom proizvoda. Problem sa kojim se avio kompanije svakodnevno
suocavaju je kako raspodeliti fiksan broj sediSta i udovoljiti zahtevima potraznje, sa ciljem
maksimizacije o¢ekivanog prihoda.

Stoga, za upravljanje prihodima u avio industriji moze se re¢i da je “umetnost prodavanja prave
karte pravom putniku u pravo vreme i po pravoj ceni’. Osnovne karakteristike upravljanja
prihodima u avio-industriji mogu se sumirati kako sledi:

e Relativno fiksan kapacitet. Avion ima fiksan broj dostupnih sedista uslovljenih

ograni¢enoS¢u veliine aviona; broj sediSta u avionu ne moze biti povecan,
odnosno smanjen.

e Kratkotrajan rok inventara (sedista). Postoji krajnji rok do kog sediSta mogu biti
prodata. Nakon poletanja aviona, sediSta se ne mogu prodati, i samim tim ne mogu
generisati prihod.

e Promenljivost potraznje. Potraznja za mnogim destinacijama koje nudi avio-
kompanija je sezonskog karaktera. Upravljanjem prihodima moze se uticati na
povecanje prihoda za vreme povecane potraznje.

e Diferencijacija proizvoda. U ekonomskoj klasi, iako se sedista fizicki ne razlikuju,
cene sedista se razlikuju jer su kupljena u razli¢itim vremenskim trenucima.

Upravljanje prihodima vodi poreklo iz avio industrije. Za polaznu tatku razvoja upravljanja
prihodima u avio-industriji moze se re¢i da je Deregulacioni akt (Airline Deregulation Act)
objavljen 1978.godine koji je doveo do ubrzane promene prilika u avio industriji. Pre
deregulacije, struktura cena karti je bila relativno jednostavna i staticna. Cena karte se formirala
kolektivno, tako Sto se za cenu karte uzimao prosecan trosak leta (gorivo, plata radnika i sli¢no)
po putniku za sve avio kompanije. Avio kompanija koja je imala troSak leta po putniku koji je
manji od prose¢nog, nije imala pravo da ponudi kartu po nizoj ceni.

Nakon deregulacije, avio kompanije su dobile moguénost slobodnog izbora cene karte. Takode,
po ovom aktu, novim prevoznicima je bilo omoguceno da udu na trziSte, nude¢i cene karata u
proseku nize za 50-70% u odnosu na vodecée prevoznike. Posledica akta je bio znacajan transfer
putnika osetljivih na cenu karte od vodecih prevoznika ka novim konkurentima. Medutim, velike
kompanije su i dalje na svojoj strani imale prednosti koje male kompanije nisu: ¢eS¢e rasporede
letova, vecu ponudu destinacija, i afirmisano ime i reputaciju. Za mnoge poslovne putnike, takve
pogodnosti su bile (i dalje jesu) znatno vaznije od cene, rezultiraju¢i manjim pomeranjima u
traznji poslovnih putnika za letovima vodec¢ih kompanija.

Uprkos tome, vodece kompanije su se suocavale sa sve ve¢im kumulativnim gubicima prihoda
uzrokovanim smanjivanjem traznje regularnih putnika za njihovim letovima. Glavni problem
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vode¢ih kompanija je bio ponovno zadobijanje poverenja obi¢nih putnika. Robert Crandall,
izvr$ni direktor American Airlines-a u to vreme, je u mnogo ¢emu zasluzan za reSavanje ovog
problema. Naime, on je zapazio da su neprodata sediSta u avionu ve¢ proizvedena po niskim
troSkovima. S obzirom da je vecina troskova leta (plate, gorivo) fiksna, marginalni troSak prevoza
dodatnog putnika je skoro jednak nuli.

Kao posledica deregulacije u avio industriji, upravljanje prihodima je postalo dosta kompleksnije
1 dinamicnije. Upravljanje prihodima mozemo definisati kao strategiju avio kompanije koja treba
da odluci koliko sedista da proda i po kojoj ceni. Stoga, upravljanje prihodima ukljucuje sledece
strategije koje danas avio kompanije primenjuju:

e kontrola kapaciteta,

e formiranje cena karti,

e prebukiranost.

Kao posledica kori¢enja novih strategija, avio kompanije mogu da povecaju godisnji prihod za 4-
5%, Sto je znacajan broj s obzirom da se godiSnji prihod avio kompanija krec¢e u rasponu od
milijardu do 10 milijardi dolara.

U nastavku ¢emo detaljnije definisati strategije koje avio kompanije danas koriste.

1.2 Kontrola kapaciteta

Cilj kontrole kapaciteta je da odredi koliko sediSta, odnosno karti avio kompanija treba da proda
odredenoj putnickoj klasi. Stoga, cilj je odrediti kompoziciju sedista, odnosno koliko sedista od
ukupnog kapaciteta aviona rezervisati za poslovnu putni¢ku klasu a koliko za ekonomsku, u
slucaju dve putnicke klase. Ograniavaju¢i broj sediSta za ekonomsku 1 ¢uvajué¢i za poslovnu
putnic¢ku klasu koja je profitabilnija zbog viSe cene karte, avio kompanija moze da poveca prihod.

U idealnom slucaju, avio kompanija bi htela da sve karte proda poslovnoj putnickoj klasi. Ali s
obzirom da je moguce da traznja za kartama poslovne klase manja od kapaciteta leta, avio
kompanija nudi karte i po nizoj ceni za ekonomsku putni¢ku klasu. Na taj nacin avio kompanija
povecava prihod jer prazno sediSte nakon poletanja aviona ne generiSe prihod, dok niza cena
prodate karte generiSe.

Efekat kontrole kapaciteta se lako moze videti ukoliko posmatramo jedan isti let, isto mesto
polaska i destinacije, ali razliCite dane u nedelji ili vreme leta. Na primer, u petak popodne malo
je verovatno da ¢e putnik mo¢i da kupi kartu po nizoj ceni zbog previsoke traznje za kartama
prve klase. Medutim, u sredu popodne, kada je traznja za kartama prve klase smanjena, avio
kompanije nude veci procenat karti po niZoj ceni.



1.3 Mrezna kontrola kapaciteta

Mrezna kontrola broja sediSta ima za cilj maksimizaciju prihoda nad celokupnom mreZzom letova
istovremeno. To znaci da ukoliko imamo let sa jednim presedanjem, avio kompanija maksimizira
ukupan prihod na celom letu a ne prihod od pojedinacna dva leta.

Da bismo detaljnije objasnili razliku u strategiji avio kompanije u slucaju pojedinacne i mrezne
kontrole kapaciteta posmatrajmo sledeca dva primera.

Pretpostavimo da putnik putuje od mesta A do mesta B preko mesta C i spreman je da plati 800$
za ceo put (od A do C). Pretpostavimo takode da avio-kompanija naplac¢uje ovom putniku 5009
za deo puta od A do B i 300$ za deo puta od B do C. Dalje, posmatrajmo drugog putnika koji
putuje od A do B i spreman je da plati 600S. Ukoliko bismo koristili pristup pojedinacne kontrole
kapaciteta, prvi putnik bi bio odbijen na destinaciji od A do B jer je drugi putnik spreman da plati
viSu cenu karte na istoj destinaciji. To bi rezultiralo pove¢anjem prihoda avio-kompanije za 1008.
Medutim, odbijanjem prvog putnika avio-kompanija gubi moguénost da ostvari prihod
kombinujuci 2 leta. U slucaju da sediste koje je zauzeo drugi putnik na destinaciji od A do B ne
bi bilo popunjeno na destinaciji od B do C, za avio kompaniju bi bilo profitabilnije da prihvati
prvog putnika 1 ostvari prihod na obe destinacije.

Kao drugi primer, pretpostavimo da imamo slucaj da sediSte koje je zauzeo drugi putnik na
destinaciji od A do B nije popunjeno od B do C. Stoga, avio kompanija gubi potencijalni prihod
na kraku od B do C, i ostvaruje dodatni prihod od 100$ na prvoj destinaciji leta. Medutim,
ukoliko je ponuda prvog putnika prihvacena, avio kompanija maksimizuje ukupan prihod na oba
dela leta i ostvaruje dodatni prihod od 200$. Mrezna kontrola sedista uzima u obzir celokupan
prihod koji se ostvaruje po putniku, od putnikove polazne do krajnje destinacije.

Iako je mrezna kontrola kapaciteta daleko realnija nego pojedinacna, u ovom radu bavi¢emo se
samo direktnim letovima i stoga pojedinacnom kontrolom kapaciteta kao strategijom avio
kompanije.

1.4 Formiranje cena karti

Diferencijalno formiranje cena je proces odredivanja cene karte u zavisnosti od klase tako da je
ukupan prihod maksimiziran. To znaci da avio kompanija ima moguénost izbora cene karte. Cena
koja maksimizuje ukupan prihod zavisi od reakcije trziSta i marginalnih troSkova, odnosno na
formiranje cene karte uticu trziSna strana (traznja) i priozvodacka strana (ponuda).

Traznja je odredena potroSatevom spremnos¢u i mogucnos$éu da kupi kartu. Obim prodaje
predstavlja koli¢inu kupljenih karata u zavisnosti od nivoa cene karte. Odnos cene i koliCine
kupljenih (prodatih) karata jednostavno predstavlja krivu traznje D; predstavljenu na slici. P; i P,
na y-osi predstavljaju dva razlicita nivoa cena, a Q, Q,, i @3, odgovarajuée kolicine prodatih
karata. Ukupan prihod se ratuna mnoze¢i P; i Qq, ili mnoze¢i P, i Q,, i moZe se povecati na
jedan od dva nacina:

e smanjivanjem cene i povecanjem koli¢ine prodatih karata, ili

e povecanjem cene i smanjivanjem koli¢ine prodatih karata.



Slika 1.1 Ukupan prihod
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Ovakva kretanja se zovu kretanja duz krive traznje, i predstavljaju elasti¢nost cene, odnosno vezu
izmedu promene cene i promene trazene koliCine. Bitno je zapaziti da odnos cena-koli¢ina moze
da varira od trzista do trzista (kompanije se najcesc¢e suocavaju sa elasti¢nijom krivom traznje na
trziStu ekonomske klase u odnosu na krivu traznje na trzistu poslovne klase ).

Pored cene karte, na traznju mogu uticati drugi faktori kao Sto su dobar marketing kompanije i
ponuda promotivnih karata, kao i faktori kao Sto su niZze cene karte ponudene od strane
konkurentskih kompanija na koje avio kompanija ne moze da utice. Ovi faktori mogu uticati
porastom traznje pomerajuci krivu traznje na desno (D), ili padom traznje pomerajuci krivu
traznje na levo (D). Stoga, porast traznje u ovom slucaju moze da dovede do porasta prihoda bez
redukcije u ceni karte.

Medutim, kako su cene karte odredene slobodnom trziSnom konkurencijom, kompanije se
suocavaju sa cenom karte kao datom na vecini trziSta. To implicira da avio kompanije mogu
uticati na uvecanje prihoda jedino dobro organizovanom kontrolom kapaciteta.

1.5 Prebukiranost

Prebukiranje je proces prodaje viSe karata nego Sto je rasolozivih fizickih sediSta u avionu.
Prebukiranje se praktikuje u cilju kompenzacije gubitka zbog putnika koji otkazu rezervaciju i
putnika koji se ne pojave na let. U proseku 15% ametrickih avio sediSta bi bilo nepotrebno
upraznjeno da prebukiranje nije praktikovano. Stavige, praktikovanje prebukiranosti doprinosi
povecanju prihoda u proseku za milijardu dolara godisnje.

lako prebukiranje moze da generiSe dodatni prihod, takode moze da dovede do troskova
kompenzacije i troSkova izazvanih gubitkom dobre volje kupaca koji prelaze kod konkurencije
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ukoliko je broj putnika koji se pojave na let ve¢i od kapaciteta aviona. U slucaju velikog broja
konkurenata, ovi troSkovi se ne mogu tolerisati. Stoga, reSavanja problema prebukiranosti
podrazumeva pronalazenje optimalnog dodatnog broja karata izvan kapaciteta pustenih u prodaju
u cilju maksimizacije neto profita, tj razlike prihoda generisanog prodajom dodatnih karata i
troSkova kompenzacije i gubitka dobre volje kupaca. Pre formalnog definisanja problema
prebukiranosti, neophodno je ista¢i prirodu i karakteristike problema prebukiranosti u avio
industriji:

e Buking operator mora da odlu¢i o broju prekobrojnih pre pocetka procesa rezervacije
karata.
= Buking operator ne moze da posmatra broj putnika koji se ne pojave na let za vreme

donosenja odluke o broju prekobrojnih.

= SediSte aviona je potrosno dobro, tj avio kompanija nema prihod od nepopunjenog
sedista.

* Broj putnika koji se ne pojavljuju na let je nepredvidiv, nestalan.

= Ako broj putnika koji se pojave na let prevazilazi kapacitet, putnici kojima je zabranjeno
ukrcavanje se moraju kompenzovati.

= Ako broj putnika koji se pojave na let ne prevazilazi kapacitet, avio kompanije ima
oportunitentni troSak nepopunjenog sedista.

Formalno, prebukiranje je tehnika upravljanja prihodima avio kompanije, koja u cilju
maksimizacije profita prodaje viSe karata nego §to je raspolozivih sediSta u avionu, zbog putnika
koji otkazu rezervaciju i putnika koji se ne pojave na let. Osnovni pojmovi vezani za problem
prebukiranosti su sledeci [5]:

e Putnici sa kartama (Ticketholders): Putnici koji su kupili karte i avio kompanija ve¢ ima
prihod od tih karata.

e Putnici koji se pojavljuju na izlazu (Contenders or Shows-up): Putnici sa kartama koji
su se pojavili na izlazu do vremena predvidenog za ukrcavanje na let za koji su kupili
kartu.

e Putnici koji su se ukrcali (Boarded Passengers): Putnici koji uspeSno mogu da se
ukrcaju na svoj let.

e Prekobrojni putnici (Bumped Passengers): Putnici koji su se pojavili na izlazu, ali nisu
dobili mesta na svom letu.

e Dobrovoljno prekobrojni putnici (Voluntarily Bumped Passengers) : Prekobrojni
putnici koji odustaju od svojih mesta u zamenu za neku vrstu naknade (obi¢no novcanu)
od strane avio kompanije.

e Nedobrovoljno prekobrojni putnici (Involuntarily Bumped Passengers): Prekobrojni
putnici koji protiv svoje volje moraju da odustanu od leta.

e Putnici koji se ne pojavljuju na let (No-Shows) : Putnici koji su rezervisali kartu, ali se
ne pojavljuju na let.



e Putnici koji otkazuju rezervaciju (Cancelation) : Putnici koji su rezervisali kartu ali su
otkazali rezervaciju pre leta, za vreme buking perioda.

e TroSkovi naknade (Compensation Costs): Ukupna novCana vrednost koju je avio
kompanija dala prekobrojnim putnicima.

o Kapacitet leta (Flight Capacity): Ukupan broj mesta na datom letu.

e Prebukiranost (Overbooking): Strategija prodavanja veceg broja karata za jedan let nego
Sto je kapacitet tog leta.

e Vreme cekanja (Waiting Time): Vreme koje prekobrojni putnik mora da provede
¢ekajuci na naredni let ka svojoj destinaciji.

o Koeficijent popunjenosti (Load Factor): Odnos broja popunjenih mesta u avionu i
kapaciteta aviona.

Sledeca slika predstavlja shemu problema prebukiranosti. U idealnom slucaju, broj putnika sa
kartom koji se pojavi na izlazu je jednak kapacitetu aviona, i prihod je maksimalan, avio
kompanija nema gubitke.

Slika 1.2 Shema problema prebukiranosti
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Medutim, ukoliko je taj broj manji od kapaciteta aviona, avio kompanija ima izgubljeni prihod jer
prazno sediste po poletanju ne generiSe prihod. Da bi smanjila izgubljeni prihod, avio kompanija
praktikuje prebukiranje.

Iako prebukiranje moze povecati prihod avio kompanije, takode ukljucuje rizik ukoliko je broj
putnika koji se pojavi na let veci od kapaciteta aviona. U drugom slucaju, ako je broj putnika koji
se pojavi na izlazu ve¢i od kapaciteta aviona, avio kompanija ima gubitke u vidu troSkova
naknade dobrovoljno i nedobrovoljno prebukiranim. To znaci da ¢e nekim od putnika koji su
kupili karte ¢e biti zabranjeno ukrcavanje, tj bi¢e prekobrojni , dobrovolljno ili nedobrovoljno. U
oba slucaja avio kompanija ima gubitak u vidu troSkova kompenzacije prekobrojnim putnicima.

Osim naknade troskova, prekobrojni putnici ¢e dobiti 10§ utisak o uslugama avio kompanije, $to
¢e se dugoro¢no odraziti na poslovanje avio kompanije. Medutim, procenjeno je da je gubitak

prihoda veci ukoliko avio kompanija praktikuje prebukiranje nego ukoliko ga ne praktikuje.

Slika 1.3 Izgubljen prihod i troSkovi naknade

prebukiranje

kapacitet

prazna sedista

rezervacije

vreme

Prema tome, cilj modela prebukiranosti je da pronade otimalan nivo prebukiranosti koji
minimizuje ocekivani gubitak, odnosno maksimizira ocekivani prihod. Intuitivno, optimalni nivo
prebukiranosti dobijamo kada izjedna¢imo marginalni prihod ukoliko prihvatimo dodatnu
rezervaciju, tj prodamo dodatnu kartu i marginalni troSak naknade od dodatnog prekobrojnog
putnika.



Slika 1.4 Otimalan nivo prebukiranosti
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U modelima prebukiranosti ¢emo pokazati da ukupan prihod opada ukoliko je broj prodatih
karata veci od optimalnog nivoa prebukiranosti, i raste ukoliko je broj prodatih karata manji od
optimalnog nivoa prebukiranosti.

1.6 Modeli upravljanja prihodima

Modeli koji se bave problemom upravljanja prihodima mogu se podeliti na:
e staticke modele,

o dinamicke modele.
1.7 Static¢ki modeli

Zbog svoje jednostavnosti i primenljivosti na realnim podacima, statiCki modeli se naSiroko
koriste u praksi. Kod statickog modela, dinamicka priroda rezervacionog procesa, tj otkazivanje
rezervacije u toku rezervacionog perioda je ignorisana. Pretpostavljamo da zahtevi za rezervaciju
pristizu sekvencijalno, prvo pritizu zahtevi za rezervaciju sediSta ekonomske klase a zatim
poslovne klase. Staticki model odreduje broj karata koje se pustaju u prodaju pre rezervacionog
perioda, posmatrajuci funkcije raspodele putnika koji otkazuju rezervaciju i putnika koji se ne
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pojavljuju na let. Cilj je da se pronade optimalan broj karata kji ¢e se pustiti u prodaju za svaku
putnicku klasu, i taj broj se ne menja za vreme rezervacionog perioda.

Takode, nema razlike izmedu putnika koji se ne pojavljuju na let i putnika koji otkazu
rezerervaciju, s obzirom da u slucaju otkazivanja rezervacije za vreme buking perioda moze biti
zamenjena rezervacijom od strane drugog putnika. Putnici koji otkazu let na kraju buking perioda
mogu se posmatrati kao putnici koji se ne pojave na let. Stoga, znacajan faktor u odredivanju
nivoa prebukiranosti je stopa putnika koji se pojave na let. Jedan od najces¢e korisS¢enih modela
pretpostavlja binomnu raspodelu broja putnika koji se pojavljuju na let. Drugi modeli
pretpostavljaju normalnu ili beta raspodelu putnika koji se pojavljuju na let. Iako je staticki model
jednostavan i primenljiv na realnim podacima, ne uspeva da objasni dinamicku prirodu procesa
rezervacije.

Mozemo sumirati osnovne karakteristike statickog modela kako sledi:

e (ilj statickog modela je da izracuna optimalan broj karata koji se pusti u prodaju za svaku
putnicku klasu na pocetku rezervacionog perioda, koji zavisi od procene traznje za
kartama. Kada se jednom izracuna, broj karata se ne menja do poletanja aviona.

e Zahtevi za rezervaciju sediSta pristizu sekvencijalno, prvo se rezerviSu karte ekonomske
klase, zatim poslovne.

e Putnik moze da otkaZe rezervaciju ili da se ne pojavi na let, staticki model ne pravi razliku
izmedu ove dve mogucnosti.

e Dinamicka priroda procesa rezervacije se ignorise.

e Podaci koji su potrebni je procena traznje za kartama pojedinacne (svake) putnicke klase.

1.8 Dinami¢ki modeli

Dinamicki model ne ignoriSe dinamicku prirodu rezervacionog procesa, i pokusava da pronade
strategiju po kojoj buking operator odlucuje da li da prihvati ili da odbije zahtev za rezervaciju
sediSta odredene klase u trenutku ¢. Model je postavljen u vidu dinami¢kog programiranja. lako
dinamicki model posmatra realnije problem prebukiranosti, matematici je dosta komplikovaniji
od statickog modela. Osnovne karakteristike dinami¢kog modela mozemo sumirati kako sledi:
¢ Cilj dinamickog modela je odluciti da 1i da prihvatimo ili odbijemo zahtev za rezervaciju
sediSta u zavisnosti od vremena pristizanja zahteva u sistem i1 od trenutnog broja
rezervisanih sediSta. To znaCi da se broj prodatih karata (prihvacenih zahteva) moze
menjati za vreme rezervacionog perioda.
e Postoji razlika izmedu putnika koji se ne pojave na let 1 putnika koji otkazu rezervaciju.
e Zahtevi za rezervaciju ne moraju da pristizu sekvencijalno.
e Podaci koji su potrebni je vreme pristizanja zahteva za rezervaciju od pojedinacne (svake)
putnicke klase.

Da sumiramo, u ovom radu bavi¢emo se dvema strategijama koje avio kompanije koriste u cilju
maksimizacije prihoda na direktnom letu, kontrolom kapaciteta i metodom prebukiranosti.
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Koris¢enje drugih strategija kao Sto je formiranje cena karti, ili mrezne kontrole kapaciteta je
izvan interesa ovog rada i moze biti predmet buduceg istraZivanja. U naredna dva poglavlja,
po¢injemo sa osnovnim matematickim pojmovima koje ¢emo koristiti u radu, prostorima
verovatnoca i1 dinami¢kim programiranjem.
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2. PROSTOR VEROVATNOCA

2.1 Osnovni pojmovi

U ovom poglavlju, definisaéemo osnovne pojmove teorije verovatnoce koji ¢e nam pomoci u
razumevanju modela upravljanja prihodima kojima ¢emo se baviti u ovom radu. Ovi pojmovi
ukljucuju izmedu ostalog slucajnu promenljivu 1 njenu funkciju raspodele, ocekivanje i
disperziju. Takode, pored definicije naves¢emo i neke osobine ovih pojmova na koje ¢emo se
pozivati kasnije.

2.2 Slucéajna promenljiva

Slucajna promenljiva je jedan od osnovnih pojmova u teoriji verovatnoce. Cilj je da se svakom
elementarnom dogadaju w € Q dodeli numericka karakteristika X( w). Detaljniji opis pojmova
kao Sto su slucajan dogadaj, sigma algebru, prostor verovatnoca se moze naci u [4].

Definicija 2.1 [4]
Neka je (Q, F, P) prostor verovatnoCe. Preslikavanje X : Q - R se naziva slu¢ajna promenljiva

ako za svako B € B(R) vazi

X"Y(B) € F, gdeje B(R) Borelova o —algebra generisana poluzatvorenim intervalima.
Ekvivalentno, kazemo da je X F —merljivo preslikavanje.
Primer 2.1 :

i) Neka je 0=1{1,2,3,4,56}x%x{1,2,3,4,5,6} i X: Q- R sluajna promenljiva
definisana sa
(k,1) = k + 1, odnosno X je slu¢ajna promenljiva koja predstavlja sumu brojeva koji se
pojave prilikom bacanja dve kockice.

ii)  Neka je A dogadaj nad Q. Funkcija definisana sa

l,weA
1A(“’):{o weA

je slucajna promenljiva koja se zove indikator dogadaja A, sa osobinom da je 1y, =
1,1p. Indikator dogadaja A uzima vrednost 1 ukoliko se dogadaj A desio, ili vrednost 0
ukoliko se dogadaj A nije desio.
U gore navedenim primerima, slu¢ajna promenljiva X moze uzeti samo konacan broj vrednosti.
Slucajna promenljiva koja moze uzeti konacan skup ili prebrojivo mnogo vrednosti se naziva
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diskretna slucajna promenljiva. U ovom slucaju, verovatnoca da sluCajna promenljiva uzme
vrednost k je jednaka

P(X =k):= P{w € Q|X(w) = k}).
Primer slucajne promenljive koja moze uzeti prebrojivo mnogo vrednosti je slu¢ajna promenljiva
sa Poasonovom raspodelom, i dat je u sekciji sa primerima slu¢ajnih promenljivih.

Ukoliko slu¢ajna promenljiva X moze uzeti neprebrojivo mnogo vrednosti, takva slu€ajna

promenljiva se naziva neprekidna slucajna promenljiva. U ovom slucaju, verovatno¢a da
slu¢ajna promenljiva uzme vrednosti izmedu dva realna brojaa i b je jednaka

Pla<X<b):= PH{w € Qla < X(w) < b}).

2.3 Funkcija raspodele i verovatnoca raspodele slu¢ajne promenljive
Definicija 2.2 [4]
Preslikavanje Fy : R — [0, 1] definisano sa

Fx(x) =P(X <x), x€ R

se naziva funkcija raspodele slu¢ajne promenljive X.
Funkcija raspodele jedinstveno odreduje sluc¢ajnu promenljivu.
Teorema 2.1 [4]

Neka je (Q,F,P) prostor verovatnoce, X : 0 = R sluajna promenljiva definisana nad tim
prostorom, i Fy : R — [0, 1] funkcija raspodele slu¢ajne promenljive X. Tada vazi:

o lim, Fx(x)=0

o lim,,Fy(x)=1

e x<y = Fx(x) < Fx(y)
o lim,,+ Fx(x) = Fx(y)

Definicija 2.3 [4]
Neka je (Q,F, P) prostor verovatnoce i X slu¢ajna promenljiva definisana nad tim prostorom.

Tada za svako B € B i slu¢ajnu promenljivu X definiSemo sledecu funkciju

Py(B) = P(X~1(B)) = P{w € Q|X(B) € B},
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koja se naziva zakon raspodele ili verovatnoc¢a raspodele slucajne promenljive. Zakon raspodele
oznacavamo sa Py 1 fy za slucajnu promenljivu diskretnog i neprekidnog tipa respektivno.

Ukoliko je slucajna promenljiva X diskretnog tipa, funkcija py : @ — R je jednaka
px(x) = P(X = x),
odnosno jednaka je verovatno¢i da se taj dogadaj desi

Ukoliko je slucajna promenljiva X neprekidnog tipa, funkcija fy : & — R se naziva gustina
raspodele sluCajne promenljive, i jednaka je

dFX(x)
dx '

fx(x) =
odnosno jednaka je izvodu funkcije raspodele.

Primetimo da u slu€aju slucajne promenljive neprekidnog tipa vrednost gustine raspodele u tacki
x nije jednaka verovatno¢i da se taj dogadaj desi, odnosno fy(x) # P(X = x).

Teorema 2.2 [4]

Neka je (Q,F,P) prostor verovatnoce, X : 1 - R slucajna promenljiva definisana nad tim
prostorom, i fy : 0 — R gustina raspodele slucajne promenljive X (neprekidnog tipa). Tada
vazi:

o fx(x) =0

o [ fx(dx=1

o fxeAfX(x)dx = P(X € A)

Analogno, iste osobine vaze i za verovatnocu raspodele slucajne promenljive diskretnog tipa, gde
je integral zamenjen sumom.

2.4 Matematicko ocekivanje i disperzija

Definicija 2.4 [4]
Neka je X sluCajna promenljiva diskretnog tipa sa verovatno¢om raspodele py(x) ig: R—-> R

proizvoljna funkcija. Tada, g(X) je takode slucajna promenljiva, i definiSemo ocekivanje od
g(X) na slede¢i nacin
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Ako je X slu¢ajna promenljiva neprekidnog tipa sa gustinom raspodele fy(x), tada je oekivanje
od g(X) definisano sa

o]

E[g(x)] = f 900 fy (dx.

— 00

Intuitivno, o¢ekivanje od g(X) je ponderisana srednja vrednost, sa ponderima fy(x) ili py(x).
Kao specijalni slu¢aj, o¢ekivanje slu¢ajne promenljive X, E[X], se moZe naci ukoliko za funkciju
g izaberemo identi¢ko preslikavanje, tj g(x) = x ; E[X] je poznato kao srednja vrednost sluc¢ajne
promenljive X, broj oko koga se grupiSu relativne ucestalosti kada se broj ponavljanja
eksperimenta neogranic¢eno povecava.

Teorema 2.3 [4]
Neka je (Q,F,P) prostor verovatnoce, X : 0 » R slu¢ajna promenljiva definisana nad tim
prostorom, f, g : R = R proizvoljne funkcije. Tada vazi

o E[a] = a, za svaku konstantu a € R
. Elag(X)] = aE[g(X)], za svaku konstantu a € R
o Elg(X) + f(X)] = E[g(X)] + E[f(X)] (Linearnost u o¢ekivanju)

Definicija 2.5 [4]
Disperzija (varijansa) sluajne promenljive X se moze posmatrati kao mera koncentrisanosti

raspodele slucajne promenljive oko srednje vrednosti. Formalno, disperzija slucajne promenljive
X se definiSe na slede¢i nacin

2
D[X] = E [(X —E(X)) ]
Koriste¢i osobine ocekivanja, lako se moze dobiti drugi oblik disperzije

E [(X - E(X))z] = E[X - 2E[X]X + E2[X]]
= E[X?] — 2E[X]E[X] + E*[X]
= E[X?] - E*[X],
gde druga jednakost sledi iz osobine linearnosti o¢ekivanja i ¢injenice da je E[X] konstanta u
odnosu na spoljno oc¢ekivanje.
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Teorema 2.4 [4]
Neka je (Q,F,P) prostor verovatnoce, X : Q — R slucajna promenljiva definisana nad tim
prostorom, f : R — R proizvoljna funkcija. Tada vazi

o D[a] = 0, za svaku konstantu a € R.
Dlaf(X)] = a®?D[f (X)], za svaku konstantu a € R.

2.5 Primeri slu¢ajnih promenljivih
U ovom delu da¢emo primere najceSc¢e koriS¢enih slucajnih promenljivih diskretnog i1
neprekidnog tipa koje ¢emo koristiti u modelima prebukiranosti.

Slucajne promenljive diskretnog tipa

e Bernulijeva raspodela

Slucajna promenljiva ima Bernulijevu raspodelu, X ~ B (p), ukoliko je njena verovatnoca
raspodele data sa:

p, p=1
X) =
P() {1—p, p=0

gde je p (0 < p < 1) verovatnoca realizacije nekog dogadaja A.

e Binomna raspodela

Neka je n broj izvodenja nezavisnih eksperimenata i verovatnoca realizacije dogadaja A u
svakom od tih eksperimenata konstanta i1 jednaka p. Ako je slucajna promenljiva X jednaka broju
realizacija dogadaja A , tada X ima binomnu raspodelu, X ~ Bi (n,p), 1 njena verovatnoca
raspodele je data sa

n
— x _ \n—x
pC) = ()p* @ -pn™.

e Poasonova raspodela

Slu¢ajna promenljiva ima Poasonovu raspodelu, X ~ P (1), ukoliko je njena verovatnoca
raspodele data sa
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gde je parametar A > 0,1 x = 0,1,2,3 ... Poasonova raspodela se primenjuje za modelovanje
broja tzv. “retkih dogadaja”, gde pod retkim dogadajem smatramo one gde se u kratkom

vremenskom intervalu moze odigrati najvise jedan takav dogadaj.

Slika 2.1 Poasonova raspodela sa razli¢itim vrednostima 4
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Slucajne promenljive neprekidnog tipa

e Normalna raspodela
Slu¢ajna pomenljiva ima normalnu raspodelu as parametrima p i o, X ~ N (u,02) , ukoliko je
njena gustina raspodele data sa
1w
- me 202 |, x € R,
gde je u matematicko ocekivanje i1 o standardna devijacija. Funkcija raspodele je data sa

1 x o (t-w?
Fx(x) = f e 202 (dt.
oV2mJ
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fx(x)

0.0

Slika 2.2 Normalna raspodela sa razli¢itim vrednostima ui o
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Specijalno, za 4 = 010 = 1 dobijamo tzv. centriranu normalnu raspodelu V'(0, 1).
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3. DINAMICKO PROGRAMIRANJE

Intuitivno, dinamicko programiranje je jedan algoritam koji omogucava da se definiSe optimalna
strategija za reSavanje nekog problema. lako se dinamicko programiranje moze primeniti kako na
deterministicke, tako i na stohasticke probleme, u ovom radu fokusiratemo se na stohasticke
probleme, s obzirom da je odlucivanje u uslovima neizvesnosti klju¢no u problemu upravljanja
prihodima. Pristup je baziran na [6], pri cemu sumiramo osnovne rezultate za problem konacnog
horizonta, diskretnog vremena i diskretnog stanja koji se najceS€e koristi u upravljanju
prihodima.

3.1 Elementi dinami¢kog programiranja

Dinamicko programiranje se bavi optimalnim upravljanjem sistema tokom vremena. Sistem je
dinamicki, 1 stanje sistema evoluira tokom vremena kao funkcija kontrolne promenljive 1
slucajnog poremecaja. Sistem generiSe funkciju nagrade koja je funkcija stanja sistema i
kontrolne promenljive. Cilj je da se pronade kontrolna strategija (control policy) koja
maksimizira ukupnu oc¢ekivanu nagradu sistema.

Vreme po kom sistem evoluira je konac¢no i diskretno, t = 1,2, ..., T, gde je t = 1 prvi period, 1
t = T poslednji period.. Osnovni pojmovi i pretpostavke vezane za dinamicko programiranje su
sledec¢i

x(t) : stanje sistema (promenljiva stanja), koje sumira bitne informacije iz proslosti
relevantne za buducu optimizaciju. Za stanje sistema se pretpostavlja da je diskretno i
pripada konacnom skupu stanja S;.

u(t) : kontrolna promenljiva, koja treba da bude izabrana u trenutku t. Za kontrolnu
promenljivu se pretpostavlja da diskretna i da moze uzeti vrednosti iz konacnog skupa

U.(x.), koji moze da zavisi od vremena t i stanja x(t).

w(t) : slucajni poremecaj, koji je diskretna sluCajna promenljiva sa poznatom
raspodelom. Slucajni poremecaji w(t),t = 1,2, ...,T su nezavisni.

fi(x (@), u(®),w(t)) : funkcija sistema, koja odreduje stanje sistema u sledeéem periodu
t + 1 izavisi od stanja x(t), kontrole u(t) i slu¢ajnog poremecaja w(t)

x(t+1) = £ (x@®),ul), w®)).
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9e(x(0), u(t),w(t)) : funkcija nagrade, koja odreduje nagradu u periodu t i zavisi od
stanja x(t), kontrole u(t) i sluéajnog poremecéaja w(t). Ukupna nagrada je aditivna,
odnosno jednaka je

T
gra(T+ D)+ ) ge(x(0),u(®),w®),
gde je gry1(x(T + 1)) nagrada u poslednjem periodu.

Cilj dinamickog programiranja je da maksimizira ukupnu oc¢ekivanu nagradu

T
ElornG@+D)+) a0, u@w) |,

biraju¢i kontrole u(1),u(2), ..., u(T), koje mogu biti funkcije trenutnog stanja u obliku u(t) =
Ut (x(t)). Kolekcija takvih funkcija {uq, iy, ..., i} se naziva strategija i oznacava sa i .

Primetimo da smo pretpostavili da kontrola zavisi samo od trenutnog stanja x(t) i trenutnog
vremenskog perioda t, ali da ne zavisi od informacija o istoriji procesa do trenutka t. Takve
kontrole se nazivaju Markovljeve kontrole. S obzirom da su slu¢ajni poremecaji w(t),t =
1,2, ..., T nezavisni i da funkcija sistema f; zavisi samo od trenutnog stanja, trenutne kontrole i
trenutnog slu¢ajnog poremecaja, moze se pokazati da uvek postoji optimalna Markovljeva
strategija, tako da je dovoljno posmatrati samo strategije ovog oblika.

Primenjeno na upravljane prihodima avio kompanije, t je vreme preostalo do poletanja aviona,
x(t) je preostali kapacitet aviona koji moze uzeti vrednosti izmedu 0 i C, ili moze biti trenutan
broj rezervisanih sedista u avionu. Primetimo da su ove dve moguc¢nosti recipro¢ne jedna drugoj
ukoliko ne uklju¢imo moguénost otkazivanja leta i metoda prebukiranosti.

Dalje, w(t) predstavlja traznju za avionskim kartama, odnosno zahtev za rezervaciju sedista.
Ukoliko avion raspolaze sa vise putniCkih klasa, pretpostavljamo da je vremenski period t
dovoljno mali tako da samo jedan zahtev za rezervaciju pristigne u sistem.

U najjednostavnijem slucaju, u(t) uzima diskretne vrednosti : 0 ili 1, i predstavlja broj zahteva
za rezervaciju koje avio kompanija prihvati. Kako u modelima, u svakom periodu t najviSe jedan
zahtev pristigne u sistem, u(t) uzima vrednost 1 ukoliko je zahtev prihvacen, ili 0 ukoliko je
zahtev odbijen.

Funkcija nagrade, g,(x(t),u(t),w(t)), predstavlja prihod avio kompanije u trenutku t kao
funkciju od parametara.

Cilj avio kompanije je da maksimizira ukupan ocekivani prihod koji je jednak
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T
Elorn(0+ D)+ ) g:(x©u©,w®) |
t=
tako $to bira T kontrola (strategija)

u(D),u(2), .., w(T) = py (x(D), 2 (x(2)), oo, pir (x(T)) = .

Ukupan prihod je aditivan i za prihod u poslednjem periodu pretpostavljamo da je jednak nuli, s
obzirom da je vrednost praznog sediSta po poletanju aviona jednaka nuli.

Za dato pocetno stanje (pocetne uslove) x(1) = x, ukupan prihod generisan strategijom u je
jednak

Ve = E|gra (T + D) + Z; 9 (x®, 1 (x©),w(®) |

Drugim re¢ima, avio kompanija maksimizira ukupan oc¢ekivani prihod koji moze da ostvari kada
joj je preostalo x sediSta da proda, i T perioda do poletanja aviona. Ocekivanje znaci da je
ocenjeno uslovno na putnicke klase.

Optimalna strategija, oznacena sa u*, je ona koja maksimizira ukupan oc¢ekivani prihod

u _ ©
5 (x) = X v (x),

gde je M skup dozvoljenih kontrola. U najjednostavnijem slu¢aju, M = {0, 1}.

3.2 Princip optimalnosti

Princip optimalnosti, koji predstavlja srZz dinamickog programiranja je formulisan i1 dokazan
zahvaljuju¢i Belmanu 1957. godine. Jednostavni princip kaze da, ukoliko je neka strategija
optimalna za prvobitni problem, onda mora biti optimalna i za potproblem. Sada ¢emo dati
formalnu teoremu principa optimalnosti.

Teorema 3.1 [7]
Neka je u* ={uj, u5, ..., Uy} optimalna strategija za prvobitan problem. Posmatrajmo
podproblem prvobitnog problema definisan sa

V= E|gra (e + ) + Zg (3, 15(x() w(®) |
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Tada je strategija {uf, Ui 1, -, Uy} resenje podproblema.

Formalan dokaz ne¢emo dati, ali lako se moze videti zaSto teorema vazi. Pretpostavimo da je u*
reSenje prvobitnog problema, ali da {uf, ui;q, ..., Uy} nije reSenje podproblema. Tada postoji

strateija I = {f;, f¢41, -, A7} koja je reSenje podproblema i {uf, tyyq, -, U7} # {UF Uiry) e
ur}. Medutim, to znaci da bi strategija

{,Ll;, .U;; "".u’tk—l, ﬁt) ﬁt+1) ...,/27'}

generisala striktno veéi prihod nego strategija u*, Sto je u kontradikciji da je u* reSenje
prvobitnog problema. Stoga, {u;, 4; 11, ..., 43} mora biti reSenje podproblema.

Princip optimalnosti sugeriSe da se reSenje prvobitnog problema moze dobiti rekurzivno, tako $to
se prvo resi podproblem poslednje faze za t = T, zatim se reSi podproblem poslednje dve faze za
t =T,T — 11 tako dok se ne dobije optimalna strategija za prvobitni problem.

Formalno, za svako x i svako t, definiSemo vrednosnu funkciju

_ U
Vi) = mux 1 (o)

Vrednosna funkcija daje optimalnu nagradu od trenutka t do poslednjeg perioda, uslovno na
stanje sistema x u periodu t. Primetimo da je V;(x) je optimalna nagrada prvobitnog problema.
To nas dalje dovodi do teoreme koja pronalazi optimalnu strategiju koriste¢i rekurzivnu
vrednosnu funkciju.

Teorema 3.2 [7]
Vrednosna funkcija V;(x) je jedinstveno reSenje rekurzije

Vi(x) = S E [gt(x; u, W(t)) + Vi1 (ft(x' u,w(t)))],

zasvakot = 1,2, ...,T i svako x € S;, sa grani¢nim uslovom V;(x) = g4, (x).
Stavige, ako u u* = i (x) , gornji izraz dostize maksimum za svako t = 1,2, ..., T i svako x €
S;, tadaje p* = {uf, Ui4q, -, U7} optimalna strategija.

Dokaz teoreme nec¢emo dati, ali dokaz je analogan intuiciji dokaza predhodne teoreme.
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3.3 Dinamicko programiranje i upravljanje prihodima

Pokazimo sada kako se dinamicko programiranje moZzZe primeniti na problem upravljanja
prihodima.

Kada avio kompanija ima podatke o traznji za kartama pojedine klase, vrednost kontole u se bira
sa ciljem maksimizacije prihoda u trenutku t plus prihoda od trenutka t do poletanja aviona
(t = 0). Odnosno, maksimiziramo fju + V;_;(x — u), gde je f; cena karte za putnic¢ku klasu j. Iz
predhodne teme, znamo da je vrednosna funkcija u trenutku t, V,(x), jednaka

Vi(x) =E urg{a&(l}fju + Vi (x —u)|,

i da je kontrola u reSenje maksimizacijskog problema. Gornja jednacina je Belmanova jednacina,
sa grani¢nim uslovima V,(x) = 0, za svako x, i V;(0) = 0, za svako t. Grani¢ni uslovi imaju
interpretaciju da avio kompanija u vreme poletanja aviona nema prihod od praznog sedista, i da
nema prihoda ukoliko se nijedno sediste ne rezervise za vreme rezervacionog perioda.

Vrednost u* koja maksimizira desnu stranu Belmanove jednadine za svako t i svako x je
optimalna strategija avio kompanije. Da bismo intuitivnije razumeli problem, defini§imo sa
AV (x) = Ve (x) = Ve(x — 1)

oc¢ekivanu marginalnu vrednost sediSta. Ono §to je u interesu avio kompanije da sazna kako se
ova vrednost menja sa preostalim kapacitetom aviona x i vremenom do poletanja aviona t.
Osobine marginalne vrednosti sediSta su sledece:

(i) AV,(x + 1) < AV, (x)

Marginalna vrednost je je opadajuca po x, $to znaci da se oportunentni troSak dodatnog sedista
povecava kada je manji broj sediSta preostao da se rezervise.

(i) AViyq (x) = AVt(x)

Marginalna vrednost je opadajuca po vremenu preostalom do poletanja leta, Sto znaci da Sto je
viSe vremena preostalo do poletanja aviona, veca je Sansa da se capacitet aviona iskoristi
efikasnije, veca je verovatnoca da se sediSte proda visoj putnickoj klasi po vecoj ceni.

Ove dve osobine su intuitivne 1 dosta olakSavaju problem dinamickog programiranja, jer sada
mozemo Belmanovu jednacinu napisati kao
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Vilx) =Vioi(x) + E [urer?o)‘(l}{jj-u + AV, (x — w), 0}]

Znacenje jednacine je sledece : vrednost prihoda do poletanja aviona u trenutku t (danas) je
jednaka prihodu do poletanja aviona sutra plus ocekivanom marginalnom prihodu donesene
odluke (uporedujuci cenu karte i oportunentnog troska). Drugim refima optimalna strategija se
donosi uporedujuéi cenu karte i smanjenja oc¢ekivanog ukupnog prihoda s obzirom da je avio
kompanije preostalo jedno sediSte manje.

Pokazimo da vazi pojednostavljena Belmanova jednacina.
Vi(x) =E [urer?o)'(l}fju + Vi (x — u)]

{E[f]u] + E[V_q(x —u)]}

uE{

x {E[fiu] + EVeo1(x —w) + Vi g (x) = Ve_y (01}

uE{O 1}

92:: {E[f]u] +E[Veoa(x —u) = Ve (0] + E[Vt—l(x)]}

uef{0,1}

Kako V;_;(x) ne zavisi od kontrole u u trenutku t, moZe izaéi ispred o¢ekivanja, tj dobijamo
pojednostavljenu Belmanovu jednacinu.

Koriste¢i vrednosnu funkciju mozemo ukratko opisati strategije koje avio kompanija koristi u
upravljanu prihodima, naime nivoe protekcije i buking granice. Ove strategije ¢e detaljno biti
objasnjene u narednim poglavljima.

Znamo da avio kompaija kontroliSe prihod tako $to kontroliSe u, prihvataju¢i (u=1) ili
odbijaju¢i (u = 0) zahtev za rezervaciju sedista. Dalje, s obzirom da je AV, (x) opadajuée po x,
sledi da je fju — AVy(x — u) rastuce po x. Za dato t, optimalno je prihvatati prisizuce zahteve sve
dok fju — AV, (x — u) ne postane negativno ili se ne dostigne mi r{Dj, x}, Sta god prvo se desi. D;
je traznja za kartom putnicke klase j.

Nivo protekcije y; je broj sediSta koje ¢uvamo za putnike klase j i viSe putnicke klase koji
zahtevaju ili ¢e poslati zahtev za rezervaciju sediSta u buduénosti. To je maksimalan broj x takav
je cena karte koju generiSe zahtev je preniska da kompenzuje oportunentni troSak, odnosno da
vazi

yf = max{x: fi+1 < AVt(x)}, j=12,m-1.
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Stoga, optimalna strategija u trenutku t + 1 je
u*(t +1,x, Dj+1) =mi r{(x - y;),DjH}.

Buking granica za putni¢ku klasu j + 1, bj,4, je je jednaka razlici kapaciteta aviona i nivoa
protekcije za y; ili jednaka nuli ukoliko je ova razlika negativna. Buking granica predstavlja
maksimalan broj sediSta saCuvan za putnicku klasu j + 1. Strategija je jdenostavno da se prihvate
svi zahtevi za rezervaciju sedista klase j + 1 dok se ne prede buking granica b}, .

Za ilustraciju Slika 3.1 i Slika 3.2 sumiraju §to smo predhodno objasnili.

Slika 3.1 Nivoi protekcije i buking granice za j-tu putnicku klasu

fj+1 — AV (x)

C

0 i X

prihvatiti zahtev
20| .

. odbiti zahtev .
Vi bj+1

0 I I I
(o] 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
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Slika 3.2 Nivoi protekcije i buking granice za prvu, drugu i tre¢u putnicku klasu

- fo — AV (x)

Da sumiramo, koriste¢i dinami¢ko programiranje u upravljanju prihodima, avio kompanija
odlucuje da li da u nekom trenutku prihvati ili odbije zahtev za rezervaciju sediSta odredene
putnicke klase. Jedna od dobrih strana dinamickog programiranja je to $to ne mora da se
pretpostavi da zahtevi prostizu sekvencijalno, od najnize putnicke klase do najvise. U praksi,
dinamicko programiranje omogucéava pronalazenje optimalne strategije u upravljanju prihodima,
tako $to u svakom ¢voru drveta racuna moguci prihod ukoliko se ta opcija izabere. Nedostatak
dinamickog programiranja je povecanje racunskih operacija potrebnih da se optimalna strategija
izracuna. To znaci da za jedan let sa jednom putnickom klasom 1 100 sedista 1 50 vremenskih
perioda odlucivanja, broj potrebnih iteracija je 100 X 50 = 5000. Ali ukoliko imamo na primer
3 klase, broj potrebnih iteracija je 100 x 503 = 125000000 Takode, dobra strana dinamickog
programiranja je ta Sto se moze proSiriti tako da dozvoljava mogucénost otkazivanja i
nepojavljivanja na let, tj da inkorporira ponaSanje putnika. Samim tim, mogucnost prebukiranosti
postaje takode moguca strategija za avio kompaniju, ¢ime ¢emo se detaljno baviti u nastavku
rada.
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4. STATICKI MODELI

4.1 Staticki model sa jednom putni¢kom klasom

Staticki modeli prebukiranosti se fokusiraju na pronalazenje optimalne granice prebukiranosti sa
ciljem maksimizacije o¢ekivanog prihoda. U modelu sa jednom klasom pretpostavljamo da avio
kompanija ima na raspolaganju jedan tip karte, tj karte za ekonomsku klasu. Zadatak je pronaci
maksimalan broj karata B iznad fiksnog kapaciteta leta C koje bi avio kompanija trebala da proda
(B > (). Klju¢na karakteristika statickog modela je ta da je optimalna granica prebukiranosti B
nepromenljiva za vreme rezervacionog perioda, tj od pocetka prodaje karti do poletanja aviona.

Stoga, cilj je da se pronade pravilo kojim odlu¢ujemo koliko karata avio kompanija treba da
proda da bi minimizirala troskove naknade u slu¢aju odbijenih putnika i troSkove neiskoris¢enog
sedista. DefiniSimo osnovne promenljive koje ¢emo koristiti u prvom modelu:

f Cena karte za let ekonomskom klasom,
k Stopa prebukiranosti takva da vazi (1 + k)C = B,
R° TroSak naknade u slucaju prekobrojnog putnika (dobrovoljno ili

nedobrovoljno prekobrojnog),

R®P Trosak neiskori§¢enog sedista,
a Verovatnoca da se putnik sa kartom pojavi na izlazu,
S Broj putnika sa kartama koji su se pojavili na izlazu.

Verovatnoc¢a da se putik sa kartom pojavi na izlazu Cesto zavisi od faktora kao $to su duZzina leta,
vreme poletanja, destinacija i sli¢no. Pertpostavljamo da je broj putnika koji se pojave na izlazu
jednak Ba. Takode, pretpostavljamo da a nije konstanta, ve¢ da ima verovatnocu raspodele h(a),
gde 0 < a < 1. U idealnom slucaju, avio kompanija bi htela da proda B karata tako da vazi

Ba=C.UsluCajudaje 0 <a < %, avion pole¢e sa C — Ba neiskoriS¢enih sediSta, pri ¢emu
avio kompanija ima trosak jednak R*P(C — Ba). Ukoliko je a > %, letima Ba — C prekobrojnih

putnika, i avio kompanija ima ukupne tro§kove naknade jednake R°(Ba — C). Sada, kad «a vise
nije konstanta, ve¢ sluCajna promenljiva, ukupni oéekivani troskovi U(k) su jednaki sumi
troskova neiskoriS¢enih sedista i1 troSkova naknade:
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1 1
E[U(k)] = RS”f h(a) [C — (1 + k)Caltda + R(’f h(a) [(1 + k)Ca — C]*da.
0 0

To je dalje jednako
1 1

1+k T+k
E[U(K)] = Rspf h(a) (C — (1 + k)Ca)da + R® f h(a) (1 + k)Ca — C)da.
0 0

U nastavku ¢emo dati formulaciju teoreme koja daje optimalnu stopu prebukiranosti k.

Teorema 4.1 [1]
Pretpostavimo da verovatnoca da se putnik pojavi na izlazu a ima verovatnocu raspodele
h(a)i 0 < a < 1. Tada, optimalna stopa prebukiranosti k je data sa

1
RO JIFEh(a)ada
RO+RP [ h(a)ada |

Dokaz [1]:

S obzirom da je cilj avio kompanije maksimiziranje ukupnih prihoda, ili ekvivalentno
minimiziranje ukupnih troSkova, cilj je da nademo k tako da dobijemo globalni minimum
ukupnih oc¢ekivanih troSkova E[U(k)] kao funkcije od k. Prvo moramo da proverimo da je
E[U(k)] konveksna funkcija od k. Diferenciranjem po k i koris¢enjem Lajbnicove formule

dobijamo
™ 1
UG jo " hia) (€ - (1 + K)Ca)da + RY fo " hia) (1 +K)Ca — €)da]

|-

1

h(a) Cada — RSP f1+kh(a) 1+ k)Cada

0

=

_ d Rspf1+
dk 0
1

d ™ e
+ " Rof h(a) (1 + k)Cada — R° f h(a) Cada
0 0

1

1 RSPh( ! )C RSprkh( ) Cad
= — - a aaa
(1+k)? 1+k 0

11 1
sp
+R (1+k)(1+k)21+k6h(1+k>

1 1 1 1 1
+mRO h(a)Cada+ R0(1+k) Ch( )

1 A1+kKk)21+k 1+k
1+k
1 1
BT A7) €

1

1 T+
= R° f ) h(a) Cada — RSpf h(a) Cada.

T+k 0
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Diferenciranjem jo§ jednom po k dobijamo

dE2[U(K)] 1 1 1 1 1 1
Z U pe ch( =) - R ch(=)

dk? —A+k)21+k \1+k —A+k)21+k \1+k

1 1

() rn 2o

A+ Mg (B R
Stoga, E[U(k)] je konveksna funkcija od k i moZemo na¢i njen minimum. Iz dE[:IEk)] =0
dobijmo

1 1
1 T+k 1 THk
0 =R°C j h(a) ada — j h(a) ada | — RPC f h(a) ada — j h(a) ada
0 0 0 0
Odatle sledi
1
R"Cfo1 h(a) ada = (R°PC + R°C) [}+* h(a) ada, odnosno
1

R° f01+k h(a)ada
RO RSP = 1 ’

+ Jy h(@)ada
Sto je i trebalo dokazati. "

Napomena 4.1 Primetimo da optimalna stopa prebukiranosti k zavisi koju verovatnoc¢u raspodele
pretpostavimo za « . Na primer, ukoliko pretpostavimo da a ima uniformnu raspodelu na
intervalu [0.8, 1], tada je funkcija verovatno¢u raspodele

1

_— B<<a<
ha)={1—0g > 08se=1

0, inace
Ukoliko dalje pretpostavimo da je R® = R°P = f, odnosno naknada troskova jednaka je ceni

karte, kao 1 troSku neiskoriS¢enog sediSta, tada mozemo naci optimalnu stopu prebukiranosti
koriste¢i teoremu.

f f1+k Sada
f+f- fo.g Sada

1 f1+k S5ada

2 fo.g Sada
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1

1+k 1
j S5ada = 0.9=
0 2

.8

1 2
a7 = 08 +018
14k = 1.1043.

Stoga, optimalan broj karata kopi bi avio kompanija trebala da proda je B = (1+k)C =
1.1043C.

Napomena 4.2 U ovom slucaju pretpostavljamo da je ocekivani broj putnika koji se pojavi na

izlazu jednak Ba, gde je verovatnoca da se putnik pojavi na izlazu a slu¢ajna promenljiva i B

broj prodatih karata. Stoga, da bismo izracunali optimalnu stopu prebukiranosti, koristili smo

oc¢ekivani broj putnika na izlazu umesto raspodelu. Ovaj jednostavan slucaj je privlaan zbog

svoje jednostavnosti, iako mozda nije optimalno koristiti srednju vrednost. U nastavku,

pretpostavi¢emo da je broj putnika koji se pojavi na izlazu konstanta 1 izraCunati optimalnu stopu
prebukiranosti koriste¢i razli¢ite funkcije raspodele da modelujemo broj putnika koji se pojave na

izlazu.

U nastavku pretpostavljamo sledece:

1.

Broj putnika koji se pojavi na izlazu je sluajna promenljiva sa binomnom raspodelom,
odnosno S(B)~Bi(B, a), gde je a konstanta.

. Verovatnoc¢a da se jedan putnik sa kartom pojavi na izlazu je nezavisna od verovatnoce da

se neki drugi putnik sa kartom pojavi na izlazu.

Putnici koji otkazu rezervaciju se tretiraju kao putnici kopi se nisu pojavili na let

Putnici koji su se pojavili na izlazu ali nisu dobili mesto na letu dobijaju naknadu troskova
uiznosu f + R, gde je R naknada iznad cene karte. Pretpostavi¢emo da svaki prekobrojni
putnik dobija iste troSkove naknade.

Grupne rezervacije (kupovine) karte nisu dozvoljene, i tretiraju se kao individualne
rezervacije.

Teorema 4.2 [1]

Neka vaze pretpostavke 1-5. Tada, prihvatamo B + 1 zahtev za rezervaciju (kupovinu) karte ako

vazi

c-1

(i) ak(1—a)b* >

k=0

R+f"
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Dokaz [1] :

Neka je U(B) prihod avio kompanije ukoliko proda B karata. Tada je U(B) jednak razlici izmedu
prihoda od prodatih karata od putnika kopi se pojave na izlazu i troSkova naknade u slucaju
prekobrojnih putnika:

U(B) = fS(B) — (R+ fAHIS(B) — C]*.

Neka je E[U(B)] oc¢ekivani prihod. Tada, cilj avio kompanije je da nade optimalnu vrednost B*
koja maksimizira o¢ekivani prihod. Ako je E[U(B)] konkavna funkcija od B, avio kompanija ¢e
prodati B + 1 kartu ukoliko je E[U(B + 1)] — E[U(B)] > 0. Stoga, optimalan broj prodatih
karata B* je najve¢a vrednost od B za koju vazi predhodna nejednakost. Primetimo da je
E[[S(B) — C]*] = 0,z aB < C, $to dalje implicira da je E[U(B)] neopadajuca funkcija za B <
C. Dalje treba da pokazemo da je E[U(B)] konkavna funkcijaza B > C.

E[U(B+ D] -E[U(B)]
=fEISB+D]-ESBD - R+ HESB +1) - CI*]-E[SB) - C1'D
= f(a(B+1) —aB)
B+1 B
~®R+p| ) (B-;l)ai(l—a)B“_i(i—C)— > (l:)ai(l—a)B‘i(i—C) .

i=C+1 i=C+1

Znamo da za binomne koeficjente vazi (B 1’1) = (lf ) + (i B 1), Sto dalje implicira

B
=fa—R+H[aBrB+1-0)+ Z (]f)aia — )BT - ©)

i=C+1
Y (P ea-aramo- Y (Dea-ar-oy
i=C+1 i=C+1

B

=fa-R+[aP'B+1-0)+ Z (i f 1) al(1— )7 - C)

i=C+1
—a .ZB: (?) at(l—a)B7i(i - 0)].

Neka je k = i — 1. Tada je gornji izraz jednak
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B-1

= fa— R+ [P B+1-0C) + Z ('Z)akﬂa @Rk +1-0)

k=C
—a ZB: (?) at(1—a)B~i({i — O)]
i=C+1
B
N B B
= fa— R+ f)[ (B +1 C)+;(k
- Z (et -ay-ia-o)
B
Kk

B
=fa—R+[a?'(B+1-0)+ a1 (1 — )"
2,)

)ak+1(1 — @) k(k+1—C)

= fa—(R+f) kZ: (i) (1 — )Pk,

Odatle sledi da je

E[luB+ D] -E[UB)] - (E[UMB)] -E[UB -]

- —(R+ f)[kz:(i) k(1 — @)BF — ZZ_: (B ; 1) Q1 — @)B17F ]

— —(R + f) [(ZB+1 + Z(B ; 1) ak+1(1 _ a)B—k + Z (l]j : i‘) ak+1(1 _ a)B—k

_ 321 (B ]: 1) ak*+1(1 — a)B—l—k]
k=C

B-1 B-1
= —(R+ f)[aP* + 2, (i : i) ak+1(1 — @)Bk — kzc (B ]: 1) a+2(1 — @)B=17K]

Neka je z = k + 1. Tada je gornji izraz jednak
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B-1

=—(R+ f)[aB* + ZB: (i:;) a?(1—a)B7 — Z (B ]: 1) akt1(1 — a)B)

z=C+1 k=C
- ), (1 - 3 (0 emasor
z=C z=C+1

=—R+f) (? - 1) S (1 — @)BC
<0.

Kako je E[U(B + 1)] — E[U(B)] strogo opadajuca funkcija od B, za B > C, sledi da je E[U(B)]
konkavna funkcija od od B, za B > C. Stoga, avio kompanija ¢e prodati B + 1 kartu ako vazi
E[U(B + 1)] — E[U(B)] > 0, odnosno ako vazi

fa—@R+f) Z (i) a1 — @)B* > 0

c-1
F>@®+f) (1 - (i) k(1 — a)B"‘>

k=0
N (B) ak+1(1 _ a)B—k > L

£ \k R+f’

Sto je 1 trebalo pokazati. "

Napomena 4.3 U ovom slucaju, pretpostavljamo da je broj putnika sa kartom koji se pojavi na
izlazu slu¢ajna promenljiva sa binomnom raspodelom. Ukoliko putnici rezerviSu karte ili otkazu

rezervaciju karte u malim grupama, tada pretpostavka da se grupne rezervacije tretiraju kao
individualne viSe ne vazi, i raspodela vise nije binomna.

Empirijske studije su pokazale da normalna raspodela daje dobru aproksimaciju za funkciju
traznje. Stoga, u nastavku ¢emo broj putnika koji se pojavi na izlazu (koji smo modelovali
binomnom raspodelom) aproksimirati normalnom raspodelom. Kako je u predhodnom slucaju
broj putnika koji se pojavi na izlazu imao binomnu raspodelu, odnosno S|B~Bi(B, @), ukoliko
aproksimiramo normalnom raspodelom, broj putnika ima normalnu raspodelu sa parametrima
uio? gdejeu =aBioc? =a(l—a)B.
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Teorema 4.3 [1]

Neka je f cena karte, R° naknada tro§kova prekobrojnom putniku, a verovatnoca da se putnik sa
kupljenom kartom pojavi na let i broj putnika koji se pojavi na izlazu ima nornalnu raspodelu,
S|B~N(aB, a(1 — a)B). Tada je optimalna granica prebukiranosti B (optimalan broj prodatih
karata ) je odredena slede¢im izrazom

(C —aB) —
( (C —aB) )_ R° +(p((a(1—a)B)2) l-a
(a(l-a)B)?) f+R° 2VBa ’
gde su @(+) i ¢(-) funkcija raspodele i gustina raspodele standardne normalne raspodele N (0,1).
Dokaz [1]:

Avio kompanija ima za cilj da maksimizira o¢ekivani prihod koji je jednak prihodu od prodatih
karata ukoliko je broj putnika koji se pojavi na izlazu manji od kapaciteta aviona. Ukoliko je broj
putnika na izlazu veci od kapaciteta aviona, prihod je umanjen za troSkove naknade. Odnosno,
prihod avio kompanije je jednak

fS, 0<S<cC

U(B,S$) = {fC —R°(S-C), S>C,

1 stoga ocekivani prihod je jednak

E[U(B,S)] = fcfse(sw) ds + foo(fc — R°(S — €))6(S|B)dS,
0 Cc

_G=w?
gde je 6(S|B) gustina raspodele uslovne raspodele, 8(S|B) = G;me 202 gde jeje u =aB i
0?=a(l—a)B. Neka je 0O(C) = f_coo 0(S|B)dS wuslovna funkcija raspodele slucajne

promenljive S. Tada je

c-u

¢ ¢ 1 _e=w? s 1 _x C—u
0(0) =f 9(5|B)ds=f T ds=f e zdx=c1>( )
—o —o OV2T —w  OV2T a

Koriste¢i poslednji izraz u izrazu za o¢ekivani prihod dobijamo

E[U(B,S)] = fwaB(S|B) dS—fwaH(S|B) dS—fO £SO(S|B) dS
—oo C —0o0

+ foo(fc —R°(S—€))6(S|B)dS
C

34



= fu—(f +R°) fOOSH(SlB) ds + (f +R°) ijB(SlB)dS
c c

= fu—(f +R°) fc SO(SIB) dS + (f + RO)C(1 - 0(C))

0 0 ¢ C 1 _ew?
f SO(S|B) dS =f SO(S|B) ds-j SO(SIB) dS = u —j S e 207 dS
C —o0 —o0 —0 OV2T
_(C=w?
fe 202 ) 1 d< _(S_!’é)2> J,C 1 _(S_I';)st , 1 _(C_lé)z
= =+ o e 20 — e 20 = +o0oc——e 20
) ovZn ") ovzm Hr

—10(C0) = u(1-0(0)) +0%0(C) = <1 - (ijl)) + “‘p(%)

Ubacivanjem poslednjeg izraza u uzraz za oc¢ekivane prihode dobijamo
E[U(B,S)] = fu— (f + R%) (u (1 —® (%”)) + ocp(%“)> + (f +R°)C (1 —® (%“)) -
fu—U+R%<m%%%—wc—m(r—¢@}D)

Diferenciranjem po B i izjednacavanjem izvoda sa nulom dobijamo

9 EHU(B,S)] C—m\ o atp(c_“) C—pu
_ ’ — _ 0 il P o _ —
0=—3s Ja (f+R)‘p( o )ZB+U B +“<1 (D( o ))
RN
I+ RO = 1) —5=
dp(=E dd(E
S obzirom da je a% + (C — u)%‘) = 0, dobijamo da je

a (1 - o (C;ﬂ)) =t _ (0] (C_—u) = odakle dobijamo izraz za optimalnu granicu

o ~ F+RO c 2B °

prebukiranosti (optimalan broj prodatih karata)

C—u R° C—u\ o
() e () m
o f+R° o /2u
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(C—aB)
_ 0 ol ————==)Vi-«a
odnosno ¢ ( (a((i_:j;)z) = ff o ((a(l_za\)/%? , §to je 1 trebalo pokazati. .

Predhodne tri teoreme su jedan od jednostavnih na¢ina da izraCunamo optimalan broj karata koje
avio kompanija odluc¢i da proda, odnosno optimalna granica prebukiranosti. U tim slucajevima,
ignorisali smo traznju putnika za kartama i pretpostavili da ¢e avio kompanija prodati sve karte
koje pusti u prodaju. Ova pretpostavka je opravdana u sluc¢aju da imamo jednu putnu klasu, §to
¢emo 1 pokazati u nastavku. Ukoliko imamo vise putnih klasa, na primer, poslovnu i ekonomsku,
izraCunavanje optimalne granice je komplikovanije, i trebalo bi ukljuciti traznju za kartama
ekonomske 1 poslovne klase.

Teorema 4.4 [1]

Neka vaze uslovi predhodne teoreme. Tada, optimalna granica prebukiranosti ne zavisi od traznje
putnika za kartama.

Dokaz [1]:

Neka je U(B, D, S) ukupan prihod ¢iju oCekivanu vrednost avio kompanija zeli da maksimizira.
Primetimo da za razliku od predhodne tri teoreme, dopustamo da prihod zavisi od traznje za
kartama D. Tada je broj putnika koji se pojavi na izlazu modelovan slu¢ajnom promenljivom
S(min{B,D}), koja sada zavisi i od D. Neka je D slu¢ajna promenljiva sa gustinom raspodele
g(x). Tada je o¢ekivani prihod jednak

E[U(B,D,S)] = f £ E[ S(mi 1B, x})]g(x)dx — f (R + F)[S(mi (B, x}) — C]* g(x)dx
0 0
B (o) B
f FEIS()] g()dx + f FEIS(B)] g()dx — (R + ) f E[SG) — CT*g(o)dx
0 B 0

B
~@R+1) f E[S(B) — C]* g (x)dx.

Diferenciranjem po B i izjednatavanjem izvoda sa nulom dobijamo

J E[S(B)]

d D,
_ ElU(B,D,S)] = £S(B)g(B) +f f———— 3B g(x)dx — fS(B)g(B)

0B

—~R+E[SB)—CI"g(B) + (R + f)E[S(B) — C]*g(B)

0E[S(B) —
—R+f) f 5% I g
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0E[S JdE[S(B) —CI*
=f%pr{023}—m+f) E[(G)B ]

Pr{D = B}.

Stoga, dobili smo da je

9 E[S(x)] dE[S(B) — CI*

=55 "+ 753

odnosno da traznja D ne utiCe na broj karata koje avio kompanija pusti u prodaju.
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Cena karte

4.2 Static¢ki model sa viSe putnickih klasa

U statickom modelu sa jednom klasom, posmatrali smo slu¢aj kada su sve karte za let identi¢ne,
odnosno svi putnici lete istom klasom. Medutim, veéina avio kompanija prodaje karte za razlicite
klase, najces¢e poslovnu i ekonomsku klasu. Iz tog razloga, uopstiCemo osnovni model
uvodenjem viSe klasa na letu. Prvo ¢emo definisati strategije koje avio kompanija koristi u
modelu sa vise klasa.

Buking granice su kontrole (strategije) koje odreduju maksimalan broj karata koje mogu biti
prodate svakoj klasi u odredenom vremenskom trenutku. Razlikujemo dve vrste buking granica:

e Parcijalne

o  Umetnute

U slucaju parcijalnih buking granica, ukupan dostupan kapacitet je podeljen na odvojene
blokove, svaki blok predstavlja broj sedista dostupan datoj klasi. Na primer, ukoliko je dostupan
kapacitet 30 sediSta, parcijalne buking granice mogu biti 12 sediSta za prvu klasu , 10 sedista za
drugu klasu, i 8 sedi$ta za tre¢u klasu. Slika 4.1 ilustruje ovaj koncept.

U sluc¢aju umetnutih buking granica, kapaciteti dostupni svakoj klasi se preklapaju na
hijerarhijski nacin : klasi sa viSom cenom karte dostupan je kapacitet rezervisan za klase sa nizom
cenom karte. Stoga, buking granica za prvu klasu je ukupan dostupan kapacitet.
Na primer, sa istim dostupnim kapacitetom od 30 sediSta, i umetnutim buking granicama od
b1=30, b2=18 1 b3=8 za klase 1, 2, i 3 respektivno, prihvatili bismo najvise 8 putnika trece klase ,
18 putnika druge klase, i 30 putnika prve klase.

Slika 4.1 Parcijalne i umetnute buking granice

A A
o]
fi 5 i
2
g
f2 = 8 L —
2 ! ’ s —
fi — fa —
Kapacitet Kapacitet
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Glavni cilj umetnitih buking granica je da zaStiti sediSta namenjena poslovnoj klasi, odnosno
ograni¢i broj sedista prodatih ekonomskoj klasi dozvoljavajuci joj sedista koja bi u krajnjoj liniji
ostala nepopunjena. U slu€aju parcijalnih granica, zahtev za rezervaciju za prvu klasu nece biti
prihvacen cak i ako sva sediSta druge klase nisu popunjena. Stoga, avio kompanija ograni¢ava
mogucnost da prihvati neocekivani porast traznje za sediStima prve klase i gubi potencijalni
prihod ukoliko ne koristi umetnute granice. Kako je o¢ekivani prihod avio kompanije ukoliko
koristi umetnute granice veci ili jednak od oc¢ekivanog prihoda ukoliko koristi parcijalne granice ,
koncentrisa¢éemo se na modele sa umetnutim granicama.

Nivo protekcije za datu klasu je minimalan broj sedista koji treba da bude sacuvan za tu klasu 1
dostupan svim viSim putnickim klasama. Nivo protekcije za datu klasu je jednostavno razlika
izmedu sopstvene buking granice i buking granice naredne klase.

Za sada, pretpostavljamo da avio kompanija ne prodaje viSe karata nego $to je kapacitet leta, da
nema putnika koji se nisu pojavili na let ili otkazali rezervaciju. Tada, cilj avio kompanije da
odlu¢i koliko karata da proda prvoj klasi, koliko drugoj klasi tako da ukupan broj karata ne
premasSuje kapacitet leta. Prvo ¢emo sumirati osnovne pretpostavke i optimalnu strategiju
Littlewood-ovog modela sa dve klase, a zatim proSiriti model i dozvoliti nepojavljivanje na let,
otkazivanje rezervacije i koriS¢enje strategije prebukiranosti.

4.3 Littlewood-ov model sa dve putnicke klase

Littlewood je prvi predlozio kako pronacéi optimalnu strategiju avio kompanije u slucaju dve
putnicke klase sa umetnutim granicama. Intuitivno, ideja je da se izjednac¢i marginalni prihod od
prodaje karata dveju klasa, odnosno prestati sa prodajom karata druge klase ukoliko je o¢ekivani
prihod od prodaje karte prve klase veci od ocekivanog prihoda od prodaje karte druge klase.

Primetimo da pretpostavka iz modela sa jednom putnickom klasom da avio kompanija prodaje
karte po principu ko prvi dode dobije kartu, vise ne vazi. Ukoliko bi pretpostavka vazila, avio
kompanija bi najverovatnije popunila let prodajom karata putnicima ekonomske klase jo$ na
pocetku rezervacionog perioda. Putnici koji bi kasnije kupili karte, naj¢es¢e putnici poslovne
klase, bi platili viSu cenu karte ali avio kompanija ne bi imala viSe karata da im proda. U tom
slucaju, avio kompanija bi imala trosak neoptimalno iskoriS¢enog sedista. Stoga, u ovom modelu
pretpostavljamo da zahtevi za rezervaciju karte ekonomske klase pristizu pre zahteva za
rezervaciju karte poslovne klase. Cilj je da se pronade optimalna strategija, odnosno optimalna
granica prodatih karata ekonomske klase da bi se sacuvala sedista poslovne klase.

Najjednostavniji model upravljanja prihodima pretpostavlja dve klase sa cenama karata f; > f;,
gde je f; cena karte za prvu (poslovnu) klasu i f, cena karte za drugu (ekonomsku) klasu.
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Kapacitet aviona je C, i ne postoji moguénost otkazivanja rezervacije, nepojavljivanja na let i
prebukiranosti. Slucajna promenliva kojom modelujemo traznju za rezervaciju sediSta i njena
funkcija raspodele klase j, j € {1,2}, su oznacene sa D; i Fj(-), respektivno. Pretpostavljamo da se
traznja za rezervaciju sediSta ekonomske klase realizuje prva. Neka je y; nivo protekcije za
poslovnu klasu i b; i b,, buking granice za poslovnu i ekonomsku klasu. Problem koji se
postavlja je koliko zahteva za rezervaciju sediSta ekonomske klase treba prihvatiti pre nego Sto se
realizuje traznja prve klase.

Logika reSavanja problema je sledeca : neka je x preostali kapacitet aviona, i pristize zahtev za
rezervaciju sedista poslovne klase. Ukoliko se zahtev prihvati, avio-kompanija ostvaruje prihod
f>. Ukoliko se zahtev ne prihvati, x-to sediste ¢e biti prodato po ceni f; ako je traznja prve klase
jednaka x ili veca, odnosno ako je D; = x. Stoga, ofekivani marginalni dobitak od rezervisanja
x-tog sediSta za prvu klasu je f; P(D; = x). Dakle, logi¢no je prihvatiti zahtev druge klase sve
dok je cena karte druge klase ve¢a od oc¢ekivanog marginalnog dobitka, odnosno ako vazi :

f2 = fiP(D; = x).

Primetimo da je desna strana u gornjem izrazu opadajuca po x, Sto implicira da postoji optimalni
nivo protekcije y; tako da prihvatamo zahtev ekonmske klase ako je preostali kapacitet veci od
y1 (x = yi ), odnosno odbijemo zahtev ekonomske klase ako je preostali kapacitet manji od y;
(x < y7). Formalno, y; zadovoljava

fo<fiP(DyZy) i

f2= iP(Dy = y; +1).

U slucaju da je funcija raspodele F; (x) traZnje prve klase neprekidna, nivo protekcije y; se moze
izracunati na jednostavniji nacin :

f = fiP(Dy > yi), odnosno, yi = Fi* (1-£),

Sto je poznato kao Littlewood-ovo pravilo.

Optimalna strategija za reSavanje najjednostavnijeg problema upravljanja prihodima je :
e Postavljanje nivoa protekcije y; za prvu klasu, dobijenog Littlewood-ovim pravilom,
e Postavljanje buking granice za drugu klasu b, = C — yy,
e Kori¢enje kontrole licitirane cene, sa licitiranom cenom (x) = f;P(D; > y7).

Dokaz za optimalnu strategiju ¢emo dati u generalizovanom modelu sa n klasa koji se nalazi u
nastavku.

Primer 4.1 :
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Pretpostavimo da je D; : N(u,0?) , odnosno D; ima normalnu raspodelu sa sredinom u i
standardnom devijacijom o. Tada, koriste¢i Littlewood-ovo pravilo dobijamo F;(y;) =1 —;—2 ,
1

Sto dalje implicira da je optimalni nivo protekcije za prvu klasu jednak:
* -1 _ f_2
yi=Hu + o (1 fi ) g,

gde je ®71(+) inverzna funkcija funkcije standardne normalne raspodele N'(0,1). Stoga, za
poslovnu klasu ¢uvamo dovoljno sediSta da zadovolji njenu traznju, u, plus - minus faktor koji
zavisi od odnosa cena karata i standardne devijacije traznje.

Ako je f,/f1 > 0.5, optimalni nivo protekcije za prvu klasu je manji od aritmeticke sredine dveju
o¢ekivanih traznji; ako je f,/f; < 0.5, optimalni nivo protekcije za prvu klasu je veéi od
aritmeticke sredine dveju ocekivanih traznji. U sustini, $to je koli¢nik f,/f; manji, viSe sediSta
ostavljamo za prvu klasu. Ovo ima intuitivnog smisla jer spremni smo da prihvatimo veoma
nisku cenu karte druge klase samo ako su Sanse da prodamo kartu po vi$oj ceni veoma male.

Da sumiramo, Littlewood-ovo pravilo kojim oderedujemo optimalan nivo protekcije za poslovnu
klasu y; iz jednakosti f, = f;P(D; > y;) nam kaze kada avio kompanija treba da prestane da
prodaje karte za ekonomsku klasu i koliko sediSta da sauva za poslovnu klasu.

4.4 Littlewood-ov model sa dve putnicke klase i metodom prebukiranosti

Littlewood-ovo pravilo kao strategija avio kompanije ne uzima u obzir moguc¢nost otkazivanja
rezervacije 1 nepojavljivanja na let, kao ni koriS¢enje prebukiranosti. Stoga, od interesa bi bilo
modifikovati Littlewood-ovo pravilo tako da uzima u obzir gore pomenute mogucnosti. Funkcije
raspodele traznje za kartom prve ili druge klase ostaju nepromenjene. Razlika se ogleda u tome
da svaki prihvacen zahtev za rezervaciju sediSta ne generiSe siguran ostvareni prihod zbog
mogucénosti otkazivanja ili nepojavljivanja na let. Neka je

ay verovatnoca da se putnik sa kartom ekonomske klase pojavi na izlazu,

a, verovatnoca da se putnik sa kartom poslovne klase pojavi na izlazu,

gde su 0<ay,a, <1, 1 pretpostavljamo da su ova dva dogadaja nezavisna. Dalje,
pretpostavljamo da zahtevi za rezervaciju sediSta pristizu prvo od ekonomske klase a zatim od
poslovne. Pretpostavimo da je jedan takav zahtev poslat avio kompaniji. U tom slucaju, avio
kompanija treba da odluci da li da prihvati rezervaciju i time smanji broj karti poslovne klase za
jedan, ili da odbije zahtev. Sada, y; predstavlja optimalni nivo protekcije za poslovnu klasu koji
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avio kompanija zeli da nade uzimajuéi u obzir nepojavljivanje putnika 1 mogucnost
prebukiranosti.

Ukoliko avio kompanija prihvati zahtev za rezervaciju jos jednog sediSta ekonomske klase, tada
¢e za poslovnu klasu ostati y; — 1 sediste. U suprotnom, ukoliko avio kompanija odbije zahtev,

za poslovnu klasu ostaje y, sediste.

Ukoliko je zahtev prihvacen, 1 prodaja karata ekonomske klase je zavrSena, avio kompanija ¢e
generisati prihod jednak

U(1) = fiaymi {y; — 1, D1} + fra,.

Ukoliko je zahtev odbijen, prihod je jednak

U(0) = fiaymi {yy, D}.

Stoga, o¢ekivani prihod je

y1—-1 o
E[U(D)] = f1051(z Dip;(D;) + Z 1 — Dp1(D)) + fraz
D;=0 it Dy=y; _
E[U(0)] = f1051(z Dip,(Dy) + Z y1p1(D1)).
D=0 D1=y,

Optimalni nivo protekcije za poslovnu klasu y; mora biti takav da je daje veéi prihod, odnosno
da je optimalno prihvatiti rezervaciju ako je E[U(1)] = E[U(0)].

yi—1 ©
f1“1(z Dip,(Dy) + Z 1 — Dp1 (D)) + frax,
D1=0 D1=y4
y1—1 oo
2 flal(z Dyp,(Dy) + Z y1p1(D1)).
D=0 D=y,

Sledi da zahtev za rezervaciju sedista poslovne klase treba da bude prihvacen ako vazi

fa; = fiay Z p1(Dy).

Di=y;

Najmanji broj y; koji zadovoljava gornju nejednakost je optimalan nivo protekcije za poslovnu
klasu, ¢ime dobijamo izmenjeno Littlewood-ovo pravilo.
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Napomena 4.4 [z gornje jednacine dobijamo samo otpimalan nivo protekcije za poslovnu klasu
y;. Medutim, ne mozemo da dobijemo optimalnu granicu prebukiranosti B; i B, za obe klase.

Medutim, moZemo izraCunati optimalnu granicu prebukiranosti za prvu klasu B;", koja je
dostupna za sve klase, a zatim optimalnu granicu prebukiranosti za drugu klasu koriste¢i B," =
B;" —y,*. Rezultat je da ¢e svaka klasa biti prebukirana za isti procenat. Optimalne granice
prebukiranosti mozemo izraCunati koriste¢i ponderisanu cenu karte kako sledi

f _ 2?:1 f:lE[Dl]
i EID]
Stoga, ukupan oc¢ekivani prihod koji avio kompanija zeli da maksimizira je jednak

fS(mi {By,D}) — RE[S(mi {B,,D}) — C]*,

gde je kao 1 ranije R troSak naknade u slucaju prekobrojnog putnika (dobrovoljno ili
nedobrovoljno prekobrojnog), i D = D; + D, ukupna traznja za kartama prve i druge klase. 1z
predhodnog poglavlja sa jednom putnickom klasom, znamo da traznja za kartama ne utice na
optimalnu granicu prebukiranosti, pa je ocekivani prihod jednak

fS(By) — RE[S(By) — C]*.

Dalje, optimalnu granicu prebukiranosti B;* mozemo prona¢i koriste¢i drugo ili tre¢e pravilo iz
predhodnog poglavlja, kada S ima binonmu ili normalnu raspodelu.

Modeli koje smo posmatrali u ovom poglavlju su staticki, Sto znaci da broj karti koje avio
kompanija treba da proda je odreden na pocetku rezervacionog perioda. Strategijom optimalne
granice prebukiranosti, avio kompanija maksimizira ocekivani prihod, odnosno minimizira
ocekivani troSak. Strategije koje smo razmatrali su optimalne ukoliko zahtevi za rezervaciju
pristizu prvo od ekonomske klase a zatim od poslovne, i ukoliko se predvidenja traznja ne menja
u toku rezervacionog perioda.

U stvarnosti, realizovana traznja ne mora da bude jednaka predvidenoj, i avio kompanija ima
mogucénost da menja granicu prebukiranosti za vreme rezervacionog perioda. Stoga, ukoliko
mozemo da dobijemo podatke realizovane traznje za vreme rezervacionog perioda, mozemo
koristiti staticki model viSe puta Sto je u stvari aproksimacija za dinamicki model o kom ¢emo
re¢i vise u slede¢em poglavlju.
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4.5 Littlewood-ov model sa n putnickih klasa

Model sa n > 2 klasa je generalizacija modela sa dve klase. Neka su klase numerisane tako da
vazi f; > f, > - > f,, odnosno cena karte u najvisoj putnickoj klasi je veca od cene karte u
drugoj klasi, dok je cena karte u poslednjoj putnickoj (n —toj) klasi najniza. Pretpostavljamo da
traznja za sediStem u n —toj klasi stize u prvom periodu (period n), traznja za sediStem u n — 1-
0j stize u periodu n — 1, traznja za sediStem u prvoj klasi stize u poslednjem periodu (period 1).
Kako postoji korespodencija izmedu broja klasa i broja perioda, oba ¢emo indeksirati sa j.

Neka x, kao i u modelu sa dve klase, predstavlja preostali kapacitet aviona. Na pocetku svakog
perioda j, traznje Dj, Dj_q, -+, Dy se nisu jo§ realizovale. U svakom periodu j, slede¢i dogadaji se
desavaju:

e Realizacija traznje D;, dobijamo posmatranu vrednost traznje.

e Odlucujemo koju vrednost (koli¢inu) u traZznje D; da prihvatimo, pri ¢emu je prihvacena
koli¢ina manja od preostalog kapaciteta, odnosno u < x. Stoga, optimalna kontrola u* je
funkcija perioda j, preostalog kapaciteta x, i traznje Dj, u™ = u” (j, X, D-).

e Ostvaruje se prihod fju, 1 prelazimo u slede¢i period j — 1 sa preostalim kapacitetom
X —U.

Redosled dogadaja je pretpostavljen iz analitickih razloga; optimalnu kontrolu u* izvodimo kao
da je odluka koju koli¢inu traznje da prihvatimo doneta posle poznavanja realizovane traznje D;.
U stvarnosti, traznja D; se realizuje tokom perioda j, i optimalna kontrola mora da se pronade pre
posmatranja celokupne traznje D; . Medutim, ispostavlja se da nam u pronalaZenju optimalne
kontrole nije potrebno prvenstveno poznavanje D;, pa pretpostavka o poznavanju D; nije
restiktivna.

Neka V;(x) predstavlja vrednosnu funkciju na pocetku perioda j. Kada je realizovana vrednost D;
posmatrana, vrednost u je izabrana tako da maksimizuje prihod ostvaren u periodu j plus prihod
koji ¢e se ostvariti u preostalim periodima, u periodima j — 1, ..., 1 :

fiu+ Vi1 (x —u),

sa ograni¢enjem 0 <u < mi r{Dj,x} . Vrednosna funkcija na pocetku perioda j, V;(x), je stoga
oc¢ekivana vrednost optimizacije gornjeg problema. Dakle, Belmanova jednacina glasi :

CE ey

OSuSmjn{D/ X

sa grani¢nim uslovima Vy(x) =0, x =0,1,..,C.

Vrednosti u* koje maksimiziraju desnu stranu gornje jednakosti za svako j i svako x formiraju
strategiju optimalne kontrole za ovaj model.
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Posmatramo slu¢aj kada traznja i kapacitet uzimaju diskretne vrednosti. DefiniS§imo sa
AV, () = V() — V(x — 1)
ocekivanju marginalnu vrednost kapaciteta u periodu j, odnosno ocekivani prihod x-tog sedista.

Teorema 4.5 [1]

Za marginalne vrednosti AV;(x) funkcije vrednosti V;(x) vazi sledece :
(i) AVi(x +1) < AVj(x), zaVx,j
(ii) AVj, 1 (x) = AVj(x), za Vx,j.

Interpretacija teoreme je sledeca : za dati period j, marginalna vrednost je opadajuca funkcija od
preostalog kapaciteta; za dati preostali kapacitet, marginalna vrednost je rastuc¢a funkcija broja
preostalih perioda.

Dokaz [1] :
U dokazu ¢emo koristiti slede¢u lemu ¢iji se dokaz nalazi u nastavku.

Lema 4.1 [1]
Neka je funkcija g : Z, — R konkavna, i funkcija f : Z, — R definisana sa

fx) = a=r5,‘i,’_‘_.,m{ar +9(x—a)}

za svako fiksno r > 0 i nenegativan ceo broj m < x. Tada je f(x) takode konkavna za x > 0.
Prvo dokazujemo deo (i) propozicije, da je marginalna vrednost AV;(x) nerastuéa po x (odnosno
da je V;(x) konkavna funkcija od x ). Dokaz sprovodimo indukcijom po j.

1. Za j=0:
Primetimo da je u poslednjem periodu, periodu 0, V,,,;(x) = 0 za sve x, §to je trivijalno
konkavna funkcija od x.

2. Pretpostavimo da je V;_; (x) konkavna funkcija od x.

3. Pokazimo da je V;(x) konkavna funkcija od x. Podsetimo se da je

I/j(x)zE[ max }{fju+le(x—u)}}

O<u<min{D; ,x
Unutra$nja maksimizacija je upravo oblika kao u lemi sa m = mi r{Dj, x}. Stoga, sledi da je
funkcija
H,(D;,x)= max }{fju+ijl(x—u)}

0Su£min{DJ X
konkavna po x za bilo koju realizaciju D;. Kako je Vj(x) =E D [H(D;,0)], Vi(x) je
ponderisana aritmeticka sredina funkcija konkavnih po x, sledi da je V;(x) takode konkavna
po x.

Dokaz (ii):
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Deo (ii) govori da je marginalna vrednost za fiksan kapacitet x, manja u periodu j nego u periodu
j + 1. Dokaz sledi na osnovu slede¢ih nejednakosti:
AVi(x) =

E [rj mi n{Dj, (x — y]’-k_l)+} +Vioq (x —mi n{Dj, (x - 3’;—1)+})]
—F [rj mi n{Dj, (x -1- yj*_2)+} + Vi1 (x —mi n{Dj, (x —-1- yf_z)Jr})]
> B [ymin{Dy, (x = j2) "} + Vs (= mi nfDy, (- j2) )]
-E [rj mi n{Dj, (x—1- y}‘_z)+} + Vi (x —1-mi n{Dj; (x - J’f—z)+})]

E[av;_y (x = min{D;, (x = yj-1)"})]
AV;_; ().

v v

Prva nejednakost sledi zato Sto je y;_; optimalni nivo protekcije u periodu j—1, druga
nejednakost sledi iz nenegativnosti mi n{Dj, (x — y}‘_z)+} —mi n{Dj, (x o yjf"_z)+}, i
poslednja nejdnakost sledi iz dokazanog dela pod (i) da je AV;_; (x) opadajuca funkcija od x.

Dokaz Leme 4.1 [1]:

Koristicemo sledecu definiciju konkavnosti:

Definicija 4.1 [1]
Funkcija definisana na skupu nenegativnih celih brojeva g : Z, - R je konkavna ako vazi

g(x + 1) — g(x) je nerastuca za x = 0.

Primetimo prvo da smenom promenljivih y = x — a, moZemo napisati f(x) = f(x) + r x gde je
f(x) = rmxx—msysx{_ar + g()’)}

Analizirajmo funkciju f(x). Neka je y* = ar gmé({—ar+ g()}. Kako je g(y) konkavna,
y=

—ar + g(y) je takode konkavna, neopadajuca za y < y*, i nerastu¢a za y > y*. Stoga, za dato m

ir,
—xr + g(x) x<y*
f) =4y r+g907) y'<x<y'+m
—(x—m)r+glx—m) x=y'+m

Za x < y*, koristei ¢injenicu da je g(x) konkavna dobijamo:

f+D)—f)=-r+gx+1)— gk
<-pt+tglx)—gkx-1)

= f() - fx - D).
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Zay* <x <y*+m, sledi daje f(x +1) — f(x) = 0, §to je trivijalno konkavna funkcija od x
na ovom intervalu.

Konacno, za x = y* + m, Koristeéi ¢injenicu da je g(x) konkavna dobijamo:
fx+1D)—-fx)=-r+gx+1-m)—glx—m)
<-p+glx—-m)—gx—1-m)
=f0) - flx—1).

Kako je f(x) = f(x) + r x i f(x) konkavna za x > 0, sledi da je f(x) konkavna za x > 0.

Teorema optimalne strategije daje smernice na koji na€in prona¢i optimalne nivoe protekcije y;.

Iz Belmanove jednacine i definicije AV;(x) dobijamo:

Vj+1(x) = V](x) +E

u
nax Z}‘j+1—AI/j(x+1—z)
OSuSmin{Dj+1,x} ~

pri ¢emu je suma jednaka nuli ukoliko je u = 0.

Kako je AV;(x) opadajuca po x, iz (i) sledi da su ¢lanovi sume f;,; — AV;(x + 1 — z) opadajuci
po z. Stoga, optimalno je povecavati u sve dok c¢lanovi fj,q —AVj(x + 1 — z) ne postanu
negativni ili se ne dostigne gornja granica ni n{Dj+1, x}, Sta god se prvo desi.

Optimalni nivoi protekcije y; se mogu onda definisati sa

Vi = max {x : fi+1 < AVj(x)} , j=12,..,n—1

Optimalne kontrole su tada date sa
u*(j +1,x, Dj+1) =mi n{(x — yjﬁ")+’Dj+1},

+ L . . .
(x—y;‘) predstavlja viSak preostalog kapaciteta u odnosu na nivo protekcije , odnosno

maksimalan broj sediSta koji smo spremni da prodamo klasi j + 1.

Ukoliko koristimo optimalne buking granice date sa
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bj* =C —yj*_1 , J=2,..,m,
optimalne kontrole su tada date sa
w(j + 1,2, D) = minf(byy — (€ = )", Dy}
Ukoliko koristimo optimalne licitirane cene date sa

M1 (0) = AV (0)
optimalne kontrole su tada date sa

0, firr <mip1(x)

*( 1, ,D. =
u (] t1x J+1) {max{z fie = Mg — Z)}' fi+r = i1 (x)

Teorema optimalne strategije implicira da vazi slede¢i odnos izmedu nivoa protekcije

yi <y; < < y,. Ako se fj,q povectava sa j, a kriva AV;(x) opada sa j, tada optimalni nivo
protekcije y;opada sa j.

Littlewood-ov staticki model sa n klasa mozemo sumirati sledeCom teoremom.

Teorema 4.6 [1]
Za staticki model sa n klasa optimalne kontrole su date sa :
(1) Nivoima protekcije definisanim sa
yi =mx{x: fi < AV}, j=12,..,n—-1

(i1) Buking granicama definisanim sa

bj*:C_y]*—l ) j:2,...,n.
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4.6 Model o¢ekivanog marginalnog prihoda sedista

Kao $to smo videli u predhodnom modelu, raCunanje optimalne strategije ne predstavlja veliki
racunski problem. Medutim, ovaj model nije mnogo koris¢en u praksi. Jedan od razloga je taj Sto
se deregulacija avio industrije desila sedamdesetih godina dvadesetog veka, deceniju pre razvoja
teorije optimalne kontrole. Jedini model optimalne kontrole u to vreme je bio ve¢ pomenuti
LIttlewood-ov model sa dve putnicke klase.

Mnoge avio kompanije koriste jedan od statickih modela koji ¢emo opisati u nastavku, prvi put
pomenut u [2], koji pokuSavaju da uopste Littlewood-ov model na n klasa. Jedan od razloga
njihove popularnosti je taj Sto su jednostavniji da se kodiraju, i u vecini slucajeva dobija se prihod
koji je blizu optimalnog, sa 0.5 procenata moguce razlike.

Pretpostavka da zahtevi za rezervaciju pristizu sekvencijalno, u rastu¢em poredku od najnize
putnicke klase do najviSe i1 dalje vazi, i takode da se cene karte takveda f; > f, > - > f,,. Kaoi
u predhodnom modelu, neka je Fj(x) funkcija raspodele traznje za kartom putnicke klase j, ali u
ovom modelu, zbog jednostavnosti, pretpostavljamo da su traznje sluCajne promenljive
neprekidnog tipa.

U ovom modelu, koristimo aproksimaciju tako da se problem svodi na problem dve klase u
svakom periodu, a aproksimaciju dobijamo agregacijom traznji; traznja za kartama viSe putnicke
klase (buduca traznja) je sumirana u jednu traznju.

Pretpostavimo da se nalazimo u periodu j + 1, kada Zelimo da odredimo nivo protekcije y;,
odnosno koliko sediSta da sacuvamo za tu klasu j-tu putnicku klasu i dostupan svim visim
putnickim klasama. Defini§imo buducu agregatnu traznju za kartama j,j — 1, ..., 1 putnicke klase

J
Sj = ZDk,

k=1

sa

1 neka je ponderisani prihod od putnickih klasa 1, ..., j jednak

7 _ Zi= SiEID
T EID]

Tada je nivo protekcije y; odreden Littlewood-ovim pravilom za dve putnicke klase, odnosno
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Kako se za traznju za kartama jedne putnicke klase pretpostavlja da je nezavisna od traznje za
kartama druge putniCke klase, kao i da ima normalnu raspodelu sa parametrima y; i sz, dobijamo
da je nivo protekcije jednak

Yi =u+z0,
gde sup = Z£=1 U, 0% = {(21 o ocekivanje i disperzija agregatne traZnje i

J
sa standardnom normalnom raspodelom. Gore opisanim postupkom racunamo nivoe protekcije

Zg =Pt (1 - %), gde je @ 1(x) inverzna funkcija funkcije raspodele slu¢ajne promenljive

za svaki period j.

Ovaj model ¢emo numericki primeniti na problem avio kompanije, i uporediti ga sa Littlewood-
ovim modelom sa n putnickih klasa.
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5. DINAMICKI MODELI

U predhodnom poglavlju, koriste¢i staticki model pronasli smo optimalnu granicu prebukiranosti
na pocetku rezervacionog perioda, koja se ne menja do poletanja aviona. U statickom modelu,
strategija avio kompanije se sastojala od odluke da prihvati zahtev za rezervaciju sedista ukoliko
optimalna granica prekobrojnosti nije premaSena, ili da odbije zahtev ukoliko je granica
premasSena. Ovakva strategija je optimalna ukoliko pretpostavimo da zahtevi za rezervaciju
pristizu sekvencijalno, prvo od ekonomske klase a zatim od poslovne, 1 ukoliko nema promene
funkcije raspodele traznje.

U stvarnosti, problem prebukiranosti je dinami¢kog karaktera — avio kompanija ima moguénost
da promeni granicu prebukiranosti, odnosno koliko karata da proda, za vreme rezervacionog
perioda kako se vreme poletanja aviona priblizava. U ovom poglavlju, bavicemo se modelima sa
viSe putnickih klasa koji ne pretpostavljaju sekvencijanost u pristizanju zahteva za rezervaciju,
ve¢ zahtevi mogu pristizati po nekom drugom paternu. Ovi modeli ¢e biti diskretnog, dinamickog
tipa, gde je traZnja za kartom neke klase modelovana Poasonovim procesom, koji dalje implicira
koriS¢enje diskretnog Markovljevog procesa odlucivanja. Dalje, stanje sistema ¢e zavisiti od
vremena preostalog do poletanja aviona, kao i od broja rezervisanih karata u svakoj klasi.
Takode, dozvolicemo moguénost da putnik otkaze rezervaciju, 1 stoga, da bi minimizirala
izgubljeni prihod, avio kompanija ima mogucnost prebukiranja leta.

Rezervacioni period je podeljen na periode odlu¢ivanja, koji su dovoljno mali tako da samo jedan
dogadaj (zahtev za rezervaciju ili otkazivanje rezervacije) moze da se desi za vreme jednog
perioda odluc¢ivanja. Ovi periodi ne moraju biti iste duzine, uobiCajeno su kraci $to je vreme
poletanja aviona blize.

Strategija koju avio kompanija primenjuje u ovim modelima sastoji se u slede¢em : odluka da li
da prihvati ili odbije zahtev za rezervaciju karte u zavisnosti od vremena kada je zahtev pristigao.
Ova odluka se bazira na uporedivanju prihoda ukoliko se zahtev prihvati i izgubljenog prihoda
ako bi sediste prodala kasnije viSoj putnickoj klasi, s ciljem maksimizacije prihoda.

Dinamicke kontrole koris¢ene u [3] bice diskutovane u ovom poglavlju. Prvi model predstavlja
jednostavno prosirenje osnovnog modela u [3], i dozvoljava prebukiranost, nepojavljivanje na let
1 otkazivanje rezervacije. Drugi model dozvoljava grupno otkazivanje rezervacije,
nepojavljivanja na let i troSkove naknade.
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1.1 Elementi dinamic¢kih modela

U ovom poglavlju, ne pretpostavljamo da zahtevi za rezervaciju pristiZzu skevencijalno, tj da prvo
pristizu zahtevi za rezervaciju karte poslednje klase, i tek na kraju prve. Rezervacioni period, za
vreme kog zahtevi pristizu modeliratemo kao diskretni dinamicki proces, gde traznja za kartom
bilo koje klase je modelovana Poasonovim procesom, koji dalje upucuje na koris¢enje
Markovljevog procesa odlucivanja. Stanje takvog modela zavisi od vremena do poletanja aviona i
od broja rezervisanih sediSta. S obzirom da dozvoljavamo mogucnost otkazivanja rezervacije,
avio kompanija ima mogucénost kori§¢enja metoda prebukiranosti.

Prvo ¢emo dati pretpostavke koje vaze za prvi i drugi model. Kao i u predhodnim modelima,
posmatramo let aviona kapaciteta C koji leti direktno od tatke A do tatke B, odnosno bez
presedanja. Pretpostavljamo da avion raspolaze sa m putnickih klasa, gde 1 predstavlja prvu
putni¢ku klasu (najvisu), a m ekonimsku (najnizu) putni¢ku klasu, i zahtevi za rezervaciju ne
pristizu sekvencijalno. Svaki putnik moze rezervisati najvise jedno sediSte, odnosno kupiti jednu
kartu. Grupne rezervacije sedista nisu dozvoljene. U trenutku pristizanja zahteva za rezervaciju
sedista, odluka avio kompanije da 1i da prihvati ili odbije zahtev ukljucuje 3 faktora: broj vec
rezervisanih sediSta, vreme do poletanja aviona i putnicka klasa zahteva za rezervaciju.

Oba modela dele sledece pretpostavke :

(1) Kapacitet leta je C; let je direktan i u jednom pravcu,

(2) Let raspolaze sa m putickih klasa (m —najniza, 1- najvisa),

(3) Zahtev za rezervaciju sediSta svake klase je vremenski zavisan proces ,

(4) Putnici sa kartom mogu da otkazu rezervaciju za vreme rezervacionog perioda, tj do
poletanja aviona,

(5) Putnici sa kartom mogu da se ne pojave na let,

(6) Prebukiranost je dozvoljena, sa definisanom naknadom troskova,

(7) Odbijen zahtev za rezervaciju se smatra izgubljenim prihodom, odnosno putnik ¢iji je
zahtev odbijen nece viSe kupiti kartu kod iste avio kompanije,

(8) x predstavlja trenutan broj rezervisanih sedista,

9) x = (xq1,x3, ..., %) je rezervacioni vektor, gde x; predstavlja trenutan broj sediSta
rezervisanih za klasu i.

(10) U.(x)/U;(x) predstavlja maksimalni oéekivani prihod s obzirom da je broj
rezervisanih sedista x i t perioda je preostalo do poletanja aviona.
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1.2 Osnovni model

U ovom modelu, problem maksimizacije prihoda formuliSemo koriste¢i Markovljev proces
odlucivanja, u kom je stanje sistema ukupan broj trenutno rezervisanih sedista. Pretpostavimo da

ima T perioda odlucivanj koji zajedno cine rezervacioni period (vreme od puStanja karata u
prodaju do poletanja aviona), numerisanih u obrnutom hronoloskom redu, t =T,T -1, ... ,1,0,
pri ¢emu period T odgovara pocetku rezervacionog perioda, i period 0 odgovara poletanju aviona.

Pored pretpostavki koje vaze za oba modela, pretpostavljamo sledece:

)]
2)

3)

Nema tro§kova naknade za putnike koji otkazu rezervaciju ili se ne pojave na let.

U svakom periodu t = T,T — 1, ...,1,0, jedan i samo jedan od slede¢ih dogadaja moze
da se desi:

dolazak putnika, odnosno zahtev za rezervaciju sediStau klasii ,i =1, .. ,m,
otkazivanje rezervacije od strane putnika koji ve¢ ima rezervaciju,

nulti dogadaj, odnosno zahtev za rezervaciju sedista u klasi 0.

DefiniSimo sa

pi+ — verovatnocu da se desi zahtev za rezervaciju sedista u klasi i u periodu t,

q:(x) — verovatnoCu otkazivanja rezervacije u periodu t,

Pot (x) — verovatnofu da se desi nulti dogadaj u periodu t (verovatnoéa da nema
rezervacije u periodu t). Sa pretpostavkom da u svakom periodu najvise jedan zahtev za
rezervaciju ili jedno otkazivanje rezervacije moze da se desi, dobijamo da vazi:

YitiDie +qr(x) +poe(x) =1, zaVxivt>1.

Verovatno¢a otkazivanja rezervacije i verovatno¢a nepojavljivanja na let ne zavise od
klase kojoj putnik pripada, Sto implicira da je x jednodimenzionalna promenljiva stanja.
q:(x) je neopadaju¢a i konkavna funkcija od x, za Vt, n=T,T—1,..,1,0.
Pretpostavka da je q;(x) neopadajuc¢a po x izrazava znaci da §to je veéi broj sediSta ve¢
bukiran, veca je verovatnoca da ¢e rezervacija sediSta biti otkazana. Pretpostavka da je
q:(x) konkavna po x je dodata iz tehniCkih razloga (u dokazu da je strategija
prebukiranosti optimalna ).

Pretpostavljamo da je q.(x) = xq;, gde je q; prosetna verovatnota otkazivanja
rezervacije u trenutku t. Putnici otkazuju rezervaciju nezavisno jedni od drugih.

Putnik koji ima rezervisanu kartu ne pojavljuje na let sa verovatno¢om f. Stoga, 1 — f8 je
verovatnoca da se putnik pojavi na let. Zato Sto se svaki putnik sa rezervacijom pojavljuje
na let sa verovatnotom 1 — f , broj putnika koji se ne pojavljuju na let, Y(x), ima
binomnu B(x, 1 — ) raspodelu.
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e Ako je u trenutku poletanja aviona broj putnika koji se pojavi na let jednak Y(x) =y ,
uvodimo kaznenu funkciju prebukiranosti 7 (y). Pretpostavljamo da je m(y) nenegativna,
konveksna i neopadajuéa funkcijaod y zay > 0,in(y) =0,zay < C.

Napomena 5.1 Primetimo da pretpostavljamo da su zahtevi za rezervaciju sedista nezavisni od

ukupnog broja ve¢ rezervisanih sediSta, dok verovatnoca otkazivanja rezervacije i verovatnoca
nepojavljivanja na let zavise od ukupnog broja trenutno rezervisanih sedista, ali ne i od broja
trenutno rezervisanih sedista u svakoj (pojedinacnoj ) klasi.

Cilj avio kompanije je da maksimizira oc¢ekivani prihod od pocetka rezervacionog perioda do
vremena poletanja aviona. U svakom trenutku t, jedna od tri moguénosti prikazanoj na sledecoj

slici moze da se desi

Slika 5.1 Prihvatanje, odbijanje ili otkazivanje rezervacije

/ odbijanje zahteva
X > @ za rezervaciju

prihvatanje
zahteva za
rezervaciju

otkazivanje
rezervacije

S obzirom da na pocetku rezervacionog perioda, broj rezervisaih sediSta je jednak nuli, i u
svakom periodu samo jedan zahtev moze biti prihvacen, sledi da za svaki period t vazi x < T —
t. Stoga optimalna vrednosna funkcija (funkcija cilja) U.(x) je odredena rekurzivno

Ue(x) = Z piemax{fi + Up_1(x + 1), Up—1(x)} + qe () Up_1 (x — 1) + porUp—1(x)

=1

zax<T—t t=1;1

Up(x) = E[-n(Y(0))],

za0<x<T.



1.3 Optimalna strategija

Ako u periodu t pristigne zahtev za rezervaciju sedista klase i, avio kompanija treba da odluci da
li da prihvati zahtev i1 generiSe prihod u visini cene karte f;; , ili da odbije zahtev i sacuva sediste
za slede¢i zahtev. Iz predhodne jednacine, vidimo da se strategija svodi na uporedivanje f;; +
Uioq1(x + 1)1 Up_q(x). Stoga, prihvaticemo zahtev ukoliko je

fie + Uiy (x + 1) = Ui_1(x), odnosno, f;; = Us_;(x + 1) — Uy (x).

Razliku U;_;(x + 1) — U,_;(x) nazivamo oportunentni tro$ak ukoliko prihvatimo zahtev za
rezervaciju sediSta klase i u periodu t. Uporedujuci prihod generisan ukoliko je zahtev prihvacen
1 oportunentni troSak, ukoliko je prvo vece, prihvatamo zahtev.

Definicija 5.1 [3]
Za svaki period t i za svaku putnic¢ku klasu i definiSemo optimalnu granicu prebukiranosti B :

Biy=min{x >20: U_1(x +1) — U1 (x) = fir}.

Ako je fiy = U;iq(x+1)—U;_1(x) za svako x, generisani prihod je uvek veéi od
oportunentnog troska, avio kompanija treba da prihvati zahtev za rezervaciju sedista za svako x.
To u stvari znaci da uopSte ne postoji granica, i stoga mozemo reci da je B;; = oo. Ukoliko je
oportunentni troSak U;_;(x) — Us_;(x + 1) neopadajuéi po x kako x raste, s obzirom da f;; ne
zavisi od x, mozemo da nademo B;; koje zadovoljava

ﬁ:t 2 Ut_l(x) - Ut_l(x + 1), Za O S X S Bit 5
fit < (.X') - Ut_l(x + 1), Za X 2 Bit'

Ukoliko postoji viSe granica prebukiranosti koje zadovoljavaju gornje nejednakosti, izabra¢emo
najmanju. Stoga, B;; je dobro definisano.

Optimalno pravilo sugeriSe da ¢e avio kompanija prihvatiti zahtev za rezervaciju sediSta klase i u
periodu t ako vazi x < Bj;. Ovaj zahtev Ce biti prihvacen ukoliko je broj prihvacenih rezervacija
striktno manji od optimalne granice prebukiranosti B;;. Stoga, ukoliko zelimo da pronademo
optimalnu granicu prebukiranosti B;; za putnicku klasu i u trenutku t, treba da pokazemo da je
oportunentni troSak U,(x) — U;(x + 1) neopadaju¢i po x. Poslednje vazi ako je optimalna
funkcija cilja U, (x) konkavna po x.

Teorema 5.1 [3]
Zasvakot =0,1,...,T, U:(x) je konkavna i nerastuca po x.
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Dokaz ¢e biti dat kasnije, s obzirom da predhodno treba da pokazemo leme koje ¢emo koristiti u
dokazu.

Teorema 5.2 [3]
Za svako t =0,1,...,T, oportunentni trosak U,(x) — U;(x + 1) je nerastu¢a funkcija po x,
x=01..,T—t—1.

Stoga, klucna tacka za optimalnost granice prebukiranosti je konkavnost optimalne funkcije cilja

U:(x). Sledece tri leme ¢iji ¢emo dokaz dati su klu¢ne za dokaz konkavnosti optimalne funkcije
cilja.

Lema 5.1 [3]

Neka je g(s): Z* — R konkavna po s. Neka je f(s): Z* — R definisana sa

f(s) = _mx m{ar+g(s+a)}, s=>0

za dati realan broj r i nenegativan ceo broj m. Tada je f (s) konkavna po s.
Dokaz [3]:

DefiniSimo sa
f(s) = mx {tr+g®)}, s > 0.
m

S<t<s+

Tada je f(s) = f(s) —sr.
Neka je t* = argmaX <;<s4mitr + g(t)}. Tada, s obzirom da je g konkavna funkcija vazi
s+m)r+gis+m),s+m<t”
fs)={tr+gt?), s<t'<s+m
sr+g(s), t* <s.
Zal<s<t' —m,
f6-1D-fls)=gls—1+m)—g(s+m)—r

<gs+m)—g+1+m)—r
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= f(s) — f(s + D).

Zat®*—m < s < t*, iz definicije t* sledi da je

fe-D<tr+gt)=f()2f(s+D),
Sto dalje daje

fls =1 —f(s) <0< f(s) - f(s + 1).

Kona¢no, za s > t*
f6—1D-f(s)=g(-1)—g(s)—r
<gis)—gs+1)—r
=f(s) = f(s + 1.

Stoga, = f(s) — f(s + 1) je neopadajuc¢a po s, i f je konkavna po s > 0. Sledi da je f(s) =

f(s) — srtakode konkavna po s > 0, §to je i trebalo pokazati.

Lema 5.2 [3]

Neka je f(y): R, = R, ¥ = 0 neopadajuéa konveksna funkcija. Za svaki nenegativan ceo broj
x, neka je Y(x)~B(x,y) slu¢ajna promenljiva sa binomnom raspodelom i neka je h(x) :=
E [f (Y(x))]. Tada je h(x) neopadajuca i konveksna.

Lema 5.3 [3]

Neka je H(x):Z* - R definisana sa H(x) = g(x)f(x — 1) + (a) - g(x))f(x), gde je w—
g(x) =0, g(x) je konkavna, neopadajuca funkcija po x, i f je konkavna nerastuca funkcija po
x. Tada je H(x) nerastuc¢a, konkavna funkcija po x.

Dokaz [3]:
Neka je {(x) = f(x) — f(x + 1). Kako je f je konkavna nerastuc¢a funkcija po x, sledi da je

{(x) =20, i{(x) je neopadajuca po x. Iz definicije funkcije H(x) znamo da je
Hx+1) =g+ 1Df(x) + (0 —glkx+1)f(x +1). Tada je

Hx)—Hx+1)=g)J{(x—-1)+ (w —glx+ 1))((x) >0
Sledi da je H(x) nerastuca funkcija po x. Dalje, koriste¢i predhodno dobijeni izraz, dobijamo

[Hx) —Hx+1)]-[H(x+1)—H(x + 2)]
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=g ({(x—1) =) + (0 — glx +2))(¢(x) — {(x + 1))
+{(@[gx +2) —glx +1) — (glx + 1) — g(x))].

Kako je {(x) neopadajuca funkcija po x prva dva ¢lana u gornjem izrazu su negativna ili nula.
Sli¢no, kako je g(x) neopadajuca i konkavna funkcija po x, sledi da je g(x+ 1) — g(x)
nerasuca po Xx, pa je i tre¢i ¢lan negativan ili jednak nuli. Sledi da je ceo izraz

[Hx) —H(x+1)]-[Hx+1)—H(x+2)] <0,

Sto dalje daje da je H(x) — H(x + 1) neopadaju¢a po x. Koriste¢i predhodno datu definiciju
konkavnosti, dobijamo da je H(x) konkavna. Dakle, H(x) je nerastuca, konkavna funkcija po x,
Sto je i trebalo dokazati.

Koriste¢i leme 5.1, 5.2 1 5.3 sada ¢emo dokazati teoremu konkavnosti optimalne funkcije cilja
U(x).

Dokaz Teoreme 5.1 [3]:

Teoremu ¢emo dokazati indukcijom po t. Prvo treba da pokazemo da je Uy(x) = E[—m(Y (x))]
konkavna i nerastuc¢a po x.

Pokazimo da je Uy(x) nerastuca i konkavna po x. Kako je m(-) nenegativna, konveksna i
neopadajuc¢a i Y (x)~B(x,1 — B), koriste¢i drugu lemu sledi da je E[m (Y (x))] je neopadajuca i
konkavna po x, pa Kkoriste¢i osobinu linearnosti ocekivanja sledi da je Uy(x) nerastuca i
konkavna po x.

Pretpostavimo da je U,_ (x) nerastu¢a i konkavna po x. Defini§imo sa g;;

gie = max{fyy + U_1(x + 1), U—1(x)}.
Sada, koriste¢i definiciju za U, (x) i g;¢, imamo da je

m
Up(x) = Zpitgit +qr( U1 (x = 1) + porUp1(x), 0 <x < T —t,t > 1.
i=1

Koriste¢i prvu lemu, g;; je konkavna funkcija po x. Primetimo da je ovo samo specialni slucaj
prve leme, kad je m = 1. Dalje, g;; je takode nerasuca, s obzirom da je maksimum dve nerastuce
funkcije. DefiniSimo sa
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He_1(x) = q(x)Up_1(x — 1) + potUs—1(x). Tada je
Por =1 =21 0ire —q:(x) = w — q:(x) =0, gde je w = 01 ne zavisi od x.

Prema indukcijskoj pretpostavei znamo da je (x) nerastuca i konkavna po x. Takode znamo da je
q:(x) konkavna i neopadajuca po x. Stoga, koriste¢i tre¢u lemu, sledi da je H;_;(x) konkavna i
nerastuca po x. Znamo da je

m
Up(x) = Z PitGir + He—1(x).
i=1

Kako je U,(x) suma dve konkavne, nerastu¢e funkcije po x (s obzirom da su f i g konkavne
funkcije), sledi da je U;(x) konkavna, nerastu¢a funkcija po x, $to je i trebalo pokazati.

5.4 Generalizacija osnovnog modela

U ovom odeljku ¢emo opisati generalizaciju predhodnog modela. Predhdni model ¢emo prosiriti
tako $to ¢emo dozvoliti da vaze sledece pretpostavke:

e Verovatnoc¢a da putnik otkaZe rezervaciju ili se ne pojavi na let zavisi od putnicke klase
kojoj putnik pripada,

e TroSkovi naknade u slucaju otkazivanja rezervacije ili nepojavljivanja na let zavise od
putnicke klase kojoj putnik pripada.

Druga pretpostavka je realna, odnosno to je ono $to avio kompanija praktikuje u stvarnosti.
Neka su pjt, qit, 1 Por Verovatnoca da u se u trenutku t desi zahtev za rezervaciju sedista klase i,

verovatno¢a otkazivanja rezervacije sediSta klasei u trenutku t, i verovatnoa da nema
rezervacije u trenutku t, za dati rezervacioni vektor x = (x4, X5, ..., X;, ). Pretpostavljamo da vazi

m
Z Dit (%) + it (X) + por(x) = 1,z avxiVvt > 1.

=1
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U trenutku poletanja aviona, putnik sa kartom klase i ima verovatno¢u f5; da se ne pojavi na
izlazu. Stoga, broj putnika sa putnickom kartom klase i, Y (x;) , koji se pojave na let ima binomnu
raspodelu B(x;, 1 — ;). Neka je

y=Y() =) ¥
i=1

ukupan broj putnika koji se pojavi na let, i m(y) kao i pre, kaznena funkcija prebukiranosti koja
je nenegativna, konveksna i neopadajuéa funkcijaody zay > 0,1 n(y) =0,zay < C.
U trenutku ¢, moguca je jedna od moguénosti

Slika 5.2 Pristizanje zahteva i otkazivanje rezervacije
qic (x) Pit (%)

xi—l X Xi+1
i=1,..,m

A 4

A

R fi

Kao 1 u predhodnom modelu, cilj je da se maksimizira oCekivani ukupan prihod od pocetka
rezervacionog perioda do poletanja aviona, s poéetnim rezervacionim vektorom x = (0,0, ..., 0),
odnosno bez ijednog rezervisanog sedista u trenutku T. Putnik koji rezervise putnicku kartu klase
i u trenutku t placa f;,. Neka je

Xe={x=0,x0 0, x):ix,20,i=12,....m, X;x; <T—1t}.

Kao funkcija stanja sistema x € y,, neka je U,(x) maksimalni o¢ekivani prihod kada je
rezervisano x sedista, koji je odreden rekurzivno

ﬁt(x) = Z pit(x)max{fit + ﬁt—l(x +e), ﬁt—l(x)} + qie(X)(—Rj; + ﬁt—l(x —e))
i=1
+ pOt(x)ﬁt—l(x)

ZaXE y;it=>1,

Up(x) = E[—T[(Y(x)) - Eﬁ1(xi - Y(xi)) RLT'S], za X € Xo,
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gde je e; jedini¢ni vektor sa jedinicom na i-tom mestu.

Buking strategija : 1z gornje jednaine dobijamo da prihvatamo zahtev za rezervaciju sediSta
klase i u trenutku t ako vazi

fit = ﬁt—l(x) - ﬁt—l(x + ep).

Kako u generalnom modelu dozvoljavamo da verovatnofa otkazivanja rezervacije 1
nepojavljivanja na let zavisi od putnicke klase kojoj putnij pripada, neophodno je da pratimo ceo
rezervacioni vektor a ne samo ukupan broj rezervisanih sedista (sumu). Stoga, promenljiva stanja
x je viSedimenziona. Takode, u generalnom modelu dozvoljavamo tro§kove naknade za razliku
od predhodnog modela. S obzirom da se model racunski komplikuje Sto je dimenzija problema
veca (viSe putnickih klasa), pokusac¢emo da u pojedinim slucajevima problem redukujemo na
jednodimenzionalni. Jednodimenzionalna aproksimacija, u nekim slucajevima, ne odstupa
mnogo od optimalne viSedimenzionalne, i zato se moze koristiti umesto nje.

5.5 Generalni model sa tro§Skovima naknade

U ovom odeljku, detaljnije se bavimo troSkovima naknade u slucaju otkazivanja rezervacije ili
nepojavljivanja na let. Pretpostavljamo da odbijamo sve dodatne zahteve za rezervaciju, po¢injuci
od stanja x i trenutka ¢.

Neka je H;(x) ukupni oéekivani gubitak prihoda od trenutka t do trenutka 0 (do poletanja
aviona), koji avio kompanija ima zbog otkazivanja rezervacije i nepojavljivanja na let. Tada je

H(x) = Z pie ()H 1 (x) + Z qie ) (R + He1(x —€;), XE Xt
i=1 i=1

H(x) = E[Zﬁ1(xi - Y(xi)) RZ’S] =Y BixiRYE, x € xo.

Definisimo dalje sa U,(x) = U,(x) + H.(x) maksimalni o¢ekivani prihod (umanjen za troskove
naknade) od trenutka t do poletanja aviona. Koristeéi jednacine za U,(x) i H,(x) dobijamo

ﬁt(x) = Z pit(x)max{fit —[Heoi(x +€) —Hi_1(X)] + Uy (x + &), Ut—l(x)}

=1

D qe@ U (=) + oWV a (), 23x€ 1,
i=1
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Uy(x) = E[—n(Y(x))], za X € X,
gde je H;_;(x + e;) — H;_1(x) oCekivani marginalni tro$ak naknade u slu¢aju otkazivanja
rezervacije ili nepojavljivanja na let.

Buking strategija : Avio kompanija ¢e prihvatiti zahtev za rezervaciju sedista klase i u trenutku t
ukoliko vazi

fie = [He—1(x 4+ ;) = Hq (0)] = Up_q (x) — Up_qy (x + €)).
5.6 Pojednostavljivanje na jednodimenzionalni slucaj

U ovom delu, pokazacemo da kada su verovatnoca nepojavljivanja na let i verovatnoca
otkazivanja rezervacije nezavisne od putnicke klase, problem moze biti pojednostavljen na
jednodimenzionalni slu¢aj, umesto da reSavamo viSedimenzionalni problem.

Uvodimo sledece pretpostavke.

e Pretpostavka 1 : q;(x) =q;:(x), za sve x=(x1,x3 .., Xp), t=T,T—1,..,1,
odnosno, verovatnoc¢a otkazivanja rezervacije sedisSta klase i zavisi od broja rezervisanih
sediSta za tu klasu ali ne i od broja sedista rezervisanih za neku drugu klasu.

Lema 5.4 [3]
Pretpostavimo da gornja pretpostavka vazi. Tada vazi

Ht(x) = Z?& Hit(xi)>

gde funkcije H;; (x;) zadovoljavaju sledece rekurzivne jednacine

Hit(xi) = (1 - qit(xi))Hi't_l(xi) + qit(xl-) (Rlct + Hi,t—l(xi — 1)) ,x; = 0,t=>1
H; (x;) = Bix;RI®, x; = 0.

Dokaz je jednostavan i moze biti pokazan indukcijom po t.

e Pretpostavka 2 : q;;(x) = x;q;; za sve X = (Xq,X3, .., Xp), t =T,T —1,..., 1, odnosno,
svaki putnik otkazuje rezervaciju nezavisno od drugih putnika, i verovatnoca otkazivanja
zavisi samo od putnicke klase kojoj putnik pripada.
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Defini§imo sa Gy (x;) = H;4—1(x; + 1) — H; ;1 (x;) marginalni ocekivani troSak naknade u
slucaju otkazivanja rezervacije sedista putnicke klase i u trenutku ¢.

Lema 5.5 [3]
Neka vazi druga pretpostavka. Tada je

Gie(x;) = Gy (x; — 1).
Dalje, defini§imo sa G, (i) tako da zadovoljava rekurzivne jednacine
Ge(i)) = qieaRip g + (1= Gip—1)Geoq (D), 22
G,() =R, i=12,..,m

gde je G.(i) ocekivani troSak naknade u slu¢aju otkazivanja rezervacije koji je nezavisan od x;.
Tada imamo

Gie(x;) = G (D).
Dokaz [3]:
Dokaz dajemo indukcijom po t.
Gy (x;) = Hyo(x; + 1) — Hyo(x;) = BiR{®

Gy (x; — 1) = Hyo(x;) — Hyo(x; — 1) = BiR[™.
Stoga, vazi da je G;; (x;) = Gi1(x; — 1). Pokazimo da vazi G;; (x;) = G;(i) zat > 2.
Pretpostavimo da vazi G;;—1(x;) = G;p—1(x; — 1).
Gie(x;) = Hip1(x; + 1) — Hy 1 ()
= (@1 G+ 1) = a0 REecy + (1= Giema (i + 1) Gipma ()
+qi,t—1(xi)Gi,t—1(xi -1, x=20,t=2

= (O + D1 — % Gie—1)RE -y + (1= Oy + Dqie—1) Gio—1 (i) + ;G101 Gip—q (x; — 1)
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= Qie-1Rf o1 + (1= Gie-1)Grem1 () — %3G 6-1Grem1 (%) + X4q10-1Gre—1 (6, — 1)
= qie-1REe—1 + (1= Qip—1)Gip—1(x)) = xiqit—1[Gip—1(x;)) — Gy (x; — 1]

= qie-1R{ 1 + (1= Gie—1)Gie-1(x)

Gie(x; — 1) = Hypq () — Hypoq (o — 1)

= ie-1R{ g + (1= %:50-1) Giem1 () + Ot = 1)Gye—1Gye—a (6 — 1)

= qie-1Rie-1 + Gie—1 (X)) — Qie—1Gie—1 () — XiGie—1 (Gi,t—l(xi) — Gieq(x; — 1))
= qi,t—lRiC,t—l + Gi,t—l(xi) - qi,t—lGi,t—l(xi -1)

Stoga, dobijamo
Gie—1(x;) = Gipq(x; — 1)

Gie () = Gy (x; — 1),
Znamo da G, (i) zadovoljavaju

Ge()) = qir-1RE i1 + (1= Gip-1)Ge—r (D), t=>2
G,(i) = BRY, i=12,..,m.

Kako G;(i) i G;;(x;) zadovoljavaju iste rekurzivne jednacine, dobijamo da je G;;(x;) = G;:(x;),
Sto je i trebalo pokazati.

U ovom slucaju, rekurzivne jednac¢ine imaju formu

Ue(x) = Z Pit(x)max{fit — G (D) + Uiy (x +e), Ut—l(x)} + Z qit(X) (U1 (x — €;))
i=1 i=1

+ por () Up_1(x), Zax € X,

Uy(x) = E[—n(Y(x))], za X € Y.
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Buking strategija : Avio kompanija ¢e prihvatiti zahtev za rezervaciju sedista klase i u trenutku ¢t
ukoliko vazi

fit — G (i) =2 U1 (%) — Up_1 (x + €)).
Znamo da U.;(x) zadovoljava rekurzivnu jednacinu koja zavisi od vektora x, tako da problem
viSedimenzionalnosti nije eliminisan.

e Pretpostavka 3 : q;;(x) = x;q; zasve x € x;,t =T, T —1,...,1,i = 1,2, ..., m, odnosno
verovatnoca da putnik otkaze rezervaciju je ista za sve putnicke klase u trenutku ¢.

e Pretpostavka 4 : p;(x) = p;, zasve x € x,, t =T, T —1,...,1,i = 1,2,...,m, odnosno
zahtevi za rezervaciju pristizu u sistem nezavisno od broja trenutno ve¢ rezervisanih
sedista.

e Pretpostavka 5 : B; = B, i = 1,2, ..., m, odnosno verovatnoca da putnik otkaze rezervaciju
ne zavisi od putnicke klase kojoj pripada.

Teorema 5.2 [3]

Neka vaze pretpostavke 3.4, i 5. Tada optimalna vrednosna funkcija U;(x) ne zavisi od trenutnog
broja rezervisanih karti za svaku pojedina¢nu putni¢ku klasu x = (xy, x5, ..., X,), ve¢ samo od
ukupnog broja trenutno rezervisanih karti x = },/%; x;, i vazi

Ue(x) = Ue) = ) puema{fie = Ge) + Upa (¢ + 1, Up 1 (@} + 20U s = D

=1
+(1 = X2 pie — xq)Up—4 (20), za0<x<T-t,t=>1
Up(x) = Up(x) = E[—n(Y(x))], za0<x<T.

Dokaz [3]:
Dokaz ¢emo dati indukcijom po t.

Pretpostavimo da Uy(x) = Uy(x) = E [—n(Y(x))] vazi, odnosno da Uy(x) zavisi samo od
ukupnog broja rezervisanih sedi$ta x = Y/~ x;.

Pretpostavimo da teorema vazi za t —1,gde t =1 odnosno U;_;(x) = U;_;(x). Koristec¢i

rekurzivnu jedna¢inu nakon predhodne leme, pretpostavke 3,4, 15 i da vazi 2./t pie + 2i X; ¢ +
Po:(x) = 1, dobijamo da tvrdenje vaZi za t, odnosno da U, (x) = U (x).
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Da sumiramo generalni model, ukoliko verovatnoca otkazivanja rezervacije ili nepojavljivanja na
let ne zavisi od putnicke klase kojoj putnik pripada, generalni model se moze pojednostaviti tako
da umesto da pratimo broj rezervisanih sediSta za svaku klasu, sada je dovolnjo pratiti samo
ukupan broj rezervisanih sedista.

Ukoliko uporedimo pojednostavljeni generalni model i prvi model gde nismo dozvoljavali

troskove naknade, vidimo da vazi f; = fiy — G.(i) i q.(x) = xq,. Kako je g;(x) konkavna po x,
rezultate iz prvog modela mogu biti primenjeni i ovde.
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6. NUMERICKA PRIMENA STATICKOG I DINAMICKOG MODELA

U ovom poglavlju, statiCke i dinamicke modele opisane u predhodnim poglavljima ¢emo
primeniti na problem avio kompanije, izraCunati numericki strategije koje avio kompanija
primenjuje (nivoe protekcije 1 buking granice/granice prebukiranosti), kao 1 ocekivani i
generisani prihod nastao primenom pomenutih strategija.

Na pocetku ¢emo ukratko sumirati algoritam svakog od modela koji ¢emo primeniti, i naglasiti
osnovne pretpostavke. Za sada pretpostavljamo da nema mogucnosti otkazivanja rezervacije i
nepojavljivanja na let, samim tim i prebukiranosti, a kasnije ¢emo tu mogucnost dozvoliti.

6.1 Staticki modeli

Osnovne pretpostavke statickih modela su sledece:

e (Cene avionskih karti su poredane u opadaju¢em poretku, cena karte prve putnicke klase je
veca od cene karte druge putnicke klase, odnosno putnic¢ke klase su numerisane tako da
vazi fy > f, > > fy.

e Traznja za kartama jedne putnicke klase je nezavisna od traznje za kartama neke druge
klase.

e Traznja za kartama je sluc¢ajna promenjiva neprekidnog tipa.

e Zahtevi za rezervaciju pristizu sekvencijalno u sistem, prvo se rezerviSu karte ekonomske
putnicke klase, a zatim poslovne.

Koristicemo sledec¢u notaciju:
e n je broj putnickih klasa,
e f; je cena karte putnicke klase j, j = 1, ...,n,
e ( je kapacitet aviona,
e D; je traznja za kartama putnicke klase j, F;(*) je njena funkcija raspodele,

e D; ima normalnu raspodelu sa parametrima (; i crjz.

6.1.1 Littlewood-ov model sa n putnickih klasa

U statickom modelu koncentisaéemo se na jednu od strategija koje avio kompanije koriste u
praksi da bi maksimizirale prihod, tzv. nivoe protekcije. Podsetimo se da je nivo protekcije za
datu putnicku klasu j je minimalan broj sediSta koji treba da bude sacuvan za tu klasu 1 dostupan
svim visim putnickim klasama. U statickom modelu sa n klasa pokazali smo da optimalne nivoe
protekcije dobijamo iz sledecih jednacina
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fo = fiP(Dy > y1)
fs = fiP(D1 >y{,D1 + D, > y; )
fit1 = fiP(Dy > ¥5,D1 +D; > y5,..,D1 + Dy + - D; >y ).
Ove jednacine mozemo interpretirati na slede¢i nacin: verovatnoc¢a da ¢e se karte putnicke klase j
i viSe klase prodati je proporcionalana odnosu cena karti. Kako su u ovom slucaju traznje za
kartama sluCajne promenljive neprekidnog tipa, za racunanje optimalnih nivoa protekcije datim
gornjim jednakostima, koristicemo Monte Karlo integraciju.

Glavna ideja je da slucajno izaberemo veliki broj K vektora traznje (D{‘, ., Dk ),k =1,..,K
znajuci funkcije raspodeli traznji, i sortirati vrednosti iz uzorka da bismo nasli y; koje

zadovoljavaju gornje jednacine. Stoga, u Monte Karlo integraciji primenjujemo sledec¢e korake:
Algoritam

Korak 1. Generisati i sauvati K slu¢ajnih vektora traznje D = (D{‘, .., Dk )

Zak=1,..,K i j=1,..,n—1izrainati parcijalne sume
k _ nk k
S] _Dl +"'+Dj,
i formirati vektor S¥ = (Sf, ...,S,'l‘ )

Postavimo broja¢ na j = 1 i iniciramo listu X = {1, ...,K}.

Korak 2. Sortirati vektore S¥ ,k =1,..,K prema j-toj komponenti u rastu¢em poretku,
tako da vazi

[ < g2l < ... < glKI
st<s? < <51,

gde sada zagrade [ ] znaci da je u pitanju sortirani vektor.

Korak 3. Defini§imo sa [* = l% |7C|J, gde je | | oznaka za ceo deo nekog broja.
]

o L SN o 1 B e
Izra¢unajmo optimalni nivo protekcije i =3 Sj + Sj .
Korak 4.

Korak 5. DefiniSimo listu sada sa {k E X : Sjk > yj} 1 povecajmo brojaczal,j —» j+ 1

Ako je j = n — 1 stani, inaCe vrati se na korak 2.
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6.1.2 Model ocekivanog marginalnog prihoda sedista

U ovom modelu, koristimo aproksimaciju predhodnog modela tako da se problem svodi na
problem dve klase u svakom periodu. Aproksimaciju dobijamo agregacijom traznji; traznja za
kartama viSe putnicke klase (buduca traznja) je sumirana u jednu traznju. Ovaj metod koristi
Littlewood-ovo pravilo koje podestimo se u slucaju dve putnicke klase daje optimalni nivo
protekcije y; dat sa

f2 = fiP(D1 > y1).

U slucaju sa tri putnicke klase, model oc¢ekivanog prihoda sedista koristi gornje pravilo da nade
Y7, ali sada koristi sumu traznji D; i D, da nade y,,

fs = foP(Dy + Dy > y,),

¥, FrEIDg

gde je ﬁ ==5 ] sada ponderisani prihod od putnickih klasa 1, ..., j.
Zk=1 E[Dk]

U slucaju da traznje imaju normalnu raspodelu, kao §to pretpostavljamo u primeni modela, nivo
protekcije za putnicku klase j,j — 1, ...,1 jednak je

Yi =u+z40,

gdejeu = Z{;ﬂ U, 02 =3’ _, o o&ekivanje i disperzija agregatne traznje,

Zy =71 (1 — %), ®~1(-) je inverzna funkcija funkcije raspodele slu¢ajne promenljive sa

standardnom normalnom raspodelom.
Zapazimo da y; nije optimalni nivo protekcije kao u slu¢aju sa nivoom protekcije koji

dobijamo u Liitlewood-ovom modelu sa n klasa, 1 stoga nema zvezdicu u notaciji.

6.1.3 Staticki model sa metodom prebukiranosti

U ovom modelu, za razliku od predhodna dva staticka modela, dozvolicemo moguénost da se
putnik ne pojavi na let ili otkaZe rezervaciju. Za pocetak, pretpostavljamo da avio kompanija ima
na raspolaganju jedan tip karte, tj karte za ekonomsku klasu sa cenom f. Stati¢ki modeli
prebukiranosti se fokusiraju na pronalazenje optimalne granice prebukiranosti sa ciljem
maksimizacije ocekivanog prihoda. Zadatak je pronac¢i maksimalan broj karata B iznad fiksnog
kapaciteta leta C koje bi avio kompanija trebala da proda (B > C). Kljucna karakteristika
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statickog modela je ta da je optimalna granica prebukiranosti B nepromenljiva za vreme
rezervacionog perioda, tj od pocetka prodaje karti do poletanja aviona. DefiniSimo osnovne
pretpostavke ovog modela :

e Putnici koji otkazu rezervaciju se tretiraju kao putnici koji se nisu pojavili na let

e Putnici koji su se pojavili na izlazu ali nisu dobili mesto na letu dobijaju naknadu troskova
u iznosu f + R, gde je R naknada troskova iznad cene karte. Pretpostavicemo da svaki
prekobrojni putnik dobija iste troSkove naknade.

e Broj putnika koji se pojavi na izlazu ima binomnu raspodelu, odnosno S|B~Bi(B, a).
Ukoliko aproksimiramo normalnom raspodelom, broj putnika ima normalnu raspodelu sa
parametrima u i 62, gde je u = aB i 0% = a(1 — a)B, gde je a verovatnoca da se putnik
sa kupljenom kartom pojavi na izlazu.

Podesetimo se da smo pokazali da je tada je optimalna granica prebukiranosti B (optimalan broj
prodatih karata ) je odredena slede¢im izrazom

(C —aB) —
q)( (C — aB) )_ R +"’((a(1—a)3)2) 1-a
(a(l—a)B)?) f+R 2VBa ’

gde su @(+) i @(-) funkcija raspodele i gustina raspodele standardne normalne raspodele V' (0,1).
Iz gornjeg izraza ¢emo racunati razlicite granice prebukiranosti u zavisnosti od visine troskova
naknade.

Ukoliko imamo vise od jedne putnicke klase, mozemo izracunati nivoe protekcije. Neka su
a = (ay, ay, ..., a,) vektor verovatnoca koji redom predstavlja verovatnocu da se putnik sa
kartom prve, druge, n-te klase ne pojavi na let. Tada, iz modela ofekivanog prihoda sedisSta
dobijamo da na primer za nivo protekcije za drugu putnicku klasu y, vazi

asfs = azf,P(Dy + Dy > y,).

Primetimo da je jedina razlika u odnosu na osnovni model ta da je sada ocekivani prihod sediSta
jednak verovatnoc¢i da se putnik pojavi na let (koja je predhodno bila 1), puta cena karte. Iz ovoga
dobijamo nivoe protekcije

Vi = U+ 240,

gde jesada z, = ¢! (1 _Yn fj+1>.

ajfj
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6.2 Dinamic¢ki model

Predhodni staticki modeli su naSli primenu u praksi najvise zbog njihove jednostavnosti i
racunske slozenosti dinamic¢kog modela. Medutim, staticki model ignoriSe dinamicku prirodu
rezervacionog procesa, s obzirom da pretpostavlja da traznja pristize sekvencijalno. Stoga,

klju¢na karakteristika dinamickog modela je upravo ta da ukljuuje vremensku promenljivost 1

vremensku zavisnost traznje. Osnovne pretpostavke dinamickog modela mozemo sumirati kako

sledi

Rezervacioni period je podeljen na T + 1 perioda odluCivanja, periodu t =T,T —
1,..,1,0, pri cemu t = T predstavlja pocCetak rezervacionog perioda, i t = 0 predstavlja
kraj rezervacionog perioda, odnosno poletanje aviona.

TraZznja za kartama jedne putniCke klase je nezavisna od traznje za kartama neke druge
klase.

Traznja za kartama je modelovana kao stohasticki proces sa poznatim funkcijama
raspodele.

U svakom periodu t najvise jedan zahtev za rezervaciju pristize u sistem.

Verovatno¢a da se desi zahtev za rezervaciju sediSta u nekoj putnickoj klasi zavisi od
perioda u kom zahtev pristize u sistem.

Odluka da li da se prihvati ili odbije zahtev za rezervaciju sediSta neke putnicke klase
mora biti doneta u istom periodu u kom je zahtev pristigao.

Koristi¢emo slede¢u notaciju:

n je broj putnickih klasa,

fj je cena karte putnicke klase j, j = 1, ..., n,

C je kapacitet aviona,

x j prerostali kapacitet aviona,

pjt je verovatnoca da se desi zahtev za rezervaciju sediSta u klasi j u periodu t,

Dot j€ verovatnoca da se desi nulti dogadaj u periodu t (verovatno¢a da nema rezervacije
u periodu t).

V:(x) je maksimalni ocekivani prihod od perioda t do poletanja aviona, ukoliko je
preostalo x sediSta za rezervaciju.

U dinamickom modelu, traznja za kartama neke putnicke klase u nekom trenutku je predstavljena

verovatnocom da se desi zahtev za rezervaciju sedista te klase u datom periodu, odnosno pj;.

Rezervacioni period je podeljen na periode odlu¢ivanja u kom najviSe jedan zahtev od neke

putnicke klase pristize u sistem. Ukoliko je pristigao zahtev za sediSte prve klase, taj zahtev ¢e

uvek biti prihvac¢en. Stoga, u samoj srzi problema je da li da se prihvati zahtev za rezervaciju

sedista druge, trece, odnosno poslednje putnicke klase.
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Da bismo odlucili da li da pristigli zahtev prihvatimo ili odbijemo, izves¢emo uslov pod kojim
zahtev prihvatamo. Ukoliko prihvatimo zahtev za na primer j-tu putnicku klasu, onda je
maksimalni o¢ekivani prihod od perioda t do poletanja aviona, V;(x), jednak ceni karte f;, plus
maksimalni ocekivani prihod od perioda ¢ — 1 do poletanja aviona, ali sa smanjenim preostalim
kapacitetom x, tj V;_; (x — 1), odnosno vazi

Ve(x) = fj + Vo (x = D).
Ukoliko odbijemo zahtev, maksimalni o¢ekivani prihod od perioda t — 1 do poletanja aviona je
sada sa neizmenjenim preostalim kapacitetom x, V;_;(x). 1z ovoga sledi da zahtev prihvatamo
ako vazi
fi + Viea(x = 1) = Ve (20).

Kako imamo tri moguénosti, da zahtev bude prihvacen, odbijen ili da nema zahteva u datom
periodu, gornji uslov treba da ukljuci ta tri slu¢aja. Ukoliko ne pristigne zahtev sa verovatno¢om
Poe» o¢ekivani prihod je po:V;—1 (x). Ukoliko pristigne zahtev za rezervaciju sediSta prve putni¢ke
klase sa verovatnotom p;., taj zahtev se uvek prihvata 1 ocekivani prihod je P1t(f1 +

Vi (x — 1)). Ukoliko pristigne zahvev za rezervaciju sediSta neke druge putnicke klase sa

verovatnoc¢om pj,, tada je oCekivani prihod jednak pj max (f] + Vi (x—1), Vt_l(x)).

Da sumiramo, dobijamo slede¢u rekurzivnu jednacinu

Ve (x)
PoeVe—1(x) + P1t(f1 + Vi (x — 1)) + Z" pjtMmX (f] + Vi (x — 1),Vt—1(x)), t>0,x>0
Jj=2

0, inace

Ukoliko sa AV;(x) definiSemo oportunentni tro$ak drzanja sedi$ta od perioda t do peioda t,
AV (x) = Vi(x) — Vi_1(x), gornju jedna¢inu moZemo napisati kao

Vi(x) = Vi (x) = Z" 1Pjtmix (f] — AV (x), 0)-
j=

Stoga, uslov za prihvatanje zahteva za rezervaciju sediSta sada postaje f; = AV,_; (x).

Kao $to smo pokazali u predhodnom poglavlju, AV;(x) je nerastuca po x, za fiksirano t, odnosno
Sto je viSe preostalih sediSta u nekom periodu, to je manja njihova ocekivana marginalna
vrednost. Ova osobina AV,(x) nam moZe pomoé¢i da odredimo skup kritiénih vrednosti u
zavisnosti od kojih prihvatamo ili odbijamo zahtev. Na sledecoj slici vidimo da postoji £;(t),
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tako da ukoliko je x = %;(t) tada je AV,_; (x) < f; i zahtev je prihvacen, i ukoliko je je x < £;(t)
tada je AV,_;(x) > f; i zahtev je odbijen.

Stoga, za svaki period t, i za svaku putni¢ku klasu j, kriti¢ne vrednosti £;(t) ¢e biti izracunate, i

zahtev za rezervaciju ¢e biti prihvacena ako je x = £;(t), ili odbijen ako je x < X;(¢).

Slika 6.1 Prihvatanje ili odbijanje zahteva

odbiti

zahtev . .
prihvatiti zahtev

fj
AV;_1(x)

x;(t)

v

X

U predhodnim poglavljima, objasnili smo dve strategije koje avio kompanije koriste, buking
granice 1 nivoe protekcije. Podestimo se, buking granice su kontrole koje odreduju maksimalan
broj karata koje mogu biti prodate svakoj klasi u odredenom vremenskom trenutku. Stoga,
kriti¢ne vrednosti se lako mogu prebaciti u buking granice koriste¢i b;(t) = x — £;(t) + 1.

6.3 Poasonov proces i modeliranje procesa pristizanja zahteva

Kao $to vidimo u gornjoj rekurzivnoj jednacini, da bismo koristili dinami¢ki model potebno je da
generiSemo verovatnoce pj.. Stoga, da bismo procenili strategije koje avio kompanija koristi u
dinamic¢kom modelu, prvo treba da modeliramo proces pristizanja zahteva za rezervaciju sedista
u rezervacioni sistem. Taj proces bi trebao da generiSe sluajan broj zahteva u svakom trenutku
rezervacionog perioda, i time eksplicitno modeluje vremensku zavisnost traznje. Poasonov proces
je proces koji se najcesce koristi u dinamickim modelima upravljanja prihodima, i u nastavku
¢emo pojasniti kako koristimo Poasonov proces u dinami¢kom modelu.
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U toku rezervacionog perioda, avio kompanija prikuplja podatke u razli¢itim vremenskim
intervalima, koji ne moraju biti iste duzine, 1 najceS¢e postaju sve kraci §to se vreme poletanja
aviona blizi. Na primer, ako avio kompanija po¢ne da prodaje karte 180 dana pre leta, intervali u
kojima se mogu prikupljati podaci su 150-i dan, 120, 100,80,60,45,30,25,20,15,14,..,1.

Neka je takvih intervala K, i za vreme k-tog intervala k = 1, ..., K, neka je ,uj-‘ broj oc¢ekivanih
zahteva za rezervaciju sedista klase j u k-tom intervalu. Tada je ukupan broj o¢ekivanih zahteva
za rezervaciju (svih putni¢kih klasa) jednak p* = u¥ + u¥ + .-+ uk. Sada, da bismo koristili
dinamicki model, s obzirom da u njemu najviSe jedan zahtev moze da pristigne u sistem, svaki
interval k treba da podelimo na v* perioda odlu¢ivanja, tako da za vreme jednog perioda jedan
zahtev pristigne. Tada je broj zahteva za rezervaciju sediSta u intervalu k ima Poasonovu
raspodelu sa o¢ekivanjem u*/v¥. Koristeéi verovatnoéu raspodele promenljive sa Poasonovom
raspodelom, imamo da je verovatnoca da se u intervalu k desi s zahteva je jednaka
(W /v<yse= @i

P(s) = ,s=0,1,2, ...
s!

Da bismo odredili na koliko perioda odlu¢ivanja treba da podelimo interval k, vk, v¥

povecavamo dok verovatnoca da se dese dva ili viSe zahteva ne bude manja od nekog zadatog ¢,
tj dok ne vazi P(s = 2) < e. Zamenjujuéi verovatnoéu raspodele, v¥ moze biti izra¢unato iz

1—P(0) — P(1) < &, 0dnosno1 — e~/ — yk jyk =W Ve < ¢

Stoga, ukupno imamo T = v! + v2 + --- + vX perioda odlucivanja, i da bismo koristili dinamicki
model, ostaje jo§ da izraCunamo verovatnoce pj;. Kako je p;, verovatnoca da se desi tacno jedan
zahtev za rezervaciju sediSta klase j u trenutku t zamenjujuci s = 1 u verovatnocu raspodele,
(sada sa uff unesto p* ), dobijamo

pje = vk e WY,
za svaku putnicku klasu j,j = 1,..,n 1 svaki period odlu¢ivanja t, t =T,T —1,..,1, 0.
Kako mozemo primetiti, jedini podatak koji nam je potreban da bi modelovali proces pristizanja
zahteva za rezervaciju su ,uj-‘.

6.4 Simulacija

U ovom delu, objasni¢emo kako ¢emo simulirati pristizanje zahveva za rezervaciju sediSta za
vreme rezervacionog perioda. Simulacija se Cesto koristi pri analiziranju problema koji su previse
komplikovani da bi se samo tretirali €isto teoretski. Simulacija je numericki eksperiment, gde je
za model za posmatrani problem napisan kod, koji ponavljamo za razli¢ite vrednosti ulaznih
podataka. Kako ¢emo u radu koristiti simulaciju slu¢ajne promenljive, simulaciju moZemo
posmatrati kao stohasticku simulaciju.
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Cilj simulacije je da generiSemo proces pristizanja zahteva za rezervaciju za vreme rezervacionog
perioda, za koji pretpostavljamo da se moze koristiti Poasonov proces. Sada ¢emo ukratko opisati
Poasonov proces 1 algoritam kori§¢en u kodu u njegovom generisanju.

Neka je N (t) broj dogadaja koji se desi u vremenskom intervalu [0, t] i neka je n = 0,1,2, ... broj
takvih dogadaja. Tada je B, (t) = P{N(t)} = n je verovatnoca da se ta¢no n dogadaja desi u
vremenskom intervalu [0, t]. Ako verovatnota B,(t) ispunjava uslove 1-3 i {N(t):t = 0}
ispunjava uslove 4-6, tada se {N(t):t = 0} naziva Poasonovim procesom ili procesom
prebrojavanja.

1. Broj dogadaja koji se desi u jednom vremenskom intervalu je nezavisan od broja
dogadaja koji se desi u u drugom nepreklapaju¢em vremenskom intervalu.

2. Verovatnoéa da se jedan dogadaj desi u kratkom vremenskom intervalu [t, t + h]
je proporcijalan duZini vremenskog intervala.. Taénije, P;(h) = Ah + €, gde ¢ tezZi
nuli, i A je parametar raspodele i predstavlja prosecan broj dogadaja.

3. Verovatnoca da se desi vise od jednog dogadaja u kratkom vremeskom intervalu
[t,t +h],tB,(h) =¢ n>1.

4. prirastaji N(t,) —N(ty) i N(t,) — N(t3) su nezavisni za svako t; < t, < t3 <

ts,
5. zasvako t; < t,, priraStaj ima Poasonovu raspodelu sa parametrom A(t, — t;),
6. N(to) = 0.

U simulaciji, pristizanje zahteva za rezervaciju u sistem generiSemo Poasonovim procesom.
Koristicemo definiciju procesa koriste¢i vreme ¢ekanja. Neka je T; vreme kada se i-ti dogadaj
desio, i W; =T; — T;_; vreme Cekanja izmedu i — 1-og i i-tog dogadaja. Tada je N(t) =
Yo I(T, < t), 1 {N(t):t = 0} se naziva Poasonovim procesom ako vazi
1. N(t) je takasti proces’,
2. vremena ¢ekanja W; su nezavisna i imaju eksponencijalnu raspodelu sa intenzitetom A, tj
sa ocekivanjem 1/A.

Stoga, u generisanju Poasonovog procesa koristimo slede¢i algoritam.
Algoritam

Korak 1. Definisati T, = 0.
Korak2. Zai=1,2,..,n

' Pojam tackastih procesa se moze naéi u [7]. Neka je (Q, F, P) prostor verovatnoce. Tackasti proces je niz sluéajnih
promenljivih (T;,),,»;, definisan nad datim prostorom verovatnoce tako da vazi

(i) PO<KT,<T,<-)=1,

(ii) P(Ty < Tpyy, Ty <) = P(T, <0),n 21,

(iii) Pligp,e T, = ) = 1.
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Korak 2a. Generisati slucajnu promenljivu E sa eksponencijalnom raspodelom i
intenzitetom A,
Korak2b. T; =T;_{ + E.

6.5 Numeric¢ka primena
U ovom delu, glavni cilj je da prikazemo razlike u statickim i dinami¢kom modelu, odnosno
njihovom racunanju strategija koje avio kompanija primenjuje u upravljanju prihodima.

Posmatracemo direktan let bez presedanja, sa kapacitetom aviona od 80 sediSta, i 4 putnicke
klase. Cena karte, srednja vrednost traznje i standardna devijacija su prikazani u sledecoj tabeli.

Tabela 6.1 : Cena karte i traZnja za Cetri putnicke klase

Putnicka klasa Cena karte Srednja vrednost Standardna devijacija
traznje traznje
1 1050 20 3.1
2 950 30 5.8
3 699 40 7.1
4 520 50 11.3

Za pocetak, uporedicemo dva staticka modela, u kom avio kompanija nema moguénosti
prebukiranja, Littlewood-ov model i model ocekivanog marginalnog prihoda sedista. U
Littlewood-ovom modelu smo koristili predhodno opisanu Monte Karlo simulaciju sa brojem
ponavljanja jednakom 100 000. U sledecoj tabeli su prikazani rezultati dva modela, nivoi
protekcije, odnosno minimalan broj sedisSta koji treba da bude saCuvan za tu klasu i dostupan
svim vi$im putni¢kim klasama.

Table 6.2 : Nivoi protekcije dobijeni primenom dva staticka modela

Putnicka klasa Littlewood-ov Model ocekivanog
model sa 4 marginalnog prihoda
putnicke klase sedista
1 15.8092 15.8107
2 46.5329 46.4103
3 87.8354 87.4346
4
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Znamo da nam Littltewood-ov model daje optimalne nivoe protekcije za svaku putnicku klasu

y; » dok nam model o¢ekivanog marginalnog prihoda sedista daje njihovu approksimaciju y;. Kao

prvo, mozemo primetiti da za oba tipa nivoa protekcije vazi y; <y, < y3, odnosno y; < y; <

Y3, kao $to je opisano u teoretskom delu i §to mozemo videti na slici.

Slika 6.2 Nivoi protekcije dobijeni primenom statistickog modela
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Dalje, moZemo primetiti da numericki, oba modela daju skoro identi¢ne rezultate. Littlewood-ov
model nije mnogo koriS¢en u praksi, jedan od razloga je taj Sto se deregulacija avio industrije
desila sedamdesetih godina dvadesetog veka, deceniju pre razvoja teorije optimalne kontrole.
Stoga, bar u ovom sluc¢aju, mozemo re¢i da je model ocekivanog marginalnog prihoda sedista

dobra aproksimacija Littlewood-ovog modela, i da se optimalni nivoi protekcije i nivoi protekcije

dobijeni aproksimacijom skoro ne razlikuju. Oba modela kazu da treba saCuvamo najmanje 15

sedista za prvu putni¢ku klasu, najmanje 46 sedisSta za prvu i drugu putnic¢ku klasu, i najmanje 86

sediSta za prvu, drugu 1 trecu putnic¢ku klasu. Podsetimo se da druga strategija avio kompanije,
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odnosno buking granice b; koje odreduju maksimalan broj karata koje mogu biti prodate svakoj

klasi se jednostavno mogu izracunati koriste¢i b = C — y;_; .

U predhodna dva modela nije bilo dozvoljeno putnicima da otkazu rezervaciju ili se ne pojave na
let, a samim tim nismo koristili metod prebukiranosti. Sada, dozvoli¢emo putnicima da otkazu
rezervaciju ili se ne pojave na let, §to u statickom modelu ne pravi razliku. U modelu sa jednom
klasom, potrebna nam je prosecna cena karte koja bi u ovom slucaju bila ponderisana cena karte

sa ponderima srazmernim udelu traznje za kartom pojedine putni¢ke klase u ukupnoj traznji, tj

L 20 30 40 50
cena je jednaka —— 1050+ ——950+ ——— 699+ ———520 =
20+30+40+5 0 20+30+40+5 0 20+30+40+5 0 20+30+40+5 0

79 3 Verovatnoc¢a da se putnik pojavi na let, a, kao i troskovi naknade iznad visine karte u
sluaju nepojavljivanja na let, R, su dati u sledecoj tabeli. Cilj je da nademo granicu
prebukiranosti B, odnosno maksimalan broj karata koji avio kompanija treba da proda iznad
kapaciteta B > C, ili stopu prebukiranosti k za koju vazi C(1 + k) = B. Rezultati su prikazani u
sledecoj tabeli.

Tabela 6.3 Granica prebukiranosti i stopa prebukiranosti

Troskovi naknade ~ Verovatnoca da se Granica Stopa
putnik sa kupljenom prebukiranosti  prebukiranosti
kartom pojavi na let

0 0.9 309 2.8625
100 0.9 93 0.1625
300 0.9 91 0.1375
500 0.9 90 0.1250

Kao $§to je i1 oCekivano, ukoliko avio kompanija nema troSkove naknade viSe od cene karte, avio
kompanija ¢e prebukirati let u velikoj meri, sa stopom prebukiranosti ¢ak 286%. Naravno, kako
troSkovi naknade rastu avio kompanija sve manje koristi prepukiranost, ¢ija stopa pada na 16, 13,
12 % kako troSkovi naknade rastu. Podsetimo se da u ovom modelu koristimo troskove naknade
dobrovoljno prekobrojnim putnicima, tj samo kratkorocne troskove placanja prenocista ili
pomeranja na drugi let. Dugoro¢ne troskove koje avio kompanija ima, naime gubitak dobre volje
putnika 1 samim tim gubitak usled smanjene traznje 1 prelaska kod konkurencije, ne koristimo u
ovom modelu. Dugoro¢ni gubici se teSko mogu izmeriti, ali verovatno bi uticali na smanjenje
stope prebukiranoosti koju avio kompanija koristi.

Kao S$to je napomenuto, stati€¢ki modeli ignoriSu dinamicku prirodu rezervacionog perioda,
odnosno, strategije koje avio kompanija koristi, nivoi protekcije ili granica prebukiranosti, se
odreduju pre pustanja karti u prodaju i ne menjaju se tokom vremena. Stoga, u nastavku ¢emo
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primeniti dinamicki model u kom su strategije vremenski zavisne, odnosno zavise u kom delu
rezervacionog perioda se nalazimo. Da bismo primenili dinamicki model, potrebni su nam podaci
o traznji za kartama pojedinacne putnicke klase za vreme rezervacionog perioda. Kako avio
kompanija prikuplja podatke u pojedinim vremenskim trenucima, a ne kontinuirano, rezervacioni
period je podeljen na 10 vremenskih intervala. Na primer, prvi interval moze biti od 180-og do
150-0g dana od pustanja karti u prodaju, slede¢i od 150-0g do 130-og, poslednji interval moze
biti od tre¢eg dana pre poletanja aviona do trenutka poletanja aviona. Traznje za kartama
pojedine putnicke klase su date u slede¢oj tabeli.

Table 6.4 TraZnja za kartama tokom rezervacionog perioda

Vremenski interval Ukupna
traznja
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
. 1 0 0 0 1 2 2 3 5 4 3 20
Putnicka
2 0 0 2 2 4 6 7 4 3 2 30
klasa
3 2 5 7 8 9 5 4 0 0 0 40
4 8 11 15 9 5 2 0 0 0 0 50

Primetimo da Cetvrta putnicka klasa najvise rezerviSe na pocetku rezervacionog perioda, dok prva
klasa najvise rezervie na kraju rezervacionog perioda. Sto je putni¢ka klasa visa, to je verovatnje
da ¢e rezevisati blize poletanju aviona. Sada, da bismo koristili dinamicki model, svaki
vremenski interval treba da podelimo na vremenske periode odlucivanja, tako da u svakom
periodu odluc¢ivanja najvise jedan zahtev pristize u sistem. Podsetimo se, to radimo tako $to sa
pragom tolerancije € dozvoljavamo da se dese vise od jednog zahteva u jednom vremenskom
intervalu, koje moZemo izabrati proizvoljno malo. Sto je manje &, odnosno §to je manja
tolerancija, dobijamo viSe perioda odluc¢ivanja. Za & uzimamo vrednost 0.3, §to nam daje broj
perioda odlucivanja u svakom vremenskom intervalu.

Tabela 6. 5 Broj perioda odlu¢ivanjaza € = 0.3

Vremenski interval

Broj 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
perioda 10 15 22 19 19 14 13 9 7 5
odlucivanja

To nam daje ukupno T =10+15+22+19+19+14+13+9+7+5=133 perioda odlucivanja, u kojima
moze da pristigne zahtev za rezervaciju karte pojedine putnicke klase ili da ne pristigne nijedan
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zahtev, 1 avio kompanija treba da odluci da li da pristigli zahtev prihvati ili da odbije. Sada, kada
imamo broj perioda odlucivanja za svaki vremenski interval, mozemo izracunati verovatno¢u da
se u nekom periodu odlucivanja desi zahtev za rezervaciju karte pojedine putnicke klase, pjq, ili
se nijedan zahtev ne desi, py¢, koriste¢i formulu datu u dinamickom modelu.

Tabela 6. 6 Verovatnoce da se desi ili ne desi zahtev za rezervaciju karte

Verovatnoca
da se ne desi
nijedan
Verovatnoca da se desi zahtev za rezervaciju karte putnicke zahtev za
klase j rezervaciju
Djt Dot
Period j=1 j=2 j=3 j =4
odlucivanja t
133 0 0 0.0830 0.2764 0.6406
132 0 0 0.0830 0.2764 0.6406
103 0 0.1167 0.2315 0.3585 0.2934
79 0.0905 0.1167 0.2528 0.2950 0.2451
61 0.1637 0.2042 0.2717 0.2023 0.1580
47 0.1637 0.2681 0.1811 0.0947 0.2923
31 0.2222 0.2926 0.1516 0 0.3335
16 0.3033 0.2042 0 0 0.4925
9 0.2681 0.1637 0 0 0.5681
2 0.2222 0.1167 0 0 0.6611
1 0.2222 0.1167 0 0 0.6611
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Primetimo da verovatnoca da se desi zahtev za rezervaciju karte prve putnicke klase je nula na
pocetku rezervacionog perioda, i da ova verovatnoc¢a ima vecu vrednost $to se poletanje aviona,
odnosno kraj rezervacionog perioda blizi. Suprotno vazi za Cetvrtu putnicku klasu, verovatnoca
da se desi zahtev za rezervaciju karte Cetvrte putnicke klase je najveca na pocetku rezervacionnog
perioda, dok je jednaka nuli na §to je poletanje aviona bliZe.

Kao $to smo napomenuli, strategije koje koristi avio kompanija u statickom modelu ne zavise od
toga koliko je vremena proslo od pocetka rezervacionog perioda, buking granice i nivoi
protekcije ne zavise od vremena. Medutim, u dinamickom modelu podsetimo se, koristimo
kriticne vrednosti, koje nalazimo za svaku putnicku klasu i za svaki period odluc¢ivanja. Ukoliko
je preostali kapacitet manji od kriti¢ne vrednosti, zahtev za rezervaciju odbijamo, u suprotnom,
zahtev prihvatamo. U sledecoj tabeli dajemo kriticne vrednosti koje su izra¢unate koriste¢i metod
opisan u kratkom pregledu dinamickog modela.

Tabela 6.7 Kriti¢ne vrednosti za putnicku klasu j

Kriti¢ne vrednosti za putnicku klasu j

Period j=1 j=2 j=3 j=4

odlucivanja t
133 1 22 44 72
132 1 22 44 72
103 1 43 63
79 1 21 37 50
47 1 14 24 28
31 1 10 15 17
16 1 5 7 8
9 1 2 4 5
2 1 1 1 2
1 1 1 1 1
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Kriti¢ne vrednosti za prvu klasu se ne menjaju sa vremenom, s obzirom da ¢emo zahtev za
rezervaciju karte prve putnicka klase uvek prihvatiti jer je cena karte najviSa. Kriti€ne vrednosti
opadaju s vremenom jer $to smo blizi poletanju aviona to je manje preostalog kapaciteta, odnosno
slobodnih sedista.

Sada, simuliramo vreme pristizanje zahteva u rezervacioni sistem kao S§to je opisano u
dinamickom modelu, ¢iji rezultat moZemo videti na sledecoj slici.

Slika 6.1 Simulacija pristizanja zahteva za rezervaciju u sistem
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Na x-osi je vreme pristizanja zahteva za rezervaciju u sistem, na y-osi je putnicka klasa kojoj
zahtev pripada. Tako na primer, mozemo videti da se do 20-og perioda, desilo nekoliko zahteva
za rezervaciju trece 1 Cetvrte putnicke klase, 1 nijedan zahtev za rezervaciju karte druge 1 prve
putnicke klase. Da bismo mogli da koristimo kriticne vrednosti ova vremena transformiSemo u
nula-jedan matricu sa sa brojem vrsta jednakom broju perioda odlucivanja i brojem kolona
jednakom broju putnickih klasa. Element na preseku j-te kolone i t-te vrste dobija vrednost
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jedan, ako se u periodu odlucivanja t desio zahtev za rezervaciju sediSta putnic¢ke klase j.
Matrica je prikazana u sledecoj tabeli.

Table 6.8 Simulacija pristizanja zahteva za rezervaciju u sistem

Putnicka klasa j
Period j =1 j=2 j=3 j =4
odlucivanja t
133 0 0 0 0
132 0 0 0 0
103 0 0 1 0
79 0 0 0 1
5 1 0 0 0
2 0 0 0 1
1 0 1 0 0

Svaki put kada zahtev za rezervaciju sediSta pristigne u sistem, avio kompanija poredi kriti¢ne
vrednosti 1 preostali kapacitet. Ukoliko je preostali kapacitet manji od kriticne vrednosti, zahtev
za rezervaciju odbijamo, u suprotnom, zahtev prihvatamo i preostali kapacitet se smanjuje za
jedan. Rezultati optimizacije su prikazani na slici.
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Slika 6.2 Odluka prihvatanja ili odbijanja zahteva
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Na x-osi je kao i1 pre vreme pristizanja zahteva za rezervaciju u sistem, na y-osi je putnicka klasa
kojoj zahtev pripada, crvenom je oznafen zahtev koji je odbijen, zelenom zahtev koji je
prihvacen. U sledecoj tabeli dajemo pregled odbijenih zahteva po putnickim klasama i periodima
odlucivanja.

Table 6.9 Odbijeni zahtevi po putni¢kim klasama i periodima odlucivanja.

Period odlucivanja

Putnicka 49 52 53 56 64 70 74 76 8 108 113
klasa 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4

115 119 120 124 126 129 131 132 133
4 4 3 3 2 3 2 4 2
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Primetimo da medu odbijenim zahtevima, nema zahteva za rezervaciju sediSta prve putnicke
klase, ti zahtevi se uvek prihvataju jer generiSu najvec¢i prihod. Takode, §to smo bliZi poletanju
aviona, avio kompanija odbija zahteve za rezervaciju od strane druge i trece putnicke klase, u
iS¢ekivanju zahteva od strane prve putnicke klase. Koriste¢i ovu strategiju, dobijamo da avio
kompanija generiSe prihod od 64 885.
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ZAKLJUCAK

U ovom radu, bavili smo se matematickim modelima koje avio kompanije koriste u upravljanju
prihodima, sa ciljem njihove maksimizacije. Upravljanje prihodima je dosta komplikovan proces
koji u praksi podrazumeva procenjivanje traznje za kartama, kontrolu kapaciteta, koriS¢enje
prebukiranosti, slobodno formiranje cena karti, kao i pracenje konkurencije. Proces upravljanja
prihodima je u sustini dinamicki, s obzirom da se parametri menjaju od pocetka rezervacionog
perioda, odnosno pustanja karti u prodaju do poletanja aviona. U pojednostavljenom kontekstu,
koncentrisali smo se na dve strategije od mnogih koje avio kompanije danas koriste, kontrolu
kapaciteta i metod prebukiranosti.

Na pocetku, bavili smo se statickim modelom sa jednom putnickom klasom koji dozvoljava da
putnik sa kupljenom kartom otkaze rezervaciju ili se ne pojavi na let, 1 samim tim koriS¢enje
metoda prebukiranosti. lako dosta pojednostavljen, model pomaze da se razume pojam i
karakteristike metoda prebukiranosti. Zatim smo prosirili osnovni model uvodenjem viSe
putnickih klasa, i na taj nacin dozvolili koriS¢enje i druge strategije avio kompanjie, kontrole
kapaciteta. Oba modela, zbog svoje jednostavnosti, nasla su primenu u praksi avio kompanija,
iako ignoriSu dinamicku prirodu rezervacionog procesa.

U nastavku, modeli koje smo razmatrali bili su dinamicki, modeli koji ne ignoriSu dinamicku
prirodu rezervacionog procesa i ne pretpostavljaju sekvencijalnost u pristizanju zahteva. Za
razliku od statickih modela, dve pomenute strategije menjaju vrednosti tokom rezervacionog
perioda kako se vrednost pojedinih parametara menja. Na kraju, numericki smo primenili staticki
1 dinamicki model, kako bismo dobili bolji uvid u pomenute strategije.

Naravno, pomenuti modeli su dosta pojednostavljeni. U praksi, avio kompanije maksimiziraju
prihod na celoj mrezi letova a ne samo na jednom direktnom letu kao §to je ovde slucaj. Takode,
drugi faktori kao Sto su konkurencija 1 gubitak dobre volje zbog koriS¢enja prebukiranosti uti¢u
na upravljanje prihodima. Sli¢no, vremenski raspored letova u toku dana i nedelje, formiranje
cena karti koriS¢enjem aukcija su druge strategije od kojih avio kompanije korist u upravljanju
prihodima. A zahvaljuju¢i ubrzanom razvoju u avio industriji, novih strategija ¢e sigurno biti jo§
vise.
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