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1 Uvod

Mehanika fluida svoju znacajnost krije u stvaranju teorije kroz vekove. Mehanika fluida je imala
veoma jak uticaj na razvoj pojedinih oblasti nauke kao §to su mehanicko, hidraulicko i aeronauticko
inzenjerstvo.

Interesovanje za dinamiku fluida javilo se jo§ u antickoj Grckoj, kada je Ziveo i radio jedan od
najpoznatijih matematicara i inzenjera tog vremena, Arhimed. Medutim, glavni razvoj mehanike
fluida morao je da saceka formulaciju drugog Njutnovog zakona kretanja. Taj zakon je primenjen na
fluide od strane Svajcarskog matematicara Leonarda Ojlera.

lako je tema ovog master rada bazirana na matemati¢kim osnovama, te matematicke osnove ne bi
imale tolikog smisla ako bi se striktno odvojile od teorije mehanike fluida. Zbog toga su, u prvom
delu master rada objasnjeni osnovni pojmovi mehanike fluida i predstavljeni su osnovni zakoni
dinamike fluida. Ojler je prepoznao kako se zakoni dinamike fluida mogu predstaviti u jednostavnom
obliku ako se pretpostavi da su nestisljivi ili idealni. Jednacine fluidnog kretanja, Navije-Stoksove i
Ojlerove jednacine koje su isto predstavljene u prvom delu rada, posmatrane su, takode, pod
pretpostavkom da je fluidni tok nestisljiv. Za realne fluide teorija se zna¢ajno komplikuje.

Cilj master rada jeste da predstavi i objasni matematicke osnove pojma vrtloznosti, pa je najveci deo
master rada posvecen upravo tome. Zasto je pojam vrtloznosti, koji se matematicki definise kao rotor
vektorskog polja toliko vazan? Vrtloznost nije lako merljiva (postojanje taénog metra vrtloznosti kao
izuma bilo bi od neprocenjive vrednosti za brojne eksperimenline i teorijske primene) i iz definicije se
vidi da nema narocitu fizicku znacajnost, ne razlikuje se posebno od bilo kog gradijenta polja brzine.
Zbog toga je u radu odmah nakon uvoda u pojam vrtloznosti, objaSnjen odnos izmedu gradijenta
brzine i vrtloZnosti. Zna¢ajnost vrtloznosti je u tome $to je ona, barem za kretanje homogenih
nestisljivih fluida, svojstvo toka od velike vaznosti, i nije preterano reci da su svi problemi takvih
tokova postavljeni kao pitanje o snazi i lokaciji vrtloznosti. Cinjenica da je jedan od najveéih
nereSenih problema dinamike fluida turbulencija, koja predstavlja nasumicno, haoticno polje
vrtloznosti, govori u prilog pomenutoj znacajnosti.

Vrtloznost obezbeduje mocne, kvalitativne opise za veoma vazne fenomene u mehanici fluida.
Formiranje i razdvajanje grani¢nih slojeva koji se opisuju u terminima proizvodnje, konvekcije i
difuzije vrtloznosti. U radu je dat pregled mogu¢ih nacina generisanja vrtloznosti. Generisanja, u
smislu da jednacine opisuju nastanak pojave koju izaziva, npr. Sok talas, konvekciju ili baroklinicki
efekat, i da u sebi sadrZe i odgovarjuéi gradijen brzine sa ostalim bitnim parametrima, pa se primenom
rotora dolazi i do jednacina koje opisuju vrtlozno kretanje. Predstavljen je i nacin na koji se dolazi do
jednacine vrtloznosti i matematicki su opisani pojmovi kao $to su konvekcija i isatezanje vrtloznosti,
kao i situacije kada dolazi do imenovanih pojava.

U radu su prikazana analiti¢ka, vrtlog reSenja Navije-Stoksovih jednacina. Predstavljena su i
Bugersova reSenja za Ojlerovu jednacinu i diniamiéi istegnuti vrtlozi kao reSenja Navije-Stoksovih
jednacina, zatim Lamb-Capljiginov dipol i Hilov sferi¢ni vrtlog. U formulaciji navedenih resenja se
koristi funkcija protoka.

Gore navedena reSenja su klasi¢na. Ukoliko je pocetna brzina glatka, sa kona¢nom energijom, tada
postoji jedinstveno globalno resenje 2D Ojlerovih jednac¢ina. Ukoliko, to nije zadovoljeno ne moze se



Matematicke osnove vrtloznosti

tvrditi postojanje jednistvenog globalnog reSenja. U mnogim fizi¢kim problemima javlaju se izuzetno
nestabilne strukture, ¢ija dinamika ne moze biti opisana jednostavnim glatkim modelom. Zbog toga se
uvodi pojam slabog resenja. Elipti¢ni koluminarni vrtlozi su primer slabog reSenja 2D Ojlerovih
jednacina.
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2 Osnove dinamike fluida

Mehanika fluida obuhvata pojave koje su vezane za dva agregatna stanja tela: te¢no i gasovito, ali i za
sve vrste meSavina sva tri agregatna stanja (Cvrsto, te€no i gasovito). Gasovito telo karakteriSe vrlo
velika pokretljivost i deformabilnost. Njegovo ponasanje je potpuno suprotno od ponasanja ¢vrstog
tela. Te¢no telo Se nalazi na sredini izmedu ova dva stanja. U mehanici fluida posmatra se kretanje
delica koji je u potpunosti ispunjen materijom. Naziv fluid se odnosi na teCnosti i gasove zbog
njihovih zajednickih osobina.

U klasi¢noj mehanici, fluid se definiSe kao materija koja je neprekidna, kontinualna, dok je fluidni
prostor potpuno ispunjen. Fluid se moze definisati na 0snovu njegovog ponasanja kada se nade pod
dejstvom sila.

Sile mogu da deformisu telo na sledeci nacin:

o istezanje
o komprimovanje
o uvrtanje

Fluidi se veoma lako deformiSu i pri tome se ne vracaju u prethodni oblik te mogu da teku, stoga,
moze se reci da je fluid stanje materije u kome ona moze da te¢e i menja oblik i zapreminu pod
dejstvom veoma slabih medumolekularnih? sila. Definisanje svojstava fluida, obuhvatajuéi i te¢nosti i
gasove, lezi u lakoéi i na¢inu njihove deformacije. Cvrsta tela mogu promeniti svoj oblik samo onda
kada dode do promene u spoljaSnjem stanju. Sa druge strane, deo fluida nema periferni oblik i
homogeni delovi Cestica se mogu lako preurediti.

Postoje sledeéi, osnovni, modeli fluida [3]:

¢ miran fluid (stabilan)- fluid u stanju mirovanja. Moze da bude stiljiv i nestisljiv, ali se uvek
posmatra kao neviskozan, jer se viskozne slie (sile trenja) ne javljaju pri mirovanju fluida.

O nmestisljiv fluid - fluid kod koga je gustina konstantna. Moze da bude viskozan ili neviskozan

O idealan (savrsen) fluid — fliuid koji je neviskozan. To je model fluida u kojem su nadenja prva
reSenja kretanja. Njegove Cestice se krecu potpunom slobodom.

O stisljiv (kompresibilan) fluid — fluid ¢ija je gustina promenjiva, a elasti¢ne sile (sile pritiska)
dominantne. Viskozni efekti se obi¢no zanemaruju. Model ovakvog fluida primenjuje se u
dinamici gasova.

¢ realan fluid — stvaran fluid kod koga su izrazene i viskozne i elasti¢ne sile. Za realan fluid
postoji ograni¢en broj ta¢no reSenih problema.

Vrlo vazni pojmovi koji se sre¢u u mehanici fluida, a koji su od velike vaznosti za evoluciju
dinamickih jednacina jesu gustina, pritisak, viskoznost i difuzija. To su samo neka od mehanickih
(pritisak, gustina) i uzrokovanih svojstava fluida (viskoznost, stisljivost, toplotno Sirenje i dr.),
medutim postoje i termicka svojstva(temperatura, entalpija, unutraSnja energija i dr.). Neka od tih

1 Komprimovanje znaci kompresija ili sabijanje, prigusivanje ili zgusnjavati.
2 Privlacne 1 odbojne sile medu cCesticama fluida. Sustina ovoga rada jeste u matematickim
osnovama teorije vrtloznosti, fizi¢ki pojmovi i pojave su ukratko i pojednosatavljeno objasnjeni
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svojstava, koja su najvaznija za temu ovog master rada detljnije su objasnjena odmah ispod, dok ce
neka biti ukratko objasnjena u delovima u kojima se spominju.

2.1 Osnovni pojmovi

Naziv fluid odnosi se i na te¢nosti i na gasove zato $to u prirodi ima dosta slucajeva kada se gasovi
ponasaju kao da su nestisljivi. To se deSava kada su brzine gasne struje znatno manje od brzine kojom
se zvuk prostire kroz gas, ili kada su gasovi izlozeni dejstvu malih razlika u pritiscima u poredenju s
apsolutnim pritiscima koji u njima vladaju.

Pod fluidnim deli¢em se podrazumeva tako mala koli¢ina materije da njen oblik ne igra nikakvu ulogu
pri posmatranju. Deli¢i imaju uvek istu masu, ali im Se zapremina i oblik mogu menjati tokom
vremena.

2.1.1 Gustina

Gustina je osobina materije koja opisuje na koji naéin je ,,spakovana“ materija, tj. na koji nacin su
povezani atomi i, samim tim, koju zapreminu zauzima odredena masa materije.

Fluidni deli¢ ima svoju masu koja se tokom vremena ne menja. Srednja gustina p se dobija kada se
neka kona¢na masa m podeli zapreminom V u kojoj se sadrzi [8]:

7 ()
P=y m3
Ako se vrlo mala zapremina fluida AV, mase Am, okupljene oko neke tacke M, bilo kako smanjuje,
ali ipak tako da tacka M stalno ostaje U toj smanjivanoj zapremini, onda grani¢na vrednost odnosa
Am/AV kada AV tezi nuli predstavlja gustinu fluida p neprekidne sredine u tacki M :

_1 Am dm

Gustina nesti$ljivih fluida se ne menja, ali zato se menja gustina stisljivih fluida. Pri porastu pritiska
gustina postaje vec¢a, prema tome, gustina stisljivih fluida je direktno srazmerna pritisku.

2.1.2 Viskoznost

Svojstvo fluida da pri svom strujanju pruza otpor relativnom klizanju svojih ¢estica poznato je pod
nazivom viskoznost ili unutrasnje trenje. Sila trenja uslovljava da sloj tecnosti, koji se krece brze,
povlaci za sobom susedni sloj koji se krece sporije i to je jedno od najvaznijih svojstava fluida.

Kisne kapljice prilikom pada na staklo se lepe za tu povrSinu, mada na njih deluje sila Zemljine teze
koja ih svlaci na zemlju. U dodirnoj povrsini kapljica i stakla vlada sila koja je u stanju da zaustavi
kapljice (athezija). Cvrsta povrsina ko&i strujanje. Sa povrsine se kodenje prenosi u unutra$njost
struje, jer se fluidni deli¢i lepe medu sobom (kohezija) [8].
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Posmatrajmo laminarno (slojevito) kretanje fluida preko ravne povrsine. Brzina fluida koji dodiruje
prizemnu povrsinu je ravna nuli, dok dalji slojevi imaju vece brzine. Kako gornji delovi fluida imaju
vecu brzinu od onih ispod, izmedu njih se javlja trenje, tj. javlja se sila tako usmerena da koci slojeve
koji se brze krec¢u, odnosno ubrzava one slojeve koji se sporije krecu. Ova sila se zove sila viskoznog
trenja. Veli¢ina ove sile koja se opire relativnom kretanju bilo koja dva sloja direktno je srazmerna

dodirnoj povrsini S izmedu slojeva i gradijenta brzine Z—; tj. [14]:

d
T:HSd_;' (2.1.2.1)

gde je u dinamicka viskoznost.
Jednacina (2.1.2.1) je poznata kao Njutnov zakon viskoznog trenja.

U mehanici fluida, kao i u hidraulici i pneumatici se ¢esto koristi kinemati¢ka viskoznost v, koja se
dobija deljenjem dinamicke vikoznosti sa gustinom fluida:

Dinamicka i kinemati¢ka viskoznost zavise od prirode fluida, od temperature i pritiska kome je
izlozen.

2.1.3 Delovanje sila na fluid

Na masu fluida u nekoj zapremini deluju razne sile, poput sile Zemljine teZe, sile gravitacije i inercije.
Te sile deluju na svaki deli¢ fluida u posmatranoj zapremini i nazivaju se zapreminske ili spoljasnje
sile. Odnose se na jedinicu mase, pa se tako spoljasnje sile po jedinici mase oznacavaju sa F.

Pored navedenih sila javljaju se i povrsinske sile R, koje nisu jednake u razli¢itim tackama
posmatrane povr$ne fluida. Prvo, treba uoéiti neku zapreminu V koju ispunjava fluid i podeliti je
nekom povrSinom A na dva dela, 1 i 2 (slika 1). Kako su fluidni delié¢i izuzetno pokretljivi, to svaki od
delova podeljene zapremine moze zadrzati svoj oblik samo ako na njega deluju sile, koje zanemaruju
uticaj odseCenog dela, u svim tatkama koje pripadaju zajednic¢koj povrsini A. Za razliku od
spoljasnjih sila one se odreduju prema jedinici povrSine na koju deluju. Zato se ovakve sile zovu
povrsinskim silama R.

Slika 1: Delovanje povrsinskih sila
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Mali deo AA grani¢ne povrSine A trpi elementarnu povrSinsku silu AR, koja se mozZe rastaviti na
komponentu AN normalnu na povrsini AA i tangentnu komponentu AT koja lezi u ravni povrsine AA.
U opstem slucaju, povrsinske sile R nisu jednake u raznim ta¢kama posmatrane povrsine A, pa ni u
tackama male povrsine AA koja je proizvoljno izabrana.

Tangentne komponente povrSinskih sila izazivaju klizanje fluidnih delica. Kako su deli¢i vrlo
pokretljivi, dovoljna je i najmanja sila da bi se promenio oblik fluidne mase pod uslovom da se ne
ogranicava vreme delovanja sile. 1z toga sledi da se smicajne sile moraju medusobno uravnotezavati
kada fluid miruje. Fluid u mirovanju se ponasa kao da je savrsen.

Delovanje sila na fluid je znacajno jer pritisak koji se javlja unutar fluida zavisi od povrSinskih i
spoljasnjih sila. Upravo te sile izazivaju pomeranje fluida. Pritisak predstavlja odnos sile i povrSine i
povezan je sa gustinom fluida. Tako, na primer, brZze se menja u vodi nego u vazduhu. Jedinica za

pritisak je Paskal ([Pa] = [%D

_F
P—S-

S je telo na ¢iju povrsinu deluje normalna sila F, slika 2.

F
—_—
F
F
S5 S S
p=F/S p=0 . p=FcosO/S

Slika 2: Odnos sile, pritiska i povrsine

Pritisak slabo uti¢e na dinami¢ku viskoznost fluida dok na kinemati¢ku viskoznost ima presudanu
vaznost, jer je kod dinamicke viskoznosti gustina izrazita funkcija od pritiska, a njome se ona deli.

Viskoznost te¢nosti se neznatno menja dokle god su pritisci srazmerno mali, pri ¢emu, za vodu, nesto
opadaju sa pojac¢avanjem pritiska, dok za ostale te¢nosti rastu.

10
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2.2 Osnovni zakoni dinamike fluida

Pojam vrtloZnosti je povezan, kako sa pojmom Ojlerovih jednéina tako i sa pojmom Navije-Stoksovih
jednacina, jer sama jednacina koja opisuje vrtlozno kretanje se izvodi iz navedenih jednacina. O
jednacini vrtloznosti ¢e biti viSe reCi u narednim poglavljima. Da bi se razumela sama sustina
vrtloznosti bitan je na¢in na koji se dolazi do matemati¢kog opisa iste. Da bi bilo jasno S§ta jednacina
vrtloznosti matematicki predstavlja, bitno je razumeti matematicke forme Ojlerovih i Navije-
Stoksovih jednacina, a za njihov opis vrlo su vazni pojedini zakoni dinamike fluida, od kojih ¢e
ukratko biti, matematicki, predstavljeni: zakon odrzanja mase, zakon momenta i zakon odrzanja
energije.

Za naredne delove vaZne su sledece teoreme i definicije kao i Cinjenica da sile koje deluju na deo
materije fluida mogu biti dva tipa. Kao prvo postoje sile pritiska, a kao drugo postoje spoljasnje sile
kao sto je ve¢ navedeno, gravitacija ili magnetno polje koje vrse pritisak po jedinici zapremine.

Propozicija 2.1.1 (Transportna formula) [16]: Neka je W ¢ RN otvorena, ogranicena oblast sa
glatkom granicom i neka je X putanja Cestice koja odreduje glatko polje brzine u. Tada za bilo koju
glatku funkciju f(x, t) vazi:

d
dt Jyow.p

fdx = f [f; + div,(fu)] dx

X(W,t)
Dokaz: Promenom koordinata @ — X(,t) zamenjuje se integracija preko domena koji se stalno
menja X (W, t) u integraciju po fiksnom domenu W:

i f(x,t) dx =f fX(a,t),t)](a,t)da
w

dt Jyw,e)

gde se Jakobijan transformacije J(ea,t) definise sa:

](a' t) = det(vaX(a' t))' Vaz [(a/aal)' (a/aaZ)! ey (a/aaN)]

Slede¢a, obi¢na, nelinearna, diferencijalna jednacina definiSe preslikavanje putanje Cestice
X, t):a = X(a,t)) i navodi se bez dokaza.

Z—f(a, O =uX(a,t),t), X(@0)=a 2.2.1)

Primenom (2.21) dobija se:

flxt) dx=fw[(%+i—f-Vf)]+f%]da

dt Jyow,e

= fw [(%+ u, - Vf+f divxu)]] da

- j [f, + div, (fu)] dx
X(W,t)
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U radu ¢e biti dosta govora o nestisljivim fluidima i nesti§ljivim tokovima. Za pojam nestisljivi fluid,
u fizickom smislu, ve¢ je reCeno da znaci da se gustina fluida ne menja pod dejstvom sila, a za sam
tok kazemo da je nestisljiv ako je zapremina toka koji zavisi od oblasti u kojoj ga posmatramo i
vremena, jednaka zapremini te oblasti, tj. :

Definicija 2.2.1 [16]: Tok X (-, t) je nestisljiv ako je za sve podoblasti W sa glatkim granicama i bilo
koje t > 0 zapremina oc¢uvana, tj.

zapremina X (W, t) = zapremina W

Propozicija 2.2.2: Neka X(-,t) predstavija putanju Cestice koja preslikava glatko vektorsko polje
u € R". Onda je

aJ .
Frin (divew) | (x(a,0,60)/ (@ t)

Iz propozicije 2.2.1 koja predstavlja transportnu formulu sledi da je za f = 1, divu = 0. Slede¢a
propozicija daje ekvivalentne uslove za sluéaj kada je tok nestisljiv.

Propozicija 2.2.3: Za glatke tokove sledeca tri uslova su ekvivalentna:

1. tokje nestisljiv tj. VW < RN, t > 0 zapremina X(W, t) = zapremina W
2. diva=0
3. J(a,t)=1

2.2.1 Zakon odrZanja mase (jednacina kontinuiteta)

Neka je W fiksna podoblast oblasti D (W se ne manja sa vremenom). Stopa promene mase U
W iznosi:

d (Wt)—df th—fap dv
ac Y T ar Wp(x’) _Wat(x')

gde je masa oznacena sa m, a gustina, kao prostorna funkcija vremena je oznacena sa p. Neka oW
oznacava granicu od W, neka je ta granica glatka, i neka n oznacava jedini¢nu, spoljasnju normalu
definisanu u skoro svim tackama na granici dW i neka dA oznacava element povrsine na dW. Stopa
protoka zapremine kroz 0W po jedinici povrSne je u - n i stopa protoka mase po jedinici povrsine
iznosi pu - n.

Princip odrzanja mase moze se preciznije definisati na sledei nacin:
Definicija 2.2.1.1: Stopa porasta mase u W jednaka je stopi po kojoj masa ulazi kroz oW

d

—f pdW = —f pu-ndA (2.2.1.1)
dt Jy ow

12
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Ovo je integralni oblik zakona odrZanja mase. A po teoremi divergencije® ovaj zapis je jednak sa:

fw (%2 4 div(ow} = 0 (2212)

Kako vazi za sve podoblasti W, zapis je ekvivalentan sa:

a_p i = 2.2.1.3
{at + dlv(pu)} =0 ( )

Poslednja jednaina predstavlja diferencijalni oblik zakona odrzanja mase, takode poznat kao
Jjednacina kontinuiteta.

Ako p i u nisu dovoljno glatke funkcije da bi opravdale sve korake koji vode do diferencijalnog
oblika zakona odrZanja mase onda se koristi integralni oblik navedenih jednacina.

2.2.2 Zakon odrZanja momenta (drugi Njutnov zakon kretanja)

U narednih par redova opisan je postupak kojim se dobija izraz za takozvani materijalni izvod koji je
veoma Cest u dinamickim jednadinama a samim tim vazan je i za temu ovog master rada.

Neka je x(t) = (x(t), y(t), z(t)) putanja koju prati Cestica fluida tako da je polje brzine dato sa:
u(x(0), y(6), z(t), t) = (x(8), (), 2(1))
tj.:
u(x(t),t) = x (®).
dt

Dalje, neka je ubrzanje Cestice fluida dato sa:

d? d
a(t) = 5 x() = - u((®), y(©),2(6),0

Primenom izvoda sloZene funkcije (the chain rule), ovaj izraz postaje:

(t)_au.+6u,+6u.+6u
A= T Tt T

Ako uvedemo sledece oznake za parcijalne izvode polja brzine:

du du )
u, =a, ut=§, itd.

u(x,y,zt) = (ul (x,y,z,t),u(x,y,2,t),us(x,y, 2, t)),

3 Teorema divergencije, poznatija kao Gaus-Ostrogradski teorema vektorskog racuna glasi: Neka
je V oblast u prostoru sa granicom dV, tada zapreminski (trostruki) integral divergencije od F po
V 1 povrsinski integral od F po granici dV su povezani n slede¢i nacin

jdiv(F) dV:j F-da:j F-nds
v ov av

13
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dobijamo:
a(t) = yyu, + uuy, + uzu,
Sto se, takode, zapisuje kao:
a(t) =d;u+u-Vu

gde je:

Jiu=—,a u-Vu=u—x+v—+a)—.

at
A operator gradijenta V definisan je sa:

o 0 9 \*
V= (_I_J"'J_) )
dx; 0x, dxy

Izraz:

D

—=90,+u-V 2.2.2.1
pr_ Tt ( )
se naziva materijalni izvod, on u racun unosi ¢injenicu da je fluid u kretanju i da se pozicija
¢estice fluida menja sa vremenom. Zaista ako je f(x,y,zt) bilo koja funkcija vremena i
prostora (skalarna ili vektorska), onda se primenom izvoda slozene funkcije dobija:

d D
2/ ©,y®),2(0),0) = 0,f +u-Vf = D—];(x(t).y(t).Z(t).t)

Za sada, posmatrajmo idealan fluid. Kao $to je ve¢ navedeno takav fluid ima sledeca
svojstva: pri bilo kom kretanju fluida postoji funkcija p(x,t) koja se naziva pritisak takva da
ako je S povsina u fluidu sa izabranom jediniénom normalom n, sila pritiska koji se vr$i na
povrsinu S po jedini¢noj povrsi X € S, i vremenu t iznosi p(x, t)n:

Sila kroz S po jedin\ici povrsi = p(x, t)n.

Pretpostavlja se da sila deluje u pravcu n i da sila deluje ortogonalno na povrs S; tj ne postoji
tangencijalana sila.

Prema Korinu i Mardsenu[5], odsustvo tangencijalnih sila implicira da ne postoji na¢in da
rotacija otpoéne unutar fluida, niti, ako je postojala na podetku, da se zaustavi. Cak i sada
moze se utvrditi fizicki problem pri posmatranju idealnog fluida zbog obilja rotacija u
realnom fluidu (u blizini vesala u camcu, u tornadu).

Ako je W oblast u fluidu u odredenom trenutku vremena t, tada je ukupna sila koja se vrsi
na fluid unutar W (u smislu pritiska) na granici iznosi:

14
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Sow = {silanaW} = —f pn dA

ow

(negativan predznak jer je n usmereno ka spoljasnosti). Ako je e neki fiksni vektor u
prostoru, teorema divergencije daje:

e-Sow = —f pe-ndA = —f div(pe)dV=—J (Vp)-edV.
ow w w
Tada je,
Saw = —f Y, P dav.
w
Ako sa b(x, t) ozna¢imo silu tela po jedinici mase, ukupna sila tela je:

Bzfpde
w

Tako je na bilo kom delu fluida:
Sila po jedinici zapremine = —V p + pb.

Prema drugom Njutnovom zakonu ( sila = masa X ubrzanje ) dobijamo diferencijalni
oblik drugog Njutnovog zakona za neviskozne fluide:

Du (2.2.2.2)
—=-V b.
P DO p+p

2.2.3 Zakon odrzanja energije

Jednacine koje su do sada uvedene, jednacina kontinuiteta i diferencijalni oblik drugog Njutnovog
zakona, daju Cetiri jednacine ako je re¢ o trodimenzionalnom prostoru (n+ 1 jednacina u n
dimenzionalnom prostoru), a to upravo sledi iz ¢injenice da je jednadina Du/Dt vektorska
sastavljena od tri skalarne jednacine. Medutim, u slu¢aju trodimenzionalnog prostora javlja se pet
nepoznatih funkcija: u,p i p. Da bi kretanje fluida bilo u potpunosti odredeno nedostaje jo$ jedna
jednacina.

Za kretanje fluida u domenu D, sa poljem brzine u, kineti¢ka energija u oblasti W < D je:
1 2
Exinetitka = Ef pllull* dV
w

gde je ||ull? = (u? + u% + u3) kvadratna duZina vektorske funkcije u. Pretpostavimo da ukupna
energija fluida moze da se zapiSe na sledeci nacin:

Eukupna = Ekinetiéka + Eunutraénja.
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gde je Eynutrainja unutra$nja energija, Sto je energija koju ne mozemo videti na makroskopskoj
skali, i izvodi se iz izvora kao intermolekularni potencijal. Ako se energija upumpa u fluid ukupna
energija ¢e se promeniti [5].

Stopa promene kineticke energije dela fluida koji se kre¢e W, se racuna na slede¢i nacin:

d d[1 , .
EEkinetiéka =7 Ethpllllll av (*)

Koristimo transportnu formulu datu propzicijom 2.1.1. Dakle,

1f DIIuIIZdV
*) = —
() =3 th Dt

II II2

Raspisujemo izraz —— na slede¢i nadin:

1D 10 9
EE” ul| ———(u1+u2+u3)+ (u16 (uf + us + uj)

0 0
+u2@(u% +uZ+ul)+ u3£(uf + uZ +u?))

_ 8u1+ 6u2+ 6u3+ ( 6u1+ 6u2+ 6u3)
Ty T gy TG T (Mg, T Mg Ty

N ( 6u1+ 6u2+ 6u3>+ ( 6u1+ 6u2+ 6u3>
e N A A TR TR NPT

B 6u+ V)
—uatuu u.

Kona¢no stopa promene kineticke energije dela fluida koji se kre¢e kroz W;:

d 1 du
af Brinetitka = EthP{u 5 Tu V)u} av (2.2.3.1)
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3 Jednacine fluidnog kretanja

Pre uvodenja jednacine vrtloznosti, vazno je predstaviti jednadine fluidnog kretanja, Ojlerove i
Navije-Stoksove jednadine koje su od velikog znacaja za teoriju vrtloznosti. Navije-Stoksove i
Ojlerove jednacine su Siroko rasprostranjene u mehanici fluida kao bazne jednacine i obezbeduju
matemati¢ke principe fluidnog kretanja. Posebno su efikasne za jednostavna fluidna kretanja.
Slozeniji problemi, pogotovo kada je u pitanju polje turbulencije, ne mogu se resiti Navije-Stoksovim
jednac¢inama, pa se dosta paznje posvecivalo istraZivanju njihove reSivosti. Koriste se da bi se
modelovalo vreme, okeanske struje, tok iz slavine. Jo§ uvek nije dokazano da trodimenzionalna
reSenja uvek postoje, ili da ne postoje. Navije-Stoksova jednadina je nelinearna parcijalna
diferencijalna jednacina drugog reda, ¢iije reSavanje je moguce samo aproksimativnim metodama, tj.
reSenja se mogu traziti samo za idealizovane atmosferske i hidrosferske probleme zanemarujuci
¢lanove koji veoma malo uti¢u na razmatrane procese, dok su Ojlerove jednacine prvog reda.

3.1 Granicéni uslovi

Vodeée jednacdine koje opisuju kretanje fluida su diferencijalne jednaéine, pa specifikacija bilo kog
problema mora sadrzati granicne uslove. Postoji veliki broj tipova granica i previSe je opSirno i
zahtevno uzimati ih sve u obzir, zbog toga ¢e biti razmotren najuobicajeniji tip granice u fluidnoj
oblasti, kruti nepropusni zid. Fluid, dakle, ne moze proticati kroz zid. Uslov da tangencijalna
komponenta brzine bude jednaka nuli na granici sa ¢vrstim telom je poznat kao uslov adherencije i
vazi za sve v # 0 (kinematic¢ka konstanta viskoznosti je razli¢ita od nule). Takav uslov, u kome nema
klizanja na granici odgovara Dirihleovom grani¢nom uslovu.

3.2 Ojlerove i Navije-Stoksove jednacine

Nestisljivi tokovi homogenih fluida u celom prostoru RV , N = 2,3 su reienja sistema jedna¢ina:

Du
Y v 4vA 3.2.1
D p + vAu ( )
divu=0 (x,t)€ RN x[0,) (3.2.2)
Uli—o = Vo, x €RN (3.2.3)

gde je u(x, t) = (uq, uy, ..., uy)*t je polje brzine , p(x,t) je skalarni pritisak D/Dt je materijalni
izvod (izvod duz putanje Cestice) objasnjen u 2.1.2:

N
D _6+Z ja
Dt ot L Bx
j=1

div je divergencija vektorskog polja,
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N .
ou’

divv = —_—
6xj
=1

]

Definicija 3.2: Vektorsko polje f je preslikavanje f:R™ — R™ koje svakom vektoru x dodeljuje
vektor f(x).

Dok je Laplasov, delta operator A :

N az
A=y —
j=1 axj

Data kinematicka konstanta viskoznosti v >0 se moZe posmatrati kao reciprocna vrednost
Rejnoldovog broja R,.

Rejnoldsov broj R, u mehanici fluida predstavlja kriterijum da li je fluidni (te¢ni ili gasoviti) tok
apsolutno miran (laminaran) ili je u proseku stabilan sa malim fluktuacijama (turbulentan). Kada je
Rejnoldsov broj manji od 2000, tok u cevi je laminaran, a pri vrednostima ve¢im od 2000 tok je
turbulentan. 1883. Godine Ozborn Rejnolds, engleski inZenjer i fizicar, pokazao je da je prelazak iz
laminarnog u turbulentni tok jednak koli¢niku proizvoda brzine toka, prec¢nika preseka cevi kroz koju
tok prolazi, gustine mase i apsolutne viskoznosti. Ovaj broj je bezdimenzionalan.

Zav > 0 jednacina (3.2.1) se naziva Navije—Stoksova, a za v = 0 navedena jednacina se redukuje na
Ojlerove jednacine za nestisljive fluide. Ove jednacine slede iz zakona odrzanja mase (jednacina
kontinuiteta).

Gore navedeni oblik jednacina fluidnog kretanja (3.2.1) je bio Langrazov oblik za nestisljive tokove
homogenih fluida. Ojlerov oblik Ojlerovih jednadina za nestisljive tokove fluidau RN, N = 2,3 glasi:

Du 1
S 3.24
V-u=0 (3.2.5)

g predstavlja gravitacionu silu koja deluje na jedinicu mase (ranije u radu smo spominjali silu tela b,
gravitacija je primer sile tela).

Ojlerove jednacine koje opisuju kretanje idealnog, stisljivog fluida u RN, N = 2,3 imaju sledeéi oblik:

Du 1

_Dt =g- EVp' (326)
d .
Frid +divpu=20 (3.2.7)

Jednacine (3.2.4) i (3.2.6) predstavljaju drugi Njutnov zakon kretanja o kome je bilo re¢i ranije, a
(3.2.5) i (3.2.7) predstavljaju zakon odrZanja mase po kome se Ojlerove jednacine kretanja za
stisljive i nestisljive fluide i razlikuju.
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Izraz (u-V)u u jednadini (3.2.1) objasnjava kako divergencija uti¢e na brzinu. Primer takvog
ponasanja moze biti uzet iz prirode, na primer tok reke. Ako se tok reke suzava poput levka u jednom
delu (konvergira) onda ukupna brzina toka raste. Ako se, pak, tok §iri (divergira) onda brzina toka
opada.

Izraz Vp se u (3.2.1) moze shvatiti da se Cestice kre¢u kako se pritisak menja, posebno, kao
tendencija da se udalje iz oblasti gde je pritisak visi. Medutim, $to je gustina veca, teZe je kretanje.

Ojlerove jednacine su nelinearne i kao $to se vidi iz grani¢nog uslova divergencija V-u = Z7=1 dju;
nestaje.

Obe jednacine, Ojlerove i Navije-Stoksove su invarijantne u odnosu na Galilijske transformacije: Ako
se koordinate pomere sa konstantnom brzinom tj. y = x + vt, onda je u(y,t) = u(x, t) + v. Ako se
koordinate rotiraju za neki fiksan ugao, onda se i brzina rotira za taj isti ugao.

3.2.1 Izvodenje Ojlerovih jednacina za nestisljive
fluide

U delu 2. navedeni su osnovni zakoni dinamike, pre svega zakon odrzanja mase i zakon odrZanja
energije. Ojlerove jednacine se lako izvode koriste¢i upravo ove zakona kao §to sledi.

Neka je D oblast u dvodimenzionalnom ili trodimenzionalnom prostornom polju sa fluidom. Neka je
x € D tacka u oblasti D, x = (x,y, z) i posmatramo Cesticu fluida koja prolazi kroz tacku x u vremenu
t. Dalje, neka u(x,t) oznacava brzinu pomenute Cestice fluida koja se krece. Za svako fiksirano
vreme u je vektorsko polje u D koje nazivamo vektorsko polje fluida.

U svakom vremenskom trenutku pretpostavimo da fluid ima dobro definisanu gustinu mase koja je
ranije pomenuta, a oznatavamo je sa p(X,t). Neka je W proizvoljna podoblast. Masa fluida u
podoblasti W je odgovarajuéi integral gustine po toj oblasti. U daljem radu se pretpostavlja da su
funkcije u i p dovoljno glatke da bi se mogle vrsiti odgovarajuce operacije kalkulusa.

Pretpostavimo da je tok fluida nestisljiv, da je celokupna energija kineti¢ka i da je stopa promene
kineti¢ke energije u delu fluida jednaka stopi po kojoj pritisak i ostale sile tela deluju [5].

d

— Ekinetitka = —f pu-ndA +f pu-bdv. (3.2.1.1)
dt aw, W,

prvi deo drugi deo

b predstavlja silu tela po jedinici mase (npr. b = g gde je g gravitaciono ubrzanje), dok pb predstavlja
silu tela po jedinici zapremine.

Primenom zakona odrzanja energije (2.2.3.1) po kome je

d ou
3¢ Ckineticka = thP {u : (E +u- Vu)} dv
I teoreme divergencije u prvom delu jednakosti (3.2.1.1) dobija se:
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fw p{u : (aa—l: +u- Vu)} dV = — | (div(pu) —pu-b)dV

Wi

=—] (u-Vp—pu-b)dv

Wi
jer je div u = 0. Prethodna jednacina je posledica zakona odrzanja momenta [5]. Ako pretpostavimo
da je E = Exineticka> onda fluid mora biti nestisljiv (osim ako je p = 0), jer u realnim fluidima uvek

postoji unutra$nje trenje kao posledica modumolekulskih sila, a kod idealnih, nestisljivih fluida se

dejstvo medumolekularnih sila zanemaruje. U slucaju nestiSljivog toka fluida Ojlerove jednacine su
date sa:

Du vy b

P ="Vp+tp
Dp
D—t_o
divu=20

sa graniénim uslovom u-n =0 na dD. divu = 0 je oblik jednacine kontinuiteta kada je fluid
nestisljiv, a onda se gustina mase ne menja tokom vremena, pa je Dp/Dt = 0 sasvim jasno.
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4 Vrtloznost-pojam, generisanje i
matematicke osnove

U fizickom smislu, vrtlozi su posebne pojave koje nastaju iz fluidnog kretanja, rotacijom fluidnih
elemenata. Intuitivne slike ovako organizovanih struktura nalaze se svuda oko nas, od apstaraktnih
univerzumskih pojava, koje ne mozemo primetiti, do vrlo jednostavnih i lako uo€ljivih. Od slucajeva
spiralnih galaksija u univerzumu do crvene mrlje na Jupiteru i raznih drugih ciklona, od uragana do
tornada, od vrtloga nac¢injenih avionskim kretanjem do kovitlanja u turbinama, od vrtloznih prstenova
koji se pojavljuju u oblaku nuklearnih ekspolozija do vrtloga koji se pojavlju kada se pusti odredena
koli¢ina vode da se izlije kroz slivnik kade. vrtloznost koja je svojstvo fluida ima vaznu ulogu u
aerodinamici i rotiraju¢im tokovima.

Da li postoji razlika u ponasanju vrtloznosti? Naravno da postoji, a grubo govoreci to sve zavisi od
vrste fluida kao 1 prostora u kome se vrtloznost javlja. Ako se, na primer, radi o idealnom fluidu i o
neograni¢enom prostoru onda ¢e vrtloznost biti neunistiva. Velika crvena mrlja  na Jupiteru je ciklon
koji se vekovima zadrzavao na tom podrucju. Navedene pojave vrtloznosti govere u prilog ¢injenici
da je vrtloznost veoma vazna u polju hidrodinamike, elektormagnetike, a i same meteorologije i njene
dinamike.

4.1 Uvodni pojmovi

Vrtloznost definiS§emo kao rotor vektora brzine fluida, ili fizicki kao ugaonu brzinu u odredenoj tacki
u prostoru. Dakle, vrtloznost ima egzaktnu matematicku definiciju. Kada govorimo o vrtloznosti,
skoro uvek je povezujemo sa pojmom rotacije i neke vrste translacije i cirkulacije. To, ipak, nije
toliko striktno jer postoje nerotirajuci tokovi kod kojih vrtloznost nije jednaka nuli. Ono $to se za
vrtloZnost moze re¢i je da ona predstavlja meru rotacije koja se ne moze videti (mikroskopsko
svojstvo). Da bi se prikazali matemati¢ki modeli, odnosno jednaéina vrtloznosti, njena evolucija i
generisanje, kao i sve bitne osobine potrebno je uvesti i objasniti kljuéne pojmove.

U daljem radu polje brzine bi¢e oznaceno sa u, a rotor datog polja, odnosno vektor vrtloznosti sa &.

Definicija 4.1.1: Rotor vektorskog polja. Rotor vektorskog polja F oznacava se sa curl FiliV X F i
definise se kao vektorsko polje koje ima magnitudu jednaku maksimalnoj cirkulaciji u svakoj tacki i
normalno je na ravan cirkulacije u svakoj tacki.

Fizicki smisao rotora vektorskog polja je rotacija.

U Dekartovom koordinatnom sistemu, rotor vektorskog polja F = (uq, u,, u3) je

_(E)FZ dF, dF, OF, OF, an>

Na slici 3. je dat primer rotora ugaone brzine u jednoj ravni sa vektorima brzine predstavljenim u istoj
ravni.
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Slika 3: Primer rotora ugaone brzine u jednoj ravni sa vektorima brzine predstavljenim u istoj ravni,
(slika preuzeta sa sajta http://www.mathworks.com/help/matlab/ref/curl.html)

4.1.2 Odnos vektora polja brzine i vrtloZnosti

Ve¢ je navedeno da se vrtloznost definiSe, u matematickom smislu kao rotor vektorskog polja brzine.
Medutim, kada se govori o vrtloznosti, obavezno se mora voditi raCuna o osnovnim zakonima
dinamike fluida. Ako je fluid nestisljiv jednacina kontinuiteta se svodi na V-u = 0. Ako se uzme
primer kada nije zadovoljen navedeni uslov

u= G )

i ako se graficki predstavi dato polje brzine, odnosno njegovi vektori i rotor tog polja sa slike 4. se
vidi da ti vektori nisu medusobno normalni.

Slika 4: Vektori polja brzine za polje bolje brzine u = (x3, x%, x2) i rotor tog polja,
(Slika dobijena u programskom jeziku Matlab)

Plavi vektori su vektori brzine, a zelena boja oznacava rotor. Vidi se da ovi vektori medusobno nisu
ortogonalni, ali takode je i V-u # 0. Kada je u pitanju polje brzine uu R?, odnosno tok je
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dvodimenzionalni i ako za to polje vazi V- u = 0, pomenuti vektori jesu ortogonalni. O tome govori
sledeca teorema:

Teorema 4.1.2.1: Neka je u glatko resenje Ojelrove jednacine u R?. Tada su sledece velicine odrzane
tokom vremena:

Ukupan fluks vrtloznosti
QZ = de
R2
Helicnost je nula, H, = 0, gde je H, definisano sa:
H, = f u-§dx.
R2

Heli¢nost je, dakle skalarna vrednost definisana kao integral unutra$njeg proizvoda vektora brzine i
vrtloznosti.

U slucaju trodimenzionalnog toka moze se naci primer gde je polje brzine ima divergenciju 0 ali i
dalje nemamo normalnost.

Slede¢i primer pokazuje da ako je polje takvo da vazi divu = 0, u = (—xy, 1/2y?,xy) to i dalje ne
znaci da je vektor brzine normalan na vrtloznost. O tome govori slika 5.

Sustina odnosa nije u dimenziji polja, ve¢ u heli¢nosti polja. Kada heli¢nost polja nije nula, vrtloznost
i brzina nece biti normalni vektori.

Normalizovana heli¢nost uzima vrednosti izmedu —1 i 1 i fizi¢ki predstavlja ugao izmedu vektora
brzine i vektora vrtloznosti. Normalizovana heli¢nost je dobar indikator koji ukazuje kako je polje
brzine orjentisano u odnosu na vektorsko polje vrtloznosti za dati tok.

Slika 5: Levo su prikazani vektori polja brzine za polje brzine u = (—xy, 0.5y2, xy) i rot tog polja, desno isto to za polje
brzine u = (—0.8x, 0.8y, xy)
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4.2 Vrtlozne linije, listovi (sheets) i vrtloZzne cevi

Pojmovi kao §to su vrtlozna linija i vrtloZna cev Cesto ¢e se pominjati u narednim delovima rada, pa
je zbog toga bitno te pojmove unapred predstaviti i objasniti.

VrtloZna linija se definiSe analogno strujnicama, kao linija u fluidu, tako da je u svakoj tacki date
linije vektor vrtloZnosti tangentan liniji. Ta¢nije vrtlozna linija je u svakoj tacki paralelna vektoru
vrtloZnosti. Jacina vektora vrtloZnosti nije svuge ista duz linije vrtloga kao $to ni vektor brzine nije
neizbezno konstantan duz strujnice.

Vrtlozna linija ne moze poceti i zavrsiti se u unutra$njosti fluida, ali se krece sa fluidom, a prikazana
je na slici 6.

Slika 6: Vrtlozna linija
(Slika preuzeta iz knjige A Mathematical Introduction to Fluid Mehanics [5])

VrtloZni list se definiSe kao povrsina u fluidu koja je tangentna u svakoj tacki na vektor vrtloznosti,
slika 7.

Slika 7: List vrtloga,
(Slika preuzeta iz knjige A Mathematical Introduction to Fluid Mehanics [5])

Koncept kinematike vrtloznosti tokova se prirodno opisuje upotrebom koncepta vrtloznih filamenata i
vrtloznih cevi.

VrtloZna cev, slika 8, se sastoji od dvodimenzionalne povrSine S koja je svugde tangentna sa &, sa
vrtloznim linijjama provuc¢enim kroz svaku tacku grani¢ne krive C povrsi S. Jednostavnije receno,
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vrtlozna cev je kolekcija vrtloznih linija. Ove vrtlozne linije su integralne krive vrtloznosti & i
prosirene su §to je vise moguée u svim pravcima. Dakle, vektor vrtloznosti & je paralelan bocnoj
povrsini vrtlozne cevi, tj. £€-n = 0. Snaga vrtloZzne cevi se definiSe kao cirkulacija oko iste (0
cirkulaciji ¢e biti vise reci kasnije) i konstantna je duz cevi. Pribliznije, snaga vrtlozne cevi je integral
vrtloznosti preko otvorene povrsi koja seCe vrtloznu cev i koji je nezavisan od izbora navedene
otvorene povrsi. Zbog toga se vrtlozna cev i linije koje je formiraju ne mogu nikada zavrsiti. Sledi da
je cirkulacija oko zatvorene, svodljive krive jednaka integral vrtloZznosti oko otvorene povrsi
ograni¢ene krivom. One se moraju $iriti do bekonacnosti ili se zatvoriti u petlje.

Proseéna magnituda vrtloznosti unutar vrtloZzne cevi je obrnuto proporcionalna preseé¢noj povrsini
tube.

Slika 8: Vrtlozna cev koja se sastoji od vrtloznih linija provuéenih kroz tacke krive C,
(Slika preuzeta iz knjige A Mathematical Introduction to Fluid Mehanics [5])

Ozna¢imo sa s proizvoljnu, zatvorenu, fluidnu kruznu putanju na povrSini vrtlozne cevi i koja je
opkruzuje (slika 10). Pod pretpostavkom da je u pitanju kretanje takvo da je cirkulacija oko bilo koje
kruzne putanje konstanta, onda ¢e i cirkulacija oko ove fluidne kruzne putanje biti konstantna. Neka je
ss kruzna fluidna putanja na povrsni vrtlozne cevi ali tako da je ne opkruzuje (slika 10). Fluks
vrtloznosti kroz povrsinu ogranic¢enu ovakvom kruznom putanjom bice nula.

Vazna veza izmedu vrtloznosti 1 duzine fluidnog elementa sledi iz zakona odrzanja inteziteta vrtlozne
cevi. Neka je t, odredeni trenutak, duzina malog fluidnog elementa (element vrtlozne cevi) je &r(t),
a povrSina preseka 6S(ty). Uzimajuéi u obzir male veli¢ine elemenata, pravci vektora ér i & se
poklapaju. U narednom trenutku t, cev ¢e promeniti svoju veliinu i poziciju kao $to je prikazano na
slici 9. Prema zakonu odrzanja vrtloznog fluksa:

180185 (2) = |8(0)|8S(to)
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6S

Slika 9: Koncept izduzivanja linije vrtloga

Slika 10: Sema proizvoljne vektorske tube

Prema zakonu odrzanja mase:
pdS6s|y = pdSbs|y,
Uzimajuci u obzir pravac vektora, dobija se slede¢a veza:

&/p)e _ b5(t)
&), 16501

ili, ako je fluid nestisljiv:

50 _ 6s()
[E(to)|  [8s(to)l

Prethodni izraz ima priliéno o€igledno, fizicko znacenje. Pri promeni veli¢ine malog fluidnog

elementa, vektor lokalne vrtloznosti se menja bas§ kao i duZina malog elemnta. Moze se zakljuciti da
istezanje linije vrtloZznosti vodi ka pojacanju vrtloznosti. Ovakv efekat je vazan u analizi
turbulencije[1] .

VrtloZni prsten je vrtlog torusnog oblika u fluidu . Oblast gde se fluid najviSe kovitla oko zamisljene
osne linije formira zatvorenu petlju. Dominatni tok u vrtloznom prstenu se naziva torodialan.
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4.3 Generisanje vrtloZnosti

Vrtloznost je sastavni deo cirkulacije, a na pojedinacnim lokacijama predstavlja Cistu rotaciju i
naglasava ideju kako se fluid moZe rotirati. Vrtloznost dozvoljava jasan razvoj matematickog
izu¢avanja fluidnog kretanja. Stresovi koji se javljaju unutar fluida zavise od gradijenata brzine, pa je
i sama vrtloznost kombinacija istih. Vrtlozno polje je solenoidalno®. Ako & predstavlja vektor
vrtloznosti onda je:

divé =0,

jer je divergencija rotora identicki jednaka nuli. Upravo zato §to je divergencija vrtloznosti jednaka
nuli fluks vreloznosti izvan bilo koje zatvorene povrsi unutar fluida je nula. Ako je zatvorena povrs$
vrtloZna cev, onda se vrtlozne cevi moraju zatvoriti u sebi tako da formiraju vrtlozni prsten. Vektor
vrtloznosti ima brojna svojstva koja karakteriSu vektor brzine nestisljivog fluida [17].

U narednom delu su predstavljeni nacini na koje se moze generisati vrtloznost, a u daljim delovim
rada predstavljeno je detaljno izvodenje jednacine vrtloZnosti, pa se tako dolazi i do zapaZanja da za
neviskozne fluide vrtloznost se prenosi i izteze duz putanje Cestice za trodimenzionalne tokove, dok
za dvodimenzionalne dolazi do odrzanja duz putanje Cestice.

Postavlja se pitanje kako tok koji je po¢etno nerotiraju¢i moze proizvesti vrtloznost? Trusdel[22] je
zakljuCio sledece: “U kretanju homogenih, viskoznih, nestisljivih fluida, pod dejstvom konzervativne,
strane sile i sa pocetkom od kraja, ako postoje konaéne, stacionarne granice prema kojima te¢nost
odilazi bez klizanja, onda moraju postojati neke Cestice Cija vrtloznost nije analiticka funkcija
vremena u pocetnom trenutku.*

Mera vrtloznosti se teSko odreduje, ali samo prisustvo vrtloznosti u fluidu se lako odreduje
raGunanjem cirkulacije koju ozna¢avamo sa I' i defini$e se na sledeéi nacin [5]:

Neka je C jednostavna zatvorena kontura u fluidu u trenutku t = 0. Neka je C; kontura duz toka.
Drugim rec¢ima:

Ct = ¢:(0)
Gde je ¢; funkcija toka fluida.

Definicija 4.3.1: Cirkulacija oko C; se definise kao krivolinijski integral

I—‘Ct= ﬁuds
C

t

(4.3.1)

Prema Stoksovoj teoremi® navedeni integral moze biti transformisan u povrsinski:

4 U vektorskomrac¢unu solenoidalno vektorsko polje (ili nestisljivo vektorsko polje) je vektorsko
polje v sa divergencijom jednakoj nuli: div v = 0.

5 Ako su projekcije u,(x,y,z),u,(x,y,2)i u,(x,y, z), neke vektorske funkcije u(r), neprekidne kao i
njihovi odgovarajuéi parcijalni izvodi, na povrsi S, koja je zatvorena prostornom krivom C, tada
je: $oudr = [[(Vxu) ndS (= [f,(Vxu)- dS = [[ rotu-ds)
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-

gde je S povrsina ograni¢ena orijentisanom krivom C;. n je jedini¢na normala.

u-ds=fS(qu)-ndS=L§-ndS

t

Kada se kruto telo rotira ugaonom brzinom w, onda je brzina na razdaljini  od ose obrtanja jednaka:
u=rw

Cirkulacija T je jednaka:
= jgu-ds=2nru=2r2w
a vrtloZnost:

r 2
€=m=2rw

Specijalan slucaj krute rotacije je planeta Zemlja.

Veoma bitan rezultat u teoriji vrtloZnosti jeste Kelvinova teorema o cirkulaciji, ali pre formulacije
teoreme objasni¢éemo pojam izentropskog toka. Izentropski tok je stisljiv tok u kome entropija® ostaje
konstantna u polju toka. Ako se entropija fluidnog elementa kre¢e duZ strujnice i ostaje konstantna u
toku, onda je tok izentropski duz strujnice. Vrednost entropije moze biti razliita duz razlicitih
strujnica. Jedan primer je polje toka koje nastaje nakon udarnog talasa. Takav tok je adijabatski’ i
reverzibilan.

Teorema 4.3.1[5] (Kelvinova teorema o cirkulaciji): Za izentropski tok (specijalan slucaj
barotropskog® toka kada je pritisak funkcija gustine) bez spoljasnjih sila, cirkulacija I¢, je konstantna
tokom vremena.

U slucaju nestisljivih, barotropskih tokova stopa promene cirkulacije oko zatvorene konture koja se
sastoji od istih fluidnih elemenata je jednaka nuli.

Dokaz: Koristimo ¢injenicu da je tok izentropski bez spoljasnjih sila, tj. % = —Vw, gde w

predstavlja entalpiju®, i koristimo lemu:

d Du
—fu-ds= — ds

6 Entropija je teznja sistema da prede u stanje vele neuredenosti, dakle entropija je merilo
neuredenosti sistema

7 Izraz koji se javlja u termodinamici. Adijabatski proces je proces u kojem nema prenosa toplote
prema ili iz fluida. Naziv ,,adijabatski“ doslovno znaci odsutnost prenosa toplote.

8 Barotropski tok je generalizacija barotropske atmosfere (izraz koji se javlja u meteorologiji 1
predstavlja takvu atmosferu u kojoj gustina zavisi samo od pritiska). Dakle, to je tok u kome je
pritisak samo funkcija gustine 1 obrnuto.

9 Entalpija se definise kao termodinamicki potencijal koji se sastoji od unutrasnje energije
sistema plus proizvod pritiska 1 zapremine sistema.
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= - j Vw-ds =0 (C¢ je zatvorena kriva)
C

t

Posledica 4.1 (Helmholcovo odrzanje fluksa vrtloZnosti): Za glatko resenje u Ojlerove jednacine,
Sluks vrtloZnosti Fspy kroz povrSinu S(t) i koji se krece sa fluidom:

Fst =J §-ds,
S(t)

je konstantan u odnosu na vreme.

Nerotirajuce sile tela, koje se Cesto srecu u problemima vezanim za dinamiku fluida, ne proizvode
cirkulaciju. Samim tim, efekat sile tela moZe biti izostavljen kada je re¢ o generisanju vrtloznosti. Sta
to sve znaci? Ako postoji odredena cirkulacija oko C onda fluid koji lezi na povrsini ograni¢enoj sa C
mora posedovati vrtloznost. Ako je cirkulacija nula za svaku krivu u odredenoj oblasti onda fluid u toj
oblasti ne moZe posedovati vrtloznost i kretanje se naziva nerotiraju¢e. VrtloZznost moze biti
rasprostranjena kroz celi fluid, mada je vrtloznost Cesto velika samo na tankoj niti fluida dok je
ostatak fluida prakti¢no bez vrtloznosti. Cela vrtloznost se moze sjediniti u koncentri¢ne vrtlozne
linije oko kojih se fluid rotira. Kona¢na veli¢ina cirkulacije oko jezgra zahteva da vrtloznost bude
beskonacna na liniji vrtloga, koja ima povrsinu preseka jednaku nuli, slika 11.

Slika 11: Sematski prikaz jezgra vrtloga ugradenog u, inace, nerotirajuéi fluid,
(Slika preuzeta iz rada Film Notes for Vorticity, Massachusetts Institute of Technology [20])

U neviskoznim, nestiljivim fluidima uniformne gustine i u neviskoznim stisljivim fluidima (pod
pretpostavkom da je tok homentropski'®), unutragnje sile vrtloznosti ne postoje. Ali u sti§ljivim,
nehomentropskim fluidima, sile pritiska obezbeduju unutrasnje izvore vrtloznosti.

Ako su vrtlozni izvori usled dejstva pritiska odsutni, vrtlozni fluks ili cirkulacija ne mogu biti kreirani
U unutrasnjosti fluida.

Poznati su brojni nacini generisanja vrtloznosti, a neki su navedeni u nastavku.

10 U mehanici fluida homentropski tok ima uniformnu 1 konstantnu entropiju. U termodinamici
je mera broja specificnih nacina na koje termodinamicki sistem moze biti ureden kao mera
poremecaja.
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4.3.1 Generisanje vrtloznosti udarnim talasima

Jedan nacin da se stvori vrtlozno kretanje je upravo udarni talas, i takav nacin formiranja vrtloznosti u
fluidnom kretanja je prvo posmatrao Hadamard [12] i koji je uocio da tok postaje rotirajuc¢i nedugo
nakon udarnog talasa. To pakazuju i Kroko—Vazsoni [17] jednacine date na slede¢i nacin:

Jdu

e TUXE—TUS=f~VH +p (4.3.1.1)

gde H,T i S predstavljaju entalpiju, temperaturu i entropiju, redom. u predstavlja skup svih viskoznih
sila, dok prethodna jednacina u odsustvu viskoznosti postaje Krokova jednacina. u X & se naziva
Lambov vektor i prenosi Cestice fluida koje se krecu u okolini u smeru kretanja vrtloznosti. u X & se
javlja u evoluciji i transverzalnih i logitudinalnih procesa. Vektor vrtloznosti & zavisi od stope
promene entalpije i entropije i normalan je na strujnice. Ako sve strujnice imaju isto H i razli¢ito S
dolazi do formiranja vrtloznosti.

U ovom delu rada jo$ uvek nije navedena jednacina vrtloznosti, medutim, ako bi se primenio rotor i
divergencija na jednacinu (4.3.1.1) lako se dolazi do jednacine transporta vrtloznosti §to predstavlja
matemati¢ku vezu izmedu navedene jednacine (4.3.1.1) i vrtloznosti.

4.3.2 Generisanje vrtloZnosti slobodnim konvektivnim™
tokom i uzgonom

OVo0 je vazan izvor vrtloznosti u atmosverskim'? i okeanografskim®? tokovima. Slobodan konvektivni
tok biva uzrokovan uzgonom. Uzgon je sila koja deluje na sva tela uronjena u fluide koji se nalazi u
potencijalnom polju sila. Sila uzgona suprotnog je smera od vektora tezine tela u gravitacijskom
polju, a intezitet joj je proporcionalan zapremini uronjenog tela u gustini fluida. Temperaturne razlike
izazivaju razli¢ita ponasanja u fluidu , hladni fluidi teZe da opadaju, a topli da rastu. Ove temperaturne
razlike uzrokuju promene u fluidnim svojstvima. U ovom slu¢aju se ¢esto koriste aproksimacije, jer je
detaljna analiza kompleksna. U takvim aproksimacijama varijacije svih osobina osim gustine se
zanemaruju. Jednac¢ina kontinuteta u slu¢aju konstantne gustine ima oblik:

V-u=0.

Navija-Stoksova jednacina je data sa:

S = _Vp+puviu+F
Ppr = VP T uVu

11 Konvekeija u fizici predstavlja prenos toplote strujanjem fluida. Postoji prirodna i nametnuta
konvekcija. U meteorologiji, konvekcija predstavlja prenos toplote vertikalnim strujanjem gasa.
Vazduh se uz povrsinu zemlje zagreje 1 postaje redi, pa se dize uvis jer ga potiskuje 1 nadomjesta
hladniji, guséi vazduh iz visina. Razlikuje se slobodna konvekcija, koja nastaje zbog razlika u
gustini vazduha 1 prisilna konvekcija koja nastaje pri dizanju vazduh uz padine brda.

12 Atmosferski tok uobicajeno podrazumeva regionalna kretanja vazduha oko povrSine sa niskim i visokim
pritiskom

13 Okeanski tokovi koji su Cesto posledica turbulencija i predmet su izucavanja fizicke geografije koja se bavi
okeanskim istrazivanjima.
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gde F predstavlja silu tela, i uobiCajeno predstavlja efekat gravitacije, tj. F = pg. Gravitaciono
ubrzanje se izvodi preko potencijala i dato je sa g = —V¢@ Sa promenom gustine, p = py + Ap,
o¢igledno dolazi do promene sile F. Dakle, F sada postaje:

F= —(po+Ap)Vp = —V(po) + Apg

Kada se date promene uvedu u Navije-Stoksovu jedna¢inu dobije se:

u
poe = ~V(eod +p) +Apg+ uViu.
Uvedimo oznaku P = py¢ + p. Tada Navije-Stoksova jednacina ima oblik [17]:

Du
v —VP + Apg + uV?u.

Pod pretpostavkom da su sva ubrzanja u toku mala u odnosu na |g|, onda zavisnost p od T
(temperatura) moze biti linearizovana, tj.:

Ap = —apyAT,
gde je a koeficijent sirenja u fluidu. Dalje se lako dobija Bosineskova dinami¢ka jednacina:

Du (-1 2
D= (7) Vp + vV7u — gaAT. (4.3.2.1)

Izraz —gaAT u prethodnoj jednacini je poznat kao uzgonska sila .

Ocekuje se da Sirok domen ponaSanja dinamike fluida zavisi od vaznosti uzgonske sile. Kada je
uzgonska sila zanemarljiva, pojaviée se konvekcija. Kada se to deSava samo zbog kretanja, javlja se
slobodna konvekcija. Ako se primeni rotor na jednac¢inu (4.3.2.1), dobija se jednaéina vrtloznosti.

4.3.3 Generisanje vrtloznosti baroklinickim efektom

Rezultat Kelvinove teoreme za potencijalne sile tela i neviskozne tokove daje slede¢u jednakost:

pr dp

— = 4.3.3.1
Dt p ( )

I" predstavlja cirkulaciju, p pritisak, a p gustinu kao i do sada.

U opstem slucaju, barotropska situacija je ona u kojoj se povrSina konstantnog pritiska i povrsina
konstantne gustine podudaraju, a baroklini¢ka je ona u kojoj se one seku. U fluidu koji nije iste
gustine sve vreme, izvor vrtloZnosti u jednacini vrtloZnosti ¢e se pojaviti kada god se povrsine
konstantne gustine i povrSine konstantnog pritiska ne poklapaju. Dobar primer koji ilustruje
baroklini¢ko generisanje cirkulacije je primer kopneno-morskog povetarca. Temperaturne razlike
izmedu vazduha preko povrSine mora i povrsine zemlje prave razlike u gustini zemljane vazdusne
mase i vazdu$ne mase mora.

Kao $to je gore opisano, baroklinicki termin je izvor vrtloznosti u jednacini vrtloznosti i izveden je
uzimanjem rotora gradijenta pritiska u Navije-Stokovoj jednagini:
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Vx( 1V)—1V XV
pp pzp p

Dakle, jasno se vidi da je baroklinicki izraz razlic¢it od nule ukoliko se gradijent pritiska i gradijent
gustine ne poklapaju.
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4.4 Rotacija i vrtloZnost, matematicka veza i jednacine

Ve¢ je navedno da su pojava vrtloznosti i rotacije povezane. To do sada u radu nije matematicki
opisano. Cela pri¢a o vrtloznosti moze lepo matematicki da se predstavi i opise, §to i jeste cilj ovog
master rada.

Naime, ako je u = (uy, u,, u3) polje brzine fluida, onda se njegov rotor:
f =VXu= (ayu3 - azuz, 6Zu1 - aXU3, aqu - ayul)
naziva polje vrtloznosti toka.

Pokaza¢emo da je u malim okolinama svake tacke fluida polje brzine u zbir (krute) translacije,
deformacije i (krute) rotacije &/2, $to je generalna ¢injenica za vektorska polja u R3. Neka je x tacka
uR3, ineka je y = x + h obliznja tacka. Tada vaZi sledeée [5]:

u(y) =u()+D(x) -h+ %E(x) x h + 0(h?) (4.4.1)

gde je D(x) simetri¢na matrica dimenzija 3 x 3, a h? = ||h||? je kvadratna duZina od h.
Dokaz formule (4.4.1): Neka je:

Oxu;  Oyuy  0yuy
Vu = axuz ayuz azuz
OxUy Oyus 0 us

matrica Jakobijana od u. Prema Tejlorovom razvoju sledi,
u(y) = u(x) + Vu(x) - h + 0(h?) (4.4.2)

gde Vu(x) - h predstavlja matriéno mnoZenje, a h vektor kolonu. Neka je:
1
D= 3 [Vu + (Vu)"]
gde T oznacava transponovanje i

S=-[Vu— (Vu)'].

N | =

Tada je:
Vu=D+S (4.4.3)
Lako se proverava da je S oblika:
0 =& &
S=| 4¢3 0 —$1
& & 0

Gde je &, = dyuz — 0,uy, & = O,Uy — OxUg, @ &3 = OxUy — Oy Uy, 1] § = (&4, 82, §3). Takode, lako se
proverava da je:
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1
Slh:Eth (4.4.4)

Kada uvrstimo (4.4.3) i (4.4.4) u (4.4.2) sledi formula (4.4.1).

Posledica 4.4.1 [5]: Svako nestisljivo polje brzine u(x, t) je suma infinitezimalne rotacije, translacije
i deformacije brzina.

D se naziva tenzor deformacije, dok je S rotirajuéa matrica. Kako je D simetricna matrica
transformacijama sli¢nosti se moze svesti na dijagonalnu sa elementima d; na dijagonali. Ako je tok
nesti§ljiv onda je divu =0 i trD = );_, d;; =0, gde tr predstavlja trag matrice. D je simetri¢na
matrica i za neku rotirajuéu matricu A vazi da je ADA" = diag(d,, d,, d3).

Kako je trag matrice invarijantan u odnosu na ortogonalne transformacije i kako je trag matrice D
jednak nuli sledi da je:

Da bi se opisala veza izmedu vrtloznosti i deformacije uvodi se jedna velika klasa egzaktih,
jednostavnih resenja Navije-Stoksovih i Ojlerovih jednacina.

Propozicija 4.4.2[16]: Neka je D(t) realna simetricna matrica 3 X 3, sa trD(t) = 0. Tada se
vrtloznost &(t) racuna iz ODJ:

a D(t) - =% € R3
i &  &l=0=% (4.4.6)

gde je asimetricna matrica S data u obliku S - h = %f x h. Onda su:

u(x,t) = %E(t) X x + D(t)x (4.4.7)

p(x,t) = —%[Dt(t) + D2(t) + S?()]x - x (4.4.8)

egzaktna reSenja trodimenzionalnih Ojlerovih i Navije — Stoksovih jednacina.

Pritisak p ima kvadratno ponasanje po X i ova reSenja imaju fizi¢ko zna¢enje samo lokalno u prostoru
i vremenu. Kako je brzina linearna po x, efekti viskoznosti ne uti¢u na ova reSenja. Navedena resenja
predstavljaju model tipicnog lokalnog ponasanja nestisljivih tokova.

Dokaz propozicije 4.4.2: Racunanjem izvoda d,, Navije-Stoksovih jednacina (3.2.1) po
komponentama dobija se:

(u;Ck)t + u](ugck)xj + ugckugci = _pxixk + V(ugc]-)x]-xj

Uvodi se oznaka V = (u;k) I P = (px,x,) za Hesijan matrice za pritisak p, i dobija se matri¢na
jednacina za V:
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DV
YT VZ=—P +vAV. (4.4.9)

Matrica V se dekomponuje na simetri¢ni i asimetri¢ni deo, D = %[V +VT',S= %[V —V'. TadaD i

S zadovoljavaju formuluV? = D? + S? + (DS + SD) gde je prvi izraz simetrican, a drugi
asimetri¢an. Uvrstimo formulu za V2 u jedna¢inu (4.4.9) . Sledi da je simetri¢an deo te formule dat
sa.

DD
o D? +S%2=—P + vAD (4.4.10)
a asimetrican:
DS
o;+ DS+SD = vAs (4.4.11)

KOI‘IStI se da Je S-h= %f X h, E xh= (€2h3 - €3h2, _Elh3 + €3h1,§"1h2 - thl)! D je simetri¢na
matrica i bez umanjenja opS$tosti moze se pretpostaviti da je D = diag(d,, d,, d3), pa nakon mnozenja
i sredivanja jednacine (4.4.11) dobije se da se jednacina (4.4.11) moze posmatrati kao sledeca
jednacina:

D% _ 4.4.12
5 = DE+ VA (4.4.12)

Jednacina vrtloznosti (4.4.12) je izvedena direktno iz Navije-Stoksove jednacine. Kako je curl u =
&€, i & ne zavisi od prostorne promenjljive x, onda su oba izraza AT i u - AT jednaka nuli.

Jednacina vrtloznosti (4.4.12) se stoga redukuje na ODJ:

g
= =D§ (4.4.13)

Za dato D lako se moze odrediti & Ako je & = (&;,&,,&3), onda je D matrica 3 x 3 i (4.4.13) se svodi
na sistem tri obi¢ne diferencijalne jednaéine, koje se lako reSavaju sa obzirom da je data matrica
dijagonalna.

Primer 6.1: Rotiraju¢i mlaz. 1z (4.4.5) bez umanjenja op$tosti moze se pretpostaviti da je D =
(—=d4,—d,,dy + d,). Vektor vrtloznosti u t = 0 ima koordinate &, = (0,0,¢,) Tada se (4.4.6) svodi
na skalarnu jednacinu, obi¢nu diferencijalnu jednacinu:

dg
7= (i + dy)

Odakle se, resavanjem ODJ dobija da je:
E(t) = Eoe(yl‘l'YZ)t
Vrtloznost raste eksponencijalno sa vremenom, s obzirom da su d; —ovi pozitivni brojevi.

UslucajudajeD =018, = (0,0,¢) dobija se vrtlog. 1z (4.4.7) sledi da je:
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1 1
u(x, t) = (_Efoxz'zfoxpo)
Ovaj tok predstavlja krutu rotaciju u (x4, x,) ravni, sa ugaonom brzinom %EO.

Nerotiraju¢i tok koji postaje naprezajuci (nezavisan od x3) Stavljanjem da je &, =0 i D =
(=d,d,0),d > 0. 1z jednacine (4.4.7) dobija se:

u(x, t) = (—dxq,dx,,0).
Ovaj tok je nerotirajudi .
Ostaje jos da se pokaze da simetri¢ni deo u Navije-Stoksovoj jednacini (4.4.7) odreduje pritisak p. §

odreduje S preko S h = ~& x h, (4.4.10) daje:

DD
—P =—+D?*+8?
Dt

Desna strana prethodne jednacine predstavlja simetri¢énu matricu. Kako je P(t) simetricna matrica,
ona predstavlja Hesian skalarne funkcije. Zapravo, p(x, t) je eksplicitna funkcija:

1
p(x,t) = EP(t)x "X
Takvo p i u zadovoljavaju Navije-Stoksove jednacine.

Moze se pokazati da svaki dvodimenzionalni tok uvek generiSe veliku familiju trodimenzionalnih
tokova sa izduzivanjem.

4.4.1 Klasa egzaktnih reSenja za Navije- Stoksove jednacine

Sledeca, velika, klasa egzaktnih “shear-layer” reSenja Navije-Stoksovih jednacina dobro ilustruje
efekte konvekcije, vrtloZznog izduzivanja i difuzije. U jednacini (4.4.12) izraz D/Dt predstavlja
konvekciju od & duz putanje Cestice. lzraz DE je, kao $to je ve¢ napomenuto, odgovoran za vrtlozno
istezanje. Vrtloznost § se povecava (smanjuje) kada se poklopi sa karakteristi¢cnim vektorom koji
odgovara pozitivnom (negativnom) karakteristi¢cnom korenu matrice D. Viskozni izraz vAE vodi ka
difuziji vrtloznosti.

Neka je dat nerotirajuéi tok (strain flow) [16]:
u(x, t) = (=yx,yx2,0)', ¥ >0
Sa odgovarajuc¢im pritiskom:
PG 0) = 3y +xB)

Neka postoji i treCa komponenta brzine koja zavisi od vremena i od promenjljive x;. Tada, trazimo
reSenje Navije-Stoksovih jednac¢ina sa brzinom:
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u(x, t) = (=yxyyaz, uz (¥, 1))’
A vrtloznost koja odgovara toj brzini je § = (0, —du3/dx,0)
Navije-Stoksova jednaéina za tre¢u komponentu polja brzine u je:

dus ous 0%us
o ox, TV ox,

Us|r=o = uz(xq)

Jednacina vrtloznosti za drugu komponetu &, je (lako se odredi diferenciranjem prethodne jednacine
PO x4):
952 9¢2 N 0%¢, (44.1.1)
at —Yx 16 X - ‘yfz V—— a 2

duz
$atle=0 = §20(x1) = _O—(xl) (4.4.1.2)
X1

gde —yx, presdtavlja konvekciju brzine, y&, vrtlozno izduzenje, difuzija je predstavljena kroz izraz
v02&,/ 0x?. U ovom slucaju se vrtloznost poveéava sa porastom vremena, jer se podudara sa
karakteristi¢cnim korenom matrice D = diag(—y,y,0), e, = (0,1,0) koji odgovara pozitivnom y. U
zavisnosti od vrednosti koje primaju y i v mogudi su razli¢iti “shear-layer” tokovi.

Brzina se odredjuje iz vrtloznosti preko integralnog operatora koji nema lokalni karakter:

w0 == [ £a0m00dn, (4.4.13)

Osnovni ,,Shear-layer* tok. (videti [16]) Ako se u (4.4.1.1) uvrstiy = 0, v = 0 onda je:

% _
ot

paje é(xq) = (0,¢(x1),0), aiz (4.4.1.3) sledi da je:
u= (0,0, uo(x)), x €ER
Sledec¢i tok je nesto slozeniji jer se dodaje viskoznost u odnosu na prethodni slucaj

Viskozno ,,Shear-Layer* reSenje. Dakle y = 0iv > 0. Jednacina (4.4.1.1) se redukuje na toplotnu
jednacinu, gde je:

&t = V&
§li=0 = & ()

Resenje & je dato sa:

1 2
£00t) = — f eV g () dy

R
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Dok je brzina, na osnovu prethodnih veza jednaka:

1
Vanvt

fe_lx_y|2/4Vt”o(Y)dy, x €R
R

Difuzija $iri reSenja § i u.

Naredna reSenja ukazuju na moguénost izduzenja vrtloznosti.

Neviskozna, napregnuta ,Shear-layer“ reSenja. U ovom slucaju je
Jednacina (4.4.1.1) se redukuje na linearnu ODJ jednacinu:

& — X8 = v¥
Koja se upotrebom karakteristi¢nih krivi svodi na ODJ, dobijajuci tako reSenje:
§Cx,t) = olxer)e,
A odgovaraju¢a komponenta brzine je data sa:

u(x,t) = ug(xe’), xe€eR.

Yy >0,av=0.
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4.5 Istezanje i kompresija vrtloZznosti u trodimenzionalnim
Ojlerovim jedna¢inama

U ovom delu se i dalje radi o nestisljivim tokovima i problemima vezanim za iste . Postavlja se pitanje
kako iztezanje, skuplanje i pravac vrtloZznosti za trodimenzionalne nestisljive Ojlerove jednacine
mogu biti posmatrani. Ovakva razmatranja ¢e svakako uzimati u obzir vezu izmedu matrice

naprezanja:
D _ 1 0ul~ n au]
W 2\ox T oxg

i matruce Hesijana pritiska definisane sa:

b= a%p
W9, 0,

iXj

koja je bazirana na radu Galantija, Gibona i Heritidza[9]. Ova matrica je bila od velikog zna¢aja. Na
primer, Koristili su je Jeong i Husein (1995) u svom radu On the identification of a vortex prilikom
ispitivanja kada je vrtlog zaista vrtlog. Kriterijum je bila matrica P koja je trebala imati dva pozitivna
i jedan negativan karakteristi¢ni koren.

U prethodnim delovima je objasnjen nacin na koji se dolazi do jednacine vrtloznosti:

D% _

Dr = DE (4.5.1)

Taj oblik je koristan za naredno razmatranje.

Vrtlozno istezanje igra veoma vaznu ulogu. Od posebne je vaznosti kada su u pitanju dugo nereseni
problemi o tome da li trodimenzionalna Navije-Stoksova reSenja glatkim poéetnim uslovom mogu
spontano razviti singularnost u konaénom vremenu t*. Beale [2] je dokazao da Ojlerova reSenja mogu
ekslodirati samo ako maksimum od |&| divergira kada t — t*. Tj. za nesti$ljive Ojlerove jednacine je
poznato da su lokalno dobro postavljene za u, € HS,S > % + 1. Bale-Kato-Majda [2] su postavili

slede¢i kriterijum za ,,eksploziju®: Ako se ekslozija javlja u vremenu T, onda je:
T
[ gl e = 4o
0

fOT [€]lo dt Kkontrolise rast svih veliina i niSta ne moze eksplodirati ukoliko ova veliina ne
eksplodira. Konstantin, Fiferman i Majda [6] su posmatrali vektor vrtloznosti u tacki X i u obliznjoj
tacki x +y.Uglovi izmedu vrtloznih linija su odredeni pomocu relativne orijentacije od &§(x) i
§(x+y). Singularnost se moze spreciti ako uglovima izmedu vrtloznih linija u susedstvu nije
dozvoljeno da postanu preveliki. Velike krivine u vrtloZznim linijama su stoga neophodne da bi se
singularitet formirao.

39



Matematicke osnove vrtloznosti

4.5.1 Istezanje ukljucujuéi matrice D i P

Uoc¢imo nestisljive, trodimenzionale Ojlerove jednacine:

Du —_y
pt . 'P
divu=0
Tada vrtloznost § = V X u zadovoljava:
D% o ¢vu=nDt
Dt u=

1z poslednje jednacine sledi da skalarna magnituda vrtloznosti zadovoljava:

Dg
b %
gde je stopa istezanja a definisana sa:
§-Dg
a(x,t) = ——
xt) X

U tacki x, kada je @ > 0, javlja se vrtlozno istezanje a kada je a < 0 javlja se vrtloZzna kompresija.
Neka je o = §- Vu = D¥ oznaka za vektor vrtloznog istezanja.

Skalar a se moze posmatrati kao ocena za karakteristi¢ni koren matrice D. Uvodimo slede¢u oznaku:

_ §xDg
§-8
Ono $§to je vazno kada su u pitanju @ i y jeste njihovo ponasanje u trodimenzionalnom Ojlerovom
toku u blizini oblasti singulariteta.

4.5.2 Okatinijeva relacija izmedu tenzora naprezanja i matrice
Hesijana pritiska
Okatini [18] je 1993. godine pokazao da vektor vrtloznog iztezanja o zadovoljava relaciju:

D(r_

—=-pP
Dt g

Dokaz navedene jednakosti se lako izvodi. Totalni diferencijal od o; = &;u; ;:
DO'l' DE] d Dui
i = ot i+ 6 (i) ~ St

d dp
= oju — gis + 7 (= )
j i
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= —Pyj§;
Dakle svi ¢lanovi prilikom izvodenja koji nisu sadrzali izraz za pritisak su nestali. Kako je ¢ = Dg:

DEXDE) _

Dt —& X P¢

kada se € poklopi sa karakteristicnim vektorom od D, mora da se poklopi i sa karakteristi¢nim
korenom od P, a ako se & poklopa sa karakteristi¢cnim korenom od P onda je & x DE konstanta
kretanja [11].

4.5.3 Jednacine koje povezuju a i y

Veza izmedu DT i PE koristi i opisuje vezu izmedu a i). Ova dva objekta imaju svoje ekvivalente
koje dobijemo tako $to matricu D zamenimo sa P:

_§ P _§X P

TTy TR

Diferenciranjem « i y i korStenjem elementarne vektorske algebra dolazimo do slede¢ih jednadina:

Da
T Xr—a—a, (4.5.3.1)
Dx
i —2a — xp (4.5.3.2)
Dalje, navodimo vezu izmedu uglova.
Neka je 8 ugao izmedu & i DE:
tanf = X
o

Kada se & poklopi sa karakteristicnim korenom od D onda je 8 = 0. Za fluidni element u tacki x
specifi¢ne vrednosti ugla & mogu interpretirati na slede¢i nacin [9]:

Kada je 8 = 0, § i D su paralelni i javlja se samo izduZivanje

Kada je 8 = /2 vektori € i DE su ortogonalni i kako je DE/Dt = D& onda se u ovom slucaju
& rotira ali se ne izduzuje.

Slucaj kada je 8 = m predstavlja nepodudaranje. U sluc¢aju @ < 0 vrtloznost kolapsira brzo u
malim vrednostima.

Kada je 0 < 8 < m/2 dolazi i do rotacije i do izduzivanja

Tada na osnovu jedna¢ina (4.5.3.1) i (4.5.3.2), mnozenjem odgovarajuéim izrazima i njihovim
oduzimanjem dolazi se do jednacine:

Dtan@
Dt

= —atan%—(a—%)tan@—)%
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Zbog negativnog kubnog izraza uvek postoji tendencija da se ugao smanju u a > 0 kvadrantnoj ravni
ukoliko ga pritisak ne natera da se ponasa suprotno [9].

Jednacine (4.5.3.1) i (4.5.3.2) nisu autonomne i za Ojlerove tokove a,, i x;, ostaju konstantni kako se
tok razvija.

Primer: (a, ) jednacine

Teca komponenta brzine Navije-Stoksovih jednacina za sledeca polja brzine:

_ (VY _yx o
u—(7,—7.7/2) i u=(=yy,~vy,v2)

za kojaje & = (0,0,¢) = (0,0, —y) isto, jednaka je:

op _ (4.5.3.3)
8z 17

(bitna je samo tre¢a komponenta brzine zbog skalarnog mnozenja sa &, ¢ije prve dve komponente su
nula).

1z:
b = a°P
Y0y 0y,

e}

i iz (4.5.3.3) poslednja vrsta matrice P je jednaka (0,0, —y), odakle je:

PR _ v
S =
§ X P
Xp = 3 =0
Tada se jednacine (4.5.3.1) i (4.5.3.2) svode na:
Da
e xi—a-1
Dx
—~=_2
pt
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4.6 Vrtloznost i izentropski tok

Propozicija 4.6.1 [5]: dko se povrsina (kriva) kreée sa tokom izentropskog fluida i ako predstavlja
vrtlozni list (liniju) u trenutku t = 0, onda ostaje takva sve vreme.

Dokaz: Neka je n jedini¢na normala na S, tako da je u trenutku t = 0, prema hipotezi §-n = 0.
Pozivajuéi se na teoremu cirkulacije, fluks od & kroz neki deo S = S u nekom kasnijem trenutku je
takode nula:

f E'ndA=0
St

Sledi da je &-n = 0 identic¢ki na povrsini S;, pa S ostaje vrtlozni list. Ako je §(x) # 0, onda je u
lokalnom smislu vrtlozna linija presek dva vrtlozna lista.

Propozicija 4.6.2: Za izentropski tok (u otsustvu spoljasnjih sila) gde je & =V x ui w = E/p, sledi:

Dw _ (4.6.1)
D_t - ((,l) V)u =0
Takde vazi:
w(pxt),t) =Ve(xt) - w(x,0), (4.6.2)

gde je ¢, projekcija toka, a Ve, je matrica Jakobijana.

Pre dokaza Propozicije 4.6.2, bitno je navesti Ojlerove jednacine za kretanje fluida u izentropskom
toku, jer ¢e taj podatak biti vazan u samom dokazu. Dakle, Ojlerove jednacine za izentropski tok, bez
dejstva spoljasnjih sila:

0 6.
a—ltl+(u-V)u=—Vw (4.6.3)

9 | divipu) = 0
5 +div(pw) =

gde w oznacava entalpiju. (videti [5]).
Na posmatranoj oblasti,tj. domenu, a na granici te oblasti vazi uslovu-n = 0.
U dokazu se Koristi i vektorska jednakost:

V(F-F) = 2(F-V)F + 2F X curl F.

Dokaz: 1z navedene vektorske jednakosti sledi:
1
=Vu-u) =@ -V)ut+uxcurlu

2

Uvrstavanjem izraza za (u - V)u iz prethodne jednakosti u jednacinu (4.6.3) dobija se:
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au+1V X curlu = -V
%t3 (u-u) — uxcurlu=—-Vw.

Primenom rotora i uzimajuéi u obzir da je V X Vf = 0 sledi:

08 1 =0
a—cur(uxi)— .

Sada koristimo identitet:
curl(F X G) = FdivG — GdivF + (G- V)F — (F- V)G
pa je nakon sredivanja:

0
B G TutErw=0
ot
Uvedimo sada slede¢e oznake:
F(x,t) = w(px,t),t) i G&xt)=Ve:(x) - w(x0).

Prema jednacini (4.6.1) dF/dt = (F - V)u. Sa druge strane, prema slozenom izvodu:

oG 0
i \Y [a—f (%, t)] -w(x,0) =Vu(p(xt),1) - w(x,0)

= (Vu) - Vo (x) - o(x,0) = (G- V)u.

F i G zadovoljavaju iste linearne, diferencijalne jednacine prvog reda. Posto se poklapaju u t =0 i
reSenja su jedinstvena, sledi da su izrazi jednaki.
|

Ako posmatramo dvodimenzionalni tok, tada je u = (uq,u,,0), a & ima samo jednu komponentu
§=(0,0,¢). Tada teorema o cirkulaciji tvrdi da ako je ). , neka oblast u ravni koja se kre¢e sa
fluidom, onda;

¢ dA = konstantno tokom vremena
X

U dve dimenzije, jednacina (4.6.2) se svodi na:

s (p(x,1),t) = i(x, 0), (4.6.4)
p p

Gde je & /p skalarna veli¢ina.

Relacija (4.6.1) za trodimenzionalne tokove opisuje znatno komplikovanije ponasanje. U
dvodimenzionalnoj vrtloznoj geometriji se javljaju pojmovi vrtlozni list i vrtlozna linija. U
trodimenzionalnoj geometriji se javljaju novi, sloZeniji pojmovi, kao $to je vrtlozna cev.

Uvodimo pojam snage vrtlozne cevi koji ¢e biti objaSnjena kroz Helmholcovu teoremu za
izentropske fluide. Snaga vrtlozne cevi ima i jednu lepu osobinu o ¢emu, takode, govori navedena
teorema.
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Teorema 5.1.1( Helmholcova teorema) [5]: Pretpostavimo da je fluid izentropski. Tada:

Ako su C; i C, su dve krive koje opkruzuju vrtloznu cev onda vazi:
f u-dszf u-ds.
o C;

Ova zajednicka vrednost se naziva snaga vrtlozne cevi.
Snaga vrtlozne cevi je konstantna tokom vremena, dok se cev krece sa fluidom

Dokaz: Neka su C; i C, orjentisane krive. Povrsinu vrtlozne cevi sa¢injenu od dela izmedu krivih C; i
C, oznaci¢emo sa S i povrsinski krajevi, tacnije preseci tube pomenutim krivama, ozna¢avamo sa Sj i
S,, redom. Sve dok je & tangentna lateralnoj povrsini, S je vrtlozni list. Oznacimo sa V' celokupnu
oblast tube izmedu krivih C; i C,. Tada je K = S + S; + S, granica od V. Prema Gausovoj teoremi:

o=fv\7-§dx=sz-dA=L+Szz-dA+L§-dA,

a prema Stoksovoj:

fu-dsz &-dA
c

1 S1

S

=

QU

A

Il
o
QU
N

Tako da vazi a). Deo b) sledi iz Kelvinove teoreme. [

Ako se vrtlozna cev izduzi, njena prese¢na povrSina se povecava, a magnitude vrtloznosti § mora da
poraste, o ¢emu je ve¢ bilo govora. Dakle, izduzivanje vrtlozne cevi moZe povecati vrtloznost ali je
ne moze stvoriti.

Vrtlozna cev sa nultom snagom ne moze se “zavrSiti” u unutrasnjosti fluida. Ali svakako formira
vrtloZzne prstenove (na primer dim cigarete moze da formira takve prstenove) koji se Sire ka
beskonacnosti, ili se vezu za ¢vrstu granicu.

Razlika izmedu dvodimenzionalnog i trodimenzionalnog zakona odrzanja za vrtloznost je veoma
vazna. Odrzanje vrtloznosti razmatrano u dve dimenzije je pomoc¢na alatka u razvoju teorije o
postojanju i jedinstvenosti reSenja Ojlerovih i Navije-Stoksovih jednac¢ina. Vrlo je vaZno postojanje
teorema o egzistenciji za sve vreme. Za sada je poznato da glatko reSenje postoji samo u dve
dimenzije.
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4.7 Funkcija strujanja i vrtloznost

Poznato je od ranije u radu da primenom rotora na Navije-Stoksove jednadine dovodi do sledece
evolucije vrtloznosti:

Dg

2 F.-Vu+vA 4.7.1

Dp = & Vu+vAg (47.1)
Za dvodimenzionalne tokove je & = &(xq, x5, t) = 0y, up; — 0x,uy skalarno vektorsko polje toka, a u,
i u, su komponente vektora u. Pri tome je ¢ ortogonalno na u i vrtlozno istezanje nestaje, pa je stoga

& -Vu = 0. Vrtlozna jednacina (5.2.1) se sada redukuije na:

DE _
D = VA (4.7.2)

Moze se primetiti da za neviskozne tokove (v = 0) jednacina (4.7.2) predstavlja odrzanje vrtloznosti
duz putanje Cestice i to specijalno svojstvo razdvaja dvodimenzionalne od trodimenzionalnih tokova.
U tom slucaju posmatramo sledecu jednacinu vrtloznosti za dvodimenzionalne nestisljive, neviskozne
tokove:

D 7.
D—i=atf+(u-\7)f=o (+73)

Sada uvodimo pojam funkcije protoka i tako dolazimo do imenovane jednadine vrtloznosti.
Pretpostavka je da je tok konstantna na nekom ravnskom domenu D, sa fiksiranom granicom dD.
Pretpostavimo da je D jednostavno povezano (“nema rupa”). Prema teoriji nestiSljivosti, dy u; =

—0x,Uy, 1 koriS¢enjem vektorskog raCuna, nalazimo da postoji skalarna funkcija ¥(xq,x,,t) na D
koja je jedinstvena do na aditivnu konstantu, takva da je [5]:

Up =0, 1 Uy =—0y9. (4.7.4)
Dakle:
u=(0,,9,—0,,y) = Vi (4.7.5)

Ova funkcija se naziva funkcija protoka za fiksirano vreme t. Funkcija protoka je definisana za
nestisljive tokove u dve dimenzije, kao i u tri dimenzije sa osnom simetrijom. Strujnice leze na
linijama nivoa funkcije . Zaista, neka (x(s), y(s)) predstavlja strujnicu tako da je x;" = u; (xq,x3) i
X, = uUy(xq,x5). Onda:

d
&lp(ﬂ(s),xz(s): t) = axﬂ/’ xy' + 8x21/) "X = Uy Fujuy =0
dD lezi na liniji nivoa funkcije 1, i moze da se podesi konstanta tako da je:
PY(xy,x,8) =0 za(xq,x;) € AD.

Skalarna vrtloznost je sada data sa:

§ = ax1uZ - axzul = _6511/) - a)?zll) = —AyY
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Sada mozemo da sumiramo jednacine za ¢ za dvodimenzionalni, idealni nestisljivi tok kao $to sledi:

D_f_ . = 4.7.6
5= 0+ (U ME=0 (4.7.6)
§ =~
Y=0 na dD

up =0, 1 u;=—0,p
Ove jednacine odreduju navedeni tok u potpunosti.

Jedna¢ina & = Ay se naziva Poasonova jednacina za 1. ReSenje ove jednacine dobija Se sa
konvolucijom sa Nenjutnovskim potencijalom:

1
Y(xt) = —f Inlx —yl{(y,)dy, x€R?
27[ R2

Mozemo da izra¢unamo gradijent od i diferencirajuci pod integralom, a brzina u moze biti izracunata
pomocu Y, ratunanjem gradijenta kao u jednacini (4.7.5):

ux, o) = fRZKZ (x = )ExY)dy, 4.7.7)

gde je K, (*) jezgro definisano sa:

1 Xy X1 \T
Ky (%) = o—(— =, =
2(x) 2n< E |x|2>

Jednagina (4.7.7) je analogna dobro poznatom Bio-Savarovom zakonu' za magnetno polje
indukovano strujom u Zici.

Slede¢a propozicija predstavlja vezu izmedu Navije-Stoksove jednacine i formulacije vrtloznosti
preko funkcije protoka, odnosno, ukazuje na slucaj kada su te dve formulacije ekvivalentne na celom
RR? prostoru.

Propozicija 4.7.1[16]: Za dvodimenzionalne tokove koji nestaju dovoljno brzo kada |x| — oo,
Navije-Stoksove jednacine su ekvivalentne sledecoj formulaciji vrtloznosti:

D¢ _ - (4.7.8)
D= VAL,  (xt) € R? X [0, ),

¢le=0 = $o

14 Neka je V glatko vektorsko polje na Q 1 neka se to polje posmatra kao distribucija elektri¢ne
struje, onda Bio-Savarova formula glasi:

BS(V)(y) = (1/4m) LV(?C) X (y —x)/ly — x|*d(vol,)

1 daje rezultirajuée magnetno polje u trodimenzionalnom prostoru.
Za Bio-Savarovu formulu vazi VX BS(V) =V na Q ako i samo ako je V polje bez divergencije 1
tangentno je granici od Q
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gde se brzina u racuna preko & upotrebom Bio-Savarovog zakona:
uGod) = [ Ko G- ECondy,  x€ R
R2

ukljucujuéi jezgro K, (x) = (2m|x|?) " (—x,, x,)T.

Sli¢no, i pritisak moze da se ra¢una iz Poasonove jednacine:
—Ap = z uxj‘uxl.f
ij

Kada se koristi funkcija protoka iy skalarna vrtloZna jednacina (4.7.8) sav = 0 se transformise na:

& +JW,AY) =0

gde je J Jakobijan definisan sa:

Da bi postojalo stabilno, neviskozno reSenje (bazni ,,Shear-layer* tok, & = 0) trebadaje T, AY) =
0. To implicira da su V4t i VtAy paraleni pa imaju iste integralne krive, linije nivoa od i Ay.
Zbog toga i AY moraju biti funkcionalno zavisne o ¢emu govori naredna teorema.

Teorema 4.7.1: Funkcija protoka ¥ na domenu Q c R? definise stabilno resenje dvodimenzionalnih
Ojlerovih resenja na Q ako i samo ako je:

M = F) (4.7.9)
za neku funkciju F.
Funkcija F je u opStem slu¢aju nelinearna.

Mirni, neviskozni vrtlozi su radijalno simetri¢na reSenja 2D Ojlerovih jednacina. Naime, ako su
&0 = &(r),r = |x| radijalno simetri¢na, glatka vrtloznost, kako je laplasijan invarijantan u odnosu na
rotaciju reSenje P, , APy = &, je, takode radijalno simetri¢no pa je (¥, AY,) = 0.

u= (_lpxz:l»bxl) = (_9;‘_2’%) Y'(r)

gde prim oznacava izvod po 7.

4.7.1 Lid-driven cavity problem

Lid-driven cavity je klasi¢an problem u dinamici fluida za nesti$ljive, viskozne tokove koji je opSirno
izuCavan i moguce je pronaéi brojne radove u literature na ovu temu. Na slici 12 je prikazana
kvadratna Supljina sa tri stacionarna zida i jednim pokretnim zidom koji se krece konstantnom
brzinom. U ovom poglavlju ¢emo odrediti stabilna i nestabilna reSenja ovog problema i odrediti
pritisak i brzinu unutar kavitacije.
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nepropusni
zid

e

I

Slika 12: lid-driven cavity skica

Posmatramo dvodimenzionalne jednacine za nestisljivi, Njutnovski tok.

Ju; OJu
dx  dy
Kao i do sada, u; 1 u, su komponente brzine u pravcima x iy, R, je rejnoldsov broj, a p

oznacava pritisak.

Sto se tice granice, na svim zidovima je primenjen homogeni Dirihleov grani¢ni uslov,
u; = 0,1u, = 0, osim za pokretni zid koji ima brzinu u,; = const. u pravcu x, i u, = 0.

Problem resavamo koristeéi vrtlozno-strujnu formulaciju koja je uvedena u delu 4.6 1
koriste¢i programski jezik matlab resenja ¢emo prikazati graficki. Pri resavanju
nestabilnog Navije-Stoksovog sistema datog preko vrtlozno-strujne formulacije, koristi
se SOR (Successive Over Relaxation) metod za resavanje (numericki) jenacine funkcije
protoka, a eksplicitni Ojlerov za resavanje jednacdine momenta. Ali pre toga,
predstaviéemo problem teorijski.

Koristeéi definiciju funkeije protoka i primenjujuéi na jednacéinu kontinuiteta dobijamo:
doyY 009yY
dx dy 0dyodx

Vrtloznost u terminima u, 1 u, je jednaka:

_Ou;  Ou

=% "oy

Jednacina momenta moze biti zapisana na sledeéi nacin:

0% 0& 9 1 _,
+u2(’)y_Re 3

ot T 1oy
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Sa, druge strane videli smo u prethodnom poglavlju da se vrtloZznost mozi zapisati preko funkcije
protoka:

VE=—y
Granicni uslovi
Granicni uslovi mogu biti zapisani u terminima funkcije protoka na sledeé¢i nacin:

levo .. _ oY _ _
{desno' U =0 - dy - 0 > Y = const.

Izrazi levo 1 desno oznacavju levu 1 desnu granicu sto pokazuje sledeéa slika:

O

Slika 13: Leva i desna granica lid-driven cavity skice

Zatim, razmatramo gornju i donju granicu (slika 14), tj.:

0
u2=0—>%=0—>¢=const.

(/;\

_\_‘—‘—‘————_/

{ino

/“_——-_—_-—‘1“-\

sy

Slika 14: Donja i gornja (vrh i dno) granica lid-driven cavity skice

To znaci da je svuda na granici ¥ konstantno (granice se spajaju (kvadrat), pa konstanta
mora biti ista na svim granicama). Zapravo, ¥ je definisano preko izvoda i biramo da ¥
ima konstantnu vrednost, a zbog jednostavnosti neka to bude nula.

Pored normalne komponente brzine, nula tangencijalna brzina mora biti predstavljena.
Tako se dobijaju dalji graniéni uslovi, slika 15:

{levo = Y

desno’
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Y
{dno ul—O,—)a—O
Y
kvrh: u; = Ulld_> @ = Ulid

Vrtloznost na zidu se racuna preko funkcije protoka za koju smo rekli da je konstanta.
Dakle, na desnoj 1 levoj granici jednaka je:

0%y 0%y 0%y

ax2  dy?  ox? -5
a na gornjoj i donjoj granici je:
0%y 0%y B 0%y _
ax2  dy?2 odyr 7
oy
= T2y Uiiq
0 oy _ oy
A ST
_ 0y oy 0
=y

Slika 15: Granicni uslovi

Numericka Sema

Za resavanje ovako definisanog problema koristi se uniformna mreza u vremenu 1
prostoru. Naredni koraci opisuju metod resavanja. Funkcija protoka se resava SOR
metodom:

a
Z(JH = Z(lplk+1,j + 1/’?—1,;’ + ll)zlfj+1 + AXAYfiI,(j) +(1- a)ll’lk,j-

a je parameter relaksacije (0 < @ < 1), a Ax i Ay razmaci unutar resetke. Jasno je da je
¥ = 0 na granicama.

Zatim se odreduje ¢ na granicama na sledeéi nacin:
2 2
fvrh = (lpi,ny - lpi,ny_l) E = Ujig A_y + O(Ay)
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2

$ano = (i1 —¥i2) Ay + 0(4y)
2

$levo = (lpl,j - 1/J2,j) E + O0(Ax)

2
$desno = (lpnx,j - l/)nx_l,j) E + 0(Ax)

Resavanje vrtloznosti za unutrasnje ¢vorove resetke:

L gn Vijer —Wio1\ (§i1) — Sitej 3 Vit — Wit (§l41 — €1
i,j i,j 2Ay 2Ax 2Ax 2Ay

1 (S;ir}v-l,j +E & T & — ff;)]

* R_e AxAy

Na naredna cetiri grafika su prikazana stabilna resenja za razli¢ite vrednosti
Rejnoldsovog broja. Kod uzima u obzir navedene uslove, odrduje funkciju protoka 1
vrtloZznost u unutrasnjim ¢vorovima, vrtloZnost na granici i brzinu.

09 ey % =
08 B s T W1 o

07 { / il 07
08 ‘\ Q ‘Jf g 06
05 4 / / _

o X 05
04 \ / ; 1
4 O 04
03 g
03
02 -
02
01
01
o .
0 02 04 06 08 1 0 y
0 02 04 06 08 1
a) b)
1 1
09 T = g 09
e B
o8 B 08 /,/ TG
orp | | 1 07 [ \\
\ | \
0Bk 4 / 1 06 \
\ / Y
05 / 1 05 \
/ 3\ /
L% / J E /
04 0.4 X /
S
03 b pud 08 e
02
02
0.1
01
" .
0 0.2 0.4 06 08 1 0 .
0 02 04 06 08 1

52



Matematicke osnove vrtloznosti

) d)

Slika 16: Graficki prikaz konturnih linija funkcije protoka pri razli¢itim vrednostima Rejnoldsovog broja
(resetka 51x51), na prikzu a) birano je da Rejnoldsov broj bude 200, a pod b) 300. Prikazi ¢) i d) su za malo
vece vrednosti Rejnoldsovog broja 500 i 1000 redom. Takode je za izbor Rejnoldsovog broja 1000 podesen
koeficijent relaksacije na 0,4. Dok je u ostalim slucajevima posmatrana vrednost 1 pomenutog koeficijenta

08 -0.02
06 0.04
04 -0.06
0.2 -0.08
DU 05 1 -0.1
1 50
0.8
0.6
0
0.4
02 02
0 50
0 05 1 ik HE 1 -0
Slika 17: Graficki prikazi nestabilnog resenja, levo Rejnoldsov broj je 300, a desno 500.
4.7.2 Formulacija vrtloznog strujanja za
trodimenzionalne tokove
Za trodimenzionalni, nestisljivi, idealni tok vazi:
%3
—~_(8-Vu=0 4.7.2.1
e~ ¢ Vu ( )

AA=-¢ divA=0
u=VxA

Koristimo V - u = 0 da bi se moglo pisati u = V X A, gde je A birano tako da je divA = 0. Vektor A
nije jedinstveno odreden. Za vrtloznost vazi slede¢e (uz pretpostavku V - A = 0):

§ = curlu = curl(curl A) = V(V-A) — AA = —AA.

Formulacija vrtloznog strujanja za trodimenzionalni Navije-Stoksovov tok se moze izvesti analogno
odredivanjem trodimenzionalnog polja brzine u, div A = 0, u terminima vrtloZnosti koje se koristi za
reSavanje trodimenzionalne vrtlozne jednacine:

D¢ &-Vu +vAE

— =& Vu+vA¢E.

Dt
Ono $to je zanimljivo u ovom slucaju je da navedena reformulacija opisuje kako deformacija brzine
isteze vrtloznost (putem izraza - Vu ).
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Treba odrediti ¢ i u, reSavanjem predeterminisanog sistema (tri jednacine, ¢etiri nepoznate):
& =curlu
(4.7.2.2)
divu=0, xeR3

Propozicija 4.7.1.1: HodZova dekompozicija.[16] Neka je & € L? glatko vektorsko polje u R3, koje
nestaje dovoljno brzo kada |x| — . Onda vazi sledece:

Jednacine (4.7.2.2) imaju glatko resenje u Koje nestaje kada |x| — oo ako i samo ako:
divi=20
Ako je div & = 0, onda je resenje u odredeno sa:
u=—curly
gde je vektorska funkcija strujanja y resenje Poasonove jednacine:
Ap = ¢

Eksplicitna formula za u je:

u(x) = fR3K3 (x - Y)EGdy

gde je matrica jezgra K3 dimenzija 3 x 3 data sa:

1 xXh

3
EW, heR

K3(x)h =

Dokaz : Podsetimo se slede¢ih vektorskih identiteta: za glatko vektorsko polje ¥ u R3,
divcurly =0 (4.7.2.3)
—curl curl p + Vdivy = Ay (4.7.2.4)

Ako u reSava jednacinu (4.7.2.2) onda curl u = € i na osnovu jednakosti (4.7.2.3) sledi da mora biti
div & = 0. Sada dokazujemo suprotno, ako je div & = 0, onda postoji vektorsko polje u koje resava
jednacine (4.7.2.2). Uoc¢imo Poasonovu jednacinu:

AY =0
Ako:
_1 S0
VeI =an .[]R3 lx =yl @

Definisemo h = — curl curl ¥ i k = V div . Zbog toga §to je & € L? je glatka i nestaje dovoljno brzo
kada |x| — oo, imamo da je h(x) = O0(|x|™2) i k(x) = 0(|x|™3) za |x| » 1 tako da h,k € L2.
Primenjuju¢i unutra$nji proizvod (L?) sa k dobijamo:

(k. k) = &, k) — (h, k)
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Zbog pretpostavke da je divg = 0, divh = 0 i k je gradijent od div y. Koristeé¢i uslov ortogonalnosti
dobijamo da je (¢, k) = (h, k) = 0. (k, k) = 0, primenjujuéi da je k = 0, identitet (4.7.2.3) daje:

& = curl(—curl ¢)

Neka je vektorsko polje u definisano na slede¢i na¢in: u = —curl y. Ovaj vektor nema divergenciju.
Kada izracunamo rotor konvolucije sa Njutnovskim potencijalom dobijamo:

1 x—
u=—
4 g3 |x —

yy|3 x £(y)dy

Ovo vektorsko polje u nije u L? ali i dalje nestaje dovoljno brzo kada |x| — . [16]
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4.8 Klasi¢na vrtloZna kretanja i modeli

Sada ¢e biti prezentovani neki klasi¢ni modeli vrtloznosti. Neki od njih imaju istorijski znacaj, a neka
su, opet primeri specijalnih slu¢ajeva kada se mogu dobiti jednostavna i lepa resenja.

Za opisivanje geometrijskih svojstava stubnih vrtloga (columnar vortices) (vodeni mlaz je primer
intezivnog, stubnog vrtloga, slika 18) i vrtloznih prstenova uobicajeno se koriste cilindri¢ne
koordinate.

Slika 18: Vodeni mlaz, intenzivni, stubni vrtlog
Slika preuzeta sa sajta http://1ite987.com/see-a-spectacular-waterspout-swirl-over-the-waters-of-tampa-bay-video/

Postoji veliki broj egzaktnih reSenja koja koriste navedeni zapis, a koja su interesantna za razmatranje,
stoga se uvodi cilindriéni koordinatni sistem (r,6,2z) sa u = (uq,uy,u3) i & =(&,,&9,¢,). Opsta
formula za neki vektor A je:

e Teg e,

1
VxA==|0, 09 O, (4.8.1)
"4, rdy A,
pa su, onda, komponente vrtloznosti date sa:
10u; Ou ou; Ou 190u 10u
f = e =2 fg=— 2 f == (ruz) 19w (4.8.2)
rdod 0z 0z  Or r or r 00

Kroko-Vozonji jednacina (4.3.1.1) je ve¢ pomenuta u delu (4.3.1). One mogu biti zapisane i u
cilindri¢cnom koordinatnom sistemu. Napomenuto je da se od tih jednacina lako dolazi do transportne
jednacine vrtloznosti. Uvrstavanjem (4.8.2) u date jednacine dobija se vrtloZna transportna jednacina:

D& (2 $r 2@),

Dt r2 r?2 06
(4.8.3)
DSy uzéy $oly ) 205 &g
De b T ey (V4 - ),
D¢
o = 5 Vus + V%,
gde je, sada:
D NCINY: 9
Dt ot ‘or  rae 23z
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2_16(6) 1 9% K

=rar\ar) tr2ae2 T 3,2

Ukoliko je :—9 = 0 onda ako je i u = (0,u,(r,t),0), tada je & = (0,0, &,(r,t)) ima samo jednu nenula
komponentu. Ova vrsta vrtloga se naziva ¢ist vrtlog, sa svim linijama vrtloznosti postavljenim duz ose
i sve strujnice su zatvoreni krugovi centrirani oko z —osa. Ako je u; nenula i r — zavisna, &g Ce se
pojaviti toliko da ¢e linije brzine i vrtloznosti postati uvojne. Takvi vrtlozi se nazivaju virovi. Imaju
nenula heli¢nu gustinu h, h = & - u (skalarni proizvod brzine i vrtloznosti se fizi¢ki interpretira kao
heli¢na gustina). Heli¢na gustina h je povezana sa heli¢noséu preko izraza H = fﬂh dx. Ako je
heliéna gustina identi¢ki jednaka nuli, onda dvodimenzionalni tok opisuje situaciju kada vektor
vrtloznosti poseduje samo jednu nenula komponentu ortogonalnu na ravan toka.

Neka je y(r,t) = ripy Stoksova funkcija protoka. Za u = (u4,0,u3). Tada je:

10y 10y
=___r =__T 4.8.4
“ rdz’ U= ar ( )
Vrtloznost, odnosno njene vodece jednacine mogu biti iskazane u terminima dve skalarne funkcije, P
i = ru, . Iz jednacina (4.8.2) i (4.8.4) sledi:

10l
- __- 4.8.5
& r oz’ ( @)
_Lor (4.8.5b)
2 ror
£y = — i(la_‘l’) 10% (4.8.5¢)
0 or \r or rdz?|

Konture od I' i ¥ na (r, z) su preseci vrtloznih povrSina i strujnih povrSina sa ravni, redom.

Vecéina postojecih egzaktnih vrtlog reSenja , bez obzira da li su u pitanju viskozna ili neviskozna mogu
biti dobijena ukoliko se jednaéine (4.8.3) linearizuju. To bi se moglo posti¢i ukoliko bi tok bio
Generalizovani Beltramijev tok. Ekstremna situacija kada je Exu =0 i &-u # 0, implicira da su
strujnice uvek paralelne vrtloznim linijama, tj. § = {u, gde ¢ predstavlja torziju susednih vektorskih
linija. Ovakav tok se naziva Beltramijev tok. Lamb vektor je osnovni izvor nelinearnosti i kada on
nestane dobija se Zeljena linearizacija. Vaznost Beltramijevog toka leZi u tome $to on ima nelinearna
reSenja Navije—Stoksovih i Ojlerovih jednadina. Beltramijev tok se definiSe kao polje u koje
zadovoljava V X u = yu. To implicira da je u karakteristi¢ni vector rotora povezanog sa korenom y.
Ukoliko je y = const. Tok se specijalno naziva Trkalijenov (Aris 1962). Dok Beltramijev tok
predstavlja ekstermnu klasu trodimenzionalnih vrtloznih tokova, mnogo Sira klasa vrtloznih tokova
moze biti opisana ako se oslabi uslov & X u = 0 na:

Ux@Exu) =0 ili Exu=UWy

Gde je y harmonijska funkcija takva da je Ay = 0, opisuje generalizovani Beltramijev tok. Takav tok
ima lepa svojstva. Ovaj tok omogucava da nestisljiva, Helmholcova jednacina data sa:

o8 \Y AE=0
a+ X (Exu) —vAE =
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bude linearizovana i tako omogucava dobijanje brojnih analitickih vrtloznih resenja, od kojih su neka
vrlo korisna.

4.8.1 Lamb -Capljigin dipolni vrtlog [23]

Lambov dipol je vrtlozna struktura sa neprekidnom vrtloznom distribucijom unutar kruzne oblasti. On
je stacionarno reSenje dvodimenzionalne jenacine vrtloZznosti kada se ne javljaju viskozni efekti i kada
je domen beskonacan. Kada se viskozni efekti uzmu u obzir vrtloZznost se prostire preko vece
povrsine i snaga dipola se smanjuje, ali se i brzina smanjuje.

Neka se posmatra tok nacinjen od dva vrtloga ¢ija je evolucija opisana Navije-Stoksovim jedna¢inama
u njihovom nestisljivom toku. Vrtlozna osa je z—o0Sa, a x i y 0Se su prostorne koordinate u
popre¢nom pravcu. Vektor vrtloznosti je, kao i do sada oznacen sa & Neka su vrtlozi blago uzburkani
i da, stoga razlazu tok na zbir koji sadrzi bazni tok, stacionarni, dvodimenzionalni vrtlzni par i
trodimenzionalne nestabile poremecaje. Polje brzine vezano za preturbacije je oznadeno sa u' =
(u'y,u'5,u'3), a polje brzine baznog toka u=(i,, i,, 0). Bazni tok zavisi samo od x i y i pretpostavka
je da paralelan sa z —osom. Ukupna brzna toka jednaka je u = u’ + €u, gde je € infinitezimalno.
Jednacina dinamickog poremecaja se dobija zamenom navedenog izraza za polje brzine u Navije-
Stoksovu jednacinu. Sledi:

Vu' =0

!

a +uVu' = —u'-Vu - Vp' + vAu'

Neka je O tacka smestena u srediStu izmedu dva vrtloga. Na osnovu simetrije baznog toka oko (0Oxy)
ravni, poremecaji mogu biti podeljeni u dva dela.

Jedan od prvih netrivijalnih reSenja u teoriji vrtloznosti bilo je predloZeno pre oko sto godina od
strane Lamba i Capljigina, koji su radili nezavisno. Lamb-Capljiginov model uzima za pretpostavku
linearnu relaciju izmedu vrtloznosti i funkcije protoka & = —k?i, gde je k konstantno, unutar
izolovane kruzne oblasti pre¢nika r = a i sa potencijalnim tokom ¢ = 0 u spoljasnjoj regiji r >
a.Odnosno, k je nula izvan posmatranog kruga. Konstantu k su koristili Melesko i Van Heijs, koji su
i dokazali teorijsku pozadinu Lamb-Capljigin dipola. Linearna veza je resenje jednadine Ay = f (1)
koja karakteriSe stailna reSenja Ojlerovih jednacina. Neka su r i 8 polarne koordinate u (Oxy) ravni.
Funkcije protoka za LCD je:

__
¢={ Wolle) . zaf =—k%
ku(r—T> sin6, r>a

Gde su J, i J; Beselove funkcije nultog i prvog reda. Vrednost od k je data kontinualnoséu
tangencijalne brzine na granici dipola i tako je izabrana da je /; (ka) = 0.

J1(kr)sinf, r <a

2u

k]o(ka)]l (kr)siné, (za r < a) posmatramo:

Naime, ako Zelimo da pokazemo da je Y, = —
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02 02
All’:%"'%:f@b)

Sto je u polarnim koordinatama:

0%y 10y 10%%
et o et ol F@) (4.8.1.1)

Capljigin je izabrao da 1 bude sledeca funkcija:

f@) = —k?y, kjekonstanta (4.8.1.2)
i trazio reSenje u obliku:
Y(r,0) = Z(r)sind. (4.8.1.3)
Uslovi za neprekidnost brzina:
10y oY
=15 V0T o
a na granici kada je r = a vazi:
Y =1,

Zamenom (4.8.1.3) u (4.8.1.2) u (4.8.1.1) dobija se:

92 (Z(argzsin ) N %G(Z(ra)rsin ) rizaz(Z;rz)esin 6)  K2Z(r)sind = 0
Odakle sledi da je:
sin@=0ili r2Z"(r)+rZ'(r)+ (k*r>-1)Z(r) =0
Beselova jednacina je oblika:
x2y" +xy' + (x2 —=n?)y =0

Odakle vidimo sli¢nost gore navedene jednacine r2Z" (r) + rZ'(r) + (k?>r? — 1)Z(r) = 0 upravo sa
Beselovom jednac¢inom. Za odredivanje reSenja Beselove Koriste se stepeni redovi. ReSenje se trazi u
obliku:

y() =" ) bt
k=0
Koriste¢i tu ideju, posle odredene algebre dolazi se do sledeceg reSenja:

Y, = —Wh(kr)sine,r <a.
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4.8.2 Burgersova resenja za Ojlerove jednacine

Burgersovi vrtlozi. 1938. godine Tejlor je prihvatio Cinjenicu da nadmetanje izmedu istezanja i
viskozne difuzije vrtloznosti mora biti mehanizam kontrolisanja rasipanja energije u turbulenciji.
Dekadu kasnije, Burger je otkrio egzaktno resenje koje opisuje mirne vrtlozne cevi i slojeve u lokalno
uniformnim tokovima gde su dva efekta u ravnotezi. Burger je predstavio vrtlog kao matematicki
model koji ilustruje teoriju turbulencije i uocio je da vrtlog ima svojstvo da stopa viskoznog rasipanja
po jedinici duzine vrtloga je nezavisna od visokog Rejnoldsovog broja [23].

Burgerov vrtlog predstavlja jedan odlican primer ravnoteze izmedu konvekcije, intenzivnosti i
difuzije vrtloznosti.

Da bi se razmatrala ovakva resenja polazi se od polja brzine oblika:

u= (—%x;g% VZ) + (_l»by'l»bx'o)

gde je y konstanta ili funkcija vremena. U ovom primeru, smatra se da je y konatanta. Dakle, & =
(0,0,9T i AY = &. U ovom slu¢aju matrica naprezanja D ima blok dijagonalnu formu. To se lako vidi

u; 1(9(-2x) a(yz) . N -
6_xi)' Npr. za D;3 =5< aZZ —z,byz+7 = 0. Daljim raspisivanjem na isti

- _1 ou; a
1Z Dij—E a—xj+

naéin se dobije da su D34, D, i D3, takode nula pa matrica D ima oblik:

Dll D12 0
D = D21 D22 0
0 0 vy

Karakteristi¢ni polinom ove matrice je:

p(A) = [(A = D11)(A — Dy3) — (A = D13)(A — Dy )](A —v)

Odakle se jasno vidi da je jedan karakteristi¢ni koren matrice upravo y, a njemu odgoarajuci
karakteristicni vektor (0,0,1)T. Dakle, vektor vrtloznosti € je paralelan karakteristicnom vektoru
matrice D. Zbog toga je ugao 6 definisan ranije u radu jednak 0. Kako je € = (0,0,&)7 iz DD/Dt =
DZ se dobija:

$e — V(xfx + }’fy) + (l-l"xfy - ll-’yfx) =y$ (b1)

Vrtloznost je funkcija samo po r (r? = x? + y?) koja odgovara Burgersovom osnosimetri¢nom
vrtlogu. Resavanjem jednadine Ay = 1, + 1y, = &, tj. koris¢enjem 2 = x? + y? dobija se:

dy 1 (7
Fri ;j sé(s,t)ds
0
Sada je x&, + &, = & i xyp, — yp,, = 0, pa jednacina (bl) postaje:

oo

koja sa pocetnom vrednoscu &, = &(r, 0) ima reSenje u obliku:
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£0,0) = 76, (re'? )

Posledicaod 6 = 0 je:

Da . Dx

— =0
Dt ' De

Zbog toga, Burgerova reSenja se ponasaju kao ekvilibrijumska reSenja sistema u Langrazovom smislu,
mada ta reSenja ne moraju nuzno biti stabilna.

4.8.3 Dinamicki istegnuti vrtlozi kao reSenja trodimenzionalnih
Navije-Stoksovih jednacina

IzduZeni vrtlozi Burgerovog tipa koji su egzaktna reSenja Navije-Stoksovih jednacina su tipi¢na
reSenja koja se koriste da ilustruju pojedine paradigme moderne teorije turbulencije. Neka je:

u= (ul (x' Y, t)! Uy (X, Y, t)! )/(X, Y, t)Z + W(X, Y t))

polje brzine koje se razmtra, a uq,u,,y i W su funkcije samo od x, y i t. To ¢e udiniti da se jednaéina

trece komponete vrtloznosti razdvoji od W. Vektor vrtloznosti se lako odredi kao rotor brzine u,
dakle:

§= (€1v€2v€3) = (Wy + ZYy, W, — ZYxr U x — ul,y)
Neka se razmatraju Navije-Stoksove jednaéine (3.1.1):

bu _ Vp +vA
D VP vAu

divu=0

U ovom sluéaju Laplasijan se moze posmatrati kao 2D operator, sa obzirom da su uq, u,,y, €31 W sve
funkcije koje zavise od x,y i t. Dakle:

02 0?2
Az = W-l_c’)_yz

Vektor vrtloznosti mora zadovoljavati jednacinu:

Dg A
D_t_DE-l_V E

gde je D, kao §to je poznato od ranije matrica naprezanja.

Teorema 4.8.3.1 [10]: Za dato vektorsko polje u, é5, W iy zadovoljavaju:
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D&
Dt - Yés +vAz¢3 (4.8.3.1)
Dw
— = —yW + vA,W (4.8.3.2)
Dt
by . > _
D¢ TV TPz =vay (4.8.3.3)

gde u, i u, zadovoljavaju uslov kontinuteta:
Uy Uy +yY =0

Napomena: Dvostruki parcijalni izvod pritiska po z, p,,(t), mora biti prostorno uniforman sto je
ogranicenje koje je neophodno za postojanje takvog toka.

Dokaz: Tre¢a komponenta Navijer-Stoksovih jednacina, kada se uvrsti u njih izraz za brzinu u
(uz=yz+W)je

D
v(zAyy + A, W) —p, = D—t(yz + W)

D( +W)_6(yz+W)+ 0 v Ltz wy Dzt w
_ Oy dy dy )
—ZE+Zula+zu2@+zy
+6W+ 6W+ 6W+ W
ot T tMax T2, TY

=<5 +7)+ (5 + 1)
—7 Dt 4 Dt 4

(zAzy + A, W) = (Dy+ 2>+(DW+ W)

vizazy 2 bz =2 Dt 14 Dt 14

Nakon integracije po z dobija se:
1 D DW
-p(x,y,2,t) = EZZ (D_}t/ +y% - vAzy) +z (E +yw — vAZW) + f(x,y,t) (4.8.3.4)

1z prve dve komponente Navije-Stoksovih jednacina:

ou,
¥ + UUy p + UUy — VAU = —Dy
du,
ra + uuy x + Uxuy, — VAU, = —p,,

se vidi da su py i p, nezavisni od z. Da bi to bilo tacno koeficijenti uz z i z? moraju zadovoljavati
sledece:

62



Matematicke osnove vrtloznosti

DW+W A = cq(t
Dt Y VAW = ¢()

Dy+ A t
Dt Y2 VAyy = ¢,(b)

Moze se pretpostaviti da je c¢;(t) = 0 bez gubitka opStosti. U tom slucaju dobija se da je ¢, (t) =
—p,,., odakle sledi da p,, mora biti prostorno uniformno.

Matrica naprezanja u ovom slucaju je:

Uy x (%) (ul,y + uz,x) (%) (zyx + Wy) |
D= (%) (ury +uzx) Uzy (%) (zvy + W)
_ (%) (zyx + Wy) G) (zry + W) 1

Raspisivanjem izraza D dolazi se do sledeceg:

(D8)3 = ¥<3
Odakle sasvim jasno sledi:

D¢

oL ¥é3 +vAyEs

Time je teorema dokazana. Sada se postavlja pitanje moguénosti i nacina reSivosti jednaCina iz
prethodne teoreme. Takva razmatranja se vrSe u nastavku.

Neka je sada u; = ——x Yy, U= —%y + ., Y(x,y,t) je funkcija protoka dok u; ostaje isto

kao S$to je i do sada bllo. Ovako definisano polje brzine se razlikuje samo po ¢lanu W u odnosu na
polje koje je razmatrano pri odredivanju Burgerovog resenja Ojlerovih jednacina.

Promenljiva y je funkcija samo od vremena y = y(t) i sada se moze posmatrati kao stopa naprezanja.
U tom slucaju, jednacine iz prethodne teoreme postaju:

Dés =y()$3 +vAxés
Dt
DwW
D_t = —)/(t)W + VAZW
gde je totalni izvod:
D 9 vy

Dr= a—i( ai"'y )"‘]xy(l/J)

Sada se uvode nove koordinate, odnosno Koristi se Landgrenova transformacija. On je uveo
transformacije i za stisljive i za nestisljive tokove i tako omogucio resavanje jednacina za definisano
polje brzine. Dakle on je uveo slede¢e transformacije:
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s(t) = exp (fty(t’)dt’> (4.8.3.5)
0

t
( = Sl/zx, n= Sl/Zy, 7= f S(t,) dtl
0

Jednacina vrtloznosti &5 i komponenta brzine W se sada reskaliraju u nove promenljive koje su
jednostavnije za rad:

Q3 ((' W, T) = 5_153()5' YV t) i W((' u, T) =S W(X, Y t) (4836)

U (¢, 1) ravni operator A, se definise kao:

~ 92 0?2
AZ = a—{z + 6_7]2
i operator D /Dt kao:
9]
D7 7% + Jo,u(W))

gde je (¢, w, ) = Y(x,y,t). Sada jednacine (4.8.3.1), (4.8.3.2), (4.8.3.3) mogu biti transformisane
u nove jednacine sa skaliranim promenjivim Q3, W i u novom koordinatnom pocetku ({, , 7).

Teorema 4.8.3.2: Q3({, u, ) evoluira u odgovarajuée 2D Navije-Stoksove jednacine:

DQ3 -
= —yAQ 4.8.3.7
pr o2 ( )

sa Q3 = A, P, W({, i, 7) je pozitivni scalar i odreduje se resavanjem 2D linearnog problema:

Dw —~
— = vA W 4.8.3.8
Dt Va2 ( )

Stopa naprezanja y (t) odreduje se iz Rikatijeve jednacine:

y+ y2 + pzz(t) = 0.

Napomena: Lundgren je pokazao da reSenja jednacine (4.8.3.7) mogu biti preslikana ponovo na
3D problem. Kada je y < 0 postoji mogucnost da se domen t € [0, ] moze preslikati na kona¢nu
oblast 7 —ose. Na primer, ako je y = —y, =const., Yy, >0, onda s=exp(—ypt) i T=
Yo 11 — exp(—y,t)]. Otuda se t € [0, ] preslikava nat € [0, y51].

Rikatijeva jednacina za y

Jednacine (4.8.3.6) pokazuju da znak od y odreduje da li ¢e &5 i W rasti ili opadati (s je definisano
preko y, s(t) = exp (foty(t’)dt’)). Kako y zavisi samo od t, tada se jednacina (4.8.3.3) redukuje na:

oy . dy
et DL =04 —p, () =42
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Ako se primeni izvod po t na s(t) = exp (foty(t’)dt’) dobije se:

s‘=( fo y(t')dt')t[exp ( fo y(t')dt')] =y (©®)s(®),

pa ako se jos jednom primeni izvod po t, dobija se sledeca jednakost:

. Oy ) av
s—sa+sy —S<E+y).

Kako je —p,,(t) = ‘;—’t’ + ¥2, dalje je:

§ = —sp;; (1),
tj.
$(t) + s(t)p,,(t) = 0. (4.8.3.9)
Neka je p,,(t) = —a? = const.
Tada jednacina (4.8.3.9) ima reSenje:
eat 4 p—at

s = et jlji s = coshat = 5

Sada iz s(t) = exp (f, y(t')dt') = exp(£at) sledi da je:

t
f y(k) dk = +at.
0

Odakle, jasno sledi da je y =+a, a u sluaju s = coshat, y = atanhat = a(exp(at) —
exp(—at))/(exp(at) + exp(—at)).

Zadrugi oblik od y vaziday — a, kada t — a.

Landgren je pronaSao spiralna reSenja za Navije-Stoksove jednacine, odnosno za jednadinu Q5. U
neviskoznom slucaju, njegova ideja je bila da trazi reSenje za jednacinu (4.8.3.7) u formi skupa
Dirakovih é funkcija:

0 (p,0,0) = 21 ) T; (3]0 — Ao}z - 6],

J

gde je p 2D radijalna promenljiva u ¢ — u ravni tako da je p? = ¢ + u%. Q(p) = p~u® se uzima
kao prose¢na ugaona brzina. Vrtlozni listovi imaju spiralnu strukturu u prethodnoj jednacini, 8 =
Q(p).

Vratimo se na jednacinu:

00, (020, 100,
=V + —_
ot ap? p ap
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koja je difuzna, odnosno toplotna jednacina, pa je osnosimetri¢no resenje ove jednacine dato sa:

Q3(p,7) = %exp (— ﬁ)-

Neka je = y, = konst.y, > 0. 0nda je s = exp(yot) i T = y5 L (exp(yot) — 1). Tada je:

_ayo exp(yot) { Yo exp(yot)rz}

= 5O = —
=50 = oD — 1P Bu(exp(rot) — 1)

U slucaju da vreme tezi ka beskonacnosti tada se u:

I (Yot)
t—oo exp(yot) — 1

javlja neodredeni izraz "g" pa moze da se primeni Lapitalovo pravilo, odakle sledi da je navedeni

limes 1. Koriste¢i svojstva limesa, lako se dobije da je:

i _ Yor?
lim &5 = ayo exp ) ———
Jednacina (4.8.387) ima ekvivalentno resenje kao i (4.8.3.7), osno-simetri¢nu tacku izvora:

W(o,7) = exp (- .2)

gde zbog dimenzionalnih razloga mora biti [ = a.

4.8.4 Hilov sferic¢ni vrtlog

Hilov sferi¢ni vrtlog predstavlja jedan od najboljih primera mirnog rotiraju¢eg reSenja klasi¢nih
jednacina koje opisuje neviskozne, nestisljive fluidne tokove. Sfericni vrtlog je poznat kao Clan
jednoparametarske familije stabilnih vrtloznih prstenova.

Sfericni vrtlog mozZe biti predstavljen Stoksovom funkcijom protoka

(1 a3 _
—U(1——]|r3sin%?8, r>a
() = 2 r3
o) = 3 ™\ .
l_ZU 1—; r“sin“g, r<a

koris¢enjem sfericnih polarnih koordinata sa koordinatnim pocetkom O u centru vrtloga. Tacka
stagnacije je u r = a, 6 = 0. Razdaljina od ose simetrije iznosi s = r sin 8. Vrtlozna distribucija je
datasa & = (0,0,%), gde je

3 1 D2 Dz_az +sin96 1 0
¢= i T 9r2 12 90sin0ag”

66



Matematicke osnove vrtloznosti

5 Slaba L™ resenja jednacine vrtloznosti

Mnogi problemi u fizici se odlikuju visoko nestabilnim strukturama ¢ija kompletna dinamika ne moze
biti opisana jednostavnim, glatkim modelima. Zog toga su naredna dva poglavlja ovog master rada
posvecéenja reSenjima Ojlerovih jednaéina koja nisu glatka. Dakle, egzistenciji i jedinstvenosti slabih
reSenja koja su znacajna po tome S$to su prikladna za modeliranje izolovanih oblasti intenzivne
vrtloZnosti. Na primer, takva oblast se koristi za modelovanje evolucije uragana.

Elipti¢ni vrtlozi su samo jedan primer klase slabih reSenja vrtloZno-strujnog oblika 2D Ojlerovih
jednacina, u kojima je vrtloznost prekidna ali ograni¢ena. U pitanju su slaba reSenja sa konstantnom
vrtlozno$¢u unutar elipti¢ne oblasti koja se rotira. Elipti¢ni, stubni vrtlozi mogu postojati bez prisustva
spoljasnjeg toka i u tom slucaju elipse su uniformno rotiraju¢a reSenja Ojlerove jednacine.
Jednostavno se rotiraju sa konstantnom ugaonom brzinom bez promene oblika. Ukoliko se uvede tok
sa naprezanjem uzrokovace da elipse ostaju elipse, ali sa drugacijim oblikom.

Pretpostavlja se da je eliptiéni, stubni vrtlog beskonacan u pravcu z —ose. Presek tog vrtloga ¢ini
elipsa E(t) sa parametrima a(t) i b(t) i uglom rotacije 6(t). Neka je Y(x,t), x = (xq1,x) funkcija
protoka. Tada je:

_ (& unutar E(t)
—Ap(x,t) = {O, drugde

Brzina u je neprekidna kroz E(t) $to se uzima kao grani¢ni uslov. Ako je ugao rotacije nula onda se
polje brzine ra¢una prema Lamb-u (videti [15]) na slede¢i naéin:

(w1, uz) = U(a, b)x

gde je
a—f_b[g —a , unutar E(t)
Utab) = i T
NresverEyel Ny~ any ) o I &

a parametar A > 0 zadovoljava:

x2 +x22 4
a?+1 b2+1

R(6) je standardna matrica rotacije na R?:

_[cosf —sinf
R(6) = [sin9 cos 6 ]

Unutar elipse brzina u linearno zavisi od x i samim tim oCuvava oblik vrtloga. Jednaéina elipse je
data sa:
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1

— 0
x'E(a,b,0) = xt[ R(O) ¢ L |RCO) | =1

O

Definisanjem putanje Cestice na granici i diferenciranjem jednacine elipse po t dobija se jednacina:
UTE+E+EU=0

Ako se u datu jednaéinu uvrste tacni oblici od U i E dobijaju se jednacine koje opisuju Kirhofov
mirni, elipticni, koluminarni vrtlog. Kirhofov elipticni vrtlog je jednostavan primer vrtlozne
izolovane, uniformne putanje vrtloga. Vrtloznost je distribuirana uniformno preko elipti¢ne oblasti sa
konstantnim koli¢nikom A = a/b, gde je a glavna osa. (videti [16])

da © =0
dt -~
db © =0
e~ 7
ab r

o ~
& O G b - ma )

gde je I' = Emab je ukupna cirkulacij avrtloga.

5.1 VrtloZzno-strujna formulacija i slaba reSenja

Uvod: Pregled vaznih definicija

Neka Q predstavlja otvoren skup od R™ i neka C™ (1), m € N, predstavlja skup funkcija koje su
definisane nad Q i imaju neprekidne izvode zaklju¢no sa redom m. Defini§emo sledece pojmove:

Definicija 5.1.1: Nosac neprekidne funkcije f:Q — C oznacavamo sa supp f, a on predstavlja
atherenciju skupa {x € Q: f(x) # 0}.

Definicija 5.1.2: Podskup C{* () skupa C™(Q) predstavija skup funkcija ciji su nosaci kompaktni u
Q (supp f je ogranicen i supp f < Q) ].

Co’(Q) ={ue ™ Q):supp f cc O}
Skup C*(Q) se naziva prostor test funkcija.

Definicija 5.1.3: LP(Q) predstavlja prostor merljivih kompleksnih funkcija u definisanih na 2 za koje
vazi

f [u(x)|Pdx <
Q

LP (Q) je vektorski prostor
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1/p
P = ( fﬂ |u(x)|p)

jenormanal?(Q)zal <p < .

Ideja ovog dela jeste formulisati koncept slabih reSenja 2D Ojlerovih jednacina sa pocetnom
vrtloznoséu &, € L'(R?) N L*(R?). Pojam slabog resenja nije jedinstveno definisan , ali se definise
tako da $to bolje odgovara fizickom modelu koji jednacina opisuje.

Prisetimo se jednacine:

Dg
Dt
§li=0 =10

gde se brzina u odreduje pomocu vrtloznosti iz:

uGo) = | Ky (=G )dy,
R
sa jezgrom:

X2 X )T
lx|2” |x|?

Ka(0) = 5~

. Da bi se pomenuta reSenja odredila, treba prethodnu jedna¢inu posmatrati u ekvivalentnom zapisu
preko vrtlozno-strujne formulacije. Korektan oblik proizilazio iz transportne formule

df d fD‘0d+f DS 4
dt ]RZ fx_ ]RZDtE x Rzgth x

Integraljenjem po t dobija se:

fqo(x,T)f(x,T)dx—f @(x,0)¢(x,0)dx
R2 R2

ffRz—dedt+f fsz—dxdt (5.1.1)

Definicija 5.1.4 [16]: Neka je dato &, € L}(R?) n L®(R?), (u,¥) je slabo resenje vrtloZno-strujne
formulacije 2D Ojlerovih jednacina sa sa pocetnim podatkom §,(x), pod uslovom da:

§ € L°{[0,T]; L'(R*) n L*(R?)},
u=K=*&i&=curlu,
zasve ¢ € C1{[0,T]; C3(R?)}

f o(x, T)E(x, T)dx—j o(x, O)EO(x)dx_f j —Ed  dt. (5.1.2)

69



Matematicke osnove vrtloznosti

* oznacava konvoluciju
Propozicija 5.1.1:

Svako glatko resenje 2D Qjlerove jednacine je slabo resenje u smislu definicije 8.1
Obrnuto, ako je gore navedno slabo resenje dodatno C?! glatko onda je to klasi¢no resenje.

Dokaz: Dokaz pod i. sledi iz same konstrukcije. Da bi se dokazao deo ii. pretpostavimo da je (u, )
C* glatko slabo resenje.

Poredenjem (5.1.1) i (5.1.2) dobija se da je:

Tr Do T D& T r Do
—&dxdt + @ —dxdt = — & dx dt.
f f Edxdt f f dxdt f f Edxdt
0 ]RZ Dt 0 ]RZ Dt 0 ]RZ Dt

Sto daje:
T Df
[ [ omaxa=o, voecHomcie)
0 R2 Dt

Kako je Z—i neprekidno, to implicira da je z—i = 0 odvojeno.

5.2 Egzistencija i jedinstvenost slabog resenja

Prema definiciji iz prethodnog dela jasno sledi da glatka reSenja zadovoljavaju istu, pa samim tim
klasa reSenja nije prazna. Sledeca teorema govori o egzistenciji slabog resenja.

Teorema o egzistenciji slabih reSenja: Neka je pocetna vrtloznost &, € L*(R?) n L*(R?). Tada,
uvek postoji slabo resenje (u,&) vrtlozno-strujne formulacije 2D Ojlerovih jednacina u smislu
definicije (5.1.4).

Klasa slabih reSenja je mnogo Sira od klase glatkih reSenja. Kirhofovi elipticni vrtlozi su
najednostavnija slaba reSenja, koja nisu glatka. Iako je evolucija navedenih elipti¢nih resenja prilicno
jednostavna, uopStena vortex-patch reSenja mogu razviti veoma kompleksne strukture. Neka je
&6, € > 0 glacanje™ (aproksimira glatku funkciju) pocetne vrednosti za &, € L'(R?) n L®(R?). Prvo,
birase p € C°(R?),p = 0, f]RZ p dx = 1. Zatim se definiSe glacanje za &:

- xX—Yy
5 =teto =2 p()eotady, >0
]RZ €
Na osnovu leme (lema 3.5 [7])koja predstavlja svojstva glacanja vazi sledece:

||‘fg||L°° < ”EO”L”
166112 < NS0l

15 Glacanje (eng. mollifier) je operator koji datu funkciju koja nije glatka aproksimira glatkom, pa
je onda on 1z prostora C*(R"), dakle to je glatka funkcija sa posebnim svojstvima. O svojstvima i
teoremama vezanim za ovu oblast moze se vise proéitati iz literature [16]
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. . _
limil¢5 — &olls = 0
Ova resenja takode zadovoljavaju jednakost (6.6) koja definise slaba resenja:

. B . B T @ . (5.2.1)
fR2¢(x,T)f (x, T)dx fR2¢(x, O)Eo(x)dx—fo fmz D &€ dx dt.

zasve @ € C1{[0,T]; C3(R?)} gde je (D€/Dt) = (3/dt) + u€ - V.

Sledec¢a propozicija govori o ograni¢enjima za u€ i &€, kao i o konvergenciji istih, redom ui&.
Propozicija se zasniva na teoriji potencijala i bi¢e navedena bez dokaza.

Propozicija 5.2.1: Neka je pocetna vrtloznost &y € L*(R?) N L®(R?) i neka su u€ i &€ glatka resenja
regulisana pocetnom vrednoséu &§ na interval [0,T]. Onda, zasvet € [0,T]:

u€ i &€ su uniformno ogranicena resenja, i
lucC )l < 1O < calllSolll,
gde je [[[&olll = lSoll 2 + 1ol
Postoji funkcija é(,t) € LY(R?) N L*(R?) iu = K * ¢ takvada vt € [0,T]:
§6C, ) 2 (¢, t) uLY(R?)
u¢(-, t) =, u(,t) lokalno
-, oznacava uniformnu konvergenciju u prostoru promenljivih.

Dokaz teoreme o egzistenciji slabih resenja: Ostaje da se pokaze da su grani¢ne funkcije u i & slaba
reSenja u smislu definicije (5.1.4). Treba pokazati da (5.2.1) konvergira ka:

Tr Do T Dé T r Do
—&dx @ —dxdt = —&dx
f f &d dt+f f dxdt f f Edxdt
0 RZ Dt 0 ]RZ Dt 0 RZ Dt

kada koeficijent glacanja tezi ka 0.

Kako ¢ ima kompaktan nosa¢, u€ —, u lokalno, € - & u L' i &€ je uniformno ograni¢eno,
konvergencija nelinearnog izraza se dobija Lebegovom teoremom dominantne konvergencije.

Lebegova teorema dominantne konvergencije: Neka je {f,,} niz realnih, merljivih funkcija na
merljivom prostoru (S, X, u). Pretpostavimo da niz konvergira tackasto ka funkciji f i izdominirana je
nekom funkcijom g u smislu da:

Ifn()] < g(x)

Za sve brojeve n u skupu indeksa niza i za sve tacke x € S. Onda je f integrabilna i

limflfn—f|du=o
n—oo S
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Sto takode implicira:

n—oo

lim [ fodu = f fdu
S S

dakle:

T T
f f u€ - Veédxdt —>f f u - Veidxdt
0o Jr2 0o /r2

Teoremu o jedinstvenosti slabog resenja navodimo sa dokazom, dok pomoénu lemu 5.2.1 navodimo
bez dokaza. Dokaz te leme se moZe pogledati u knjizi Vorticity and Incompressible Flow [16].

Lema 5.2.1: Neka slabo resenje (u smislu definicije 5.1.4) dvodimenzionalne Ojlerove jednacine
£, t) € LY (R?) ima kompaktan nosac supp o(:, t) € {x:|x| < R(t)}. Tada, zasve 1 < p < oo vazi:

IVuC, Ollze < c(l1goll,)p (5.2.2)

Teorema o jedinstvenosti slabog reSenja[16]: Neka pocetna vrtloznost &, € Ly (R?) ima
kompaktan nosac supp&,  {x: |x| < Ry}. Onda je slabo resenje § € L*[0, 00; LF (R?)] jedinstveno.

U dokazu ove teoreme se Kkoristi Helderova nejednakost koja glasi:

Neka je (S,2,u) i neka su p,q € [1,0) tako da je 1/p + 1/q = 1. Tada za sve merljive, realne ili
kompleksne funkcije f i g na S vazi:

Ifglls < lIfllpligllq

Dokaz[16]: Pokaza¢emo prvo da bilo koje slabo reSenje &(x, t) koje zadovoljova definiciju 5.1.4 sa
pocetnom vrednoséu &, (x), supp§, < {x: |x| < Ry} zadovoljava:

f &(x,t)dx =f Eo(x, t) dx. (5.2.3)
R2 R2

Bilo koje resenje €(+,t) € L' N L* ima uniformno ograni¢enu brzinu u, |[u(:, t)|| e < c|||€,]]]. Nosa¢
ima kona¢nu brzinu prostiranja pa postoji uniformno rastuca, ograni¢ena funkcija R(t), takva da je
supp &(-, t)  {x: |x| < R(t)}. Prisetimo se jednakosti (5.1.2) iz definicije (5.1.4):

T D§0
| ocnina- [ oeofwi=| [ Fraa G20

gde je ¢ € C{[0,T]; CE(R?)}. Kako je (:,t) c {x:|x|] < R(T)} zasve 0 <t < T, tada i bilo koja
test funkcija koja zadovoljava ¢(x,t) =1 zasve 0 <t < T i |x| < R(T) daje nulu na desnoj strani
jednakosti (5.2.4). Tako dobijamo jednakost (5.2.3).

Pretpostavimo sada da postoje dva slaba reSenja &; i w; =K, *§;, j = 1,2sa istom pocCetnom
vrednodéu &, € Ly (R?), supp&,(-,t) © {x:|x| < Ro}. Brzine w; zadovoljavju 2D Ojlerove

jednacine:

allj + u]- ’ Vu] = —Vp],
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Vu]=0

lako svaka pojedinacna brzina u; nema kona¢nu energiju, njihova razlika w = u; — u, ima:

E(t) = fRz(w(x, £))%dx < oo. (5.2.5)

Pokazimo to:

Kako je supp&;(,t) {x: [x] < R]-(T)}, koriS¢enjem asimptotskog proSirenja za jezgro K,
doijamo:

w0 = | §0.0dy+ 00 7 Ix] > 2R(T)
| x| R2

Tada se zbog jednakosti (5.2.3) integralni delovi u u; —u, ponistavaju, pa ostaje sa je w =
O(|x|™?) za |x| > 2max;R;(T). To ukazuje na tacnost ocene (5.2.5).

Kako w = u; — u, ima kona¢nu energiju i zadovoljava:
w;+u; Vo + o - Vu, = =V(p; —py)
uzimaju¢i L? unutra$nji proizvod ove jednadine sa w i integraleéi po delovima dobija se:

1d
——E({t)— | ®w?V-udx+ (w-Vuz)wdxzf (p1 —p2) V' wdx
Zdt Rz RZ ]RZ

gde je w? = w - w.

Zatim, Helderova nejednakost daje:
d
—E() < Zf w?|Vu,| dx
dt R2

2p )(D—l)/P

< 2||Vu2||Lp< |w[P=Tdx
2

R

— (r-1/p
< 2[|Vugl,r (nw(-, ol | 2|w|2dx>
R

Ocena (5.2.2) primenjena na ||Vu,||,» kao i ¢injenica da su brzine u; uniformno ogranicene vodi Ka:

d 1
aE(t) <pME(t) P, (5.2.6)

Gde je M = c([lodo |l 2] [l odo [l .

Zelimo da dobijemo da je E(t) = 0 za sve t > 0. Kako je E(0) = 0,E(T) = 0 je trivijalno resenje
nejednakosti (5.2.6). Medutim, ova nejednakost nema jedinstvena resenja. Maksimalno resenje E(t)
za () je E(t) = (Mt)? ibilo koje resenje E(t) zadovoljava E(t) < E(t).
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Sada uzimamo u razmatranje jedan interval [0, T*] takav da je MT* <

N | =

. Pustajuéi da p — oo dobija
Se.

E(t) < G)p -0,

Tako daje (t) =0,V 0 <t < T". Ponavljajuéi postupak , zaklju¢ujemo daje E(t) =0,VO0 <t <T,
pa je onda i u; = u, skoro svuda.

Jedinstvenost vazi za slaba resenja € € L°[0, o0; L' (R?)] bez kompatnog nosaca.
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6 Primer realnog vriltoga: Uragan

Ideja ovog dela je da pokaze da u prirodi postoje vrtlozna kretanja za ¢iji matematicki opis se koristi
potencijalno vektorsko polje u kome je vektor vrtloznosti jednak nuli. To znaéi vrtlozno kretanje bez
vrtloznosti i podvlaci paralelu izmedu ta dva pojma.

Tropski ciklon je opsti izraz za intenzivan vodeni sistem niskog pritiska koji se formira iznad okeana i
koji je podstaknut tropski okeanskim vodama. U severnom Atlanskom okeanu i istoénom Pacifiku
jaki tropski cikloni se nazivaju uragani. Pocéetak razvoja jednog uragana podrazumeva ve¢ postojece
poremecaje u atmosferi koji zahtevaju odredene atmosferske i okeanske uslove za razvoj u uragan.

Uraganski vetar se rotira suprotno od kretanja kazaljki na satu u severnoj hemisferi. Jaéi vetar je
zastupljen u zidu “oka” uragana (prikazano je na slici 19). Pre¢nik uragana je u proseku deset milja,
odnosno oko Sesnaest kilometara.

Uraganima upravljaju globalni vetrovi i njihova aktivnost variara od sezone do sezone i u zavisnosti
od klimatskih uslova koji se razlikuju po vremenskim skalama.

Slika 19:Uragan Izabela u Atlanskom okeanu , 15 septembar 2003 godine,
NOAA (slika je preuzeta sa sajta http://www.hurricanescience.org/gallery/)

6.1 Struktura i kretanje uragana

Zreo uragan je skoro cirkularnog oblika. Vetrovi uragana u centru oluje su veoma laki (plavi krug na
slici ispod), ali se povecavaju veoma brzo i dostizu maksimalno do 10-50km do centra (crveni kruzni
prsten na slici 20) i onda polako opadaju ka spoljnem sloju oluje (zuti krug).
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Slika 20: Vertikalni presek kroz centar uragana. Slikovito je objasnjno

ponasanje vetra u razli¢itim delovima oluje (slika preuzeta sa sajta
http://www.hurricanescience.org/science/science/hurricanestructure/ [13])

Velicina polja vetra uragana je obi¢no nekoliko stotina kilometara, iako je veli¢ina polja vetra sa
uraganskim silama u proseku mnogo manja oko 161 km po ¢asu.

Jedna od najvecih tropskih oluja ikada zabelezenih bio je Tajfun Tip (Severno zapadni Tihi okean, 12
oktobar 1979 godine) koji je imao pre¢nik oko 2100 km, a najmanja takva oluja bio je ciklon Trejsi u
Auwstraliji, 1974. godine. Jedan zero uragan moze se raspasti na vise delova.

Cirkulacija vetra uragana se moze lepo objasniti posmatraju¢i sledecu sliku:

gradijent vetra
gradijent vefra

vetar blizu
povrine
Oko

O

koriolisova sila

gradijent
sile
pritiska

)
"
i

gradijent vetra
gradijent vetra

Slika 21: Osnovna cirkulacija vetra uragana

Gradijent sile pritiska (zelena linija na slici 21) je usmerena levo od vetra prema centru nizeg pritiska
u oko uragana. Koriolisova sila (purpurna linija) i centifugalna sila (narandzasta linija) su usmerene
desno od vetra u pravcu suprotnom od oka uragana. Ravnoteza izmedu ove tri sile se naziva gradijent
ravnoteze vetra. Sila trenja (crvena linija) je suprotnog smera od gradijenta vetra. Sila trenja usporava
vetar, Sto smanjuje centrifugalnu i Koriolisovu silu, ali ne deluje na gradijent sile pritiska. Kao
rezultat trenje uzrokuje da vetar blizu zemljine povrSine bude usmeren ugaono ka unutrasnjosti oka
uragana.
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Kretanje uragana od jednog mesta do drugog je poznato kao uragansko Sirenje. Preovladavajuci
vetrovi koji okruzuju uragan, poznati i kao okruzno polje vetra, jesu ono $to vodi uragan duz svoje
putanje. Uragan se $iri u pravcima njegovog polja vetra.

6.2 Jednostavano matematicko modeliranje uragana

Svake godine podrucja naseljena stanovniStvom bivaju opustosena Sirom sveta dejstvom uragana. U
kritiénim regijama se razvijaju brojni nacini upozoravanja stanovni§tva na mogucéu pojavu uragana,
odnosno razvijaju se modeli predvidanja uragana. Takvi modeli iziskuju veliko poznavanje
matematike te odli¢no programersko i numeri¢ko znanje, jer su sami po sebi veoma komplikovani.
Time se bave vode¢i, nacionalni centri za izuavanje i predvidanje uragana. Dinamika fluida se koristi
da bi se bolje razumelo formiranje oluje i olakSala moguénost predvidanja. U opisivanju oluja kao i
njihovom predvidanju veliku ulogu ima i statistika, posebno zbog toga Sto se koriste istorijski podaci.
Tu su i opreaciona istarazivanja, a najznacajnije je matematicko programiranje.

Ideja, u ovom master radu, jeste konstruisati jednostavan matematicki model uragana koriste¢i bazne
principe fluidnog toka i svojstva vektorskog toka. Kada se konstruiSu modeli, najces¢e se uvode
brojne pretpostavke, ali tako da simulacije ostanu verodostojne realnim pojavama. U ovom slucaju,
konstruise se jednostavan model pa je samim tim broj pretpostavki veci.

6.2.1Pretpostavke modela

Uragini su komplikovani trodimenzionalni tokovi i moraju se uvesti brojne pojednostavljujuce
pretpostavke o strukturi uragana i svojstvima fluidnog toka. Te pretpostavke su potrebne da bi se
konstruisao model vektorskog polja koje bi moglo da opisuje jedno ovakvo trodimenzionalno
kretanje. Neka je u pitanju uragan lsak, slika 22, koji je zadesio obalu Lusijane, Bahami, 21 avgust
2012. godine.

. k ,,-p- ?M
v L

Slika 22: Satelitski snimak uragana Isak, (Slika preuzeta sa sajta https://en.wikipedia.org/wiki/Hurricane_lIsaac_(2012)/)

Da bi se modelirala vlaga u uraganu Isak kao jednom idealnom fluidu, to znaci da je on nestisljiv i
njegova viskoznost moze biti zanemarena. Iskustvo je pokazalo da se voda moZe smatrati nestiSljivim
fluidom, dok vodena para ne moze. Nestisljivost se moze smatrati razumnom pretpostavkom za
osnovni model uragan, jer nije u zatvorenoj posudi gde bi se mogle pojaviti sile pritiskanja. Svi fluidi
poseduju odredeni nivo viskoznosti, na primer ulja imaju veliku viskoznost, dok voda ne, pa je
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pretpostavka o nepostojanju viskoznosti za osnovni model prihvatljiva. Sledeca pretpostavka je da je
tok u stabilnom stanju, u smislu da brzina u bilo kojoj tacki fluida ne varira sa vremenom. lako je
uragan trodimenzionalni tok, u ovom jednostavnom slucaju modeluje se dvodimenzionalni,
horizontalni presek toka, pa je pretpostavka da fluid u preseku tece horizontalno. Ve¢ je bilo govora o
nacinu rotiranja kada je u pitanju uragan, dakle u pitanju je kovitlanje suprotno smeru kazaljki oko

oka uragana u kojem se fluid javlja u obliku kise. Nizi pritisak u oku uragana uzrokuje unutrasnje
zalete vazduSne mase i kruzni vetar oko oka doprinosi vrtloznim efektima.

Prvo, treba odrediti eksplicitnu formulu za Isakovo polje brzine u(x,y). Treba zamisliti pravougani
koordinatni sistem sa njegovim centrum u oku uragana i y — osom koja se §iri ka severu. Sa obzirom
na pomenutu strukturu uragana, vektorsko polje je najlakSe sagradititi od dva. Jedno koje ¢e
pretstavljati jednostavni “vrtlozni tok” koji se kreée u smeru suprotnom smeru kazaljki na satu u
krugovima oko oka uragana i drugi “ponorni” tok. Dakle, ideja je da se koristi metod super pozicije iz

dinamike fluida i tako se, formiranjem vrtloZznog polja toka i ponornog toka dode do eksplicitnog
izraza za polje brzine Isak uragana, u(x,y) = uq(x,y) + uy(x,y).

1. Modelovanje vrtloznog toka

Vrtlozni tok u smeru kretanja suprotnom od smera kretanja kazaljki na satu, idelanog fluida ima ¢etiri
karakteristike koje ga definisu:

Vektor brzine u tacki (x,y) je tangentan krugu ¢iji centar je smesSten u koordinatnom pocetku
i koji prolazi kroz tacku (x, y)

Pravac vektora brzine u tacki (x, y) ukazuje na kretanje u smeru suprotnom od smera kazaljki
na satu

Brzina fluida je konstantna na krugovima koji su smesteni u koordinatnom pocetku

Brzina fluida duz kruga je inverzno proporcionalna pre¢niku kruga (i samim tim brzina tezi
ka +oo kada pre¢nik kruga tezi ka 0)

Takvo vektorsko polje koje predstavljala vrtlozni tok u kretanju suprotnom od smera kazaljki bi

trebalo na osnovu intuicije i gore navedene slike uragana, da izgleda sli¢no slede¢em vektorskom
polju:

2 e,,(__q__*\_“\\\\ J
15//‘,Fk\\‘\\\\'
1///f\\\\\\\_
s @ o e o N \ \\
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i ol w & & It 1
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Slika 23: Slika vektorskog polja u(x,y) = (—y, x), programski jezik matlab
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U dinamici fluida snaga k vrtloznog toka se definiSe da bude 2m puta brzina fluida duz jedini¢nog
kruga. Ako je snaga vrtloznog toka poznata, onda brzina fluida duz bilo kog drugog kruga moze biti
biti odredena iz ¢injenice da je brzina obrnuto proporcionalna polupre¢niku kruga.

Za potencijalni vrtlozni tok vazi:
Y =—KlInr

gde je K konstanta koja ukazuje na snagu vrtloga. Strujnice su date koncentri¢nim krugovima. Snaga
vrtloga se moze opisati korite¢i koncept cirkulacije I, T = _(ﬁc Vd s.

o oy . . 10 a
U cilindri¢nim koordinatama je u, = — ;%, Ug = %, dakle:
_ K
u, =0, i Ug = —
r

Kada zatvorena kriva sadrzi tacku singulariteta (kao u slu¢aju vrtloga), onda je cirkulacija razlicita od
nule:

ZTIK
= f —rdf =27
o T
Ove jednacine opisuju takozvani ,,potencijalni vrtlozni tok* koji je koristan model za fenomene kao
$to je tornado ili vir. Zbog toga se i kombinuje sa ponornim tokom kako bi se opisao sloZeniji tok
poput uragana. U potencijalnom vrtlogu, fluid se kre¢e u koncentricnim krugovima sa brzinom ug
koja opada sa 1/r gde r predstavlja radijalno odstojanje od centra vrtloga. Takav tok je nerotiraju¢i
ali glavni tok moze sadrzati vrtloge gde su strujnice krugovi, ali individualni elementi fluida se ne
mogu rotirati ili naruSavati formiranje nerotirajuceg toka. Uniformni tokovi su nerotirajuci, ali su
trivijalni i lako se predvidaju.

6.2.2 Modelovanje ponornog toka

Naime, iz gore pomenute strukture uragana, a i sa same slike vidi se da u delu oka uragana nema
rasipanja toka niti negovog Sirenja, ve¢ u tom delu se tok ponasa kao kada se voda pusti iz kade da
oti¢e kroz slivnik. Dakle, oko uragana je poput slivnika. Kao $to je receno, da bio se doslo do toka i
polja brzine koji opisuju uragan, pravi se superpozicija dva toka od koji se drugi ponaSa na upravo
navedeni nacin. Superpoziciija znaci jednostavno spajanje njihovih polja brzine ili potencijala ili
funkcija protoka.

Kakav je to tok koji treba generisati? Taj tok izgleda kao na slici 22, samo $to poseduje karakteristike
koje su vezane za uragan lIsak.
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Ponorni tok
2 v v v
(E=3 strujnice
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Slika 24: Ponorni tok

Ponorni tok u pocetku zamisljenog koordinatnog Sistema moZe biti posmatran kao linija normalna na
z —ravan (radi se o dvodimenzionalom prostoru, odnosno o ravni koja je normalna na z ravan) duz
koje se fluid emituje po jedinici duzine 2mA, onda se kaze da koordinatni pocetak pretstavlja ponor
snage A. Ta¢nije, u mirnom ponoru koli¢ina fluida m koji proti¢e kroz cilindri¢nu povr§ precnika 7 i
jedini¢ne duzine je konstantna, tada je (") izpan = (M unutar» 9de je:

m = 2nru,p.

Odavde sledi da je brzina:

m

K je snaga ponora (izvora) K = Prie % a A je zapreminska stopa protoka.

Ako je A < 0 tok predstavlja ponor, u slu¢aju da je A > 0 tok predstavlja izvor. Stopa zapremine
protoka po jedini¢nom rasponu J po krugu precnika r se racuna na sledec¢i nacin:

2

2m 27 A
S=f u-ndA=f urrd6=f —rdf=A
0 0 o 2mr

Odavde jasno vidimo da A predstavlja stopu zapremine ka unutra$njosti izvora.

Definicija funkcije protoka u cilindri¢nim polarnim koordinatama daje:

_ 1oy oY
Yr=ree 0T o
Znamo da za ponorni tok vazi:
10y K
30" 7 (6.2.2.1)
oy
—5, =0 (6.2.2.2)

1z jednacina (6.2.2.1) i (6.2.2.2) sledi da je:
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l/) - KQ + Cl'
Dalje, ako je (biramo C; = 0):
_ -1 (Y
¥ = Ktan (x) (6.2.2.3)
onda, kako je:
0y 0y
= =__r 6.2.2.4
ul ay ’ uz ax ( )

Primenom izvoda na jeda¢inu (6.2.2.3) po y i po x redom, dolazi se do sledecih jednacina:

) =K
ul(x 3’) x2+y2

Y

) :K—;
uZ(x }’) x2+y2

Kako je K = %, i posto je u pitanju ponor, sledi:

A X

u(x,y) = _EW

Ay

_ﬁm'/\ > 0-

uy(x,y) =

U svim delovima, osim koordinatnog pocetka, (x,y) = (0,0), gore navedena funkcija protoka
zadovoljava V2 = 0.

Osnovni model koji opisuje tok uragana se sada moze dobiti superpozicijom prethodna dva :

ux,y) = (Ax + Ty, Ay —Tx) (6.2.2.5)

C2m(x? + y?)

Za uragan Isak, pretpostavlja se da vaZe sledete informacije: 20 km od oka brzina vetra ima
komponetu 15km/h prema oku i tangencijalnu komponentu, smer obrnut smeru kazaljki na ¢asovniku
45km/h. Kako je radijalna brzina objekta u pravcu radijusa, na osnovu ovih podataka i

U =——,uUug =0 i u,.=0, ug=——
T 2T 0 T 0

Sledi da je A = 600 km2/h i T' = 18007 km?2 /h.

Posmatrajmo sada model koji opisuje tok uragana prikazan sa (6.2.2.5). Funkcija protoka koja
opisuje dati model moze se zapisati sa:

A r
Y = ——tan ! (%) - Eln(xz + y2). (6.2.2.6)

Ovo se moze lako proveriti koriste¢i vezu izmedu funkcije protoka i brzine u kartezijanskom
koordinatnom sistemu.
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Vektor vrtloznosti posmatranog toka (6.2.2.5) je:

1
2m(x24+y?)?

§=0yu, —0yuy = (Tx? —Ty? — 2Ayx, —Ty? + T'x? — 2Axy).

Ako sada uvedemo i pojam skalarnog potencijala, tj. potencijala brzine u definisanog sa:

u=-Vg,
1 ax’ 2T oy

Naravno, i dalje razmatramo model u dve dimenzije.

Kako smo u analizi ispred odredili izraze za komponente brzina za oba toka, vrtloZzni i ponorni, lako
dolazimo i do oblika za funkciju ¢ za oba toka:

¢ = —%tan‘1 (%)

Za vrtlozni tok, a za ponorni:

A 2 2
¢ = —%ln(x + y°).

Za model koji opisuje tok uragana, s obzirom da je dobijen jednostavnim spajanjem prethodno
navedena dva toka potencijal brzine se lako dobije spajanjem potencijala brzina ta dva toka, vrtloznog
i ponornog. Dakle:

r

A _A
¢ = i 1 (;) - Eln(x2 + y2). (6.2.2.7)

Koristimo izraze (6.2.2.6) i (6.2.2.7) da bi smo grafic¢ki predstavili strujnice toka uragana opisanog
modelom (6.2.2.5).

Ukoliko bi smo stavilidaje A = 1,T = 1 dobijamo slede¢i graficki prikaz:

Metod superpozicije Metod superpozicije
2 . . . . y .
strujnice @& strujnice
15 3 15} (=22 potencijal [3
1 . | N
05 g 05p

0

05¢

-1

-15 4 -15¢ /
. S _2A i .

2 45 4 05 0 05 1 15 2 LT L e

Slika 25: Graficki prikaz modela uragana (strujnice i potencijal brzine)opisanog izrazom (6.2.2.5) dobijen u
programskom jeziku Matlab. Na slici levo su prikazen samo strujnice a na slici desno i potencijal za
vrednosti A =1, = 1.
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Metod superpozicije

Metod superpozicije

(E=3 strujnice G2 strujnice
151 (Z=2> potencijal ] 15} (=22 potencijal |
1l \ 1} 1
05} . 05r 1
] 0
054 051 B
-1 At ]
15
15 /
2
2 L 2 15 1 0.5 0 05 1 15

“2 45 4 05 0 05 1 15

Slika 26: Graficki prikaz modela uragana za izbore: levol’ = 1.8.4 = 0,6, desno I’ = 18,4 =6

Metod superpozicije Metod superpozicije

(T3> strujnice \ @ strujnice

15} (C=23> potencijal | 15} (&= potencijal |

1F \ 1F
os} : ] 05t

0 0
05}k J 05+

1 a7

/

15F 15+

2 2 ;

-2 15 1 0.5 il 05 1 15

“2 45 4 05 0 05 1 15

Slika 27: Graficki prikaz modela uragana za izbore: levo I' =20 A =40, desno I' = 1800 A = 600. Slika
desno odrazava realnu situaciju uragana Isak za koga su izracunati A i T.

Vidimo da su strujnice za model uragana (6.2.2.5) spiralnog oblika. Naime ako izraz:

A

-1 y F 2 2
=—— Z)——1 .
Y 27Ttan (x) o n(x* +y*)

Zapisemo kao:
Y =kO0+nlnr.
Ako nametnemo da je ¥ = 0, sledi da je:

ko

k6 = —nlnr, tj.Inr = ——,

Odakle sledi da je:

r =ve ko/n,

i jasno se vidi da su strujnice logaritamske spirale.
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[ Zakljucak

Zamislite idealnost da svakoj pojavi u prirodi koja ima jasan fizi¢ki smisao mozemo dodeliti jednu
matemati¢ku jednacinu koja ¢e je u potpunosti opisati. Istina, takva jednostavnost bi u pozadini krila
veoma razradenu, do tancina organizovanu matematicku teoriju, bez i jedne dileme i bez nereSenih
problema. A moZda se ni tada ne bi postigla takva jednostavnost i savrSenstvo? Ipak, moze se re¢i da
su prirodne nauke napredovale u svome sjedinjavanju i nalazenju opsteg zapisa izmedu onog jasnog, u
prirodi vidljivog i onog apstraktnog. Cela zemaljska, ljudska populacija se svakodnevno susrece sa
pojmom vremenske prognoze, prognozom vremenskih nepogoda, pojava ciklona i oluja, Sirenjem
zagadenosti zivotne sredine, a zapravo je mali deo ljudske populacije svestan da iza toga, osim
savremene tehnologije stoje ozbiljne matematicke i fizicke teorije, sloZzeni matematicki modeli i
postupci modeliranja. Sve to navedeno je u polju delovanja dinamike fluida i govori u prilog njenom
razvoju i znacajnosti kako teorijskoj tako i prakti¢noj.

Tema master rada birana je zbog lepote veze izmedu fizi¢kih pojava i matemati¢kog opisa istih, a
sama vrtloznost veoma je korisna kao osobina fluida. VrtloZznost u odabranom trenutku posmatranja
predstavlja meru lokalne rotacije ili kovitlanja fluidnog elementa. Matematicki je vrtloznost rotor
vektorskog polja brzine, a odnos ta dva vektorska polja je takav da su za dvodimenzionalne nestisljive
tokove njihovi vektori uvek ortogonalni. U radu su predstavljene jednacine fluidnog kretanja Navije-
Stoksove i Ojlerove jednacine, za nestisljive fluide. Primenom rotora na navedene jednacine dolazi se
do jednacine vrloZnosti koja je, takode, opisana u radu. Generisanje vrtloznosti, U matematickom
smislu odnosi se na postupak dobijanja jednac¢ine vrtloznosti polazeéi ili od Kroco-Vasnoy jednacine
ili razmatranjem konvektivnog toka sa silom uzgona. Za pojam vrtloznosti se vezuju vrtlozno
istezanje i vrtlozna kompresija, pa je u radu naveden oblik jednaine kada se jasno vidi pojava oba
sluaja. Takode je uzet u razmatranje odnos izmedu vektora vrtloznosti & i vektora DE,
(D je matrica naprezanja), pa U zavisnosti od njihovog medusobnog poloZaja javljaju se osobine
vrtloznog istezanja ili kompresije. Za problem viskoznih tokova na granici bez klizanja koje
odgovaraju ¢vrstim povrSinama varijacijske jednaCine koje su potrebne da bi se odredila vrednost
vrtloznosti na takvim granicama, mogu se izvesti iz Poasonove jednadine za funkciju protoka
(strujanja). U radu je opisana formulacija vrtloznog strujanja za dvodimenzionalne, nestiSljive,
neviskozne tokove kao i trodimenzionalne tokove.

Kada se govori o dinamici fluida numeri¢ki postupci reSavanja istih su nezaobilazni. Medutim, kada
je re¢ o vrtlozima oni mogu biti analiticka reSenja Navije-Stoksovih i Ojlerovih jednaéina. Tako su, u
radu obradeni Lamb-Capljiginov dipol koji predstavlja vrtloznu strukturu sa neprekidnom vrtloznom
distribucijom unutar kruzne oblasti i stacionarno je reSenje dvodimenzionalne jenacine vrtloZnosti
kada se ne javljaju viskozni efekti, zatim, izduZeni vrtlozi Burgerovog tipa koji su egzaktna reSenja
Navije-Stoksovih jednacina i tipi¢na su reSenja koja se koriste da ilustruju pojedine paradigme
moderne teorije turbulencije. Pored navedenih tu je i Hilov sferi¢ni vrtlog koji predstavlja jedan od
najboljih primera mirnog rotirajuceg resenja klasi¢nih jednacina koje opisuje neviskozne, nestisljive
fluidne tokove.

Vrtlozno kretanje je primetno u prirodi a ¢ine ga, na primer ciklonski vrtlog u atmosferi, vulkanski
vrtlozni prsten, vrtlozno kretanje u okeanima. U master radu smo se odlucili za prikaz jednostavnog
matematickog modela uragana. Jedan izuzetno slozen i kompleksan sistem u osnovi sadrzi ideju
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superpozicije dva toka, a u master radu smo se odluéili da tokove predstavimo u ravni. Nacionalni
meteoroloski centri se bave predvidjanjem nastanka takvih ciklona i koriste slozene modele i
savremenu tehnologiju kako bih njihova procena bila ta¢na. Ideja dela master rada posveéenog
jednostavnom matematickom opisu uragana govori u tome da u prirodi postoje vrtlozna kretanja za
¢iji pojednostavljen opis se koristi potencijalno vektorsko polje u kome je vektor vrtloznosti jednak
nuli. To znaci vrtlozno kretanje bez vrtloznosti i podvlaci paralelu izmedu ta dva pojma.
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