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Predgovor

Odlucivanje u realnom zivotu se veoma Cesto zasniva na nepotpunim i neizvesnim
informacijama. Neodredenost i nepreciznost je moguée modelirati na nekoliko nacina, a
jedan od nacina je pristup koji je baziran na fazi skupovima, to jest rad u fazi okruzenju. Fazi
skup je uopstenje klasi¢nog skupa kod koga se pripradnost elemenata odreduje stepenom
pripadnosti, tj. brojem iz intervala [0,1]. Teorija fazi skupova dozvoljava rad sa jezickim
promenljivim, $to zna¢i da je mogucnost greSaka koje nastaju pri donoSenju odluka na
osnovu nepreciznih i nepotpunih podataka na niskom nivou.

Sa druge strane, statistika kao naucna disciplina se bavi masovnim pojavama,
odnosno pojavama koje sadrze velik broj elemenata, takvih da svi imaju zajednicku osobinu
koja pokazuje odredenu razliku (varijabilnost). Mnoge osnove statistike, kao §to su npr.
aritmeticka sredina, medijana 1 mod, su neophodan alat pri ispitivanju karakteristika
raspodela posmatranih populacija. Ovi statisti¢ki parametri mogu se brzo izracunati iz skupa
podataka i oni su osnovni podaci koji su veoma zastupljeni u aplikacijama. Medutim, postoji
jos pristupa koji se mogu koristiti za izracunavanje statistiCkih parametara. Jedan od pristupa
koji se upotrebljava za istrazivanje populacije, specijalo za ispitivanje miSljenja populacije,
zbog svoje fleksibilnost pri radu u uslovima neodredenosti, zasniva se na upotrebi fazi logike.
Posebno, kada ho¢emo da znamo miSljenje javnosti o na primer zagadenju Zivotne sredine,
fazi statistika predstavlja mo¢ni alat za istrazivanje.

Na pocetku rada bice dat pregled klasi¢nih pojmova statistike kao $§to su aritmeticka
sredina, medijana i mod, itd. i svaki pomenuti pojam ¢e biti formulisan. Takode ¢e biti reci i
0 testiranju hipoteza koje omogucavaju da se podaci dobijeni iz uzorka mogu kombinovati sa
statistickom teorijom i na taj nacin izvode zakljuéci o celoj populaciji. Mada sve prethodno
navedeno spada u gradivo redovnih studija, pregled tih pojmova je neophodan jer olaksava
isticanje prednosti i mana fazi statistike, te doprinosi dobijanju jedne svrsishodne celine.
Literatura koriS¢ena za ovo poglavlje je [1,7,11,12,15,16].

U drugom delu rada bice defiisani osnovni pojmovi teorije fazi skupova, te samim tim
i fazi statistike. Tacnije, govori¢e se o fazi skupovima, fazi logici i operacijama, fazi
relacijama, fuziji fazi podataka, fazi brojevima... Ovo poglavlje je zasnovano na [2,3,4,
8,9,10,13,14,19, 20, 21].

Fokus narednog dela je na definisanju i analizi pojmova kao $to su fazi mod, fazi
medijana i fazi aritmeti¢ka sredina. Bi¢e predstavljene i njihove medusobne iteracije. Takode
¢e biti dati primeri koji ilustruju tehnike analize fazi podataka. Rezultati dobijeni iz primera
pokazuju da je fazi statistika u tim slucajevima preciznija u odnosu na klasi¢nu statistiku
([13,18,19])).

Na kraju rada ¢e se govoriti o testiranju hipoteza sa fazi podacima. Literatura
koris¢ena za izradu ovog poglavlja je [5,6,13,17,19].



1. Analiza numerickih obelezja

Fokus prvog poglavja je na klasi¢noj statistici, te sadrzi uvodne pojmove i kratak
prikaz nekih klasi¢nih statistickih postupaka koji su esencijalni za razumevanje nadogradnje
u fazi okruzenju, Sto i jeste primarna tema ovog rada (videti [1,7,11,12,15, 16]).

Prvi podaci o postojanju statistiCke analize datiraju nekoliko vekova pre nase ere. Oko
4000 godina pre nove ere u Kini i 3000 godina p.n.e. u Egiptu su izvrSena prva prebrojavanja
stanovnistva, a prvi organizovani popisi sprovedeni su u starom veku u Rimskoj republici.
Krajem XVIII 1 pocetkom XIX veka izvrSeni su prvi organizovani popisi stanovnistva §to
predstavlja ozbiljnije korake u razvoju statistickog istraZzivanja. U naSim krajevima pocetkom
XIX veka statistikom se bavila grupa ljudi u Beogradu, a kasnije i u Velikoj skoli.
Zahvaljujuci ovoj grupi statistika je dostigla visok nivo u nasim krajevima, tako da su prvi
popisi stanovniStva sprovedeni 1890. 1 1910. godine 1 to po tadasnjim najvisSim evropskim
standardima. Tokom XX veka dolazi do razvoja racunara i velike upotrebe statistickih
metoda u analizama masovnih pojava. One predstavljaju skup elemenata sa zajedni¢kim, ali
variraju¢im obelezjima, na primer: zaposleni u nekom preduzecu, ptice...

Nauka koja predstavlja metodologiju kojom se istrazuju masovne pojave da bi se
otkrile zakonitosti koje njima vladaju, a da bi se na osnovu ovih zakonitosti mogla izvrsiti
odredena predvidanja je statistika (eng. status — stanje, drzava). Statistika obuhvata postupak
prikupljanja, prikazivanja, analize i koris¢enja podataka u cilju izvodenja zaklju¢aka. Danas
se statistika najvise koristi za davanje procena, opisivanje pojava i procenu rizika.

Za masovne pojave Cesto se koriste 1 termini kao Sto su statisticki skup 1 populacija.
Statisti¢ki skup (populacija, osnovni skup) je skup svih elemenata na kojima se statisticki
posmatra odredena pojava. Pojedinacni elementi statistickog skupa jos se zovu 1 statisticke
jedinice. Posmatrani statisticki skup mora biti relativno homogen, odnosno da njegovi
elementi imaju bar jednu zajedni¢ku osobinu (§to je viSe zajednickih osobina statisticki skup
je homogeniji). Obim populacije je broj elemenata u populaciji i oznaava se sa N. Po
veli¢ini razlikujemo: konacne (njih ¢ini konacan broj elemenata, na primer svi igra¢i jednog
kluba) i beskonacne populacije (broj elemenata je beskonacan ili je toliko velik da je
nemoguce sagledati Citavu populaciju, na primer svi klipovi kukuruza na jednoj njivi).
Elementi populacije se razlikuju po osobinama koje se nazivaju statisti¢ka obeleZja ili samo
obeleZja. Ako je E = {e;};c; populacija tada je obelezje dato sa preslikavanjem X: E — S, gde
je S skup vrednosti obelezja. Po obelezju elementi populacije li¢e jedni drugima, ali se po
njemu 1 medusobno razlikuju. Sa stanoviSta teorije verovatnoce, obelezja su slucajne
promenljive (varijable) koje se obelezavaju sa velikim slovom X i ona mogu biti:

- atributivna (kvalitativna) — odreduju se opisno (pol osobe, boja kose, ... );



- numericka (kvantitativna) obelezja — odreduju se brojéano i dalje se dele na:
diskretna (vrednosti ovih obelezja mogu biti samo odredeni brojevi, na primer broj
automobila koji produ kroz neku raskrsnicu u odredenom vremenskom intervalu) i
neprekidna obelezja (vrednost moze biti bilo koji broj iz nekog intervala, na primer
vreme ¢ekanja autobusa).

Izvrsiti statistiCku analizu na ¢itavoj populaciji je uglavnom nemoguce, a ekonomski i
vremenski neopravdano. Zbog toga je potrebno izvrsiti uzorkovanje populacije (odabir nekih
elemenata na kojima se vrsi statisticka analiza na osnovu koje se dobijaju odredeni zakljucci
koji vaze za celu populaciju). Prilikom uzorkovanja populacije na¢in na koji se sprovodi nije
proizvoljan ve¢ mora ispuniti odredene zahteve. Uzorak je konafan podskup statistickog
skupa (populacije) nastao uzorkovanjem. Obim uzorka je broj elemenata u uzorku i
obelezava se sa m. Uzorak predstavlja uredenu n — torku (X;,X,,..,X,) u kojoj Xj
predstavlja posmatrano obelezje k — tog elementa u uzorku. Realizovana vrednost uzorka je
registrovana vrednost posmatranog obelezja za svaki element uzorka, odnosno to je uredena
n — torka brojeva (x4, x5, ..., X, ), gde x,, predstavlja realizovanu vrednost obelezja X;,. Jedini
uslov koji mora biti zadovoljen je da je uzorak reprezentativan, a to se postize slucajnim
odabirom elemenata i po odredenim pravilima teorije verovatnoc¢e. Sluajan uzorak se dobija
postupkom kod kojeg svaki elemenat populacije ima istu verovatno¢u da bude izabran u
uzorak, a ukoliko imamo viSe uzoraka istog obima i oni imaju istu verovatnoc¢u da budu
izabrani.



1.1 Prikupljanje, uredivanje i prikazivanje

statistiCkih podataka

Sledi pregled postupaka koji se koriste prilikom pripreme za obradu statistickih
podataka, a to su prikupljanje, uredivanje i prikazivanje statistickih podataka (videti
[12,15,16]). Najbolje bi bilo da se ovi postupci primenjuju na celoj populaciji, ali se to ne
desava Cesto u praksi jer je populacija beskona¢na, pa se zbog toga posmatra uzorak. U cilju
vece preciznosti navode se formalne definicije uzorka i slu¢ajne promenljive:

Definicija 1.1. [15] Preslikavanje X:Q — R je slu¢ajna promenljiva nad prostorom
verovatnoéa (Q, F, P) ako X~1(S) € F zasvako S € B, gde je B = B(R) Borelovo' o—polje,
gde je Q skup elementarnih dogadaja, F je podskup partitivnog skupa od Q, P verovatnoc¢a
dogadaja.

Definicija 1.2. [15] Preslikavanje X = (X, X5, ..., X;,), X: Q > R", jeste n - dimenzionalna
slu¢ajna promenljiva na prostoru verovatnoc¢a (Q, F, P) ako za svako S € B,, vazi

{w| X(w)eS}={XeS}=X"1(S)€eF.

Definicija 1.3. [15] Slucajne promenljive X;,X,,.. su nezavisne ako su dogadaji
X71(81), X5 (S,), ... nezavisni, za sve Borelove skupove S; € B(R),i = 1,2, ...

Definicija 1.4. [12] Neka se na populaciji E posmatra obeleZje X. Prost slu¢ajan uzorak
obima n za obelezje X je n-torka nezavisnih slucajnih promenljivih (X;,X5, ..., X,) od kojih
svaka ima istu raspodelu kao i obelezje X.

U daljem tekstu bice dati postupci koji se mogu primeniti i za populaciju (kona¢nu) i
za uzorak.

Prikupljanje statistickih podataka:

Postupak koji se sprovodi nakon definisanja zadatka, cilja 1 predmeta istraZivanja je
proces prikupljanja statistickih podataka. Prikupljene informacije koje sadrZe nepotpune i
neistinite podatke dovele bi do toga da konaan rezultat statistickog istraZivanja sadrZi
gresku. Postoje dve vrste greSaka:

! Borelovo o — polje [15] — je o — polje definisano nad skupom realnih brojeva. Formira se pomoéu familije
poluotvorenih intervala [a, b),a, b € R.



e Sistematska - lako uocljiva, na primer: neispravnost mernog instrumenta, neistinito
izjasnjavanje ispitanika;

e Slucajna - tesko je identifikovati jer se ne javlja pri svakom merenju i ne javlja se
istim intenzitetom. Uz ovu gresku uglavnom ide pretpostavka o poniStenju njenog
uticaja posmatranog na globalnom nivou.

Statisticko posmatranje i prikupljanje podataka vrsi se na vise nacina:

e Merenjem (telesna masa, visina stanovnistva nekog podrucja...);

e Anketom / upitnikom (daje nesigurne podatke u odnosu na podatke dobijene
merenjem zbog subjektivnosti ispitanika).

Uredivanje statistickih podataka:

Dobijeni podaci o vrednostima obeleZja koje imaju ispitivani elementi populacije dati
su kao niz neuredenih numeric¢kih podataka. Njihovo uredivanje se vrSi predstavljanjem po
veli¢ini, od najmanje do najvece vrednosti. Tako ureden niz vrednosti posmatranog obelezja
predstavlja uredenu statisticku seriju, gde je x;, i =1,2,...,N i-ti ¢lan, i nazivamo ih
negrupisanim podacima.

Napomena: Sa X je oznaCeno obelezje k — tog elementa u uzorku, a x, je realizovana
vrednost posmatranog obelezja X,.

Prikazivanje statistiCkih podataka:

Registrovanje vrednosti obelezja na elementima populacije (uzorka), kao rezultat
prikupljanja podataka, dobija se niz vrednosti x,,x,, ... ,xy koje je potrebno prikazati na
najbolji moguéi nacin tako da su karakteristike obelezja lako uocljive. Prikazivanje uredenih
podataka moze biti tabelarno i grafic¢ko. Podatke je potrebno prvo grupisati u grupe ili klase,
a zatim odrediti i broj podataka u svakoj grupi ili klasi. Broj podataka se zove apsolutna
frekvencija ili krace frekvencija i uglavnom se prikazuje u tabeli. Relativne i kumulativne
frekvencije raCunamo uz pomo¢ k razliCitih vrednosti xq,x,,...,x; sa odgovaraju¢im
apsolutnim frekvencijama f;, f5, ... , fx-

¢ Relativna frekvencija p;:



N — obim populacije.

e Kumulativne frekvencije Ft:

e Kumulativno relativne frekvencije F;:
i
Fl =ij , i=12.k
j=1

Relativne frekvencije predstavljaju verovatno¢u pojavljivanja pojedinih vrednosti
obelezja ako ih posmatramo kao slucajne promenljive. Kumulativno relativne frekvencije
predstavljaju funkciju raspodele obelezja koje se posmatra kao slucajna promenljiva.

Graficki prikaz podataka vrsi se uz pomo¢ poligonalnih linija, kruznih i stubicastih
dijagrama, histograma. Poligonalna linija povezuje tacke sa koordinatama (x;, f;), (x5, f),

s (g i)

Kod populacija sa velikim brojem elemenata, registrovane vrednosti obelezja se
grupiSu u odredene intervale. Broj intervala se racuna po formuli

k=1+3322-logN
gde je N obim populacije. Sirina intervala se dobija po formuli

Xmax — Xmin
d -

N k

gde SU X qx | Xmin Najveéa i najmanja vrednost obeleZja u populaciji.



1.2 Izracdunavanje parametara raspodele obelezja

Prikupljanje, uredivanje i prikazivanje podataka, analizirano u prethodnom odeljku
1.1, samo je priprema podataka za njihovu dalju obradu. Za izvodenje odredenih zakljuc¢aka o
raspodeli ispitivanog obelezja u populaciji, ili u uzorku, potrebno je izracunati odredene
veli¢ine (parametre) koje prikazuju ponaSanje raspodeljenosti obelezja u posmatranoj
populaciji. Parametre delimo u tri osnovne grupe ([1,7,11,12,16]):

- Parametri srednje vrednosti (mere srednje vrednosti ili centralne tendencije);
- Parametri varijabiliteta (mere disperzije);
- Parametri oblika raspodele (mere oblika raspodele).

1.2.1 Parametri srednje vrednosti

Pojava centralne tendencije odaje utisak da elementi teze da se grupiSu oko srednje
vrednosti. Ova pojava se meri srednjim vrednostima koje se dele na:

e IzraCunate — matematicke sredine (aritmeti¢ka, geometrijska, harmonijska, ...);

e Srednje brojeve — pozicione sredine (medijana, mod).

Zavisnost prirode promene ispitivanog obelezja nam govori koji od tri izraCunata
parametra srednje vrednosti treba Koristiti kao relevantnu meru srednje vrednosti datog
obeleZja posmatrane populacije (ili uzorka). Ukoliko je promena linearno zavisna treba
koristiti aritmeticku sredinu. Linearna zavisnost se vidi tako $to je ukupna grupna vrednost
obeleZja jednaka aritmetickom zbiru obeleZja svakog ¢lana grupe. Kada je promena direktno
proporcionalna potrebno je koristiti geometrijsku sredinu. Ova promena se uocava tako §to
je ukupna grupna vrednost obelezja jednaka proizvodu obelezja svakog c¢lana grupe
(procenat). Harmonijsku sredinu koristimo kod promena koje su obrnuto proporcionalne.
Ova promena se prepoznaje na sledeci nacin, smanjuje se grupna vrednost obeleZja prilikom
povecanja broja ¢lanova grupe i obrnuto.

U nastavku sledi pregled klasi¢nih pojmova statistike (videti [1,7,11,12]):



Aritmetricka sredina

Prosta aritmetic¢ka sredina populacije se dobija tako $to se saberu vrednosti jedinica
jednog posmatranja i zatim se taj zbir podeli sa ukupnim brojem tih jedinica,

N

— X1+X2++XN 1

= N =NZX
=1

Xy — aritmeti¢ka sredina populacije,
X1, X5, ... , Xy - vrednosti jedinica populacije,

N — ukupan broj jedinica populacije.

Prosta aritmetic¢ka sredina uzorka se dobija na isti na¢in:

n
X+ X+t X, 1
Xﬂ. = n = =EZX11

X,, — aritmeti¢ka sredina uzorka,
X1, X5, ... , X, — vrednosti jedinica uzorka,

n — ukupan broj jedinica uzorka.

Ukoliko se obelezja ponavljaju dobijamo ponderisanu aritmeti¢ku sredinu uzorka
koja se ra¢una po obrascu:

X =

f1X1+f2X2+"'+kak L 1ft
ittt +fk YN Zfl

gde je: f; — apsolutna frekvencija i — te grupe,
k — broj grupa,

n — ukupan broj elemenata u uzorku.

Veoma cCesto je potrebno izraunati aritmeticku sredinu ve¢ izracunatih aritmetickih
sredina, tada je statistiCka serija od n jedinica podeljena na k podskupova (n; + n, + -+



n, =n) C¢ije su aritmetiCke sredine poznate X;,X,,..,X;. Sada aritmeticku sredinu
raunamo po obrascu:

X= =
ng+n,+--+n, i=1 1

Takode, moguée je izraCunati aritmeticku sredinu populacije, za negrupisane
podatke, koja se oznacava sa m,

I za grupisane podatke
N
1
i=1

Na isti nain moguce je izraCunati aritmetiCku sredinu uzorka (populacije) za
realizovane vrednosti tako $to se u formule umesto nerealizovanih vrednosti obeleZja X;
stavljaju realizovane vrednosti x;.

Prednosti aritmeticke sredine su $to je lako razumljiva svakome i1 Sto koristi sve
vrednosti prilikom izracunavanja. Mane su te Sto na nju uti¢u ekstremne vrednosti i §to se ne
moze izracunati ukoliko je poslednji interval kod grupisanih podataka otvoren. Vise o
aritmeti¢koj sredini se moze prona¢iu ([1,7,11,12]).

Medijana

Medijana je vrednost onog elementa koji deli skup na dva jednaka dela, tacnije to je
vrednost obelezja koja se nalazi u sredini uredenog skupa. Medijana je poziciona srednja
vrednost 1 moze se odrediti samo u uredenom statistickom skupu.

Za neprekidne slucajne promenljive X, vrednost medijane M, je data sa osobinom
1
P{X <M,}=P{X>M,} = 5

Za diskretne slucajne promenljive ova vrednost ne mora da postoji, pa se uzima ona vrednost
medijane za koju vazi



1 1
P{X<MQ}S§ [ P{X>M6}S§.

Medijana M, za obelezje X je vrednost obeleZja koja reda vrednosti obelezja u rastuci
varijacioni niz, y;, y,, ..., yy 1deli na dva jednaka dela.

—_—, za N neparno,

,za N parno.

Prednosti medijane u odnosu na aritmeti¢ku sredinu su te $to je lako shvatljiva 1 §to se
jednostavno 1 brzo odreduje. Na nju ne uticu ekstremne vrednosti 1 moze se izracunati i ako je
poslednji interval kod grupisanih podataka otvoren. Jedna od mana medijane je ta $to je
nepodesna za teorijska razmatranja, a uz to postoje i prakti¢ni nedostaci. Osnovni nedostaci
su ti Sto prilikom izraCunavanja ne koristi sve dostupne informacije i §to se podaci moraju
svrstati u rastu¢i niz. Na primer, levo i desno od medijane se mogu menjati vrednosti
elemenata, a da vrednost medijane ostaje ista. Odatle vidimo da je medijana manje osetljiva
od aritmetic¢ke sredine na promenu vrednosti elemenata ([1,7,11,12]).

Mod

Mod (modus, modalna sredina) je vrednost obelezja sa najveCom frekvencijom,
odnosno vrednost koja se najviSe puta javlja u statistickom skupu. On je poziciona sredina i
zavisi od polozaja onog elementa koji ima najvecu frekvenciju, a ne od vrednosti svih
elemenata. U rasporedu frekvencija mod se prvo odredi priblizno, odnosno pronade se klasa
koja sadrzi najvec¢u frekvenciju, a nakon toga se za vrednost moda uzme sredina te klase.

Skup koji sadrzi jedan mod je unimodalan i ovo je karakteristika homogenih
skupova, a za skup sa dva ili viSe njih kaze se da je bimodalan ili multimodalan —
polimodalan (nehomogeni skupovi).

Prednosti moda su sli¢ne kao i kod medijane, a mane su te Sto ne koristi sve dostupne
informacije, kao 1 medijana, 1 §to podaci nekada nemaju mod ili imaju visestruki.

U praksi se najéesce koristi aritmeticka sredina, a najmanje mod (videti [1,11,12]).
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1.2.2 Parametri varijabiliteta

Srednje vrednosti su uproséene karakteristike statistickog skupa ako se ne poznaje
varijabilitet elemenata skupa.

Mera varijabiliteta (srednje apsolutno odstupanje, varijansa, standardna devijacija,
koeficijent varijacije, ...) je uvedena da bi se varijabilitet mogao broj¢ano iskazati
([1,11,12]).

Srednje apsolutno odstupanje

Srednje apsolutno odstupanje populacije D se dobija kao srednja vrednost apsolutnih
odstupanja vrednosti svih obelezja (elemenata) populacije (statistickog skupa) od njihove
aritmeticke sredine

ili
k
1 _
D= NZUQ ~XIf..
i=

Mana ove mere varijabiliteta je ta Sto prilikom izraCunavanja zanemaruje predznak
razlike tako da Citav postupak nije algebarski i zbog toga ova mera nije pogodna za dalja
teorijska razmatranja ([11]).

Varijansa (disperzija) i standardna devijacija

Ova mera varijabiliteta je nastala zbog Zelje da se otkloni nedostatak srednjeg
apsolutnog odstupanja.

Disperzija populacije:

Postupkom deljenja zbira kvadrata odstupanja sa brojem elemenata statistickog skupa,
dobija se prosecni kvadrat odstupanja vrednosti elemenata od njihove aritmeticke sredine,
varijansa o2,
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1 N
6% = NZ(}Q —X)?
=

li
k
2 1 V2
o =NZ(Xi—X) £
i=

Ovaj postupak je algebarski ispravan jer su odstupanja kvadratna, a samim tim je
varijansa pogodna za dalja teorijska razmatranja.

Standardna devijacija je pozitivna vrednost kvadratnog korena varijanse, o = vo2.

Takode, ove mere varijabiliteta je moguce primeniti i na uzorak:

Disperzija uzorka:

e Ako je poznata srednja vrednost obelezja, m tada je
n
or _ 1 2
SE=2) (h-mp,
i=1

~

S, = |82,

e Ako je nepoznata srednja vrednost obelezja, m tada je

n
_ 1 _
Sp = EZ(XL' - Xn)?,

i=1
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Vise o varijansi i standardnoj devijaciji se moze pronac¢iu [11,12].

Napomena: Gore navedene mere varijabiliteta su prikazane sa nerealizovanim vrednostima.

Koeficijent varijacije

Promenom merne jedinice menja se 1 apsolutna vrednost standardne devijacije, $to
dovodi do toga da se pomocu standardne devijacije i drugih razmatranih mera varijabiliteta
ne moze vrsiti uporedivanje varijabiliteta obelezja. Kao posledica toga uvodi se nova
relativna mera varijabiliteta koeficijent varijacije. Koeficijent varijacije populacije (V) se
dobija kao koli¢nik standardne devijacije 1 aritmeticke sredine posmatranog obelezja.

o
V= §100%.

Takode, koeficijent varijacije uzorka je dat sa:

V_S
=%

Ova mera je relativan broj jer su standardna devijacija i aritmeticka sredina obelezja
iskazane istim mernim jedinicama, a najcesce se iskazuje u procentima.

Ukoliko je koeficijent varijacije manji to znaci da je veca koncentracija elemenata
skupa oko aritmeticke sredine (homogeniji skup) i obrnuto, veci koeficijent varijacije
pokazuje vece rasipanje elemenata skupa oko aritmeticke sredine (heterogeniji skup).

Najbolja mera varijabiliteta je varijansa, odnosno standardna devijacija. Ona
zadovoljava najvaznije uslove: uzma u obzir varijabilitet svih elemenata statistickog skupa,

ima konkretno i shvatljivo znaéenje i pogodna je za raunanje i dalja teorijska razmatranja
([11,12)).
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2. Testiranje hipoteza

Testiranje hipoteza je jo$ jedna oblast statistiCke analize koja je u Sirokoj upotrebi.
Podaci iz uzorka se koriste za proveru istinitosti tvrdenja o vrednosti parametara populacije.
Dalji tekst se odnosi samo na uzorak. Na osnovu statisti¢kih istrazivanja moguce je postaviti
pretpostavke o posmatranom obelezju, te pretpostavke se zatim proveravaju na osnovu
podataka dobijenih uzorkovanjem. Ove pretpostavke se jo$ nazivaju i hipoteze, postoji:

e Nulta hipoteza, Hy je hipoteza ili pretpostavka koja se smatra istinitom na pocetku
testiranja.

e Alternativna hipoteza, H, je hipoteza koja je suprotna hipotezi H,,.

Statisti¢ki test T, je postupak provere hipoteza, odnosno postupak donosSenja odluke o
prihvatanju ili odbacivanju hipoteza na osnovu realizovanog uzorka (x;,x, ..., X,,). Oblast
odbacivanja C;, nulte hipoteze je oblast koja se bira iz skupa R", C, c R™. Odluka o
prihvatanju ili odbacivanju nulte hipoteze se donosi na osnovu sledecih ¢injenica:

e Ako realizovani uzorak (x4, x,, ..., x,) pripada C;, hipoteza H, se odbacuje;

e Ako realizovani uzorak (x4, x5, ..., x,,) ne pripada C;, ne odbacuje se hipoteza H,.

Prilikom testiranja hipoteza moze do¢i do dve greske koje su posledica odabira uzorka
jer on podleze pravilima slucajnosti.

Greska I vrste nastaje kada je hipoteza H, tacna, ali upravo zbog slucajnosti odabira
uzorka, uzorak padne u kriti¢nu oblast C, i zbog pravila statistickog testa se hipoteza H,
odbacuje. Verovatnoc¢a da se desi greSka prve vrste oznacava se sa « 1 jo§ se naziva prag
znacajnosti testa,

a = P(H, se odbacuje |H, je istinita),

a = Py {(x1, %3, ..., %,) € Ci}.
Najcesce vrednosti koje se uzimaju za prag znacajnosti su 0,1; 0,01 i 0,05.

Greska I1 vrste se javlja kada je alternativna hipoteza H; ta¢na (H, netacna) i kada
uzorak zbog slucajnosti padne van kriticne oblasti C,, tada se hipoteza H, ne odbacuje.
Oznaka koja se koristi za obelezavanje verovatnoée greske druge vrste je 5, a vrednost 1 — 8
je verovatnoca da se greSka druge vrste ne javi,
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B = P(H, se ne odbacuje | Hy je neistinita),

ﬁ = PHl{(le xZJ "'an) g C‘L'}'

Stvarna situacija

Odluka nakon testa H, je tacna | H; je tacna
Greska
Ne odbacuje se Hg 1-a druge vrste,
B
Odbacuje se Hg Greska 1-B8
prve vrste, a

Tabela 1. [12]
Detaljnije obja$njeno u [1,12,16].

Za testiranje hipoteza uglavnom se koristi test statistika T = f (X3, X5, ..., X,,), kriti¢na

oblast je C(T) c R, a odluka o odbacivanju (prihvatanju) hipoteze H, se donosi na sledeci
nacin:

e Ako realizovana vrednost t,., statistike T ne pripada C(T), ne odbacuje se hipoteza
Hy;

e Ako realizovana vrednost ¢, statistike T pripada C(T), hipoteza H, se odbacuje.
Veéina testova posmatra obelezja koja imaju V' (m, 62) raspodelu.

Statisticki test moze koristiti p — vrednosti, gde je p — vrednost veli¢ina kritiéne
oblasti ¢ija je granica registrovana vrednost, ¢, test statistike. Ukoliko je oblast odbacivanja
nulte hipoteze oblika {T > c}, tada se verovatnoca

p =Py {T > te5}

naziva p — vrednost. Odluka se donosi na slede¢i na¢in ([12]):
e Akojep <a, H,seodbacuje;

e Akojep > a, H, seneodbacuje.
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p - vrednost
’ a
v

\ 7 - vrednost

Slika 1. [12]

Sledi pregled nekih klasi¢nih testova znacajnosti, ¢ije navodenje je bitno jer ¢e o ovim
testovima biti reci 1 kasnije kada se bude govorilo o fazi okruzenju.

2.1 Testiranje hipoteza o aritmetic¢koj

sredini populacije

Za testiranje hipoteza o aritmeti¢koj sredini populacije vazna je veli¢ina uzorka n.
Ukoliko je n > 30 tada je re¢ o velikom uzorku i primenjuje se z — test, odnosno za n < 30
koristi se t — test i uzorak je mali. Ove hipoteze su vezane za ocenu parametra m kod
normalne V' (m, 2) raspodele.

Testira se hipoteza Hy(m = m,) protiv alternativninh hipoteza H;(m > m,),
Hy(m < my) i Hy(m # my).

Sledi pregled testova u slu¢aju kada je o2 poznata, odnosno nepoznata (videti
[1,12]).

Disperzija obelezja kada je 62 je poznata

1. Gornji (donji) jednostrani test

Ovaj test testira hipotezu H,(m = m,) protiv alternativne hipoteze H,(m > m,)
(alternativna hipoteza za donji test H; (m < my)). Vazno je odrediti kriti¢nu oblast c,
pod pretpostavkom da je H, ta¢na, pa odstupanja X,, — m, = ¢ smatramo znacajnim.
Kriti¢na oblast (nivo znacajnosti) « je zadata na slede¢i nacin:
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a = Py {X, —mg = c}.

— 2
Ako je hipoteza H, tacna tada statistika X,, ima V' (mo,%) raspodelu, a test statistika

X, —m
T ="T°\/z : (0,1).

Vrednost ¢ za gornji jednostrani test se odreduje iz
X,—m
a =Py {T >c} =Py, {"T"\/r_z > c},

gde je ¢ kvantil? reda 1 — a normalne raspodele (Slika 2.). Analogno, vrednost ¢ za
donji jednostrani test se dobija iz

X,—m
a =Py {T <c} =Py, {nTO\/r_lS c}.

Sada je ¢ kvantil reda @ normalne °(0,1) raspodele (Slika 3.).

I-a 16
k %
=M € —H— —Hrr——H———
Slika 2. [12] Slika 3. [12]

Kriti¢na oblast gornjeg testa je oblika
C = {(x1, X2, ., Xp): Xy = ¢} = [, 0),

odnosno donjeg testa

2 Kvantili:[12] Za slu¢ajnu promenljivu X, kvantil reda p, p € (0, 1), je vrednost sluajne promenljive M, sa
osobinom P{X < M,} <p i P{X > M,} <1 — p. Medijana je kvantil reda 0.5.
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C = {(xl,xz, ...,xn):z X < c} = (—oo,c].
k=1

2. Dvostrani test

Test testira nultu hipotezu Hy(m = m,) protiv alternativne H, (m # m,). Sada male i
velike vrednosti aritmeticke sredine u odnosu na m, govore da nulta hipoteza nije
tac¢na. Kriticna oblast

n n
C = {(xl,xz, ...,xn):z Xy = Cl’z Xy < cz} = (—o0,—c] U [c, ).
k=1 k=1
Test

X, —m
a=PH0{|T|zc}=PHO{—' " 0|\/7_126}.

Sada je ¢ kvantil reda 1 — % normalne " (0,1) raspodele (Slika 4.).

/2

_H;‘,L - H() 1l H—

1
Slika 4. [12]

Disperzija obelefja kada a? nije poznata

Sada nije moguce koristiti test statistiku T = @\/ﬁ, jer standardna devijacija o

nije poznata i mora se izracunati iz uzorka. Ocena koja se koristi za o je S, i koristi se test
statistika

koja ima Studentovu raspodelu sa n — 1 stepeni slobode ([1,12]).
18



1. Gornji (donji) jednostrani test

Ovaj test testira nultu hipotezu Hy(m = m,) protiv alternativne H,(m > m,)
(alternativna hipoteza za donji jednostrani test je H,(m < my)). Kao i kod testova
kod kojih je disperzija o2 bila poznata, potrebno je na¢i ¢ vrednost. Ukoliko je

— 2
hipoteza H, tatna, statistika X,, : N (my, %), a test statistika

X, —m
T=n_—0 n—1
Sn

ima Studentovu raspodelu sa n — 1 stepeni slobode. Vrednost ¢ za gonji test se dobija
iz uslova

X,—m
a=PH0{T2c}=PHO{nS*O\/n—1ZC},
n

c je kvantil reda 1 — a Studentove raspodele sa n — 1 stepenom slobode. Medutim,
vrednost ¢ za donji jednostrani test se dobija iz slede¢eg uslova

X,—m
a:PHO{TSc}=PHO{T=nTOVn—1SC},

n

gde je ¢ kvantil reda a Studentove raspodele sa n — 1 stepeni slobode.

Kriticna oblast gornjeg testa je C = [¢, ) (Slika 5.), odnosno donjeg jednostranog
testa C = (—oo, c] (Slika 6.).

l-a 1-a
K o
=4 < —H— 7Hr+(.— Hy—
Slika 5. [12] Slika 6. [12]
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2. Dvostrani test

Testira se nulta hipoteza Hy(m = m,) protiv preostale alternativne hipoteze
H;(m # m,). Koristi se

X, —m
|rl'§—()|—\/n_12c},

n

a = Py, {IT| = c} = Py, {ITI =

c je kvantil reda % Studentove raspodele sa n — 1 stepeni slobode. Kriti¢na oblast je
C = (—o0,—c] U [c, ) (Slika 7.).

_Hl_(-“ — Hy "‘C_Hl

Slika 7. [12]

Za opisivanije testova koris¢ena je literatura [1,12].

Takode, potrebno je prikazati neparametarski Pirsonov y? — test koji ¢e biti razmatran
kasnije i u fazi okruzenju. Osnovna ideja ovog testa je da se vrsi uporedivanje realizovanih sa
ocekivanim frekvencijama koje se dobijaju pod pretpostavkom da je osnovna hipoteza tacna.
Vazno je napomenuti da se i ovde Koristi pretpostavka da je uzorak slucajan i da su uzorci
medusobno nezavisni.

Test homogenosti

Za potrebe ovog testa posmatra se r populacija i iz svake je izvucen slu¢ajan uzorak
obima n;,i = 1,2, ...,r ¢iji elementi mogu pripadati nekoj od ¢ kategorija. Za obim uzorka
vazi:

n; :0i1+0i2+"'+0ic'i: 1,2,...,T

gde je 0;; broj elemenata i — tog uzorka koji pripada j — toj kategoriji, j = 1, 2, ..., c. Takode,
vazi da je ocena za verovatno¢u p;; data sa
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Nulta hipoteza za test homogenosti je Hy(p1; = p2; =" =prjj = 1,2,...,¢) koja
kaze da su sve verovatnoée u istoj koloni jednake, odnosno populacije su homogene.
Alternativna hipoteza H; (bar dve verovatnoce u istoj koloni nisu iste), odnosno populacija
nije homogena. Test statistika je

ro1 2
_— ZZ (04 — Eyy)
i=1 =1 Eyj
gde je Ej =anC’ C; = 045 + 035 + -+ + 0,;, realizovane frekvencije su 0;; dok su

oCekivane E;;. Test statistika nece imati velike vrednosti ukoliko je hipoteza H, tacna, tacnije
nema velikih razlika izmedu realizovanih i o¢ekivanih frekvencija. Vrednost ¢ se dobija iz

a = PHO{T = C},

gde je ¢ kvantil reda 1 —a x? raspodele sa (r —1)(1 — 1) stepeni slobode. Odluke o
prihvatanju ili odbacivanju nulte hipoteze se donose na osnovu sledeceg:

e Hipoteza H, se ne odbacuje ukoliko je registrovana vrednost t,., test statistike T
manja od c;

e H, se odbacuje ako je registrovana vrednost t,.., test statistike T veca ili jednaka od c.

Vise o neparametarskim testovima se moze videtiu [1, 12].
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3. Fazi skupovi

U ovom poglavlju dat je pregled osnovnih pojmova iz teorije fazi skupova (videti
[3,8,10,13,20,21]).

Prve rezultate u oblasti fazi skupova dao je L. Zadeh® 1965. godine i od tada se teorija
fazi skupova razvijala u razli¢itim pravcima i mnogim disciplinama. Primena ove teorije
moze se naci u vestackoj inteligenciji, informatici, medicini, robotici...

3.1 Osnovni pojmovi i definicije

Osnovna razlika izmedu klasi¢nih skupova i fazi skupova je ta Sto fazi skupovi
dopustaju da neki element pripada nekom skupu u odredenoj meri. Da bi se omogucilo lakse
razumevanje fazi skupova data je paralela sa klasi¢nim skupovima (eng. crisp sets) kroz
Primer 1. Literatura kori$¢ena za izradu ovog dela je [3,8, 10,13, 20].

Definicija 3.1. [3] Funkcija pripadnosti u, je preslikavanje u: U — [0, 1] gde je U univerzalni
skup.

Poznato je da se stepen neodredenosti modelira odredenom verovatno¢om koja je
takode funkcija sa vrednostima iz intervala [0,1]. Kroz naredni primer je najlak$e uociti
razliku u primeni verovatnoce i funkcije pripadnosti.

Primer 1. Neka je X skup svih puteva na zara¢enom podrucju, a njegov fazi podskup A skup
puteva pogodnih za prezivljavanje. Putevi koji vode ka saveznickim trupama ¢e imati
funkciju pripadnosti 1, dok ¢e putevi ka neutralnim snagama imati funkciju pripadnosti 0.6, a
ka protivni¢kim trupama 0. Neka se u toku rata vojnik nade na raskrsnici puteva sa dva
putokaza. Na prvom putokazu pise verovatno¢a 0.85 da je to put ka prezivljvanju, a na
drugom putokazu je upisana funkcija pripadnosti p, = 0.85. Postavlja se pitanje koji ¢e put
vojnik izabrati? Funkcija pripadnosti u, = 0.85 zna¢i da putokaz pokazuje put izmedu
savezniCkih trupa i neutralnih snaga Sto je za vojnika najbolje reSenje. Izborom prvog
putokaza vojnik moZe i¢i putem koji vodi ka saveznicima, ali ga isto tako moZe odvesti ka
neprijateljskim trupama. Na osnovu toga, ocigledan izbor vojnika ¢e biti drugi putokaz.

¥ Lotfi A. Zadeh (roden 04.02.1921. Baku, Azerbejdzan) je matematiar, elektro inZenjer i informaticar koji se
smatra osnivacem fazi matematike, teorije fazi skupova i fazi logike.
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Slede¢i primer ilustruje situaciju kada nije moguce napraviti jasnu razliku izmedu
temperature smrzavanja (nauc¢no definisana) i niskih temperatura, odnosno hladnog vremena
posto klasifikacija temperature u velikoj meri zavisi od li¢ne percepcije.

Primer 2. [8] Neka je U neprekidan, neprebrojiv i univerzalan skup mogucih spolja$njih
temperatura u u Celzijusovim stepenima. Neka je njegov podskup klasi¢an skup A
temperatura smrzavanja koji se definiSe sa

A={ueU|u<0}
ili preko funkcije pripadnosti

1, u<o

,UA(U)={O u>0" uevu.

Osobina
A(u) = u je temperatura smrzavanja,
omogucava jasnu definiciju skupa A, tacnije daje jasnu razliku izmedu elemenata koji
pripadaju skupu A, odnosno onih koji ne pripadaju.
Ako se sada definiSe skup
B(u) = u je niska temperatura ,

vidi se da nije moguce napraviti jasnu razliku izmedu elemenata koji pripadaju skupu i onih
koji ne pripadaju.

Zbog ovakvih situacija javlja se potreba za uvodenjem fazi skupova, tako Sto se
dozvoljava da element univerzalnog skupa ne mora u potpunosti da pripada, a ni da ne
pripada nekom njegovom podskupu, nego da jednostavno pripada sa odredenim stepenom

([18)).

Definicija 3.2. [3] Neka je A klasi¢an podskup univerzalnog skupa U. Fazi skup A je skup
uredenih parova (x, u (x)) definisan na sledeéi nagin:

A = {(x,140(0)):x € A, s (x) € [0,1]},

gde je x elemenat klasi¢nog skupa A i zadovoljava neku osobinu P, a u4(x) je broj iz
intervala [0, 1] koji oznacava stepen zadovoljenja osobine P.
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Na dalje, koristi¢e se sledece oznake:

e A,B,C,... - Kklasi¢ni skupovi;

e A,B,C,... - fazi skupovi.
Sledeéi primer je po ugledu na primer iz [13].

Primer 3. Neka je klasi¢an skup A skup mladih ljudi,
A = [0,40),
podskup univerzalnog skupa U, U = [0,100],

Ha: [01 100] - {01 1}1

()_{1, 0<x <40
HalX) =1 o, x> 40

I neka Nenad pripada skupu mladih ljudi A.

Sada posmatraju¢i fazi skup B = Nenad je mlad, dobijamo neodredenost, jer na
primer, osobe koje imaju 15 i 38 godina su mlade osobe, a osobe od 40 i 70 godina su iste
starosti na osnovu funkcije pripadnosti. Mozemo zakljuCiti da postoji drasti¢na razlika
izmedu osoba koje imaju 38 140 godina.

U praksi se veoma Cesto koristi diskretan univerzalan skup, U = {U;, U,, ..., U, }.
Slededi primer ilustruje primenu diskretnog univerzanog skupa.

Primer 4. [3] Neka je A = {(x;,0.1),(x,,0.5), (x3,0.3), (x4,0.8), (x5, 1), (x4,0.2)} fazi
skup. Elementi x;, i = 1,2, ..., 6 nisu nuzno brojevi, oni pripadaju klasi¢nom skupu

A ={x1,%,,..,x¢}, A c U je diskretan skup. Funkcija pripadnosti 4 (x) uzima vrednosti iz
intervala [0, 1]:

Ug(x) =01, u,(x;) =05, u,(x3) =03, us(x,) =08 uy(xs) =1,u,(xg) =0.2.

Element xs u potpunosti pripada fazi skupu A, dok elemenat x; je na granici
pripadnosti skupu jer je u,(x;) = 0.1 blizu 0; x4 i x5 malo viSe pripadaju fazi skupu A U
odnosu na x,, dok elemenat x, skoro u potpunosti pripada skupu A, a elemenat x, je vise ili
manje u skupu A. Funkcija pripadnosti elemenata koji ne pripadaju skupu A je 0.

Elemente x; u A mozemo predstaviti na dva razli¢ita nacina:
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e Pretpostavimo da su x;, i = 1,2,...,6 celi brojevi. Neka je x; = 1,x, = 2,x3 = 3,
Xy, =4,x5 =5,x =6 i neka pripadaju skupu A ={1,2,...,6} koji je podskup
diskretnog univerzalnog skupa U = N. Fazi skup A postaje

A =1{(1,0.1),(2,0.5),(3,0.3),(4,0.8),(5,1),(6,0.2)},

a funkcija pripadnosti u_4 (x) je prikazana na Slici 8.

05 - .

Slika 8.

e Pretpostavimo sada da su elementi x;, i = 1,2,...,6 Milosevi prijatelji i da se zovu:
x, je Marko, x, je Aleksandar, x; Uros, x, Jovan, xg lgor i x, je Branislav. Skup
Milosevih prijatelja,

A = {Marko, Aleksandar, Uro$, Jovan, Igor, Branislav},
je podskup univerzalnog skupa U koji ¢ine svi Milosevi prijatelji. Fazi skup A ¢ine
bliski Milosevi prijatelji, A € U:
A = {(Marko, 0.1), (Aleksandar, 0.5), (Uros,0.3), Jovan, 0.8), (Igor, 1), (Branislav, 0.2)}.

Ovo je diskretan sluc¢aj jer Milo§ ne moze imati beskonac¢an broj bliskih prijatelja.
U klasi¢nim skupovima prilikom opisivanja jezickih promenljivih lako mogu da se

uoCe nedostaci, koji se ne javljaju u fazi skupovima, kod kojih se funkcija pripadnosti
iskazuje stepenom pripadnosti koji uzima vrednosti od 0 do 1.
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3.2 Operacije sa fazi skupovima

U narednom tekstu govori¢e se o operacijama sa fazi skupovima koje su prirodna
uopstenja operacija sa klasi¢nim skupovima. Zato je prirodno da formule za operacije sa
klasi¢nim skupovima iskazanim sa karakteristicnim funkcijama prenesemo na funkcije
pripadanja. Posmatracemo fazi skupove definisane nad istim univerzalnim skupom. Neka su
dati slede¢i fazi skupovi ([14]):

A ={(x, pa(0)): ua(x) € [0,1]},

B = {(X; IJB(X)): up(x) € [0, 1]}

Operacije sa A 1 B su predstavljene preko operacija nad funkcijama pripadnosti
o (x) T pg ().

Definicija 3.3. [14] Presek fazi skupova A i B, definiSemo:

tans (x) = min(p (), up(x)) , x € U.

Definicija 3.4. [14] Uniju fazi skupova A i B, definiSemo:

taus(x) = max(.uc/l(x)uuB(x)) ,x €U.

Definicija 3.5. [14] Za dati fazi skup A sa funkcijom pripadnosti u 4 (x) mozemo definisati
funkciju pripadnosti u_4c(x) komplementa A°€,

Uge(x) =1 — puy(x), x €U.

u I

a) A b) A°
Slika 9.
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Definicija 3.6. [3] Kazemo da su fazi skupovi A i B jednaki, A = B, ako i samo ako za
svako x € U, vazi

pa(x) = ug(x).

Definicija 3.7. [3] Fazi skup A je podskup fazi skupa B, A S B, ako za svako x € U, vazi

thoa () < pug ().

Definicija 3.8. [3] Fazi skup A je strogi podskup fazi skupa B, A c B, ako je A S B i
A #+ B, ili
pq(x) < pg(x), Vx € U,

U (x) < ug(x), za najmanje jedno x € U.

Definicija 3.9. [8] Inkluziju fazi skupa A u drugi fazi skup B definisemo preko funkcija
pripadnosti p 4 (x) i pug(x),

AC B & uylx) <ug(x), Vx € U.

Primer 5. Neka je dat skup godina U i neka fazi skup A predstavlja mlade, a fazi skup B
stare ljude. U Tabeli 2. date su vrednosti funkcija pripadnosti p 4, ug. Pronaéi pgup(x) i

tans(X).

a) Diskretan slu¢aj, U = {5, 10,20, 30,40, 50,60,70,80}:

. Mladi Stari
Godine Haus Hans
Ha Up
5 1 0 1 0
10 0 1 0
20 0.8 0.1 0.8 0.1
30 0.5 0.2 0.5 0.2
40 0.2 0.4 0.4 0.2
50 0.1 0.6 0.6 0.1
60 0 0.8 0.8 0
70 0 1 0
80 0 1 0
Tabela 2.
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e Unija dva fazi skupa se trazi iz izraza pquz(x) = max,ey (g (%), piz (x));

e Presek dva fazi skupa se raduna iz izraza p4q5(x) = minxeu(u (X)), ug (x)).

b) Neprekidan slu¢aj, U € [0, +o0):

1,0<x<10
1
U (x) = 1—%(x—10),10<xS60
0, x>60

0,0<x<10
1
pug(x) = @(x—m),m <x <60
1, x > 60

10 60 10 60

Slika 10.: a) A b) B

Unija (Slika 11.) i presek (Slika 13.) se racunaju na isti nacin i slikovito su prikazani.

Ua Us

Slika 11.: Unija dva fazi skupa
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Medutim, presek mladih i starih ljudi se moze dobiti i na slede¢i na¢in (A U B)¢ = A€ N B,
odnosno to su ljudi srednjih godina. Za grafi¢ki prikaz prvo je potrebno prikazati A€ i BE€.

10 60 10 60

Slika 12.: A€ B¢

|-

Slika 13.: Presek dva fazi skupa

Kod klasicnih skupova c¢lanovi ili poseduju ili ne poseduju odredenu osobinu
(izrazenu sa 0 ili 1), za razliku od njih, elementi fazi skupova mogu delimi¢no posedovati
neku osobinu (izrazenu izmedu 0 i 1). Na primer, postoji mnogo nijansi sive boje izmedu

crne i bele ([3]). Veoma je vazno naglasiti da zbog toga za fazi skupove ne vazi zakon
iskljuéenja treceg (Slika 11. i Slika 13.) ,

ANA D AN AUAC+U
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3.3 Trougaone norme

Trougaone norme (eng. triangular norms) ili krac¢e t — norme i trougaone konorme ili
krace t — konorme imaju $iroku upotrebu u fazi skupovima (videti [8,9, 10,13, 14]). Danas
je u najveéoj upotrebi definicija koju je dao A. Sklar* 1959. godine. Medutim, smatra se da se
termin trougaonih normi prvi put pojavio 1942. godine u radu K. Mengera®. U ovom
poglavlju bi¢e dati osnovni pojmovi i definicije vezane za t — norme i t — konorme posto su
ove operacije svoju upotrebu, pored upotrebe u teoriji probabilistickih metrickih prostora,
pronasle 1 u teoriji fazi skupova i fazi logike.

Definicija 3.10. [14] Trougaona norma T je funkcija T:[0,1] x [0,1] — [0, 1] takva da za
svako x,y,z € [0, 1] vaze uslovi:

e T1 (komutativnost): T(x,y) = T(y, x),

o T2 (asocijativnost): T(x, T (y,2)) = T(T(x,y),2),
e T3 (monotonost): zay <z = T(x,y) < T(x,2),
e T4 (rubni uslov): T(x,1) = x.

Definicija 3.11. [14] Trougaona norma je konveksna kada za svako x,y,u,v € [0,1]
postoje r € [x,u], s € [y,v],takodaje T(x,y) < c < T(u,v), c =T(r,s).

Primer 6. [8,9, 14] Cetiri elementarne t — norme:

1. Ty(x,y) = min(x,y), min— presek (eng. min - intersection);
2. Tp(x,y) = xy, algebarski proizvod (eng. algebraic product);
3. T.,(x,y) = max(0,x + y — 1), ograni¢ena razlika (eng. bounded difference);

x,akojey =1
4. Ty (x,y) =1{y,ako jex =1 drasti¢ni presek (eng. drastic intersection).
0, inace

Za elementarne trougaone norme vazi

Ty < T, <Tp < Ty,

gdeje T; < T, ako je T;(x,y) < T,(x,y), V(x,y) € [0,1].

* Abe Sklar (1910. — 2004.) je bio americki naucnik i podasni profesor primenjene matematike na Institutu za
tehnologiju, llinois.

® Karl Menger (1902. — 1985.) je austrijski nau¢nik koji je bio profesor na Univerzitetu u Be¢u, Univerzitetu
Notre Dame, Institutu za tehnologiju, llinois.
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Definicija 3.12. [9] Fazi presek A N B dva fazi skupa A i B daje novi fazi skup ¢ija je
funkcija pripadnosti oblika

tans(x) = T(uq(x), ug(x)) zaVx € X,
gde je T proizvoljna t — norma.

Definicija 3.13. [14] Trougaona konorma ili t — konorma je funkcija S: [0,1] x [0,1] - [0, 1]
takva da za Vx,y,z € [0, 1] vaze uslovi:

e S1 (komutativnost): S(x,y) = S(y, x),

e S2 (asocijativnost): S(x, S(y,2)) = S(S(x,y), 2),
e S3 (monotonost): y < z = S(x,y) < S(x,2),

e S4 (rubni uslovi): $(0,x) = x.

Ocigledno je da se t —norme i t — konorme razlikuju samo po rubnim uslovima. Opsti
oblik unije fazi skupova zasnovan je bas na trougaonim konormama.

Napomena: t —konormu, S uveli su Schweizer i Sklar kao dualnu operaciju za t — normu, T,

Sx,y) =1-T(A —x,1—y), x,y € [0,1].
Bilo koja t — konorma S se moze predstaviti na prethodni na¢in. Takode, vazi i obrnuto

Tx,y)=1-S1—x,1-1y), x,y € [0,1].

Primer 7. [8,9, 14] Cetiri elementarne t — konorme:

1. Sy(x,y) = max(x,y), max— unija (eng. max - union);
2. Sp(x,y) =x+ y —xy, algebarska suma (eng. algebraic sum);
3. S.(x,y) = min(1,x + y), ograni¢ena suma (eng. bounded sum);

x akojey =20
4. Sy(x,y) =1y ako je x = 0, drasti¢na unija (eng. drastic union).
1 inace

Definicija 3.14. [9] Fazi unija A U B dva fazi skupa A i B daje novi fazi skup &ija je
funkcija pripadnosti oblika

toaus (x) = S(uqa(x), up(x)) za Vx € X,

gde je S proizvoljna t — konorma.
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Napomena: Definicija 3.4 se dobija kao specijalni slu¢aj kada se umesto S uzme konorma

S

Napomena: Primer 4. je moguce resiti i preko ¢ — normi i t — konormi tako S§to se umesto T
uzme elementarna t — norma T,,, a umesto S t — konorma S, i to je specijalan slucaj. Takode,
mogu se upotrebiti i druge t — norme i t — konorme, na primer Tp i Sp, tada ¢e funkcije

pripadnosti za fazi skupove A 1 B biti:
o tans () = Tp(pa(0), up(x)) = pg (%) - up (x) ;

o taun(®) = Sp(pa (o), pp(x)) = pg (X)) + pp(x) — g (x) - ugp(x) .

Miadi Stari Sp T,
Godine | g U Havs | BA0% | pgop | taos
5 0 1 0 1 0
10 0 1 0 1 0
20 0.8 0.1 0.8 0.1 0.82 0.08
30 0.5 0.2 0.5 0.2 0.6 0.1
40 0.2 0.4 0.4 0.2 0.52 0.08
50 0.1 0.6 0.6 0.1 0.64 0.06
60 0 0.8 0.8 0 0.8 0
70 0 1 0 0
80 0 1 0 0
Tabela 3.

Moze se zakljuciti da u zavisnosti od karaktera problema (ljudi) mogu se izabrati

razli¢ite t — norme i t — konorme pa su samim tim i reSenja problema razli¢ita, $to se moze

videti u prethodnoj tabeli (Tabela 3.).
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3.4 Fazilogika

Uopstenje klasi¢ne logike je visevrednosna logika Sto znaci da tvrdnje u njoj mogu
imati viSe od dve istinitosne vrednosti. Fazi logiku je izumeo L. Zadeh (1973. godine),
uvodenjem fazi skupova i relacija u sistem visevrednosne logike. Veliku primenu ima u
stvaranju metoda i tehnika za suocavanje sa jezickim promenljivama i olakSava opisivanje
re¢i kao $to su: veoma, malo, skoro, ... ([2,3,8,10,13,14])

Princip klasi¢ne logike se oduvek dovodio u pitanje jer je svaka tvrdnja ili tacna ili
netana. Razlog za to je proveravanje istinitosnih vrednosti za iskaze koji opisuju buduce
dogadaje, kao na primer: Sutra cée pasti vrednost evra. Budu¢i dogadaji se ne mogu proceniti
ni kao tacni ni kao netacni. Njihova vrednost se ne zna sve dok se taj dogadaj ne desi.

Pretpostavlja se da neki iskaz ima tri istinitosne vrednosti: tacan sa oznakom 1,
netacan oznaka 0 i neutralan sa oznakom 0.5 (Lukasievieva® tro — vrednosna logika). Skup
istinitosnih vrednosti je tada T; = {0,0.5,1}. Neka su p i q iskazi ¢ije vrednosti pripadaju
skupu T; i tada se logi¢ki veznici definiSu na sledeé¢i nacin:

e Negacija:p=1—p;

e Konjukcija: p A g = min(p, q);

e Disjunkcija: p V q = max(p, q);

e Implikacija: p = q = min(1,1 —p + q);

p q p q pAg | pVqg |[p=4q
1 1 0 0 1 1 1

1 0.5 0 0.5 0.5 1 0.5
1 0 0 1 0 1 0
0.5 1 0.5 0 0.5 1 1
0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 1
0.5 0 0.5 1 0 0.5 0.5
0 1 1 0 0 1 1

0 0.5 1 0.5 0 0.5 1

0 0 1 1 0 0 1

Tabela 4. Tabela istinitosnih vrednosti za p i q

Visevrednosna logika se dobija, za n > 3, kada su istinitosne vrednosti nekog iskaza
date u vidu racionalnih brojeva iz intervala [0, 1], tako da taj interval dele na jednake delove,
prilikom toga formira se skup

® Jan Lukasiewicz (1878. — 1956.) je bio poljski profesor analiticke filozofije, matematicke logike i istorije
logike.
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T—{O 1 2 n—zl}
" n-1"n-1"n=-1"J

Jezicke (lingvisticke) promenljive su promenljive ¢ije su vrednosti izrazene re¢ima ili
recenicama. Zbog nemogucnosti definisanja ovih promenljivih, koriste se fazi skupovi i fazi
logika za njihovu aproksimaciju i na taj nacin se dobijaju precizni podaci. Jezicke

promenljive imaju znacajnu ulogu u nekim oblastima finansijskih i menadzerskih sistema, jer
opisuju promene kao $to su inflacija, investicija, rizik, profit, ...

Neka je dat fazi skup, x € U sa funkcijom pripadnosti u4(x) i neka je dat jezicki
modifikator, m Kkoji opisuje pojmove kao §to su veoma, skoro, negacija... Neka je sa mA

oznacen modifikovan fazi skup ¢ija je funkcija pripadnosti u,,(x) 1 koji se koristi za
definisanje sledeceg:

e Veoma: NveomaA(x) = [UA(x)]Z;

o SKOro: Usroroa(®) = [1a(0)]z;

o Negacija: ppea(x) =1 — py(x).

Promenljiva istina je u fazi logici opisana na puno razli¢itih nac¢ina. Baldvinova
definicija uvedena je 1979. godine 1 prikazana je na slede¢i naCin:

tactno £ {(x: Utatno (x))lx € [0: 1]: Htaeno (x) =X, UE [0’ 1]}

Sada su gore navedeni modifikatori primenjeni na funkciju pygeno (x) = x,u € [0,1] i
daju sledece:

®  Uyeoma tatno (x) = [/’Ltaéno (x)]z = x?;
1 1
®  Uskoro tatno (x) = [.uta(:no (x)] 2 = X2,

®  Uneistinito (x) = Unetatno (x) =1-—x.
Analogno,

®  Uyeoma netatno (x) = (1 - x)z;

1
®  Uskoro netatno (x) =1 —x)
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Primer 8. [2] Neka je dat fazi skup A = {dobar kredit} sa funkcijom pripadnosti koja je
definisana na sledeci na¢in (Tabela 4., Slika 15.):

y o[ 20]40] 60 [80] 100
taopar() 002104 07 1] 1
Tabela 5.
1.2 H
1 - ¢ <
0.8 -
*
0.6 -
04 - *
021
O‘ T T 1
0 50 100 150 7
Slika 14.

Fazi skup Ar = {dobar kredit} je predstavljen preko gore navedenih modifikatora:

20 40 60 | 80 | 100
0.8 | 0.6 | 0.3
0.04 | 0.16 | 0.49
0.45 | 0.63 | 0.84

Tabela 6.

Yy
Hiox (y )
Hveoma dobar ()/)
HUskoro dobar ()/)

oo |O
(RO
== o

Takode, moguce je logicke veznike definisati i preko t — norme T i t — konorme S.
Tada je negacija c datasac(x) =1 —xzat—normu T, azat —konormu S koja je dualna sa
T negacija je data sa S(x,y) = c(T(c(x),c(y)). Zatim, logitke operacije u [0,1] —
vrednosnoj logici su date na slede¢i nacin:

- konjukcija: x Ar y = T(x,y) = min(x, y);
- disjunkcija: x V;y y = S(x, y) = max(x,y).
Implikaciju u [0,1] — vrednosnoj logici je moguée definisati uz pomo¢ funkcije

I7:10,1]? - [0,1] i ona je data na slede¢i na¢in I (x,y) = S(c(x),y) = C(T(x,c(y))). Za
dve osnovne t — norme Ty, i T;, vazi:

y, x+y=1
1 — x, inace

1, x<y

ITM(x’y):{ 1—x+y, inale’

=
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3.5 Fazi brojevi

Najcesce koriséeni tipovi fazi skupova pri modelovanju realnih situacija su upravo
oni koji su definisani na skupu realnih brojeva R, koji se poklapa sa univerzalnim skupom U.
Specijalan slucaj takvih skupova su fazi brojevi. Vise o fazi brojevima se moze pronaéi u
[2,8,9,10,13,14,20].

Definicija 3.15. [8] Neka je A fazi podskup od R i on se zove fazi broj a ako zadovoljava
sledece uslove:

A je konveksan;

Postoji taéno jedno x € R tako da je p, (x) = 1;

Funkcija pripadnosti u, (x), x € R je neprekidna (bar po delovima);
Zasve x,y,z € Rtakodaje x <y < zvazi u,(y) = min((u,(x), u,(2)).

P wbhpE

Napomena: Definicija dozvoljava da je 1 dostignuta na celom intervalu i to je fazi interval, a
u ovom radu ¢e se posmatrati situacija kada je 1 dostignuta u jednoj tacki i to je fazi broj.

Napomena: Skup svih fazi brojeva a je oznacen sa A'(R).

Definicija 3.17. [8] Fazi broj a € A'(R) je simetrican ako njegova funkcija pripadnosti
Ug (x) zadovoljava:

U (X +x) = pa (X — x), Vx € R.

Definicija 3.18. [8] Za fazi broj a € A'(R) se kaZe da je strogo pozitivan (a > 0) ako je
supp(a) S (0,0) ili strogo negativan (a < 0) ako je supp(a) S (—,0), pri ¢emu je
SUPPeute(x) > 0,U = R.

Definicija 3.19. [8] Fazi broj a € A'(R) se zove (fazi) nula broj, sgn(a) = 0, ako nije ni
pozitivan ni negativan, odnosno ako 0 € supp(a).
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3.5.1 Trougaoni fazi brojevi

Najces¢e koris¢eni fazi brojevi sa stanovista primene su trougaoni fazi brojevi.
Najvecu primenu imaju u drustvenim naukama, finansijama, menadzmentu i mnogim drugim
naukama ([2, 8]).

Trougaoni fazi brojevi imaju linearnu funkciju pripadnosti (tj. funkcije oblika su

linearne), pa se zato ovi brojevi jo§ nazivaju i linearni fazi brojevi. Funkcija pripadnosti je
definisana na slede¢i nacin:

( X —X B
|1+ , x—o<x<x
a
X ={ X—X _ _
1) |1— , Xx<x<x+ a,.
aT
k 0, inace

Napomena: Modalna vrednost fazi broja a je vrednost x kojoj odgovara maksimalni stepen
pripadnosti.

Oznaka za trougaoni fazi broj je a = tfn(x, o, ;) ilia = (x —a;, X, X + a,), gde
su a; i a,- odstupanja sa leve, odnosno desne strane od modalne vrednosti x (Slika 15.).

v

0 X —a X X+a x

Slika 15.

Nosac fazi broja je interval [X¥ — a;, ¥ + a,.]. Cesto se u sredini noseéeg intervala

nalazi tacka x = w, pa stavljajuci tu vrednost u funkciju pripadnosti dobija se

simetri¢an (centralni) trougaoni fazi broj (Slika 16.).
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b x— o x X ta. x

Slika 16.

Funkcija pripadnosti trougaonih fazi brojeva se sastoji iz dva linearna dela koji se
spajaju u tacki (x,1). Levi deo a; =(x—«a;, X, 1) i desni a, = (1, X, X + a,). Levi
trougaoni fazi broj je pogodan za opisivanje pojmova kao Sto su: veoma malo, mlad, mali
rizik, mali profit..., dok se desni trougaoni fazi broj koristi za pojmove: veoma pozitivno
(veliko), veoma star, veliki rizik, veliki profit...

Veoma bitna osobina trougaonih fazi brojeva je ta Sto se lako mogu konstruisati na
osnovu malog broja raspolozivih podataka. Pretpostavlja se da se moZe odredi najmanja i
najvec¢a moguca vrednost nekog nepotpunog podatka koji se posmatra. Na taj nacin dobija se
nosedi interval [X — a;, X + @,]. Vrh trougaonog fazi broja ¢e biti u tacki (x,1) ukoliko se
odredi da je X najpogodniji da predstavlja posmatranu vrednost. Na ovaj na¢in se dobijaju tri
vrednosti pomoc¢u kojih se moze konstruisati trougaoni fazi broj i na gore naveden nacin
zapisati njegova funkcija pripadnosti. Kra¢i zapis takvog fazi broja je (X, a;, a,).

Napomena: Trougaoni fazi brojevi predstavljaju najée$ée koriS¢en slucaj LR fazi brojeva.
Osnovna ideja LR brojeva je da se funkcija pripadnosti u(x) nekog fazi broja podeli na dva
dela, y;(x) i u,-(x), odnosno levo i desno od modalne vrednosti x, dok L i R predstavljaju
referentne funkcije (funkcije oblika). Vise o LR fazi brojevima se moZe pronaéi u [8,14].

3.5.2 Operacije sa fazi brojevima pomocu trougaonih normi

Elementarne operacije na skupu fazi brojeva zasnivaju se na primeni uopstene verzije
Zadehovog principa proSirenja, uz pomo¢ kojeg se izraCunava zbir fazi brojeva (videti
[4; 8) 14])'

Definicija 3.20. [8] Neka su A4, 4,, ..., A, fazi podskupovi klasi¢nih skupova X, X, ..., X,
redom, i neka je dato preslikavanje f:X; X ..X X, —» Y takvo da za svaku n — torku
(X1, ey X)) €EXy XX X, vazi f(xq,..,x,) =y €Y. Rezultat Zadehovog principa
prosirenja je B = f(A44,4,, ..., A,), fazi podskup od Y ¢ija je funkcija pripadnosti:
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_ (supy, minfua, (1), s i, ()}, ako 3y = fxq, ., %)
up(y) = Ly .
0, inace

Odnosno, princip prosirenja kaze da je slika nekog fazi skupa opet fazi skup c¢ija je funkcija
pripadnosti data na gore navedeni nacin.

Princip prosirenja uopsten koris¢enjem t — normi se jo§ zove Zadehov sup - T princip
prosirenja:

Definicija 3.21. [8] Neka su A4, A,, ..., A, fazi podskupovi klasiénih skupova X, X,, ..., X,
redom, i neka je dato preslikavanje f:X; X ..x X, —»Y takvo da za svaku n — torku
(X1, e xp) € Xy X .. X X,y vazi f(xq,...,x,) =y €Y. Za proizvoljnu t — normu T, rezultat
uopstenog principa prosirenja je B = f(A4,A,, ..., A;), fazi podskup od Y ¢ija je funkcija
pripadnosti:

Up (y) — {Supy T{'UA1 (xl)’ ""nuAn(xn)}l ako 3 y = f(xl, ...,xn) .

0, inace

Formule za izracunavanje zbira fazi brojeva pomocu odredenih ¢t — normi moguce je
dobiti uz pomo¢ uopstenog principa prosirenja. Oznaka @ o[-, A; predstavlja zbir fazi
brojeva A;,A,, ..., A, gde je o€ {Ty, Tp,Tp, ... }. Ukoliko se za t — normu uzme norma Ty,
najjaca t — norma, dobija se originalni Zadehov princip proSirenja i tada se fazi brojevi mogu
sabirati na osnovu sledeceg tvrdenja.

Tvrdenje 1. [4] Neka su dati fazi brojevi A; = (x;, a;, Bi)r, I = 1,2, ...,n. Zbir tih fazi
brojeva u oznaci @r,, /L, A; je novi fazi broj @r,, [L14; = (XfLq X, X @ Xieq Bidig-

Takode, mogucée je uzeti normu T, i1 tada se sabiranje vr$i na osnovu sledeceg
tvrdenja:

Tvrdenje 2. [4] Neka su dati fazi brojevi A; = (X;, @;, Bi)r, i = 1,2,...,n. T, — zbir
brojeva, u oznaci @r, /L,4;, je novi fazi broj @1, [L1A4; = (X[, %;, max a;, max f5;) .

Sledec¢i primer je dat po ugledu na primere iz [4].

Primer 9. Neka su dati fazi brojevi A; =(0,1,2)i 4, =(1,0,1).

Koriste¢i Tvrdenje 2. dobija se da je fazi broj B = (0 + 1, max{1, 0}, max{2,1}) = (1,1, 2).
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Slika 17.: Zbir fazi brojeva preko T, norme

Tvrdenje 3. [4] Neka su dati LR — fazi intervali, A; =(l;, r;, @, B)g, i =1,2,...,n.
Ukoliko su log L i log R konkavne funkcije tada je Tp — zbir, u oznaci ®r, /L,4;, dat sa

( l—x

L”( ) akol—na<x<l,
, akol <x<r,
eanillAi(x) = 9 X —71

Rn(nﬁ ) akor <x <r+np,

\ 0, ostali slucajevi.

U ovom radu se nece dublje analizirati date formule, ali viSe o tome se moze pronaci
u[4,8].

3.6 Fuzija fazi podataka

Neka se posmatra statisticki regresioni problem sa nezavisnom X i zavisnom Y
promenljivom, a umesto podataka (x(i),y), i=1,2,..,n se posmatraju fazi podaci. Sada se
pretpostavlja da je X = (X;,X3,...,X;) slucajni d — dimenzionalni vektor, a Y slucajna
promenljiva. Klasi¢ni skup X = a je generalizovan sa fazi skupom X = A, gde je a € R4,
Ay je fazi podskup od R¢. Posmatrani podaci su u formi ako — onda (eng. if — then) pravila i
ono se oznacava sa R; (videti [13]).

R;: Ako za X, postoji fazi podskup Agq;, za X, fazi podskup Agy;, ..., za X, fazi
podskup Agg;, ONda za Y postoji fazi podskup By, gde su Aysj; | By; fazi podskupovi od R,
i=12,..,n j=12,..,d.
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Glavna svrha regresije je da se aproksimira Y = g(X) uz pomo¢ parova koji su
unapred poznati. Za regresiju tipa model — free dato je pravilo. Ovo pravilo se predstavlja uz
pomo¢ nekoliko koraka koji ¢ine proces:

1. Korak — postoje pravila (R;) za modeliranje jezickih promenljivih Agj; i By;;
Korak — izbor logickog veznika, na primer: t — norme, operator fazi implikacije,
operator ako —onda...; =, =.

3. Korak — izbor operatora fuzije;

4. Korak — izbor operatora defazifikacije.

Jedan od nacina za izbor logickog veznika je: Neka je Cr fazi podskup od R, koji

sadrzi odgovarajuce vrednosti od Y i koji zavisi od ulaznih promenljivih (x,, x5, ..., x4) gde
se zavisnost definiSe na sledec¢i nacin:

ue,(y) = S(T (Afﬁ(x))), i=12..,nj=12..,d

gde su Si T uzajamno dualna trougaona norma i konorma.

Izbor S i T, t — norme i t — konorme, zavisi od posmatranog problema. Na primer,
neka je S =v=max i T =A= min, tada je ,ucf(y) = max (minAfji(x)),i =1,2,..,n,
j=12,..,4d.

Za dobijanje jedne izlazne vrednosti y potrebno je transformisati funkciju pripadnosti
Cr u realan broj D(Cr). Ovaj postupak transformacije naziva se defazifikacija. Izracunavanje
ocekivane vrednosti je poseban oblik defazifikacije 1 dobija se na slede¢i nacin:

[ yue,()dy

2(&) =T, 0oy

Ne postoji jedinstven nacin da se izvrsi proces defazifikacije, ali postoji nekoliko
metoda koje se koriste za ovaj proces, a to su:

e Metod za izraCunavanje centra oblasti (CAM);
e Metod sredine maksimuma (MMM);
e Metod visine defazifikacije (HDM);

U ovom radu bi¢e prikazan najpopularniji metod, a o ostalim metodama i procesu
defazifikacije vise se moze pronaéi u [2,13].
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Metod za izracunavanje centra oblasti (CAM)

Pretpostavimo da rezultat sakupljanja podataka rezultira funkcijom pripadnosti
Hage(2), z € |29, 24]. Potrebno je interval [z,, z,] podeliti na q jednakih (ili skoro jednakih)
podintervala ¢iji su ¢lanovi z;, z,, ..., Zg—1. Vrednost Z. po ovom metodu je prose¢na vrednost
broja z,

-1
A ZZ=1 Zk.uagg (Zk)

2. = — .
Z:Z=1 Hagg (Zk)

Ovaj metod se jo§S naziva metod centra gravitacije jer ukoliko se uzme da je
posmatrana oblast deo tankog parceta metala ili drveta tada ¢e ta oblast biti centar gravitacije.

Primer 10. [2] Neka je dat interval [0,80] koji je potrebno podeliti na 8 jednakih delova ¢ija
je Sirina 10.

Broj z;, = 10, 20, ..., 70 &ije su funkcije pripadnosti date u Tabeli 7.

i 10 20 30 40 50 60 70
Mage(Zi) 1/6 1/6 1/3 2/3 2/3 2/3 1/3
Tabela 7.
Tada je
10 (1) +20 (1) bt 70@ A2
, 6 6 3 _"3 _ ~
2 B T = —5— = 4611~ 46.
676t T3 3

O procesu defazifikacije takode ¢e biti reci i u odeljku 5.
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4. Fazi statistiCka analiza i procene

U istrazivanju drustvenih nauka, mnoge odluke i procene se donose na osnovu
ljudskog misljenja koje se dobija uz pomo¢ anketa i upitnika. Metod koji se najcesce koristi
daje mogucnost odabira samo jednog odgovora sa liste ponudenih, S§to znaci da ne postoji
mogucnost kombinovanja odredenog dela jednog odgovora sa nekim delom drugog
odgovora. Na primer, moze se odabrati ili crna ili bela boja, a nikako siva boja. Ovi klasi¢ni
procesi Cesto ignoriSu fazi logiku, ponekad se cak 1 dvosmisleno misljenje u ljudskoj logici
moze odraziti na njithovo ponaSanje i prepoznavanje.

Klasi¢na statistika vr$i uzorkovanje tako §to posmatra jedan odgovor (ili je crna ili je
bela boja). Ukoliko bi ljudi mogli da koriste funkciju pripadnosti da izraze stepen osecanja
koja su bazirana na njihovom odabiru, tada bi rezultat bio blizi realnom razmisljanju.

U ovom delu rada koristi¢e se fazi skupovi, fazi statisticka analiza i bi¢e definisani
pojmovi, kao $to su fazi mod, fazi medijana 1 fazi aritmeticka sredina 1 njihove medusobne
interakcije. Takode, tehnika reSavanja i analiziranja fazi podataka bi¢e objaSnjena kroz
osnovne primere ([13]).

Napomena: Posmatra se univerzalan skup U i obelezje X. Za razliku od klasi¢nog slucaja
obelezje se vise ne tretira kao slucajna promenljiva, ve¢ kao fazi vrednost. Dalje, neka je
A ={A,A,, .., A} podskup univerzalnog skupa U, A € U, tada vazi X: A — [0,1], i neka
su {u (X), u,(X), ..., u, (X)} funkcije pripadnosti obelezja X i vazi py(A) = w;(X).
Posmatra se diskretan sluc¢aj te se fazi broj X moze zapisati:

py (X) = Xiy .ui(X)IAi(X): )

gde je I,,(x) = 1 ako je x € A;, ili I, (x) = 0 ako je x & A;. U mnogim literaturama fazi broj
se zapisuje kao
pp(X) = X 4 w20 ) o

oA A, An

gde ,, + “ oznacava ,,ili, a ,, — “ oznacava vezu izmedu p;(X) i A;, a umesto toga se koristi
izraz py (X) = Xit, i (X) 14, (X). Takode, vazi sledeci zapis:

py (X) = px (4) (3)

U cilju poStovanja literature i zbog jednostavnosti dalje ¢e se koristiti zapis (1).

Slede¢i primer na lep nacin ilustruje primenu izraza (2):
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Primer 11. [13] Koliko sati dnevno utroSite na vezbanje?

Neka je U univerzalni skup, a skup A =1{0,1,2,3,4}, A € U, neka oznaCava broj sati
utroSenih na dnevno vezbanje. Tada je fazi broj X = sati vezbanja Koji se mogu izraziti na
slede¢i nacin:

{uo(X) = 0.25, 1, (X) = 0.6, u,(X) = 0.1, u3(X) = 0.05, us (X) = 0}.
Ovaj zapis se moze zapisati i uz pomoc¢ (3):

{ux(0) = 0.25, ux (1) = 0.6, ux (2) = 0.1, ux (3) = 0.05, ux (4) = 0}.
Tada se fazi broj za utroSene sate za vezbanje dobija iz izraza (2):

025 06 01 005 O

X)= —— 4 — 4 4 "4
maX) ===+ T+ 5+ 5=+ 7

Primer 12. Neka je B ={0,1,2,3,4,5}, B € U, broj izdatih knjiga jedne biblioteke na
dnevnom nivou, Y = broj knjiga je fazi broj koji se moze predstaviti na sledec¢i nacin:

{uo(X) = 0.5,u,(X) = 0.2, u,(X) = 0.8, u3(X) = 0, u,(X) = 0.5, us = 0.06}.
Fazi broj za broj izdatih knjiga se dobija iz sledeceg izraza (2):

05 02 08

mp(V) =g+ 5+

0+ 0.5+ 0.06
3 4 5 °

44



4.1 Fazi aritmeticka sredina, medijana i mod

Fazi statisticka analiza koristi pojmove kao $to su fazi aritmeticka sredina, fazi
medijana i fazi mod. Vise o ovim pojmovima se moZe pronaéiu [13,18,19].

Fazi aritmeticka sredina

U daljem tekstu bi¢e date osnovne definicije fazi aritmeticke sredine 1 kroz primere ¢e
biti prikazan nacin na koji se dolazi do nje. Za razliku od klasi¢nog slucaja gde se za
racunanje medijane uzimaju cele vrednosti, npr. crno i belo, fazi medijana koristi 1 vrednosti
poput sive boje.

Definicija 4.2. [13,19] Fazi aritmeti¢ka sredina (podaci sa viSestrukim vrednostima):

Neka je U univerzalni skup, L = {L4, L,, ..., L;.} skup sa k — jezi¢kih promenljivih na U i neka

je {Fxl- =D Mz g o Mk =12, ,n} sludajni  fazi uzorak na U. Neka
Ly ' Ly Ly

m;j (Z;‘zl m;; = 1) zavisi od L;. Tada je fazi aritmeticka sredina definisana na slede¢i nacin:

1 1 1
Fx n {=1 My 4 ﬁz?ﬂ mi - 52{21 My
X = P L —

Ly Ly Ly

Napomena: 1z prethodne definicije se moze videti da m;; zavisi od L;, m;, od L, itd.

Definicija 4.3. [13,19] Fazi aritmeti¢ka sredina (podaci sa intervalnim vrednostima):
Neka je U univerzalni skup i {Fx; = [a;, b;],a;,b; € R,i = 1,2, ...,n} sluajni fazi uzorak na
U. Tada je fazi aritmetiCka sredina definisana na slede¢i nacin:

n n
1 1 b
XN
i=1 i=1

Fx =

Definicija 4.4. [18] Neka je S; = (a;,b;),i = 1,2, ...,n fazi interval. Ako je f; frekvencija
nize vrednosti a; i g; frekvencija viSe vrednosti b;, onda je fazi aritmeti¢ka sredina Fx uzorka
{S;} prosecna vrednost fazi intervala Fx = (a, b), gde je

. fia; " . Y. gib; « ,
= (prosetan minimum), b= (prosetan maksimum).

2 fi X i

a
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a+b

Definicija 4.5. [18] Ocekivana fazi vrednost uzorka {S;} je E Fx = —

Primer 13. [13] Neka je x; =1[2,3], x, = [3,4], x3 = [4,6], x, = [5,8], x5 = [3,7]

pocetna plata za 5 novih svrSenih master studenata.

Tada ¢e fazi aritmeticka sredina za pocetnu platu biti

. 1243444543 34+44+6+8+7
Fx= 5 ’ 5

= [3.4,5.6]

Primer 14. [13] Neka je data vremenska serija {x;} = {0.8,1.6,2.8,4.2,3.6,3.1,4.3,3.5},

t=1,2,..,8.

Ukupan opseg je 4.3 — 0.8 = 3.5. Bice predstavljeni jednaki podintervali intervala [0.8,4.3],
neka je U = {(0,1),(1,2),(2,3),(3,4),(4,5)}. Uvode se jezicke promenljive za posmatrane

podintervale:

veoma nisko = L, « (0,1], nisko = L, « (1,2], srednje = L; « (2, 3],

visoko = L, < (3,4], veoma visoko = Ls « (4, 5],
gde o znaci 'u odnosu na'. Sredine intervala su:

{m, =0.5,m, = 1.5m; = 2.5m, = 3.5,mg = 4.5}.
Jasno se vidi da x; = 0.8 pada izmedu 0.5 i 1.5, tada

1.5-0.8 0.8—-0.5

sz]ELl: sz'SELZ'

fazi vrednost od x; je F;, = (0.7,0.3,0,0,0). Na ovaj na¢in dobile su se slede¢e vrednosti

(Tabela 8.):
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n‘i/:k%nla 1 Nisko =2 | Srednje =3 | Visoko =4 vi\s/:l?;nf 5
F; 0.7 0.3 0 0 0
F, 0 0.9 0.1 0 0
Fy 0 0 0.7 0.3 0
F, 0 0 0 0.3 0.7
Fs 0 0 0 0.9 0.1
Fe 0 0 0.4 0.6 0
F, 0 0 0 0.2 0.8
Tabela 8.

Ocekivana fazi vrednost za vremensku seriju je:

07 03+09 01+407+04 03+034+09+06+02 07+01+0.38
- __8 8 8 8 8
Fx = 1 + > + 3 + 4 + c

_0.09 N 0.15 N 0.15 N 0.29 N 0.2
1 2 3 4 5

Fazi medijana

Sledi pregled osnovnih definicija i primera vezanih za fazi medijanu. Fazi medijana,
kao i fazi aritmeticka sredina, dozvoljava upotrebu vrednosti izmedu 0 i 1, odnosno od ranije
sive boje.

Definicija 4.6. [13] Fazi medijana (podaci sa viSestrukim vrednostima): Neka je U
univerzalni skup, L = {Lq,Ls,,...,L;} skup sa k — jezi¢kih promenljivih na U i neka je

miq miz

{xi =Dy By
Ly Ly

Mik
Lk
J=12,.,k T=1:8S+2:-5,+-+k-5 .Tadaje L; minimum i vaZi

>5[l

(gde je E] najveci integral koji je manji ili jednak sa g) se zove fazi medijana {x;} uzorka.

=12, .., n} slucajan fazi uzorak na U. Neka je S; = XL, my;,

Odnosno,
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j
T
Fmedijana (x;) = { L;: minimum j tako da ZSi > [E] .
i=1

Definicija 4.7. [13] Fazi medijana (podaci sa intervalnim vrednostima): Neka je U
univerzalni skup i {Fx; = [a;, b;],a;,b; € R,i = 1,2, ...,n} sluéajan fazi uzorak na U. Neka
je c; sredina i [; duzina intervala [a;, b;]. Tada je fazi medijana definisana:

_ medijana {1}

Fmedijana = (c;1), ¢ = medijana {cj}, T 5

Definicija 4.8. [18] Fazi medijana uzorka {S;} je definisana kao Fmedijana = (m;, m,,),
gde je m; = medijana od {a;} i m, = medijana od {b;}.

Primer 15. [13] Pretpostavlja se da zajednica Zeli da uvede kaznu za zagadivanje zivotne
sredine. Stoga su angazovali 5 stru¢njaka koji ¢e odrediti visinu kazne. U Tabeli 9. je iznos
kazne koje su stru¢njaci predlozili:

Strucnjaci A B C D E
Iznos kazne | 3~5|6~8|5~8|7~10| 13~19
Tabela 9.

PredloZena kazna stru¢njaka E je mnogo viSa od ostalih. Stoga, ako se Koristi sredina za
odredivanje iznosa kazne rezultat nece biti realan posSto dominira iznos kazne struc¢njaka E.
Medutim, upotreba fazi medijane deluje kao dobra ideja za reSavanje problema u slucajevima
kada je nemogucée primeniti tradicionalnu medijanu. Proces dobijanja fazi medijane na
osnovu Definicije 4.7.:

1. Potrebno je pronaéi sredine intervala, a to su: 4,7,6.5,8.5,16 i zatim ih staviti u
varijacioni niz 4, 6.5, 7, 8.5, 16. Lako se moze videti da je medijana ¢ = 7.

2. Zatim je potrebno pronadi $irine intervala i to su: 2, 2, 3, 3, 6. Sada je medijana % =3
(r = 1.5).

3. Fazi medijana: [7 — 1.5,7 + 1.5] = [5.5,8.5].
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Fazi mod

Uz pomo¢ literature [13,18] definisan je pojam fazi moda sa viSestrukim i
intervalnim vrednostima. Fazi mod, isto kao i fazi aritmeticka sredina i kao fazi medijana,
dozvoljava upotrebu fazi vrednosti na sledeci nacin:

Definicija 4.9. [13] Fazi mod (podaci sa viSestrukim vrednostima): Neka je U univerzalni
skup, L ={Ly, Ly, ...,Li} skup sa k — jezi¢kih promenljivih na U i {FS;,i=1,2,..,n}
sluajan fazi uzorak na U. Za svaki uzorak FS; odredena jezicka promenljiva L;,
my; (=, my; = 1) ineka je S; = X, my;, j = 1,2,..., k. Tada se maksimalna vrednost S;

(uzimajuéi u obzir L;) naziva fazi mod (FM) ovog uzorka i definisan je na slede¢i nacin:

FM = {1;]5; = max 5,}

1<i<k

Definicija 4.10. [13] Fazi mod (podaci sa intervalnim vrednostima): Neka je U
univerzalni skup, L = {L4, L,, ..., Ly} skup sa k — jezi¢kih promenljivih na U i

{FS;, = la; b;],a;,b; ER, i =1,2,...,n} slutajan fazi uzorak na U. Za svaki uzorak FS;, ako
postoji interval [c, d] koji obuhvata odredeni uzorak, tada se taj uzorak zove grupa. Neka je
MS skup grupa koji sadrzi maksimalni broj uzorka, tada je fazi mod (FM) definisan:

FM = [a,b] = {n [a;, b;]|[a;, b;] € MS}.

Ukoliko interval [a, b] ne postoji (na primer, [a, b] je prazan skup) tada se kaze da fazi
uzorak nema fazi mod.

Definicija 4.11. [18] Fazi mod uzorka {S;} je definisan kao FM = (m;, m,), gde je
m; = mod od {a;} i m, = mod od {b;}.

Izabran je primer iz [13] u kome se pravi paralela izmedu klasi¢nog i fazi pristupa.

Primer 16. Pretpostavlja se da 8 glasaca trazi predsednika izmedu 4 kandidata. Rezultati
glasanja dati su u Tabeli 10. dobijeni sa dva razli¢ita tipa glasanja (tradicionalno (klasi¢no)
protiv fazi glasanja):
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Kandidat| tradicionalno glasanje faziglasanje
Glasac¢ A B C D A B C D

1 \% 0.7 | 0.3

2 v 0.5 04 | 01

3 v 03 | 07

4 \% 0.4 0.6

5 Vv 0.6 | 04

6 \ 0.4 04 | 0.6

7 \ 0.8 | 0.2

8 \ 0.8 | 0.2

Total 1 3 2 2 13| 21| 34| 16

Tabela 10.

Iz tradicionalnog glasanja moze se videti da je za kandidata B glasalo 3 glasaca. Otud

je mod glasanja B.

Sa druge strane, kod fazi glasanja, kandidat B ima ukupnu pripadnost 2.1, dok

kandidat C ima 3.4.

Tacnije, glasaci daju prednost fazi glasanju 1 kao Sto se moZe videti, kandidat C u
odnosu na kandidata B viSe zasluzuje da bude predsednik.
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4.2 Heuristicke osobine povezane sa fazi statistikom

Karakteristike populacije su opisane uz pomo¢ statistickih parametara, ali mnoge su
izostavljene, kao $to su ocekivanje, medijana i mod. U drustveno — nau¢nom istraZivanju
ljudskog misljenja, klasi¢ni parametri nisu dovoljni za aplikaciju, stoga se koristi i fazi mod.

Neka je U univerzalni skup, L = {Lq, L,, ..., Ly} skup k — jezi¢kih promenljivih na U i
{FS;, i =1,2,...,n} sluéajan fazi uzorak na U (podaci sa diskretnim fazi brojem). Naredne
osobine se koriste za prikazivanje aplikacija koje predstavljaju definiciju fazi moda ([13]).

1. Fazi medijana i fazi aritmeticka sredina postoje i jedinstvene su, ali fazi mod moze da
ne postoji.

2. Za diskretni fazi uzorak ako sredina intervala i interval proizilaze iz simentri¢ne
funkcije pripadnosti tada ¢e sredina fazi aritmeticke sredine uzorka biti jednaka sa
sredinom fazi medijane.

3. Ako za kontinuirani fazi uzorak osnova distribucije proizilazi iz desne (leve)
distribucije, tada ¢e interval vrednosti fazi uzorka biti ve¢i (manji) od fazi medijane
uzorka.

4. Za diskretan fazi uzorak upotrebljava se nivo znacajnosti a za uzorak veli¢ine n.

5. Ako je maksimalna pripadnost m;; u svakom fazi uzorku Fx; ve¢a od nivoa
znacajnosti a i nalazi se u L;, tada je fazi mod uzorka konzistentan sa klasi¢nim
modom.

6. Ukoliko postoji pripadnost m;; u svakom fazi uzorku Fx; sa vrednostima m;; > 0.5,

tada je fazi mod konzistentan sa klasiénim modom za bilo koji nivo znacajnosti
a = 0.5.

7. Ukoliko postoje uzorci ¢ija maksimalna pripadnost pada na dve ili viSe vrednosti
skupa L ={L4,L,,...,L;}, tada se ne moze izraunati klasi¢an mod, a da se tom
prilikom ne odbace ti uzorci. Medutim, izborom odgovaraju¢eg nivoa znacajnosti «,
fazi mod moze se izraCunati na slede¢i nacin:

n
i=1
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8. Za kontinuirane uzorke koji proizilaze iz simetricne distribucije, sredina fazi moda i

sredina fazi medijane uzorka ¢e se poklapati.

Napomena: Ukoliko je izabran nivo znacajnosti a prevelik tada je vrednost fazi moda mala i

obrnuto.

Primer 17. [13] Za odredivanje stepena zagadenosti Zivotne sredine P (0 < P < 1),

angazovano je 12 stru¢njaka. Date su jeziCke promenljive:

L ={L, = OK, L, = umereno, L; = $tetno, L, = veoma $tetno, Ls = rizitno}.

U slede¢im Tabelama 11. i 12. su prikazani rezultati stru¢njaka:

Zagadenost OK  |Umereno| Stetno \{eoma Rizicno
Struénjaci stetno
1 0.5 0.4 0.1
2 0.4 0.6
3 0.4 0.6
4 0.6 0.4
5 0.4 0.6
6 0.3 0.7
7 0.4 0.6
8 0.4 0.6
9 0.2 0.8
10 0.1 0.3 0.6
11 0.7 0.3
12 0.7 0.3
Ukupno: 1.6 3.9 2.1 2.9 1.5

Tabela 11.: Fazi rezultati
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Zagadenostt o Umereno| Stetno veoma | pizieno
Strucnjaci e
1 v
5 v
3 v
R v
5 v
; v
. v
2 v
) v
10 ’
11 v
12 v
Ukupno: 2.0 3 ! 4 2

Tabela 12.: Klasi¢ni rezultati

Kao §to se moze videti iz prethodnih tabela, najvisi stepen zagadenosti kod fazi
rezultata (fazi mod) je 3.9 (umerena zagadenost), a kod klasi¢nih rezultata mod je 4 (veoma
Stetno). Medutim, stepen zagadenosti za termin veoma Stetno u Tabeli 11. je 2.9, §to je daleko
manje od 3.9 pa se moze zakljuéiti da su fazi rezultati precizniji i daju mnogo jasniji prikaz
stepena zagadenosti zivotne sredine. Drugim re¢ima, fazi mod realnije prikazuje rezultate u

odnosu na klasi¢an mod.

Primer 18. [13] Pretpostavlja se da stanovnici jedne oblasti zele da odrede kaznu za
zagadivanje reke i u tu svrhu su angazovali 10 stru¢njaka. Rezultati su dati u Tabeli 13. koja
prikazuje iznose kazni u milionima dinara:

Faktori| voda Curst smrad |Hemikalije Buka

Strugnjacl w=0.4 itz‘:zds w=0.2 w=0.1 w=0.05
1 1o0,12] | @s,20] | 12,151 | 22,301 | 8 10]

2 8, 9] [8,10] | [10,13] 6, 8] [12,13]

3 5, 7] 120,25] | 119,201 | (9,111 | [20,22]

4 12,15] | [20,28] | 11,121 | [20,23] | [15,18]

5 20,30] | (14,19] | (10,201 | [(14,16] | [16,20]

6 [7,9] [16,21] | [13,15] 8,9] 125, 30]

7 [8,10] | [10,12] | [22,24] | [10,11] | [31,35]

8 5, 6] (7, 8] 7,191 | 12,15 | [20,23]

9 [11,12] [11, 14] [22, 28] [18, 20] [10,12]

10 11,13] | [22,26] | [14,16] | [10,12] | [16,22]

Fazi medijana [©,11] |[14.5,19.5] [14,16] | [11,13] | [17,20]

Faziaritmeticka | 5 15 311(14.3,18.3]| [15,18.2] |112.9, 15.5]|[17.3, 20.5]
sredina
Tabela 13.
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Vrednosti fazi medijane se dobijaju na slede¢i nacin, krajnje vrednosti intervala se
poredaju u varijacioni niz i zatim se primeni definicija koja je ranije definisana u radu. Na

primer, posmatraju se donje vrednosti intervala za Vodu i dobija se varijacioni niz
8+10

5,5,7,8,8,10,11,11,12,20 iz kojeg sledi da je fazi medijana za Vodu — = 9. Isti nacin

primeniti za racunanje fazi medijane ostalih Stetnih faktora.

Fazi aritmeticka sredina se dobija kada se krajnje vrednosti intervala saberu, a zatim i
podele sa brojem struc¢njaka. Na primer, fazi aritmeticka sredina za Vodu je:

11—0(10+8+5+12+20+7+8+5+11+11)=%-97=9.7 . Na isti na¢in odrediti

fazi aritmeticku sredinu za ostale faktore zagadenja reke.

Sada je potrebno odrediti Sirine i centre intervala za fazi medijanu i fazi aritmeti¢ku
sredinu (na primer, interval fazi medijane za Vodu je [9,11] S$irina je 2, a centar intervala je
10, interval za fazi aritmeticku sredinu [9.7,12.3] Sirina intervala je 2.6, a centar intervala je
11). Kada su sve ove vrednosti odredene moze da se odredi iznos kazne za zagadivanje reke
tako Sto se centar intervala pomnozi sa odgovaraju¢om w iz tabele:

o Fazi medijana:

10-04+17-0.25+15-0.2+12-0.1 +18.5-0.05 = 13.4;

o Fazi aritmeticka sredina:

11-04+16.3-0.25+16.6-0.2+19.2-0.1 +19.4-0.05 = 14.8.
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5. Testiranje hipoteza sa fazi aritmetickom
sredinom

Testiranje hipoteza je veoma vazno za pronalazenje reSenja u prakti¢nim problemima.
Uobicajena pretpostavka je da se koriste precizni brojevi, ali mnogo je realnije posmatrati
fazi vrednosti koje su ne - precizni brojevi’ i tada ¢e i test statistika koja se koristi imati takve
vrednosti.

U ovom poglavlju, bi¢e dati fazi procesi statisticke odluke kojom se testiranje
hipoteza moZe preformulisati u statistiku sa intervalnim vrednostima. Takode, koristi¢e se
definicije fazi aritmetiCke sredine, fazi udaljenosti, a analizirate se i njihova medusobna
povezanost ([5,6,13,17,19]).

Swvi statisticki metodi koji se koriste za fazi testiranje aritmeticke sredine zasnivaju se
na klasi¢noj teoriji odlucivanja, proSirena Neyman — Pearson-ova lema o najmo¢nijem testu
nije dovoljno istraZena iz dva razloga:

- Lako izracunanje (eng. soft - computing) kriti¢ne oblasti sa fazi brojevima jo$ uvek
nije poznato;

- Distribucije za fazi populacije su nejasne, nepotpune i nepoznate.

Defazifikacija je proces koji daje merljive rezultate u fazi logici, sa obzirom na fazi
skupove i odgovarajuci stepen pripadnosti. Obi¢no se koristi u kontroli fazi sistema i ima niz
pravila uz pomo¢ kojih se broj promenljivih transformiSe u fazi rezultat, odnosno rezultat je
opisan preko pripadnosti fazi skupovima. Fazi sistemi predstavljaju i upravljaju nepreciznim i
neizvesnim informacijama koriste¢i teoriju fazi skupova. Mnogi od ovih fazi sistema
ukljucuju kao poslednji korak proces defazifikacije koji preslikava fazi skup (koji je u stvari
srz fazi sistema) u klasi¢nu vrednost.

Definicija 5.1. [13] Defazifikacija za fazi diskretan podatak: Neka je D fazi uzorak na
posmatranom domenu U sa jezi¢kim promenljivim {L; i =1,2,...,k}. up(L;) =m; je
pripadnost koja uzima u obzir L;, >, up(L;) = 1. Vrednost defazifikacije za diskretni fazi
uzorak je Dy = ¥¥_; m;L;.

’ Pojam ne — preciznih brojeva je mnogo sloZeniji od pojma fazi brojeva jer on sadrzi fazi brojeve i brojeve
unutar fazi intervala. Tipi¢an primer ovih brojeva je zivotni vek nekog sistema koji se ne moZe taéno odrediti,
ali moze biti predstavljen preko intervala vrednosti.
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Primer 19. [13] Neka je D = g + % + 0:'3—5 + % + g (zapis na osnovu gore navedenog nac¢ina
(2)) diskretan fazi uzorak sa jezi¢kim promenljivim {L; = 1,L, = 2,L3 = 3,L, = 4,Ls = 5}
i pripadnostima {m, =0, m, = 0.2, m3 = 0.5, my, = 0.3, mg = 0}, tada je vrednost

defazifikacije fazi uzorka D

k
Dp=) ml;=0-1+02-2+05-3+03-4+0-5=31

=1

Definicija 5.2. [13] Defazifikacija za fazi intervalne podatke: Neka je C fazi uzorak na
posmatranom domenu U sa osloncem (eng. support) [a, b]. C je fazi interval od R uz [a, b] i

_ f:x,u(x)dx

tada je Cr =~ vrednost defazifikacije fazi uzorka C.
Jg u@)ax

Primer 20. [13] Neka je C fazi uzorak sa osloncem [0, 2] i funkcijom pripadnosti % Tada je
vrednost defazifikacije fazi uzorka C

_Jpxucodx_Jy (
Jiueodx 2 (

)dx )

d )dx=

N =N =R

Veoma je vazno dati definicije za udaljenost fazi skupova.

Definicija 5.3. [13] Rastojanje za diskretan fazi uzorak: Neka su A i B dva fazi uzorka na
skupu U sa funkcijama pripadnosti py, ug. Tada

i.  Euklidsko rastojanje,

n

1 - 2
dg(A,B) = — Z(HA(xi) —up(x))” ;

ii.  Haming®-ovo rastojanje daje broj neuskladenih komponenti od A i B,
n
1
dy(4,B) = ;Z L (o paCepzus (e } (X0
i=1

gde je n = |U| kardinalnost skupa U.

8 RiGard Vesli Haming (eng. Richard Wesley Hamming (1915. — 1998.)) je bio ameriki matematicar Giji rad ima
mnostvo uticaja na polju informatike i telekomunikacija.
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Definicija 5.4. [13,19] Rastojanje za intervalni fazi uzorak: Neka su A i B dva fazi
uzorka sa funkcijama pripadnosti u,(x) = f(x) ako je x € [a,b], 0 < f(x) <1,
us(y) = g(y), akojey € [c,d], 0 < g(y) < 1. Tada su date sledeée definicije rastojanja:

i. di(4,B)=inf{lx=y|:x €A,y € B},
ii. dy(A,B)=sup{lx=yl:x€A,yeB},
iii. d;(A4,B) =inf{e, &},
iv. d,(A,B) = sup{e;, &,},
gde jeg; = infle:[c,d] c [a— ¢, b+ €l},e, = infle:[a,b] c [c —¢,d + €]}

Definicija 5.5. [13,19] Fazi jednakost za diskretne podatke: Neka je dat skup U, niz

jezickih promenljivih L = {Ly,Ly, ..,Ly} na U, {Xl- =TT gL T =, 2},
1 2 k

Z;‘zlmi}- = 1 su dva slucajna uzorka iz U. Ako je my; =m,;, j =1,2,..,k tada se kaze
da je uzorak X; fazi jednak sa X,, uoznaci X; =y X,.

Definicija 5.6. [13,19] Fazi indeks za jednakost diskretnih podataka: Neka je dat skup

U, niz jezickih promenljivih L = {Ly, Ly, .., L} na Ui {X; =2 4 M2 4.4 Mk 5= 1 9}
1 2 k

Zle m;; = 1 su dva slucajna uzorka iz U. Vrednost defazifikacije za diskretan fazi uzorak X;
je Dy = Z;‘zl m;;L; . Ako je D,y = D,s tada se kaze da je X; fazi indeks jednak sa X, u
oznaci X; =; X, .

Definicija 5.7. [13,19] Fazi jednakost za intervalne podatke: Neka su A i B dva fazi
skupa sa funkcijama pripadnosti p,(x) = f(x) ako je x € [a,b],0 < f(x) <1,

us(y) = g(y), akovaziy € [c,d],0 < g(y) < 1. Ako A i B imaju isti oslonac i ako su f, g
konveksne funkcije tada se kaze da je A fazi jednak sa B, u oznaci A = B ili krace
A =g [a, b].

Definicija 5.8. [13,19] Fazi pripadnost za intervalne podatke: Neka su A i B dva fazi
skupa sa funkcijama pripadnosti p,(x) = f(x) ako je x € [a,b],0 < f(x) <1,

us(y) = g(y), ako vazi y € [c,d],0 < g(y) < 1. Ako se oslonac od A nalazi u osloncu od
B i ako su f, g konveksne funkcije, tada se kaze da A pripada B, u oznaci A € B ili krace
A €g [c,d].

Osobina 1. [13,19] Neka su A i B dva fazi skupa sa funkcijama pripadnosti p,(x) = f(x)
ako je x € [a,b], 0 < f(x) <1, ug(y) = g(y), ako vazi y € [¢,d],0 < g(y) < 1. Fazi
jednakost implicira fazi pripadnost, obrnuto ne vazi.
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Dokaz: Ako vazi da je A =f B, odnosno A =g [a, b], tada vazi [a, b] = [a, b] §to implicira
[a, b] c [a, b]. Dakle, vazi da je A € [a, b].
]

Sledi osobina za fazi jednakost sa odredenim uslovima:
Osobina 2. [13,19]

a) Svaki fazi skup C sa osloncem [m,n] nema presek sa osloncima skupova A i B.
Ako je b<m,d<m i d{(4C)=d,(B,C), d,(AC)=d,(B,C) tada je
A =F B

b) Svaki fazi skup C sa osloncem [m,n] nema presek sa osloncima skupova A i B.

Ako je a>n, c>n i d,(4,C)=4d,(B,C), d,(AC)=d,(B,C) tada je
A =F B

Dokaz:

a) Ako d,(4,C) =d,(B,(C), odnosno iz Definicije 5.4. se zna da je
inf{lx—zl:x€A,zeC}y=inf{ly—zl:y€eB,zeC} >m—-b=m—-d>b=d.
Ako je d, (4, C) = d,(B, C) odnosno iz Definicije 5.4.
sup{lx —yl:x €A,y € B} =sup{ly—z|:y€B,zeC}>n—a=n—-c=>a=c.
Tadaje A =g B.

b) Analogno.
|

Osobina 3. [13,19] Svaki fazi skup C sa osloncem [m,n] nema presek sa osloncima
skupova A i B. Ako je A € B tada d,(4,C) = d,(B,C) id,(A,C) <d,(B,C), obrnuto ne

vazi.

Dokaz: Dokazace se slu¢aj kada je d < m, ostali slu¢ajevi se dokazuju analogno.
Kako je A€gB,a=c,n—a<n-c¢, b<d, m—b>m-—d tada sledi da je
d,(A4,C) =2d(B,C) i d,y(A,C) <d,(B,C).

|
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Napomena: Ako se uzme da je [a,b] =[3,5], [c,d] = [18, 21], [m,n] =[10,12] tada
vazi da je d1(A4,C) = d,(B,C) i d,(A,C) < d,(B,C). Medutim, A €5 B jer ne vazi da je
A eF B; A =F [a' b]' B =F [C; d] = [a; b] EF [C, d] = [3; 5] eF [18r 21]

Osobina 4. [13,19] Neka je [a,b] N [c,d] =0 id—c>b—a, tada je d3(4,B) =c—a
akovazib < cid;(A,B)=b—dakojea>d.

Dokaz: Za b < c vazi,

g =infle:[c,dlcla—egb+e]l}=d—-b, & =infle:la,b]lcc—¢cd+e]}=c—a.
g—&=0d-c)—(b—a)=0=d;3(4,B) =infle,&,} =c—a.
[

Osobina 5. [13,19] Neka je [a,b] N [c,d] # @ i [a,b] ¢ [c,d] i d —c = b —a, tada je
d;(A,B) =c—aakovazia<cid;(A,B) =b—dakojeb >d.

Dokaz: Kako je d —c = b —a, odnosno d — b = c — a, dalje je dokaz identican dokazu
Osobine 4.

|
Osobina 6. [13,19] Ako je [a, b] < [c,d] tada vazi d5(A4, B) = 0.
Dokaz: 1z Definicije 5.4. ,
g =infle:lcdlcla—¢eb+¢]}>0,e={e:[a,b]c[c—¢d+¢€]}=0 =
d;(A,B) = inf{e, &,} = 0.

|

Osobina 7. [13, 19] Za svaki fazi skup C sa osloncem [m, n], vazi:
a) Akojen—m=>=d—ciAE€Btadad;(4,C) <d;(B,C);
b) Akojen—m=>d—ciA = Btadad;(4,C) = d;(B,C).

Dokaz:

a) Akoje A € Btadaa = ¢, b < d irazlikuju se sledeci slucajevi:

e d<m= d;(A,C)=m—a<m-c=d;(B,0C);
e ¢c>n= d;(A4,C)=b—-—n<d-n=d;(B,C);
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e c<ma<md=m= d;(A,C)=m—-—a<m-—c=d;(B,C);
e c<ma=m= d;(A4,C)=0<m-—c=d;(B,C);

e c>md<n= d;(4,C)=0=d;(B,0C);

e c<nb>nd>n> d;(4,C)=b—n<d-n=d;(B,C);

e c<nb<nd>n> d;(4,C)=0<d—-n=d;(B,C).

b) Analogno.

5.1 Testiranje hipoteza sa fazi uzorkom

Testiranje hipoteza o fazi aritmeti¢koj sredini sa intervalnim podacima je nova
istrazivac¢ka tema. Na osnovu nivoa znacajnosti § se odlucuje da li ¢e se sprovesti jednostrani
ili dvostrani test. Testiranje hipoteza sa fazi uzorkom se razlikuje po nivou znacajnosti od
klasi¢nog testiranja.

Problem testiranja fazi hipoteza nezavisno su proucavali mnogi autori i u svojim
radovima Koristili tehnike za reSavanje problema sa fazi podacima. Dolazili su do novih
problema koji su nepostoje¢i u klasi¢nom statisti¢kom pristupu ([6, 13, 19]).

Neka je Fx fazi aritmeticka sredina uzorka, X, je defazifikacija od Fx, a u, je

vrednost defazifikacije od Fx. Unutar fazi nivoa znacajnosti i fazi kriti¢ne vrednosti Fy testira
se hipoteza H,: Fx = Fp,, gde je Fpu, fazi aritmeticka sredina populacije U, a

{xi = L—T+L—;2+ +L—;k, i=1,2, ...,n}, Zﬂ?:lmij =1 skup sluéajnih uzoraka iz

populacije U. Neka je u vrednost defazifikacije od Fu, tada gore navedena hipoteza postaje
Ho:pp = o

Sledi pregled testiranja hipoteza:

- Testiranje hipoteza o fazi indeksu jednakosti za fazi aritmeticku sredinu sa diskretnim
podacima;

- Testiranje hipoteza sa kontinuiranom fazi aritmetickom sredinom;

- Testiranje hipoteza o fazi pripadnosti sa ograni¢enim uzorcima,
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- Testiranje hipoteza o fazi pripadnosti sa neograni¢enim uzorcima.

Testiranje hipoteza o fazi indeksu jednakosti za fazi aritmeticku sredinu sa diskretnim
podacima

Koraci prilikom testiranja:

1) Testira se hipoteza H,: Fu = Fu, protiv alternativne hipoteze H,: Fu #+ Fu,;
2) Potrebno je pronaéi Fx iz sluéajnog uzorka {x;,i = 1,2, ...,n};

3) Nivo odluke: ako unutar fazi nivoa znac¢ajnosti Fs vazi |9Zf - ,uo| > ¢ tada se hipoteza
H, odbacuje.

Napomena: Ukoliko vazi da je u, — Xy > & tada se primenjuje levi test za testiranje hipoteze

Hy: Fu < Fu, i ako ovaj uslov vazi, hipoteza H, se odbacuje. Analogno se primenjuje desni
test.

Testiranje hipoteza sa kontinuiranom fazi aritmetickom sredinom

1) Neka je Q domen sa fazi aritmetickom sredinom [a, b] i neka je skup slucajnih
uzoraka {x; = [x;;, xy;l,i = 1,2, ..., n};

2) Testira se hipoteza Hy: Fu = [a, b] protiv alternativne hipoteze H;: Fu #5 [a, b];
3) Naéi Fx = [x;,x,] iz sluajnog uzorka {x;,i = 1,2, ...,n};
4) Odluka o odbacivanju hipoteze H, se sprovodi ako unutar nivoa znacajnosti Fs vazi

lx; —al >k ili |x,—b|>k,gdejek =6r (r=>b—a).

Testiranje hipoteza o fazi pripadnosti sa ogranic¢enim uzorcima

1) Testira se hipoteza Hy: Fu € [a, b] protiv alternativne hipoteze H;: Fu &5 [a, b];

2) Iz slucajnog uzorka {x;,i = 1,2,...,n} trazise FX = [x,,x,];
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3) Unutar nivoa znacajnosti Fs trazi se k = ér, gde je r = b —a, iako vazi x; < a—k
ili x,, > b + k hipoteza H, se odbacuje.

Testiranje hipoteza o fazi pripadnosti sa neogranicenim uzorcima

1) Testira se hipoteza H,:Fu € Fuy, = (—oo,b] protiv alternativne hipoteze
Hy:Fp &g (—oo,b];

2) Iz sluéajnog uzorka {x;,i = 1,2, ...,n} trazise FX = (o, x,];
3) Uslov za odbacivanje hipoteze H, je x,, > b + k, gde je k = or.
i
1) Testira se hipoteza Hy: Fu € [a, o) protiv alternativne hipoteze H;: Fu €5 [a, ©);
2) Iz sluéajnog uzorka {x;,i = 1,2, ...,n} trazi se FX = [x;, ©);

3) Unutar nivoa znacajnosti Fs ukoliko vazi x; < a—k,k = ér tada se odbacuje
hipoteza H,,.

Iz [19] je izabran primer koji prikazuje primenu procesa testiranja hipoteze na
svakodnevni problem.

Primer 21. Administracija jedne kompanije Zeli da iskontroliSe uklju¢ivanje klima uredaja
radi uStede elektricne energije. Misle da je potrebno ukljuciti klima uredaj kada temperatura
dostigne 28°C. Medutim, administracija Zeli da ¢uje i miSljenje osoblja (njih petoro) po
pitanju tolerancije na toplotu. Rezultati su sledeéi: [27,00),[26,0),[29,0),[24, ),
[26,0).

Testira se hipoteza H,: u = [28, ) protiv hipoteze H;: u # [28,0). Potrebno je izracunati
FX = [26.4,), donja granica intervala dobijena je na sledeé¢i nacin:

1 1
§(27+26+29+24+26)=§-132=26.4-

Neka je nivo znacajnosti § = 0.2, pa sledi 28 — 26.4 = 1.6 > 0.2 i zbog toga se odbacuje
hipoteza H,: u = [28,0). Takode, sugerisano je da se klima uredaj ukljucuje kada je
temperature ispod 28°C.
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Primer 22. [13] Farmer Zeli da predstavi novi naéin prZenja piletine i zbog toga je pozvao 5
stru¢njaka. Nakon §to su probali piletinu upitani su da daju fazi ocene, odnosno da izaberu

odgovor izmedu sledec¢ih ponudenih:

veoma nezadovoljavajute = 1, nezadovoljavajute = 2, nema razlike = 3,
zadovoljavajute = 4, veoma zadovoljavajute = 5.

Procene struénjaka su date u Tabeli 14.:

Ocene
1 2 3 4 5
Struénjaci
A 0 0 0 0.7 0.3
B 0 0 0 0 1
C 0 0.4 0.6 0 0
D 0 0 0 0.8 0.2
E 0.1 0.9 0 0 0
Tabela 14.

Neka se testira hipoteza o fazi indeksu jednakosti: Hy: X; = 3 protiv alternativne hipoteze

H;: Xy # 3. Neka je fazi nivo znadajnosti § = 0.1 i X = 2.4, dobija se da je
to — X =3 —2.4=0.6> 0.1 = hipoteza H, se odbacuje.

Farmer nece primenjivati nove tehnike prZenja piletine jer je fazi indeks X, manji od 3.
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5.2 Fazi y? — test homogenosti

Neka je U univerzalni skup, L = {L4, Ly, ..., L} skup k — jezi¢kih promenljivih na U
Yk m;; =1), {a;,ay, ..,an} i {by, by, ..., b,} dva slucajna fazi uzorka izvudena iz
Jj=1 ]

populacija 4, B sa funkcijama pripadnosti mA;; i mB;;.

Posmatra se vektor n duzine k, n = {n,,n,, ..., ny} za koji vazi ),;n; = n. Pirsonov

hi-kvadrat test ()(2 =i @) je test koji se koristi za odredivanje znacajnosti razlika
ij

izmedu posmatranih podataka i teorijski oCekivane frekvencije podataka. Velike vrednosti

odstupanja izmedu posmatranih i o¢ekivanih frekvencija podataka dace veliku vrednost za y?

(videti [13, 18]).

x? test homogenosti se koristi za testiranje hipoteza fazi uzorka koji moZze biti:
diskretan i sa intervalnim podacima.

Testiranje hipoteza 0 homogenitosti za diskretan fazi uzorak

1) Testira se hipoteza da dve populacije imaju isti koeficijent distribucije, odnosno

Lma, MAy

. mMa; L
Hy:Fuy, =p Fug gdeje Fuy = . + - _|_..._|_T

~MB; —MB, =
+m 2y
Ly L, Lk

MBy,

F[lB = , MA] = {ZlmAl-j, MB] = ZﬁlmBU,

[Mij]-ei)®

2) Koristi se statitika x* = Yicap Z§=1( . Za testiranje Pirsonovog hi — kvadrat

eij
testa potrebno je decimalne brojeve Mi; prebaciti u cele brojeve, na primer brojevi
vec¢i od 0.5 posmatrace se kao 1, a ostatak ¢e se odbaciti;

3) Ako vazi y? > y2(k — 1) unutar nivoa znadajnosti «, tada se hipoteza H, odbacuje.

Testiranje hipoteza 0 homogenosti fazi uzorka sa intervalnim podacima

1) Neka su {ai = [ali,aui], i = 1, 2, ,m} i {bl = [bli'bui]' i = 1,2, ,n} dva
slu¢ajna uzorka iz populacija 4, B;
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2) Hipoteza: Dve populacije A, B imaju isti koeficijent distribucije, odnosno

1

. MA; M4, 1yma,
Hy:Fuy =p Fup gdeje Fuy =" —+"—+ -+ 58—,
Ly Ly Lk
~MB; —MB, ZMBy, . " .
Fug = L, L, Tt P MA; = 22y mA;;, MB; = 22, mBj;
. 2
3) Koristi se statitika 2 = Yicap Z;=1M;
ij

4) Ako vazi y? > y2(k — 1) unutar nivoa zna¢ajnosti «, tada se hipoteza H, odbacuje.

Primer 23. [13] Politicke partije uoci izbora Zele da znaju stepen popularnosti partije,
odnosno da li za partiju glasanju Zene ili muskarci. Sprovedena je anketa i rezultati su
analizirani uz pomoc¢ tradicionalnog i fazi pristupa (Tabela 15.).

Popularnost partije | y? - test Popularnost partije | y? - test
(klasicni pristup)  |homogenosti (fazi pristup) homogenosti
Partija A B |[Ostale X A B |Ostale ,
Muskarci| 220 280 100|X=8-27>5.99=| 216 7| 268.5| 114.3|X=3.78<5.99=
Jene 170] 150 80| X0os(2) | 158.1] 154.7] 87.2] X%0s(2)
Tabela 15.

Testira se nulta hipoteza H, : nema razlike u glasanju zena i muSkaraca protiv
alternativne hipoteze H; : postoje razlike u glasanju zena i muskaraca. Koristi se nivo
znacajnosti @ = 0.05. Iz tabele se vidi da se kod klasi¢nog pristupa hipoteza H, odbacuje jer
je registrovana vrednost testa van kriticne oblasti, dok se kod fazi pristupa hipoteza H, ne
odbacuje jer je vrednost unutar kriti¢ne oblasti.
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Zakljucak

U radu su dati osnovni pojmovi teorije fazi skupova koji su uvedeni zbog uopstenja
klasi¢nih skupova, dok su fazi brojevi uvedeni zbog numeric¢ke reprezentacije neodredenosti
razli¢itog porekla. Fazi brojevi pomazu u konstruisanju matematickih modela sa jezickim
promenljivim (izrazima), na primer: ,visoko®, ,malo*, ,priblizno*“. Predstavljanje 1
modeliranje neodredenosti 1 nepreciznosti koja je prisutna u svakodnevnom Zivotu, moguce je
sprovesti na mnogo nacina, a jedan od pogodnih nacina je rad sa fazi skupovima, odnosno rad
u fazi okruzenju. Fazi statisticka analiza je nastala upravo zbog nejasnih uzoraka 1
nepreciznih informacija dobijenih na osnovu ljudskih misli u odredenim sredinama.

Na pocetku rada dat je pregled osnovnih statistickih pojmova sa kursa iz Statistike.
Ovaj pregled je od velikog znaCaja za kasnije uspostavljenu paralelu sa fazi okruzenjem.
Takode, definisani su pojmovi vezani za fazi skupove, fazi brojeve, fazi logiku i fazi
statistiCku analizu. Fazi statisticka analiza obuhvata rad sa fazi aritmetiCkom sredinom, fazi
modom i fazi medijanom. U radu je dat iscrpan pregled ilustrovanih primera Kkoji
objasnjavaju postupak dobijanja fazi aritmeticke sredine, fazi moda, fazi medijane i pregled
primera Koji reprezentuju primenu testiranja hipoteza sa fazi uzorcima u realnim Zivotnim
problemima. Rezultati datih primera pokazuju da je fazi statistika sa jednostavnim ra¢unom
bliza stvarnom ljudskom razmisljanju jer dozvoljava da se odgovor na pitanje vrednuje sa
vrednostima izmedu 0 i 1, Sto kod klasicne statistike nije slucaj. Takode, u radu je pokazano
kako se operacije preseka 1 unije fazi skupova definiSu pomocu trougaonih normi i
trougaonih konormi i date su operacije sa fazi brojevima uz pomo¢ trougaonih normi.

Izlozena tematika je pregled rezultata koja je pogodna za razumevanje osnovnih
pojmova iz teorije fazi skupova i moze pruziti dobru podlogu za dalja istrazivanja.
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